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T O P O L O G I S C H E  OVALE 

Der Ausgangspunkt ffir die hier dargestellten Untersuchungen war die 
Frage, ob es lokalkompakte topologische Laguerreebenen gibt, in denen die 
topologische Dimension des Punktraums gr613er ist als vier. Irn Zusammen- 
hang damit galt es zu kl~iren, ob es in kompakten topologischen projektiven 
Ebenen einer Dimension gr6Ber als vier Ovalelgeben kann, die in topologi- 
scher Hinsicht gutartig sind. In dieser Arbeit (3.5,3.6)werden wir beide 
Fragen verneinend entscheiden (wobei wir allerdings die betrachteten 
Ebenen als endlichdimensional voraussetzen); dabei geniigt als topologische 
Voraussetzung an die Ovale ihre Abgeschlossenheit im Punktraum. 

Dies zeigt ein weiteres Mal die einschneidende Wirkung topologischer 
Annahmen, da in jeder unendlichen projektiven Ebene Ovale schlechthin zu 
finden sind: nach einem Verfahren von Mazurkiewicz [29] kann man zum 
Beispiel eine 2-Kurve konstruieren und diese dann um einen Punkt ver- 
mindern, um ein Oval zu erhalten; siehe auch [2], [15]. 

In projektiven Riiumen liegen ~ihnliche Verh~iltnisse vor: Aus unseren 
Aussagen fiber Ovale k6nnen wir folgern, dab in den projektiven R/iumen 
h6herer Dimension ( >1 3) fiber den komplexen Zahlen oder den Quaternionen 
keine abgeschlossenen Ovoide existieren (3.4). Weiter ergibt sich, dab der 
Punktraum einer endlichdimensionalen lokalkompakten zusammenh~ingen- 
den M6biusebene nut zweidimensional sein kann (3.2); unter der zus~itzlichen 
Voraussetzung, dab die Kreise lokal euklidisch sind, ist dies schon lfmger 
bekannt [18]. 

Grundlage ffir diese Reihe von negativen Resultaten sind verschiedene 
positive Ergebnisse fiber abgeschlossene Ovale in endlichdimensionalen 
kompakten zusammenh~ingenden projektiven Ebenen: Die Abgeschlossenheit 
eines Ovals O impliziert, dab es ein topologisches Oval ist in dem Sinne, dab 
die Menge der Schnittpunkte einer Geraden L mit O stetig von L abhgngt, 
auch falls L sich gegen eine Tangente bewegt (2.6). Infolgedessen ist O 
hom6omorph zu einem Geradenbiischel, und die Menge der O schneidenden 
Geraden ist hom6omorph zumi symmetrischen Produkt O * O (2.5). Ferner 
besitzt ein abgeschlossenes Oval eine Passante genau dann, wenn die Ebene 
zweidimensional ist (3.1). Nachdem die Nichtexistenz von Ovalen in Ebenen 
h6herer Dimension gezeigt ist, kann man dann noch leicht beweisen, dab die 
Tangentenmenge O* eines abgeschlossenen Ovals O wieder ein Oval (in der 
dualen Ebene) ist (3.8). Abgeschlossene Ovale in endlichdimensionalen 
kompakten zusammenh/ingenden Ebenen fallen also unter den scharfen 

1 Zum Ovalbegriff siehe Definition 2.1 
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selbstdualen Ovalbegriff, wie ihn manche Autoren zugrunde legen, siehe 
z.B. [I]. 

Nach unseren Ergebnissen k6nnen in endlichdimensionalen kompakten 
zusammenh~ingenden Ebenen abgeschlossene Ovale genau bei zwei- oder vier- 
dimensionalem Punktraum auftreten. Besonderes Interesse gilt nun gemein- 
hin den polaren Ovalen, also Ovalen, die aus den absoluten Punkten einer 
Polarit/it bestehen. Bedtirftig [3] hat Polarit/iten zweidimensionaler kom- 
pakter projektiver Ebenen studiert und gezeigt, dal3 bei solchen die Menge der 
absoluten Punkte entweder leer oder ein abgeschlossenes Oval ist. Ftir 
vierdimensionale Ebenen gilt dies nicht immer, wie schon in der komplexen 
Ebene zu sehen ist. In §4 geben wir deshalb Kriterien dafiir an, warm die 
absoluten Punkte einer stetigen Polaritat in'einer vierdimensionalen kom- 
pakten Ebene ein Oval bilden. 

Nach einem getrennt ver6ffentlichten Satz des ersten Autors ist jedes 
abgeschlossene Oval der komplexen projektiven Ebene ein Kegelschnitt, also 
polar [7]. Im Kontrast hierzu konstruieren wit in den Ebenen fiber den 
nichtklassischen ein- und zweidimensionalen Hurwitzschen Tern~irk6rpern 
[31 ] mit kommutativer additiver Gruppe neben polaren Ovalen auch Beispiele 
von nicht polaren Ovalen (§5). Damit ist auch dem Umstand abgeholfen, 
dab abgesehen vonder  komplexen Ebene bisher nut in zweidimensionalen 
kompakten Ebenen konkrete Beispiele von abgeschlossenen Ovalen bekannt 
waren. 

In den Beweisen spielt eine wichtige Rolle, dab wir die Homologie eines 
Ovals O der betrachteten Art auf Grund von Ergebnissen von P.A. Smith 
tiber die Homologie symmetrischer Produkte mit der Homologie des Geraden- 
raums in Verbindung bringen k6nnen, da O • O hom6omorph zum Raum 
der O schneidenden Geraden ist. Zur Auswertung dieses Zusammenhangs 
brauchen wir zum Teil noch unver6ffentlichte Ergebnisse iiber die Homologie 
kompakter zusammenh~ingender projektiver Ebenen. Diese gehen auf 
Dugundji und Salzmann zuriick und werden bier mit deren freundlichem 
Einverst~indnis, wofiir wir ihnen herzlich danken, in §1 vorab dargestellt, 
soweit es ftir unsere Zwecke n6tig ist. Herrn Salzmann danken wit ftir die 
diesbeziiglichen Mitteilungen in Vortr~igen und Gespr~ichen. Falls man 
gewillt ist, nur Ebenen zu betrachten, deren Geraden Mannigfaltigkeiten 
sind, sind diese Informationen leicht einzusehen, so dab unsere Ergebnisse, 
abgesehen vonder  Anwendung der Resultate von Smith, ftir solche Ebenen 
mit gel~iufigen Methoden erhalten werden k/Snnen. 

Wie schon gesagt, mtissen wir durchweg voraussetzen, dab die betrachteten 
Ebenen endliche topologische Dimension haben. Hierzu sei bemerkt, dab 
bisher v611ig often ist, ob es kompakte topologische projektive Ebenen gibt, 
deren Punktraum unendlichdimensional ist. 

Herrn Strambach, der uns ftir die zu Anfang aufgeworfenen Fragen interes z 
siert hat, m6chten wir herzlich f'tir seine Anregungen danken. 
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1. VORBEREITUNGEN 

Gegeben sei eine kompakte zusammenh~ingende projektive Ebene, deren 
Punktraum P yon endlicher (kleiner induktiver) Dimension ist. ~¢ bezeichne 
den Geradenraum tier Ebene; wir identifizieren jede Gerade L mit der Menge 
der auf ihr liegenden Punkte. 

Wit ben6tigen Informationen fiber die Topologie und insbesondere die 
Homologie einiger R~mme, die mit tier Ebene auftreten: niimlich einer 
Geraden L ~ ~¢, der durch L definierten affinen Ebene A = PIL, des Geraden- 
biischels ~x = { L 6 ~ ;  x ~ L }  durch x 6 P ,  und der multiplikativen Loop 
eines Koordinatenbereichs tier Ebene, die definiert ist auf einer zweifach 
punktierten Geraden M = L\{a, b} (a, b ~ L 6 .C~'; a # b). Die Dimension 
einer Geraden L sei mit l bezeichnet. 

Fiir l ~ 2 ist sogar der Hom6omorphietyp dieser Riiume genau bekannt 
([32], [3@ [4:2.5]): Das Paar (P;L) ist dann stets hom6omorph zum 
entgprechenden Paar der reellen projektiven Ebene (l = 1) bzw. der kom- 
plexen projektiven Ebene (l = 2). Ffir l i> 3 scheinen derart weitgehende 
Aussagen bisher unerreichbar. Die folgenden Informationen sollen solche 
Aussagen ffir 1 >/ 3 ersetzen; die meigten von ihnen gelten auch fiir l ~ 2, wo 
sie unmittelbar einsichtig sin& 

Zun~chst sind die genannten R/iume metrisch separabel und lokal kon- 
trahierbar [35: 7.8-7.11]; also gilt (vgl. [12], [20: S. 168] und [47: S. 218]): 

(1.1) Alle betrachteten Riiume sind ANR (beziiglich metrischen Riiumen) 
und insbesondere homotopieiiquivalent zu CW-Komplexen. 

P und L sind kompakt und ffir l/> 2 einfach zusammenh~ingend [38: S. 
220(3)]; damit folgt nach de Lyra [10] oder neuerdings allgemeiner nach 
West [48], [49] (vgl. auch [9]): 

(1.2) P und L sind homotopieiiquivalent zu kompakten Polyedern und 
insbesondere yon endlichem Typ 

(das heiBt, die Summe aller Homologiemoduln ist endlich erzeugt). 

(1.3) Die Hom6omorphismengruppe yon P ist n-fach transitiv fi~r jede 
natiirliche Zahl n. 

Bemerkung. Auf  einer Geraden L operiert bekanntlich bereits die Projek- 
tivitiitengruppe 3-fach transitiv. 

Beweis yon (1.3). Die Behauptung ergibt sich durch einen leichten Induk- 
tionsbeweis aus der folgenden Aussage: 

Zu p, q ~ P, p # q und einer offenen Teilmenge U von P, die die 
Verbindungsgerade L = p  V q enth/ilt, existiert ein Hom6omor- 
phismus c~ von P mi tp  ~ = q und ~IPIU = id. 

Zum Beweis dieser Aussage w/ihlen wir Punkte z ~ L\{p, q} und w ~ L. Um 
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c~ zu konstruieren, ben6tigen wir eine Homotopie Ft :L ~ L (0 ~< t ~< 1) 
derart, dab alle Ft Hom6omorphismen sind mit z~'~ = z, Fo = idz und 
prl = q. Eine solche ist leicht mit Hilfe einer Tern/irk6rperstruktur auf 
L\{z} anzugeben oder [27: 2.2b)] als Weg in der Projektivit~itengruppe von L 
zu realisieren. Ferner w/ihlen wir eine Umgebung q/von L im Geradenbtischel 

mit U q / c  U und z v w ¢ q/, und eine Urysohn-Funkt ionf :~  --> [0, 1] 
mitf(L) = {1} undf(L~°~\ql) = {0}. Der gesuchte Hom6omorphismus ~ kann 
definiert werden durch 

~ l z v w = i d ,  ( A n B )  ~ = A n ( ( B n L ) F : c A ,  v w) 

fiir A ~ Se~l{z v w}, B ~ £#w\{Z v w}. 

(1.4)(a) P, ~ ,  die Geraden L u n d  die Geradenbiischel . ~  (x ~P )  sind 
Cantor-Mannigfaltigkeiten, das heiflt sie werden yon keiner abgesehlossenen 
Teilmenge einer Kodimension grb'fler als 1 zerlegt. 

(b) Fiir die genannten Riiume gilt der Brouwersche Gebietsinvarianz- 
satz : Sind U und V Hausdorff-Riiume, die zueinander und zu einem der Riiume 
P, ~ ,  L oder £~'x lokal hom6omorph sind, und ist f :  U-+ V eine stetige 
Injektion, so ist U: often in V, und f induziert einen Hom6omorphismus yon U 
auf  U s. 

Dies wurde von Lysko [28] allgemein ffir kompakte homogene metrische 
ANR bewiesen. DaB wir solche R~iume vor uns haben, ist in (1.1) und 
(1.3) ausgesagt; man beachte, dab £# und die Geradenbfischel -~x die 
Punktmenge bzw. die Geraden der dualen Ebene sind, so dab (1.1) und (1.3) 
auch auf diese R/iume zutreffen. Falls man spezieller nut Mannigfaltigkeiten 
betrachten will, sind die vorstehenden Aussagen wohlbekannte klassische 
Saehverhalte (siehe etwa [23, S. 48 und S. 95 if.I). Aus der bei Lysko [28] 
angegebenen Version des Gebietsinvarianzsatzes erh/ilt man die in (b) 
gew/ihlte Formulierung dutch folgenden StandardschluB: Sei X einer der 
genannten R/iume, und seien U und V lokal hom6omorph zu X. Man 
fiberdecke V bzw. U mit relativ kompakten offenen Teilmengen VB (/3 ~ ~ )  
bzw. U~ (a ~ d ) ,  die hom6omorph zu offenen Teilmengen von X sind und 
derart, dab U j  stets in einer der Teilmengen V~ enthalten ist. Da U~ kompakt 
ist, vermittelt f einen Hom6omorphismus yon U~ auf U j ,  so dab nach 
[28: Theorem 2] U j  often in V~ und folglich in V ist. Aussage (b) folgt nun 
durch Vereinigung.-- Aussage (a) war tibrigens fiir die Geraden bekannt: 
siehe [38: S. 220]. 

Die nun folgenden Aussagen sind Ergebnisse von Dugundji und Salzmann 
(tells aus [38], teils in [40] angektindigt). Soweit die Beweise noch nicht 
ver6ffentlicht sind, skizzieren wir kurz, wie diese Aussagen erschlossen werden 
k6nnen. Sie betreffen die Homologie der hier betraehteten Riiume mit Ko- 
effizienten in einem Modul G fiber einem Hauptidealring. Fiir die in dieser 
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Arbeit angestrebten Anwendungen wiirden die Koeffizientenbereiche 7/und 
779. ausreichen; der Mehraufwand ftir den allgemeifien Fall besteht in der 
gelegentlichen Benutzung bekannter universeller Koeffizientensitze (siehe 
z.B. [44: 5.2.8. S. 222 und 5.5.3 S. 243]). 

Zunichst zeigt die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz der beiden nach 
[35:7.11] kontrahierbaren Riume Ll{a }, L\{b} mit Durchschnitt M = 
L\{a, b}: 

(1.5) /7~(M; G) ~ Hq+I(L; G) fiir q >1 0; insbesondere ist auch M yon 
endlichem Typ. 

Nach [38: S. 220] mit [44:5.2.8 S. 222] gilt: 

(1.6) Far l >1 3 ist , , I (M) = {0} und folglich Hi(M; G) = {0}. 

Da in einem metrischen separablen ANR die Homologie als (~ech- 
Homologie und die Dimension als fOberdeckungsdimension interpretiert 
werden kann ([30], [23: Theorem V 1 S. 54]), verschwindet die Homologie yon 
L oberhalb des Grades l = dim L. Ferner ist H,L bekannt (angekiindigt in 
[40]): 

(1.7) He(L; C) = {0)y~r q > t; 

Hz(L ; 7/) = 7] = l~z_ I(M ; 7]). 

Wir benStigen hier im Grunde nur eine schwichere Aussage, die unmittelbar 
aus bekannten Tatsachen folgt: Als Triger der multiplikativen Loop eines 
die Ebene koordinatisierenden topologischen TernirkSrpers ist M ein H- 
Raum. Sieht man vonder  Situation l = 1 ab, in der (1.7) ohnehin klar ist, so 
ist M wegzusammenhingend (1.4a). Nach [6: Theorem 7.2] ist die hSchste nicht 
verschwindende Homologiegruppe H~(L ; 7/) = H~_ I(M; 7/) yon L bzw. M 
unendlich zyklisch. Dabei ist k > 1, falls I > 1 : sonst wire nimlich der ftir 
l > 1 einfach zusammenhingende Raum L nach bekannten Sitzen yon 
Whitehead [44:7.5.9 S. 399 und 7.6.24 S. 405] kontrahierbar, und L wire 
sogar ein AR [20: III 7.2 S. 96]; dies ist nun aber nach [13] ausgeschlossen 
(die dort vorausgesetzte ' starke Homogeniti t '  ist mit Hilfe yon Projektivifftten 
bequem zu verifizieren). Aus (1.5) und (1.6) folgt schlieBlich, dab ffir l/> 3 
auch k /> 3 gilt. Clber diese Informationen hinaus besagt (1.7) noch zusitzlich 
k = l; von dieser Prizisierung wird aber im weiteren nie wesentlich Gebrauch 
gemacht. 

Wegen (1.5) und (1.7) erfiillt M als H-Raum die Poincar6-Dualitit nach 
Browder [6: Theorem 7.9]: 

(1.8) H~(M; G) = n z - q - l ( M ;  G). 

(1.6) impliziert nach dem universellen Koeffizientensatz [44:5.5.3 S. 243], 
dab H~(M; G) = {0} ist fiir l/> 3; damit ergibt sich aus (1.8): 

(1.9) Fiir l >i 2 ist Hz_~(L; G) = /-I~_2(M ; G) = {0}. 
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Mit dem universellen Koeffizientensatz [44:5.2.8 S. 222] folgt hieraus als 
Verallgemeinerung von (1.7) noch 

(1.7') Hz(L; G) = G = / - Iz - l (M ; G). 

Fiir einen festen Punkt z e A = PIL \st die Abbildung 

rr : x ~ + ( z  V x) n L  

eine lokaltriviale Faserung yon Pl{z} (beziehungsweise yon A\{z}) fiber der 
Basis L, deren Fasern hom6omorph sind zu Ll{a ) (beziehungsweise zu M). 
Man erh/ilt sogar ftir jeden Punkt w e L  eine Trivialisierung von zr fiber 
L\{w), indem man die Fasern durch Projektion aus w aufeinander bezieht. 
Auf  Pl{z) hat 7r kontrahierbare Fasern. Mit der exakten Homotopiesequenz 
der Faserung ~r und dem Satz yon Whitehead [44:7.6.24 S. 405] ergibt sich, 
dab 7r : P/{z}--~ L eine Homotopie/iquivalenz \st; also gilt 

(1.10) Hq(Pl{z) ; G) = Hq(L ; G). 

Insbesondere ist Hq(Pl{z } ; G) = {0} ffir q /> l + 1 ; da ferner A kontrahierbar 
ist, ergibt die Mayer-Vietoris-Sequenz ffir das Paar (A, P/{z}) 

(1.11) Hq+I(P; 6) = Hq(Ai{z}; G) fiir q >1 1 + 1. 

SchlieBlich zeigen wir 

(1.12) Fiir l >1 2 \st H21-1(P; G) = {0} = H2z_~(L~a; G). 

In der in topologischer Hinsicht klassischen Situation l = 2 \st dies bekannt. 
Fiir l >1 3 betrachten wir die Spektralsequenz der Faserung 7r : Al{z } --~ L mit 
Faser M entsprechend [44:9.2.17 S. 481]. Fiir diese Sequenz gilt 

E~,q ~ H,(L ; Hq(M ; G)). 

Naeh (1.5), (1.7) und (1.9) verschwinden alle E2-Terme vom Gesamtgrad 
p + q = 2l - 2, also aueh die zugeh6rigen E=-Terme und deren Summe 
H2,_2(A\{z} ; G). (1.12) folgt nun aus (1.11) und durch einen entsprechenden 
SchluB in der dualen Ebene. 

2. C H A R A K T E R I S I E R U N G  T O P O L O G I S C H E R  O V A L E  

(2.1) Definition. Eine Menge O von Punkten einer projektiven Ebene 
(P; ~ )  heiBt ein Oval, wenn sie folgende Eigenschaften hat: 

(i) Keine Gerade trifft O in mehr als zwei Punkten 
(ii) Durch jeden Punkt x ~ O geht genau eine Gerade Tx mit 

r ~  c~ o = {x}. 

Eine Gerade heigt Passante, Tangente oder Sekante je nachdem, ob sie 
O in 0, 1 oder 2 Punkten schneidet. Mit ~o bezeichnen wir die Menge aller 
O schneidenden Geraden, mit O* die Menge der Tangenten. 
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(2.2) Definition. Das (zweifache) symmetrische Produkt eines topologischen 
Raumes X ist der Bahnenraum 

X* X := X × X  s o d  Z2, 

wobei Z2 auf dern kartesischen Produkt durch Vertauschen der Koordinaten 
wirkt; als Topologie auf X * X betrachtet man die Quotiententopologie. 

(2.3) Ist O ein Oval in einer topologischen projektiven Ebene, so induziert 
die aul3erhalb der Diagonalen stetige Abbildung 

0 x O-->.~o'(x,y)~-->~ x v  y' falls x ~ y 
~Ty , falls x = y 

eine Bijektion 

¢~ o : 0 . 0 ~ . , ~ o ,  

die auBerhalb der Diagonalen Ao yon 0 * 0 stetig ist. Durch Einschr~inkung 
erh/ilt man daraus fiir einen festen Punkt y ~ 0 die Bijektion 

fT~ V y ,  falls x ~ y  
C y : O - - ~ : x v - ~  , falls x = y  

auf das Biischel der Geraden durch y; in O\{y} ist Cy stetig. Seien im folgenden 

~ o  = ~bol  : ~'eo--+ 0 . 0  :L~--~L n 0 

und 

% = ~b~l:cL, e y - - - > O : L ~ x  mit L n O  ={x ,y}  

die Umkehrungen. 

(2.4) Definition. Ein Oval O in einer topologischen projektiven Ebene heiBt 
topologisches Oval, wenn die Abbildung ~o stetig ist. 

Bemerkung. Ftir jedes y e O ist dann auch die Abbildung % stetig. 

(2.5) LEMMA. O sei ein topologisches Oval in einer kompakten zusammen- 
hiingenden projektiven Ebene. Dann ist 0 kompakt, und die Bijektionen 
~oo, ~bo, %, ~bu (y ~ O) sind Homiiomorphismen. 

Beweis. ~ ist kompakt; folglich ist die stetige Bijektion % ein HomSomor- 
phismus, und O ist kompakt. Damit ist auch ~q'o kompakt [26:1.17 und 1.5], 
und der Rest der Behauptung folgt. 

Nach (2.5) ist jedes topologische Oval insbesondere abgeschlossen im 
Punktraum. Gegenstand dieses Paragraphen ist der Beweis der Umkehrung: 

(2.6) SATZ. In einer kompakten zusammenhiingenden projektiven Ebene yon 
endlicher Dimension ist jedes abgeschlossene Oval topologisch. 
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Bemerkung. Ein Spezialfall dieses Sachverhalts findet sich bei Groh 
[19: 2.9] fiir zur Kreislinie homSomorphe Ovale in zweidimensionalen 
kompakten projektiven Ebenen. Der Ansatz und der erste Teil unseres 
Beweises stammen aus [7: Satz B], wo die Argumente allerdings nur in der 
komplexen projektiven Ebene verwendet werden. 

Beweis. Sei O ein abgeschlossenes Oval. Um den Gebietsinvarianzsatz 
(1.4 b) anwenden zu kSnnen, zeigen wir zun~ichst: 

(1) O enthiilt eine nichtleere offene Teilmenge U, die zu einer offenen 
Teilmenge eines Geradenbiischels hom6omorph ist. 

Hierzu betrachten wir einen Punkt y e O und die zugeh6rige Bijektion 
¢~ : O--~ ~ ,  die jedenfalls in O\{y) stetig ist. Da Oily} cr-kompakt und 
~a~\{T~) ein Bairescher Raum ist, gibt es eine kompakte Teilmenge X ~_ Ol{y}, 
deren Bild X% eine offene Teilmenge U% yon ~I{T~} enth~ilt. U ~_ O\{y} 
ist dann wegen der Stetigkeit von ¢~[O\{y} ebenfalls often und wird von Cy 
hom6omorph abgebildet. 

(2) O ist hom6omorph zu einem Geradenbiischel. 

Zum Beweis wechseln wir den Standpunkt und betrachten die Bijektion 
~b x fiir einen Punkt x ~ U. Da ¢= in Ol{x) als stetig bekannt ist und da O 
kompakt ist, geniigt der Nachweis der Stetigkeit von ~b= in x. 

Zun~ichst ist die Umkehrung ~0~ : £,o _+ 0 von ~bx stetig bei der Tangente 
T= E L,e~, und U ~  = U~; 1 ist often in 4 :  Ffir jede offene Umgebung V 
von x in O ist n/imlich das Urbild von V bei ~o= gleioh dem Komplement der 
Teilmenge (OIV)~x in 4 ,  und diese Teilmenge ist wegen der Stetigkeit yon 
~bx in O\{x} kompakt. 

Wir wenden nun den Gebietsinvarianzsatz f'tir Geradenbfischel (1.4 b) an, 
wobei zu beachten ist, dab je zwei Geradenbiischel - etwa vermSge einer 
Projektivit/it- homSomorph sind. Er zeigt zun~ichst, dab ~bx einen Hom6omor- 
phismus von Ul{x } auf U~x\{T~} vermittelt; folglich ist ~o~ als Umkehrung von 
Cx auch in U~x\{T~) und damit iiberall auf der offenen Teilmenge U ~  yon ~x 
stetig. Wieder mit dem Invarianzsatz ergibt sich daraus, dab ~o~ einen 
Hom6omorphismus yon U ~  auf U induziert, womit die Stetigkeit von 
~b= = ~p;1 auch in x gezeigt ist. Insgesamt ist ~b= eine stetige Bijektion des 
kompakten Ovals 0 auf 5e=, also einHomSomorphismus. 

(3) ¢0:0 * 0 --~ ~ vermittelt einen Homiiomorphismus yon 0 • O\A o auf 
die Menge der Sekanten yon O; diese ist often in ~,  und die Menge O* der 
Tangenten an 0 ist kompakt. 

Die Bijektion ~bo ist n/imlich jedenfalls auBerhalb der Diagonalen Ao von 
O • 0 stetig. Nach (2) ist 0 • O\Ao lokal homSomorph zum Produkt zweier 
Geradenbiischel und damit zu ~ ,  so dab (3) aus dem Gebietsinvarianzsatz 
(1.4 b) ffir .L a folgt; dab O* kompakt ist, ergibt sich mit dem Hinweis, dab 
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wegen der Kompaktheit  yon O auch die Menge der Passanten often in 
ist. 

(4) Zum Beweis des Satzes geniigt es schlieBlich, die Stetigkeit yon ~bo in 
A o zu verifizieren: wir wissen dann, dab ~o iiberall stetig und folglich ein 
Hom6omorphismus des kompakten Raums O * O auf £eo ist, womit die 
Stetigkeit von ~o = ~bo ~ nachgewiesen ist. W/ire nun ~bo nicht stetig in Ao, 
so g/ibe es eine Folge von Punktepaaren (x~, y~)E O x O, die gegen ein 
Element (z, z) der Diagonale von O x O konvergiert und so, dab die 
Bildgeraden 

(x,~ V y,~, falls x,~ ¢ y,~ 
L= = [(x~, y~) mod ?7z]% = T. . ,  falls x~ = y~ 

im kompakten Raum ~e gegen eine Gerade L konvergieren, welche jedoch 
von Tz verschieden ist. Der Punkt z w/ire dann in der Grenzgeraden L 
enthalten, so dab L ~ T~ keine Tangente sein k6nnte. Wegen der Kom- 
paktheit der Tangentenmenge O* w/iren also fast alle L~ ebenso wie L = 
lim L~ Sekanten, was angesichts 

lim L~a 1 E A o 

im Widerspruch zu (3) steht. 

3. E I G E N S C H A F T E N  T O P O L O G I S C H E R  O V A L E  UND 

N I C H T E X I S T E N Z S A T Z E  

(3.1) SATZ. Ein topologisches Oval 0 in einer kompakten zusammenhiin- 
genden projektiven Ebene (P, ~ )  mit dim P < oe besitzt genau dann eine 
Passante, wenn dim P = 2 ist. lnsbesondere ist .£~ homdomorph zu 0 * O, falls 
dim P > 2 ist. 

Beweis. Ist dim P = 2, so ist O T ~x ~ $1 eine Kreislinie (siehe (2.5) und 
[32]). Also ist Lao ~ $1 • S~ eine Mannigfaltigkeit mit nicht leerem Rand 
(n/imlich ein MSbiusband) und kann daher nicht ganz .o~¢ sein; vgl. auch 
[19: 2.2]. 

Ist umgekehrt L ~ £a dne  Passante, so wird L ein H-Raum mit der 
Multiplikation 

/~(x,y) ~ (%(x v e) v %(y v e)) n L, 

wobei e ein fester Punkt von O ist und % wie in (2.3) definiert wird. Dies 
vertr/igt sich (mit den Bezeichnungen aus §1) nur fiir l = 1 mit der Tatsache, 
dab auch Mein  H-Raum ist: W/ire I >/ 2, so w/ire auch M zusammenh/ingend. 
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Nach dem Satz von Hopf fiber die rationale Kohomologie von H-R~iumen 
[44:5.8.13 S. 269] h/itten die Poincar6-Polynome von L und M die Form 

pr.(t) = (1 + tl~),  pM(t) = 1~(1  + tm') 
i=1 i~l 

mit ungeraden Exponenten ls und rni. Nach (1.5) ergtibe sich 

pz(t) = t(pM(t) -- 1) + 1, 

und nach (1.7) wtire keins der beiden Polynome konstant. Einsetzen von 
t = - 1 ergibt einen Widerspruch. 

Ein anderer Beweis macht davon Gebrauch, dab die H-Multiplikation/~ 
auf einer Passanten L kommutativ ist: Nach [21] ist folglich L homotopie- 
tiquivalent zu einem Torus geeigneter Dimension (da nach (1.7) nicht kon- 
trahierbar); fiir l > 1 ist andererseits L einfach zusammenhtingend [38: S. 
220(3)]. 

Ein dritter Beweis fiihrt fiber ein Zerlegungsargument und benfitzt die 
Tatsache, dab ~ nach (1.4 a) eine Cantor-Mannigfaltigkeit ist: Die Menge 
O* der Tangenten an O ist nach (2.5) homSomorph zu O und damit zu 
einem Geradenbfischel und insbesondere/-dimensional. Da L a lokal homSo- 
morph zum Produkt zweier Geraden ist, hat man nach [14] allgemein dim £f  
1 > 2 l -  1; im Fall l = 2  weil3 man pr/iziser dimZ, e = 4 .  Fiir I >  1 ist 

damit stets dim O* ~< dim Z P -  2 und also £°/O* zusammenh~ingend. 
Andererseits ist sowohl die Menge der Passanten als auch die der Sekanten 
often in La (siehe Beweisteil (3) von (2.6)); falls Passanten existieren, ist also 
.o~e\O* unzusammenh~ingend und folglich l = 1. Mit diesem Argument ist 
ffir den Fall, dab die Punktmenge P eine Mannigfaltigkeit ist, ein leicht 
zug~inglicher Beweis gegeben. 

(3.2) KOROLLAR 1. Jede lokalkompakte endliehdimensionale zusammen- 
hiingende Mgbiusebene ist eben (das heiflt zweidimensional). 

Bemerkung. Unter der zus~itzlichen Voraussetzung, dab die Kreise lokal- 
euklidisch seien, hat dies schon Groh [18] gezeigt. 

Beweis. Ist E der Punktraum einer M6biusebene der genannten Art, 
a ~ E und K ein Kreis, der nicht dutch a geht, so ist K ein topologisches Oval 
der affinen Ebene E\{a} (deren Geraden die Kreise dureh a sind). Erg~inzt 
man E\{a} zu einer topologischen projektiven Ebene (vgl. [35: 7.15]), so 
Wird die uneigentliche Gerade eine Passante des Ovals K. 

Aus (3.1) ergibt sich als weitere Folgerung die Antwort auf eine Frage von 
H. M~iurer fiber Ovoide: 

(3.3) Definition. Ein Ovoid in einem mindestens dreidimensionalen pro- 
jektiven Raum P ist eine Teilmenge X _~ P, die yon jeder Geraden in 
h6chstens zwei Punkten getroffen wird, und deren Tangenten im Punkt 
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x ~ X eine Hyperebene von P ffillen. Dabei ist eine Tangente in x eine 
Gerade L mit L c~ X = {x}. 

(3.4) KOROLLAR 2. In einem mindestens dreidimensionalen projektiven 
Raum iiber den komplexen Zahlen oder den Quaternionen kann es kein 
abgeschlossenes Ovoid geben. 

Beweis. Ware X ein abgeschlossenes Ovoid, so ware jeder mehrpunktige 
ebene Schnitt X n Q ein abgeschlossenes, also topologisches Oval in der 
Schnittebene Q. Der Durchschnitt von Q mit der Tangentialhyperebene an 
X i n  einem Punkt x ~ X\Q ware eine Passante ffir dieses Oval. Dies steht im 
Widerspruch zu (3.1), da die komplexe bzw. quaternale projektive Ebene Q 
die topologische Dimension 4 bzw. 8 hat. 

(3.5) SATZ. Es gibt kein topologisehes Oval in einer kompakten pro- 
jektiven Ebene der endliehen Dimension d > 4. 

Beweis. Angenommen, O ware ein topologisches Oval in einer solchen 
Ebene. d > 4 bedeutet l/> 3 (mit den Bezeichnungen von §1). Nach (3.1) 
hat O keine Passante, so dal3 der Geradenraum ~o hom6omorph zu O .O ist. 
Man erhalt so einen Widerspruch zu (1.12), da nach Resultaten yon Smith 
[42] fiber die Homologie symmetrischer Produkte (am bequemsten zu 
entnehmen bei Stein [46]) die Gruppe H2z-1(O * O ; 7/2) fiar l 1> 3 nicht 
verschwindet. In der Tat: O ist hom6omorph zu einem Geradenbfischel (2.5) 
und folglich zu einer Geraden L, nach (1.2) also homotopie/iquivalent zu 
einem Polyeder K; (J • O ist dann homotopieaquivalent zu K* K. Ist l/> 3, so 
hat man ffir q = 2l - 1 die Beziehung q/2 < l ~< q - 2, so dab nach [46: 
17.3, S. 583] dim H2~_1(0 * O; 7/2) /> dim Hz(O; 7/2) gilt. Nach (1.7') ist der 
7/2-Vektorraum Hz(O ; 7/2) "~ H~(L ; Y2) nichttrivial. 

Falls die Geraden der betrachteten Ebene (und damit auch O) Mannig- 
faltigkeiten, also nach [4: 2.5] Spharen sind, kann man statt [46] die Arbeit 
von Liao [25:5.3-5.5 S. 529, siehe auch S. 539-541] fiber die Homologie 
symmetrischer Produkte von Spharen heranziehen. 

(3.6) KOROLLAR.  Es gibt keine lokalkompakte topologisehe Laguerre- 
ebene einer endliehen Dimension d > 4. 

Beweis. Ware (S, ~ )  eine solche Laguerreebene, S der Raum der Speere 
und ~e der Raum der Zykel, so erhielte man durch Herausnehmen einer 
Klasse X paralMer Speere eine topologische affine Ebene (A, £~o) mit A = 
S\X, deren Geraden die Zykel durch einen festen Speer x e X sowie alle von 
X verschiedenen Parallelklassen sind. Letztere bilden eine Klasse paralMer 
Geraden, also einen uneigentlichen Punkt w der affinen Ebene. Ist Z ein 
Zykel durch einen Speer aus X\{x}, so w~ire O := (Z c~ A) u {w} ein Oval im 
projektiven Abschlul3 yon A. Da eine lokalkompakte zusammenhangende 
Laguerreebene koharent ist [17], ware O kompakt, also nach (2.6) ein 
topologisches Oval, im Widerspruch zu (3.5). 
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Bemerkung. Mit der Konstruktion des vorangehenden Beweises ergibt sich 
aus (3.1) auch ein neuer Beweis der bekannten Tatsache, dab je zwei Zykel 
einer vierdimensionalen lokalkompakten Laguerreebene sich schneiden [17]. 

Nach Satz (3.5) hat eine endlichdimensionale kompakte projektive Ebene, 
die ein topologisches Oval enth/ilt, Dimension 2 oder 4. Es zeigt sich nun, 
dab die Einbettung des topologischen Ovals in die Ebene in vieler Hinsicht 
sich verh/ilt wie im klassischen Fall eines Kegelschnitts in der reellen oder 
komplexen projektiven Ebene. Fiir zweidimensionale Ebenen finden sich die 
diesbeziiglichen Informationen bei Groh [19: §2], allerdings mit wesentlich 
anderen Beweisen, als wir sie hier im Rahmen einer einheitlichen Behandlung 
zwei- und vierdimensionaler Ebenen angeben. 

(3.7) SATZ. Es sei 0 ein topologisches Oval in einer kompakten zusammen- 
h~ingenden projektiven Ebene (P, £P). 

(a) Ist dim P = 2, so ist 0 hom6omorph zur Kreislinie und liegt in einer 
affinen Unterebene A yon P; diese ist hom6omorph zu ~2. Die in A beschrginkte 
Komponente B des Komplements yon 0 liiJ3t sich dadurch kennzeichnen, daft 
durch die Punkte von B nur Sekanten von 0 gehen, wiihrend durch jeden Punkt 
yon E = P \ (B  u O) Passanten, Sekanten und genau zwei Tangenten gehen. 

(b) Ist dim P = 4, so ist 0 hom6omorph zur 2-Sphtire; es gibt keine 
Passanten, und durch jeden Punkt von P \O  gehen genau zwei Tangenten. 

Daraus folgt unmittelbar 

(3.8) KOROLLAR. Ist 0 ein topologisches Oval in einer endtichdimen- 
sionalen kompakten zusammenhiingenden projektiven Ebene, so ist die Menge 
O* der Tangenten ein Oval der dualen Ebene. 

Bemerkung. Manche Autoren formulieren die Definition eines Ovals 
bereits selbstdual, siehe etwa [1]. Die hier verwendete Definition scheint 
jedoch die fiblichere zu sein; es ist daher angenehm, dab sie im hier betrachte- 
ten Kontext mit der selbstdualen Version/iquivalent ist. 

Beweis yon (3.7). Ffir y ~ PIO ziehen wir im folgenden die BVtschelinvolution 

• r~ : O---~ O 

heran, die die Schnittpunkte der Sekanten durch y mit O vertauscht und 
genau die Beriihrpunkte der Tangenten durch y festl/iBt. Nach (2.5) ist #u 
ein Hom6omorphismus. Die Surjektion 

p~ : O--+ L~ n ~o  : X ~--> x v y 

induziert einen Hom6omorphismus 

des Bahnenraums von O nach der yon zr~ erzeugten Transformationsgruppe 
mit dem Raum der O schneidenden Geraden durch y. 
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Im Fall dim P = 2 hat nun das Oval O eine Passante L (3.1), so dab O 
in der affinen Ebene A = PIL enthalten ist. Nach (2.5) ist O hom6omorph 
zu einem Geradenbfischel und also zu einer Kreislinie [32], und A ist homSo- 
morph zur euklidischen Ebene R 2, wie behauptet. DaB durch Punkte von B 
nur Sekanten gehen, folgt mit Zerlegungsargumenten. F fir Aussagen fiber 
die Wirkung der Bfischelinvolution % auf der Kreislinie O sei daran erinnert, 
dab ein involutorischer HomSomorphismus des Einheitskreises in •2 
topologisch ~iquivalent entweder zur Antipodenabbildung oder aber zur 
Spiegetung an einer Ursprungsgeraden des E 2 ist; genau im zweiten Fall ist 
er orientierungsumkehrend. Daran liest man ab, dab die folgenden Aussagen 
gleichwertig sind: 

(al) #y ist orientierungsumkehrend. 
(a2) Der Bahnenraum O/&ru) ist hom6omorph zu einem kompakten 

Intervall. 
(a3) ~ n £,e o ~ O/(#~) fiillt die Kreislinie ~ nicht aus, d.h. durch y 

gehen Passanten. 

Treffen diese Aussagen zu, so hat ~ru insbesondere genau zwei Fixpunkte, 
dutch y gehen also genau zwei Tangenten an O, und ~ enth/ilt Passanten, 
Tangenten und Sekanten. Diese Situation liegt nun insbesondere vor, wenn 
man y auf der Passanten L w/ihlt (a3). Dasselbe gilt dann ffir alle Punkte y 
aus der zusammenh~ingenden Menge E _ L, da ~ nach (2.5) stetig yon y 
abhiingt und insbesondere ffir a l l ey  ~ E das gleiche Orientierungsverhalten 
hat. Damit ist (a) bewiesen. 

Im Fall dim P = 4 ist 5e~ = ~e~ n L~°o, da nach (3.1) keine Passanten 
existieren. Nach [36], [4: 2.5] und (2.5) sind -oqay = ~ n L~ao ~ O/(~ru) 
(y ~ PIO)  und O hom6omorph zur 2-Sphiire, so dab ~r:j nicht iiquivalent zur 
Spiegelung der 2-Sphiire an einer ~quatorialebene oder zur Antipoden- 
abbildung sein kann. Nach [5], [24] ist folglich entweder ~ry/iquivalent zur 
Halbdrehung der 2-Sph/ire um eine Polachse und hat dann genau zwei 
Fixpunkte, so dab durch y genau zwei Tangenten an O gehen, oder aber ~ru 
ist die Identit/it. K/ime rr~ = id ffir irgendeinen Punkt y E PIO tats/ichlich 
vor, so ware L u = O*, und durch keinen weiteren Punkt ginge mehr als eine 
Tangente, ein Widerspruch. Damit ist auch (b) bewiesen. 

Bezfiglich Bfischelinvolutionen haben wir mit diesem Beweis folgendes 
gezeigt: 

(3.9) Unter den Voraussetzungen yon (3.7) sei y ein iiuflerer Punkt  yon O, 
(d.h. dutch y m6gen zwei  Tangenten an 0 gehen), und sei rr~ die zu  y geh6rige 
Biisehelinvolution yon O. Dann gilt: Ist dim P = 2, so ist i#~ topologiseh 
iiquivalent zur Spiegelung des Einheitskreises yon R 2 an einer Ursprungs- 
geraden. Ist dim P = 4, so ist ~r~ topologisch iiquivalent zur Halbdrehung der 
2-Sphiire um eine Polaehse. 
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Das nfichste Korollar ist als Umformulierung und Abrundung der vor- 
stehenden Ergebnisse zu verstehen. Es erlaubt, die Einbettung yon beliebigen 
topologischen Ovalen in zwei- oder vierdimensionalen kompakten Ebenen zu 
vergleichen mit der Einbettung yon Kegelschnitten in die klassische reelle 
oder komplexe projektive Ebene: 

(3.10) KOROLLAR.  Seien (P, ~ )  und (P', £#') zwei kompakte projektive 
Ebenen gleieher endlieher Dimension, seien 0 bzw. O' topologisehe Ovale in 
(P, £P) bzw. (P', ~ ' ) ,  sei L eine Sekante yon 0 und L' eine Sekante yon 0'.  
Dann existiert ein Hom6omorphismus yon P auf P',  der 0 auf 0' ,  L auf L' 
undjede Tangente an 0 auf  eine Tangente an O' abbildet. 

Beweis. (3.8) gestattet uns, das Problem zu dualisieren. Wir studieren 
also die Einbettungen der Tangentenmengen O* und O'* an O bzw. O' in £e 
bzw. £a,. 

Seien z ~ P und z' e P '  ~iul3ere Punkte beztiglich O bzw. O', d.h. Punkte, 
durch die zwei Tangenten gehen. Nach (3.9) sind die zugehSrigen Biischelin- 
volutionen yon O bzw. O' ~iquivalent; es existiert also ein HomSomorphismus 
h von O auf O' mit der folgenden Eigenschaft: 

Ist K ~ £a und 0 v ~ K n O = {x, y}, so gilt fiir die Verbindungs- 
(*) gerade K'  = x h v z' E c.w. ', daB K' n O = {x ~, yn}. 

Sei nun 

h , h : O , O - + O '  , O '  

der von h x h : O x O -+ O' x O' induzierte HomSomorphismus. Mit den 
Bezeichnungen von (2.1) und (2.3) betrachten wir die Abbildung 

H = ~oo(h * h)¢o,: ~eo ~o > 0 * 0 '~* ~> O' * O' ~o, > ~ , .  

Nach (2.5) ist H ein HomSomorphismus. Man verifiziert unmittelbar, dab 
H die folgenden Eigenschaften hat: 

(i) (O*) z = O'* 
(ii) Fiir x ~ O  ist La~=  £,e-~, 
(iii) (£#~ n ~o) z = .,~a, n La~,; 

zu (iii) beachte man (,). 
Im Fall vierdimensionaler Ebenen ist damit der AbschluB des Beweises 

nur noch eine Deutungsfrage. Es ist dann n~imlich ~q'o = ~e und £a~, = £~a,, 
da nach (3.1) keine Passanten existieren. Der Hom6omorphismus H beweist 
somit die Behauptung fiir die dualen Ovale O und O' und ihre Einbettung in 
.,q' u n d  ~ '  aufgefaBt als Punktr~iume der dualen Ebenen, also ftir (O*, .£,¢) 
und (O'*, £a,) statt (O, P )  und (O', P ' ) .  Dabei entspricht (ii) der Aussage, 
dab Tangenten in Tangenten iibergeftihrt werden und (iii) der Aussage, dab 
eine vorgegebene Sekante in eine vorgegebene Sekante abgebildet werden 
kann, da Geradenbiischel durch ~iuBere Punkte genau die Sekanten des 
dualen Ovals sind. 
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Im Fall zweidimensionaler Ebenen seien E bzw. E'  die Mengen der 
/iuBeren Punkte yon P bzw. P '  beziiglich O und O'. Die Dualisierung der 
Konstruktion von H besagt dann die Existenz eines Hom6omorphismus von 
E" = E u O auf E--' = E' w O' mit folgenden Eigenschaften: 

(i*) O wird in O' iibergefiihrt 
(ii*) Das Bild einer Tangenten an O ist eine Tangente an O' (man beachte, 

dab nach (3.7a) alle Punkte einer Tangente - abgesehen vom Beriihr- 
punkt -~iuBere Punkte sind) 

(iii*) L c3 Ewird  aufL '  rn E' abgebildet. 
Nach (3.7) sind E und B -- P\E (bzw. E' und B' = P'\E' )  die Zusammen- 
hangskomponenten von PIO (bzw. P'\O'). Eine direkte Anwendung des 
Schoenflies-Satzes zeigt daher, dab der genannte Hom6omorphismus 
E - +  E-; nach B hinein zu einem Hom6omorphismus von ganz P auf P '  
fortgesetzt werden kann, der L auf L' abbildet. 

4. POLARITA.TEN UND O V A L E  

(4.1) Es sei rr eine stetige Polarit/it einer kompakten endlichdimensionalen 
zusammenh/ingenden projektiven Ebene (P, So). Sie wirkt in natiirlicher 
Weise auf dem Fahnenraum ~" (dem Graphen der Inzidenzrelation). Die 
Fixpunktmenge von rr in ~" ist kompakt, ebenso deren beide Projektionen 
nach P und So (die Menge der absoluten Punkte bzw. der absoluten Geraden 
von 7r). Falls die absoluten Punkte yon 7r ein Oval O~ bilden, so ist O~ demnach 
topologisch, siehe (2.6). In diesem Fall nennen wir rr eine ovale Polaritiit und 
O~ ein polares Oval. 

Nach (3.5) impliziert die Existenz einer stetigen ovalen Polarit/it, dab P 
zwei- oder vierdimensional ist. Beispiele von ovalen Polarit~iten sind die 
orthogonalen Polaritaten vom Index 1 der reellen und die vom Index 0 der 
komplexen projektiven Ebene. Nicht oval sind die iibrigen klassischen 
Polaritaten der reellen oder komplexen projektiven Ebene. BediJrftig [3] hat 
gezeigt, dab in zweidimensionalen kompakten projektiven Ebenen jede Polari- 
t~it, die absolute Punkte besitzt, oval ist; er hat auBerdem Beispiele solcher 
Polarit~iten angegeben. Wir werden daher hier nur den Fall vierdimensionaler 
Ebenen diskutieren, obwohl unsere Argumente die von Bediirftig verall- 
gemeinern, also auch im zweidimensionalen Fall anwendbar sind. Vorbild 
sind die Methoden der endlichen Geometrie, vgl. [22: chap. 12]. 

(4.2) LEMMA. Ist 7r eine stetige Polaritdt einer kompakten endlichdimen- 
sionalen zusammenhdngenden projektiven Ebene und L eine nicht absolute 
Gerade, so ist der Hom6omorphismus 

zr r, : L ---~ L : x ~--~ x ~ C~ L 

eine Involution. 

Bemerkung. Die Fixpunkte von 7rL sind genau die absoluten Punkte yon 
7r auf L. 
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Beweis. Es ist 7r~ = id. Um zu beweisen, dab ~rz nicht die Identit/it ist, 
nutzen wir die Tatsache aus, dab durch einen absoluten Punkt x von 7r genau 
eine absolute Gerade, n/imlich x ~ geht. W/ire also ~rz die Identit/it, d.h. jeder 
Punkt von L absolut, so w/iren die absoluten Geraden yon rr genau die 
Polaren x ~ = x v L ~ der Punkte x e L, und die absoluten Punkte yon 7r 
w/iren genau die Punkte von L. Auf einer weiteren Geraden K, die L ~ nicht 
enth~ilt, h/itte also der HomSomorphismus 7r K genau einen Fixpunkt, n/imlich 
p = K n L. Also wiirde 7r~: einen fixpunktfreien HomSomorphismus der 
Ordnung 2 des nach [35, 7.11] kontrahierbaren Raums K\{p} induzieren, was 
nach einem bekannten Satz von Smith [43] nicht angeht. Wir vermerken 
noch, dab im Fall zwei- oder vierdimensionaler Ebenen der Riickgriff auf 
Smith-S/itze umgangen werden kann, indem man beachtet, dab dann eine 
Gerade homSomorph zur Kreislinie bzw. zur 2-Sphare ist; die mSglichen 
Fixpunktmengen der involutorischen HomSomorphismen dieser R/iume sind 
dann explizit bekannt (fiir die 2-Sph/ire siehe [5], [24]). 

(4.3) SATZ. Fiir eine stetige Polaritiit rr einer vierdimensionalen kompakten 
projektiven Ebene sind die folgenden Aussagen paarweise iiquivalent : 

(o) ~r ist oval. 
(al) Jede nicht absolute Gerade triigt genau zwei absolute Punkte. 
(a2) Auf  ]eder nicht absoluten Geraden L wirkt die Involution 7r L aus (4.2) 

orientierungstreu. 
(el) Es existiert eine nieht absolute Gerade, die genau zwei absolute Punkte 

triigt. 
(e2) Es existiert eine nieht absolute Gerade L, deren zugeh6rige Involution 

~r L orientierungstreu ist. 

Bemerkung. Man beachte, dab jede Gerade der in Rede stehenden Ebene 
homSomorph zur 2-Sph/ire ist. 

Beweis. ( o ) ~  (al): Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist eine 
unmittelbare Konsequenz aus Satz (3.1), wonach Ovale in vierdimensionalen 
kompakten Ebenen keine Passanten haben.--  Die Aquivalenzen 

(al) ~ (a2) und (el) ~ (e2) ergeben sich folgendermaBen: Die absoluten 
Punkte auf einer nicht absoluten Geraden L sind genau die Fixpunkte des  
involutorischen HomSomorphismus ZrL von L. Nach Brouwer [5] und Ker6k- 
j~irt6 [24] sind nun aber unter den involutorischen HomSomorphismen der 
2-Sph/ire gerade diejenigen orientierungstreu, die genau zwei Fixpunkte haben 
(n/imlich die Konjugierten der Halbdrehung um eine Polachse).-- Die 
Implikationen 

(a 1) => (el) bzw. (a2) ~ (e2) sind trivial, so dab es schliel31ich geniigt, 

(e2) => (o) zu zeigen. Die bereits bekannte Aquivalenz yon (o) und (a2) legt 
nahe, dab man dabei das Orientierungsverhalten von ~r L fiir verschiedene 
nicht absolute Geraden L zu vergleichen hat; hierzu dient die folgende 
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Voriiberlegung. Auf zwei verschiedenen nicht absoluten Geraden Lo und L1 
ist das Orientierungsverhalten yon 7rCo und ~rL~ jedenfalls dann dasselbe, wenn 
der Schnittpunkt Lo c~ L1 absolut ist. 

Dann geht nftmlich durch a = Lo r~ L1 genau eine absolute Gerade (die 
Polare A = a0.  Im zur 2-Sphgre homSomorphen Biischel der Geraden dutch 
a gibt es also einen Lo und L1 verbindenden Weg Lt (t E [0, 1 ]) so, dab keine der 
Zwischengeraden Lt absolut ist. Wir w/ihlen nun einen beliebigen Punkt 
z ~ A\{a}; wegen z ~ I,_)t~Eo.llLt kann man die Perspektivit/iten at : L~ ---~ Ltmi t  
Zentrum z betrachten. Die HomSomorphismen crt~rLyt ~ von L1 sind dann 
isotop, so dab das Orientierungsverhalten fiir alle 7rLt dasselbe ist; dies war 
fiir unsere Voriiberlegung zu zeigen. 

Entsprechend Bedingung (e2) gebe es nun eine nicht absolute Gerade L, 
auf der ~rL orientierungstreu wirkt. Um zu zeigen, dab dann ~r oval ist, hat 
man eine beliebige nicht absolute Gerade K # L zu betrachten, die iiberhaupt 
absolute Punkte enth/ilt - um zun/ichst denkbare Passanten braucht man sich 
bier nicht zu kiimmern - und zu zeigen, dab sie dann genau zwei absolute 
Punkte enth~ilt, dab also ~rr wie ,rL orientierungstreu ist. 

A u f L  liegen nach Voraussetzung genau zwei absolute Punkte; insbesondere 
existiert ein absoluter Punkt a in L \ L n K .  Sei b einer der absoluten Punkte 
auf K. Die Verbindungsgerade K'  = a v b ist nicht absolut, da sie zwei 
absolute Punkte enth~ilt. Nach unserer Vorfiberlegung hat 7r~:. dasselbe 
Orientierungsverhalten wie 7rL einerseits und ~r~: andererseits, so dab mit ~rL 
auch 7r K orientierungstreu ist, was zu zeigen war. 

(4.4) Bemerkungen. In der Situation von (4.3) ist die lokale Forderung der 
Orientierungstreue von ~rL auf einer nicht absoluten Geraden L gleichwertig 
mit der globalen Aussage, dab ~r auf dem Fahnenraum o~- orientierungstreu 
wirkt. Um das zu sehen, ist eine feine Analyse des Kohomologierings yon o~ 
auf der Basis der Ergebnisse von Breitsprecher [4] erforderlich, die der 
erstgenannte Autor durchgefiihrt hat (siehe [50: 9.24]). 

Ein bekannter Satz yon Segre [41] besagt, dab in endlichen desarguesschen 
Ebenen von ungerader Ordnung jedes Oval polar (ein Kegelschnitt) ist. Ein 
analoges Ergebnis ffir kompakte Ovale in der komplexen projektiven Ebene 
wurde vom erstgenannten Autor in [7] erzielt. 

Bezfiglich der von den Biischelinvolutionen gebildeten Permutationsstruk- 
tur ~(O)  auf einem Oval O hat Buekenhout in [8] gezeigt, dab genau dann 
ein Kegelschnitt O' in einer papposschen Ebene existiert mit M(O') ~ N(O) 
wenn die von ~(O)  erzeugte Gruppe 3-regul~ir ist. Diese Bedingung kann ftir 
topologische Ovale abgeschwficht werden [27: 3.1 ]. 

5. BEISPIELE 

Aul3er den Kegelschnitten der komplexen projektiven Ebene waren unseres 
Wissens bislang keine weiteren Beispiele yon topologischen Ovalen in 
vierdimensionalen kompakten Ebenen bekannt. In diesem Abschnitt kon- 
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struieren wir nun Beispiele ffir eine ganze Ebenenfamilie, n/imlich in den 
Ebenen fiber den ein- und zweidimensionalen Hurwitz-Tern/irkbrpern [31] 
mit kommutativer additiver Gruppe; wir werden zeigen, daB jede dieser 
Ebenen sowohl polare als auch nicht polare topologische Ovale enth/ilt. 
Gerade Hurwitz-Ternfirk6rper zu betrachten, wurde uns nahegelegt dutch ihre 
~hnlichkeit mit den 'Ternaren', die entstehen, wenn man nach Artzy [1] 
eine Ebene an Hand eines in ihr enthaltenen Ovals koordinatisiert. Mit dem 
Hinweis auf diese .~hnlichkeit soil jedoch kein tieferer Zusammenhang 
behauptet werden. 

(5.1) Unter einem Hurwitz-Terniirk6rper verstehen wir mit [31] einen 
topologischen Tern/irk6rper K, der linear ist, dessen additive Loop assoziativ 
(also eine Gruppe) ist, und dessen multiplikative Loop isomorph ist zur 
multiplikativen Loop einer der vier klassischen Hurwitzschen Divisions° 
algebren. Die wie in allen Tern[irk6rpern geforderte Planarit/itsbedingung 
1/iBt sich dann so aussprechen, dab ffir a ¢ b die Gleichung 

- b x  + a x  = c 

stets eindeutig nach x aufgel6st werden kann; auBerdem soil die L6sung 
stetig yon den Parametern abhfmgen. 

Wir wollen einen Hurwitz-Terniirk6rper K abelsch nennen, wenn seine 
Addition und Multiplikation kommutativ sind. K ist dann h6chstens zwei- 
dimensional (die Multiplikation der h6herdimensionalen klassischen Hur- 
witzschen Divisionsalgebren ist ja nicht kommutativ); die additive und die 
multiplikative Gruppe yon K sind also getrennt isomorph zur additiven und 
multiplikativen Gruppe der reellen Zahlen bzw. der komplexen Zahlen [35: 
7.22]. Falls der abelsche Hurwitz-Tern~irk6rper K nichtklassisch, d.h. nicht 
sogar insgesamt isomorph zum topologischen K6rper der reellen oder 
komplexen Zahlen ist, gilt in K kein Distributivgesetz [35:7.24 ft.]. Plaumann 
und Strambach haben in [31] eine umfangreiche Klasse yon Beispielen 
solcher Tern/irk6rper angegeben. 

Im folgenden sei K stets ein abelscher Hurwitz-Tern~irk6rper. Wir definieren 
die Halbierungsfunktion h : K--+ K durch die Gleichung 

h(x)  + h(x)  = x.  

In der projektiven Ebene N(K) tiber K bezeichnen wir die uneigentliche 
Gerade mit W, den uneigentlichen Punkt der ersten Koordinatenachse X mit 
u und den der zweiten Koordinatenachse Y mit v. 

(5.2) In Erg~inzung zu [31] stellen wir hier einige Informationen tiber den 
Lenz-Barlotti-Typ der projektiven Ebene fiber einem nichtklassischen 
abelschen Hurwitz-Tern/irk6rper K zusammen, die wir im Hinblick auf 
Polarit/iten ben6tigen. 

Da K assoziative Addition und Multiplikation hat, ist die Ebene (v, W)  - 
transitiv und (u, Y)  - transitiv [1 l: 3.1.22 S. 130], hat also mindestens Typ 
II.2. Da  K nach Voraussetzung nichtklassisch und also nichtdistributiv ist, 
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kann angesichts der Lenz-Barlotti-Klassifikation (siehe [11:3.1.20 S. 123 
ft.]) ~(K) keine Translationsebene und auch nicht dual zu einer solchen sein 
([11: 3.1.22c, d]). Insgesamt kommen als Lenz-Barlotti-Typ yon ~(K)  nur 
die Typen II.2 oder III.2 in Frage. 

In beiden F~illen ist (u, Y) alas einzige nichtinzidente Punkt-Geraden-Paar, 
dessen zugehSrige Homologiegruppe transitiv ist. Da die Typen II.2 und 
III.2 selbstdual sind, mu$ daher jede Polarit/it von ~(K)  den Punkt u auf Y 
abbilden; u ist also nie absoluter Punkt einer Polaritat. 

(0brigens tritt Lenz-Typ III in diesem Zusammenhang tatsiichlich auf, 
was in [31] offensichtlich fibersehen wurde: Koordinatisiert man n~imlich 
eine Moulton-Ebene, indem man die 'Knickgerade' als zweite Koordinaten- 
achse verwendet, so entsteht als Koordinatenbereich ein abelscher Hurwitz- 
Tern~irk6rper. Nach [45] haben die Moulton-Ebenen den Lenz-Typ III, 
nebenbei gesagt als einzige unter den kompakten zusammenh~ingenden 
projektiven Ebenen ([33: Satz 4.6 S. 165], [37], [39]). Mit den Polarit~iten der 
Moulton-Ebenen befal3t sich [34]. 

Wir vermerken noch als Kontrast, dal3 bei den Ebenen fiber nichtabelschen 
Hurwitz-TernarkSrpern neben den in [31] genannten Lenz-Barlotti-Typen 
II.1 und II.2 auch Translationsebenen auftreten, n~imlich die Ebenen vom 
Lenz-Typ IVa.2 fiber den vierdimensionalen lokalkompakten Fastk6rpem, 
die bekanntlich vollst~indig klassifiziert sind (vgl. etwa [35: 7.26]). 

(5.3) SATZ. In der projekt iven Ebene iiber einem abelschen Hurwitz-  
Terniirk6rper K ist 

O~ := {(x, h(x~)) ; x e K}  u {v} 

ein (topologisehes) polares Oval; dabei ist h die Halbierungsfunktion yon K. 
Beweis. Die Identitgt ist ein Antiautomorphismus yon K. Man erh~lt 

also [11 : S. 157] eine stetige Polarit~it 7r der Ebene fiber K, indem man den 
Punkt (e, d) der affinen Ebene abbildet auf die Gerade 

(c, d) ~ = Lc,_ a = {(x, xc  - d); x ~ K}. 

Man rechnet leicht nach, dab die angegebene Menge O~ genau aus den 
absoluten Punkten yon 7r besteht. Im Fall dim K = 1 folgt die Behauptung 
aus der Tatsache, dab in zweidimensionalen kompakten projektiven Ebenen 
alle Polaritaten mit absoluten Punkten oval sind [3: 2.2]. Im Fall dim K = 2, 
also bei vierdimensionaler Ebene, wenden wit (4.3) an; es genfigt zu bemerken, 
dab die zweite Koordinatenachse Y = {(0, y ) ; y e K }  w {v} genau zwei 
absolute Punkte tfftgt, n~imlich den Ursprung (0, 0) und den uneigentlichen 
Punkt v. 

Als direkte Folgerung ergibt sich 

(5.4) In j edem abelschen Hurwitz-Terniirkgrper gilt: 

(i) Fiir O #  a ~ K und b ~ K hat die Gleiehung 

( . )  x 2 + b = ax  + ax  
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genau eine L6sung, fa l l s  b = a s, und sonst genau zwei  L6sungen oder keine 

L6sung. Ist  dim K = 2, so existieren stets  L6sungen. 

(ii) Fiir x -+ oo in K gilt h (x2)x -  1 _+ oo. 

Beweis. Gleichung (,) ist gleichbedeutend mit a x -  h ( b ) =  h(x2); ihre 
L6sungen entsprechen also den Schnittpunkten (x,  h(x2)) des Ovals O. aus 
(5.3) mit der Geraden La,-h(~. Folglich existieren hSchstens zwei LSsungen; 
und fiir dim K = 2, also bei vierdimensionaler Ebene, existieren stets L6sun- 
gen, da dann O~ keine Passanten hat (3.1). Eine eindeutige LSsung erh/ilt 
man genau dann, wenn die Gerade La.-h(~ eine Tangente an O~ ist, wenn also 
ihr Polpunkt (L~,_h(b~) ~ = (a, h(b)) auf dem Oval O~ liegt; dies bedeutet 
h(a 2) = h(b) und mithin b = a 2, wie behauptet. Die Aussage (ii) driickt aus, 
dab die Steigung der Ursprungsgeraden durch den Punkt (x, h (x2 ) )e  O~ 
ffir x---> oo gegen oo konvergiert. Damit gleichwertig ist (x, h(x2))---> v, 
was aus der Kompaktheit (2.5) des polaren topologischen Ovals O~ folgt. 

Wir haben diese Konsequenzen aus (5.3) haupts~ichlich zu dem Zweck 
notiert, sie im folgenden ffir die Behandlung eines zweiten, nicht polaren 
Ovals auszuwerten. Dabei werden wit bemerkenswerterweise im Fall dim K 
= 2 mit diesen Informationen allein auskommen, w~ihrend in Ebenen fiber 
eindimensionalen Hurwitz-Tern~irkSrpern Spezialargumente n6tig sind: 

(5.5) SATZ. In der projekt iven Ebene iiber einem nichtklassischen abelsehen 
Hurwitz-Terniirk6rper K ist die Menge  

O .'=- {(z ~, z + z) ; z e K} w {u} 

ein nicht polares topologisches Oval. Die Tangente On Punk t  (c 2, c + c) mi t  

0 ¢ e e K ist die Gerade 

Lo-lc = {(x, c - i x  + c) ; x e K } .  

Beweis. (1) DaB O kein polares Oval ist, folgt aus (5.2), wonach u kein 
absoluter Punkt einer Polarit~it sein kann. Nach (2.6) haben wir zu zeigen, 
dab O ein Oval und abgeschlossen in der projektiven Ebene ist. Wir fiberlegen 
zun~ichst, dab es hierzu genfigt, die folgenden zu (5.4) analogen Aussagen zu 
beweisen: 

(i) Fiir O # m e K und b e K hat die Gleichung 

(**) mz 2 + b = z + z 

keine oder genau zwei  Lgsungen f i i r  b ¢ m - 1  und f i i r  b = m -  1 genau eine 
L6sung, niimlieh z = m-1 .  

(ii) Fiir z --> oo in K gilt (z + z ) z -  2 __> O. 

Die zweite Koordinatenachse Y und die uneigentliche Gerade sind n~imlich 
offensichtlich Tangenten an O; die erste Koordinatenachse X und jede zu 
ihr parallele Gerade hat mit O genau zwei Schnittpunkte, von denen der 
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eine u ist, und die Parallelen {(c, y) ; y ~ K} zu Y mit 0 # c E K haben mit O 
zwei Schnittpunkte oder keinen Schnittpunkt, je nachdem, ob c in K ein 
Quadrat ist oder nicht. (i) besagt, dab auch die fibrigen Geraden Lr~,b (m ~ O) 

mit O h6chstens zwei Schnittpunkte haben, und dab L,~,,~-:~ die einzige 
Tangente an O im Punkt (m -2, m -1 + m -1) ist; damit ist dann O als Oval 
best~itigt. (ii) bedeutet, dab die Steigung der Ursprungsgerade durch den 
Punkt (z 2, z + z) ~ O ffir z -2  oe gegen 0 konvergiert, ist also gleichwertig 
damit, dab (z 2, z + z) ffir z ~ oo gegen den uneigentlichen Punkt u = O c~ W 
strebt. Hieraus folgt die Kompakthei t  yon O, da der eigentliche Teil yon O 
durch Vertauschen der Koordinaten aus dem Graphen der stetigen Funktion 
x ~ h(x)  2 entsteht, als Teilraum der affinen Ebene also abgeschlossen und 
hom6omorph  zu K ist. 

(2) Ist dim K = 2, so lassen sich nun (i) und (ii) auf (5.4) zurfickffihren, da 
dann in K wie in der multiplikativen Gruppe der komplexen Zahlen jedes 
Element ein Quadrat ist: 

Ffir (i) schreibe man hierzu m = a -2 mit a E K/{0} und substituiere 
z = ax;  damit geht Gleichung (**) fiber in die Gleichung ( . )  aus (5.4i). Ffir 
(ii) w~ihle man x in Abh~ingigkeit von z als Quadratwurzel von z + z; mit 
z strebt dann auch x gegen 0% und aus (5.4ii) folgt (z + z ) -  lz2 = x -  2h(x2) 2 = 
( h ( x 2 ) x  - 1)2 _ +  oo.  

(3) In der Situation dim K = 1, die wir im folgenden voraussetzen, 
mfissen wir anders argumentieren: 

Ftir 0 # m ~ K und b E K existiert nach der Planaritiitsbedingung eines 
topologischen Tern~irk6rpers zu jedem z ~ K \ { m  -z} genau ein Element 
z '  ~ K mit 

m z . z '  + b = z +  z', 

und z' h~ingt stetig yon z ab. Die Fixpunkte der dadurch gegebenen stetigen 
Abbildung ~ : K \ { m -  1} ._+ K : z ~ z'  sind genau die von z = m -  1 verschie- 
denen L6sungen der Gleichung (**) aus (i). 

Wie man sofort sieht, ist z = m-1 genau ffir b = m-1  eine L6sung von 
(**). In dieser Situation ist ~ die konstante Abbildung z'  = m - 1 ,  so dab 
keine Fixpunkte in K \ { m - 1 }  und daher (**) keine weiteren LSsungen hat. 

Im folgenden sei b ~ m-1.  Dann sind die Fixpunkte von ~ in K \ { m  -1} 

genau die L6sungen von (**). Ferner folgt unmittelbar aus der Definition, 
daf5 z '  von m -  1 verschieden ist, und wegen der Symmetrie de r ,  definierenden 
Gleichung ist ( z g ' =  z. Also ist ~ ein Hom6omorphismus der Ordnung 
hSchstens 2 von K \ { m - 1 } .  Auf keiner der beiden Zusammenhangskom- 
ponenten von K l { m - 1 }  k a n n ,  die Identit~it bewirken: sonst w~iren alle ihre 
Punkte und damit im Grenzwert auch z = m-1  LSsungen von (**), im 
Widerspruch zu b ~ m-1.  Entweder vertauscht also L die Zusammenhangs- 
komponenten von K \ { m - 1 } ,  oder abe r ,  bewirkt auf jeder  der beiden Zusam- 
menhangskomponenten einen involutorischen Hom6omorphismus.  Im 
ersten Fall hat ~ keine Fixpunkte und damit (**) keine LSsungen. Im zweiten 



422 THOMAS BUCHANAN, HERMANN H,~.HL UND RAINER L(}WEN 

Fall liegt in jeder der beiden Zusammenhangskomponenten (welche zu R 
hom6omorph  sind) genau ein Fixpunkt von ~, also genau eine L6sung yon 
(**). Damit  ist (i) bewiesen. Fiir den Spezialfall b = 0 ist dartiber hinaus 
folgendes gezeigt: 

Die Gleichung 

m z  ~ = z + 2 

hat fiir festes m ~ K\{0} auBer der trivialen L6sung z = 0 genau eine nicht- 
triviale L6sung z = m ~  0. Diese liegt in derjenigen Zusammenhangs- 
komponente von K\{m-1} ,  die die L6sung 0 nicht enth~ilt; insbesondere hat 
man: 

( + )  Fiir m- -~0  strebt m ~ .  

Die so definierte Abbildung ~ : K\{0) --~ K\{0) hat als Umkehrung die stetige 
Abbildung z~---~(z + z)z  -2, ist also ein Hom6omorphismus.  Sei / ~ =  
K u {~} die Einpunktkompaktifizierung von K. Nach der eben hergeleiteten 
Konvergenzbeziehung ( + )  1/il3t sich ~ durch 0 ~ =  oo zu einer stetigen 
bijektiven Abbildung yon K auf K/{0) fortsetzen. Da K und/~/{0} hom6o- 
morph zu ~ sind, erh/ilt man dadurch wieder einen Hom6omorphismus;  
fiir z - +  oo strebt folglich (z + z )z  -2 = z (~-1~ gegen 0 = ~<~-1), wie in (ii) 
behauptet. Damit  ist Satz (5.5) auch fiir dim K = 1 bewiesen. 

Wenn man die Menge der Tangenten an das nicht polare Oval aus (5.5) 
mit der Polarit~it aus (5.3) abbildet, erh/ilt man nach (3.8) wieder ein Oval: 

(5.6) K O R O L L A R .  In der projekt iven Ebene iiber einem nichtklassischen 

abelschen Hurwitz-Terniirkdrper K ist die Menge 

O ~ {(x, - (x-1)) ; x ~ K} u {u) U {v} 

ein nicht polares topologisches Oval. 

Bemerkung.  Man k6nnte auch versuchen, (5.6) direkt zu beweisen und 
daraus umgekehrt (5.5) durch Dualisierung herzuleiten. Ein direkter Beweis, 
dab in (5.6) ein Oval vorliegt, ist uns jedoch nicht gelungen. 
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Zusatz bei der Korrektur. Zu der dritten Bemerkung in (4.4) ist hinzuzuffigen, dal3 der 
dort erw~ihnte Satz aus [27] noch mehr behauptet, n/imlich: eine Ebene mit einem unter 
(~'(O)) scharf 3-fach homogenen Oval O sei samt diesem Oval isomorph zu einer 
papposschen Ebene mit einem Kegelschnitt. Dies ist nur in 4-dimensionalen Ebenen 
richtig, und zwar auf Grund von (3.1); die Geometrie der Passanten wird n/imlich dutch 
~(O) nicht bestimmt. Die Folgerungen, die in [27] aus jener Behauptung gezogen werden, 
lassen sich jedoch mit geringer Mfihe aufrecht erhalten. 
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