
Multipoln äherungen für lokale
Korrelationsverfahren
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6 Abkürzungen

Abkürzungen von Fachausdr¨ucken

Abkürzung Bedeutung

AM1 Austin Model 1
AO Atomorbital
BLAS Basic Linear Algebra Subprograms
BSSE Basissatz¨uberlagerungsfehler (Basis Set Superposition Error)
CASE Coulomb-abgeschirmte Schr¨odingergleichung (Coulomb At-

tenuated Schr¨odinger Equation)
CCSD Coupled Cluster-Theorie mit Einfach- und Doppelanregungen

(Singles und Doubles)
CCSD(T) CCSD-Verfahren mit st¨orungstheoretischer Ber¨ucksichtigung

der Dreifachanregungen
CI Konfigurationswechselwirkung (Configuration Interaction)
FLOPS Gleitkommaoperationen pro Sekunde (Floating Point Operati-

ons Per Second)
LAPACK Linear Algebra Package
LMP2 lokale Møller-Plesset-St¨orungstheorie zweiter Ordnung
MO Molekülorbital
MW Megawort (Speichereinheit, 1 MW entspricht 8 Megabyte)
MP2 Møller-Plesset-St¨orungstheorie zweiter Ordnung
MC-SCF Multikonfigurations-SCF
Q1 erster Vierteltransformationsschritt
Q2 zweiter Vierteltransformationsschritt
Q3 dritter Vierteltransformationsschritt
Q4 vierter Vierteltransformationsschritt
RI-MP2

”
Resolution of the Identity“-MP2

SCF Selbstkonsistentes Feld (Self-Consistent Field)
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Konventionen

Indizes für Orbitale

Die Indizesi; j;k; l bezeichnen besetzte,a;b;c;d kanonische virtuelle undr;s; t;u be-
liebige (also besetzte und virtuelle gemeinsam) oder lokale virtuelle Orbitale. Griechi-
sche Buchstabenµ;ν;λ ;σ stehen für Basisfunktionen (AOs).

Ortsvektoren

Ortsvektoren von Elektronen werden durch ein kleines halbfettesr , von Atomkernen
oder Zentren durch ein großes halbfettesR mit oder ohne einen Index gekennzeichnet,
z.B.

r1, RA.

Es ist stets implizit verstanden, daß die Komponenten dieser Vektorenx, y, z bzw. X,
Y, Z sind, gegebenenfalls jeweils mit dem entsprechenden Index, also z.B.

r1 =

0
@x1

y1
z1

1
A , RA =

0
@XA

YA
ZA

1
A .

Differenzen von zwei Ortsvektoren werden durch einr bzw. R bezeichnet, das die
Indizes beider Vektoren erh¨alt, z.B.

r12 = r2� r1, RAB = RB�RA.

Die Beträge von Vektoren werden durch kursive Symbole dargestellt, z.B.

r12 = jr12j, RA = jRAj.

Volumenintegrale

Unter Integralen der Form

Z
f (r)dr

wird stets ein Volumenintegral verstanden, daß sich ¨uber den gesamten Raum erstreckt;
explizit ließe es sich z. B. als

R ∞
�∞

R ∞
�∞

R ∞
�∞ f (r)dxdydzdarstellen. F¨ur Mehrfachinte-

grale gilt das analog.
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Asymptotische Skalierung

Um das Ansteigen der Computerkosten mit der Systemgr¨oße kompakt beschreiben zu
können, verwenden wir folgende Konvention aus der Informatik:N sei ein Maß f¨ur die
Größe des untersuchten Systems. Steigt bei einer Rechenmethode der Bedarf an einer
bestimmten Computerressource im asymptotischen Limit f¨ur großeN proportional zu
Nx an, so schreiben wir, die Skalierung seiO(Nx). Ist der Bedarf asymptotisch eine
Konstante, also unabh¨angig von der Systemgr¨oße, dann heißt die SkalierungO(1).



Zusammenfassung 9

Zusammenfassung

Eine neuartige Multipoln¨aherung f¨ur das linear skalierende lokale MP2-Verfahren wird
vorgestellt. Nachdem die Wechselwirkung r¨aumlich stark getrennter Elektronenpaare
bereits in der dieser Doktorarbeit vorangegangenen Diplomarbeit durch eine einfache
Multipolnäherung modelliert wurden, geht es hier um eine komplement¨are Multi-
polnäherung f¨ur nahe, stark wechselwirkende Elektronenpaare. F¨ur solche Paare kon-
vergiert eine herk¨ommliche Multipolentwicklung aufgrund der Singularit¨at der Cou-
lombwechselwirkung beim Abstand null nicht mehr. Deshalb wurde ein Ansatz ver-
folgt, bei dem die Coulombwechselwirkung in zwei Summanden aufgespalten wird.
Der eine enth¨alt die Singularität und fällt mit steigendem Abstand rasch ab. Er wird
auf herkömmliche Weise behandelt, wobei aufgrund des raschen Abklingens erhebli-
che Einsparungen erzielt werden. Der andere ist langreichweitig, aber nicht singul¨ar
und kann daher durch Multipolentwicklung approximiert werden.

Den Schwerpunkt der Arbeit bildet die Ausarbeitung dieses Verfahrens. Konver-
genzprobleme wurden angegangen, indem ein neuartiges Verfahren zur Gewinnung
der Multipolreihe entwickelt wurde, das auf der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
anstelle der herk¨ommlichen Taylorentwicklung beruht. Die Effizienz wurde verbessert
durch vollständige Neuformulierung der Multipoln¨aherung in kompakter Matrixform
und durch Entwicklung eines

”
Prescreening“-Algorithmus f¨ur die Multipolintegrale,

bei dem vernachl¨assigbare Beitr¨age frühzeitig erkannt und unterdr¨uckt werden. Nu-
merische Probleme wurden gel¨ost durch Aufteilung des Molek¨uls in Multipoldomänen
und getrennte Behandlung von Integralen f¨ur jede Domäne.

Die Implementierung der Methode erfolgte als Beitrag zum Programmpaket MOL-
PRO. Zuverlässigkeit, Genauigkeit und Effizienz werden im Rahmen einer umfangrei-
chen Benchmarkstudie demonstriert.

Es wird gezeigt, daß das Ziel erreicht wurde, die Computerkosten des bisherigen
linear skalierenden LMP2-Algorithmus weiter zu verringern. Dar¨uber hinaus bietet
sich das Verfahren als vielversprechender Ausgangspunkt f¨ur weitere Entwicklungen
an, etwa die Kopplung von LMP2 mit Dichtefunktionalmethoden.
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Zusammenfassung (englisch)

Introduction

High-quality numerical methods to describe molecular properties are of great rele-
vance for research fields such as pharmaceutics, molecular biotechnology, catalysis
and chemical engineering. While in the past only small model systems of mainly aca-
demic interest could be treated by accurateab-initio methods, the constant advances in
both computer hardware and quantum chemistry software have already dramatically
pushed their limits. As for the software algorithms, low-order scaling of computa-
tional effort with molecular size is the key prerequisite to be able to cope with large
systems. Much work has been devoted to the development ofO(N) ab-initio meth-
ods, and in the meantime, practical Hartree-Fock (SCF) and density functional (DFT)
methods have emerged. In many applications, however, SCF and DFT are not accurate
enough. Methods that account explicitly for correlation can yield more reliable and
precise results. Particularly, coupled cluster (CC) methods in combination with large
basis sets, preferably including triples excitations, have been very successful in this
respect. But even the most simple wave-function based correlation method, 2nd order
Møller-Plesset perturbation theory (MP2), although typically less accurate than mod-
ern hybrid DFT methods, can be superior to DFT in certain applications, e.g. in the
context of intermolecular interactions, where dispersion effects are usually important.
Thus, it seems to be desirable to developO(N) MP2 methods for two reasons, first to
be able to treat large systems by MP2 in situations where it is advantageous compared
to DFT, and second as a first step towards low-order scaling higher order methods, like
CC.

A promising way to a linear scaling MP2 algorithm with a low prefactor is the
local correlation method devised by Pulay and Saebø. The method relies on the use
of localized occupied and non-orthogonal local virtual orbitals. The most important
approximation made possible by this is a locality-based criterion to select a subset
of configurations for each electron pair, which alone reduces the number of config-
urations toO(N2) for large molecules (compared withO(N4) when using canonical
orbitals). This approximation has been shown to affect the correlation energy by only
0.5–2% (depending on basis set size) and to significantly reduce the basis set superpo-
sition error (BSSE), suggesting that the local correlation energies might in fact be more
accurate than conventional correlation energies. A second approximation proposed by
Saebø and Pulay, the neglect of additional configurations based on the distance be-
tween occupied orbitals, leads toO(N) scaling of the number of configurations, but
unfortunately did not lead to large savings in the calculation of the transformed two-
electron integrals in earlier implementations, which scaled likeO(N3). Recently, an
inexpensive multipole-based scheme was proposed for configurations where electrons
are excited from two well-separated internal orbitals [G. Hetzer, P. Pulay, H.-J. Werner,
Chem. Phys. Lett. 290, 143 (2000)]. Using this approximation, the number of the
remaining configurations, which need to be treated at the full level, isO(N) with a
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low prefactor. A complementary transformation algorithm for these configurations has
been developed that exhibits linear scaling [M. Sch¨utz, G. Hetzer, H.-J. Werner, J.
Chem. Phys. 111, 5691 (1999)].

In this work, the local MP2 (LMP2) method has been further improved. The re-
maining configurations that still involve the transformation of two-electron AO inte-
grals are dealt with in a new way, which is supposed to improve both the prefactor and
the onset of the linear scaling regime. It is based on a splitting of the Coulomb operator
into a smooth long range and a rapidly decaying short range part and subsequent sepa-
rate treatment of the integrals over both partial operators. The long range operator has
no singularity and can be treated by a multipole expansion approach, the short range
operator can very efficiently be treated by transformation.

Exchange integrals in the LMP2 method

In the LMP2 method by Pulay and Saebø, the canonical occupied orbitals are replaced
by orthogonal local occupied orbitalsjii, j ji : : : , represented by a coefficient matrix
L . A set of redundant non-orthogonal virtual orbitalsjri, jsi : : : is used, represented
by a coefficient matrixP = 1�LL †S whereS is the AO overlap matrix. Strong or-
thogonality impliesL†SP= 0. The first order wavefunction is

Ψ(1) = ∑
i j

∑
r;s2[i j ]

Ti j
rs jΦrs

i j i (1)

wherejΦrs
i j i are doubly excited configurations andTi j

rs are coefficients, called ampli-
tudes. The sum overi j runs over pairs of occupied orbitals, and[i j ] is a local subset of
virtual orbitals calledpair domain, comprising orbitals that are localized in the same
region of space as one of the orbitalsjii andj ji.

Since in the local basis the Fock operator is non-diagonal, the amplitudesTi j
rs are

obtained by iterative solution of a set of linear equations. Finally, the second-order
correlation energy is

E(2) = ∑
i j

∑
r;s2[i j ]

Ki j
rs(2Ti j

rs �T ji
rs ) . (2)

The evaluation of the exchange integrals,

Ki j
rs = (ri js j) =

Z
φr(r1)φi(r1)

1
r12

φs(r2)φ j(r2)dr1dr2, (3)

conventionally done by transformation of the two-electron integrals in the AO basis

(ri js j) = ∑
µ

Pµr ∑
λ

Pλs∑
ν

Lν i ∑
σ

Lσ j(µνjλσ), (4)

is by far the most expensive part of any LMP2 calculation, and therefore these inte-
grals are the target of this work, which is aimed at a reduction of the computational
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cost. Recently, an alternative way to obtain the exchange integrals has been presented,
namely a multipole expansion [G. Hetzer, P. Pulay, H.-J. Werner, Chem. Phys. Lett.
290, 143 (2000)] of the form

(ri js j)� ∑
mm0

Qri
mU

Rij
mm0

Qs j
m0
; (5)

whereQri
m is a multipole moment of the effective charge distributionρri = φrφi and

U
Rij
mm0

is the interaction coefficient which is chosen to depend only on the vectorRij
connecting the charge centroids of the occupied orbitalsi and j. mandm0 are collective
indices denoting the type of the multipole moment, like e.g. dipolez-component, and
are completely independent of the molecular size. This scheme has the advantage of
being extremely inexpensive to evaluate. It can, however, not be used for all integrals
(ri js j). The overlap distributionsri ands j have to be well localized and well separated,
otherwise the expansion is divergent. Therefore a distance thresholdrd (usually 8–
10 bohr) is applied in such a way that all orbital pairsi j that are further separated
(according to the closest distance between atoms of the two orbital domains) are treated
asdistant pairs. For these pairs the “cross-excitations”, i.e. configurationsΦrs

i j where
r 2 [ j] or s2 [i], are discarded, and the remaining integrals(ri js j) are evaluated by
multipole expansion. The error caused by this approximation decays exponentially
with rd and is usually negligible forrd � 10 bohr (about 10µhartree). Here,[i] and[ j]
areorbital domains, comprising virtual orbitals that are localized in the same region
of space as the orbitalsjii andj ji, respectively. This work aims at a complementary
approximation for theweakandstrong pairs, i.e. pairs that are closer together than
the thresholdrd. A further distance thresholdrv is used to identifyvery distant pairs,
which are completely neglected.

Split Coulomb operator approach

Using a separator functionf (r), the Coulomb operator can be split into

1
r
=

f (r)
r

+
1� f (r)

r
= L(r)+S(r). (6)

A common choice of the separator function is to select the error function,f (r) =
erf(ωr), with a tunable decay parameterω.

The Coulomb operator is then the sum of a rapidly decaying but singularshort
range part

S(r) =
erfc(ωr)

r
(7)

and a slowly decaying but non-singularlong range part

L(r) =
erf(ωr)

r
. (8)
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In the same way, we can now split the exchange integrals,

(ri js j) = (ri jS(r)js j)+(ri jL(r)js j), (9)

where (ri jS(r)js j) and (ri jL(r)js j) are two-electron integrals as in (3) with the
Coulomb operator replaced by its short range part and its long range part, respec-
tively. Both partial integrals can be evaluated more efficiently than the full integral.

The first integral can be obtained by an ordinary transformation of the short range
integrals in the AO basis,

(ri jS(r)js j) = ∑
µνλσ

PµrLν iPλsLσ j(µνjS(r)jλσ). (10)

At first glance, nothing is gained here compared to (4). In reality, however, (4) and
(10) are evaluated skipping negligible contributions. Prescreening methods are used to
identify these small contributions with little effort at an early stage of the calculation.

The full integrals(µνjλσ) can be viewed as the Coulomb interaction of two ef-
fective charge distributionsρµν andρλσ . Increasing the distance betweenµ andν or
betweenλ andσ will lead to an exponential decay of the according distribution and
hence of the whole integral. However, increasing the distance betweenρµν andρλσ
only leads to a 1=r-decay, which is too slow to be practically relevant. This leads to an
overallO(N2) scaling of the number of non-neglible AO two-electron integrals with
molecular size.

The short range operatorS(r), on the other hand, is specifically meant to get rid
of the slow 1=r-decay, and therefore the number of non-negligible attenuated AO inte-
grals(µνjS(r)jλσ) is O(N) for large molecules. This leads to an additional decrease
of the number of contributing AO integrals. To exploit this fact fully, an additional
prescreening condition is used, based on the approximative inequation

j(µνjS(r)jλσ)j.Max(ST̂µλ ;
ST̂µσ ;

ST̂νλ ;
ST̂νσ ) (11)

with STµν = j(µνjS(r)jµν)j1=2 that supplements the traditional Schwarz prescreening.
The long range integrals(ri jL(r)js j) can be obtained by a multipole expansion sim-

ilar to (5). Unlike a conventional multipole expansion, this one is always convergent,
as it doesn’t rely on a polynomial expansion of the singular Coulomb operator, but of
the non-singular long range operatorL(r).

Multipole expansion for the long range integrals

The distancer12 between two electrons can be expressed asjR� r1+ r2j, where the
vectorr1 = (x1;y1;z1) contains the coordinate of electron 1 relative to a given center,
r2 = (x2;y2;z2) contains the coordinates of electron 2 relative to a second center, and
R = (Rx;Ry;Rz) is the connecting vector of the two centers. With this decomposition,



14 Zusammenfassung (englisch)

the operator can be expanded into a polynomial,

L(r12) = ∑
lxlylz

Dlxlylz
(R) (x2�x1)

lx(y2�y1)
ly(z2�z1)

lz, (12)

where we have yet to determine the coefficientsDlxlylz
(R).

A trivial rearrangement yields

L(r12) = ∑
mxmymznxnynz

UR
(mxmymz)(nxnynz)

xmx
1 ymy

1
zmz
1 xnx

2 yny
2

znz
2 (13)

with

UR
(mxmymz)(nxnynz)

=

(�1)mx+my+mz

�
mx+nx

mx

��
my+ny

ny

��
mz+nz

nz

�
Dmx+nx;my+ny;mz+nz

(R). (14)

Inserting this expanded operator into the exchange integrals yields the multipole ex-
pansion,

(ri jL(r)js j) =
ZZ

ρri (r1)L(r12)ρs j(r2)dr1dr2 =

∑
mxmymz

∑
nxnynz

Qri :Rri
mxmymz

U
Rrisj

(mxmymz)(nxnynz)
Q

s j:Rsj
nxnynz

. (15)

Here,

Qri :Rri
lxlylz

=
Z

ρri (r)(x�Rrix)
lx(y�Rriy)

ly(z�Rriz)
lzdr (16)

is a “multipole moment” of an overlap distributionρri at a centerRri . Rri andRsj are
the expansion centers forρri andρs j, respectively, andR� Rrisj = Rri �Rsj.

A multipole expansion in terms of spherical harmonics is not possible for the long
range operator, because all unique terms of a Cartesian multipole expansion of this
operator are really independent, unlike the full Coulomb operator. While previous
formulations of the Cartesian multipole expansions are inefficient and cumbersome to
use, the new formulation that has been presented in this section overcomes most of the
difficulties traditionally associated with Cartesian multipole expansions.

Truncation of (15) is performed by imposingmx+my+mz+nx+ny+nz� p+1,
wherep is the highest multipole order involved (note that monopole moments vanish
due to the strong orthogonality). Unlike a traditional multipole expansion, this ex-
pansion will always be exact in the limit ofp�! ∞, even for strongly overlapping
distributions and even forR = 0, becauseL(r) possesses no singularities. We call the
case whereR = 0 amonopolar multipole expansion, because both centers are then the
same, as opposed to the conventional bipolar scheme. In this special case, the value
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of the truncated multipole expansion does not depend on the choice of the expansion
center.

In practice, the expansion centers are chosen in a pragmatic manner, namely

Rri =

(
Ri if r 2 [i]
Ri+Rj

2 if r 2 [ j]
(17)

whereRi is the center of charge ofjii. This partitioning, done fori as well as forj for
each pair, subdivides the set of exchange integrals of a given pair in four blocks, which
are treated separately. In case that[i]\ [ j] 6= /0, a monopolar expansion is used, so that
all integrals of such a pair can be treated as one block. Because in both schemes the
centers are independent of individual virtual orbitals, they allow an efficient unified
treatment of whole blocks of exchange integrals, using matrix algebra.

When a set of integralsQri :Rri
lxlylz

is needed, it is created on the fly fromQri :0
lxlylz

by

translation. The corresponding equation is obtained by multiplying out the right hand
side in (16),

Qri :Rri
lxlylz

=

∑
kxkykz

�
lx
kx

��
ly
kz

��
lz
kz

�
(�Rrix)

lx�kx(�Rriy)
ly�ky(�Rriz)

lz�kzQri :0
kxkykz

. (18)

The multipole integrals at the origin are straightforwardly obtained by transformation
of the integrals in the AO basis,

Qri :0
lxlylz = ∑

µν
PµrQ

µν:0
lxlylz

Lν i . (19)

Determination of the expansion coefficients

The most tricky part of the approximation presented here is the determination of the
coefficientsDlxlylz

(R) in equation (12). The conventional approach, choosing the coef-
ficients according to a Taylor expansion, unfortunately leads to an erratic convergence
behavior. We therefore use a least squares fit procedure to find the coefficients. Fitting
the whole three-dimensional expansion (12), however, is neither efficient nor neces-
sary.

In the case of the monopolar expansion, a one-dimensional fit is sufficient due to
the radial symmetry of the operator. Writing

r2
12 = (x2�x1)

2+(y2�y1)
2+(z2�z1)

2, (20)

and taking into account thatL(r) is even, we can expand the operator in one dimension,

L(r12) = ∑
k

Ckr
2k
12. (21)
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Fitting this expansion means minimizing

Z ∞

0

"
L(r12)�

[ p+1
2 ]

∑
k=0

Ckr
2k
12

#2

g(r12) πr2
12dr12

!
= min. (22)

The weight functiong(r12) is chosen such as to reflect the local properties of the over-
lap distributions whose interactions are to be modeled. A simple ansatz is

g(r12) =
Z ∞

�∞
ρ(r1)ρ(r1+ r12) dr1. (23)

ρ is here some one-dimensional model distribution, a reasonable choice is

ρ(r) = e�γjrj, (24)

because the local distributions actually fall off exponentially in the asymptotic range.
γ is a kind of average exponent of the local distributions. In all calculations, we used
a value ofγ = 1:7, which appears to be a good compromise for optimum values deter-
mined for various molecules. Inserting (24) into (23) leads to

g(r12) =

�
1
γ
+ r12

�
e�γr12 (25)

for positiver12.
Minimizing (22) leads to a small linear equation system. The integrals arising

therein are conveniently evaluated by Gauss-Laguerre quadrature using 20–50 quadra-
ture points. Solving the equation system yields the one-dimensional expansion coef-
ficientsCk. By substituting (20) into (21) and comparing with (12) one can show that
the three-dimensional coefficients are

Dlxlylz
(0) =

(
[(lx+ly+lz)=2]!

(lx=2)!(ly=2)!(lz=2)! �C(lx+ly+lz)=2 if lx, ly andlz are even,

0 if lx, ly or lz is odd.
(26)

In the case of the bipolar expansion (R 6= 0), the expansion center is not at the
origin, and therefore the truncated expansion of the operator no longer possesses radial
symmetry. It does, however, possess rotational symmetry around the axis given byR.
This means the full three-dimensional expansion can be replaced by an equivalent two-
dimensional expansion. We may decomposer12 into two componentsp kR andq?R.
One expandsL(r) in the norms of these components and then has to minimize

Z ∞

�∞

Z ∞

0

2
64L
�p

p2+q2
�
�

p+1

∑
k=0

h
p+1�l

2

i

∑
l=0

CR
k;l (p�R)kq2l

3
75

2

�

�g
�p

(p�R)2+q2
�

2πq dq dp
!
= min. (27)
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For g we choose the same weight function as in the one-dimensional case. By per-
forming the fit we obtain the coefficientsCR

k;l , which can then finally be transformed
to the coefficients of the three-dimensional expansion. This last step is done in two
stages,

C̃R
m;l = R�m �

[m
2 ]

∑
k=0

�
l +k

k

�
(�1)kCR

m�2k;l+k, (28)

Dlxlylz
(R) =

h
lx
2

i

∑
kx=0

h
ly
2

i

∑
ky=0

h
lz
2

i

∑
kz=0

C̃R
(lx+ly+lz�2kx�2ky�2kz);(lx+ly+lz)

�

� (lx+ ly+ lz�2kx�2ky�2kz)!
(lx�2kx)!(ly�2ky)!(lz�2kz)!

(kx+ky+kz)!
kx!ky!kz!

Rlx�2kx
x Rly�2ky

y Rlz�2kz
z . (29)

Numerical issues

The inherently limited precision of numerical calculations causes problems with the
algorithm described above that need to be addressed explicitly.

Eq. (18) shows that for high multipole moments (at least up top = 20 are rea-
sonable values), even a moderate displacement of the center off the region where the
charge distribution is localized can lead to a huge value of the translated moment. But
actually, the multipole moments are created at the origin and are translated to the region
of the charge distribution later on. In a large molecule, where parts of the molecule
are far away from the origin, this involves a sum of huge terms with alternating signs
yielding a possibly very small result. In such cases double precision accuracy can
break down.

In order to avoid quadruple precision arithmetics, which would inflict a four-fold
performance penalty on the transformation and translation parts of the program, the
following solution to the problem has been developed. All occupied orbitals are
grouped into batches of spacially close orbitals. For each of the batches, a suitable
center is determined, located amidst the corresponding orbitals. The multipole mo-
mentsQri :0

lxlylz
are then directly calculated for the center of the batch to whichi belongs

(i.e. the AO integrals are already calculated for that center). This avoids intermediate
appearence of huge numerical values, and translation is always over short distances,
so the numerical problems disappear. The largest distance between two orbitals of the
same batch can be denoted as the ‘diameter’. It was found that formation of batches
with a diameter not exceeding 35 a.u. is sufficient to restore numerical stability.

Determination of these batches in a large molecule is another nontrivial task, al-
though the final results won’t depend on the details of this process, as long as the
batches are not too large. The following approach has been found to work satisfacto-
rily. In order to save CPU, initially batches of atoms, not orbitals are built. An op-
timization criterion is introduced consisting in a weighted sum of quadratic distances
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of atoms from their respective batch center. The batch centers are optimized using a
simple simulated annealing algorithm. To ensure robustness and rapid convergence,
only atom positions are considered as candidates for batch centers.

To further improve numerical stability, orbital cutoffs have been introduced. This
means that all orbital coefficients of basis functions on atoms further thanrcutoff away
from the orbital center are set to zero before using them in (19). As center one uses
the charge center for occupied orbitals and the position of the corresponding atom
for virtual orbitals. rcutoff = 15 a.u. has been found to work reliably. The neglected
coefficients are very small anyway and do not significantly affect the correlation en-
ergy. However, they will be multiplied with multipole integrals in the AO basis that
are far off the center for which they are calculated. There are cases in which these
contributions deteriorate numerical accuracy, and it is critical to suppress them.

Using orbital cutoffs implies a slight violation of the strong orthogonality between
occupied and virtual orbitals. Monopole integrals, which can otherwise be consistently
excluded from the calculation, are then no longer strictly zero. It has been found
that the inclusion of monopole integrals during the translation helps also to improve
numerical stability.

Prescreening

The creation of the multipole operators in the AO basisQµν
lxlylz

scales intrinsically as

O(N2), and when creating batches of constant size (see previous section), they have to
be createdO(N) times for different centers, resulting inO(N3) scaling. Prescreening
can restore linear scaling.

In analogy to (4),

LKi j
pq = ∑

µνλσ
Lµ iPνrLλ jPσs(µνjL(r)jλσ). (30)

The contribution of a certain AO quadruplet to a certainLKi j
rs can then be estimated by���Lµ iPνrLλsPσq(µνjL(r)jλσ)

���� D̃max
µν TL

µν � D̃max
λσ TL

λσ . (31)

Here,

TL
µν = j(µνjL(r)jµν)j1=2 (32)

accounts for the Schwarz inequality and

D̃max
µν = Maxi2batchMaxr2UP1(i)Lµ iPνr (33)

accounts for the locality properties of the orbitals, the batch and the strong and weak
pairs. UP1(i) is the “united pair domain”, the union of all strong and weak pair do-
mains that contain the occupied indexi. Now we can introduce a threshold and neglect
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AO pairsµν during the creation of the multipole operators for the current batch if

D̃max
µν TL

µν �Maxλσ
�
D̃max

λσ TL
λσ
�� threshold. (34)

It can easily be seen that asymptotically only a constant number of AO pairsµν will
yield a significant value of̃Dmax

µν and therefore pass the prescreening. The effort to
create the AO integrals for one batch is then also constant, and the effort for all batches
isO(N). Of course, for efficiency reasons screening is applied to shells and not AOs
in our actual code.

The subsequent transformation step can easily be madeO(N). We extract from the
matricesQµν

lxlylz
the smallest square matrices containing all significant integrals. The

size will be constant for each batch. The corresponding matrix extracted fromL will
also be of constant size, becausei 2 batch. And finally, we can extract a constant
matrix P, because we are only interested in those virtual orbitals that belong to any
UP1(i) of the current batch. The two matrix multiplications in (19) are then also
O(1) for each batch, andO(N) together. This scheme has the advantage of causing
little overhead and having a small prefactor as opposed to schemes that would require
explicit treatment of single or merged shells.

Benchmarks

The new split method has been implemented in the MOLPRO package ofab initio
programs and thoroughly benchmarked using a variety of molecules and test systems.
The computer cost and the accuracy for absolute energies have been measured for
one-dimensional systems (glycine peptides in linear conformation), two-dimensional
systems (a series of polycyclic hydrocarbons) and three-dimensional systems (a series
of small diamond-like structures as well as two water clusters, (H2O)20 and (H2O)60).
A few drug molecules with more than 100 atoms and more than 1000 basis functions
using a cc-pVDZ basis have also been studied. Relative energies have been examined
for a model enzyme reaction and the dissociation of (H2O)20, as well as a test set of
twelve arbitrarily selected reactions. The cc-pVDZ basis has mainly been used, but
for a few examples the cc-pVTZ basis has also been tried. For the decay parameterω,
values of 0.2 and 0.25 have been used, and the highest multipole rankp was mostly
set to 13–15.

Errors of the absolute energies are usually between 0.01 and 0.1 mhartree forω =
0:2 andp = 15 and between 0.1 and 1 mhartree forω = 0:25 andp = 13. Savings
of up to 40% of the total LMP2 time were observed in the first case and up to 50% in
the latter case. The savings essentially increase with the size of the molecule, which
means that the scaling behavior of the LMP2 method has actually been improved and
the linear scaling regime is reached earlier.

The errors of relative energies are much smaller due to error cancellation. An
accuracy of at least 0.1 kcal/mol can be expected even forω = 0:25 andp= 13, except
for systems that involve the building or breaking of extended delocalizedπ-systems.
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Conclusions

The new approximation is a further improvement on the linear scaling LMP2 method.
The computational cost of this method has been further abated and the scaling behavior
improved.

While this is a result of some practical relevance, the most important aspect of
this work is the consequent implementation of the innovative approach to partition the
Coulomb operator into a short- and long-range part and to treat the long-range part
by an inexpensive multipole expansion. On the way, a couple of problems specific
for this approach have been identified and solved that had not been discovered before.
Especially, the unsatisfactory convergence of a conventional Taylor series based mul-
tipole expansion has been overcome by using a novel least squares fit based method.
Furthermore, the problem of insufficient numerical accuracy for very large molecules
has been pointed out, and a prescreening procedure has been devised that effects high
efficiency and linear scaling of the multipole approximation.

Thus, the result of this work seems to be a solid base for future developments.
Especially intriguing in this context is the possibility to combine it with density func-
tional methods, following the approach of Stoll and Savin [T. Leininger, H. Stoll, H.-
J. Werner, A. Savin, Chem. Phys. Lett. 275, 151 (1997)]. Ideally, the expensive
transformation of two-electron integrals, which is still the bottleneck even of the new
method, would be entirely avoided and replaced by a short-range density functional,
which would be supplemented by a long-range LMP2-calculation based completely
on multipole-approximated exchange integrals. Furthermore, one would benefit from
improved basis set convergence.

However, this won’t be possible until the method of Stoll and Savin has been fur-
ther improved, because currently higher values thanω = 0:25 are needed to avoid
significant deterioration of the end result due to the errors of the short range LDA den-
sity functional. The use of gradient corrected density functionals might remedy this
situation, because they are more accurate than the LDA functionals employed so far
and will be sufficiently accurate for smaller values ofω.



Kapitel 1

Einleitung

Möglichst exakte und zuverl¨assige Elektronenstrukturrechnungen f¨ur Moleküle sind
von großem Wert sowohl f¨ur die wissenschaftliche als auch die industrielle Forschung
auf vielen Gebieten der Chemie. Die besten Ergebnisse erzielt man dabei im allge-
meinen mitab-initio-Methoden, also Verfahren, die auf einer numerischen L¨osung der
elektronischen Schr¨odingergleichung beruhen.

Durch den unaufhaltsamen Fortschritt der Computertechnologie auf der einen Seite
und der Effizienz der quantenchemischen Algorithmen auf der anderen Seite werden
immer genauere Rechnungen f¨ur immer größere Anwendungsgebiete m¨oglich. Das
grundlegende Problem jedoch ist der steile Anstieg der Rechenkosten in Abh¨angig-
keit von der Gr¨oße des untersuchten Systems. Das wird verst¨andlich, wenn man sich
vor Augen hält, daß die elektronische Schr¨odingergleichung f¨ur ein System mitN
Elektronen eine partielle Differentialgleichung in 3N Koordinaten ist. Herk¨ommliche
Ansätze zur numerischen L¨osung von Differentialgleichungen, etwa Finite-Elemente-
Methoden, w¨urden hier sogar zu einem exponentiellen Anstieg der Computerkosten
mit der Zahl der Elektronen f¨uhren.

So gesehen ist es eine gute Leistung, daß die Kosten popul¨arer quantenchemischer
Verfahren, wie das Hartree–Fock-Verfahren [1–3], die Møller–Plesset-St¨orungstheorie
zweiter Ordnung (MP2) [4] oder das CCSD(T)-Verfahren [5–8] nur noch algebraisch
skalieren, n¨amlich mitN4, N5 bzw.N7.

Durch zusätzliche Näherungen l¨aßt sich dieses Verhalten weiter verbessern. F¨ur das
Hartree–Fock-Verfahren sind schon seit den achtziger Jahren quadratisch skalieren-
de Algorithmen entwickelt worden [9, 10], bei denen durch geeignete Absch¨atzungen
vernachlässigbare Beitr¨age frühzeitig erkannt und ihre Berechnung vermieden wird
(
”
Prescreening“). Durch diëUbertragung von Algorithmen aus der Str¨omungsmecha-

nik [11, 12] auf die Verh¨altnisse in der Quantenchemie [13, 14] konnten schließlich
linear skalierende Hartree–Fock-Algorithmen entwickelt werden [15, 16].

Die Hartree–Fock-Methode ist jedoch f¨ur viele Anwendungen zu ungenau, da sie
die dynamische Elektronenkorrelation, also die gegenseitige Beeinflussung der Elek-
tronenbewegungen, außer acht l¨aßt. Ein weiterer Durchbruch sind daher linear skalie-
rende MP2-Algorithmen gewesen [17, 18]. Selbst von der sehr genauen und zuverl¨assi-
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gen CCSD(T)-Methode existieren mittlerweile linear skalierende Varianten [19].
Die Bedeutung solcher linear skalierender Algorithmen f¨ur die rechnergest¨utz-

te Behandlung chemischer Fragestellungen l¨aßt sich kaum hoch genug einsch¨atzen.
Durch sie erst wird es m¨oglich, anstatt kleiner, einfacher Modellsysteme von ¨uberwie-
gend akademischem Interesse, aber ohne unmittelbaren Praxisbezug, nun auch gr¨oßere
Moleküle zu untersuchen, etwa 50–150 Atome f¨ur MP2, und so Vorhersagen in kon-
kreten Anwendungsf¨allen zu treffen.Überdies wird sich die st¨andig steigende Com-
puterleistung, die sich etwa alle anderthalb Jahre verdoppelt, k¨unftig proportional auf
diese Zahl auswirken. Ein goldenes Zeitalter der Quantenchemie d¨ammert herauf.

Dennoch sind die neuen Algorithmen in der Fachwelt nicht nur mit Begeisterung,
sondern auch einem erheblichen Maß an Skepsis aufgenommen worden. Es wurde
kritisiert, daß sie nur f¨ur die sorgfältig konstruierten, anwendungsfernen Testf¨alle der
Autoren so wie demonstriert funktionieren. So hieß es z. B., daß durch die konse-
quente Verwendung ungew¨ohnlich kleiner Basiss¨atze in den fr¨uhen Veröffentlichun-
gen die Computerkosten zu positiv erscheinen w¨urden, oder sogar, daß die lineare
Skalierung bei gr¨oßeren Basiss¨atzen ganz zusammenbreche [20]. Ersteres ist vermut-
lich nicht ganz aus der Luft gegriffen, da f¨ur zu kleine Basiss¨atze die Dichtematrix
unnatürlich schwachbesetzt ist [21].

Für die meisten bisher gezeigten Verfahren gilt, daß sich die lineare Skalierung
nur bei Rechnungen an eindimensionalen Systemen, also Serien von langgestreckt-
kettenförmigen, nur in eine Richtung wachsenden Molek¨ulen manifestiert. Bei eher
kugelförmigen Molekülen kann der asymptotische Gr¨oßenbereich linearer Skalierung
mit der Leistung heutiger Computer in der Regel noch nicht erreicht werden. Der
Grund dafür ist, daß nicht die Zahl der Atome ¨uber das Einsparungspotential ent-
scheidet, sondern die Abst¨ande dieser Atome untereinander – je h¨oher diese Abst¨ande,
desto höher die Ersparnis durch die zus¨atzlichen Näherungen der modernen Algorith-
men. Der Kostenunterschied f¨ur Rechnungen an demselben Molek¨ul, einmal in linear
gestreckter und einmal in einer kompakten Konformation, kann dramatische Ausmaße
annehmen, und dieser Trend wird durch linear skalierende Algorithmen noch verst¨arkt.

Es gibt also keinen Anlaß f¨ur die quantenchemische Methodenentwicklung, mit
den Innovationen nachzulassen. Nicht nur muß das Arsenal linear skalierender Ver-
fahren weiter konsequent ausgebaut werden, auch f¨ur die bereits existierenden Algo-
rithmen besteht weiterhin Verbesserungsbedarf.

In dieser Arbeit geht es um eine Verbesserung des linear skalierenden MP2-
Verfahrens von Sch¨utz, Werner und dem Autor [18], das seinerseits auf den lokalen
Korrelationsmethoden von Pulay, Werner und anderen beruht [22, 23]. Es wurde an-
geregt durch das Projekt, die Korrelation weit voneinander entfernter Elektronenpaare
im Rahmen der lokalen MP2-Methode durch eine einfache Multipolentwicklung zu
modellieren [24, 25].

Diese Arbeit befaßt sich mit einer komplement¨aren Multipolnäherung f¨ur nahe,
stark wechselwirkende Elektronenpaare. Dabei handelt es sich um eine weitaus an-
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spruchsvollere Aufgabe, denn f¨ur solche Paare konvergiert eine herk¨ommliche Multi-
polentwicklung aufgrund der Singularit¨at der Coulombwechselwirkung beim Abstand
null nicht mehr. Deshalb wurde ein Ansatz verfolgt, bei dem die Coulombwechselwir-
kung in zwei Summanden aufgespalten wird. Der eine enth¨alt die Singularität und fällt
mit steigendem Abstand rasch ab. Er wird auf herk¨ommliche Weise behandelt, wobei
aufgrund des raschen Abklingens erhebliche Einsparungen erzielt werden. Der ande-
re ist langreichweitig, aber nicht singul¨ar und kann daher durch Multipolentwicklung
approximiert werden.

Das Ziel dieser N¨aherung ist die weitere Verringerung der Computerkosten des
linear skalierenden lokalen MP2-Verfahrens, insbesondere f¨ur kompakte dreidimen-
sionale Systeme, denn dort ist der Verbesserungsbedarf am h¨ochsten. Im Ergebnis-
teil wurde die Absicht verfolgt, dem Vorwurf der Sch¨onfärberei zu entgehen durch
eine gen¨ugend große Auswahl an anwendungsnahen Testf¨allen, die einige große
Arzneimittel-Wirkstoffmoleküle mit etwa hundert Atomen und ein typisches Modell
für eine Enzymreaktion umfassen.

Die Arbeit ist folgendermaßen organisiert: Im zweiten Kapitel wird ein ausf¨uhrli-
cherÜberblicküber die Grundlagen des linear skalierenden lokalen LMP2-Verfahrens
gegeben, das den Ausgangspunkt f¨ur das Nachfolgende bildet. Im dritten und vier-
ten Kapitel befindet sich die theoretische Ausarbeitung der Aufspaltungsn¨aherung.
Im dritten Kapitel geht es dabei um das allgemeine Vorgehen und die effiziente Be-
handlung des rasch abklingenden Teils des Coulomboperators, im vierten Kapitel um
die Multipolentwicklung für den langreichweitigen Teil. Es bildet aufgrund der um-
fangreichen Mathematik und zahlreichen Probleml¨osungen, die hier einflossen, den
Schwerpunkt dieser Arbeit. Im f¨unften Kapitel wird die Leistungsf¨ahigkeit der neuen
Methode anhand zahlreicher Testf¨alle überprüft. Das sechste Kapitel schließlich gibt
eine kurze Zusammenfassung mit Ausblick.
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Kapitel 2

Linear skalierende lokale
Møller-Plesset-Sẗorungstheorie

2.1 Einführung

Ab-initio-Methoden liefern Energien und Eigenschaften von Molek¨ulen durch Lösen
der Schr¨odingergleichung. Deren schwierigster Term ist die Coulomb-Wechselwir-
kung der Elektronen, da dies der einzige Term ist, der die Bewegungen zweier Elek-
tronen miteinander verkn¨upft.

Die Hartree–Fock-Methode [1–3] vermeidet diese Schwierigkeit durch eine N¨ahe-
rung, bei der stattdessen die Wechselwirkung jedes Elektrons mit dem gemittelten Feld
derübrigen Elektronen betrachtet wird und so der Zweielektronenoperator durch einen
effektiven Einelektronenoperator ersetzt wird. Der Fehler dieser N¨aherung ist definiert
als die Korrelationsenergie, das ist der stabilisierende Energiebetrag, den man erh¨alt,
wenn man den Elektronen gewissermaßen erlaubt, sich bei ihren Bewegungen gegen-
seitig auszuweichen.

Die verschiedenen Post-Hartree–Fock-Methoden liefern N¨aherungen f¨ur die Kor-
relationsenergie. Ihr einfachster Vertreter ist die Møller-Plesset-St¨orungstheorie zwei-
ter Ordnung (MP2) [4]. Dabei wird zur Hartree–Fock-WellenfunktionΨ(0) die Wel-
lenfunktion erster Ordnung

jΨ(1)i= 1
2∑

i j
∑
ab

Ti j
ab
jΦab

i j i (Ti j
ab

= T ji
ba
) (2.1)

hinzuaddiert, sie setzt sich nur aus zweifach angeregten KonfigurationenΦab
i j zusam-

men. Die KoeffizientenTi j
ab

dieser Konfigurationsentwicklung heißen Amplituden, sie

können durch L¨osen eines Gleichungssystems erhalten werden1.

1siehe Abschnitt 2.3.1, Seite 33
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2.2 Verkürzung der Konfigurationsentwicklung. Loka-
le Näherungen

2.2.1 Lokalisierung der Molekülorbitale

Ausgangspunkt einer Behandlung der Elektronenkorrelation ist die Ermittlung der
Hartree-Fock-Referenzenergie und -wellenfunktion. Eine Hartree-Fock-Rechnung lie-
fert unter anderem den Satz der kanonischen Orbitaleφr in Form der Koeffizientenma-
trix C,

jφri= ∑
µ
jχµiCµr ; (2.2)

in der die Entwicklungskoeffizienten der Orbitale in die AO-Basisfunktionenfχµg
zusammengefaßt sind. Diese Orbitale, die Eigenfunktionen des Fockoperators, sind in
der Regel ¨uber das ganze Molek¨ul delokalisiert. Eine Lokalisierung der Orbitale ist
jedoch im Prinzip m¨oglich, da die Wellenfunktion lediglich als Determinante

Ψ(0)(1;2; :::;2m) = kφ1(1)φ̄1(2)φ2(3)φ̄2(4) : : :φm(2m�1)φ̄m(2m)k (2.3)

gegeben ist und eine unit¨are Transformation der besetzten Orbitale untereinander so-
mit keineÄnderung der Wellenfunktion bewirkt. Die lokalisierten besetzten Orbitale
werden mitφ l

i bezeichnet und sind durch eine KoeffizientenmatrixL gegeben, die aus
C mit Hilfe der unitären TransformationsmatrixW hervorgeht

jii � jφ l
i i= ∑

µ
jχµiLµ i ; (2.4)

Lµ i =
(bes)

∑
j

Cµ jWji mit W†W = 1: (2.5)

Die Matrix L wird im folgenden als Rechtecksmatrix mitN�m Elementen (N Basis-
funktionen,m besetzte Orbitale) betrachtet, die nur die besetzten, nicht die virtuellen
Orbitale enth¨alt.

Ein erstes allgemein verwendbares Verfahren zur Ermittlung einer Transformation
W, die delokalisierte Orbitale in lokalisierte ¨uberführt, wurde 1960 von Foster und
Boys [26, 27] eingef¨uhrt. Weitere wurden u. a. 1963 von Edmiston und Ruedenberg
[28, 29] sowie 1989 von Pipek und Mezey [30] vorgeschlagen.

Diese Verfahren liefern in der Regel einen Satz der Anschauung entgegenkommen-
der Orbitale, unter denen sich Core-Orbitale, zweizentrenbindende Orbitale und einsa-
me Elektronenpaare unterscheiden lassen. Bei echter Delokalisation, wie im Benzol,
treten auch ¨uber mehr als zwei Zentren sich erstreckende Orbitale auf.

Allen drei Verfahren gemeinsam ist die Einf¨uhrung eines Funktionals̀(φi), das ein
Maß für die Lokalisiertheit des Orbitalsφi ist. Der Satz der lokalen Orbitale ist dann
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durch eine Bedingung der Form

L fφ l
i g=

(bes)

∑
i
`(φ l

i )
!
= extremal (2.6)

gegeben. In der Definition des FunktionalsL fφig unterscheiden sich die drei Verfah-
ren.

Boys. Die Lokalisierung beruht auf der Minimierung der anschaulich definierten Or-
bitalausdehnung

LBfφ l
i g=

(bes)

∑
i
hii jr2

12jiii !
= min: (2.7)

Es läßt sich zeigen, daß diese Formulierung ¨aquivalent ist zu der besser bekann-
ten Bedingung

L
0
Bfφ l

i g=
(bes)

∑
i> j

[hijr jii�h jjr j ji]2 !
= max (2.8)

der Maximierung des Abstandes der Orbitalzentroide voneinander.
In dieser Formulierung ist nur die Transformation von Einelektronenintegralen
nötig, daher skaliert die Methode wieN3 mit der Molekülgröße.
Bei Mehrfachbindungen werden mehrere gekr¨ummte sogenannteτ-Orbitale er-
zeugt, die gegebenenfalls symmetrie¨aquivalent, aber nicht symmetrieangepaßt
sind (gelegentlich auch nicht einmal symmetrie¨aquivalent).Ähnliche Effekte
treten auch bei mehreren einsamen Elektronenpaaren an einem Atom auf. Diese
Symmetriebrechung wird h¨aufig als Nachteil der Boys-Lokalisierung empfun-
den [30], auch im Zusammenhang mit der lokalen Korrelation [31].

Edmiston–Ruedenberg.Die Lokalisierung beruht auf der Maximierung der Orbital-
selbstabstoßung

LERfφ l
i g=

(bes)

∑
i
hii j 1

r12
jiii !

= max: (2.9)

Da sich hier die Transformation der Zweielektronenintegrale nicht vermeiden
läßt, skaliert diese Methode mitN5.
Bei Mehrfachbindungen und einsamen Elektronenpaaren erh¨alt die Edminston-
Ruedenberg-Lokalisierung dieσ -π-Trennung.

Pipek–Mezey. Die Lokalisierung beruht auf der Minimierung der Zahl der Atome,
an denen das Orbital lokalisiert ist. Diese Zahl ist f¨ur jedes Orbitalφi gegeben
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durch

di =

(
∑
A

(Qi
A)

2

)�1

: (2.10)

Dabei läuft die Summe ¨uber alle AtomeA des Moleküls, und Qi
A ist die

Mulliken-Ladung (
”
Mulliken Gross Population“) des Orbitalsi am AtomA

Qi
A = ∑

µ2A

Cµ ihµjii

= ∑
µ2A

N

∑
ν=1

Cµ iCν iSµν ; (2.11)

ein Maß für den Anteil des Orbitalsi, der sich am AtomA befindet.
Unter Inversion von (2.10) kann als endg¨ultige Form der Lokalisierungsbedin-
gung dann

LPMfφ l
i g=

(bes)

∑
i

∑
A

(Qi
A)

2 !
= max (2.12)

geschrieben werden.
Da hier keine Zweielektronenintegrale auftreten, skaliert die Methode nur mit
N3, wie die Boys-Lokalisierung.
Im Gegensatz zu dieser aber und ebenso wie bei der Edmiston-Ruedenberg-
Lokalisierung hebt die Pipek-Mezey-Lokalisierung dieσ -π-Trennung nicht auf.
Überdies wird in der Regel schnellere Konvergenz erzielt, da im Unterschied zur
Boys-Lokalisierung keine physikalische Lokalisierung im Raum versucht wird,
sondern lediglich eine Lokalisierung von Populationen an den atomaren Zentren.

Da alle diese Bedingungen auf nichtlineare Gleichungssysteme f¨uhren, kommen im
allgemeinen iterative Algorithmen zum Einsatz [28, 29]. Dabei werden die optimal
lokalisierten Orbitale durch eine Folge von 2�2-Rotationen

ji0i= cosγjii+sinγj ji; (2.13)

j j 0i=�sinγjii+cosγj ji (2.14)

bestimmt, bis Konvergenz erreicht ist.
Wie die kurzeÜbersichtüber die drei popul¨arsten Lokalisierungsmethoden ge-

zeigt hat, ist die Pipek-Mezey-Lokalisierung den anderen beiden Methoden in der Re-
gel vorzuziehen, da sie mitN3 skaliert, dieσ -π-Trennung erh¨alt und überdies bes-
ser konvergiert als die Boys-Lokalisierung. Weitere Argumente f¨ur die Pipek-Mezey-
Lokalisierung speziell als Ausgangspunkt f¨ur eine lokale Korrelationsrechnung liefern
Boughton und Pulay, die zeigen, daß bei Verwendung von Pipek-Mezey-Orbitalen die
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Fehler der lokalen Korrelation meist etwas geringer ausfallen als bei Verwendung von
Boys-Orbitalen [31]. Dennoch kann festgehalten werden, daß die lokale Korrelations-
energie nicht wesentlich von der gew¨ahlten Lokalisierungsmethode abh¨angt.

DerÜbergang von den kanonischen zu lokalen Molek¨ulorbitalen stellt an sich noch
keine Näherung dar. Im Rahmen des in Abschnitt 2.3.1 vorgestellten allgemeinen For-
malismus erh¨alt man vielmehr auch unter Verwendung lokaler Orbitale die exakte
MP2-Korrelationsenergie. Die in der Einleitung angesprochenen N¨aherungen werden
in den beiden folgenden Abschnitten erl¨autert.

2.2.2 Lokaler virtueller Raum

Der Lokalisierung der besetzten Orbitale entsprechend ist auch die Konstruktion loka-
ler virtueller Orbitale zur lokalen Beschreibung der Korrelation notwendig. Eine ortho-
gonale Lokalisierung verl¨auft in diesem Fall allerdings erfahrungsgem¨aß unbefriedi-
gend. Von Pulay und Saebø [32, 33] stammt die L¨osung, einen Satz nichtorthogonaler
redundanter virtueller Orbitale zu verwenden, die durch Projektion der Atomorbitale
gegen den besetzten Raum

jri � jφ̃ri=
 

1�
(bes)

∑
i
jφiihφij

!
jχri= ∑

µ
jχµiPµr (2.15)

erzeugt werden [23, 34]. Die zugeh¨orige KoeffizientenmatrixP ist

P= 1� 1
2

DS; (2.16)

wobeiD die Dichtematrix erster Ordnung

Dµν = 2
(bes)

∑
i

Cµ iCν i = 2
(bes)

∑
i

Lµ iLν i (2.17)

undSµν = hχµ jχνi dieÜberlappmatrix in AO-Basis ist. Im folgenden werden Gr¨oßen
in der projizierten Basis stets durch eine Tilde gekennzeichnet. Aufgrund der Her-
ausprojektion des besetzten Raumes hat dieÜberlappmatrix in der projizierten Basis

S̃rs = hφ̃r jφ̃si= [P†SP]rs (2.18)

mNulleigenvektoren. Diese linearen Abh¨angigkeiten werden jedoch am besten erst zu
einem sp¨ateren Zeitpunkt beseitigt.

Es ist intuitiv einleuchtend, daß bei Verwendung lokaler besetzter und virtueller Or-
bitale nur solche AnregungenjΦrs

i j i einen wesentlichen Beitrag zur korrelierten Wel-
lenfunktion leisten werden, bei denen sich jedes der virtuellen Orbitaleφ̃r und φ̃s in
räumlicher Nähe eines der besetzten Orbitaleφ l

i oderφ l
j befindet. Um dies zu ber¨uck-

sichtigen, werden zun¨achst für jedes Orbitalφ l
i alle projizierten virtuellen Orbitale
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ausgew¨ahlt, die im selben Bereich des Raumes lokalisiert sind wieφ l
i . Diese für jedes

besetzte Orbital individuelle Untermenge der projizierten Orbitalefφ̃rg läuft in der Li-
teratur unter dem BegriffDomäne(engl.

”
domain“), genauer Orbitaldom¨ane, und wird

mit dem Symbol[i] bezeichnet.
Um für ein gegebenes Orbitalφ l

i die Orbitaldomäne[i] zu bestimmen, kann ein von
Boughton und Pulay vorgeschlagenes Verfahren angewandt werden [31]. Dabei wer-
den zunächst alle Atome gem¨aß der Mulliken-Ladung (2.11) vonφ l

i in eine Rangfolge
gebracht. Dann werden Atom f¨ur Atom der Reihe nach die projizierten Basisfunktio-
nen von Atomen der Orbitaldom¨ane hinzugef¨ugt, bis eine Vollst¨andigkeitsbedingung
erfüllt ist. Diese besteht darin, daß das Funktional

f (L 0) = min

�Z
fφ l

i (r)�φ 0
i (r)g2dr

�
(2.19)

kleiner als ein voreingestellter Wert sein muß (¨ublicherweise 0.02). Dabei ist

jφ 0
i i= ∑

µ2[i]
jχµiL0µ i (2.20)

ein genähertes Orbital, das von den Basisfunktionen der ausgew¨ahlten Atome aufge-
spannt wird. Die unbekannten KoeffizientenL0µ i , die das Funktional (2.19) minimieren,
sind durch Lösen eines linearen Gleichungsystems zu bestimmen.

Für die Behandlung der Zweifachanregungen, die in der MP2-N¨aherung aus-
schließlich auftreten, wird die sogenanntePaardom̈ane[i j ] eingeführt. Sie ist die Ver-
einigungsmenge von[i] und [ j]. Mit dieser Definition können wir nun die erste der
beiden lokalen N¨aherungen pr¨azise formulieren: Es werden nur KonfigurationenΦrs

i j
berücksichtigt, für dier;s2 [i j ] ist. Das bedeutet

jΨ(1)i= 1
2∑

i j
∑

r;s2[i j ]

T̃ i j
rs jΦrs

i j i: (2.21)

Von jeder Paardom¨ane[i j ] werden redundante Funktionen separat eliminiert. Da
jedoch die Paardom¨anen meist nur relativ kleine Unterr¨aume der gesamten projizier-
ten Basisfφ̃rg darstellen, treten auf dieser Stufe in der Regel nur noch wenige oder
gar keine linearen Abh¨angigkeiten mehr auf. Die Zahl der redundanten Funktionen,
die aus der Paardom¨ane eliminiert werden, errechnet sich als die Zahl der kleinen
oder Nulleigenwerte (Schwellenwert typischerweise 10�6) der ÜberlappmatrixS̃[i j ]

der Funktionen des Unterraums[i j ]. Für die Auswahl der zu eliminierenden Funk-
tionen gibt es unterschiedliche Verfahren, vor allem die unmittelbare Elimination der
entsprechenden Eigenvektoren selbst (was aber eine Transformation der verbleibenden
Funktionen aus den urspr¨unglichen Funktionen der redundanten Basis impliziert) und
die Elimination von individuellen projizierten Funktionen, zu denen große Koeffizi-
enten der Nulleigenvektoren geh¨oren. Die letzten Endes erhaltenen Energien scheinen
von den Details dieses Verfahrens aber weitgehend unabh¨angig zu sein [23].
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2.2.3 Vereinfachte Behandlung der Korrelation weit auseinander-
liegender Elektronen

Die Korrektur zur Wellenfunktion in erster st¨orungstheoretischer Ordnung nach
Møller-Plesset l¨aßt sich in PaarfunktionenΨi j zerlegen, von denen jede die Anre-
gungen aus dem jeweiligen Paari j besetzter Orbitale zusammenfaßt, so daß (unter
Berücksichtigung des oben eingef¨uhrten Abschneidens des virtuellen Raums)

jΨ(1)i= 1
2∑

i j
jΨi j i; (2.22)

jΨi j i= ∑
r;s2[i j ]

T̃ i j
rs jΦrs

i j i (2.23)

gilt. Jede Paarfunktion liefert einen Beitragεi j zur Korrelationsenergie, der anschau-

lich als Korrelationsbeitrag der Elektronen in den Orbitalenφ l
i undφ l

j aufzufassen ist.
Dieser Energiebeitrag f¨allt mit steigendem Abstandr der Orbitale rasch ab (asym-
ptotisch∝ r�6). Das erlaubt, einzelne Paarfunktionen vereinfacht zu behandeln oder
überhaupt nicht zu ber¨ucksichtigen.

Neuerdings werden vier Sorten von Paaren unterschieden, f¨ur die hier die Bezeich-
nungenstarke Paare, schwache Paare, Fernpaareundgetrennte Paareverwendet wer-
den sollen (in der Literatur trifft man die englischen Bezeichnungen

”
strong pairs“,

”
weak pairs“,

”
distant pairs“ und

”
very distant pairs“ an) [18]. Die Unterscheidung

erfolgt nach Hampel und Werner aufgrund des Orbitalabstandes, der als k¨urzeste Di-
stanz zwischen zwei Atomen der beiden zugeh¨origen Orbitaldom¨anen definiert wird
[23].

(Um Verwirrung vorzubeugen: Unter der Entfernung oder dem Abstand eines Paa-
res ist stets der Abstand zwischen den beiden Orbitalen verstanden; insbesondere be-
zieht sich die Bezeichnung

”
Fernpaar“ auf den Abstand der beiden Orbitale unterein-

ander und nicht etwa auf die Entfernung zu anderen Paaren.)

Starke Paare. Unter starken Paaren werden diejenigen Paare verstanden, zwischen
deren Orbitalen ein geringer Abstand liegt und die große Beitr¨age zur Korre-
lationsenergie liefern. F¨ur diese Paare werden keine zus¨atzlichen Näherungen
eingeführt.

Schwache Paare.Schwache Paare sind solche, die einen m¨aßig großen Orbitalab-
stand aufweisen und die mittlere Beitr¨age zur Korrelationsenergie liefern. Sie
werdenüber einen Mindestabstandrw ihrer Orbitale bestimmt. Der ¨ubliche Wert
für diesen Parameters istrw = 1 bohr, das ist praktisch ¨aquivalent zu der ¨alteren
Forderung, schwache Paare sollten durch mindestens eine Bindung getrennt sein
[22]. Die einzelnen Energiebeitr¨age solcher Paare sind meist kleiner als 3 mHar-
tree. Bei einer lokalen Rechnung auf h¨oherem Niveau als MP2, z. B. CCSD,
können solche Paare vereinfacht behandelt werden, ¨ublicherweise durch MP2.
Bei einer LMP2-Rechnung selbst macht die Unterscheidung zwischen starken
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und schwachen Paaren nat¨urlich keinen Sinn, und im folgenden wird von schwa-
chen Paaren nicht mehr die Rede sein.

Fernpaare. Das sind die Paare, deren Orbitale durch einen großen Abstandrd ge-
trennt sind und die daher nur wenig zur Korrelationsenergie beitragen. Ein Wert
von rd = 4 bohr oder ein Abstand von mindestens zwei Bindungen wurde noch
vor wenigen Jahren als ausreichend erachtet. Die Paarenergien solcher Paare
sind meist kleiner als 0.03 mHartree. Sie wurden einfach vernachl¨assigt. F¨ur
große Moleküle mit zahlreichen schwachen Paaren f¨uhrt dieses Vorgehen aller-
dings zu erheblichen Fehlern. Neuerdings werden sie daher durch eine Multi-
polnäherung behandelt2 bei einem Wert vonrd = 8 bohr [24, 25].

Getrennte Paare. So lautet die neue Bezeichnung f¨ur Paare, deren Abstandrvd
so groß ist, daß ihr kollektiver Beitrag zur Korrelationsenergie wirklich ver-
nachlässigt werden kann. Seit der Arbeit von Rauhut und anderen ist klar, daß
dazu sehr große Abst¨ande n¨otig sind, nämlich rund 12–16 bohr, um den Fehler
in denµHartree-Bereich zu dr¨ucken [35]. In dieser Arbeit wirdrvd = 15 bohr
verwendet.

Die Behandlung von Paaren mit unterschiedlich anspruchsvollen Methoden je nach
ihrer Bedeutung f¨ur die Gesamtkorrelationsenergie f¨uhrt zu drastischen Einsparun-
gen ohne wesentlichen Verlust an Genauigkeit. Insbesondere skaliert die Zahl der
Paarfunktionen, die in (2.22) ber¨ucksichtigt werden, asymptotisch linear mit der Mo-
lekülgröße, lediglich die Zahl der getrennten Paare, die vernachl¨assigt werden, skaliert
quadratisch. Da aufgrund des Abschneidens des virtuellen Raums die Zahl der Konfi-
gurationen pro Paarfunktion (2.23) konstant ist, skaliert also die L¨ange der Konfigura-
tionsentwicklung ebenfalls linear.

2.2.4 Effekt der lokalen Näherungen

Aufgrund der zuvor beschriebenen N¨aherungen weichen lokale von kanonischen Kor-
relationsenergien ab. Die Abweichung ist vom Basissatz abh¨angig, mit einer cc–
pVDZ-Basis3 [36] beträgt sie rund 2%, mit einer cc–pVTZ-Basis nur noch rund 0.5%.
Die systematische Natur der lokalen N¨aherungen bedingt eine ausgepr¨agte Fehlerkor-
rektur, wenn Relativenergien oder Eigenschaften betrachtet werden, was in realen An-
wendungsf¨allen stets der Fall ist.

Darüber hinaus wird ein Teil der Abweichung zwischen kanonischen und lokalen
Korrelationsenergien durch den Basissatz¨uberlagerungsfehler (BSSE) verursacht, der
durch die Beschr¨ankung des virtuellen Raums bei lokalen Methoden erheblich redu-
ziert wird [37, 38]. Folglich kann man den lokalen Methoden nicht von vornherein

2siehe Abschnitt 2.5, Seite 44
3siehe Abschnitt 5.1.2, Seite 105
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einen größeren Fehler zuzuschreiben als den kanonischen. In diesem Abschnitt wird
daher konsequent der Begriff

”
Abweichung“ verwendet.

Wegen der Reduktion des BSSE werden lokale Korrelationsmethoden gerne zur
Behandlung intermolekularer Wechselwirkungen eingesetzt, die ja besonders stark
durch BSSE verf¨alscht werden [38–40]. Bei der Berechnung von Reaktionsenergien
[41], Geometrien [34] und Frequenzen [42] zeigt sich, daß lokale Korrelationsme-
thoden vergleichbar zuverl¨assige und genaue Ergebnisse liefern wie ihre klassischen
Gegenst¨ucke, jedoch zu teilweise drastisch reduzierten Kosten.

2.3 Verallgemeinerte Form der MP2-Gleichungen

Nachdem es im vorigen Abschnitt um die grundlegenden N¨aherungen der lokalen Kor-
relationsmethoden ging, soll nun gezeigt werden, wie die AmplitudenTi j

ab
und daraus

schließlich die Energie f¨ur diesen Ansatz eigentlich berechnet werden k¨onnen.

2.3.1 Minimieren des Hylleraas-Funktionals. Residuum und MP2-
Gleichungen

Es ist wohlbekannt4, daß die Korrelationsenergie in St¨orungstheorie zweiter Ordnung
durch Minimieren des Hylleraas-Funktionals [44]

E2 = 2hΨ(1)jĤjΨ(0)i+ hΨ(1)jĤ(0)�E(0)jΨ(1)i; (2.24)

erhalten werden kann. Hierbei istΨ(0) = j0i = ΨSCF die closed-shell Hartree-Fock-
Referenzfunktion und̂H(0) = ∑i F̂(i) die Summe der Fockoperatoren.Ψ(1) ist Korrek-
tur der Wellenfunktion in erster Ordnung (2.1).

Die Einführung von kontravarianten Amplituden̄T i j = 2T i j �T ji erleichtert die
Formulierung des Hylleraasfunktionals in Matrixform; die Herleitung dazu l¨aßt sich im
Anhang nachlesen5. Für orthogonale, nicht-kanonische besetzte und nicht-orthogonale
virtuelle Orbitale ergibt sich

E2 = ∑
i j

trf(2K i j +FT i j S+STi j F�∑
k

S[FikTk j +FjkTki]S) T̄ jig. (2.25)

Hier fassen die MatrizenK i j die AustauschintegraleKi j
ab

zusammen, von denen sp¨ater

die Rede sein wird6, die MatrizenF undS die FockmatrixelementeFab bzw.Überlap-
pungsmatrixelementeSab der virtuellen Orbitale untereinander und dieT i j die Ampli-
tudenTi j

ab
.

Minimieren des Hylleraas-Funktionals bez¨uglich der Amplituden liefert die st¨o-
rungstheoretische Energiekorrektur zweiter OrdnungE(2). Durch einfaches Ableiten

4siehe einschl¨agige Lehrb¨ucher der Quantenchemie, z. B. Kutzelnigg, Band 1 [43]
5siehe Abschnitt A.1, Seite 127
6siehe Abschnitt 2.4, Seite 37
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des Hylleraas-Funktionals nach den kontravarianten AmplitudenT̄ i j
ab

erhalten wir Va-
riationsbedingungen der Form

∂E2

∂ T̄ i j
ab

= 2Ri j
ab

= 0 (2.26)

oder, in Matrixform,

Ri j = 0 (2.27)

mit den MP2-Residuumsmatrizen

Ri j = K i j +FT i j S+STi j F�∑
k

S[FikTk j +FjkTki]S: (2.28)

Mit Hilfe der Residuumsmatrizen l¨aßt sich das Hylleras-Funktional (2.25) auch in die
einfache Form

E2 = ∑
i j

trf(K i j +Ri j ) T̄ jig (2.29)

bringen.
Lösen der Gleichungen (2.27) liefert die Korrektur zur Wellenfunktion in erster

OrdnungΨ(1) in Form der AmplitudenTi j
ab

. Mit Hilfe dieser Amplituden läßt sich
dann der Energiebeitrag zweiter Ordnung

E(2) = ∑
i j

trfK i j T̄ jig (2.30)

ausrechnen.

2.3.2 Kanonisches MP2 als Spezialfall

Um die oben erhaltenen Formeln plausibel zu machen, sollen nun daraus die kanoni-
schen MP2-Gleichungen hergeleitet werden.

Bei Verwendung kanonischer Orbitalejri; jsi; : : : nehmen die MP2-Residuen
(2.28) und damit die Gleichungen (2.27) eine erheblich einfachere Form an. In diesem
Fall ist die Fockmatrix diagonal,

Fi j = δi j εi ; (2.31)

Fab = δabεa; (2.32)

und die Orbitale sind orthonormiert,

S= 1: (2.33)
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Damit wird

Ri j
ab

= Ki j
ab
+ εaTi j

ab
+Ti j

ab
εb� εiT

i j
ab
� ε jT

i j
ab
; (2.34)

und Nullsetzen dieses Ausdrucks und Aufl¨osen nachTi j
ab

liefert Gleichungen f¨ur die
kanonischen MP2-Amplituden in der vertrauten Form

Ti j
ab

=�
Ki j

ab

εa+ εb� εi � ε j
: (2.35)

2.3.3 Iterative Lösung der MP2-Gleichungen

Die Lösung der linearen Gleichungen (2.27) erfolgt iterativ [23], da sonst die Diago-
nalisierung einer sehr großen Matrix erforderlich w¨are. Um verbesserte Werte f¨ur die
Amplituden zu bekommen, wird f¨ur ein gegebenes Paar zun¨achst die Residuumsmatrix
in der projizierten Basis unter Verwendung der alten Amplituden aufgebaut,

R̃i j = K̃ i j + F̃T̃ i j S̃+ S̃T̃ i j F̃�∑
k

S̃[FikT̃k j +FjkT̃ki]S̃: (2.36)

Fi j sind Elemente der Fockmatrix in der Basis der lokalen besetzten Orbitale, die Tilde
bezeichnet Matrizen in der projizierten Basis. Die Fock- undÜberlappmatrix in der
projizierten Basis werden durch Transformation mitP (2.15) aus der AO-Basis erhal-
ten,

F̃ = P†FAOP; (2.37)

S̃= P†SAOP: (2.38)

Die Transformation der̃K i j wird uns im nächsten Abschnitt besch¨aftigen.
R̃i j hat dieselbe Blockstruktur wie die zugeh¨orige Amplitudenmatrix̃T i j , nämlich

R̃i j
rs = T̃ i j

rs = 0 für r;s =2 [i j ]; (2.39)

und nur die der Paardom¨ane zuzuordnenden Matrixelemente m¨ussen berechnet wer-
den.

Um die neuen Amplituden zu ermitteln, wird̃Ri j dann intermedi¨ar in eine kanoni-
sche Basis transformiert,

Ři j = W[i j ]†R̃i j W[i j ]; (2.40)

wobei wir ab jetzt das Symbol[i j ] so auffassen wollen, daß redundante Funktionen von
der Paarbasis eliminiert worden sind. Die TransformationsmatrixW[i j ] ist die Lösung
der Fock-Gleichungen in der Paarbasis[i j ]

F̃[i j ]W[i j ] = S̃[i j ]W[i j ]Λ[i j ]; (2.41)
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wobei die DiagonalmatrixΛ[i j ] Orbitalenergien enth¨alt,

Λ[i j ]
rs = δrsε i j

r : (2.42)

In dieser kanonischen Basis wird st¨orungstheoretisch eine Korrektur der Amplituden
ermittelt (in der englischsprachigen Literatur spezifischer als

”
Update“ bezeichet):

∆Ť i j
rs =� Ři j

rs

ε i j
r + ε i j

s �Fii �Fj j
(2.43)

Fii und Fj j sind hierbei Diagonalelemente der Fockmatrix in der Basis der lokalen
besetzten Orbitale undε i j

r undε i j
s Eigenwerte des Fockoperators in der Paarbasis, wie

in (2.42) definiert.

Schließlich wird die Updatematrix∆Ť
i j

von der intermedi¨aren kanonischen wieder
in die projizierte Basis zur¨ucktransformiert,

∆T̃
i j
= W[i j ]∆Ť

i j
W[i j ]†: (2.44)

Das Ergebnis dieser Transformation wird auf die alte MatrixT̃ i j aufaddiert. Dann wer-
den dieselben Schritte – Aufstellen der Residuumsmatrix, Transformation in die kano-
nische Basis, Berechnung des Updates und R¨ucktransformation – f¨ur das nächste Paar
durchgeführt. Dabei wird gegebenfalls bereits die aktualisierte MatrixT̃ i j des vorigen
Paars zum Aufbau der Residuumsmatrix verwendet. Das hilft nicht nur, Speicherplatz
zu sparen, sondern f¨uhrt auch zu beschleunigter Konvergenz.

Wenn diese Schritte f¨ur alle Paare einmal durchgemacht worden sind, ist ein Iterati-
onsschritt abgeschlossen. Dann wird wieder von vorn angefangen, und das solange, bis
Konvergenz erreicht ist. Das Vorgehen ist in Abbildung 2.1 noch einmal schematisch
zusammengefaßt. [23]

2.3.4 Lineare Skalierung

Die iterative Lösung der lokalen MP2-Gleichungen skaliert wieO(N), wenn die ge-
trennten Paare vernachl¨assigt werden [18]. Dies soll im folgenden kurz begr¨undet wer-
den.

Ein Blick auf Abb. 2.1 zeigt, daß die Gesamtskalierung das Produkt der Skalierung
von drei Größen ist:

� Anzahl der Iterationsschritte,

� Anzahl der Paare,

� Aufwand für die Berechnung voñRi j und für das Update f¨ur ein Paar.
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SCHLEIFE über Iterationsschritte
SCHLEIFE über Paarei j

stelleR̃i j auf
transformiereR̃i j in kanonische Basis

berechne Update∆Ť
i j

in kanonischer Basis

transformiere∆Ť
i j

zurück in Paarbasis

addiere∆T̃
i j

auf altesT̃ i j

NÄCHSTES i j
NÄCHSTER Iterationsschritt FALLS Konvergenz noch nicht erreicht:

ABBILDUNG 2.1: Schematischer Ablauf der iterativen L¨osung der MP2-Gleichungen

Empirisch zeigt sich, daß die Zahl der Iterationsschritte asymptotisch konstant ist.
Die Zahl der Paare skaliertO(N), wie am Ende von 2.2.3 dargelegt. Lineare Skalierung
ergibt sich also dann, wenn die Kosten f¨ur das Update asymptotisch konstant ist.

Die vier letzten der f¨unf für das Update n¨otigen Schritte skalieren offensichtlich
konstant, n¨amlich Transformation in kanonische Basis (2.40), Berechnung des Update
(2.43), Rücktransformation des Update (2.44) und Aufaddieren des Update. Hierbei
sind nämlich jeweils nur Matrizen involviert, die zum aktuellen Paar geh¨oren und in
der Basis der entsprechenden Paardom¨ane definiert sind, eine Abh¨angigkeit von der
Molekülgröße taucht nirgends auf. Bei der Aufstellung der Residuumsmatrix (2.36)
muß allerdings auch die Summe ¨uber den Indexk betrachtet werden, die zu jedem
Paari j die Paarek j undki koppelt. Würden alle Paare in der Rechnung ber¨ucksichtigt,
würde dieser Schritt f¨ur jedes PaarO(N) Aufwand erforden. Aber da ja die getrennten
Paare vernachl¨assigt werden, skaliert die Zahl der zu einem gegebenen Paari j kop-
pelnden Paare ebenfalls konstant.

Die Gesamtkosten f¨ur die iterative Lösung sind alsoO(1) � O(N) � O(1) =
O(N) [18].

2.4 Zweielektronenintegrale

Der bei weitem teuerste Teil einer lokalen MP2 Rechnung ist nicht die abschließende
Lösung des Gleichungssystems, sondern die Berechnung der AustauschmatrizenK̃ i j .
Deren Matrixelemente sind die Austauschintegrale

K̃i j
rs = (ri js j) =

ZZ
φ̃r(r1)φi(r1)

1
r12

φ̃s(r2)φ j(r2)dr1dr2. (2.45)
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Durch Expansion der besetzten (2.4) und virtuellen Orbitale (2.16) erh¨alt man die
Transformation

(ri js j) = ∑
r

Pµr ∑
s

Pλs∑
i

Lν i ∑
j

Lσ j(µνjλσ) (2.46)

der Integrale in der AO-Basis

(µνjλσ) =
ZZ

χµ(r1)χν(r1)
1

r12
χλ (r2)χσ (r2)dr1dr2. (2.47)

2.4.1 Basisintegrale

Als Basisfunktionenfχg, ungenauerweise h¨aufig auch als Atomorbitale (AOs) be-
zeichnet, werden bekanntlich in der Regel atomzentrierte verallgemeinerte Gaußfunk-
tionen [45, 46]

χ(r) = xlxylyzlze�γjr�Rj2; lx; ly; lz2 f0;1;2: : :g; γ > 0 (2.48)

verwendet. So lassen sich die Basisintegrale (2.47) leicht analytisch auswerten, da das
Produkt von zwei Gaußfunktionen wieder eine ist. Das Vorgehen soll am Beispiel eines
einfachen Integrals ¨uber vier sph¨arische Gaußfunktionen kurz gezeigt werden.

Ein Zweielektronenintegral habe (bis auf den Normierungsfaktor) die konkrete
Form

ZZ
eαjr1�RA j

2
eβ jr1�RBj

2 1
r12

eγjr2�RCj
2
eδ jr2�RDj

2
dr1dr2. (2.49)

Mit Hilfe des Produkttheorems f¨ur Gaußfunktionen l¨aßt sich das auf

ΛEΛF

ZZ
eηjr1�REj

2 1
r12

eζ jr2�RFj
2
dr1dr2 (2.50)

zurückführen mit

η = α +β ; (2.51)

RE =
αRA +βRB

η
; (2.52)

ΛE = e�
αβ
η jRA�RBj

2
(2.53)

und analog f¨ur ζ , RF undΛF . Nach Boys [45] führt die analytische L¨osung des Inte-
grals in (2.50) schließlich auf die Fehlerfunktion,

�
ηζ
π2

�ZZ
eηjr1�REj

2 1
r12

eζ jr2�RFj
2
dr1dr2 =

1
REF

erf

 
REFp

1=η +1=ζ

!
(2.54)
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(mit REF = jRF�REj, siehe Konventionen S. 7).

Mit Hilfe dieses Verfahrens ist es nun m¨oglich, alle Integrale(µνjλσ) zu er-
zeugen. Allerdings werden sie aufgrund ihrer Zahl in der Regel nicht mehr in den
Hauptspeicher passen.7 Der konventionelle Ansatz ist, die Integrale auf der Festplatte
zwischenzuspeichern. Da der ben¨otigte Speicherplatz aber mitO(N4) skaliert, stößt
auch dieses Verfahren bei großen Molek¨ulen rasch an Grenzen. In diesem Fall werden
deshalb die Basisintegrale nicht vollst¨andig im Voraus berechnet und zwischengespei-
chert, sondern erst, wenn sie f¨ur die Transformation ben¨otigt werden und sofort wei-
terverarbeitet werden k¨onnen. Dieses Verfahren heißt

”
integral-direkt“ oder einfach

”
direkt“.

Genaugenommen werden die Gaußfunktionen (Primitiven) meist nicht direkt als
Basisfunktionen verwendet, sondern Linearkombinationen von einigen Gaußfunktio-
nen mit gleichem Zentrum und gleicher Winkelabh¨angigkeit, aber unterschiedlichem
Exponenten, sogenannte Kontraktionen. Außerdem werden meist nicht Funktionen mit
kartesischen Winkelfunktionen wie (2.48), sondern Produkte von Gaußfunktionen mit
Kugelflächenfunktionen verwendet, die sich als Linearkombinationen kartesischer Pri-
mitiver mit gleicheml [l = lx+ ly+ lz in (2.48)] darstellen lassen. Beides hilft, Spei-
cherplatz und in nachfolgenden Schritten auch Rechenzeit zu sparen.

Da sich mehrere Basisfunktionen die gleichen Primitiven teilen k¨onnen, werden
sie zu Gruppen zusammengefaßt, die am gleichen Atom zentriert sind und das glei-
chel haben. Sie heißen Schalen (engl.:

”
shells“). Ein Algorithmus zur Erzeugung der

Basisintegrale (2.47) wird also nicht einfach auf einer vierfache Schleife ¨uber Basis-
funktionen, sondern einer vierfache Schleife ¨uber Schalen basieren. F¨ur jedes Quadru-
pel von Schalenindizes werden zun¨achst die Integrale ¨uber die Primitiven erzeugt und
dann durch Transformation Integrale ¨uber die kontrahierten sph¨arischen Basisfunktio-
nen. So wird vermieden, daß dasselbe Integral ¨uber Primitive mehrfach ausgewertet
wird [46].

2.4.2 Integraltransformation

Die Transformation (2.46) erfolgt in vier Schritten; ein Index wird nach dem anderen
transformiert [18]. Die Vierteltransformationsschritte werden mit Q1, Q2, Q3 und Q4
bezeichnet,

7Ein Zahlenbeispiel: Bei 200 Basisfunktionen (ausreichend f¨ur ein Molekül mit höchstens ca. 20
Atomen) gibt es ungef¨ahr 2004=8= 2 �108 Integrale (der Faktor 1=8 kommt von der dreifachen Sym-
metrie von (2.47) bez¨uglich Vertauschung vonµ undν, λ undσ sowier 1 undr 2). Da jedes Integral ein
Speicherwort mit doppelter Genauigkeit belegt, das entspricht 8 Byte, kommt man insgesamt auf etwa
2 Gigabyte.



40 Linear skalierende lokale Møller-Plesset-St¨orungstheorie

Q1: (µνjλ j) = ∑
σ

Lσ j(µνjλσ), (2.55)

Q2: (µ ijλ j) = ∑
ν

Lν i(µνjλ j), (2.56)

Q3: (µ ijs j) = ∑
λ

Pλs(µ ijλ j), (2.57)

Q4: (ri js j) = ∑
µ

Pµr(µ ijs j). (2.58)

So wird zwarO(N8)-Skalierung vermieden, wie man sie erhalten w¨urde, wenn alle
vier Indizes auf einmal transformiert w¨urden. Da aber bei jedem Schritt je f¨unf Indizes
involviert sind, skalieren sie beim kanonischen MP2 formal alle mitO(N5). Beim
LMP2 skaliert nur der Q1-Schritt mitO(N5), das ist aber dennoch nicht akzeptabel.

Um eine günstigere Skalierung zu erzielen, ist es n¨otig, vernachl¨assigbare Bei-
träge zu identifizieren und zu unterdr¨ucken. Dies darf nicht so vor sich gehen, daß
solche Beiträge erst ausgerechnet werden m¨ussen, bevor sie als vernachl¨assigbar er-
kannt werden k¨onnen. Stattdessen muß es m¨oglich sein, auf einfache Weise die Gr¨oße
jedes einzelnen Beitrages abzusch¨atzen, noch bevor er berechnet wird. Daf¨ur ist der
englische Begriff

”
Prescreening“ gebr¨auchlich.

Prescreening-Algorithmen mit reduzierter Skalierung gibt es sowohl f¨ur allgemei-
ne MP2-Verfahren [47, 48] als auch speziell f¨ur das LMP2-Verfahren [35]. Erst k¨urz-
lich jedoch wurde ein linear skalierender Algorithmus vorgestellt [18].

Im folgenden soll am Beispiel des Q1-Schrittes gezeigt werden, wie durch Pres-
creening lineare Skalierung erreicht werden kann.

Schwarz-Ungleichung für Basisintegrale. Es gibt zwarO(N4) Basisintegrale, aber
nur O(N2) davon sind nicht vernachl¨assigbar: Wie (2.50) und (2.53) zeigen,
nimmt der Wert eines Integrals(µνjλσ) exponentiell mit dem Abstand zwi-
schenµ und ν sowie zwischenλ und σ ab. Eine effiziente Absch¨atzung von
Basisintegralen, mit deren Hilfe sich diese Tatsache ausnutzen l¨aßt, ist mit Hilfe
der Cauchy–Schwarz-Ungleichung

j(µνjλσ)j � TµνTλσ (2.59)

mit

Tµν = j(µνjµν)j1=2 (2.60)

möglich [9]. Hierzu wird für jedes Integral(µνjλσ) zunächst der Wert mit Hilfe
von (2.59) abgesch¨atzt. Nur wenn er gr¨oßer als ein vorher festgelegter Schwel-
lenwert ist, wird das Integral berechnet. Dies ist auch im Fall des kanonischen
MP2-Verfahrens m¨oglich und führt zu einer Verringerung der Gesamtskalierung
aufO(N3).
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Testdichte für Basisintegrale. Um lineare Skalierung zu erreichen, muß auch die Lo-
kalität der Orbitale ber¨ucksichtigt werden, was nat¨urlich nur für das LMP2-
Verfahren möglich ist.
Betrachten wir den Q1- und Q2-Schritt zusammen, so ergibt sich f¨ur das halb-
transformierte Integral

(µ ijλ j) = ∑
νσ

Lν iLσ j(µνjλσ). (2.61)

Der größte Beitrag eines bestimmten Basisintegrals zu irgendeinem halbtrans-
formierten Integral l¨aßt sich nun nach oben absch¨atzen als

jLν iLσ j(µνjλσ)j � Dmax
νσ j(µνjλσ)j (2.62)

wobei

Dmax
νσ = Maxi j2P jLν iLσ j j (2.63)

als
”
Testdichte“8 bezeichnet wird.

In der vorigen Gleichung stehti j 2 P, damit sind diejenigen Paare gemeint,
die auch wirklich durch Transformation behandelt werden, also die starken und
schwachen Paare. Der Abstand zwischenjii und j ji ist also beschr¨ankt, und da
Lν i nur in der Nähe des Zentrums vonjii große Werte annimmt, folgt, daßDmax

νσ
nur dann groß wird, wennν undσ nicht zu weit voneinander entfernt sind. Nach
dieser Absch¨atzung bleibt dann nur noch eine asymptotisch linear mit der Zahl
der Basisfunktionen skalierende Zahl an Basisintegralen ¨ubrig, deren Beitrag
größer als ein gegebener Schwellenwert ist.

Lineare Skalierung der Basisintegrale ist nun erreicht, aber noch nicht des Q1-
Schrittes, da hierbei noch der Indexj auftritt. Hierzu wird die Lokalität der besetzten
Orbitale ausgenutzt: F¨ur ein gegebenesσ gibt es asymptotisch nur eine konstante An-
zahl signifikanter KoeffizientenLσ j . Wird dies ber¨ucksichtigt, so ergibt sich bereits
O(N)-Skalierung für die Berechnung der Basisintegrale und den Q1-Schritt.

Optimales Prescreening wird so aber noch nicht erzielt. Dazu ist es n¨otig, auch die
Lokalität derübrigen Orbitale (jii, jri und jsi) bereits im Q1-Schritt zu ber¨ucksichti-
gen. Wie sich das erreichen l¨aßt, wird in den folgenden Abschnitten gezeigt.

Bei den folgenden Maßnahmen geht es jetzt nicht mehr darum, die asymptotische
Skalierung zu verbessern – diese ist ja schonO(N), also optimal. Stattdessen soll bei
konstanter formaler Skalierung der Algorithmus beschleunigt werden. In diesem Fall
sprechen wir, komplement¨ar zum Begriff der Skalierung, von einer Verbesserung des
Vorfaktors.

8in Anlehung an das Prescreening bei Hartree-Fock, bei dem an derselben Stelle tats¨achlich Dichte-
matrixelemente stehen
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Testdichte für den Q1-Schritt: besetzte Orbitale. Um auch Information ¨uber die
Lokalität von jii in den Q1-Schritt einfließen zu lassen, m¨ussen wir wieder
Q1- und Q2-Schritt zusammen betrachten. Wir erhalten dann eine Absch¨atzung
analog zu (2.62), aber mit einer modifizierten, orbitalabh¨angigen Testdichte

Dj ;max
νσ = Maxi2P( j) jLν i j � jLσ j j, (2.64)

für die jetzt der Indexj festgelegt ist.P( j) umfaßt alle Orbitale, die mitj zu-
samen ein starkes oder schwaches Paar bilden. Mit Hilfe dieser Testdichte las-
sen sich mehr ¨uberflüssige Beitr¨age zum Q1-transformierten Integral fr¨uhzeitig
eliminieren als aufgrund vonLσ j alleine, denn die Lokalit¨at vonjii und der be-
schränkte Abstand zwischenjii undj ji werden so ebenfalls ausgenutzt.

Testdichte für den Q1-Schritt: virtuelle Orbitale. Auch die Lokalität von jri und
jsi läßt sich ber¨ucksichtigen. Dazu wird, ¨ahnlich wie zuvor f¨ur den Q1- und Q2-
Schritt, nunüber alle Beiträge des vierteltransformierten Integrals im Q3- und
Q4-Schritt maximiert. So erh¨alt man eine weitere orbitalabh¨angige Testdichte

Qj ;max
µλ = Pmax

µ j Pmax
λ j (2.65)

mit

Pmax
µ j = Maxr2UP1( j) jPµr j. (2.66)

UP1( j) ist dievereinigte Paardom̈ane(engl.:
”
united pair domain“) vonj über

starke und schwache Paare, das ist die Vereinigungsmenge aller Paardom¨anen
[i j ] von starken und schwachen Paaren, deren eines Orbitalj ist.

Die vorstehende Betrachtung hat vor allem den Sinn, einige grundlegende Kon-
zepte im Zusammenhang mit derO(N) skalierenden Berechnung von Austauschin-
tegralen einzuf¨uhren, auf die sp¨ater zurückzukommen sein wird. Die Diskussion der
drei übrigen Vierteltransformationsschritte sowie weiterer technischer Details soll an
dieser Stelle daher unterbleiben, der interessierte Leser findet sie in [18].

Ein technischer Aspekt soll aber nicht verschwiegen werden: Tats¨achlich wird
nicht jede Basisfunktion f¨ur sich, sondern es werden stets Gruppen von Basisfunk-
tionen, die Schalen9, gemeinsam behandelt. Das f¨uhrt zu einer Verringerung des mit
dem Prescreening verbundenen Aufwandes. So wird zum Beispiel stets gleich f¨ur
einen ganzen Block von Basisintegralen, der durch ein Quadrupel von Schalenindi-
zes gegeben ist, gepr¨uft, ob er einen signifikanten Beitrag liefert. Dieser Effekt wird
üblicherweise k¨unstlich verst¨arkt, indem mehrere der nat¨urlichen Schalen zu gr¨oßeren
verschmolzen werden (engl.:

”
shell merging“).

Wie sich das Besprochene zusammenf¨ugt, ist in Abbildung 2.2 zusammengefaßt
[18].

9siehe Abschnitt 2.4.1, Seite 39
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SCHLEIFE über Schalenindizeŝµ , ν̂, λ̂ undσ̂
FALLS Dmax

ν̂σ̂ Tµ̂ν̂ T
λ̂ σ̂

� AO-Schwellenwert

Berechne Block von Basisintegralen(µ̂ ν̂jλ̂ σ̂)
Ermittle alle j, für die

Dj ;max
ν̂σ̂ Qj ;max

µ̂λ̂
j(µ̂ν̂jλ̂ σ̂)j � Q1-Schwellenwert

Q1-Schritt: Berechne Bl¨ocke(µ̂ ν̂jλ̂ j) für alle signifikantenj
WEITER

Weitere Schritte (Q2, Q3, Q4) und Schleifenende

ABBILDUNG 2.2: Vereinfachtes Schema der Erzeugung der Zweielektronen-Basisintegrale
und des Q1-Schrittes.̂µ , ν̂ , λ̂ , σ̂ sind Schalenindizes. Wo in einer Prescreening-Ungleichung
eine Größe mit Schalenindizes anstatt AO-Indizes steht, ist das betragsm¨aßige Maximum ¨uber
alle Elemente der Schalen gemeint.

2.4.3 Alternative Methoden

Das soeben vorgestellte Verfahren, die Zweielektronenintegrale im Rahmen der Pu-
layschen lokalen MP2-Methode durch herk¨ommliche Transformation, aber mit dif-
ferenziertem Prescreening zu ermitteln, scheint im Augenblick die schnellsten MP2-
Methode für große Molek¨ule zu sein. In der Vergangenheit wurden eine Reihe von al-
ternativen Methoden entwickelt, die ben¨otigten Zweielektronenintegrale zu m¨oglichst
geringen Kosten auszuwerten, die sich zum Teil großer Popularit¨at erfreuen. In diesem
Abschnitt wird ein kurzer̈Uberblicküber diese Verfahren gegeben. Hier wird nur ihre
Anwendung auf die MP2-Methode behandelt, auch wenn die ersten beiden zun¨achst
im Kontext anderer Methoden entwickelt wurden.

Pseudospektrale Methoden.Bei dieser von Friesner und Mitarbeitern entwickelten
Methode wird nur ¨uber die eine Elektronenkoordinate eines Zweielektronenin-
tegrals durch Transformation integriert, ¨uber die andere hingegen durch nume-
rische Integration per Summation ¨uber einem Gitter. Im Kontext der lokalen
MP2-Methode erlaubt sie, die Verk¨urzung der Konfigurationsentwicklung auf
besonders direkte Weise auszun¨utzen. Die Skalierung betr¨agtO(N3). Zahlreiche
Arbeiten wurden ¨uber die pseudospektrale MP2-Methode verfaßt, die sich ne-
ben den Grundlagen [49, 50] auch mit der Parallelisierung [51] und einer Erwei-
terung für Multireferenzfälle mit dem

”
Generalized Valence Bond“-Verfahren

[52] befassen. K¨urzlich ist ein ausf¨uhrlicherÜbersichtsartikel erschienen [53].

RI-Methoden. RI steht für
”
Resolution of the Identity“. Dabei geht es um ein ne-

ben anderen [54, 55] vor allem von H¨aser und Mitarbeitern entwickeltes Ver-
fahren, bei dem die Orbitalprodukte im Integral (2.45) in eine Hilfsbasis ent-
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wickelt werden. Das entspricht dem zweifachen Einschieben einer n¨aherungs-
weise gültigen Vollständigkeitsrelation oder

”
Identität“, daher der Name. Das

4-Index-Integral zerf¨allt dabei in 2- und 3-Index-Integrale. Dieses Verfahren
beruht auf der herk¨ommlichen kanonischen MP2-Methode, ist aber erheblich
kostengünstiger als diese. Aufgrund der sehr hohen Leistung bei mittelgroßen
Molekülen (einige 10 Atome) sowie der Verf¨ugbarkeit in dem bekannten Pro-
grammpaket TURBOMOLE wird das RI-MP2-Verfahren h¨aufig eingesetzt, vor
allem auch f¨ur industrielle Anwendungen. Die Skalierung betr¨agt bisherO(N5),
eine Verbesserung erscheint aber gut m¨oglich, auch durch Verbindung mit LMP2
[56, 57].

Laplace-Transformationstechniken. Bei der Laplace-Transformationsmethode wird
der Energieausdruck der kanonischen MP2-Methode hergenommen. Man ersetzt
darin den Energienenner [siehe (2.35)] durch ein Integral ¨ubere�(εa+εb�εi�ε j)t .
Die e-Funktion läßt sich dann ebenfalls aus dem Ausdruck verbannen, indem
alle Orbitaleφr durch φre�εr t=2 ersetzt werden. Vorteil: Der so umgeformte
Energieausdruck gilt f¨ur beliebige Orbitale. Durch Wahl von projizierten Ba-
sisfunktionen als Orbitale sind bei entsprechendem Prescreening erhebliche
Einsparungen m¨oglich. Nachteil: Die Integration ¨uber t ist durch numerische
Integration zu bewerkstelligen, wobei etwa 5–10 Punkte ben¨otigt werden. So
oft muß also unabh¨angig der Energieausdruck ausgewertet und sogar die Trans-
formation der Zweielektronenintegrale durchgef¨uhrt werden. Das erh¨oht den
Vorfaktor entsprechend.
Die Methode wurde urspr¨unglich Anfang der neunziger Jahre von Alml¨of und

Häser beschrieben [58, 59] und sp¨ater von Scuseria und Mitarbeitern [17] wie-
deraufgegriffen. Ihr Algorithmus ist, auf Basis des Datums der Ver¨offentlichung,
das erste linear skalierende MP2-Verfahren gewesen (das in diesem Abschnitt
ausführlich beschriebene ist das zweite). Sein praktischer Nutzen ist jedoch
durch den hohen Vorfaktor beschr¨ankt.

2.5 Multipoln äherungen für Fernpaare

Im vorigen Abschnitt ist wohl verst¨andlich geworden, warum es sich bei der Transfor-
mation der Zweielektronenintegrale um den teuersten Teil des LMP2-Verfahrens han-
delt, auch für seine linear skalierende Variante. Soll das Verfahren weiter beschleunigt
werden, muß der Vorfaktor10 der Transformation verbessert werden. Genau das leistet
die genäherte Behandlung der Fernpaare. Sie sorgt daf¨ur, daß eine geringere Anzahl
Paare in die aufwendige Transformation eingeht. Insbesondere wirkt sie auf die Test-
dichten für die besetzten Orbitale (2.62) und (2.64), die ja den beschr¨ankten Abstand
zwischen den beiden Orbitalen aller zu transformierender Paare ber¨ucksichtigt. Die
Grundzüge dieser N¨aherung werden in diesem Abschnitt skizziert [24, 25].

10siehe Abschnitt 2.4.2, Seite 41
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2.5.1 Multipolentwicklung der Austauschintegrale

Ein Austauschintegral (2.45) l¨aßt sich willkürlich als Coulombwechselwirkung

(ri js j) =
Z

ρri (r1)
1

r12
ρs j(r2)dr1dr2 (2.67)

zweier Ladungsverteilungen

ρri(r) = φ̃r(r)φ l
i (r); (2.68)

ρs j(r) = φ̃s(r)φ l
j (r) (2.69)

auffassen [24, 25]. Diese Wechselwirkung l¨aßt sich durch eine Multipolentwicklung
[60] annähern. Der hierzu in [24] entwickelte Formalismus wurde mittlerweile durch
einen kompakteren, eleganteren und effizienteren ersetzt, der in den folgenden Kapi-
teln ausführlich behandelt wird, in dieser einf¨uhrendenÜbersicht aber fehl am Platz
wäre. An dieser Stelle sollen daher qualitative, allgemeing¨ultige Hinweise gen¨ugen.

Für jede der beiden Ladungsverteilungen wird ein Zentrum festgelegt, in dessen
Nähe sie lokalisiert ist,RA und RB. Der Coulomboperator 1=jr12j wird in eine Tay-
lorreihe umRAB, den Verbindungsvektor der beiden Zentren, entwickelt. Diese Reihe
wird in (2.67) eingesetzt. Dabei zerf¨allt das Zweielektronenintegral in eine Summe
von Termen, die aus einem Produkt von zwei Einelektronenintegralen (eines f¨ur je-
de der beiden Ladungsverteilungen) und einem vonRAB abhängigen Koeffizienten
bestehen. Diese Summe ist die Multipolentwicklung, die auftretenden Einelektronen-
integrale heißen Multipolintegrale oder Multipolmomente.

Da also nur Einelektronenintegrale beteiligt sind, werden drastische Einsparun-
gen gegen¨uber der herk¨ommlichen Transformation der Zweielektronenintegrale er-
zielt. Allerdings kann sie nur in bestimmten F¨allen durchgef¨uhrt werden. Aufgrund der
Singularität des Coulomboperators 1=r12 bei r12 = 0 hat die zugrundeliegende Taylor-
reihe nämlich nur einen begrenzten Konvergenzradius, der von 0 bis 2RAB reicht. Dar-
aus folgen zwei Bedingungen, die erf¨ullt sein müssen, damit eine Multipolentwicklung
konvergiert:

1. Der Abstand RAB der beiden Zentren muß genügend groß sein.Das ist der Grund,
warum diese N¨aherung nur f¨ur Fernpaare brauchbar ist.

2. Die beiden Ladungsverteilungen müssen gen̈ugend gut lokalisiert sein.Dies
wird einerseits durch die Lokalit¨at der Orbitale gew¨ahrleistet. Allerdings folgt
aus dieser Bedingung noch eine weitere Beschr¨ankung, der der n¨achste Ab-
schnitt gewidmet ist [24, 25].
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ABBILDUNG 2.3: Anregungstypen bei Fernpaaren. (a) Dispersionsanregungen, (b) ionische
Austauschanregungen, (c) Austauschdispersionsanregungen.

2.5.2 Unterdrückung von Austauschanregungen. Asymmetrische
Domänen

Jedes Integral(ri js j) korrespondiert mit einer angeregten KonfigurationjΦrs
i j i. Wie be-

reits beschrieben11, gehören zu einer bestimmten PaarfunktionjΨi j i (2.23) alle Kon-
figurationenjΦrs

i j i mit r;s2 [i j ], [i j ] = [i][ [ j]. Bei nichtverschwindendem Orbitalab-
stand (für Fernpaare also immer) ist die Schnittmenge der beiden Orbitaldom¨anen[i]
und[ j] leer, so daß sich jedes Element der Paardom¨ane[i j ] eindeutig einer der beiden
Orbitaldomänen zuordnen l¨aßt. Das erlaubt, die Konfigurationen in folgende Klassen
zu unterteilen (siehe auch Abbildung 2.3):

Dispersionsanregungen.Das sind alle Konfigurationen, f¨ur dier 2 [i] unds2 [ j] gilt.
Ihr Beitrag klingt asymptotisch wier�6 mit dem Orbitalabstand ab, daher sind
sie für den weitaus gr¨oßten Teil der Energie der Fernpaare verantwortlich. Die
beiden Ladungsverteilungenρri und ρs j nach (2.68) und (2.69) sind in diesem
Fall jeweils ein Produkt zweier am selben Ort lokalisierter lokaler Funktionen,
also selbst lokal und am Ort vonjii bzw. j ji lokalisiert. Die zu den Dispersions-
anregungen geh¨orenden Integrale (Dispersionsintegrale) lassen sich daher gut
durch Multipolentwicklung behandeln.

Austauschanregungen.(Man beachte, daß das Wort Austausch hier etwas v¨ollig an-
deres bedeutet als in

”
Austauschintegral“, diëUbereinstimmung der Begriffe

ist Zufall.) Das sind alle ¨ubrigen Konfigurationen. Bei ihnen ist mindestens ein
Elektron in ein virtuelles Orbital angeregt, daß nicht zu der Orbitaldom¨ane des
Orbitals geh¨ort, aus dem es stammt. Sie sind zu einem weitaus geringeren An-
teil am Energiebeitrag der Fernpaare beteiligt. Asymptotisch klingt ihr Beitrag
exponentiell ab. Sie lassen sich nochmals in zwei Untergruppen unterteilen.

Ionische Austauschanregungen,bei denen entwederr;s2 [i] oderr;s2 [ j] ist,

11siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 31
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also jeweils nur ein Elektron in eine entfernte Dom¨ane angeregt ist. Sie sind
für den größten Teil der Energie der Austauschanregungen verantwortlich.
Die entsprechenden Integrale sind die ionischen Austauschintegrale

Austauschdispersionsanregungen,bei denenr 2 [ j] unds2 [i] ist, also beide
angeregten Elektronen in der jeweils anderen Dom¨ane sind. Ihr Energiebei-
trag ist noch weitaus geringer als der der ionischen Austauschanregungen.
Mit ihnen korrespondieren die Austauschdispersionsintegrale.

Für die Austauschanregungen ist eine Multipolentwicklung auf herk¨ommlichem
Wege nicht m¨oglich. Wenn z. B.r 2 [ j] ist, dann wirdρri , also das Produkt
von jri und jii, eine relativ diffuse Verteilung sein, die irgendwo in der Mit-
te zwischenjii und j ji lokalisiert ist. Ein ionisches Austauschintegral ist al-
so die Wechselwirkung einer gut lokalisierten Verteilung mit einer diffuseren,
zwischen denen eine Entfernung liegt, die nur halb so groß ist wie bei einem
entsprechenden Dispersionsintegral. Eine Multipolentwicklung solcher Integra-
le konvergiert für den interessierenden Orbitalabstandsbereich nicht. Bei den
Austauschdispersionsintegralen hat man es gar mit der Wechselwirkung zwei-
er diffuser Ladungsverteilung zu tun, die sich ungef¨ahr am selben Ort befinden.
Eine Multipolentwicklung in der bisher beschriebenen Weise ist dann in keinem
Fall möglich.
Das ist jedoch kein großes Problem, da ja der Energiebeitrag der Austauschan-
regungsintegrale f¨ur Fernpaare gering ist und vor allem auch, weil er wesent-
lich schneller als der Dispersionsbeitrag mit der Entfernung abf¨allt. Die Lösung
ist also, für Fernpaare die Austauschanregungen zu vernachl¨assigen. Das ent-
spricht gegen¨uber der Paardom¨ane einem noch st¨arkeren abgeschnittenen vir-
tuellen Subraum f¨ur solche Paare, er heißtasymmetrische Dom̈ane. Diese ist
definiert durchr 2 [i], s2 [ j] (während bei der Paardom¨aner;s2 [i][ [ j] ist).
Diese Näherung ist es, die die Genauigkeit der Multipoln¨aherung f¨ur Fernpaare
limitiert [24, 25].

2.5.3 Effekt der Multipoln äherung

Die Behandlung von Paaren durch Multipoln¨aherung ist rund zwei Gr¨oßenordnungen
schneller als die Transformation. In der Transformation wird eine Einsparung erzielt,
die ungefähr proportional zum Anteil der Paare ist, die mit der Multipoln¨aherung be-
handelt werden. Das bedeutet in der Praxis f¨ur große Molek¨ule einen Faktor zwei oder
mehr [18].

Diese Ersparnis wird durch einen Fehler erkauft, der im Bereich von einigen zehn-
tel mhartree (einigen zehntel kcal/mol) der absoluten Korrelationsenergie liegt. Wird
der Schwellenabstandrd für die Fernpaare12 erhöht, wird er rasch kleiner. Er wird im

12siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 31
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wesentlichen durch die N¨aherung der asymmetrischen Dom¨ane verursacht, ist also sy-
stematischer und nicht numerischer Natur. Bei der Betrachtung von Relativenergien
oder molekularen Eigenschaften wird daher in vielen F¨allen eine ausgepr¨agte Fehler-
kompensation eintreten13 [18, 24, 25].

13siehe Abschnitt 5.6, Seite 116



Kapitel 3

Aufspalten des Coulomboperators I:
Grundlagen und kurzreichweitiger
Teil

Im vorigen Kapitel wurde erl¨autert, wie aufwendig die Behandlung der Zweielektro-
nenintegrale durch die 4-Index-Transformation (2.46) ist. Auch in ihrerO(N)-Variante
bleibt sie der bei weitem teuerste Schritt des LMP2-Verfahrens. Am Ende des Kapitels
wurde eine einfache Multipoln¨aherung vorgestellt, die die Zweielektronenintegrale in
einem hundertstel der Zeit liefert. Leider l¨aßt sie sich nur f¨ur Fernpaare einsetzen.

In dieser Arbeit geht es um eine komplement¨are Näherung f¨ur die starken Paare.

3.1 Aufspalten des Coulomboperators

3.1.1 Allgemeines

Der Coulomboperator hat zwei problematische Eigenschaften, die eine effiziente Aus-
wertung der Zweielektronenintegrale behindern:

1. daslangsame Abklingenfür r ! ∞, das u. a. die Effektivit¨at von Prescreening-
Verfahren beeintr¨achtigt und daf¨ur sorgt, daß die Gesamtzahl signifikanter Basi-
sintegraleO(N2) skaliert (ohne Ber¨ucksichtigung der Lokalisiertheit der Orbi-
tale)1, und

2. dieSingulariẗat bei r = 0, die in vielen F¨allen die Konvergenz einer Multipol-
entwicklung verhindert.

1siehe Abschnitt 2.4.2, Seite 40
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Mit Hilfe einer beliebigen Separatorfunktionf (r) läßt sich der Coulomboperator auf-
spalten zu

1
r
=

f (r)
r

+
1� f (r)

r
= L(r)+S(r). (3.1)

Als Separatorfunktion wird ¨ublicherweise die Fehlerfunktion2

f (r) = erf(ωr) (3.2)

verwendet mit einem frei w¨ahlbaren Abklingparameterω.
Der Coulomboperator ist dann die Summe eines rasch mit dem Abstand abklin-

genden, aber singul¨arenkurzreichweitigen Teils

S(r) =
erfc(ωr)

r
(3.3)

und eines langsam abklingenden, aber nicht singul¨aren und sich ¨uberall nur langsam
änderndenlangreichweitigenoderabgeschirmten Teils

L(r) =
erf(ωr)

r
(3.4)

(siehe Abbildung 3.1). Je gr¨oßer der Wert des Abklingparametersω, desto schneller
klingt der kurzreichweitige Teil ab, und desto gr¨oßer ist der Anteil des langreichweiti-
gen Teils am gesamten Operator. In jedem der beiden Teiloperatoren ist eine der beiden
problematischen Eigenschaften des Coulomboperators eliminiert.

3.1.2 Frühere Anwendungen

Die Aufspaltung des Coulomboperators mit Hilfe der Fehlerfunktion ist seit langem
bekannt, und es gibt zahlreiche Anwendungen:

� Ewaldhat sie 1921 zur Behandlung der Coulombwechselwirkung in Festk¨orpern
eingeführt; dabei wird ausgenutzt, daß der kurzreichweitige Anteil der Wechsel-
wirkung im Ortsraum und der langreichweitige im Fourierraum rasch konver-
giert (Ewaldsummation) [62, 63].

2Die Definition der Fehlerfunktion und ihres Komplements ist [61]

erfz=
2p
π

Z z

0
e�t2dt,

erfcz=
2p
π

Z ∞

z
e�t2dt = 1�erfz.
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ABBILDUNG 3.1: Aufteilung des Coulomboperators (ω = 0:2)

� Stoll und Savinbehandeln den kurzreichweitigen Teil mit Dichtefunktionalme-
thoden (DFT) – die f¨ur diesen Bereich weitaus zuverl¨assiger arbeiten als f¨ur den
vollen Coulomboperator –, den langreichweitigen mit CI-Methoden. Dadurch
wird die langsame Konvergenz der CI-Methoden mit dem Basissatz, die mit der
Singularität zusammenh¨angt, verbessert [64, 65].

� Panasschlägt vor, bei Hartree-Fock und MC-SCF nur den langreichweitigen
Teil des Coulomboperators bei einem großen Wert vonω zu behandeln, um
die Elektronenabstoßung bei kleinen Elektronenabst¨anden etwas zu d¨ampfen.
So wird der Fehler der Wellenfunktion, die den Effekt der dynamischen Korre-
lation nicht ber¨ucksichtigt und daher sehr kleinen Elektronenabst¨anden eine zu
hohe Wahrscheinlichkeit zuschreibt, bei der Berechnung der Energie ohne Mehr-
kosten kompensiert. Aufgrund dieses Fehlers w¨urde nämlich sonst eine zu hohe
Zweielektronenenergie resultieren, die durch die D¨ampfung verringert wird [66–
68].

� Gill und Mitarbeiter haben eine Reihe von N¨aherungen f¨ur Hartree-Fock und
DFT entwickelt, bei denen der kurzreichweitige Teil auf herk¨ommliche Art be-
handelt wird, was durch das rasche Abklingen erleichtert wird, und der lang-
reichweitige Teil auf verschiedene Arten approximativ. Die N¨aherungen f¨ur den
langreichweitigen Teil umfassen Fourierentwicklung [69], Multipolentwicklung
[70], Entwicklung in Gaußfunktionen [71] und sogar vollst¨andige Vernachl¨assi-
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gung [72, 73]. Im letzteren Fall resultiert die sogenannte CASE-N¨aherung (Cou-
lomb attenuated Schr¨odinger equation, coulombabgeschirmte Schr¨odingerglei-
chung). Für diese Näherung konnte gezeigt werden, daß die Fehlerfunktion na-
hezu die optimale Aufteilung des Coulomboperators liefert [74].

Das im folgenden vorgestellte neue Verfahren ist vor allem an das Vorgehen von
Gill angelehnt: den kurzreichweitigen Teil weiterhin durch Transformation behandeln
und für den langreichweitigen Teil Multipolentwicklungen verwenden. Im Ausblick
werden aber auch Ber¨uhrungspunkte mit dem Ansatz von Stoll und Savin deutlich
werden.

3.1.3 Anwendung auf die LMP2-Austauschintegrale

Wird der zerlegte Coulomboperator in das allgemeine Austauschintegral (2.45) einge-
setzt, so spaltet es ebenfalls in zwei Teile auf,

(ri js j) = (ri jL(r)js j)+(ri jS(r)js j). (3.5)

Die beiden Summanden wollen wir der Einfachheit halber langreichweitiges Integral

LKi j
rs = (ri jL(r)js j) =

ZZ
φ̃r(r1)φi(r1)L(r12)φ̃s(r2)φ j(r2)dr1dr2 (3.6)

und kurzreichweitiges Integral

SKi j
rs = (ri jS(r)js j) =

ZZ
φ̃r(r1)φi(r1)S(r12)φ̃s(r2)φ j(r2)dr1dr2 (3.7)

nennen. Anstelle von
”
kurzreichweitiges Integral“ ist auch die Bezeichnung

”
abge-

schirmtes Integral“ gebr¨auchlich.
Was wurde nun durch die Aufspaltung gewonnen?

� Da es keine Singularit¨at gibt, hat eine Polynomentwicklung vonL(r) einen un-
begrenzten Konvergenzradius [70]. Eine Multipolentwicklung von(ri jL(r)js j)
ist also im Prinzip ebenfalls stets konvergent. Das l¨aßt sich für die Behandlung
dieser Integrale ausn¨utzen. Im nächsten Kapitel wird gezeigt, wie.

� (ri jS(r)js j) kann man durch Transformation entsprechender kurzreichweitiger
Basisintegrale erhalten. Das rasche Abklingen vonS(r) bewirkt, daß von diesen
Integralen eine wesentlich geringere Anzahl einen gegebenen Schwellenwert
überschreitet, als das bei den herk¨ommlichen Basisintegralen der Fall ist; ihre
Skalierung betr¨agt sogarO(N) anstattO(N2). Dank Prescreening l¨aßt sich das
in eine erhebliche Einsparung w¨ahrend der Transformation umm¨unzen. Darum
geht es im folgenden Abschnitt.
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3.2 Kurzreichweitige Integrale: Transformation

Um die kurzreichweitigen Zweielektronenintegrale zu berechnen, l¨aßt sich ganz ana-
log zu den herk¨ommlichen Integralen (2.46) eine Transformation

(ri jS(r)js j) = ∑
r

Pµr ∑
s

Pλs∑
i

Lν i ∑
j

Lσ j(µνjS(r)jλσ) (3.8)

der kurzreichweitigen Integrale in der AO-Basis

(µνjS(r)jλσ) =
ZZ

χµ(r1)χν(r1)S(r12)χλ (r2)χσ (r2)dr1dr2. (3.9)

durchführen.

3.2.1 Basisintegrale

Das im vorigen Kapitel f¨ur die herkömmlichen Basisintegrale gesagte3 bleibt weitge-
hend auch f¨ur die kurzreichweitigen Basisintegrale g¨ultig. So haben wir es nat¨urlich
nach wie vor mit Gaußfunktionen zu tun, und das Produkttheorem f¨ur Gaußfunktio-
nen wird in derselben Weise verwendet, um die Integrale zu vereinfachen. Lediglich
für die eigentliche Integralauswertung wird ein Ersatz f¨ur (2.54) ben¨otigt, da hier ein
Integralüber einen anderen Operator ausgef¨uhrt wird. Die Formel wurde bereits von
Gill angegeben, sie lautet [71]

�
ηζ
π2

�ZZ
eηjr1�REj

2 erfc(ωr)
r12

eζ jr2�RFj
2
dr1dr2 =

=
1

REF

2
664erf

0
BB@ REFr

1
η
+

1
ζ

1
CCA�erf

0
BB@ REFr

1
η
+

1
ζ
+

1
ω2

1
CCA
3
775 . (3.10)

An dieser Stelle wird auch klar, warum die Fehlerfunktion von allen als Separator-
funktion in Frage kommenden M¨oglichkeiten besonders gut geeignet ist: Das Ergebnis
der Integration wird nicht allzuviel komplizierter. Immerhin ist Ausdruck auf der rech-
ten Seite dann doch etwa doppelt so teuer auszuwerten wie der in (2.54) f¨ur gewöhn-
liche Integrale. Dieser Effekt wird aber, selbst auf die Berechnung der Basisintegrale
allein bezogen, durch eine Maßnahme ¨uberkompensiert, die im n¨achsten Abschnitt
erklärt wird.

Die neuen Integrale wurden f¨ur diese Arbeit im Integralteil von MOLPRO [75]
implementiert.

3siehe Abschnitt 2.4.1, Seite 38
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3.2.2 Prescreening

Alles im vorigen Kapitel ¨uber die Transformation der Zweielektronenintegrale gesag-
te4 bleibt für die kurzreichweitigen Integrale uneingeschr¨ankt gültig. In den Gleichun-
gen stehen einfach anstelle der Integrale ¨uber den vollen Coulomboperator solche
über den kurzreichweitigen Operator. Dies gilt insbesondere auch f¨ur die Schwarz-
Ungleichung (2.59), hier

j(µνjS(r)jλσ)j � STµν
STλσ (3.11)

mit

STµν = j(µνjS(r)jµν)j1=2. (3.12)

STµν wird genau wieTµν klein, wenn der Abstand zwischenµ undν groß ist. Es gibt
also in (3.11) eineO(N)-skalierende Anzahl von signifikantenSTµν und ebenso von
signifikantenSTλσ ; die Zahl der(µνjS(r)jλσ), die das Schwarz-Prescreening (3.11)
überleben, ist folglichO(N2).

Die Besonderheit in diesem Fall ist der schnelle Abfall vonS(r) für großer, ganz
im Unterschied zum Coulomboperator selbst (siehe Abbildung 3.2). Dieser hat zur Fol-
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ABBILDUNG 3.2: Abgeschirmte CoulomboperatorenS(r) für verschiedene Werte vonω . Dem
nicht abgeschirmten Operator entsprichtω = 0.

4siehe Abschnitt 2.4.2, Seite 39
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ge, daß das kurzreichweitige Integral auch klein wird, wenn der Abstand zwischen den
Überlappungsverteilungen(µν) und(λσ) groß ist, im Gegensatz zum herk¨ommlichen
Integral. Beim Schwarz-Prescreening wird das aber nicht ber¨ucksichtigt; dieSTµν ent-
halten jeweils nur Informationen ¨uber eine der beiden Verteilungen, aber nicht ¨uber ih-
re Wechselwirkung untereinander. Dazu ist eine zus¨atzliche Prescreening-Bedingung
notwendig.

Analogieschl¨ussig zur Schwarz-Ungleichung l¨aßt sich folgende unmittelbar plau-
sible Ungleichung formulieren:

j(µνjS(r)jλσ)j.max(ST̂µλ , ST̂µσ , ST̂νλ , ST̂νσ ) (3.13)

mit

ST̂µλ = j(µµjS(r)jλλ )j. (3.14)

Die GrößenST̂µλ spiegeln das schnelle Abklingen vonS(r) wider: Sie werden klein,
wenn der Abstand zwischenµ und λ klein ist, es gibt also analog zum Schwarz-
PrescreeningO(N) signifikante IntegraleST̂µλ .

Für dieO(N2) das Schwarz-Prescreening ¨uberlebenden(µνjS(r)jλσ) gilt ja, daß
µ nahe beiν undλ nahe beiσ ist. Wenn dann der Abstand zwischen(µν) und(λσ)
groß wird, werden alle vier Terme auf der rechten Seite von (3.13) klein; es bleiben
O(N) Integraleübrig (siehe Abbildung 3.3).

(3.13) läßt sich im Gegensatz zur Schwarz-Ungleichung nicht streng beweisen und
ist nur näherungsweise g¨ultig. Für diesen Zweck ist das aber ohne weiteres akzep-
tabel. Mäßig große Abweichungen lassen sich gegebenenfalls durch einen kleineren
Schwellenwert, oberhalb dessen die Integrale weiterverarbeitet werden, auffangen. Ob
das Verfahren brauchbar ist, muß sich ohnehin in praxisnahen Testrechnungen erwei-
sen.

Durch das neue Prescreening wird bewirkt, daß weniger Basisintegrale berech-
net werden m¨ussen. So wird der im vorigen Abschnitt beschriebene Effekt, daß die
Basisintegrale teurer sind, aufgefangen. In den nachfolgenden Vierteltransformations-
schritten tritt jeweils ohnehin eine ausgepr¨agte Ersparnis aufgrund des diesen Schritten
jeweils vorgeschalteten Prescreenings ein.
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ABBILDUNG 3.3: Anzahl (oben) und Skalierung (unten) der signifikanten Basisintegrale
(Schwellenwert 10�8) in Abhängigkeit von der Molek¨ulgröße für verschiedeneω . Die Test-
systeme sind lineare Ketten von H2-Molekülen (Abstand der Molek¨ulschwerpunkte 6 bohr,
H–H-Bindungsabstand 1.4 bohr, cc–pVDZ-Basis). Die Skalierung wurde als Steigung eines
doppeltlogarithmischen Fits an je drei benachbarte Punkte berechnet.



Kapitel 4

Aufspalten des Coulomboperators II:
Multipolentwicklung f ür den
langreichweitigen Teil

4.1 Multipolentwicklung von Austauschintegralen

4.1.1 Vorbemerkung

Multipolentwicklungen spielen historisch vor allem eine wichtige Rolle bei der Ana-
lyse intermolekularer Wechselwirkungen, ein Gebiet, auf dem A. D. Buckingham seit
den sechziger Jahren Pionierarbeit geleistet hat [76, 77].

Zur Behandlung der Zweielektronenwechselwirkung in quantenchemischen Re-
chenverfahren wurden sie zuerst zur Behandlung von Festk¨orpern von Dovesi und Mit-
arbeitern [63], 1991 im Zusammenhang mit molekularen Systemen von Alml¨of und
Mitarbeitern eingesetzt [10]. Ihr Verfahren hatte noch ein quadratisches Skalierungs-
verhalten. Drei Jahre sp¨ater erzielten Head-Gordon et al. den Durchbruch zur linearen
Skalierung, indem sie die

”
Fast Multipole“-Methode (FMM) f¨ur Punktladungen von

Greengard und Rokhlin [11, 12, 78] auf gaußfunktionsf¨ormige Ladungsverteilungen
verallgemeinerten. Sie tauften ihr Verfahren die

”
Continuous Fast Multipole“-Methode

(CFFM) [13, 14]. Dieses Verfahren und Varianten davon f¨uhrten zu linear skalierenden
Hartree–Fock- und Dichtefunktionalmethoden [14, 15, 79, 80] sowie f¨ur Energiegradi-
enten [81, 82] und periodische Systeme [83]. Im Zusammenhang mit der Aufspaltung
des Coulomboperators hat auch Gill [70] mit Multipolentwicklungen experimentiert.

Zur Modellierung der Wechselwirkung zweier Ladungsverteilungen mit Hilfe einer
Multipolentwicklungen gibt es zwei grundlegende M¨oglichkeiten [60]:

1. Die kartesische Multipolentwicklung, bei der jede Ladungsverteilungρ durch
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ihre kartesischen Multipolmomente

ξ (n)
αβ :::ν = (�1)n(n!)�1

Z
r2n+1

�
∇α∇β : : :∇ν

1
r

�
ρ(r)dr , α,β : : :ν 2 fx;y;zg

(4.1)

repräsentiert wird.n ist gleich der Anzahl der Indizes und heißt Rang des Multi-
polmoments; es heißt in der herk¨ommlichen Terminologie ein

”
2n-polmoment“.

2. Der sph¨arische Tensorformalismus [84–86], bei dem die Ladungsverteilungen
durch sph¨arische Multipolmomente beschrieben werden,

Z
r lYlm(r)ρ(r)dr , m2 f�l ;�l +1; : : : ; lg, (4.2)

wobeiYlm eine Kugelflächenfunktion ist [87].l ist wieder der Rang des Multi-
polmoments und entspricht demn im vorigen Absatz.

A. J. Stone schrieb 1991 in einem̈Ubersichtsartikel [60] folgendes zur kartesischen
Multipolentwicklungen:

”
...it has a number of disadvantages which make it cumbersome to use.

Firstly, the cartesian tensor for rankn is an object withn suffixes. This in
itself introduces some awkwardness of notation... these features lead to
cumbersome algebra and inhibit the development of general expressions.
A more troublesome feature is that the tensor of rankn has 3n components;
but... only 2n+1 of the components are independent, so that there is con-
siderable redundancy in the higher moments.“

Stone fährt fort, indem er als Ausweg die sph¨arische Tensorformulierung anbietet.
Sie löst alle genannten Probleme und erm¨oglicht die kompakteste und effizienteste
Formulierung einer Multipolentwicklung. Auch in [24] wurde aus diesem Grund an-
gekündigt, für die Austauschintegrale einen Formalismus basierend auf einer sph¨ari-
sche Multipolentwicklung entwickeln zu wollen. Das ist nicht geschehen. Warum?

Allgemein sind die 3n Multipolmomenteξ (n)
αβ :::ν

nach Definition (4.1) nat¨urlich

in hohem Maß redundant, weil eine Vertauschung von Indizes offensichtlich keine
Veränderung bewirkt. Daraufhin bleibenn(n+1)=2 im allgemeinen voneinander ver-
schiedene Multipolmomente vom Rangn übrig1.

Diese sind aber noch immer redundant: Da f¨ur den Coulomboperator die Laplace-
Gleichung

∇21
r
= 0 (4.3)

1siehe Abschnitt 4.6.1, Seite 89
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gilt, verschwinden die Spuren vonξ (n)
αβγ :::ν

in bezug auf jedes beliebige Paar von Indi-
zes,

∑
α2fx;y;zg

ξ (n)
ααγ :::ν = 0. (4.4)

Also sind nur 2n+ 1 Multipolmomente eines Rangs wirklich unabh¨angig. Bei der
sphärischen Multipolentwicklung treten von vornherein genau 2n+ 1 Momente pro
Rang auf, so daß dies der Weg ist, Redundanz zu vermeiden [60].

Nun geht es uns aber um eine Multipolentwicklung f¨ur den langreichweitigen Teil
des Coulomboperators. F¨ur diesen gilt keine zur Laplace-Gleichung analoge Bezie-
hung:

∇2L(r) = ∇2erf(ωr)
r

=�4ω3
p

π
e�ω2r2 6= const: (4.5)

Die n(n+1)=2 verschiedenen kartesischen Multipolmomente sind f¨ur diesen Operator
also nicht redundant, sondern werden alle ben¨otigt. Dementsprechend ist eine sph¨ari-
sche Multipolentwicklung im herk¨ommlichen Sinne, so daß das Zweielektroneninte-
gral in Einelektronenintegrale zerf¨allt, nicht möglich.

In diesem Fall gibt es keine Alternative zur kartesischen Multipolentwicklung. Das
ist auf jeden Fall bedauerlich, da schon abzusehen ist, daß das eine schlechtere Skalie-
rung in Bezug auf den h¨ochsten Multipolrang der Entwicklung bedeuten wird.

3n Momente pro Rang werden allerdings nicht ben¨otigt. Auch dieübrigen von Sto-
ne genannten Nachteile sind keine inh¨arenten Eigenschaften der Entwicklung in karte-
sische Momente, sondern Folge einer nicht optimalen Formulierung in der bisherigen
Literatur zu diesem Thema.

Bereits in [24] wurde eine naheliegende M¨oglichkeit aufgezeigt, um Gr¨oßen mit
beliebig vielen Indizes zu vermeiden: In (4.1) braucht man eigentlich ja nur drei Indi-
zes, denn es reicht, zu z¨ahlen, wieviele der Indizesx, y oderz sind. Allerdings wurde
dort dann ein Formalismus entwickelt, der nicht nur unelegant war, sondern auch sehr
ungünstig mit dem h¨ochsten betrachteten Multipolrangp skalierte, n¨amlichO(p11).
Wie sich noch heraustellen wird, ist so eine hohe Skalierung bei der Anwendung auf
die langreichweitigen Integrale inakzeptabel.

Der im folgenden beschriebene neue Formalismus weist die optimal m¨ogliche Ska-
lierung auf und ist außerdem kompakt und einfach.

4.1.2 Neuformulierung der kartesischen Multipolentwicklung

Wir wollen eine Wechselwirkung zwischen zwei LadungsverteilungenρA undρB

IAB=
Z

ρA(r1)L(r12)ρB(r2)dr1dr2 (4.6)

approximieren.L darf im Augenblick eine beliebige Funktion sein.
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Zunächst wählen wir zwei geeignete Aufpunkte in den beiden Ladungsverteilun-
gen, deren OrtsvektorenRA undRB seien. F¨ur eine möglichst rasche Konvergenz der
späteren Entwicklung ist es entscheidend, daß diese Punkte m¨oglichst in der Mitte
der jeweiligen Verteilung liegen; wir werden sie daher in Zukunft auch alsZentrum
der Verteilung bezeichnen. Da jede der beiden Verteilungen um ihr eigenes Zentrum
entwickelt wird, spricht man hier von einerbipolaren Multipolentwicklung. Aufgrund
des Fehlens der Singularit¨at ist für den langreichweitigen Teiloperator auch eine Ent-
wicklung um ein gemeinsames Zentrum m¨oglich, RA = RB. Dies werden wir sp¨ater
als Grenzfall der bipolaren Entwicklung f¨ur RAB ! 0 auffassen. Wir verwenden daf¨ur
den Begriffmonopolare Multipolentwicklung.

Wir zerlegen dann den Verbindungsvektor der beiden Elektronenkoordinatenr12
wie in Abbildung 4.1 in die Koordinaten relativ zum jeweiligen Aufpunkt,rA1 und
rB2, und den Verbindungsvektor der AufpunkteRAB,

r12 = RAB + rB2� rA1. (4.7)

Damit ist

r12 =
q

x2
12+y2

12+z2
12 (4.8)

=
q

(XAB+xB2�xA1)
2+(YAB+yB2�yA1)

2+(ZAB+zB2�zA1)
2. (4.9)

Eine dreidimensionale Polynomentwicklung vonL(r12) umRAB liefert

L(r12) = L
�q

x2
12+y2

12+z2
12

�
= ∑

i jk

DRAB
i; j ;k

� (x12�XAB)
i(y12�YAB)

j(z12�ZAB)
k (4.10)

= ∑
i jk

DRAB
i; j ;k

� (xB2�xA1)
i(yB2�yA1)

j(zB2�zA1)
k (4.11)

= ∑
i jk

DRAB
i; j ;k

�∑
lmn

�
i
l

��
j

m

��
k
n

�
(�1)l+m+nxl

A1ym
A1zn

A1xi�l
B2 yj�m

B2 zk�n
B2 . (4.12)

Die EntwicklungskoeffizientenDR
i; j ;k können dabei entweder durch eine Taylorent-

wicklung,

DR
i; j ;k =

1
i! j!k!

� ∂ i

∂xi

∂ j

∂yj

∂ k

∂zkL
�p

x2+y2+z2
� ���

R
, (4.13)

oder mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt werden2.
Einsetzen des expandierten Operators in das Wechselwirkungsintegral (4.6) ergibt

IAB= ∑
i jk

DRAB
i; j ;k

�∑
lmn

�
i
l

��
j

m

��
k
n

�
(�1)l+m+nQρA:RA

(l ;m;n)
QρB:RB

(i�l ; j�m;k�n)
(4.14)

2siehe Abschnitt 4.2.4, Seite 72
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ABBILDUNG 4.1: Zerlegung vonr12

mit denMultipolintegralen

QρA:RA
(i; j ;k)

=
Z

ρA(r)(x�XA)
i(y�YA)

j(z�ZA)
kdr . (4.15)

Wir werden diese hier neu eingef¨uhrten Größen stets als Multipolintegrale bezeichnen
und nicht als Multipolmomente, um sie von den in (4.1) definierten Gr¨oßen zu unter-
scheiden, mit denen sie jedoch eng verwandt sind. Der hochgestellte IndexRA soll
daran erinnern, daß Multipolintegrale im allgemeinen von der Wahl des Aufpunkts
abhängen.

Die Verwendung von Symbolen, bei denen im Gegensatz zu den herk¨ommli-
chen Multipolmomenten nicht mehr beliebig viele Indizes auftreten, sondern nur noch
gezählt wird, wie oftx, y undz vorkommen, ist von Stone [88] inspiriert, auch wenn
er dies nur implizit bei der Herleitung allgemeiner Formeln verwendet hat, aber kei-
ne Symbole daf¨ur eingeführt oder es gar zur Grundlage seines Formalismus gemacht
hat. Für die Gesamtheit der Multipolintegrale mit gegebenen Exponenteni, j und k
verwenden wir die BezeichnungMultipolspezies.

(4.14) läßt sich durch Indextransformation auf die Form

IAB= ∑
i jk

∑
lmn

QρA:RA
(i; j ;k)

URAB
(i; j ;k)(l ;m;n)

QρB:RB
(l ;m;n)

, (4.16)

bringen mit denWechselwirkungskoeffizienten3

URAB
(i; j ;k)(l ;m;n)

= (�1)i+ j+k
�

i + l
i

��
j +m

j

��
k+n

k

�
�DRAB

i+l ; j+m;k+n
. (4.17)

3Diese Koeffizienten d¨urfen sich aufgrund der Symmetrie von (4.16) bei gleichzeitiger Vertauschung
von(i; j;k) und(l ;m;n) und Vorzeichenumkehr vonRAB nicht ändern. Das ist tats¨achlich der Fall, auch
wenn es sich nur mit M¨uhe erkennen l¨aßt. Denn genau dann, wenn der Faktor(�1)i+ j+k dabei sein
Vorzeichenändert, n¨amlich wenni+ j+k undl +m+n unterschiedliche Parit¨at (gerade oder ungerade)
haben,ändert sich zugleich auch das Vorzeichen vonDRAB

i+l ; j+m;k+n
durch die Vorzeichenumkehr von

RAB , also wenn die Summe aller Indizes ungerade ist. Das l¨aßt sich weiter unten bei der Diskussion der
D-Koeffizienten nachvollziehen.
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Diese Entwicklung wird sinnvollerweise so abgebrochen, daß die Summe der Indi-
zes,i+ j+k+ l +m+n, eine bestimmte ObergrenzeH nichtüberschreitet. Diese ist in
der Regel gleich dem h¨ochsten Rang der auftretenden Multipolintegrale, und zwar ge-
nau dann, wenn eine der beiden LadungsverteilungenρA oderρB eine nichtverschwin-
dende Nettoladung hat. Bei Austauschintegralen ist das allerdings grunds¨atzlich nicht
so, wie wir noch sehen werden.

Damit wäre der neue Formalismus in seinen Grundz¨ugen bereits abgehandelt. Alles
weitere ist Ausarbeitung von Details. Im n¨achsten Abschnitt wird es um die Speziali-
sierung von (4.16) f¨ur die LMP2-Austauschintegrale, die effiziente Auswertung dieses
Ausdrucks mittels Matrixalgebra und die Wahl der Zentren gehen. In den darauffol-
genden Abschnitten werden wir uns dann mit der Berechnung der MultipolintegraleQ
und schließlich der in die WechselwirkungskoeffizientenU einfließenden Koeffizien-
tenD der dreidimensionalen Polynomentwicklung befassen.

4.1.3 Anwendung auf die langreichweitigen LMP2-Austauschinte-
grale. Abbruchbedingung

Für den langreichweitigen Anteil der AustauschintegraleKi j
rs haben wir bereits das

Symbol

LKi j
rs =

ZZ
φ̃r(r1)φi(r1)L(r12)φ̃s(r2)φ j(r2)dr1dr2: (3.6)

definiert. Mit Hilfe von (4.16) läßt sich die Multipolentwicklung dieses Integrals nie-
derschreiben,

LKi j
rs = ∑

mxmymz

∑
nxnynz

Qri :RA
(mx;my;mz)

URAB
(mx;my;mz)(nx;ny;nz)

Qs j:RB
(nx;ny;nz)

(4.18)

mit Multipolintegralen

Qri :RA
(mx;my;mz)

=
Z

φ̃r(r)φi(r)(x�XA)
mx(y�YA)

my(z�ZA)
mzdr . (4.19)

Über die Wahl der EntwicklungszentrenRA undRB wird weiter unten noch zu spre-
chen sein.

Diese Entwicklung wird so abgebrochen, daß die Summe der sechs Indizes einen
gegebenen H¨ochstwertH nicht überschreitet. Der Rang vonQri :RA

(mx;my;mz)
ist durch die

Summe

mΣ = mx+my+mz (4.20)

gegeben, entsprechend istnΣ definiert. Damit können wir anschaulicher sagen, daß die
Summe der beiden Multipolr¨ange den H¨ochstwert nicht ¨uberschreiten darf,

mΣ +nΣ � H. (4.21)
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Eine Besonderheit ist, daß hier Multipolmomente vom Rang 0, die Monopolin-
tegrale, verschwinden [24]. F¨ur diese istmx = my = mz = 0, (4.19) reduziert sich in
diesem Fall auf ein̈Uberlappungsintegral zwischen einem besetzten und einem virtu-
ellen Orbital, daß aufgrund der

”
starken Orthogonalit¨at“ zwischen diesen beiden Orbi-

talräumen verschwindet.
Da also der niedrigste m¨ogliche Multipolrang 1 ist und nicht 0, ist der h¨ochste

auftretende Rangp= H�1 [24]. Für den Abbruch der Entwicklung ergibt sich dann
endgültig

mΣ +nΣ � p+1. (4.22)

Durch diese Bedingung ist eine Serie von N¨aherungen gegeben.

� Die niedrigste Ordnung,p = 0, entspricht der vollst¨andigen Vernachl¨assigung
des langreichweitigen Teils, da die Monopolintegrale ja verschwinden. Das ist
mit Gills CASE-Näherung4 verwandt.

� Die niedrigste Ordnung, die eine im allgemeinen von null verschiedene Absch¨at-
zung der langreichweitigen Integrale ergibt, istp= 1, die sogenannte Dipoln¨ahe-
rung [24]. Hier werden nur Dipol–Dipol-Wechselwirkungen (1+1) berücksich-
tigt.

� Die nächste Stufe,p= 2, fügt die Dipol–Quadrupol-Wechselwirkungen (1+2)
hinzu und heißt daher Quadrupoln¨aherung.

� Bei der Oktopoln¨aherung,p = 3, kommen die Dipol–Oktopol-(1+3) und die
Quadrupol–Quadrupol-Wechselwirkungen(2+2) hinzu.

� : : :

Mit Hilfe der Oktopolnäherung wurden in [24] die den Fernpaaren zugeordneten
Austauschintegrale behandelt. Wir werden allerdings noch sehen, daß es weit h¨ohere
Werte vonp braucht, um starke Paare mit Hilfe dieser N¨aherung akkurat zu beschrei-
ben

4.1.4 Matrixformulierung und Entwicklungszentren

Eine Formulierung, die mit m¨oglichst wenigen Rechenschritten auskommt, ist eine
wichtige Voraussetzung f¨ur einen effizienten Algorithmus. Sie ist aber nicht der einzige
die Leistung limitierende Faktor. Um die folgende Ausarbeitung zu motivieren, ist ein
kurzer Exkurs in die Computerwissenschaft n¨otig.

In modernen Computersystemen ist der Datentransfer zwischen Hauptspeicher und
Prozessor weitaus langsamer als die Fließkommaleistung (FLOPS). Das heißt, daß

4siehe Abschnitt 3.1.2, Seite 51
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dem Prozessor h¨aufig nicht so schnell neue Daten zugef¨uhrt werden, wie sie verarbei-
tet werden k¨onnten, und die Zahl der tats¨achlich ausgef¨uhrten Rechenschritte pro Zeit-
einheit sinkt. Effektiver Gebrauch spezifischer Architekturmerkmale eines Systems
(Cache-Speicher, Prozessorregister) kann helfen, diesen Flaschenhals zu beseitigen.

Eine gute Möglichkeit, dies zu erreichen, ist die Verwendung von Matrixalgebra.
Wenn man sie zusammen mit speziell optimierten Bibliotheken (z. B. der BLAS-
Bibliothek [89–94]) verwendet und die Matrizen nicht zu klein sind, kann man in der
Regel sicher sein, daß das Leistungspotential des Prozessors voll genutzt wird5.

Um zu einer matrixbasierten Formulierung zu gelangen, fassen wir in der Entwick-
lung (4.19) die Indizes zusammen und definieren kollektive Indizes

m= (mx;my;mz) (4.23)

n= (nx;ny;nz) (4.24)

und weiter

Qi:RA
mp = Qpi:RA

(mx;my;mz)
(4.25)

Qj :RB
nq = Qq j:RB

(nx;ny;nz)
(4.26)

sowie

URAB
mn =URAB

(mx;my;mz)(nx;ny;nz)
. (4.27)

Das ergibt

LKi j
rs = ∑

mn
Qi:RA

mr URAB
mn Qj :RB

ns . (4.28)

Damit lassen sich nunLKi j
rs, für die dieselben EntwicklungszentrenRA und RB ver-

wendet werden k¨onnen, zu einer MatrixL K ij
[A;B]

zusammenfassen, die effizient als Ma-

trixprodukt dargestellt werden kann,

L K ij
[A;B]

= Qi:RA†
[A]

URAB Qj :RB
[B]

, (4.29)

wobei Qi:RA
[A]

alle MatrixelementeQi:RA
mp mit p 2 [A] zusammenfaßt,Qj :RB

[B]
alle Qj :RA

nq

mit q2 [B] undL K ij
[A;B]

alle LKi j
pq mit p2 [A], q2 [B]; mit [A] und [B] sind Domänen

gemeint, für die die AufpunkteRA bzw.RB gültig sind.
5Allerdings werden wir noch sehen, daß viele Matrixelemente der Wechselwirkungs- und vor al-

lem Translationsmatrizen null sind und bei herk¨ommlicher Berechnungsweise gar nicht ber¨ucksichtigt
werden m¨ußten. So wird also die FLOPS-Rate erh¨oht, aber gleichzeitig auch die Zahl der n¨otigen Gleit-
kommaoperationen. Nur durch Messungen wurde in diesen F¨allen jeweils festgestellt, daß die Matrix-
formulierung dennoch weitaus schneller ist. Dennoch ist nicht ausgeschlossen, daß in Abh¨angigkeit
von der Hardware bei Verwendung von handoptimiertem Code die Verh¨altnisse sich auch umkehren
könnten.
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Nach diesen noch recht abstraktenÜberlegungen wollen wir nun zu expliziten
Gleichungen gelangen. Dabei gilt es, f¨ur jedes Paari j die Matrix L K ij geeignet in
Blöcke zu zerlegen und f¨ur jeden dieser Bl¨ocke ein Paar Entwicklungszentren anzu-
geben. Bei der Wahl der Zentren ist darauf zu achten, daß diese nur von den besetzten
Orbitaleni und j, nicht von individuellen virtuellen Orbitalenr und s abhängig sein
dürfen, weil sonst die Zusammenfassung von Integralen zu Matrizen, die einheitlich
behandelt werden k¨onnen, nicht gelingen kann.

Für die folgende Diskussion definieren wir die Zentroide der besetzen Orbitale,

Ri = hijr jii, (4.30)

Rj = h jjr j ji, (4.31)

sowie den Mittelpunkt zwischen diesen beiden Zentroiden,

Rm =
1
2
(Ri +Rj ). (4.32)

Wir unterscheiden

� Paare mit geringem Abstand, f¨ur die jeweils die gesamte MatrixL K ij zusam-
mengefaßt und durch monopolare Entwicklung angen¨ahert werden kann, wobei
sich als Zentrum der Mittelpunkt der beiden Zentroide anbietet,

L K ij � L K ij
[i j ;i j ]

= Qi:Rm†
[i j ]

U0Qj :Rm
[i j ]

, (4.33)

und

� Paare mit gr¨oßerem Abstand. Hierf¨ur ist ein neuer Schwellenabstandrm ein-
zuführen. Ein Wert vonrm = 1 a. u. hat sich hierbei bew¨ahrt, das entspricht der
Grenze zwischen starken und schwachen Paaren, oder effektiv der Grenze zwi-
schen Paaren mit gemeinsamen Atomen und Paaren, die durch mindestens eine
Bindung getrennt sind. Gleichzeitig ist dies die Grenze zwischen Paaren mit ei-
ner nichtleeren und einer leeren Schnittmenge der Orbitaldom¨anen[i] und [ j].
Im letzteren Fall zerf¨allt die Matrix L K ij in vier Blöcke:

Dispersionsblock. ElementeLKi j
pq mit p2 [i], q2 [ j]. Diese können durch bipo-

lare Multipolentwicklung approximiert werden. Die beiden Entwicklungs-
zentren sind dabei die Zentroide der Orbitalei und j.

L K ij
[i; j ]

= Qi:Ri†
[i]

URij Qj :Rj

[ j ]
(4.34)

Ionische Austauschbl̈ocke. ElementeLKi j
pq mit p 2 [i], q 2 [i] bzw. p 2 [ j],

q2 [ j]. Bei hinreichend großem Abstand des Paares k¨onnen diese beiden
Blöcke jeweils durch eine bipolare Entwicklung behandelt werden, dabei
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liegt je ein Entwicklungszentrum in der Mitte zwischen den beiden Orbi-
talzentroiden,

L K ij
[i;i]

= Qi:Ri†
[i]

U
1
2Rij Qj :Rm

[i]
, (4.35)

L K ij
[ j ; j ]

= Qi:Rm†
[ j ]

U
1
2Rij Qj :Rj

[ j ]
. (4.36)

Bei geringem Abstand zwischenjii undj ji bietet sich stattdessen eine mo-
nopolare Entwicklung an. Als Entwicklungszentrum kann wiederum die
Mitte zwischen den beiden Orbitalzentroiden genommen werden:

L K ij
[i;i]

= Qi:Rm†
[i]

U0Qj :Rm
[i]

, (4.37)

L K ij
[ j ; j ]

= Qi:Rm†
[ j ]

U0Qj :Rm
[ j ]

. (4.38)

Hierfür ist ein zweiter Schwellenabstandri nötig. Wir setzenri = rm, so
daß stets die bipolare Variante verwendet wird.

Austauschdispersionsblock.ElementeLKi j
pq mit p2 [ j], q2 [i]. Diese werden

durch monopolare Entwicklung behandelt, und als Entwicklungszentrum
ist die Mitte zwischen den beiden Orbitalzentroiden zu nehmen,

L K ij
[ j ;i]

= Qi:Rm†
[ j ]

U0Qj :Rm
[i]

. (4.39)

Für starke Paare ist also je eine Matrix-Multipolentwicklung durchzuf¨uhren, für
schwache Paare sind je vier Entwicklungen notwendig.

4.1.5 Aufstellen der Multipolintegrale

Um die MatrizenQ zu erhalten, die in die Entwicklungen (4.33)–(4.39) eingehen, sind
zwei Schritte notwendig.

� Zu Beginn der Rechnung werden alle ben¨otigtenQri :R0 an einem bestimmten
Aufpunkt R0, z. B. dem Ursprung, berechnet und abgespeichert. Dies erfolgt
durchTransformationder Multipolintegrale von der AO-Basis, in die Basis der
lokalen besetzten Orbitale und projizierten AOs, die wiederum analytisch erh¨alt-
lich sind.

� Jeweils bei Bedarf werden dann nur die ben¨otigtenQri :RA
[A]

durchTranslationaus

den entsprechendenQri :R0
[A]

ermittelt.

Diese Vorgehensweise ist wesentlich effizienter als die denkbare alternative M¨og-
lichkeit, jeweils bei Bedarf direkt die Multipol-Basisintegrale am ben¨otigten Zentrum
zu berechnen und dann zu transformieren. Dann m¨ußten nämlich die Basisintegrale
sehr oft neu berechnet werden, anstatt nur einmal.

Im folgenden werden die beiden Schritte im Detail erkl¨art.
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Transformation der Multipolintegrale

Für die Multipol-Basisintegrale am Ursprung definieren wir das Symbol

Q̄m:R0
µν =

Z
χµ(r)χν(r)(x�X0)

mx(y�Y0)
my(z�Z0)

mzdr (4.40)

Auf die Theorie der analytische Berechnung dieser Basisintegrale soll hier nicht n¨aher
eingegangen eingegangen werden. Stattdesses sei wiederum auf denÜbersichtsartikel
[46] verwiesen. In MOLPRO [75] sind diese wichtigen Integrale bis zu beliebig hohen
Rängen verf¨ugbar.

Unter Berücksichtigung von (4.19) sowie (2.4) und (2.15) ergibt sich f¨ur die Trans-
formation

Qri :R0
m = ∑

µν
PµrQ̄

m:R0
µν Lν i . (4.41)

Auch hier wollen wir andeuten, wie sich dies effizient mittels Matrixalgebra aus-
werten läßt: Wenn die Multipolintegrale so zu Matrizen zusammengefaßt werden, daß
die beiden Orbitalindizes zu den Matrixindizes werden,

Q̌m:R0
ri

� Qi:R0
mr , (4.42)

so läßt sich die Transformation als Folge zweier Matrixmultiplikationen schreiben,

Q̌m:R0 = P†Q̄m:R0L . (4.43)

Man beachte, daß in (4.42) nur eine andere Schreibweise eingef¨uhrt wird, so daß sich
die Matrixmultiplikationen explizit als solche niederschreiben lassen. Es ist daf¨ur nicht
prinzipiell nötig, physikalisch Matrixelemente im Speicher umzusortieren.

Translation der Multipolintegrale

Der Einfachheit halber wollen wir hier zun¨achst davon ausgehen, daß Multipolintegra-
le am Ursprung vorliegen.

Durch Umformen der Definition (4.15) der Multipolintegrale am ZentrumR läßt
sich eine Formel f¨ur die Translation der Multipolintegrale am Ursprung erhalten,

Qρ:R
(i; j ;k)

=
Z

ρ(r)(x�X)i(y�Y) j(z�Z)kdr

=
Z

ρ(r)
i

∑
l=0

j

∑
m=0

k

∑
n=0

�
i
l

��
j

m

��
k
n

�
(�X)i�l(�Y) j�m(�Z)k�nxiyjzkdr

=
l

∑
l=0

m

∑
m=0

n

∑
n=0

�
i
l

��
j

m

��
k
n

�
(�X)i�l(�Y) j�m(�Z)k�nQρ:0

(l ;m;n)
.

(4.44)
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Unter Verwendung der kompakten, matrizenorientierten Schreibweisen des vori-
gen Abschnitts l¨aßt sich also schreiben

Qi:R
mr =

mx

∑
nx=0

my

∑
ny=0

mz

∑
nz=0

�
mx

nx

��
my

nz

��
mz

nz

�
(�X)mx�nx(�Y)my�ny(�Z)mz�nzQi:0

nr

= ∑
n

TRc
mnQi:0

nr

(4.45)

mit

TR
mn=

8><
>:
�mx

nx

��my
nz

��mz
nz

�
(�X)mx�nx(�Y)my�ny(�Z)mz�nz für nx � mx und

ny � my undnz� mz,

0 sonst.

(4.46)

Damit ist die Translation auf eine einfache Matrixmultiplikation zur¨uckgeführt,

Qi:R = TRQi:0. (4.47)

Im allgemeinen Fall, wenn die Multipolintegrale nicht am Ursprung vorliegen, erh¨alt
man entsprechend

Qi:R = TR�R0Qi:R0. (4.48)

Beim Translationsschritt k¨onnen unter Umst¨anden durch Rundungsfehler sehr un-
genaue Ergebnisse erhalten werden. Dies wird in einem sp¨ateren Abschnitt vertieft
behandelt6.

4.2 Entwicklungskoeffizienten durch Taylorentwick-
lung

Im vorigen Abschnitt wurde bereits fast alles f¨ur die Multipolentwicklung von
Austauschintegralen grundlegend Notwendige beschrieben. Lediglich ¨uber die durch
(4.10) definierten EntwicklungskoeffizientenDR

i; j ;k wurde noch nicht viel gesagt. Eine
sorgfältige Wahl dieser Koeffizienten ist von entscheidender Bedeutung f¨ur die Ge-
nauigkeit unserer N¨aherung. Ihnen sind daher zwei eigene Hauptabschnitte gewidmet:
Im folgenden geht es zun¨achst um die Verallgemeinerung der konventionellen Taylor-
entwicklung, die sich aber trotz verschiedener Verbesserungsversuche im praktischen
Einsatz als wenig geeignet herausstellt; im n¨achsten Abschnitt wird ein alternatives
Verfahren vorgestellt, daß auf der Methode der kleinsten Fehlerquadrate basiert.

6siehe Abschnitt 4.4, Seite 79
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4.2.1 Allgemeines. Bipolare Entwicklung

Die EntwicklungskoeffizientenDR
i; j ;k gemäß einer Taylorentwicklung des Operators

L(jr12j) umR sind durch

DR
i; j ;k =

1
i! j!k!

� ∂ i

∂xi

∂ j

∂yj

∂ k

∂zkL
�p

x2+y2+z2
� ���

R
(4.13)

gegeben. Diesen Ausdruck gilt es jetzt auszuwerten.
Wenn wiru= x2+y2+z2 definieren und die verallgemeinerte Kettenregel (A.24)

benutzen7, erhalten wir

∂ i

∂xi

∂ j

∂yj

∂ k

∂zkL
�p

u
�
=

[ i
2 ]

∑
l=0

i!
l !(i�2l)!

�2�k

 
[ j
2 ]

∑
m=0

j!
m!( j�2m)!

�2�m

 
[ k
2 ]

∑
n=0

k!
n!(k�2n)!

�

∂ i+ j+k�l�m�n

∂qi+ j+k�l�m�nL(
p

u) � (2z)k�2n2n

!
(2y) j�2m2m

!
(2x)i�2k2k. (4.49)

Durch Vereinfachen und Einsetzen dieses Ergebnisses in (4.13) ergibt sich

DR
i; j ;k =

[ i
2 ]

∑
l=0

[ j
2 ]

∑
m=0

[ k
2 ]

∑
n=0

CR
i+ j+k�l�m�n �2i+ j+k�2l�2m�2n �

� (i + j +k� l �m�n)!
l !(l �2i)!m!(m�2 j)!n!(n�2k)!

�Ri�2l
x Rj�2m

y Rk�2n
z (4.50)

mit der Definition

CR
i =

1
i!

di

dui L(
p

u)
���
u=R2

. (4.51)

Für die hier zu betrachtende spezielle Wahl des OperatorsL ist

di

dui L(
p

u) =
∂ i

∂ui

erf(ω
p

u)p
u

=
i

∑
k=0

�
i
k

�
dkerf(ω

p
u)

duk

di�ku�1=2

dui�k

=
i

∑
k=1

�
i
k

��
2p
π
(�1)i�1ω2(i�1)e�ω2u

�
�

�
�
(�1)i�k2�2(i�k) (2i�2k)!

(i�k)!
u�(i�k+1)=2

�
+

+erf(ω
p

u) �
�
(�1)i 2�2i (2i)!

i!
u�(i+1)=2

�
.

(4.52)

7siehe Anhang A.2, Seite 130
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Einsetzen in (4.51) und Vereinfachen ergibt

CR
i =

1
i!
� (�1)i � (2i)!

22i � i!
1

R2i+1 �
"

erf(ωR)�
i

∑
k=0

22k �k!
(2k)!

(ωR)2k�1 �e�(ωR)2

p
π

#
. (4.53)

4.2.2 Herkömmliche bipolare Entwicklung des ganzen Coulomb-
operators

An dieser Stelle soll auch nochmals auf die herk¨ommliche Multipolentwicklung einge-
gangen werden. Diese wurde im Einf¨uhrungskapitel ja nur qualitativ beschrieben8. Der
in [24] dafür entwickelte Formalismus soll durch den in diesem Kapitel vorgestellten
neuen ersetzt werden. Dazu fehlt nur noch ein Baustein: dieCR

i für den vollständigen
Coulomboperator.

Da

lim
z!∞

erfz= 1 (4.54)

ist, läßt sich der ganze Coulomboperator als Grenzwert vonL für ω ! ∞

lim
ω!∞

L(r) = lim
ω!∞

erf(ωr)
r

=
1
r

(4.55)

auffassen. F¨uhrt man den entsprechenden Grenz¨ubergang f¨ur (4.53) durch, erh¨alt man
sofort

CR
i =

1
i!
� (�1)i � (2i)!

22i � i!
1

R2i+1 . (4.56)

Technisch hat das die Konsequenz, daß das neue Programm zur Multipolentwick-
lung der langreichweitigen Integrale f¨ur die herkömmliche Multipolentwicklung fast
vollständig mitbenutzt werden kann, lediglich bei der Berechnung derCR

i ist eine Fall-
unterscheidung n¨otig.

4.2.3 Monopolare Entwicklung

Ein wichtiger Spezialfall ist die
”
monopolare“ Multipolentwicklung, bei der die beiden

Entwicklungszentren in eins zusammenfallen. Hierzu muß der Grenz¨ubertrittR�! 0
durchgeführt werden.

Unter Beachtung von

lim
Rx!0

Ri�2l
x = δi;2l für 2l � i (4.57)

8siehe Abschnitt 2.5.1, Seite 45
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usw. erhält man aus (4.50)

D0
i; j ;k =

8<
:

i+ j+k
2 !

i
2! j

2! k
2!
�C0

(i+ j+k)=2 für i, j undk gerade

0 für i, j oderk ungerade
. (4.58)

Mit Hilfe der Reihenentwicklung9

erfz=
2p
π

e�z2
∞

∑
n=0

2n

1 �3� � �(2n+1)
z2n+1 (4.59)

erhält man leicht den Grenzwert von (4.53),

C0
i = lim

R!0
CR

i = lim
R!0

1
i!
� (�1)i � (2i)!

22i � i!
1

R2i+1 �

�
∞

∑
k=i+1

22k �k!
(2k)!

(ωR)2k�1 �e�(ωR)2

p
π

(4.60)

=
1
i!
� (�1)i � 2

2i +1
ω2i+1
p

π
. (4.61)

Eine Besonderheit der monopolaren Entwicklung ist, daß sich die Translations-
abhängigkeit der Multipolintegrale weghebt, solange die Entwicklung aufgrund der
Summe der Multipolr¨ange abgeschnitten wird [70]. Es muß lediglich nat¨urlich gewähr-
leistet sein, daß f¨ur eine monopolare Entwicklung die Multipolintegrale beider La-
dungsverteilungen am selben Aufpunkt vorliegen.

Bemerkenswert ist auch, daß aufgrund von (4.58) alle Wechselwirkungsbeitr¨age
verschwinden, f¨ur die die Summe der Multipolr¨ange ungerade ist10. So tragen z. B.
Dipol–Dipol-Wechselwirkungen bei, Dipol–Quadrupol-Wechselwirkungen aber nicht.
Das hat weiterhin zur Folge, daß nur bei Entwicklungsstufen mit ungerademp (p =
2n+1) jeweils neue Beitr¨age dazukommen11, solche mit gerademp (p= 2n+2) sind
dagegen identisch mit der n¨achstkleineren ungeraden Stufe.

4.2.4 Verbesserung der Konvergenz

Für das Verfahren, die Entwicklungskoeffizienten durch Taylorentwicklung zu ermit-
teln, wurden einige Modifikationen und Verfeinerungen entwickelt, um das im Ergeb-
nisteil demonstrierte unbefriedigende Konvergenzverhalten zu verbessern:

1. eine Modifikation des Abschneideschemas (4.22) f¨ur die monopolare Entwick-
lung, das wir ersch¨opfendes Abschneiden nennen und bei der Wechselwirkungs-
beiträge höherer Ordnung zur Multipolentwicklung hinzugef¨ugt werden, und

9siehe [61], Gl. (7.1.6)
10die Summe der Indizesi + j + k in DR

i; j ;k ist nämlich gleich der Summe der Multipolr¨ange, siehe
(4.16) und (4.17)

11siehe Abschnitt 4.1.3, Seite 62
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2. dieDämpfungder Multipolintegrale, um die Divergenz dieser Entwicklung zu
korrigieren, die durch das asymptotisch falsche Verhalten des polynomapproxi-
mierten Coulomboperators verursacht wird.

Sie sind im Anhang n¨aher beschrieben12.

4.3 Entwicklungskoeffizienten durch Methode der
kleinsten Fehlerquadrate

4.3.1 Allgemeines

Aufgrund der unbefriedigenden Konvergenz einer gew¨ohnlichen taylorreihenbasierten
Multipolentwicklung für langreichweitige Integrale wurde ein alternatives Verfahren
entwickelt, daß sich f¨ur diese Anwendung als ¨uberlegen erwiesen hat.

Die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung (4.10) k¨onnen auch mit Hilfe der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt werden13. Das läuft im Prinzip auf
das Minimierungsproblem

ZZZ "
L
�p

(x+X)2+(y+Y)2+(z+Z)2
�
�∑

i jk

DR
i; j ;kxiyjzk

#2

�

� g(x;y;z)dxdydz
!
= min. (4.62)

hinaus. Dabei ist im Vergleich zu (4.10)

r = r12�R, (4.63)

undR entspricht demRAB. Diese beiden Symbole werden wir in der folgenden Dis-
kussion stets so verwenden.g(x;y;z) ist eine Gewichtsfunktion, die so zu w¨ahlen
ist, daß sie die lokalen Eigenschaften der Ladungsverteilungen wiederspiegelt, deren
Wechselwirkung approximiert werden soll. Darauf werden wir noch zu sprechen kom-
men.

Durch Ableiten nachDR
i; j ;k erhält man das lineare Gleichungssystem

8 i jk : ∑
lmn

M
(i jk)(lmn)D

R
lmn = vR

i jk (4.64)

mit

M(i jk)(lmn) =
Z

xi+l yj+mzk+ng(x;y;z)dxdydz, (4.65)

vR
i jk =

Z
L
�p

(x+X)2+(y+Y)2+(z+Z)2
�

xiyjzkg(x;y;z)dxdydz. (4.66)

12siehe Anhang A.3, Seite 131
13Ich danke Herrn Professor Stoll f¨ur diese fruchtbare Anregung.



4.3 Entwicklungskoeffizienten durch Methode der kleinsten Fehlerquadrate 73

Leider ist dieser dreidimensionale Formalismus zu teuer: F¨ur die 215pol-Näherung
ergibt sich z. B. ein 815�815-Gleichungssystem, und f¨ur ein großes Molek¨ul ist ein
solches Gleichungssystem einige tausend mal zu l¨osen. Schlimmer noch ist, daß die
Größe des Gleichungssystems mit der Anzahl der Multipolmomente, alsoO(p3) ska-
liert, die Kosten für die Lösung des Gleichungssystems wiederum mit der dritten Po-
tenz seiner Gr¨oße, so daß insgesamtO(p9) Kosten anfallen, wesentlich steiler als die
erwünschte Skalierung vonO(p6).

Es ist aber m¨oglich, das Problem im Fall der monopolaren Multipolentwicklung
(R = 0) auf einen eindimensionalen und im Fall der bipolaren Entwicklung auf einen
zweidimensionalen Formalismus zur¨uckzuführen, wie im folgenden erl¨autert wird.

4.3.2 Monopolare Entwicklung. Eindimensionaler Fit

Bei einer monopolaren Entwicklung wirdL(r) um r = 0 entwickelt. In diesem Fall ist
der abgeschnittene entwickelte Operator, ebenso wieL(r) selbst, radialsymmetrisch.
Der Fit muß also nur in der einen, radialen Koordinate durchgef¨uhrt werden,

Z ∞

0

2
4L(r)�

[H
2 ]

∑
i=0

C0
i r2i

3
5

2

g1D(r)dr
!
= min. (4.67)

Die Gaußklammer[ ] liefert die größte ganze Zahl, die kleiner oder gleich ihrem Ar-
gument ist.

Durch Einsetzen vonr =
p

x2+y2+z2 in den approximierten OperatorLH läßt
sich aus der Entwicklung in einer Dimension die in drei Dimensionen erhalten,

LH(r) =
[H

2 ]

∑
i=0

C0
i r2i

=
[H

2 ]

∑
i=0

C0
i

�
x2+y2+z2�i

=

l+m+n�[H
2 ]

∑
lmn

(l +m+n)!
l !m!n!

C0
l+m+nx2l y2mz2n. (4.68)

Durch Koeffizientenvergleich mit (4.10) erh¨alt man dann eine Beziehung f¨ur die ge-
suchten Koeffizienten der dreidimensionalen Entwicklung, n¨amlich wieder

D0
i; j ;k =

8<
:

i+ j+k
2 !

i
2! j

2! k
2!
�C0

(i+ j+k)=2 für i, j undk gerade

0 für i, j oderk ungerade
. (4.58)

Es handelt sich um dieselbe Gleichung, die wir im Zusammenhang mit der Taylorent-
wicklung erhalten haben. Das ist kein Zufall: (4.58) spiegelt einfach die Radialsym-
metrie des Operators bei Entwicklung um den Ursprung. Lediglich f¨ur dieC0

i sind hier
die durch den Fit (4.67) erhaltenen Koeffizienten einzusetzen.
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Wir haben bei der eindimensionalen Entwicklung vonL(r) nur Terme mit geraden
Potenzen vonr verwenden d¨urfen, weil sie nur dann symmetrisch ist und nur dann eine
Transformation auf einen radialsymmetrischen dreidimensionalen Operator m¨oglich
ist. Andernfalls wären auch in (4.68) Wurzelausdr¨ucke stehen geblieben, und es h¨atte
sich keine Polynomentwicklung ergeben.

Die im Zusammenhang mit der monopolaren Taylorentwicklung erw¨ahnten Be-
sonderheiten, n¨amlich die Unabh¨angigkeit vom Ursprung und die ausschließliche Re-
levanz von Näherungsstufen mit ungerademp, sind auch hier g¨ultig14.

4.3.3 Bipolare Entwicklung. Zweidimensionaler Fit

Bei einer bipolaren Entwicklung wird der OperatorL(r) um einen PunktR 6= 0 ent-
wickelt. In diesem Fall wird der abgeschnittene entwickelte Operator keine radiale
Symmetrie mehr haben, wohl aber Rotationssymmetrie um die durchR gegebene
Achse. Daher ist eine Entwicklung in zwei Koordinaten notwendig, um ¨aquivalente
Ergebnisse wie beim dreidimensionalen Formalismus zu erhalten.

Hierzu zerlegen wir den Vektorr12 in zwei Teilep kR undq? R mit r12 = p+q.
Dann gilt

r12 =
p

p2+q2. (4.69)

sowie

p=

����
�

r12
�

R
R

�
R
R

����
= (x12X+y12Y+z12Z)=R, (4.70)

q=
q

r2
12� p2

=
q

x2
12+y2

12+z2
12� p2 (4.71)

Das Minimierungsproblem lautet in diesen Koordinaten

Z ∞

�∞

Z ∞

0

2
4L
�p

p2+q2
�
�

H

∑
k=0

[H�l
2 ]

∑
l=0

CR
k;l (p�R)kq2l

3
5

2

�

�gR
2D(p;q) dq dp

!
= min. (4.72)

Um nun von dieser zweidimensionalen Darstellung zur dreidimensionalen zu ge-
langen, schlagen wir einen Umweg ein. Wie definieren eine neue Koordinate

p̃= p�R

= (xX+yY+zZ)=R, (4.73)

14siehe Abschnitt 4.2.3, Seite 70
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und verwenden dabei auch das schon bekannte

r = r12�R (4.63)

so daß

r = jr j=
p

p̃2+q2

=
p

x2+y2+z2. (4.74)

Dann vollziehen wir den̈Ubergang zu diesen beiden Koordinaten:

LH(r12) =
H

∑
i=0

[H�i
2 ]

∑
j=0

CR
i; j � p̃i(r2� p̃2) j

=
H

∑
i=0

[H�i
2 ]

∑
k=0

[H�i
2 ]�k

∑
l=0

�
l +k

k

�
(�1)k �CR

i;l+k � p̃i+2kr2l

=
H

∑
m=0

[H�m
2 ]

∑
l=0

C̃R
m;l � r2l(Rp̃)m

(4.75)

mit

C̃R
m;l = R�m �

[m
2 ]

∑
k=0

�
l +k

k

�
(�1)kCR

m�2k;l+k. (4.76)

Nun können wir die kartesischen Koordinaten einsetzen und erhalten so die Koeffizi-
enten der dreidimensionalen Entwicklung,

LH(r12) =
H

∑
m=0

[H�m
2 ]

∑
l=0

C̃R
m;l � (x2+y2+z2)l � (xX+yY+zZ)m

=
a+b+c�H

∑
abc

d+e+ f�[H�a�b�c
2 ]

∑
de f

C̃R
(a+b+c);(d+e+ f )

(a+b+c)!
a!b!c!

(d+e+ f )!
d!e! f !

�

�xa+2dyb+2ezc+2 f XaYbZc

=
i+ j+k�H

∑
i jk

DR
i jkxiyjzk

(4.77)

mit

DR
i jk =

[ i
2]

∑
l=0

[ j
2]

∑
m=0

[ k
2]

∑
n=0

C̃R
(i+ j+k�2l�2m�2n);(l+m+n) �

� (i + j +k�2l �2m�2n)!
(i�2l)!( j�2m)!(k�2n)!

(l +m+n)!
l !m!n!

Xi�2lY j�2mZk�2n. (4.78)
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4.3.4 Wahl der Gewichtsfunktionen

Mit Hilfe der Gewichtsfunktionen sollen die lokalen Eigenschaften der Ladungsver-
teilungen ber¨ucksichtigt werden. Der approximierte Operator geht ja anschließend in
ein Integral der Form

ZZ
ρA(rA1)L(jRAB � rA1 + rB2j)ρB(rB2)dr1dr2 =

=
ZZ

ρA(rA1)L(jRAB + r j)ρB(rA1 + r)drA1dr (4.79)

ein, und es ist eigentlich der Fehler des Integranden dieses Integrals, der zu minimieren
ist. Also bietet sich eine Gewichtsfunktion der Form

g(r) =
Z

ρ(rA1)ρ(rA1+ r)drA1 (4.80)

an, wobeiρ hier eine passend zu w¨ahlende Modellverteilung ist. Eine denkbare Wahl
wäre eine sph¨arische Slaterfunktion

ρ(rA1) = e�γjrA1j, (4.81)

da die lokalen Orbitale asymptotisch exponentiell abklingen. Daρ ein Produkt von
zwei Orbitalen ist, einem besetzten und einem unbesetzten, ist der Exponentγ gleich
dem zweifachen Exponenten, der das asymptotische Abklingen der Orbitale be-
schreibt. Dieser Exponent wiederum entspricht dem Abklingen der Dichtematrix im
Ortsraum [21].

Das dreidimensionale Integral (4.80) ist analytisch nicht ohne Schwierigkeiten aus-
zuwerten, aber das ist auch nicht n¨otig, da wir letzten Endes ein- bzw. zweidimensiona-
le Gewichtsfunktionen ben¨otigen. Setzen wir analogieschl¨ussig eine Gewichtsfunktion

ḡ1D(r) =
Z

ρ(r1)ρ(r1+ r)dr1 (4.82)

mit einer eindimensionalen Modellverteilung

ρ(r) = e�γjrj (4.83)

an, die die optimale Gewichtung in einem fiktiven eindimensionalen Raum angibt, so
läßt sich das Integral leicht auswerten, und es ergibt sich

ḡ1D(r) =
1
γ
�
1+ γjrj�e�γjrj. (4.84)

Nach diesen Vor¨uberlegungen wenden wir uns nun den konkret ben¨otigten Ge-
wichtsfunktionen zu, n¨amlich g1D für die monopolare undg2D für die bipolare Ent-
wicklung. Für g1D setzen wir nun einfach

g1D(r) = πr2 � ḡ1D (4.85)
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an. Der Faktorπr2 berücksichtigt die Abbildung des eindimensionalen auf den dreidi-
mensionalen Raum, er entspricht der Oberfl¨ache der konzentrischen Kugelschale, auf
die ein Punkt im Abstandr beimÜbergang 1D�!3D transformiert wird.

Um im Fall des zweidimensionalen Formalismus’ f¨ur die bipolare Entwicklung die
Auswertung eines zweidimensionalen Integrals der Form (4.80) zu vermeiden, greifen
wir ebenfalls auf die eindimensionale Gewichtsfunktion zur¨uck und setzen an

gR
2D(p;q) = 2πq �g1D

�p
(p�R)2+q2

�
. (4.86)

Der zusätzliche Gewichtsfaktor 2πq ergibt sich, weil beimÜbergang zum dreidimen-
sionalen Koordinatensystem jeder Punkt auf einen Kreis mit dem Radiusq und somit
dem Umfang 2πq abgebildet wird.

Wie ist nun der Wert des Paramtersγ zu bestimmen? Naheliegend ist,γ als eine
Konstante zu behandeln und so zu bestimmen, daß in m¨oglichst vielen F¨allen eine ra-
sche Konvergenz der Multipolentwicklung erzielt wird. Dies ist der Weg, der in dieser
Arbeit verfolgt wurde. Dabei hat sich der Wertγ = 1:7 bewährt15.

Eine alternative M¨oglichkeit, bei derγ für jedes Paar einen unterschiedlichen Wert
annehmen kann, wird im Anhang erl¨autert16.

4.3.5 Praktische Durchführung des Fits. Gleichungssysteme und
Integrale

Wie sind nun die KoeffizientenC0
i des eindimensionalen bzw.CR

k;l des zweidimensio-
nalen Fits zu ermitteln?

Für den ersten Fall liefert Ableiten von (4.67) nach denC0
i das Gleichungssystem

8 i : ∑
i

MilC
0
l = vi (4.87)

mit

Mil =
Z ∞

0
r i+l g1D(r)dr, (4.88)

vi =
Z ∞

0
L(r) r i g1D(r)dr. (4.89)

Die IntegraleMil und vi lassen sich numerisch durch Gauß–Legendre-Quadratur be-
stimmen, wobei der Terme�γr der Gewichtsfunktion explizit in den Abszissen und
Gewichten ber¨ucksichtigt wird [95]. 50 Quadraturpunkte haben sich in Testrechnun-
gen als bei weitem ausreichend erwiesen.

Für den zweidimensionalen Fit muß (4.72) differenziert werden, das gibt

8 i j : ∑
i j

M
(i j )(kl)C

R
k;l = vi j (4.90)

15siehe Abschnitt 5.3, Seite 108
16siehe Anhang A.4, Seite 132
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mit

M
(i j )(kl) =

Z ∞

�∞

Z ∞

0
p̃i+kq2( j+l)gR

2D(p̃+R;q)dqdp̃, (4.91)

vi j =
Z ∞

�∞

Z ∞

0
L(
p

p̃2+q2) p̃iq2 j gR
2D(p̃+R;q)dqdp̃. (4.92)

Wir haben zur Vereinfachungp durch das in (4.73) definierte ˜p= p�Rersetzt. Dieses
Integral läßt sich am g¨unstigsten in Polarkoordinatenr [siehe (4.63)] undφ auswerten,
so daß

p̃= r sinφ , (4.93)

q= r cosφ . (4.94)

Die Integrale nehmen dann die Form

M
(i j )(kl) =

Z ∞

0

Z 2π

0
p̃i+kq2( j+l)2πqḡR

1D(r) rdφ dr, (4.95)

vi j =
Z ∞

0

Z 2π

0
L(r) p̃iq2 j 2πqḡR

1D(r) rdφ dr (4.96)

an. In dieser Form l¨aßt sich die Integration ¨uberφ durch Gauß–Legendre-Quadratur
(20 Quadraturpunkte), die ¨uber r genau wie im eindimensionalen Fall durch Gauß–
Laguerre-Quadratur bewerkstelligen [95].

Das Lösen der Gleichungssysteme schließlich erfolgt mit Hilfe der Standardroutine
der LAPACK-Bibliothek, DGESV [96, 97].

4.3.6 Vergleich zwischen Taylorentwicklung und Methode der
kleinsten Fehlerquadrate

Das grundlegende Problem der Polynomentwicklung des Coulomboperators, n¨amlich
das falsche asymptotische Verhalten f¨ur r ! ∞, tritt bei der Taylorentwicklung viel
ausgepr¨agter in Erscheinung. Es handelt sich ja um eine lokale Entwicklung um einen
gegebenen Punkt, Informationen ¨uber Bereiche mit gr¨oßeren Werten vonr fließen nur
indirekt ein.

Bei der Methode der kleinsten Fehlerquadrate dagegen k¨onnen Informationen ¨uber
einen größeren Bereich ber¨ucksichtigt werden, so daß das gefittete Polynom auch in
einem größeren Bereich eine brauchbare N¨aherung sein kann (siehe Abbildung 4.2).
Durch geeignete Wahl der Gewichtsfunktion kann man das steuern und sogar modell-
haft vereinfachte Informationen ¨uber die Lokalität der Orbitale mitverwenden. All dies
trägt zu beschleunigter, stabiler Konvergenz und h¨oherer Genauigkeit der so berechne-
ten Korrelationsenergien bei.

Als Nachteil dieses Verfahrens kann man empfinden, daß dabei zus¨atzliche Para-
meter ins Spiel gebracht werden. Das muß jedoch in Kauf genommen werden. Au-
ßerdem ben¨otigt das numerische Auswerten der Integrale und das L¨osen der linearen
Gleichungssysteme Computerresourcen, was jedoch nicht sehr ins Gewicht f¨allt.
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ABBILDUNG 4.2: Vergleich eines taylorentwickelten und eines gefitteten Polynoms 10. Grades
mit dem exakten langreichweitigen Operator,ω = 0:15

4.4 Numerische Genauigkeit

4.4.1 Problem

Da die Multipolentwicklung f¨ur die langreichweitigen Integrale bis zu sehr hohen
Rängen getrieben werden muß (z. B.p = 15), ist es nicht ¨uberraschend, daß nume-
rische Schwierigkeiten auftreten. Darunter verstehen wir die Limitierung der Genau-
igkeit durch Rundungsfehler bei Zwischenergebnissen, die sich ¨uberproportional auf
das Endergebnis auswirken. Rundungsfehler treten im allgemeinen bei jedem Rechen-
schritt aufgrund der numerischen Darstellung aller Werte im Rechner mit begrenz-
ter Genauigkeit auf. Alle Zahlen werden als 64-bit-Gleitkommazahlen repr¨asentiert
(
”
double precision“), das entspricht einer Genauigkeit von rund 16 Dezimalstellen.

Daß dies zu Problemen f¨uhrt, läßt sich leicht verdeutlichen.
Betrachten wir z. B. ein Multipolintegral [siehe (4.15)] am Ursprung,

QρA:0
(i; j ;k)

=
Z

ρA(r)x
iyjzkdr . (4.97)

Nehmen wir der Einfachheit halber an,ρA sei eine Punktladung von einer atomaren
Einheit am OrtRA. Dann vereinfacht sich das Multipolintegral zu

QρA:0
(i; j ;k)

= Xi
AY j

AZk
A. (4.98)
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Dieses Integral ist offensichtlich immer null, wennRA = 0 ist (von Monopolintegralen
einmal abgesehen). Wenn aber die Ladung weit entfernt vom Ursprung ist, sagen wir
XA = 20 bohr, dann ist z. B.QρA:0

(15;0;0)
= 2015� 3 �1019. Dieses Multipolintegral weist,

nachdem es so durch Transformation17 von Multipol-Basisintegralen am Ursprung er-
zeugt worden ist, einen Rundungsfehler von mindestens etwa 103 auf. Das ist noch
nicht schlimm, weil der relative Fehler sehr gering ist. Mit Hilfe dieses Integrals, und
Multipolintegralen niederer Ordnung, muß aber sp¨ater im Verlauf der Rechnung durch
Translation18 das Multipolintegral am OrtRA der Ladung berechnet werden, welches
null ist! Die Genauigkeit auch dieses Integrals wird nicht h¨oher als 103 sein, was mit
Sicherheit ungen¨ugend ist.

Allgemein läßt sich sagen, daß Multipolintegrale von Ladungsverteilungen sehr
große Zahlenwerte annehmen k¨onnen, wenn sie an einem Aufpunkt zu weit entfernt
vom Zentrum der Verteilung bestimmt werden. Bei der Translation zu einem Aufpunkt
in der Nähe des Zentrums bleibt dann eine große relative Ungenauigkeit zur¨uck. Zwar
sollte sich dies auf die Gesamtwechselwirkung weniger stark auswirken, denn Multi-
polintegrale mit hohem Rang tragen nur in hoher Ordnung zur Gesamtwechselwirkung
bei, die zugeh¨origen Wechselwirkungskoeffizienten werden also sehr klein sein. Den-
noch wurde in praktischen Testrechnungen beobachtet, daß dieser numerische Effekt
die Konvergenz der Multipolentwicklung f¨ur große Systeme verhindert.

4.4.2 Abhilfe durch Aufteilen des Systems

Um numerische Probleme zu vermeiden, d¨urfen Multipolintegrale nie in zu großer
Entfernung vom Zentrum der zugrundeliegenden Verteilung gerechnet werden. Wir
dürfen also nicht alle Multipolintegrale an einem gemeinsamen Zentrum ausrechnen.
Stattdessen bietet sich im Prinzip die folgende Vorgehensweise an:

� Teile das Molek¨ul in nicht zu große Bereiche auf, von denen jeder ein eigenes
Zentrum etwa in seiner Mitte erh¨alt.

� Berechne die Multipol-Basisintegrale in Bezug auf jedes dieser Zentren.

� Berechne f¨ur jeden Bereich die Multipolintegrale f¨ur die dort lokalisierten La-
dungsverteilungen in Bezug auf das zugeh¨orige Zentrum durch Transformation
der entsprechenden Basisintegrale.

Die Ladungsverteilungen, die im letzten Schritt zwischen den Bereichen aufzu-
teilen sind, sind wie wir wissen Produktẽφr(r)φi(r) je eines besetzten und virtuellen
Orbitals. Damit die beschriebene einheitliche, blockweise Transformation, Translation
und Multipolentwicklung beibehalten werden kann, m¨ussen Verteilungen mit demsel-
ben besetzten Orbitaljii auch an demselben Zentrum gerechnet werden. L¨aßt sich auf

17siehe Abschnitt 4.1.5, Seite 67
18siehe Abschnitt 4.1.5, Seite 67
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diese Weise ¨uberhaupt eine lokale Aufteilung der Ladungsverteilungen erreichen, so
daß der Abstand einer jeden vom zugeh¨origen Aufpunkt nicht gr¨oßer als ein gew¨unsch-
ter Höchstwert ist?

Ja, dennjri ist Teil der vereinigten Paardom¨ane19 der starken und schwachen Paare
von jii, UP1(i); der Abstand zwischen den beiden Orbitalen kann also nicht viel gr¨oßer
sein alsrd, der Mindestabstand f¨ur Fernpaare20. (Für die Multipolnäherung der Fern-
paare gilt die vereinigte Paardom¨ane der starken, schwachen und Fernpaare, UP2(i).
Der Höchstabstand zwischenjii undjri ist dannrvd, der Mindestabstand der getrenn-
ten Paare. Fernpaare sind allerdings von den beschriebenen numerischen Probleme
kaum betroffen sind, da nur bisp= 3 entwickelt wird.)

Da also Integrale f¨ur ein gegebenes besetztes Orbital stets am gleichen Zentrum
gerechnet werden, stellt sich das Aufteilen des Molek¨uls in Bereiche konkret als Auf-
teilen der besetzten Orbitale in r¨aumlich benachbarte Gruppen (

”
Batches“) dar.

4.4.3 Orbitalgruppen

Zur Aufteilung der Orbitale in Gruppen wurde mit verschiedenen Verfahren experi-
mentiert. Schließlich wurde das im folgenen beschriebene Vorgehen als besonders ro-
bust und zuverl¨assig erachtet. Es ist im Programm als voreingestellte Option imple-
mentiert.

Zunächst wird die Anzahln der Gruppen, die gebildet werden sollen, ermittelt.
Dies geschieht mit Hilfe der Abmessungen des Molek¨uls und der Gr¨oße der Bereiche,
in die es unterteilt werden soll. Als maximaler Durchmesser dieser Bereiche wurde in
Testrechnungen der Wertdbatch= 35 bohr gefunden. Die Einzelheiten dieses Schritts
sind im Anhang beschrieben21.

Dann werden die Gruppenzentren der Bereiche mit Hilfe des Metropolis-Algorith-
mus’ (

”
Simulated Annealing“) bestimmt [95, 98]. Dies ist eine kombinatorische Mi-

nimierungsstrategie, die durch die Kristallisation von Fl¨ussigkeiten inspiriert ist. Sie
zeichnet sich unter anderem dadurch aus, daß sie in der Regel nicht in das n¨achst-
gelegene lokale Minimum, sondern in das globale Minimum oder ein ¨ahnlich tiefes
konvergiert.

Sie beruht auf zuf¨alligen Änderungen der zu optimierenden Parameter, deren Er-
folg an derÄnderung einer Zielfunktion (

”
Energie“) gemessen wird. DiesëAnderung

wird nicht nur dann akzeptiert, wenn die Energie dabei sinkt, sondern zufallsgesteuert
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auch, wenn sie steigt. Die Wahrscheinlichkeit
wird durch einen Boltzmannfaktor

p= e
�∆E

kT (4.99)

19siehe Abschnitt 2.4.2, Seite 42
20siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 32
21siehe Anhang A.5, Seite 134
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bestimmt. Hierzu muß auch eine
”
Temperatur“ definiert werden, die w¨ahrend der Op-

timierung nach einem festgelegten Abk¨uhlungsschema schrittweise gesenkt wird.
Die problemabh¨angigen Elemente dieses Algorithmus wurden folgendermaßen be-

stimmt:

1. Konfiguration.Für uns ist eine Konfiguration ein Satz vonn Ortsvektoren, durch
die die Zentren dern Orbitalgruppen gegeben sind. Um die Stabilit¨at des Op-
timierungsprozesses zu verbessern, sind als m¨ogliche Positionen dieser Zentren
nur die Koordinaten von Atomen des Molek¨uls erlaubt.

2. Konfigurations̈anderung.Eine Konfigurations¨anderung besteht einfach darin,
zufällig eines der Zentren von einem Atom zu einem anderen zu bewegen.

3. Zielfunktion.Hier suchen wir eine Zielfunktion, die beschreibt, wie kompakt
die Orbitalgruppen sind. Diese Gruppen k¨onnen mit Hilfe der Zentren sofort be-
stimmt werden, indem jedes Orbital dem jeweils am n¨achsten liegenden Zentrum
zugeordnet wird. Dann bietet sich als Zielfunktion (

”
Energie“) der Mittelwert

der Abstandsquadrate aller Orbitale von
”
ihrem“ Zentrum an,

E1 =
1

nval
∑
i

�
Ri �Rcen(i)

�2
, (4.100)

wobei die Summe ¨uber alle besetzten Orbitale l¨auft, Ri das Zentroid des Orbi-
tals i und Rcen(i) das diesem Orbital n¨achstliegende Gruppenzentrum undnval
die Zahl der Orbitale bezeichnet. Durch Minimieren dieser Zielfunktion werden
also möglichst kompakte Orbitalgruppen erzeugt.
Insbesondere muß aber verhindert werden, daß einzelne Orbitale zu weit vom

nächsten Zentrum entfernt sind. Um das zu verhindern, kann als Zielfunktion
auch das maximale Abstandsquadrat eines Orbitals vom zugeh¨origen Gruppen-
zentrum dienen,

E2 = Maxi

�
Ri �Rcen(i)

�2
. (4.101)

Natürlich kann E2 nicht allein als Zielfunktion verwendet werden, denn sie
enthält Informationen ¨uber nur ein einziges Orbital und w¨urde daher zu erra-
tischem Konvergenzverhalten f¨uhren. Als endg¨ultige Zielfunktion wurde eine
gewichtete Summe vonE1 und E2 verwendet,E = w1E1 + w2E2, wobei die
Gewichtsfaktoren einfachw1 = w2 = 1=2 gewählt wurden. Um die Effizienz
zu steigern, ohne das Ergebnis wesentlich zu beeinflußen, werden hier in der
endgültigen Implementierung anstelle von Orbitalzentroiden Atomzentren be-
trachtet, denn davon gibt es deutlich weniger.

4. Abk̈uhlungsschema.Als Starttemperatur wurdekT = 10 gewählt. Pro Tempera-
tur werden maximal das zweihundertfache der Anzahl der Freiheitsgrade, also
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200� 3� n verschiedene Konfigurationen durchprobiert. Nach 20� 3� n er-
folgreichen Konfigurations¨anderungen wird ebenfalls die n¨achstniedrigere Tem-
peratur ausgew¨ahlt. Es wird ein selbst konstruiertes Abk¨uhlungsschema mit
zwei verschiedenen Abk¨uhlungsgeschwindigkeiten verwendet. Liegt die relative
Änderung der Energie gegen¨uber der vorigen Energiestufe in einem Fenster von
0:01�0:1, wird dies als Zeichen gewertet, daß das System nahe des Kristallisa-
tionspunktes ist, und langsam abgek¨uhlt, die Temperatur wird dann im n¨achsten
Schritt um 2% gesenkt. Andernfalls wird schneller gek¨uhlt und die Tempera-
tur um 5% gesenkt. Wenn bei einer Temperaturstufe nach 200�3�n Versuchen
keine einzige Konfigurations¨anderung erfolgreich war, wird davon ausgegangen,
daß der Prozess konvergiert ist, und abgebrochen.

Auch wenn sich dieses Verfahren aufwendig anh¨ort, wurde im praktischen Ein-
satz selbst bei großen Molek¨ulen nie beobachtet, daß es l¨anger als eine halbe Minute
gedauert h¨atte, die Orbitalgruppen zu bestimmen.

4.4.4 Weitere Maßnahmen zur Verbesserung der numerischen
Stabilit ät

Abschneiden der Orbitale

Um Fehler durch Runden von Zwischenergebnissen weiter zur¨uckzudrängen, werden
außerdem die Orbitale abgeschnitten. D. h. Orbitalkoeffizienten von besetzten und un-
besetzten Orbitalen werden gleich null gesetzt, wenn die zugeh¨origen Basisfunktionen
weiter alsrcutoff vom Zentrum des Orbitals entfernt sind. Unter dem Zentrum eines
besetzten Orbitals wird hier sein Ladungsschwerpunkt wie in (4.30) verstanden, das
Zentrum eines virtuellen projizierten Orbitals ist der Ort des Atoms, an dem es lokali-
siert ist. Die Orte der Basisfunktionen sind ebenfalls die Orte der zugeh¨origen Atome.
Wir verwendenrcutoff = 15 a. u.

Sinn und Rechtfertigung dieses Verfahrens ist, daß die hierbei zu null gesetzten
Orbitalkoeffizienten aufgrund der Lokalit¨at der Orbitale ohnehin sehr klein sind und
einen vernachl¨assigbaren Beitrag liefern, daß sie aber bei der Integraltransformation
mit Multipolintegralen zusammengehen, die sehr weit von ihrem Aufpunkt entfernt
gerechnet wurden und daher sehr große Zahlenwerte annehmen und entsprechend sehr
große absolute Fehler aufweisen k¨onnen.

Berücksichtigung von Monopolintegralen

Weiter oben wurde gesagt, daß die Monopolintegrale aufgrund der starken Orthogona-
lit ät (also der Orthogonalit¨at zwischen besetzten und virtuellen Orbitalen) verschwin-
den22. Daher wurden sie auch in der urspr¨unglichen Implementierung konsistent un-
terdrückt.

22siehe Abschnitt 4.1.3, Seite 62
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Wegen des Abschneidens der Orbitale gilt hier die starke Orthogonalit¨at in Wirk-
lichkeit aber nur n¨aherungsweise. Es hat sich herausgestellt, das es zur Gew¨ahrleistung
der numerischen Stabilit¨at dann n¨otig ist, Monopolintegrale teilweise mitzunehmen.

Um maximale Konsistenz zu erreichen, sollten eigenlich Monopolintegrale ¨uberall
berücksichtigt werden, so als ob sie nicht null w¨aren. Jedoch w¨are das mit Blick auf
die Effizienzäußerst ung¨unstig, denn bei der Multipolentwicklung w¨urden dann pl¨otz-
lich auch Monopol–2p+1pol-Wechselwirkungen auftauchen, so daß zus¨atzlich Multi-
polintegrale mit h¨oherem Rang alsp ausgerechnet werden m¨ußten, bevor eine solche
Entwicklung ausf¨uhrbar wäre.

Tatsächlich gen¨ugt es jedoch, wenn die Monopolintegrale w¨ahrend der Translation
berücksichtigt werden. Das heißt, w¨ahrend des abschließenden Schritts, der Multi-
polentwicklung selbst, k¨onnen sie ohne Beeintr¨achtigung der numerischen Stabilit¨at
vernachläßigt werden.

4.5 Lineare Skalierung durch Prescreening

4.5.1 Motivation und Analyse

Über die Skalierung der Multipoln¨aherung mit der Molek¨ulgröße wurde bisher nichts
gesagt. Dies ist aber offensichtlich ein wichtiger Punkt: Das Ziel ist ja die Verbesse-
rung des bereitsO(N) skalierenden Zweielektronen-Transformationsschrittes. W¨urde
die Multipolnäherung schlechter skalieren, w¨are es asymptotisch g¨unstiger, auf sie zu
verzichten und auf den herk¨ommlichen Transformationsalgorithmus zur¨uckzugreifen.
Lediglich in einem begrenzten Gr¨oßenbereich k¨onnte sich ihre Verwendung dann loh-
nen.

Das wäre kein Nachteil, wenn dieser Bereich alle in der Praxis auftauchenden F¨alle
abdecken w¨urde. Bei der herk¨ommlichen Multipolnäherung f¨ur Fernpaare ist das der
Fall gewesen. Deren Vorfaktor war n¨amlich so gering, daß sie bei allen Testrechnun-
gen, selbst bei Molek¨ulen mit etwa 150 Atomen, im Vergleich zur Transformation
nicht ins Gewicht fiel [18].

Im Fall der neuen N¨aherung mit Aufspalten des Coulomboperators wird die Mul-
tipolentwicklung aber zu viel h¨oheren Ordnungenp getrieben. Die Skalierung mitp
beträgtO(p6), so daß der Vorfaktor in Bezug auf die Skalierung mit der Molek¨ulgröße
erheblich vergr¨oßert ist. In diesem Fall m¨ochte man nicht mehr auf lineare Skalierung
mit der Molekülgröße verzichten. Dies l¨aßt sich auch hier wieder durch konsequente
Nutzung von Prescreening-M¨oglichkeiten erreichen.

Eine Analyse der Skalierung f¨ur die verschiedenen Schritte der Multipoln¨aherung
der langreichweitigen Integrale zeigt folgendes Bild:

� Die Bereitstellung derMultipol-Basisintegrale(4.40), auf die nicht n¨aher ein-
gegangen wurde, skaliert mit der Zahl dieser Integrale. Diese wiederum skaliert
O(N2), da die Zahl der Indizesµ undν jeweils gleich der Anzahl der Basisfunk-
tionen ist. Wird zur Verbesserung der numerischen Genauigkeit das Molek¨ul in
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Orbitalgruppen aufgeteilt, so daß f¨ur jede Gruppe die Multipolintegrale an ei-
nem anderen Zentrum bestimmt werden, m¨ussen die Basisintegrale so oft neu
gerechnet werden, wie es Orbitalgruppen gibt, was eine Gesamtskalierung von
O(N3) ergibt.

� Bei derTransformation der Multipolintegrale(4.43) handelt es sich um Matrix-
multiplikationen. Wenn das System nicht aufgeteilt wird, ist die Dimension der
beteiligten MatrizenO(N). Die Kosten für jede Matrixmultiplikation sind folg-
lich O(N3). Da die Zahl der Matrizmultiplikationen in diesem Fall unabh¨angig
von der Molekülgröße ist, ist dies zugleich die Gesamtskalierung.
Bei Aufteilung in Orbitalgruppen ergibt sich dieselbe Skalierung. Dann ska-

liert die Zahl der Matrixmultiplikationen mit der Zahl der Gruppen, alsoO(N).
Die MatrizenP und L haben aber daf¨ur dann eine von der Molek¨ulgröße un-
abhängige, nur von der Orbitalgruppengr¨oße abh¨angige Anzahl Spalten, so daß
der Aufwand für jede MatrixmultiplikationO(N2) ist. Von den Matrixelementen
Lν i werden nämlich nur diejenigen gebraucht, f¨ur die i zur jeweiligen Orbital-
gruppe geh¨ort, und von denPµr nur diejenigen, f¨ur die r Element der Vereini-
gungsmenge der vereinigten Paardom¨anen aller zur Orbitalgruppe geh¨orendeni
ist.

� Weitere Schritte: Translation(4.48) undTransformation(4.29). Hier handelt es
sich um Matrixmultiplikationen, an denen nur Matrizen beteiligt sind, deren Di-
mension nicht mit der Molek¨ulgröße skaliert. Die Zahl dieser Multiplikationen
skaliert mit der Zahl der starken und schwachen Paare (im Falle der herk¨omm-
lichen Multipolentwicklung für die Fernpaare mit der Zahl der Fernpaare). Die
Gesamtskalierung ist folglichO(N), zusätzliches Prescreening also weder erfor-
derlich noch erfolgversprechend.

4.5.2 Multipol-Basisintegrale

Zur Analyse der Beitr¨age zu einem multipolentwickelten Austauschintegrale gehen
wir von der 4-Index-Transformationsgleichung

LKi j
rs = ∑

µνρσ
Lµ iPνrLρ jPσs(µνjL(r)jρσ) (4.102)

aus. Die Gr¨oße eines einzelnen Beitrags in der obigen Summe f¨ur eine gegebene Or-
bitalgruppeG läßt sich nach oben absch¨atzen zu���Lµ iPνrLρ jPσs(µνjL(r)jρσ)

���� D̃max
µν TL

µν � D̃max
ρσ TL

ρσ , (4.103)

mit

TL
µν = j(µνjL(r)jµν)j1=2 (4.104)
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– dies ber¨ucksichtigt die verallgemeinerte Schwarz-Ungleichung, die f¨ur die langreich-
weitigen Integrale gilt – und

D̃max
µν = Maxi2G Maxr2UP1(i)Lµ iPνr

= Maxi2G Lµ iP
max
ν i (4.105)

mit

Pmax
ν i = Maxr2UP1(i)Pνr . (4.106)

Nun können wir einen Schwellenwert einf¨uhren und bei der Berechnung der Multipol-
Basisintegrale Basisfunktionspaareµν vernachlässigen, f¨ur die

D̃max
µν TL

µν �Maxρσ

�
D̃max

ρσ TL
ρσ

�
� Schwellenwert (4.107)

gilt. (In der Praxis wird diesëUberlegungen nat¨urlich auf Schalenpaare angewendet.)
Für ein gegebenes Orbitali gibt es jeweils nur eine konstante Anzahl signifikanter

MatrixelementeLµ i bzw.Pmax
ν i . Die Menge der Orbitale in der GruppeG wiederum be-

findet sich in einem lokalen Abschnitt des Molek¨uls, der nicht mit der Molek¨ulgröße
skaliert. Also gibt es letzten Endes f¨ur ein gegebenesG eine konstante Anzahl̃Dmax

µν
und somit von Basisfunktionspaaren, f¨ur die die Absch¨atzungüber dem Schwellen-
wert liegt. Der Gesamtaufwand f¨ur die Erzeugung der Multipolbasisintegrale skaliert
demnach asymptotisch nur noch mit der Zahl der Orbitalgruppen, also linear. Die An-
wendung der Schwarz-Ungleichung verbessert den Vorfaktor.

Wird das Molekül nicht in Orbitalgruppen aufgeteilt, skaliert die Zahl der signifi-
kanten ElementẽDmax

µν mit der Zahl der besetzten Orbitale, also linear, und da die Zahl
der Orbitalgruppen dann konstant gleich eins ist, ist das auch die Gesamtskalierung.

4.5.3 Transformation der Multipolintegrale

Durch konsequente Ermittlung von oberen Schranken f¨ur jeden Beitrag in (4.41)
läßt sich auch f¨ur diesen Schritt ein Prescreening-Algorithmus entwickeln. Allerdings
würde das bedeuten, daß man auf die Multiplikation großer Matrizen verzichten m¨ußte
und sich mit einem niedrigeren Datendurchsatz zufriedengeben m¨ußte. Um den Ein-
fluß dieses Effekts so gering wie m¨oglich zu halten, sollten in diesem Fall immer meh-
rere Schalen zusammengefaßt und einheitlich behandelt werden (

”
Shell Merging“),

was einen großen technischen Aufwand bedeuten w¨urde. Auf jeden Fall w¨are der
Mehraufwand erheblich und m¨ußte durch die erzielten Einsparungen erst einmal auf-
gewogen werden.

Da der Vorfaktor dieses Schrittes ohnehin nicht sehr groß ist, erscheint es angemes-
sener, auf ein aggressives Prescreening unter großem technischen Aufwand zu verzich-
ten und unter Beibehaltung des Matrixformalismus’ lineare Skalierung zu gew¨ahrlei-
sten. Das ist leicht m¨oglich, wie im folgenden gezeigt wird.
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Betrachten wir f¨ur eine gegebene OrbitalgruppeG die Multipol-Basisintegrale
Q̄m:R0(G )

µν , die den vorigen Prescreening-Schritt ¨uberlebt haben. Aufgrund von (4.105)
sind das nur solche, f¨ur dieµ undν sich in räumlicher Nähe zuG befinden. Sie lassen
sich vollständig als Elemente einer quadratischen Matrix darstellen, deren Dimension
nicht mit der Molekülgröße skaliert. Die ben¨otigte Untermenge von Basisfunktionen
nennen wir BF(G ).

Somit werden von den MatrizenfPµrg undfLν ig in (4.43) auch nur die entspre-
chenden Submatrizen gebraucht, f¨ur die jeweils die Zeilen (AO-Indizes) dieser Un-
termenge entnommen sind, alsoµ 2 BF(G ), ν 2 BF(G ). Diese Dimensionen sind
dann ebenfalls asymptotisch unabh¨angig von der Molek¨ulgröße. Für die anderen Di-
mensionen gilt das ohnehin, wie bereits dargelegt wurde:i ist Teil der Orbitalgruppe,
i 2 G , und r Teil der Vereinigungsmenge der zugeh¨origen vereinigten Paardom¨anen,
r 2 fUP1(i)ji 2 G g. Der Transformationsschritt (4.43) ist dannO(1) für jede einzelne
Orbitalgruppe undO(N) insgesamt.

Dieser Ansatz liefert nur lineare Skalierung, wenn tats¨achlich eine Unterteilung in
Orbitalgruppen vorgenommen wird. Andernfalls, wenn sich gewissermaßen alle Orbi-
tale gemeinsam in einer Orbitalgruppe befinden, ist BF(G ) im wesentlichen gleich der
Gesamtzahl der Basisfunktionen und proportional zur Molek¨ulgröße. Die Transforma-
tion bleibt dann einO(N3)-Schritt. Da jedoch wie gesagt dieser Schritt einen geringen
Vorfaktor hat, erscheint es vertretbar, daß die lineare Skalierung hier erst einsetzt, wenn
eine Unterteilung in mehrere Orbitalgruppen erforderlich ist.

4.6 Implementierung. Effizienz

In diesem die theoretische Behandlung der Multipoln¨aherung abschließenden Ab-
schnitt wird, die Brücke zur Praxis schlagend, noch etwas genauer auf die Implemen-
tierung des Verfahrens eingegangen.

Die multipolapproximierte Behandlung der langreichweitigen Integrale l¨aßt sich
klar in zwei zeitlich aufeinanderfolgende Schritte einteilen:

1. Die Berechnung derMultipolintegrale, die aus der Berechnung der Multipol-
Basisintegrale und ihrer Transformation besteht.

2. Die eigentlicheMultipolentwicklung, die für jedes Paar bzw. jeden Block23

die Translation der ben¨otigten Multipolintegrale, das Aufstellen der Wechsel-
wirkungsmatrix und die Berechnung der multipolgen¨aherten langreichweitigen
Austauschintegrale durch Matrixmultiplikation umfaßt.

Die technischen Vorg¨ange bei der Ausf¨uhrung eines jeden dieser beiden Schritte wer-
den nun beschrieben.

23siehe Abschnitt 4.1.4, Seite 63
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4.6.1 Multipolintegrale

Multipols ätze

Die Bereitstellung der Multipolintegrale setzt sich im wesentlichen aus der Berech-
nung der Basisintegrale und ihrer Transformation zusammen24. Doch wie ist dies prak-
tisch umzusetzten?

Naheliegend w¨are, zun¨achst alle Multipol-Basisintegrale zu berechnen und an-
schließend die Integraltransformation durchzuf¨uhren. Der Nachteil dieses Vorgehens
ist, daß die Zwischenspeicherung alle Basisintegrale auf einmal bei weitem zu viel
Speicherplatz ben¨otigen würden, weitaus mehr als die endg¨ultig benötigten transfor-
mierten Integrale (f¨ur eine gegebene Multipolspezies(l ;m;n) gibt esN2 Basisintegrale
Q̄(l ;m;n)

µν , wennN die Zahl der Basisfunktionen ist, aberm�UP1 IntegraleQ̌(l ;m;n)
ri

, wo-

bei m die Zahl der besetzten Orbitale ist undUP1 die durchschnittliche Gr¨oße der
UP1-Domänen).

Als Alternative böte es sich an, f¨ur jede Multipolspezies(l ;m;n) zunächst die Ba-
sisintegraleQ̄(l ;m;n)

µν zu berechnen und anschließend sofort zu transformieren, wodurch
der Speicherplatzbedarf drastisch reduziert w¨urde. Dies w¨are jedoch nicht optimal ef-
fizient, da dann aufgrund der internen Struktur des Integralprogramms [99] viele red-
undante Berechnungen ausgef¨uhrt würden.

Daher werden immer soviele Multipolspezies auf einmal behandelt, daß der zur
Verfügung stehende Speicherplatz m¨oglichst voll ausgenutzt wird. Hierzu wurde die
Schnittstelle des Integralprogramms so modifiziert, daß eine Liste von Multipolspezies
übergeben werden kann, f¨ur die dann die Multipolbasisintegrale berechnet werden. Die
Menge der Multipolspezies, f¨ur die die Basisintegrale auf einmal berechnet werden,
nennen wirMultipolsatz.

Vereinheitlichte Behandlung von Multipolintegralen: Modifiziertes Prescreening

Beim Prescreening ergibt sich eine Modifikation: Da die Multipolintegrale hinter-
her nicht nur zur Berechnung der langreichweitigen Integrale f¨ur starke und schwa-
che Paare, sondern auch der herk¨ommlich multipolapproximierten Austauschintegrale
für die Fernpaare dienen [24], ist den f¨ur beides relevanten Multipolr¨angen bei der
Prescreening-Ungleichung (4.105) die UP2-Dom¨ane und nicht die UP1-Dom¨ane zu-
grundezulegen. Die UP2-Dom¨ane eines Orbitalsi ist die Vereinigungsmenge aller star-
ker, schwacher und Fernpaare, an denen es beteiligt ist.

Um Multipolränge zu unterscheiden, die f¨ur Fernpaare relevant sind oder nicht, de-
finieren wir an dieser Stelle die Symbolep1 für den höchsten Multipolrang bei der Ent-
wicklung der langreichweitigen Integrale (das betrifft nur starke und schwache Paare)
und p2 für den höchsten Rang bei der herk¨ommlichen Multipolbehandlung der Fern-
paare. Seit [24] wirdp2 = 3 verwendet, w¨ahrendp1 meist viel höher gewählt wird25.

24siehe Abschnitt 4.1.5, Seite 67
25Die Implementierung sieht zus¨atzlich die Möglichkeit vor, unterschiedliche h¨ochste Multipolränge
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Tatsächlich wird hier grunds¨atzlich die UP2-Dom¨ane verwendet, da erhebliche
numerischen Fehler zu beobachtet sind, wenn nach der UP1-Dom¨ane und der UP2-
Domäne gescreente Multipolintegrale gemischt werden.

Transformation

Kehrt das Integralprogramm zur¨uck und die Multipolbasisintegrale f¨ur den aktuellen
Multipolsatz liegen vor, wird f¨ur eine Multipolspezies nach der anderen die Transfor-
mation nach (4.43) durchgef¨uhrt26. Dies geschieht wie bereits dargelegt durch Multi-
plikation der minimalen ben¨otigten Submatrizen27. Dieser Schritt ist exakt, daher kann
hier je nach Bedarf die UP1- oder UP2-Dom¨ane verwendet werden.

Am Schluß werden alle transformierten Integrale des Satzes gestreut auf die Fest-
platte geschrieben.

”
Gestreut“ heißt, daß die Integrale nicht zusammenh¨angend ge-

schrieben werden. Es handelt sich um eine Art Umsortierungsschritt, der demÜber-
gangQ̌m:R0

ai
! Qai:R0

m in (4.42) entspricht. Wie die Integrale auf die Festplatte gespei-
chert werden, wird im folgenden besprochen.

Speicheraufteilung. Kompression

Zu speichern sind alle ben¨otigten MultipolintegraleQi:R0
mr . Dabei läuft i über alle be-

setzten Orbitale,m über alle Multipolspezies mit Rang� p und r über alle virtuellen
Orbitale2 UP1(i) bzw.2 UP2(i), je nach dem, ob der Rang vonm� p2 ist (dann wird
die UP2-Domäne ben¨otigt) oder nicht.

Bei der Multipolentwicklung soll anhand eines gegebenen Orbitalindizesi auf die-
se Integrale zugegriffen werden k¨onnen. Daher sollte dies der langsamste Index sein
(d. h., zuerst kommen alle Multipolintegrale zu Orbital 1, dann alle zu Orbital 2 usw.).
Der zweitlangsamste Index solltem sein, weil so beim gestreuten Speichern des Mul-
tipolsatzes nur ein Plattenzugriff pro besetztem Orbital n¨otig ist. Der schnellste Index
ist dannr. Die Speicherung erfolgt komprimiert, das heißt, f¨ur r =2 UPn(i) wird auch
kein Speicherplatz belegt.

Es wird eine Liste gef¨uhrt, in der für jedes besetzte Orbitali ein Zeiger auf den
Anfang der zugeh¨origen Daten steht. Diese lassen sich leicht mit Hilfe der L¨ange des
Datensatzes f¨ur jedes Orbital errechnen, sie betr¨agt [Anzahl Multipolspezies� p2] �
[Länge von UP2(i)] + [Anzahl Multipolspezies> p2 und� p1]� [Länge von UP1(i)].

Anzahl der Multipolspezies. Skalierung mitp

Der Aufwand zur Berechnung der Multipolintegrale ist direkt proportional zur Anzahl
der Multipolspezies, f¨ur die Integrale gerechnet werden. Die Frage ist also, wieviele

für die einheitliche monopolare Entwicklung und die Entwicklung in vier Bl¨ocken zu verwenden, also
praktisch starke und schwache Paare unterschiedlich zu behandeln.

26siehe Abschnitt 4.1.5, Seite 67
27siehe Abschnitt 4.5.3, Seite 86
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Multipolspezies gibt es mit Rang� p?
Der erste Teil zur Antwort ist die Bestimmung der Anzahl Multipolspezies

(nx;ny;nz) mit einem bestimmten Rangn, also nx + ny + nz = n. Hierbei kann der
x-Exponentnx alle Werte zwischen 0 undn annehmen. Istnx gewählt, bleibt für ny

ein Bereich von 0 bisn�nx, das sindn�nx+1 Möglichkeiten.nz ist nicht mehr frei
wählbar, wennnx undny gewählt sind, sondern gleichn�nx�ny. Die gesuchte Anzahl
ist also

n

∑
nx=0

(n�nx+1) =
n+1

∑
k=1

k=
1
2
(n+1)(n+2). (4.108)

Die Gesamtzahl der Multipolspezies mit Rang� p ist somit

p

∑
n=0

1
2
(n+1)(n+2) =

1
6
(p+1)(p+2)(p+3). (4.109)

Diese Gleichung l¨aßt sich leicht durch vollst¨andige Induktion beweisen28. Man beach-
te, daß diese Formel auch das Monopolintegral enth¨alt. Sollen Monopolintegrale nicht
verwendet werden, verringert sich die Zahl der Multipolspezies um eins.

Die letzte Gleichung zeigt, daß die Zahl der MultipolintegraleO(p3) ist. Dies ist
zugleich die Skalierung der Computerkosten f¨ur diesen Schritt.

In Abbildung 4.3 wird das Vorgehen grob zusammengefaßt.

4.6.2 Multipolentwicklung

Die Multipolentwicklung wird durch eine Schleife ¨uber alle Paare getrieben, f¨ur die
multipolgenäherte Austauschintegrale ben¨otigt werden.

Für Fernpaare findet eine herk¨ommliche Multipolentwicklung der asymmetrischen
Domäne statt. F¨ur starke und schwache Paare wird aufgrund des Orbitalabstandes die
Weiche zwischen einheitlicher monopolarer Entwicklung aller Integrale des Paares
und Behandlung in vier Bl¨ocken unterschieden29. In jedem Fall werden zuerst die Mul-
tipolintegrale für beide Orbitale von der Festplatte gelesen und dabei die Integraldaten
weiter komprimiert, da nun nur noch die Paardom¨ane oder gar eine Orbitaldom¨ane
relevant ist und nicht mehr die vereinigte Paardom¨ane. Bevor dann die eigentlichen

28Der Induktionsanfang ist trivial, der Induktionsschritt ist

p+1

∑
n=0

1
2
(n+1)(n+2) =

1
6
(p+1)(p+2)(p+3)+

1
2
(p+2)(p+3)

=
1
6
(p+2)(p+3)(p+4).

29siehe Abschnitt 4.1.4, Seite 63
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SCHLEIFE über OrbitalgruppenG
SCHLEIFE über MultipolsätzeM

Aufruf des Integralprogramms: Berechne f¨ur allem2M
die MultipolbasisintegralēQm:R0(G )

µν
SCHLEIFE über Multipolspeziesm2M

Integraltransformation̄Qm:R0(G )
µν ! Q̌m:R0(G )

ri
NÄCHSTESm
Gestreutes Speichern der Integrale auf der Festplatte

NÄCHSTESM

NÄCHSTESG

ABBILDUNG 4.3: Schematischer Ablauf der Berechnung der Multipolintegrale

Multipolentwicklungen stattfinden, muß gegebenenfalls die Translation nach (4.48)
dieser Integrale besorgt werden.

Einheitliche monopolare Behandlung. Bei der monopolaren Entwicklung muß le-
diglich gewährleistet sein, daß f¨ur beide Orbitale die Multipolintegrale f¨ur den
selben Aufpunkt vorliegen. Daß ist automatisch gegeben, wenn beide Orbitale
zur gleichen Orbitalgruppe geh¨oren. Ansonsten wird eine Translation f¨ur bei-
de Orbitale zum in der Mitte zwischen beiden Gruppenzentren gelegenen Punkt
durchgeführt.

Behandlung in vier Blöcken. Hier werden für beide Orbitale je zwei Versionen
benötigt: Einmal mit dem Aufpunkt am jeweiligen Orbitalzentroid [Ri bzw.
Rj , siehe (4.30) und (4.31)], und einmal am Punkt in der Mitte zwischen beiden
Zentroiden [Rm, siehe (4.32)]

Behandlung von Fernpaaren.Dazu werden die Integrale mit Aufpunkt am jeweili-
gen Orbitalzentroid ben¨otigt.

Die Translation entspricht der Multiplikation einer Matrix, deren beide Dimensionen
O(p3) sind, mit einer Matrix, deren eine DimensionO(p3) und deren andere Dimen-
sionO(1) ist. Sie ist also einO(p6)-Vorgang.

Hat man durch Translation die erforderlichen Integrale erzeugt, ist f¨ur jeden Block
nur noch eine monopolare oder bipolare Multipolentwicklung durchzuf¨uhren, deren
Ergebnis die Austauschintegrale sind. Bei der bipolaren Entwicklung laufen jeweils
folgende Schritte ab:

1. Zunächst werden dieCR
k;l durch Aufstellen und L¨osen des Gleichungssystems

(4.90) bestimmt.R (der Abstand der Zentren) ist dabei der variable Parameter,



92 Aufspalten des Coulomboperators II: Multipolentwicklung f¨ur den langreichweitigen Teil

der es erforderlich macht, daß dies f¨ur jedes Paar von neuem geschehen muß.
Wie schon dargelegt, verursacht dieser SchrittO(p6) Kosten30.

2. Mit Hilfe der CR
k;l und den Gleichungen (4.76) und (4.78) k¨onnen dann in zwei

Schritten dieDR
i jk berechnet werden. Durch Abz¨ahlen der Indizes in den beiden

Gleichungen ermittelt man leicht, daß der erste SchrittO(p4) und der zweite
SchrittO(p6) skaliert.

3. Die Matrixelemente der WechselwirkungsmatrixUR
(i; j ;k)(l ;m;n) lassen sich nun mit

Hilfe derDi; j ;k nach (4.17) unterO(p6) Kosten ermitteln.

4. Die eigentliche Multipolentwicklung besteht aus zwei Matrixmultiplikationen
nach (4.29). Die beiden Dimensionen der in der Mitte stehenden Wechselwir-
kungsmatrix sindO(p3), die der Multipolmatrizen jeweils einmalO(p3) und
einmalO(1). Die erste Matrixmultiplikation ist alsoO(p6), die zweiteO(p3).

Bei der monopolaren Entwicklung sind die Schritte 3 und 4 die selben. Die Ermitt-
lung derD0

i jk vereinfacht sich aber. Es ist die Berechnung derC0
i nach (4.87) n¨otig,

woraus direkt dieD0
i jk nach (4.58) erh¨altlich sind. Diese Rechnungen sind außerdem

nur einmal nötig, da hier kein vom Paar abh¨angiger Parameter auftritt (der Abstand der
Zentren ist immer null). Das gilt auch f¨ur Schritt 3, die Berechnung vonU0

(i; j ;k)(l ;m;n)
31.

Sobald alle Integrale eines Paares berechnent wurden, werden sie auf die Festplatte
zurückgespeichert, gegebenenfalls nachdem die Summe der kurz- und langreichweiti-
gen Integrale gebildet wurde. In dieser Form fließen sie anschließend in die iterative
Lösung der MP2-Gleichungen ein32.

Das Verfahren wird in Abbildung 4.4 vereinfacht zusammengefaßt.

Skalierung mit p

Weil kein Schritt teurer alsO(p6) ist, entspricht dies auch der Gesamtskalierung des
Verfahrens. Es handelt sich um die bestm¨ogliche Skalierung f¨ur eine kartesische Mul-
tipolentwicklung, da grunds¨atzlich O(p6) Wechselwirkungsterme auftreten (O(p3)
Multipolmomente der einen Ladungsverteilung wechselwirken mitO(p3) Multipol-
momenten der anderen Ladungsverteilung).

30siehe Abschnitt 4.3.1, Seite 72
31Jedoch sind die Kosten f¨ur diesen Schritt sehr gering, so daß man stattdessen auch den Speicherplatz

für diese potentiell große Matrix sparen und sie bei Bedarf immer wieder neu aus denD0
i jk berechnen

kann.
32siehe Abschnitt 2.3.3, Seite 35
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Wechselwirkungsmatrix: berechneU0

SCHLEIFE über starke und schwache Paarei j

LeseQi:R0(i)
[i j ]

undQj :R0(j)
[i j ]

FALLS Abstand voni j < rm

FALLS R0(i) 6= R0( j)
Translation zu gemeinsamem ZentrumR

Monopolare Entwicklung:L K ij
[i j ;i j ]

:= Qi:R†
[i j ]

U0Qj :R
[i j ]

ANDERNFALLS

FALLS Abstand voni j < ri
Wechselwirkungsmatrix: berechneURij

Translation: berechneQi:Ri
[i]

, Qi:Rm
[i j ]

, Qj :Rj
[ j ]

, Qj :Rm
[i j ]

Monopolare Entwicklung:L K ij
[i;i]

:= Qi:Rm†
[i]

U0Qj :Rm
[i]

Monopolare Entwicklung:L K ij
[ j ; j ]

:= Qi:Rm†
[ j ]

U0Qj :Rm
[ j ]

ANDERNFALLS

Wechselwirkungsmatrizen: berechneURij undURij =2

Translation: berechneQi:Ri
[i]

, Qi:Rm
[ j ]

, Qj :Rj

[ j ]
, Qj :Rm

[i]

Bipolare Entwicklung:L K ij
[i;i]

:= Qi:Ri†
[i]

URij =2Qj :Rm
[i]

Bipolare Entwicklung:L K ij
[ j ; j ]

:= Qi:Rm†
[ j ]

URij =2Qj :Rj

[ j ]
WEITER

Bipolare Entwicklung:LK ij
[i; j ]

:= Qi:Ri†
[i]

URij Qj :Rj

[ j ]

Monopolare Entwicklung:L K ij
[ j ;i]

:= Qi:Rm†
[ j ]

U0Qj :Rm
[i]

WEITER

ApproximierteL K ij
[i j ;i j ]

auf Festplatte schreiben

NÄCHSTES i j

SCHLEIFE über Fernpaarei j
LeseQi:R0(i)

[i j ]
undQj :R0(j)

[i j ]

Wechselwirkungsmatrix: berechneURij

Translation: berechneQi:Ri
[i]

, Qj :Rj
[ j ]

Bipolare Entwicklung:L K ij
[i; j ]

:= Qi:Ri†
[i]

URij Qj :Rj
[ j ]

ApproximierteKij
[i; j ]

auf Festplatte schreiben

NÄCHSTES i j

ABBILDUNG 4.4: Schematischer Ablauf der Durchf¨uhrung der Multipolentwicklung
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4.6.3 Parallelisierung

Ein spezieller Aspekt der Implementierung, der hier in aller K¨urze noch angespro-
chen werden soll, ist die Parallelisierung. Damit ist die Einrichtung des Programms
für den Parallelbetrieb gemeint, also des Betriebs auf mehreren Prozessoren eines
Multiprozessorrechners oder auch mehreren untereinander vernetzten Rechnern (

”
Clu-

ster“) gleichzeitig. Im Idealfall wird sich die ben¨otigte Rechenzeit umgekehrt propor-
tional zur Zahl der eingesetzten Prozessoren verhalten. Parallelisierung bietet somit
eine Möglichkeit, die Rechenzeit drastisch zu verk¨urzen, so daß ein rasch ben¨otig-
tes Resultat schneller erhalten werden kann. (Die Computerkosten bleiben jedoch im
beschriebenen Idealfall konstant, da ja entsprechend mehr Ressourcen eingesetzt wer-
den.)

Um dies zu erreichen, muß f¨ur jeden rechenzeitkritischen Schritt eine Strategie
entwickelt und implementiert werden, die daf¨ur nötigen Rechenschritte gleichm¨aßig
auf die zur Verfügung stehenden Prozessoren zu verteilen, unter folgender Randbe-
dingung: Während sich das Programm in einer solchen parallelen Phase befindet,
muß jeglicher Datenaustausch zwischen den einzelnen Prozessoren (

”
Kommunikati-

on“) möglichst vermieden oder auf ein Minimum beschr¨ankt werden, da dies stets mit
Latenz- und Wartezeiten und damit empfindlichen Leistungseinbußen verbunden ist.

In MOLPRO erfolgt die Parallelisierung mit Hilfe des Global Array Toolkits [100,
101], das einen transparenten Zugriff auf von den Teilprozessen gemeinsam verwen-
dete Speicherressourcen erm¨oglicht, unabh¨angig davon, ob sich diese in tats¨achlich
von allen Prozessoren gemeinsam in symmetrischer Weise genutzter Speicherhardwa-
re (

”
Shared Memory“) befinden oder in Speicher, der einzelnen Prozessoren zugeord-

net ist und auf den die ¨ubrigen nur mit hoher Latenzzeit zugreifen k¨onnen (
”
Local

Memory“ /
”
Distributed Memory“).

Im Fall der Multipolnäherung lassen sich ohne weiteres zwei Schritte ausmachen,
für die eine parallele Implementierung notwendig ist, n¨amlich die Berechnung der
Multipolintegrale und die Durchf¨uhrung der Multipolentwicklung.

Multipolintegrale

Hierfür sind zwei Strategien implementiert worden.
Die naheliegendste Strategie ist hier die Parallelisierung ¨uber Multipolsätze33, d. h.

jeder Teilprozess ist f¨ur die Berechnung einer Teilmenge der Multipols¨atze verantwort-
lich. Dieser Ansatz minimiert die Kommunikation zwischen den Prozessen, denn die
nötigen Rechnungen f¨ur jeden Multipolsatz h¨angen nicht vom Ergebnis f¨ur andere
Multipolsätze ab. Um eine gleichm¨aßige Verteilung auf die Prozessoren zu erzielen,
kann es notwendig sein, eine andere Aufteilung der Multipolspezies in Multipols¨atze
vorzunehmen – wird z. B. auf acht Prozessoren gerechnet, dann sollten auch nicht
weniger als acht gleichm¨aßig große Multipols¨atze gebildet werden, sonst bleibt ein
Teil der Prozessoren unbesch¨aftigt. Als Konsequenz dieses Vorgehens kann sich die

33siehe Abschnitt 4.6.1, Seite 88
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Zahl der für jeden Multipolsatz redundant ausgef¨uhrten Berechnungen beim Parallel-
betrieb erh¨ohen, und im asymptotischen Fall vieler Prozessoren wird sich f¨ur sie keine
Beschleunigung durch Steigerung der Prozessorenzahl (

”
Speedup“) ergeben.

Eine alternative Strategie, die (um den Preis erh¨ohter Kommunikation zwischen
den Prozessoren) diesen Nachteil vermeidet, besteht in einer Parallelisierung der Basi-
sintegralberechnung selbst, indem ¨uber Schalenpaare parallelisiert wird. Jeder Prozess
berechnet einen Teil der Basisintegrale f¨ur jede Multipolspezies, w¨ahrend die ¨ubrigen
zu null initialisiert und nicht ver¨andert werden; die GesamtmatrizenfQm

µνg werden
dann als Summe der in den Teilprozessen erstellten Matrizen (

”
globale Summe“) be-

rechnet. In diesem Fall muß dann ¨uber Transformation und Kompression jeweils extra
parallelisiert werden, die Parallelisierung dieser Schritte ist trivial und erfolgt ¨uber
Multipolspezies bzw. besetzte Orbitale.

Multipolentwicklung

Die Parallelisierung dieses Schrittes ist wiederum trivial, sie erfolgt ¨uber Paare. Die
Ergebnisse der Multipolentwicklung f¨ur jedes Paar h¨angen nicht von den Ergebnissen
für andere Paare ab, so daß sich die n¨otige Kommunikation auf die abschließende
Synchronisation beschr¨ankt.

Aus Zeitgründen wurden f¨ur die parallele Implementierung der Multipoln¨aherung
keine Benchmarkrechnungen durchgef¨uhrt.
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Kapitel 5

Ergebnisse

5.1 Auswahl und Durchführung der Benchmarks

5.1.1 Testsysteme

Peptidketten

Bereits früher wurden Rechenzeiten und
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ABBILDUNG 5.1: Oligopeptid-Systeme.
(a) Glycin-Tetrapeptid als gestreckte Ket-
te (

”
gly4“), (b) Alanin-Decapeptid alsα-

Helix (
”
ala10“)

Genauigkeiten lokaler, multipolgen¨aherter
LMP2-Rechnungen an unterschiedlich gros-
sen Glycin-Oligopeptiden in vollst¨andig ge-
streckter Konformation untersucht [18, 24].
Wir bezeichnen sie hier als glyn (n 2 f4, 8,
12, 16, 20g), damit ist ein lineares Peptid
ausn kondensierten Glycineinheiten gemeint
(siehe Abbildung 5.1).

Es handelt sich um besonders lange und
gleichzeitig sehr d¨unne Moleküle. Beim Ein-
bau zus¨atzlicher Glycineinheiten w¨achst das
System nur in die L¨ange, nicht in der Breite
oder Höhe. In diesem Fall spricht man von ei-
nem

”
eindimensionalen“ Benchmarksystem.

Auf solchen eindimensionale Systeme
liegt üblicherweise der Schwerpunkt, wenn
O(N)-Methoden zu benchmarken sind. In
ihnen wächst nämlich der mittlere Abstand
zwischen verschiedenen Teilen des Systems
besonders schnell mit seiner Gr¨oße (etwa
proportional), ebenso die Anzahl großer Ab-
stände. So l¨aßt sich der effizienzsteigernde
Effekt der unterschiedlichen Prescreening-Maßnahmen am besten demonstrieren, und
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ABBILDUNG 5.2: Zweidimensional ausgedehnte Testsysteme. Von links oben im Gegenuhr-
zeigersinn: C6H12 (Cyclohexan,

”
cyclo–1“), C24H36 (

”
cyclo–7“), C42H60 (

”
cyclo–13“) und

C54H72 (
”
cyclo–19“). Die Systeme sind ges¨attigt, die Wasserstoffatome aber nicht dargestellt.

Alle Sechsringe liegen in Sesselform vor.
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ABBILDUNG 5.3: Dreidimensional ausgedehnte Testsysteme: Ausschnitte der Diamantstruk-
tur. (a) C10H16 (Adamantan,

”
cage–1“), (b) C26H32 (

”
cage–5“), (c) C42H48 (

”
cage–9“). Die

Oberflächen sind mit Wasserstoffatomen abges¨attigt, die in der Darstellung weggelassen sind.

der asymptotische Bereich, in dem die Abh¨angigkeit zwischen Molek¨ulgröße und Re-
chenkosten tats¨achlich ann¨ahernd linear ist, wird bereits f¨ur mäßig große Systeme
erreicht.

Andererseits haftet solchen Systemen etwas k¨unstliches an. Sie haben nur bedingt
Aussagekraft f¨ur konkrete Anwendungsf¨alle, in denen lange, st¨abchenf¨ormige Mo-
leküle die Ausnahme und nicht die Regel sind. Dies gilt f¨ur die glyn-Systeme in beson-
derem Maße, da Peptide in Wirklichkeit meist keine linearen isolierten Ketten bilden,
sondern kompaktere Konformationen annehmen. Das System ala10 (siehe Abbildung
5.1), ein Peptid aus zehn kondensierten Alanin-Einheiten, bildet eine Br¨ucke zu rea-
listischen Systemen, da es hier alsα-Helix vorliegt und außerdem Seitenketten hat.
Diese Geometrie wurde ebenfalls aus einer fr¨uheren Arbeit entliehen [18, 53].

Zwei- und dreidimensionale Testsysteme

Als zweidimensionale Systeme wurde eine Reihe von scheibenf¨ormigen, ann¨ahernd
runden Molekülen konstruiert, die aus annelierten Cyclohexanringen1 aufgebaut sind
(siehe Abbildung 5.2). Die Geometrien wurden mit der semiempirischen AM1-
Methode [102–105] optimiert. Dabei wurde die Schnittstelle des kommerziellen Mo-
lecular-Modeling-Pakets Cerius2 zu MOPAC 6 [106] benutzt. Die vier Systeme ent-
halten ein, sieben, dreizehn und neunzehn Cyclohexanringe und werden im weiteren
mit cyclo–1, cyclo–7, cyclo–13 und cyclo–19 abgek¨urzt.

Weiter wurden dreidimensionale Systeme entwickelt, indem als Bauelement Ada-
mantankäfige verwendet wurden, so daß (an den Oberfl¨achen mit Wasserstoff ab-

1In der Linear-Scaling-Literatur werden stattdessen h¨aufig annelierte Benzolringe genommen, also
Ausschnitte aus Graphitschichten. Dies kommt aber f¨ur Rechnungen mit lokalen Korrelationsmethoden
nicht in Frage, da die entstehenden Systeme naturgem¨aß sehr stark delokalisiert sind.
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(a) (H2O)20 (b) (H2O)60

ABBILDUNG 5.4: Dreidimensional ausgedehnte Testsysteme: Wassercluster

gesättigte) Ausschnitte aus der Diamantstruktur entstehen (siehe Abbildung 5.3). Wie-
derum wurden Geometrieoptimierungen auf AM1-Niveau durchgef¨uhrt. Die drei Sy-
steme bestehen aus ein, f¨unf und neun Adamantank¨afigen und werden im folgenden
unter cage–1, cage–5 und cage–9 gef¨uhrt.

Ursprünglich war noch ein gr¨oßeres Molek¨ul in dieser Reihe vorgesehen. Jedoch
sind schon die Rechnungen f¨ur cage–9 die teuersten der gesamten Studie, obwohl es
mit 90 Atomen und 828 Basisfunktionen (VDZ-Basis) nur mittelgroß ist. Das liegt
daran, daß es von den Abmessungen her extrem kompakt und klein ist. Im Vergleich
zu ausgedehnten Molek¨ulen bedingt das ein stark verringertes Einsparungspotential.

Um ausgedehnte dreidimensionale Systeme zeigen zu k¨onnen, wurden daher noch
zwei Wassercluster aus [18] verwendet (siehe Abbildung 5.4). Sie sind durch globale
Geometrieoptimierung unter Verwendung eines speziell angepaßten Kraftfeldes erhal-
ten worden [18]. Die Wassermolek¨ule in diesen Clustern sind sehr locker gepackt, im
Gegensatz zu den Kohlenstoffatomen in der Diamantstruktur. Deshalb sind Rechnun-
gen für die Wassercluster viel schneller als f¨ur vergleichbare cage–n-Systeme.

Wirkstoffmolek üle

Um realistische molekulare Systeme zu studieren, die so oder ¨ahnlich auch in wirkli-
chen Anwendungen vorkommen k¨onnten, wurden auch einige Wirkstoffmolek¨ule be-
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ABBILDUNG 5.5: Wirkstoffmoleküle. Wasserstoffatome sind weggelassen
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trachtet, deren Geometrien aus einer Internetdatenbank entnommen wurden [107].
Indinavir (auch Crixivan genannt) ist ein Proteaseinhibitor mit antiviraler Wirkung.

Es wird in der Kombinationstherapie zur Behandlung von AIDS eingesetzt. Dabei wird
es zusammen mit anderen Proteaseinhibitoren verwendet, um der Entstehung resisten-
ter HI-Viren vorzubeugen [108].

Taxol (oder Paclitaxel), daß aus der Pazifischen Eibe gewonnen wird, ist ein hoch-
wirksames Zytostatikum mit einzigartigem Wirkprinzip. Es verhindert den Abbau ge-
wisser Zellstrukturen, der Mikrotubuli, die normalerweise nur w¨ahrend der Zellteilung
auftreten, und hemmt so das weitere Wachstum und die erneute Teilung der Zelle. Ta-
xol ist ein vielversprechendes Medikament zur Chemotherapie bestimmter Krebsarten,
darunter Brustkrebse und das durch AIDS verursachte Kaposi-Sarkom [109].

Erythromycin A und Nonactin sind zwei Makrolid-Antibiotika. Sie bilden stabile
Komplexe mit Kationen, ¨ahnlich wie die bekannten Kronenether. So k¨onnen sie Ionen
in oder in der Nähe biologischer Membrane einfangen [110, 111].

Enzymreaktion

Um die Leistung der neuen Methode an einer Reaktion zu studieren, die einen m¨ogli-
chen Anwendungsfall f¨ur die LMP2-Methode darstellt, wurde eine Enzymreaktion
ausgew¨ahlt. Solche Reaktionen erscheinen deshalb besonders geeignet, weil f¨ur sie die
genaue Beschreibung intermolekularer Wechselwirkungen, insbesondere Wasserstoff-
brücken nötig ist. Deshalb scheinen hier MP2- gegen¨uber Hartree–Fock- und Dich-
tefunktionalmethoden die bessere Wahl zu sein, vorausgesetzt, die Kosten sind ver-
gleichbar.

Als konkretes Beispiel wurde die Esterspaltung durch das Enzym Pseudomonas-
Cepacia-Lipase betrachtet, das vorher nur mit Hilfe von Kraftfeld-Molekulardynamik-
methoden untersucht worden war [112, 113]. Dabei wurde folgendermaßen vorgegan-
gen:

Zunächst wurde als besonders geeignete Startstruktur die Kristallstruktur mit dem
Code

”
5LIP“ der Protein Data Base (PDB) [114, 115] gew¨ahlt [116]. Sie zeigt das En-

zym beim Angriff auf einen Ester. Von dieser Struktur wurden alle Atome entfernt
bis auf einige, die das aktive Zentrum repr¨asentieren, und das Substrat unter Wahrung
der vorgegebenen Geometrie durch ein einfaches Modellsubstrat ersetzt. Anschließend
wurden die Wasserstoffatome erg¨anzt und eine semiempirische Geometrieoptimierung
auf AM1-Niveau durchgef¨uhrt. Dabei entstand die in Abbildung 5.6 (b) dargestellte
intermediäre Struktur. Durch Vergleich mit der urspr¨unglichen Kristallstruktur wur-
de verifiziert, daß die einzelnen Reste, die ja nun nicht mehr durch das Enzymger¨ust
fixiert sind, im großen und ganzen an ihren Pl¨atzen geblieben waren.

Durch visuelle Manipulation dieser Struktur und anschließend erneute Geometrie-
optimierung wurden die Eduktstruktur, Abbildung 5.6 (a), und die Produktstruktur er-
zeugt, Abbildung 5.6 (c). So ergeben sich zwei aufeinanderfolgende Reaktionsschritte;
wir wollen sie als Schritt 1 (Edukt! Intermediat) und Schritt 2 (Intermediat! Pro-
dukt) bezeichnen. Man beachte, daß in allen drei F¨allen eine volle Relaxation des ge-
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ABBILDUNG 5.6: Drei Modellstrukturen zum Studium der Spaltung eines Esters durch eine
Lipase. In (a) ist halblinks oben das Modell f¨ur das Substrat zu sehen, Essigs¨auremethyle-
ster. Die Moleküle halblinks unten, halbrechts und ganz rechts repr¨asentieren die drei Reste
Serin–87, Histidin–286 bzw. Aspartat–264, die zusammen die

”
katalytische Triade“ bilden.

Die Backbone-NH-Gruppen von Leucin–17 und Glutamin–88, durch das Molek¨ul ganz links
bzw. das Ende des Molek¨uls halblinks unten repr¨asentiert, bilden als stabilisierende Wasser-
stoffbrückendonoren das sogenannte

”
Oxyanion Hole“. Das Serin greift mit seiner OH-Gruppe

den Ester am Carbonyl-C an, wobei das Proton auf das Histidin ¨ubertragen wird (b). Dieses
Proton wird in einem weiteren Schritt auf die Alkylgruppe ¨ubertragen, die sich dabei (hier
als Methanol) abspaltet (c). Wenn mit Wasser anstatt Methanol die Schritte in umgekehrter
Reihenfolge durchlaufen werden, wird schließlich Essigs¨aure freigesetzt und das Enzym rege-
neriert sich.
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samten System durchgef¨uhrt wurde und keine Geometrieparameter festgehalten wur-
den.

Diese Vorgehensweise ¨ahnelt in der Literatur beschriebenen Prozeduren [117,
118]. Es kamen wieder Cerius2 und MOPAC 6 zum Einsatz.

Übersicht

In Tabelle 5.1 sind alle verwendeten Systeme noch einmal in derÜbersicht dargestellt,
zusammen mit wichtigen Daten, die zur Einsch¨atzung der Benchmarkergebnisse n¨otig
sind. Ergänzend dazu ist hier die Information zu geben, daß f¨ur die gly4n-Systeme

TABELLE 5.1: Daten der Benchmarksysteme

natoms
a nH

a nAO
b nval

b nstark
c nschw

c nfern
c ngetr

c Ecorr
d

gly4 31 14 308 82 176 439 309 252 –2.563518
gly8 59 26 592 92 339 931 797 2211 –4.929716
gly12 87 38 876 136 496 1423 1288 6109 –7.294085
gly16 115 50 1160 180 656 1915 1776 11943 –9.659429
gly20 143 62 1444 224 816 2407 2264 19713 –12.024591
ala10 102 52 960 141 5333 3130 4122 2253 –7.415393
cyclo–1 18 12 144 18 54 117 0 0 –0.832851
cyclo–7 60 36 516 66 241 1136 834 0 –3.240743
cyclo–13 102 60 888 114 402 2235 2868 1050 –5.647459
cyclo–19 126 72 1116 144 524 3043 4222 2651 –7.212547
cage–1 26 16 220 28 88 318 0 0 –1.353786
cage–5 58 32 524 68 300 1472 547 0 –3.463452
cage–9 90 48 828 108 488 3180 2274 16 –5.590350
(H2O)20 60 40 480 80 200 1290 1633 177 –4.090115
(H2O)60 180 120 1440 240 600 4181 11383 12756 –12.287173
Indinavir 92 47 865 120 465 1605 2492 2698 –6.249999
Taxol 113 51 1123 164 653 3605 6241 3031 –8.801209
Erythromycin A 112 63 1001 143 471 2810 4516 2499 –7.335779
Nonactin 116 64 1048 148 480 2256 4174 4116 –7.595797
Edukt 49 29 461 70 245 721 894 625 –3.693294
Intermediat 49 29 461 70 251 839 877 518 –3.695047
Produkt 49 29 461 70 245 694 943 602 –3.692011

anatoms/nH: Zahl der Atome / davon Wasserstoffatome
bnAO/nval: Zahl der Basisfunktionen (VDZ-Basis) / Zahl der besetzten Valenzorbitale
cnstark/nschw/nfern/ngetr: Zahl der starken/schwachen/Fern-/getrennten Paare. Die Z¨ahlung der Paare

beruht auf den Standard-Schwellenwerten (siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 31).
dEcorr: Referenz-Korrelationsenergie. Die Referenz-Korrelationsenergie wurde jeweils durch eine

LMP2-Rechnung mit diesen Schwellenwerten, aber ohne die Aufspaltungsn¨aherung erhalten.
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jeweils n Orbitalgruppen zu verwenden waren2. Für alle übrigen Systeme war keine
Unterteilung in mehrere Orbitalgruppen n¨otig.

5.1.2 Benchmarkbedingungen

Wo nicht anders vermerkt, wurde der bei korrelierten Rechnungen bew¨ahrte kontra-
hierte cc–pVDZ-Basissatz von Dunning eingesetzt [36]. In einigen F¨allen wurde zum
Vergleich auch der cc-pVTZ-Basissatz verwendet [36]. Ihre Zusammensetzung ist in
Tabelle 5.2 zusammengefaßt.

TABELLE 5.2: Verwendete Basiss¨atze

Basissatz Basisfunktionen f¨ur H Basisfunktionen f¨ur C, N, O
cc-pVDZ (4s,1p)! [2s,1p] (9s,4p,1d)! [3s,2p,1d]
cc-pVTZ (5s,2p,1d)! [3s,2p,1d] (10s,5p,2d,1f)! [4s,3p,2d,1f]

TABELLE 5.3: Wahl der Parameter

Symbol Wert Erläuterung
ω 0.2 Abklingparameter (siehe Abschnitt 3.1.1, Seite 49)
p 15 höchster Multipolrang (siehe Abschnitt 4.1.3, Seite 62)
γ 1.7 Gewichtsfunktionsparameter (siehe Abschnitt 4.3.4, Seite 76)
rd 8 bohr Abstandsschwellenwert Fernpaare (siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 31)
rvd 15 bohr Abstandsschwellenwert getrennte Paare (siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 31)
rm 1 bohr Abstandsschwellenwert 1-Block/4-Block

(siehe Abschnitt 4.1.4, Seite 63)
ri 1 bohr Abstandsschwellenwert ionische Bl¨ocke mono-/bipolar

(siehe Abschnitt 4.1.4, Seite 63)
dbatch 35 bohr Orbitalgruppendurchmesser (siehe Abschnitt 4.4.3, Seite 81)
rcutoff 15 bohr Abschneideradius (siehe Abschnitt 4.4.3, Seite 81)

Für alle Parameter wurden, soweit nichts anderes angegeben ist, die in den vori-
gen Kapiteln im Text jeweils vermerkten Standardwerte verwendet (siehe Tabelle 5.3).
Für die Transformation der Zweielektronenintegrale wurden die in [18] verwendeten
Parameter gew¨ahlt, also insbesondere 10�6 für den AO-Schwellenwert und 10�7 für
den Q1-Schwellenwert3, und der Schwellenwert f¨ur das zus¨atzliche Prescreening4 war

2Das ist Zufall und ergibt sich durch Anwendung des Algorithmus zur automatischen Bestimmung
der Anzahl der Orbitalgruppen (siehe Abschnitt A.5, Seite 134). F¨ur gly20 wurde aber auch durch Rech-
nungen mit vier und sechs Orbitalgruppen verifiziert, daß f¨unf die richtige Anzahl ist, also die kleinste
Zahl, bei der sich die erhaltene Korrelationsenergie nicht mehr wesentlich ¨andert.

3siehe Abschnitt 2.4.2, Seite 39
4siehe Abschnitt 3.2.2, Seite 54
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ebenfalls 10�6. Für das Multipol-Prescreening5 schließlich wurde ein Schwellenwert
von 10�5 verwendet.

Alle Rechnungen, bei denen Rechenzeiten angegeben sind, wurden auf einer J282-
Workstation von HP durchgef¨uhrt, dieüber zwei PA8000-Prozessoren mit 180 MHz
Taktfrequenz verf¨ugte. Jedoch wurde stets nur einer der Prozessoren f¨ur Rechnungen
benutzt. Es wurden immer 64 MW Speicher verwendet. Der Rechner wurde w¨ahrend
der Messungen zugleich als Backupserver verwendet, so daß aufgrund schwankender
Systemlasten eine leichte Streuung der Meßwerte in Kauf zu nehmen war.

5.2 Taylorentwicklung vs. Methode der kleinsten Feh-
lerquadrate

Anhand von Abbildung 5.7 sollen in aller K¨urze die Taylorentwicklung und die Me-
thode der kleinsten Fehlerquadrate als Bausteine der Aufspaltungsn¨aherung einander
gegen¨ubergestellt werden.

Hierbei geht es nicht um die Kosten der beiden Verfahren. Zwar ist die Methode
der kleinsten Fehlerquadrate teurer, aber das f¨allt letzten Endes nicht ins Gewicht, denn
die teuren Teile der Multipolentwicklung sind ohnehin die Berechnung und Translation
der Multipolintegrale und die eigentliche Auswertung des Wechselwirkungspolynoms,
nicht die Aufstellung der Wechselwirkungsmatrizen.

Stattdessen ist die Genauigkeit der alternativen Verfahren zu untersuchen. Hierbei
interessiert vor allem das Verhalten des Fehlers (gegen¨uber einer Rechnung mit ex-
akten Austauschintegralen f¨ur starke und schwache Paare) mit steigendem h¨ochsten
Multipolrangp. So lassen sich Aussagen ¨uber Konvergenz und Divergenz machen.

Deutlich sichtbar ist, daß die einfache Taylorentwicklung6 nur ganz langsam kon-
vergiert (Symbol ). Die erreichbare Genauigkeit gen¨ugt nur einfachen Anspr¨uchen.
(Bei Näherungsstufen jenseits von 15–17 wird die Multipoln¨aherung allm¨ahlich zu
teuer, um wirtschaftlich zu sein.)

Wird das ersch¨opfende Abschneideschema7 verwendet, so nimmt der Fehler
weitaus rascher mit steigendemp ab ( ). Um echte Konvergenz handelt es sich
jedoch nicht, da abp = 13 stark divergentes Verhalten einsetzt. Wenn man aber die
Zone des divergenten Verhaltens vermeidet und sich aufp= 10–12 beschr¨ankt, kann
man immerhin eine beachtliche Genauigkeit imµhartree-Bereich erzielen.

Durch zusätzliche Dämpfung der Multipolintegrale8 wird die Divergenz verhindert
( ). Man erhält dann bereits abp= 10 weitgehend auskonvergierte Energien. Auf-
grund der Verwendung einer konstanten D¨ampfungsfunktion wird aber dennoch nicht
die exakte Energie erhalten. Wird

”
Konvergenz“ im Sinne einer Ann¨aherung an das

5siehe Abschnitt 4.5, Seite 84
6siehe Abschnitt 4.1.5, Seite 68
7siehe Anhang A.3.1, Seite 131
8siehe Anhang A.3.2, Seite 131
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ABBILDUNG 5.7: Vergleich der Genauigkeit verschiedener Taylorentwicklungs-Strategien mit
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (am Beispiel gly4, ω = 0:15). einfache Taylor-
entwicklung, Taylorentwicklung mit ersch¨opfendem Abschneiden, Taylorentwick-
lung mit ersch¨opfendem Abschneiden und D¨ampfung der Multipoloperatoren, Methode
der kleinsten Fehlerquadrate

exakte Ergebnis verstanden, h¨ort sie hier also schon beip= 10 auf.

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate9 vermeidet alle diese Nachteile ( ).
Sie konvergiert rasch bis zu Genauigkeiten, die die praktischen Anforderungen weit
übersteigen und zeigt keine Divergenzerscheinungen. (Allerdings sind hier die Maß-
nahmen zur Eind¨ammung von Rundungsfehlern10 nicht verwendet worden, insbeson-
dere das Abschneiden der Orbitale. Dadurch w¨urde sonst ein kleiner, weitgehend kon-
stanter Fehler von etwa 1µhartree verursacht.)

Man beachte, daß hier der Wert des Abklingparametersω = 0:15 ist. Wegen der
guten Konvergenz des Fit-Verfahrens verwenden wir in allen sp¨ateren Rechnungen
die Werte 0.2 und 0.25, die noch immer gute Genauigkeit liefern, aber ein schnelle-
res Abklingen des abgeschirmten Coulomboperators und damit h¨ohere Einsparungen
bewirken.

9siehe Abschnitt 4.2.4, Seite 72
10siehe Abschnitt 4.4, Seite 79
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5.3 Einfluß des Abklingparameters ω und des Ge-
wichtsfunktionsparametersγ

Nebenp sind die Parameterω undγ besonders wichtig f¨ur die Multipolnäherung der
langreichweitigen Integrale. Ihr Einfluß auf die Genauigkeit der Aufspaltungsn¨aherung
soll im folgenden kurz gezeigt werden.
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ABBILDUNG 5.8: Genauigkeit in Abh¨angigkeit vonω am Beispiel von gly8. p= 15,
p= 13, p= 11.

Abbildung 5.8 zeigt ein Beispiel f¨ur die Auswirkung verschiedener Werte f¨ur ω11.
Die Genauigkeit h¨angt sehr stark von diesem Parameter ab, und zwar nimmt sie mit
steigendemω rasch ab. Wird z. B.ω von 0.2 auf 0.25 erh¨oht, muß zugleichp um
etwa 4 erh¨oht werden, um die gleiche Genauigkeit zu erreichen. Dadurch ergibt sich
ein recht kleines Fenster von sinnvoll w¨ahlbarenω-Werten. Mitω = 0:2 werden noch
hohe Genauigkeiten erreicht. Schon ab etwaω = 0:3 aber sind sehr hohep nötig,
im gezeigten Beispiel werden nur noch Genauigkeiten in der Gr¨oßenordnung von 1
mhartree erzielt12.

Bei der Bildung von Relativenergien allerdings steigt durch Fehlerkompensati-
on die Genauigkeit um rund eine Gr¨oßenordnung13, so daßω = 0:3 in praktischen

11siehe Abschnitt 3.1.1, Seite 49
12Die lokalen Minima in den Kurven sind zuf¨allig, sie sollten nicht als Grundlage zur Wahl vonω

herangezogen werden.
13siehe Abschnitt 5.6, Seite 116
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Anwendungen mit geringem numerischen Genauigkeitsanspruch noch brauchbar sein
könnte. Im folgenden werden aber dennoch nur die Werteω = 0:2 undω = 0:25 weiter
betrachtet.
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ABBILDUNG 5.9: Genauigkeit in Abh¨angigkeit vonγ . gly4, gly8, Intermediat
(Enzymreaktion).

In Abbildung 5.9 wird der Einfluß vonγ demonstriert14. Die Genauigkeit h¨angt
empfindlich von der Wahl dieses Parameters ab. Da es nicht ohne weiteres m¨oglich
ist, diesen Wert f¨ur jedes Molek¨ul neu zu bestimmen15, kam es darauf an,einenWert
zu finden, der f¨ur alle Moleküle möglichst gut geeignet ist. Der Wert 1.7, der in die-
sem Sinne schließlich gew¨ahlt wurde, ist so bestimmt, daß er f¨ur die glyn-Systeme
( ) optimal ist, für die der Fehler bei etwa diesem Wert sein Minimum hat.
Diese Systeme sind besonders heikel, da sie sehr ausgedehnt sind und daher eine gu-
te Übereinstimmung des polynomapproximierten Coulomboperators auch bei großen
Elektronenabst¨anden erfordern. Einγ, daß für diese Molek¨ule gut ist, sollte auch bei
vielen anderen Systemen robuste Konvergenz gew¨ahrleisten.

Für kleine und kompakte Systeme, wie das Intermediat der Enzymreaktion (),
wären eigentlich deutlich h¨ohere Werte vonγ optimal, das entspr¨ache einer h¨arteren,
weniger diffusen Gewichtsfunktion. Dennoch werden auch f¨ur solche Systeme mit
γ = 1:7 sehr akkurate Ergebnisse erzielt.

14siehe Abschnitt 4.3.4, Seite 76
15siehe aber Anhang A.4, Seite 132
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5.4 Prescreening

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie Rechenzeiten und Genauigkeiten durch
die beiden in dieser Arbeit neu eingef¨uhrten Prescreening-Schritte beeinflußt werden,
nämlich das zus¨atzliche Prescreening f¨ur die Zweielektronen-Basisintegrale16 und das
Prescreening f¨ur die Multipolintegrale17. Dafür wurden zwei sehr unterschiedliche Sy-
steme verwendet, daß dreidimensionale Intermediat der Enzymreaktion und das eindi-
mensionale gly8. Im folgenden istω = 0:2 undp= 13.

TABELLE 5.4: Zusätzliches Prescreening der Zweielektronenintegrale.εAO ist der Schwellen-
wert. Siehe auch Fußnotea zu Tabelle 5.6

εAO tint tQ1 tQ2–4 ∆Ecorr

Intermediat 10�20 2784 1999 1843 0.02163
10�8 2761 1999 1841 0.02163
10�7 2707 1993 1838 0.02163
10�6 2565 1986 1829 0.02163
10�5 2351 1978 1830 0.02310
10�4 1978 1913 1814 -0.16197

gly8 10�20 2212 1208 1175 0.01204
10�8 2183 1211 1263 0.01204
10�7 2147 1213 1263 0.01204
10�6 2106 1235 1300 0.01204
10�5 1935 1225 1289 0.01016
10�4 1677 1189 1297 -0.34506

Die Ergebnisse f¨ur das Prescreening der Zweielektronenintegrale sind in Tabelle
5.4 zusammengestellt. Um die Genauigkeit zu zeigen, sind wieder die Abweichungen
der Energie von einer Referenzrechnung ohne Aufspaltungsn¨aherung in mhartree an-
gegeben, diesmal jedoch mit zwei Nachkommastellen mehr, da durch das Prescreening
mit niedrigen Schwellenwerten sehr kleine Effekte bewirkt werden k¨onnen.

Man erkennt, daß bis zu einem Schwellenwert von 10�6 keine signifikante, durch
das Prescreening verursachte Abweichung eintritt. Bei 10�5 beträgt sie nur wenige
µhartree. Bei 10�4 dagegen lassen sich keine annehmbaren Ergebnisse mehr erzielen.
Als beste Wahl des Schwellenwertes erscheint also 10�6. Bei den gezeigten Systemen
ergibt sich jedoch noch keine wesentliche Verbesserung.

In Tabelle 5.5 befinden sich Ergebnisse f¨ur das Multipol-Prescreening. Werden wie
üblich die Orbitale vor der Transformation der Multipolintegrale bei einem Abstand
von rcutoff = 15 bohr abgeschnitten18, so führt bereits Prescreening mit dem Schwel-
lenwert 0 zu einer erheblichen Ersparnis, weil dann viele Integrale aufgrund des Ab-
schneidens (also des Nullsetzens von Koeffizienten) exakt null sind. Daher wurden

16siehe Abschnitt 3.2.2, Seite 54
17siehe Abschnitt 4.5, Seite 84
18siehe Abschnitt 4.4.4, Seite 83
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TABELLE 5.5: Multipol-Prescreening.εmlt ist der Schwellenwert. Siehe auch Fußnotea zu
Tabelle 5.6

rcutoff = 15 bohr rcutoff = ∞
εmlt tm’int tm’exp ∆Ecorr tm’int tm’exp ∆Ecorr

Intermediat –a 700 798 0.02163 676 680 0.02436
0 589 797 0.02163 557 681 0.02436
10�8 584 797 0.02163 553 681 0.02436
10�7 583 797 0.02163 552 681 0.02436
10�6 548 797 0.02163 517 682 0.02436
10�5 516 797 0.02163 484 682 0.02436
10�4 486 797 0.02163 454 682 0.02438

gly8 –a 2733 754 0.01205 2758 683 0.04880
0 1284 752 0.01205 1433 682 0.04880
10�8 1210 752 0.01204 1328 683 0.04871
10�7 1138 752 0.01204 1275 683 0.04916
10�6 1061 752 0.01204 1142 682 0.04685
10�5 977 752 0.01204 1036 683 0.05425
10�4 869 752 0.01204 893 682 0.04812

aPrescreening abgeschaltet

hier auch Rechnungen mitrcutoff =∞, also ohne Abschneiden durchgef¨uhrt, auch wenn
dies normalerweise aufgrund zu bef¨urchtender numerischer Probleme keine gute Idee
wäre.

Bei den normal durchgef¨uhrten Rechnungen ist der Effekt des Prescreening-
Schwellenwertes auf die Genauigkeit vollkommen insignifikant. Selbst bei einem
Schwellenwert von 10�4 ergibt sich bei gly8 nur ein Fehler von einem hundertstel
µhartree (in der Tabelle nicht mehr ablesbar). Der Wert 10�5 ist also auf jeden Fall
eine sichere Wahl.

Bei den Rechnungen mitrcutoff = ∞ erhält man nur für das Enzym-Modellsystem
aussagekr¨aftige Resultate. Hier sind die durch das Prescreening verursachten Abwei-
chungen ebenfalls insignifikant. Die durch das Abschneiden selbst verursachte Ab-
weichung betr¨agt knapp 3µhartree. Bei der Rechnung f¨ur gly8 dagegen erkennt man
bereits den Effekt numerischer St¨orungen, wenn auf das Abschneiden verzichtet wird.

5.5 Rechenzeitmessungen

In Tabelle 5.6 sind einige Benchmarkergebnisse f¨ur die Oligopeptid-Systeme auf-
geführt.

Die Spaltentint, tQ1 and tQ2–4 geben zusammen die Rechenzeit f¨ur die direkte
Transformation der Zweielektronenintegrale an. Bei den Zeiten f¨ur die eigentliche
Transformation,tQ1 und tQ2–4, ergibt sich durch Verwendung der Aufspaltungsn¨ahe-
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TABELLE 5.6: Benchmarkergebnisse f¨ur Oligopeptid-Systeme

ω p tint tQ1 tQ2–4 tm’int tm’exp titer ttot ∆Ecorr
a

gly4 0.00 – 787 686 637 16 0 252 2467 –
0.20 15 962 480 480 268 861 266 3386 0.001
0.25 13 836 436 443 179 424 262 2666 0.132

gly8 0.00 – 2335 1970 1677 42 10 596 6934 –
0.20 15 1966 1151 1158 1150 1420 596 7729 –0.009
0.25 13 1805 1109 1151 885 846 641 6732 0.240

gly12 0.00 – 3896 3360 2881 77 34 921 11855 –
0.20 15 3158 1890 1894 3154 2658 997 14462 –0.018
0.25 13 2818 1698 1801 2117 1324 991 11450 0.352

gly16 0.00 – 5746 5022 3927 138 80 1577 17928 –
0.20 15 4554 2550 2741 6750 3656 1634 23496 –0.028
0.25 13 4002 2325 2580 4552 2054 1651 18633 0.463

gly20 0.00 – 7209 6410 5936 192 159 2051 24518 –
0.20 15 5458 3302 3540 12524 5005 2037 34645 –0.037
0.25 13 4865 3042 3326 8335 2589 2047 27020 0.576

ala10
b 0.00 – 23617 42371 53244 171 142 9529 132776 –

0.20 15 24392 20165 26118 5939 6497 9496 95644 0.024
0.25 13 20430 16703 21994 4030 3679 9543 79204 0.326

aBedeutung der Spalten¨uberschriften:
ω : Abklingparameter (siehe Abschnitt 3.1.1, Seite 49) in a. u.,
p: Höchster Multipolrang f¨ur starke und schwache Paare (siehe Abschnitt 4.1.3, Seite 62);

tint: Zeit für Berechnung der Zweielektronen-Basisintegrale (siehe Abschnitt 2.4.1, Seite 38),
tQ1: Zeit für Q1-Schritt der Zweielektronen-Integraltransformation (siehe Abschnitt 2.4.2, Seite 39),

tQ2–4: Zeit für Schritte Q2–Q4,
tm’int : Zeit für Aufstellung der Multipolintegrale (siehe Abschnitt 4.6.1, Seite 88),
tm’exp: Zeit für Durchführung der Multipolentwicklung (siehe Abschnitt 4.6.2, Seite 90),

titer: Zeit für iterative Lösung der MP2-Gleichungen (siehe Abschnitt 2.3.3, Seite 35),
ttot: Gesamtzeit f¨ur lokale MP2-Rechnung (ohne SCF und Orbitallokalisierung), alle in Sekunden;

∆Ecorr: Abweichung der Korrelationsenergie vom Referenzwert (siehe Tabelle 5.1) in mhartree.
bPrescreening f¨ur Multipolintegrale mit Schwellenwert 0 statt 10�5

rung auf jeden Fall eine Ersparnis. Die Berechnung der kurzreichweitigen Basisinte-
grale dagegen ist grunds¨atzlich teurer19, erst durch Aussch¨opfen der Möglichkeit des
zusätzlichen Prescreenings20 wird wieder eine Einsparung erzielt. Da beide Effekte
sich entgegengesetzt auswirken, kanntint kürzer oder länger werden.

tm’int und tm’exp, die Zeiten für die Multipolnäherung, sind nahezu vernachl¨assig-
bar, wenn die Aufspaltungsn¨aherung nicht verwendet wird, da dannp = 3 für die
herkömmliche Multipolnäherung der Fernpaare ausreichend ist; anderfalls sind sie ein
wesentlicher Teil der Gesamtzeit.

19siehe Abschnitt 3.2.1, Seite 53
20siehe Abschnitt 4.5, Seite 84
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Der einzige weitere Schritt, der nennenswert zur Gesamtzeit beitr¨agt, ist die itera-
tive Lösung der MP2-Gleichungen.titer hängt nicht systematisch von der Verwendung
der Aufspaltungsn¨aherung ab. Man kann sich leicht ¨uberzeugen, daß die Summe der
aufgeführten Einzelzeiten stets bis auf wenige Prozent der Gesamtzeit entspricht.

Außer der Referenzrechnung (ω = 0) wurden hier immer je zwei Rechnungen mit
der Aufspaltungsn¨aherung durchgef¨uhrt, eine genaue und teurere (ω = 0:2 undp= 15)
und eine nicht so genaue, weniger teure (ω = 0:25 undp = 13). Die Ergebnisse der
weniger genauen Rechnungen (die Fehler in der Spalte∆Ecorr) scheinen auf den er-
sten Blick sehr groß und kaum akzeptabel zu sein. Auf den zweiten Blick erkennt
man jedoch eine nahezu lineare Abh¨angigkeit dieses Fehlers von der Gr¨oße des Gly-
cinpeptids. Das spricht daf¨ur, das Relativenergien durch Fehlerkompensation sehr viel
genauer sein werden als die absoluten Energien, die f¨ur praktische Anwendungen be-
deutungslos sind21.

Betrachtet man nun die Rechenzeiten f¨ur die Glycinpeptide, so bleibt eine gewisse
Enttäuschung nicht aus. Daß sich beim kleinen gly4-System noch keine signifikanten
Einsparungen einstellen, ist nicht verwunderlich, denn die Aufspaltungsn¨aherung ist
mit Blick auf große Systeme entwickelt. Die Erparnis bleibt aber auch bei den gr¨oße-
ren Ketten marginal, zumindest f¨ur ω = 0:2. Bei ganz großen Kettenl¨angen ist die
Aufspaltungsn¨aherung ¨uberraschenderweise sogar teurer. Wie kann das sein?

Die Ursache f¨ur die geringe Ersparnis ist, daß diese linearen Systeme besonders
auf die Prescreening-Algorithmen hin ausgew¨ahlt sind. Aufgrund des Prescreening
können hier fast alle Beitr¨age bei der Transformation der Zweielektronenintegrale ver-
nachlässigt werden. Die verbleibende Rechenzeit ist, gemessen an der eindrucksvollen
Größe dieser Systeme mit bis zu rund 150 Atomen beim gly20, sehr gering. Von dieser
Rechenzeit kann nochmals ein signifikanter Teil durch Abschirmung des Coulomb-
operators eingespart werden, schon bei gly12 z. B. rund 40%.

Der absolute Betrag dieser Einsparung ist aber auch wiederum entprechend gering.
Die nachfolgende Multipolbehandlung, deren Kosten in weitaus geringerem Maß von
der Molekülform und daraus sich ergebenden Prescreening-M¨oglichkeiten abh¨angen,
kompensiert diese Einsparungen weitgehend wieder oder ¨uberkompensiert sie sogar.

Dazu kommt, daß selbst im Bereich gly12–gly20, wo für dieübrigen Schritte bereits
weitgehend lineare Skalierung erreicht wird, die Zeittm’intfür die Multipolintegrale
noch bei weitem nichtO(N) ist. Der Grund für das ung¨unstige Skalierungsverhalten
ist die Notwendigkeit, die glyn-Systeme aufgrund ihrer Gr¨oße in Orbitalgruppen zu
unterteilen – f¨ur gly4n sind, wie gesagt,n Orbitalgruppen n¨otig. Das verteuert diesen
Schritt erheblich und verz¨ogert den Eintritt der linearen Skalierung. Um letzteres zu
demonstrieren, wurden die glyn-Systeme auch einmal mit einer konstanten Anzahl
Orbitalgruppen gerechnet (siehe Tabelle 5.7). Dann ergibt sich f¨ur tm’intdas gleiche
Skalierungsverhalten im Bereich gly12–gly20 wie für alle anderen Schritte auch, wie
dort explizit aufgef¨uhrt ist. In Abbildung 5.10 kann dies auch grafisch nachvollzogen
werden.

21siehe Abschnitt 5.6, Seite 116
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TABELLE 5.7: Benchmarkergebnisse f¨ur Glycinpeptid-Systeme. Anstelle der automatisch be-
stimmten Anzahl wurden immer f¨unf Orbitalgruppen gebildet, um die asymptotisch lineare
Skalierung der Rechenzeit f¨ur die Multipolintegrale (in Fettdruck) zu demonstrieren. Zur be-
stimmung der asymptotischen Skalierung in der letzten Spalte wurden die Werte f¨ur gly12,
gly16 und gly20 verwendet.

ω p tint tQ1 tQ2–4 tm’int tm’exp titer ttot ∆Ecorr

gly4 0.20 15 960 474 480 3332 959 264 6559 –0.000
gly8 0.20 15 2053 1196 1233 5847 1776 656 13064 –0.009
gly12 0.20 15 3176 1897 1873 7300 3093 976 19042 –0.019
gly16 0.20 15 4772 2610 276210245 4107 1672 27736 –0.029
gly20 0.20 15 5458 3302 354012524 5005 2037 34645 –0.037
Skalierung 1.08 1.09 1.25 1.06 0.94 1.46 1.18

Zusammenfassend l¨aßt sich sagen, daß die extrem eindimensionalen, in die L¨ange
gezogenen glyn-Ketten den schlimmstm¨oglichen Fall für die Aufspaltungsn¨aherung
darstellen und daß bei entsprechenden Anspr¨uchen an die Genauigkeit hier kaum Ein-
sparungen erzielbar sind. Zum Gl¨uck sind diese Systeme k¨unstlich zu Benchmark-
Zwecken erzeugt; in realen Anwendungen wird etwas ¨ahnliches sicherlich nur selten
auftreten. Ein realistischeres System ist ala10 mit seinerα-Helixkonformation und sei-
nen Seitenketten. Das macht es, bei vergleichbarer Anzahl Atome wie gly12, wesent-
lich kompakter und die Rechnung eine Gr¨oßenordnung teurer. Eine zus¨atzliche Ein-
sparung ist hier sehr willkommen, und beiω = 0:25 undp= 13 wird die Gesamtzeit
tatsächlich um 40% verringert.

Die Benchmarks f¨ur alle übrigen Systeme sind in Tabelle 5.8 aufgelistet. Diese
sind repräsentativer als die glyn-Rechnungen. Außer f¨ur sehr kleine Systeme (cyclo–1,
cage–1), f¨ur die die Aufspaltungsn¨aherung grunds¨atzlich nicht günstig ist, wird stets
eine signifikante Einsparung erzielt, bis zu 40% f¨ur die genauen Rechnungen mitω =
0:2 (beim (H2O)60) und jeweils mindestens zehn Prozentpunkte mehr bei den weniger
genauen Rechnungen mitω = 0:25. Aus Zeitgründen wurde hier allerdings nur f¨ur
einige Systeme eine Rechnung mitω = 0:25 durchgef¨uhrt.

Im großen und ganzen ist die prozentuale Ersparnis um so gr¨oßer, je h¨oher die
Gesamtrechenzeit f¨ur das jeweilige System ist (nur die extrem kompakten cage–n-
Systeme fallen etwas aus dem Rahmen, f¨ur sie wird eine vergleichsweise geringere
Einparung beobachtet). Das ist ein erfreuliches Ergebnis, es bedeutet, daß tats¨achlich
das Skalierungsverhalten des LMP2-Algorithmus insgesamt verbessert wurde und
lineare Skalierung eher erreicht werden kann. Durch einen doppeltlogarithmischen
Fit der Gesamtzeiten von cyclo–7, cyclo–13 und cyclo–19 in Abh¨angigkeit von der
Zahl der Basisfunktionen ergibt sich beispielsweise eine Skalierung von 2.48 bei der
herkömmlichen Rechnung und von 1.96 f¨ur die Rechnung mit der Aufspaltungsn¨ahe-
rung.

Bei Rechnungen mit der cc–pVTZ-Basis werden deutlich h¨ohere Einsparungen er-
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TABELLE 5.8: Weitere Benchmarkergebnisse. Hinterttotin Klammern angegeben ist gegebe-
nenfalls die Ersparnis durch die Aufpaltungsn¨aherung in Prozent

ω p tint tQ1 tQ2–4 tm’int tm’exp titer ttot ∆Ecorr

cyclo–1 0.00 – 218 107 128 0 0 33 507 –
0.20 15 310 109 137 67 162 33 844 0.000

cyclo–7 0.00 – 8682 11695 18825 68 10 1828 41979 –
0.20 15 11208 8422 13083 1095 2112 1783 38529(8%) –0.013

cyclo–13 0.00 – 31035 52118 68337 178 86 6118 161189 –
0.20 15 31206 25780 33936 4621 5307 6580 110011(32%) –0.026

cyclo–19 0.00 – 49746 98338 119806 241 187 9977 284194 –
0.20 15 45708 45449 55725 8217 6697 9906 176334(37%) –0.059

cage–1 0.00 – 908 637 947 0 0 132 2698 –
0.20 15 1312 632 889 158 410 131 3612 0.000

cage–5 0.00 – 13607 20183 42282 65 6 3374 80761 –
0.20 15 18316 17339 31086 1090 2676 3264 74977(13%) –0.007

cage–9 0.00 – 48285 114012 225878 160 57 13165 406601 –
0.20 15 58985 73145 136836 4298 6711 13394 297593(26%) –0.029

(H2O)20 0.00 – 2576 3782 2534 53 15 727 10076 –
0.20 15 3004 2107 1302 851 1712 713 10025(1%) 0.022

(H2O)20
b 0.00 – 20685 51511 20764 157 79 5230 101375 –

0.20 15 21365 26445 10223 8180 3239 5211 77079(24%) 0.020
(H2O)60 0.00 – 18996 35993 15047 346 822 6213 109680 –

0.20 15 15119 13333 5847 14539 6889 5689 66270(40%) 0.067
Indinavir 0.00 – 11822 14545 13146 133 71 3209 44591 –

0.20 15 9428 6502 7803 5283 3706 3235 37252(16%) 0.004
Taxol 0.00 – 36356 83280 88833 242 283 13260 227788 –

0.20 15 35103 35476 44346 9140 9059 13238 150777(34%) -0.003
0.25 13 28464 30750 37667 5903 4852 13246 125022(45%) 0.326

Erythromycin 0.00 – 26419 43879 49676 191 168 7136 132027 –
a 0.20 15 24736 18608 25998 6824 5809 6929 92921(30%) 0.014
a 0.25 15 20044 15912 20325 6662 5772 6714 79231(40%) 0.148

Nonactin 0.00 – 17573 20551 19219 193 161 4396 65628 –
0.20 15 14208 8993 10213 5962 4753 4391 51518(21%) 0.014
0.25 13 11722 7845 9131 4091 2441 4406 42534(35%) 0.309

Intermediat 0.00 – 2482 3249 3111 39 7 910 10121 –
0.20 15 2654 2077 1957 651 1432 908 9964(2%) 0.008

Intermediatb 0.00 – 20791 44670 31177 114 37 6670 105802 –
0.20 15 20088 26013 17262 3637 2890 6694 78685(26%) 0.044

aPrescreening f¨ur Multipolintegrale mit Schwellenwert 0 statt 10�5

bmit cc–pVTZ-Basis
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ABBILDUNG 5.10: Benchmarkergebnisse f¨ur glyn-Systeme. Visualisierung der Zeiten aus Ta-
belle 5.7. tint, tQ1, tQ2–4, tm’int , tm’exp, + titer. Die gestrichelten Geraden
dienen nur der Orientierung und wurden durch lineare Regression unter Einbeziehung jeweils
aller fünf Punkte erhalten.

zielt: Rund 25% f¨ur (H2O)20 und das Intermediat der Enzymreaktion, w¨ahrend bei
Verwendung der cc–pVDZ-Basis nur 1–2% eingespart wurden. Das ist besonders po-
sitiv, weil der cc–pVTZ-Basissatz f¨ur praktische Anwendungen ohnehin meist vorzu-
ziehen ist. Die h¨ohere Einsparung mit steigendem Basissatz ist zum Teil darauf zur¨uck-
zuführen, daß die Multipolentwicklung lediglich linear mit dem Basissatz skaliert.

5.6 Relativenergien

Im vorigen Kapitel wurde bereits angesprochen, daß bei der Berechnung von Relativ-
energien mit weitgehender Fehlerkompensation zu rechnen ist. Dies soll im folgenden
an zwei sehr unterschiedlichen Modellreaktionen untersucht werden:

� Die zweistufigeEnzymreaktion22, bei der chemische Bindungen gebildet und
gebrochen werden, dies aber nur in einem lokal begrenzten Bereich, w¨ahrend der
Rest des Systems nur ein wenig seine Struktur anpaßt. Das ist im allgemeinen
die typische Situation bei Reaktionen großer Molek¨ule.

22siehe Abschnitt 5.1.1, Seite 102
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� Die Dissoziation des Wasserclusters(H2O)20, also die Reaktion

(H2O)20 ! 20 H2O;

bei der sich die gesamte Struktur v¨ollig ändert, dabei aber nur Wasserstoff-
brücken gebrochen werden.

Einige Daten dieser Reaktionen finden sich in Tabelle 5.9.

TABELLE 5.9: Reaktionsenergien der untersuchten Reaktionen. Reaktionsenergie auf Hartree–
Fock-Niveau, auf LMP2-Niveau und Differenz beider Werte, also Korrelationsbeitrag zur Re-
aktionsenergie, alle in kcal/mol

∆EHF ∆ELMP2 ∆∆Ecorr

Enzymreaktion Schritt 1 21.501 20.401 -1.100
Enzymreaktion Schritt 2 -12.128 -10.223 1.906
Dissoziation (H2O)20 201.213 238.034 36.821

Abbildung 5.11 zeigt die Konvergenz der Reaktionsenergien dieser Reaktionen und
stellt sie den Absolutenergien (gestrichelte Linien) gegen¨uber. In fast allen F¨allen wird
eine stetige, weitgehend regelm¨aßige Konvergenz der Energie beobachtet23. Einzige
Ausnahme ist die weniger genaue der beiden Rechnungen f¨ur den Wassercluster: Hier
scheint die Reaktionsenergie gegen einen konstanten Wert zu konvergieren, der um
ca. 0.1 kcal/mol vom Referenzwert abweicht. Unerwartet ist, daß zugleich die Ab-
solutenergie weiter gegen den Referenzwert konvergiert. Es scheint also lediglich ab
ca. p = 9 das Ausmaß der Fehlerkompensation abzunehmen. Sonst findet eine starke
Fehlerkompensation statt, die mit steigendemp zunimmt. Sie betr¨agt oberhalbp= 10
rund 90–99%.

In Abbildung 5.11 fällt außerdem auf, daß vor allem f¨ur die Enzymreaktion Gills
CASE-Näherung24 (die hier p = 0 entspricht) erstaunlich gute Ergebnisse liefert,
während für p = 1 zunächst eine erhebliche Verschlechterung eintritt. F¨ur p = 0 ist
die Fehlerkompensation also besonders groß.

In Abbildung 5.12 werden die Fehler f¨ur dieselben Reaktionsenergien untersucht
und den Fehlern der Absolutenergien gegen¨ubergestellt. Allerdings werden hier ver-
schiedene N¨aherungen f¨ur die verschiedenen Klassen von Paaren eingesetzt und die
Energien gegen den jeweils zugeh¨origen Abstandsschwellenwert aufgetragen.

Werden alle Paare oberhalb des Abstandsr durch die einfache Multipoln¨aherung
behandelt, die Paare mit kleinerem Abstand durch volles LMP2 behandelt und keine

23Von unregelm¨aßig erscheinenden Zacken nach unten soll man sich hierbei nicht t¨auschen lassen:
Man beachte, daß es sich um eine logarithmische Darstellung handelt und hier stets nur die Betr¨age
der Energieabweichungen, nicht ihr Vorzeichen dargestellt werden k¨onnen. Bei einem oszillierenden
Konvergenzverhalten werden also Werte in der N¨ahe eines Vorzeichenwechsels als ungew¨ohnlich klein
erscheinen.

24siehe Abschnitt 3.1.2, Seite 51
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ABBILDUNG 5.11: Genauigkeit der Aufspaltungsn¨aherung f¨ur Relativenergien. Abweichun-
gen der Reaktionsenergien der Enzymreaktion (oben; Schritt 1, Schritt 2) und
der Dissoziation des (H2O)20-Clusters (unten; ) in Abhängigkeit vonp. :
ω = 0:2, p= 15; : ω = 0:25, p= 13. Zum Vergleich sind auch die Fehler der
Absolutenergien als gestrichelte Kurven eingezeichnet (oben f¨ur das Intermediat, unten f¨ur den
Wassercluster; jeweilsω = 0:2 [tiefere Kurve] undω = 0:25)
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vernachlässigt (alsord = r, rvd = ∞25), dann ergeben sich die durch markierten
Reaktionsenergien (zum Vergleich sind durchdie Absolutenergien angegeben).

Bei der Wassercluster-Dissoziation (unten) sind Relativ- und Absolutenergien
gleich, denn der absolute Fehler des Wassermolek¨uls ist hier identisch null (das Was-
sermolekül hat keine Paare mit einem Abstandr � 5). Bei der Enzymreaktion tritt
dagegen eine deutliche Fehlerkompensation ein, die jedoch (auch prozentual gesehen)
mit steigendemrd und damit steigender Genauigkeit abnimmt.

Für rd � 8 bohr werden akzeptable Ergebnisse erhalten (Fehler< 0:1 kcal/mol),
jedoch ist die Abweichung f¨ur die Enzymreaktion beird = 8 bohr eine Gr¨oßenordnung
geringer. Bei gr¨oßeren Abst¨anden fällt aber der Fehler f¨ur die Dissoziationsreaktion
schneller ab, was daran liegt, daß es sich um ein dreidimensionales System handelt
und auch die Zahl der vernachl¨assigten Paare mit steigendemrd hier schneller abf¨allt.

Bei der Enzymreaktion f¨allt die Abweichung stufenweise mit steigendemrd ab.
Das liegt daran, daß die Korrelationsenergie hier von Paaren dominiert wird, die ¨uber
kovalente Bindungen miteinander wechselwirken. Dadurch ergibt sich eine gewisse
Granularität der Paarabst¨ande. Abrd = 7 bohr werden Paare, die durch mindestens
zwei Bindungen getrennt sind, approximativ behandelt, abrd = 10 bohr nur noch sol-
che, die durch mindestens drei Bindungen getrennt sind, usw.

Werden alle Paare oberhalb des Abstandsr vernachlässigt und die Paare mit klei-
nerem Abstand durch volles LMP2 behandelt (alsord = rvd = r), ergeben sich die

(die markieren zum Vergleich die Absolutenergien). Bei der Enzymreaktion
tritt eine ausgepr¨agte Fehlerkompensation von rund 90% ein, w¨ahrend bei der Disso-
ziationsreaktion aufgrund der Konstruktion des Systems relativer und absoluter Fehler
wieder gleich sind. Auch auf Basis der Absolutenergien f¨allt bei Werten abr = 12 bohr
der Fehler bei beiden Reaktionen unter 0.1 kcal/mol und f¨uhrt somit zu befriedigender
Genauigkeit.

Man beachte, daß hierbei keinerlei Multipoln¨aherung verwendet wird. Das ist von
Interesse f¨ur Geometrieoptimierungen, da keine multipolgen¨aherte Gradienten in Soft-
ware zur Verfügung stehen26;27. In diesem Zusammenhang ist auch ein Vergleich zwi-
schen Energien mit und ohne Multipoln¨aherung f¨ur Fernpaare von Interesse: Die f¨ur
rd = 8 bohr,rvd = ∞ erhaltene Genauigkeit entspricht in beiden F¨allen etwa der bei

25siehe Abschnitt 2.2.3, Seite 31
26siehe Anhang B, Seite 135
27Um Unstetigkeiten in der Potentialfl¨ache zu vermeiden, die durch dieses Abschneiden verursacht

werden und die bei Geometrieoptimierungen zu Problemen f¨uhren könnten, sollte eventuell (wie bei
Kraftfeldmethoden) eine

”
Switching Function“ [119] verwendet werden, die in einem Abstandsintervall

[rl ; ru] für einen kontinuierlichen̈Ubergang sorgt anstelle eines abrupten Abschneidens. Die LMP2-
Energie könnte man dementsprechend als

E(2) =
1
2 ∑

i j
S(ri j ) trfK i j T̄ jig;

formulieren, wobeiri j der Abstand des Paares ist undS(r) eine Funktion, die f¨ur r � rl 1 ist, für r �
ru = rvd 0 und dazwischen stetig verl¨auft.
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ABBILDUNG 5.12: Genauigkeit von Relativenergien bei verschiedenen N¨aherungen f¨ur Fern-
paare sowie starke und schwache Paare. Abweichungen der Reaktionsenergie f¨ur Schritt 1 der
Enzymreaktion (oben) und Dissoziation von (H2O)20 (unten) in Abhängigkeit des jeweiligen
Schwellenabstandsr. Herkömmliche Multipolnäherung f¨ur alle Paare mit Abstand� r,
volles LMP2 für die übrigen Paare, Vernachlässigung aller Paare mit Abstand� r, volles
LMP2 für dieübrigen Paare, Herkömmliche Multipolnäherung f¨ur alle Paare mit Abstand
> r wie vorher, Aufspaltungsn¨aherung f¨ur dieübrigen Paare Differenz der beiden vorigen
Werte, also Fehler der Aufspaltungsn¨aherung f¨ur Paare mit Abstand< r. Mit leeren Symbo-
len und gestrichelten Linien sind die Fehler der Absolutenergien [oben: Intermediat, unten:
(H2O)20] angegeben
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rd = rvd = 12 bohr. Diese Einstellungen stellen also eine brauchbare Alternative zur
Multipolnäherung f¨ur Fernpaare dar, die f¨ur Geometrieoptimierungen eingesetzt wer-
den kann.

Um den Einfluß unterschiedlicher Abstandsschwellenwerte auf die Genauigkeit
der Aufspaltungsn¨aherung zu untersuchen, wurden Rechnungen durchgef¨uhrt, bei de-
nen ebenfallsrd = rvd = r war, aber die Paare mit geringerem Abstand alsr mit der
Aufspaltungsn¨aherung behandelt wurden ( ). Der eigentliche Effekt der Aufspal-
tungsnäherung ist die Differenz zwischen diesen und den vorigen Werten (). Bei
der Dissoziationsreaktion nimmt die Genauigkeit erwartungsgem¨aß mit steigendem
etwasrd ab, bleibt aber auch beird = 12 bohr noch im Rahmen. Bei der Enzymreak-
tion nimmt der durch die Aufspaltungsn¨aherung verursachte Beitrag zum Fehler der
Reaktionsenergie sogar mit steigendemrd ab. Hierbei d¨urfte es sich um eine zuf¨allige
Koninzidenz handeln, beim Verlauf der zugeh¨origen Absolutenergien tritt derselbe Ef-
fekt nämlich nicht auf. Insgesamt l¨aßt sich festhalten, daß die Aufspaltungsn¨aherung
auch beird = 12 bohr noch gut funktioniert.

In Abbildung 5.13 wird nochmals die Konvergenz der Reaktionsenergien f¨ur zwölf
willk ürlich ausgew¨ahlte Reaktionen dargestellt, einmal f¨ur ω = 0:2 und einmal für
ω = 0:25. Daran soll gezeigt werden, daß mit Hilfe der Aufspaltungsn¨aherung in ganz
unterschiedlichen F¨allen gute Ergebnisse erhalten werden.

Für ω = 0:2 (oberes Diagramm) wird f¨ur alle Reaktionen abp = 11 eine befrie-
digende Genauigkeit (ca. 0.1 kcal/mol) erreicht, die bisp = 15 auf 0.01 kcal/mol
sinkt. Hierbei fallen jedoch zwei Reaktionen deutlich aus dem Rahmen, f¨ur die die
genannten Werte gelten, w¨ahrend alle anderen mindestens rund eine Gr¨oßenordnung
genauer sind. Es handelt sich um Nitrobenzol + Anilin! trans-Azoxybenzol
+ H2O und Naphthalin + 5 H2 ! trans-Decalin. Diesen beiden Reaktionen ist
gemeinsam, daß hier jeweils sehr ausgedehnte delokalisierteπ-Systeme geschaffen
(trans-Azoxybenzol) oder zerst¨ort (Naphtalin) werden. Bei solchen Reaktionen, die
ohnehin heikle F¨alle für lokale Korrelationsmethoden darstellen, arbeitet die Aufspal-
tungsnäherung offenbar weniger gut. Der Grund ist, daß die R¨ander der großen, de-
lokalisierten Orbitale durch die Multipolkorrektur schlecht beschrieben werden, die
nur bei möglichst kompakten Ladungsverteilungen funktioniert. Beiω = 0:2 kommen
dennoch zuverl¨assig gute Ergebnisse heraus.

Für ω = 0:25 ist die Konvergenz schon langsamer. Beip = 15 wird dennoch 0.1
kcal/mol Genauigkeit erreicht, außer f¨ur die zwei vorgenannten Reaktionen. Zwei wei-
tere Reaktionen scheren hier aus, f¨ur die als einzige der Fehler beip= 13 0.1 kcal/mol
beträgt, während er f¨ur die übrigen Reaktionen an diesem Punkt schon unter 0.01
kcal/mol gefallen ist. Es sind die Reaktionen C2H2 + HCl ! C2H3Cl und
2 Benzolthiol! Thianthren + 2 H2. Gemeinsames Merkmal dieser Reaktionen ist,
daß Moleküle beteiligt sind, die Elemente der zweiten Achterperiode enthalten (Chlor
bzw. Schwefel). Diese sorgen f¨ur eine diffusere Elektronendichte, so daß wiederum
die Konvergenz der Multipolentwicklung beeintr¨achtigt wird.

In beiden Fällen ist wieder die verh¨altnismäßig hohe Genauigkeit f¨ur p = 0
auffällig. Praktisch verwertbar ist diese Eigenschaft jedoch nicht, daf¨ur ist die Ge-
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ABBILDUNG 5.13: Abweichungen der Aufspaltungsn¨aherung f¨ur die Reaktionsenergien ei-
niger Reaktionen (in Klammern die Reaktionsenergie ohne N¨aherung / davon Korrelations-
beitrag, in kcal/mol). Obenω = 0:2, untenω = 0:25. H2O2 + H2 ! 2 H2O (-82.9/4.7),

cis-2-Buten! trans-2-Buten (-2.2/0.5), CH3COOH + NH3 ! CH3CONH2 + H2O
(3.9/0.6), Pyrrol + H2O! Furan + NH3 (12.0/2.3), P4 + 6 H2! 4 PH3 (-22.1/53.0),

Tetrahydrofuran + 2 H2O2 ! γ-Butyrolacton + 3 H2O (-148.8/3.0), C2H2 + HCl!
C2H3Cl (-28.8/1.3), Styrol + H2 ! Ethylbenzol (-34.3/3.3), Nitrobenzol + Anilin!
trans-Azoxybenzol + H2O (-8.0/-4.1), Naphthalin + 5 H2 ! trans-Decalin (-95.3/23.7),

β -Pinen + H2O2! Campher + H2O (-101.5/0.5), 2 Benzolthiol! Thianthren + 2 H2
(26.0/-24.0)
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nauigkeit in den meisten F¨allen noch zu gering. Außerdem ist die Streuung der Genau-
igkeiten, die für ω = 0:2 von 0.02 bis 20 kcal/mol reicht, zu groß, und man erkennt,
daß der Fehler im wesentlichen dem Korrelationsbeitrag der Reaktionsenergie folgt,
und daß der relative Fehler in Bezug auf diesen Beitrag recht hoch ist, meistens im
zweistelligen Prozentbereich.

Die sehr geringe Genauigkeit f¨ur niedrigep> 0 ist eine Folge der Verfeinerung des
Multipolverfahrens mit dem Ziel hoher Genauigkeiten, die ohnehin nur mit h¨oherenp
zu machen sind. Um die h¨ochstmögliche Genauigkeit bei niedrigenp zu erzielen, w¨are
eine einfache Taylorentwicklung wahrscheinlich die beste Wahl.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Multipoln¨aherung entwickelt, um die k¨urzlich
entwickelte linear skalierende LMP2-Methode [18] weiter zu verbessern. Sie wurde in
das Programmpaket MOLPRO implementiert.

In einer umfangreichen Benchmarkstudie wurde gezeigt, daß das gesetzte Ziel,
die Computerkosten des urspr¨unglichen Verfahrens weiter zu senken, in zahlreichen
Fällen erreicht wurde. Dies gilt insbesondere f¨ur die anwendungsnahen Beispiele wie
das Taxol-Molek¨ul, wo das urspr¨ungliche Verfahren recht hohe Computerkosten ver-
ursachte und die hier entwickelte N¨aherung 40% Einsparung der Gesamtrechenzeit
erzielt.

Gleichzeitig ist in Abhängigkeit von den Parametern der N¨aherung nur ein geringer
Verlust an Genauigkeit von rund 10–100µHartree der Absolutenergien hinzunehmen,
der sich aufgrund seiner systematischen Natur bei der Bildung von Energiedifferenzen
und Berechnung von Eigenschaften weitgehend forthebt.

Dennoch kann nicht verhohlen werden, daß die Ergebnisse vor allem in Bezug
auf die erreichte Ersparnis hinter den zu Beginn des Projekts gehegten Erwartungen
zurückbleiben. So kann aus dieser Arbeit vielleicht auch der Schluß gezogen werden,
daß die linear skalierende LMP2-Methode in ihrer urspr¨unglichen Form mit ihrem
gründlichen, die spezielle Situation der lokalen Korrelation voll ausnutzenden Pres-
creening bereits recht nahe am Optimum ist und keinen Raum mehr f¨ur wirklich spek-
takuläre Leistungssteigerungen l¨aßt.

Der größte Wert dieser Arbeit liegt wohl auch eher in der konsequenten Umset-
zung des innovativen Ansatzes, die Coulombwechselwirkung in einen kurz- und einen
langreichweitigen Anteil aufzuspalten und den langreichweitigen Teil durch Multipol-
entwicklung zu behandeln, wobei zum ersten mal ein praktisch einsetzbares, effizientes
Programm entstanden ist.

Auf dem Weg dorthin wurden einige f¨ur diesen Ansatz spezifische Probleme gel¨ost,
die bislang [70] unbeachtet geblieben waren. Insbesondere konnte die ungen¨ugende
Konvergenz einer herk¨ommlichen, auf Taylor-Reihen basierenden Multipolentwick-
lung für diese Anwendung, die Gill [70] aufgrund der Beschr¨ankung auf viel zu kleine
Benchmarksysteme nicht aufgefallen war, durch ein neuartiges, auf der Methode der
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kleinsten Fehlerquadrate basierendes Verfahren ¨uberwunden werden. Die von Stone
[60] beklagten Unzul¨anglichkeiten der kartesischen Multipolentwicklung, deren An-
wendung sich als leider unumg¨anglich herausstellte, wurden fast alle durch vollst¨andi-
ge Neuformulierung beseitigt, wobei vom historisch bedingten Literaturgebrauch stark
abgewichen wurde und ein einheitlicher, einfacher und kompakter Formalismus ge-
schaffen wurde. Weiterhin wurde auf das Problem der ungen¨ugenden numerischen
Genauigkeit bei sehr großen Molek¨ulen aufmerksam gemacht, auch wenn die hier-
auf gefundene Antwort, große Systeme in mehrere getrennt zu behandelnde kleinere
Bereiche aufzuteilen, aufgrund hoher Kosten wohl noch nicht recht befriedigend ist.
Schließlich wurde ein Prescreeningverfahren entwickelt, daß hohe Effizienz und linea-
re Skalierung der Multipoln¨aherung bewirkt.

Somit bildet das Erreichte ein solides Fundament f¨ur weitere Entwicklungen. In
diesem Zusammenhang besonders interessant ist die M¨oglichkeit einer Kopplung mit
Dichtefunktionalmethoden nach dem Ansatz von Stoll und Savin1 [64, 65]. Dabei
würde die teure Transformation der Zweielektronenintegrale, die auch bei dem hier
entwickelten Verfahren noch klar den Flaschenhals darstellt, entfallen und vollst¨andig
durch ein kurzreichweitiges Dichtefunktional ersetzt werden. Dies k¨onnte durch eine
langreichweitige LMP2-Rechnung auf Basis von vollst¨andig multipolapproximierten
Austauschintegralen erg¨anzt werden. Zus¨atzlich würde man von schnellerer Basissatz-
konvergenz profitieren.

Bis es soweit ist, muß aber die Methode von Stoll und Savin noch weiter verbessert
werden. Bislang ist ein Wert des Abklingparametersω von mindestens etwa 1.0 erfor-
derlich, damit der Fehler des Dichtefunktionals im langreichweitigen Bereich nicht
auf das Ergebnis durchschl¨agt. Die Multipolnäherung aber vertr¨agt ja nur Werte bis
höchstens um 0.25. Hier k¨onnte die Verwendung gradientenkorrigierter Dichtefunk-
tionale helfen, die eine h¨ohere Genauigkeit haben als die bisher eingesetzten einfachen
Dichtefunktionale und auch bei kleinerenω noch hinreichend genau sein d¨urften.

1siehe Abschnitt 3.1.2, Seite 50
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Herleitungen. Beweise. Hilfsmittel

A.1 Matrixformulierung des Hylleraasfunktionals

Für diese Herleitung ben¨otigen wir den Formalismum der zweiten Quantisierung [120,
121]. Die zweifachangeregten Konfigurationen (2.1) lauten in zweiter Quantisierung

jΦab
i j i= ÊaiÊb jj0i. (A.1)

Die spinangepaßten Anregungsoperatoren

Êai = η†
aηi + η̄†

aη̄i (A.2)

lassen sich mit Hilfe der Erzeugungs- (η†) und Vernichtungsoperatoren (η) definieren,
hierbei wirkenüberstricheneη auf β -Spinorbitale, die ¨ubrigen aufα-Spinorbitale.

Wir versuchen nun, (2.24) in Matrixschreibweise zu formulieren. Dabei soll nicht,
wie sonstüblich, von einer kanonischen Basis ausgegangen werden, sondern ein Satz
beliebiger, orthonormierter Orbitale angenommen werden, die jedoch streng im be-
setzten bzw. virtuellen Raum liegen sollen. Betrachten wir zun¨achst ein einfaches
Überlappungsmatrixelement zwischen zwei Zweifachanregungen,

hΦab
i j jΦcd

kl i= δacδbdh0jÊik; jl j0i+δadδbch0jÊil ; jkj0i; (A.3)

so stellen wir fest, daß das Ergebnis Elemente der Dichtematrix zweiter Ordnung
h0jÊrs;tuj0i enthält,

h0jÊrs;tuj0i= 4δrsδtu�2δruδts; (A.4)

Êrs;tu = ÊrsÊtu�δstÊru: (A.5)

Durch Einführung der sogenannten kontravarianten Konfigurationen [122]

Φ̄ab
i j =

1
6
[2Φab

i j +Φab
ji ] (A.6)
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läßt sich eine entscheidende Vereinfachung erzielen:

hΦ̄ab
i j jΦcd

kl i= δacδbdδikδ jl (A.7)

Daraus folgt für dieÜberlappung mitΨ(1)

hΦ̄ab
i j jΨ(1)i= ∑

kl
∑
cd

Tkl
cdhΦ̄ab

i j jΦcd
kl i= Ti j

ab
: (A.8)

Entwicklung vonΨ(1) unter Verwendung der kontravarianten Konfigurationen ergibt

jΨ(1)i= 1
2∑

i j
∑
ab

T̄i j
ab
jΦ̄ab

i j i (A.9)

mit den kontravarianten Amplituden

T̄ i j
ab

= 2Ti j
ab
�T ji

ab
: (A.10)

Für den ersten Term des Hylleraas-Funktionals erhalten wir dann

hΨ(1)jĤjΨ(0)i= ∑
i j

∑
ab

Ti j
ab
hΦab

i j jĤj0i

=
1
2∑

i j
∑
ab

∑
rstu

Ti j
ab
h0jÊaiÊjbÊrs;tuj0i(rsjtu)

=
1
2∑

i j
∑
ab

Ti j
ab
f4(aij jb)�2(a jjib)g; (A.11)

wobei der Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung

Ĥ = ∑
rs

hrsÊrs+
1
2 ∑

rstu
(rsjtu)Êrs;tu (A.12)

eingesetzt und gleich ber¨ucksichtigt wurde, daß Einelektronenoperatoren zu Matri-
xelementen zwischen Referenzfunktion und Zweifachanregungen nicht beitragen.
Durch Definition von Austauschmatrizen

Ki j
ab

= (aijb j) (A.13)

(wir setzen hier und im folgenden stets reelle Orbitale voraus) und ihrer kontravarian-
ten Gegenst¨ucke

K̄i j
ab

= 2Ki j
ab
�K ji

ab
(A.14)

läßt sich dies schließlich in die Form

hΨ(1)jĤjΨ(0)i= ∑
i j

∑
ab

Ti j
ab
(2Ki j

ab
�K ji

ab
)

= ∑
i j

trfT i j K̄ jig

= ∑
i j

trfK i j T̄ jig (A.15)
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bringen. Dies ist zugleich der Ausdruck f¨ur die Energiekorrektur zweiter Ordnung,
sofern dieT i j durch Minimierung des Hylleraas-Funktionals erhalten wurden.

Den zweiten Term des Hylleraas-Funktionals setzen wir an, indem wirΨ(1) auf der
linken Seite nach kontravarianten, auf der rechten Seite nach gew¨ohnlichen Konfigu-
rationen entwickeln,

hΨ(1)jĤ(0)�E(0)jΨ(1)i= 1
4∑

i j
∑
ab

∑
kl

∑
cd

T̄i j
ab
hΦ̄ab

i j jĤ(0)�E(0)jΦcd
kl iTkl

cd

=
1
4∑

i j
∑
ab

∑
kl

∑
cd

T̄i j
ab

 
∑
rs
hΦ̄ab

i j jÊrsjΦcd
kl iFrs�

(bes)

∑
rs

δrshΦ̄ab
i j jΦcd

kl iFrs

!
Tkl

cd;

(A.16)

wobei wir für Ĥ(0) in zweiter Quantisierung

Ĥ(0) =
(bes)

∑
i

F̂(i) = ∑
rs

ÊrsFrs (A.17)

undE(0) als Spur der Fockmatrix des besetzten Raums

E(0) =
(bes)

∑
rs

δrsFrs (A.18)

geschrieben haben mit der Fockmatrix

Frs = hrjF̂jsi: (A.19)

Durch Auswerten der Matrixelemente des AnregungsoperatorsÊrs und Zusammenfas-
sen erhalten wir

hΨ(1)jĤ(0)�E(0)jΨ(1)i= 1
2∑

i j
trf(FT i j +T i j F�∑

k

[FikTk j +FjkTki]) T̄ jig: (A.20)

Damit können wir jetzt durch Einsetzen von (A.15) und (A.20) in (2.24) die Matrix-
form des Hylleraas-Funktionals hinschreiben

E2 =
1
2∑

i j
trf(2K i j +FT i j +T i j F�∑

k

[FikTk j +FjkTki]) T̄ jig: (A.21)

Die Verwendung nichtorthogonaler virtueller Orbitale ist ebenfalls m¨oglich und bringt
nur unwesentliche Komplikationen mit sich, wie Pulay und Saebø gezeigt haben [32,
33]. Der Ausdruck f¨ur das Hylleraas-Funktional (A.21) geht lediglich ¨uber in die
allgemeinere Form

E2 =
1
2∑

i j
trf(2K i j +FT i j S+STi j F�∑

k

S[FikTk j +FjkTki]S) T̄ jig; (A.22)

und der Energieausdruck (A.15) bleibt ohneÄnderung g¨ultig. Alle Matrizen bezie-
hen sich allerdings hier und im Folgenden auf die nicht-orthogonale Basis virtueller
Orbitale.
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A.2 Verallgemeinerte Kettenregel

Gesucht ist dien-te Ableitung vonf (u(x)) nachx unter der Bedingung, daß die inneren
Ableitungen ab der dritten Ableitung verschwinden,

du
dx

= u0,
d2u
dx2 = u00,

d3u
dx3 =

d4u
dx4 = � � �= 0. (A.23)

Die Lösung ist

dn

dxn f (u) =
[ n
2 ]

∑
k=0

2�kn!
k!(n�2k)!

� f (n�k)(u) �u0n�2k �u00 k. (A.24)

(Die Gaußklammer [] liefert die gr¨oßte ganze Zahl, die kleiner oder gleich ihrem Ar-
gument ist.)

Beweis durch vollsẗandige Induktion

1. Induktionsanfang: Durch Einsetzen vonn = 1 in (A.24) erhält man die einfache

Kettenregel,
d
dx

f (u) = f 0(u) �u0.
2. Induktionsschritt: Durch einmaliges Ableiten von (A.24) ergibt sich

dn+1

dxn+1 f (u) =
[ n
2 ]

∑
k=0

2�kn!
k!(n�2k)!

�

�
h

f (n�k+1)(u) �u0n�2k+1 �u00 k+ f (n�k)(u) �u0n�2k�1 �u00 k+1 � (n�2k)
i

=
[ n
2 ]

∑
k=1

f (n+1�k)(u) �u0n+1�2k �u00 k
�

2�kn!
k!(n�2k)!

+
2�k+1n!(n�2k+2)
(k�1)!(n�2k+2)!

�
+

+
0

∑
k=0

1 � f (n+1�k)(u) �u0n+1�2k �u00 k+

+
[ n
2 ]+1

∑
k=[ n

2 ]+1

2�k+1n!(n�2k+2)
(k�1)!(n�2k+2)!

� f (n+1�k)(u) �u0n+1�2k �u00 k

=
[ n+1

2 ]

∑
k=0

2�k(n+1)!
k!(n+1�2k)!

� f (n+1�k)(u) �u0n+1�2k �u00 k.
(A.25)

Dabei wurde beachtet, daß der Term in der vorletzten Zeile f¨ur geraden verschwindet,
weil dann der Faktor(n�2k+2) null ist. In diesem Fall ist[n

2] = [n+1
2 ], und die obere

Summationsgrenze im letzten Schritt ist in Wirklichkeit unver¨andert. F¨ur ungerade
n ist [n

2] + 1 = n+1
2 = [n+1

2 ], und die ge¨anderte Summationsgrenze im letzten Schritt
spiegelt wieder, daß ein weiterer Term dazugekommen ist.
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A.3 Verbesserte Multipolnäherungen bei Verwendung
von Taylorreihen

A.3.1 Erscḧopfendes Abschneiden

Üblicherweise wird die Multipolentwicklung auf Basis der Summe der Multipolr¨ange
abgeschnitten,

mΣ +nΣ � p+1, (4.22)

dies haben wir schon fr¨uher als
”
einfaches Abschneideschema“ bezeichnet [24]. So

werden z. B. bei der Quadrupoln¨aherung (p = 2) als höchste Wechselwirkungsterme
Dipol–Quadrupol-Wechselwirkungen erfaßt. Mit den vorliegenden Multipolintegralen
könnte man aber mit geringen Mehrkosten auch noch die Quadrupol–Quadrupol-
Wechselwirkungen beschreiben. Als

”
erschöpfendes Abschneideschema“ [24] be-

zeichnen wir das in diesem Sinne definierte Abschneideschema

mΣ � p und nΣ � p, (A.26)

also Berechnung aller Wechselwirkungen zwischen den vorliegenden Multipolinte-
gralen. Dieses Abschneideschema f¨uhrt für die monopolare Multipolentwicklung zu
erheblich beschleunigter Konvergenz, da so die wichtigsten Beitr¨age höherer Nähe-
rungsordnungen mit erfaßt werden k¨onnen [24].

A.3.2 Dämpfung der lokalen Ladungsverteilungen

In der Praxis wird bei ausgedehnten Molek¨ulen und Verwendung von Taylorreihen, be-
sonders beim Einsatz des ersch¨opfenden Abschneideschemas, h¨aufig folgendes Kon-
vergenzverhalten beobachtet: Rasches Ann¨ahern an den exakten Wert der Korrelati-
onsenergie mit steigendemp, dann aber Divergenz abp� 15. Auch wenn die Wahl
eines kleineren Wertes vonp bei entsprechend abgestimmter Wahl der ¨ubrigen Pa-
rameter ausreichende Genauigkeit liefern kann, ist dies sicher ein unbefriedigender
Zustand.

Der Grund für die Divergenz ist das falsche asymptotische Verhalten des Polynom-
genäherten Coulomboperators: W¨ahrendL(r)! 0 geht für r !∞, geht

Lapprox(r) =
p+1

∑
i=0

C0
i r2i !∞, (A.27)

und zwar um so schneller, je h¨oherp ist.
Die Entwicklung des Operators als Potenzreihe und damit seine Divergenz im

asymptotischen Bereich ist vorgegeben, denn nur so l¨aßt sich eine lokale Beschreibung
der Coulombwechselwirkung erzielen, bei der Zweielektroneintegrale in Einelektro-
nenintegrale zerfallen. Um dem Effekt dieser Divergenz entgegenzuwirken, m¨ussen
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also stattdessen die Ladungsverteilungen, die ¨uber den gen¨aherten Operator wechsel-
wirken sollen, modifiziert werden, also genauer gesagt, die Orbitale.

Zu diesem Zweck werden die Orbitalkoeffizienten vor der Transformation der Mul-
tipolintegrale mit einer D¨ampfungsfunktiond(r) moduliert:

P̃0rµ = d(rrµ) � P̃rµ (A.28)

L0iν = d(riν) �Liν . (A.29)

Hierbei istrrµ der Abstand der atomaren Zentren vonr undµ, undriν ist der Abstand
des atomaren Zentrums vonν vom Zentroid voni.

Die natürliche Wahl der D¨ampfungsfunktion ist

d(r) = 4
s

Lexakt(r)

Lapprox(r)
= 4

s
L(r)

∑p+1
i=0

C0
i r2k

12

. (A.30)

In der Praxis funktioniert das nicht so gut wie erhofft. Es wurde gefunden, daß die
besten Ergebnisser erhalten werden, wenn konstantp+1= 8 für die Dämpfungsfunk-
tion verwendet werden. Außerdem wirkt sich eine leichte Skalierung der Funktion um
den Faktor 0:9 förderlich aus, also die Verwendung von

dskaliert(r) = d(r=0:9). (A.31)

So wurde auch die in Abbildung 5.7 auf Seite 107 gezeigte Kurve erhalten.

A.4 Automatische Bestimmung des Gewichtsfunkti-
onsparametersγ

γ ist der negative Exponent der als sph¨arische Slaterfunktionen modellierten Ladungs-
verteilungen, deren Multipole bekannt sind. Naheliegend ist also die Bestimmung der
Multipolmomente einer sph¨arischen Slaterfunktion und der anschließende Vergleich
mit den tats¨achlichen Multipolmomenten. Um Rotationsinvarianz zu gew¨ahrleisten,
kommen hierzu nur Integrale ¨uberr2nρ in Frage, also geradzahlige Potenzen vonr.

Die entsprechenden Multipolmomente einer normierten sph¨arischen Slaterfunktion
sind

QSlater
r2n �

Z
r2n �

r
γ3

π
e�γrdr =

Z ∞

0
r2n �

r
γ3

π
e�γr 4πr2dr (A.32)

was sich mit Hilfe der Formel
R ∞

0 xne�axdx= n!=an+1 für n2 Z+ [123] leicht auswer-
ten läßt, und es resultiert

QSlater
r2n = 4π1=2(2n+2)!

γ2n+3=2
. (A.33)
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Für eine beliebige Ladungsverteilung l¨aßt sich das entsprechende Multipolmoment in
die bekannten kartesischen Momente entwickeln,

Z
r2n �ρ(r)dr �Qρ

r2n = ∑
i jk

i+ j+k=n

n!
i! j!k!

Qρ
(2i;2 j ;2k)

. (A.34)

Hier fehlt noch ein NormierungsfaktorN = [
R

ρ2(r)dr ]�1=2. Dann kann manQSlater
r2n =

NQρ
r2n

gleichsetzen und erh¨alt

γ =

 
4π1=2(2n+2)!

NQρ
r2n

! 1
2n+3=2

. (A.35)

Leider ist der NormierungsfaktorN nicht ganz leicht zu ermitteln, es handelt sich
nämlich um eine 4-Index-Entit¨at, da jaρ ein Produkt von zwei Orbitalen ist. Eine
einfache, aber unbefriedigende L¨osung ist,N wiederum als Konstante vorzugeben.
Ein weiterer einfacher Ausweg ist,N selbst mit Hilfe der Multipole vonρ zu ermitteln,
wobei natürlich Multipole eines anderen Ranges 2m verwendet werden m¨ussen, also

N =
Qρ

r2m

QSlater
r2m

. (A.36)

Offensichtlich ist die Bedingung f¨ur γ dann einfach

QSlater
r2n

QSlater
r2m

=
Qρ

r2n

Qρ
r2m

, (A.37)

was nach Einsetzen von (A.33) und Aufl¨osen nachγ

γ = 2(m�n)

vuut(2m+2)!
(2n+2)!

Qρ
r2n

Qρ
r2m

(A.38)

ergibt.
Auf diese Weise kann f¨ur jedes Paar ein individuellesγ ermittelt werden, indem

für jedes Paar aus allen einfließenden Ladungsverteilungen je einγ bestimmt und der
Mittelwert verwendet wird.

Bei Testrechnungen hat sich dieses Verfahren f¨ur verschiedene Kombinationen von
mundn nicht sehr bew¨ahrt, es werden stets zu kleine Werte abgesch¨atzt, und zwar um
so mehr, je h¨oher m und n sind. Bessere Ergebnisse kann man erzielen, wenn das
automatisch bestimmteγ jeweils noch mit einem konstanten Faktor multipliziert wird.
Recht gute Ergebnisse wurden mitfm;ng= f1;3g und einem Faktor von 1.2 erhalten.
Dann hat man aber doch wieder einen empirischen Parameter in der Theorie.
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A.5 Abschätzung der Zahl der Gruppen

Wir suchen eine einfache Absch¨atzung der kleinsten Anzahln von Bereichen, in die
ein Molekül eingeteilt werden muß, so daß der Durchmesser dieser Bereiche nicht
größer alsd ist.

Zunächst bestimmen wir die Tr¨agheitsachsen des Molek¨uls unter der fiktiven An-
nahme, daß alle Atome die gleiche Masse haben. Dann wird es in den kleinstm¨ogli-
chen Quader einbeschrieben, dessen Kanten parallel zu diesen Achsen sind. Die Sei-
tenlängen dieses Quaders seienlx, ly und lz, und wir verlangenlx � ly � lz. Nun unter-
scheiden wir folgende F¨alle:

� Kleines Molekül, lx � d, ly � d, lz� d. Dann istn= 1.

� Weitgehend lineares Molek¨ul, lx � d, ly � d, lz> d. In diesem Fall ist

n=
lz
d

(A.39)

(bei gebrochenen Werten wird aufgerundet).

� Flaches Molek¨ul, lx � d, ly > d, lz > d. In diesem Fall gehen wir von einer
dichten zweidimensionalen Packung von Bereichen aus. Eine

”
Elementarzelle“

ist hierbei ein gleichseitiges Parallelogramm mit der Seitenl¨anged und einem
Winkel von 60Æ. Sie hat also einen Fl¨acheninhalt von

AE =

p
3

2
d2, (A.40)

und sie enth¨alt genau einen Bereich. Mit Hilfe der fl¨achenm¨aßigen Ausdeh-
nung des Molek¨uls, AM = ly � lz, läßt sich die Zahl der n¨otigen Bereiche dann
abschätzen zu

n=
AM

AE
=

2p
3

lylz
d2 (A.41)

(aufgerundet).

� In allen drei Dimensionen ausgedehntes Molek¨ul, lx > d, ly > d, lz > d. In die-
sem Fall nehmen wir eine kubisch dichteste Packung von Bereichen an. Die
Elementarzelle ist dann ein W¨urfel mit der Kantenl¨ange

p
2d und folglich dem

VolumenVE = 23=2d3, und sie umfaßt vier Bereiche. Mit Hilfe des Volumens
des QuaderVM = lx � ly � lz schätzen wir

n=
VM

VE
= 2�3=2 lxlylx

d3 (A.42)

(aufgerundet).



Anhang B

Gradienten für multipolapproximierte
Dispersionsenergien

Um effizient Geometrieoptimierungen durchf¨uhren und Eigenschaften berechnen zu
können, werden nicht nur Energien ben¨otigt, um die es in dieser Arbeit die ganze Zeit
ging. Auch Ableitungen der Energie sind hierzu n¨otig, vor allem die ersten Ableitun-
gen, die Gradienten. In diesem Anhang werden Formeln hergeleitet, die die Berech-
nung analytischer erster Ableitungen nach den Kernkoordinaten erlauben. Die For-
meln für die ersten Ableitungen nach anderen Gr¨oßen (z. B. der St¨arke des ¨außeren
elektrischen Feldes zur Berechnung des Dipolmoments) sind dieselben, nur daß alle
Ableitungen nach den Basisfunktionen (also dieQ̄mq

µν undSq
µν ) null sind.

Im Folgenden bezeichnet ein hochgestelltesq die Ableitung nach der Koordinate
q. Die Ableitung der Energie wird durch Anwendung der Kettenregel erhalten.

Der Beitrag der Fernpaare zur LMP2-Energie ist

E(2)
dist

=
dist

∑
i j

∑
ab2[i j ]

Ki j
ab

T̃i j
ab

. (B.1)

Explizit ist das bei Verwendung der Multipoln¨aherung

E(2)
dist

= ∑
i jab

T̃i j
ab ∑

mnpq
Q̌m

iaTRi
mpU

RiRj
pq T

Rj
nq Q̌n

b j (B.2)

Wir definieren

ǓRiRj = TRi URij TRj (B.3)

und haben damit inǓRiRj alle diejenigen Gr¨oßen zusammengefaßt, die von den
EntwicklungszentrenRi und Rj (üblicherweise die Orbitalzentren) abh¨angen. Die
Abhängigkeit der multipolapproximierten Integrale von den Entwicklunszentren d¨urf-
te recht gering sein, so lange diese m¨oglichst optimal gew¨ahlt sind, was im Fall der
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Orbitalzentren gew¨ahrleistet ist. Vernachl¨assigen wir also diěU
RiRj q
mn , so ist

E(2)q
mult

= ∑
i jab

T̃i j
ab∑

mn

�
Q̌mq

ia Ǔ
RiRj
mn Q̌n

b j + Q̌m
iaǓ

RiRj
mn Q̌nq

b j

�

= 2 ∑
i jab

T̃i j
ab∑

mn
Q̌mq

ia Ǔ
RiRj
mn Q̌n

b j

= 2 ∑
i jab

T̃i j
ab∑

mn
∑
µν

�
Lq

µ iPνaQ̄m
µν +Lµ iP

q
νaQ̄m

µν +Lµ iPνaQ̄mq
µν

�
Ǔ

RiRj
mn Q̌n

b j

= 2 ∑
i jab

T̃i j
ab∑

mn

h
Q̌m(q)

ia
+∑

µν

�
Lq

µ iPνaQ̄m
µν �∑

kρ
Lµ iL

q
νk

LρkSρaQ̄m
µν

�∑
kρ

Lµ iLνkL
q
ρk

SρaQ̄m
µν �

1
2∑

ρ
Lµ iDνρSq

ρaQ̄m
µν

�i
Ǔ

RiRj
mn Q̌n

b j

= 2 ∑
i jab

T̃i j
ab∑

mn

�
Q̌m(q)

ia
� 1

2

�
L†Q̄mDS

q
)ai

�
Ǔ

RiRj
mn Q̌n

b j +∑
µ i

Lq
µ iY

dist
µ i

=
1
2∑

m
∑
µν

Q̄mq
µν X̄m

µν +
1
2∑

µν
Sq

µνZdist
µν +

1
2∑

µ i
Lq

µ iY
dist
µ i

(B.4)

mit

Ydist
µ i = 4∑

jab

T̃i j
ab∑

mn
∑
ν

PνaQ̄m
µνǓ

RiRj
mn Q̌n

b j

�4 ∑
k jab

T̃k j
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mn
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νρ

�
LνkLρ iSρaQ̄m

µν +LρkLν iSµaQ̄m
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�
Ǔ
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b j
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jb
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mn

�
Q̄mPT̃ij )µbǓ

RiRj
mn Q̌n

b j

�4∑
a

�
SL)ai ∑

k jb

T̃k j
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mn

�
Q̄mL)µkǓ

RiRj
mn Q̌n

b j

�4∑
a

Sµa∑
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T̃k j
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L†Q̄mL)kiǓ

RiRj
mn Q̌n
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(B.5)

Zdist
µa =�2∑

i jb

T̃ i j
ab∑

mn

�
DQ̄mL)µ iǓ

RiRj
mn Q̌n

b j (B.6)

X̄m
µν = 4∑

i
Lµ i ∑

jb

�
PT̃ij �

νb∑
n

Ǔ
RiRj
mn Q̌n

b j (B.7)

Will man die Abhängigkeit von den Zentren nicht vernachl¨assigen, so kommen
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zusätzliche Terme dazu, n¨amlich

E(2)q
cen = ∑

i jab

T̃i j
ab∑

mn
Q̌m

aiǓ
RiRj q
mn Q̌n

b j
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α2fx;y;zg
∑
mn

Q̄α q
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mit

X̄
α

µν = 4∑
i

Lµ iLν i ∑
jab

T̃i j
ab∑

mn
Q̌m

ai

�
∂

∂Riα
Ǔ

RiRj
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�
Q̌n

b j, (B.9)

Y
dist

µ i = 8∑
α

�
Q̄αL

�
µ i ∑

jab

T̃i j
ab∑

mn
Q̌m

ai

�
∂

∂Riα
Ǔ

RiRj
mn

�
Q̌n

b j. (B.10)

Die Ableitung vonǓRiRj nach den Zentroiden ist

∂
∂Riα

ǓRiRj =

�
∂

∂Riα
TRi

�
URij TRj �TRi

 
∂

∂Rijα
URij

!
TRj . (B.11)

Mit (4.46) erhalten wir

∂
∂Rx

TR
mn=

=

�
mx

nx

��
my

ny

��
mz

nz

�
(mx�nx)(�Rx)

mx�nx�1(�Ry)
my�ny(�Rz)

mz�nz (B.12)

und mit (4.17), (4.50) und (4.53)

∂
∂Rx

UR
(i jk)(lmn) = (�1)i+ j+k

�
i + l

i

��
j +m

j

��
k+n

k

�
� ∂

∂Rx
DR

i+l ; j+m;k+n, (B.13)
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∂
∂Rx

DR
i; j ;k =

[ i
2 ]

∑
l=0

[ j
2 ]

∑
m=0
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2 ]

∑
n=0

2i+ j+k�2l�2m�2n �

� (i + j +k� l �m�n)!
l !(l �2i)!m!(m�2 j)!n!(n�2k)!

Rj�2m
y Rk�2n

z �

�
�

Ri�2l
x

∂
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i+ j+k�l�m�n+(i�2l)Ri�2l�1

x CR
i+ j+k�l�m�n

�
, (B.14)

∂
∂Rx

CR
i =

1
i!
(�1)i (2i)!

22i � i!
�(2i +1)Rx

R2i+3 . (B.15)

Die Ableitungen nachRy und Rz erhält man durch zyklisches Vertauschen vonx,y,z
sowiei, j,k und l ,m,n.

Diese Formeln wurden nicht in MOLPRO implementiert.



Anhang C

Verzeichnis der Quelldateien

Die folgenden Quelldateien geh¨oren zum Kern des Multipolprogramms und wurden
im Rahmen dieser Arbeit und [24] erstellt (Pfad relativ zum Basisverzeichnis der
MOLPRO-Installation, Versionsstand 2000.4):

src/local/asmbl k.f Treiberprogramm, das gegebenenfalls die abgeschirmten
Austauschintegrale von der Festplatte einliest, die langreichweitigen Integrale
daraufaddiert sowie rein multipolapproximierte Integrale f¨ur Fernpaare erg¨anzt
und die fertig zusammengesetzten Integrale wieder zur¨uckschreibt. Veranlaßt die
Bereitstellung der Multipolintegrale und f¨ur jedes Paar einzeln die Berechnung
der multipolentwickelten Austauschintegrale.

src/local/kijmltp.f Treiberprogramm, daß vonasmbl k.f sowohl zur Be-
rechnung der Multipolintegrale als auch zur Durchf¨uhrung der Multipolentwick-
lung benutzt wird. Enth¨alt Initialisierung des Multipolprogramms und kapselt
Daten, die für Multipolintegrale und Multipolentwicklung gemeinsam ben¨otigt
werden.

src/local/mltops.f Kernprogramm zur Erzeugung der Multipolintegrale.
Enthält Routinen zur Initialisierung und zur Beendigung der Integralerzeugung.
Wird dazwischen vonkijmltp.f einmal für jede Orbitalgruppe aufgerufen.
Die fertigen Integrale stehen danach auf der Festplatte.

src/local/mltexp.f Kernprogramm zur Berechnung multipolapproximierter
Zweielektronenintegrale. Liest dynamisch Multipolintegrale von der Festplatte.
Aufgerufen vonkijmltp.f .

src/local/orbbatch.f Wird von kijmltp.f benutzt, um die Orbitalgrup-
pen zu bestimmen.

src/local/fitmltp.f Wird von mltexp.f bestimmt, um KoeffizientenC0
i

undCR
k;l nach (4.87) bzw. (4.90) durch die Methode der kleinsten Fehlerquadrate

zu bestimmen.
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src/Molcas/mltpl.f Schnittstelle zum Integralprogramm Seward. Wird von
mltops.f benutzt, um S¨atze von Multipol-Basisintegralen anzufordern.

Folgende Dateien, in Klammern ihr Hauptzweck, wurden um die angegebene
Funktionalität erweitert:

src/local/ccmp2 loc.f (Iterativen Lösung der LMP2-Gleichungen) Asymme-
trische Domänen

src/util/local init.f (Initialisierung der lokalen Korrelationsprogramme)
Initialisierung des Multipolprogramms und zahlreiche Eingabeoptionen

src/Molcas/oneel.f (Haupt-/Treiberprogramm zur Erzeugung beliebiger Ein-
elektronenintegrale) M¨oglichkeit zum Prescreening durch Auslesen eines zwei-
dimensionalen Feldes von Kennzeichen (

”
Flags“), in dem für jedes Schalen-Paar

signalisiert wird, ob es zu vernachl¨assigen ist

src/Molcas/cmbnmp.f (Teilroutine zur Berechnung primitiver Multipolintegra-
le) Berücksichtigung der M¨oglichkeit, beliebige S¨atze von Multipolspezies zu
erzeugen, gesteuert durch eine Liste

src/Molcas/rys.f (Kernroutine zur Berechnung primitiver Zweielektroneninte-
grale) Möglichkeit zur Berechnung abgeschirmter Integrale

src/Molcas/memrys.f (Ermittlung des Speicherbedarfs der vorstehenden Rou-
tine) Berücksichtigung des Zusatzbedarfs abgeschirmter Integrale

src/argos/binput.f (Verarbeitung von Benutzereingaben zu Basissatz und In-
tegration bei konventioneller Integralberechnung) Eingabeoption, mit der sich
die Erzeugung abgeschirmter Integrale vorw¨ahlen läßt
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[58] J. Almlöf, Chem. Phys. Lett.181, 319 (1991).
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M. Schütz, H. Stoll, A. J. Stone, R. Tarroni, and T. Thorsteinsson. URL
http://www.tc.bham.ac.uk/molpro/.

[76] A. D. Buckingham, Adv. Chem. Phys.12, 107 (1967).



LITERATURVERZEICHNIS 145

[77] A. D. Buckingham, in: Intermolecular Interactions from Diatomics to Biopo-
lymers, herausgegeben von B. Pullman, S. 19. Wiley Interscience, New York,
1978.

[78] C. A. White und M. Head-Gordon, J. Chem. Phys.101, 6593 (1994).
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