
Ovale und Kegelschnitte in der komplexen projektiven Ebene 

V'tm THOMAS Btl'CHANAN in Darmstadt 

Die KegelschJ11tte der komplexen projektiven Ebene werden 

in dieser Ar))eit durch ihre geometrisChen und toplogi

sehen Eigenschaften charakterisiert - genauer: durch die 

OVa1eigensch~ft und die topologisehe Abgeschlossenheit. 

Die komp Lexe ",.oj aktive Eb6ne P 2 (C) wird Ublicherwe1se 
als Geometrie der e10- und zweidimensionalen linearen 

Teilräume deli komplexen dreidimensionalen Vektorraums 

4: 3 definiert. Die Punktmenge P (;; Menge der eindimensio

nalen Teilräume des C3 ) und die Geradenmenge Z (o. Menge 

der zweidimeJlsionalen Teilräume des ce3 ) wollen wir wie 

üblich mit Topologien versehen; mit diesen wird P2(C) 

eine topolog.Lsche projektive Ebene. Die Definition dieser 

Topolog ien werden wir in § 2 angeben und einige ihrer 

bekannten Eiqenschaften herleiten. 

Ein Kegel8ahnitt in P2 (C) ist als die Nullstellenmenge 

eines 1rredu:z:iblen homogenen Polynoms vom Grad 2 1n drei 

Unbestimmten definiert; es ist bekannt, daß sich die be

schreibende quadratische Gleichung eines beliebigen Ke

gelschnitts durch eine geeignete Keordinatentransforma

tien auf die Form 

x~ - x 1s 2 ." 0 

bringen läßt (vgl. etwa [Pickert: Analytische Geometrie, 

Abschnitt 31, insbes. (31.1)]). 

Ein Oval () einer beliebigen projektiven Ebene ist eine 

nicht leere Teilmenge der punktmenge mit den folgenden 

Eigenschaften: 

1) Jede Gerade trifft IJ in hOchstens zwei Punkten. 

11) Zu jedem Punkt p von IJ gibt es genau eine Gerade t, 
die das Oval nur 1m Punkt p trifft, die sogenannte 

-Tangente- • 
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Ein OVal m in einer topologisehen projektiven Ebene heißt 

abgs8chl.oaaen~ wenn es abgeschlossen im Ublichen topolo

gischen Sinn ist, d.h. wenn das Komplement von ~ offen 

ist. 

Es iSt bekannt, daß jeder Kegelschnitt in P2 (t:) ein ab

geschlossenes oval ist. umgekehrt beweisen win 

~. .ledsa abgf18chl.o88sns Oval. deI' komp lexen pl'ojsk

tivBn Ebene iat ein Kegetsehnitt. 

Der analoge Satz für Ovale in der reellen Ebene 1st 

falsch (vgl. Fig. 1). 

y 

---+--~r---+---'X 

F1g. 1. Zwei Beispiele von Ovalen in R2 • die keine Kegelschnitte 

sind: Das linke Beispiel besteht aus einem Halbkreis und einer Halb
ellipse. die an der y-Achse (einer Synmetr1eachse der beiden Kurven) 

zusanmengesetzt sind. Das rechte Beispiel 1st die E1nheits-"Sphäre" 

{(x.y)eR2!u (x.y) 11 p '"' 1} in der sogenannten p-Norm 

,,(x.Y)"p.P~ 

(im Bild p. 3). FUr l<p<-ist diese "Sphäre" ein Oval. für p. 2 

natürl feh der E1nhe1tskre1s. 
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Segre (1955) hat einen ähnlichen Satz im Bereich der end

lichen Geometrie bewiesen: Jedes Oval einer endlichen 

desargueschen projektiven Ebene ungerader Ordnung 1st 

ein Kegelschnitt. 

Bemerkung. Mit transfiniter Induktion kann man ein OVal 

in P2 (C) konstruieren, das kein Kegelschnitt ist (und 

das a fortlorl nicht abgeschlossen sein kann). Ein sol

ches Oval entsteht, indern man einen Punkt aus der von 

Mazurklewlcz (1914) angegebenen Menge wegläßt: die dort 

aufgefUhrte :Konstruktion 1st auf P2 (C) anwendbar. 

An einer Stelle des Beweises benötigen wir ein nIchtele

mentares Hilfsmittel: den Jordansehen Kurvensatz. Abge

sehen davon wird ausschließlich mathematisches Grundwis

sen herangezogen. 

Der Beweis zerfällt in einen topologisehen Teil und 

einen funktionentheoretischen TeU. § 1 enthält den 

funktionentheoretischen Teil unter Vorwegnahme des Er

gebnisses des topologisehen Teils; er gibt somit gleich

zeitig einen relativ knapp gehaltenen Uberblick über die 

Grobstruktur des Beweises. In den folgenden Paragraphen 

sind die topologischen Argumente breit ausgeführt. Sie 

sind unabhängig von § 1, so daß der Leser § 1 zunächst 

nur überfliegen oder auch erst am Schluß lesen kann. 

Diese Arbeit entstand 1m Rahmen einer allgemeinen Unter

suchung über topologisehe Ovale, die gemeinsam mit 

H. Hähl und R. Löwen durchgeführt WIlrde. Ich m~chte bei

den für ihre Anregungen danken. AuBerdem mt\chte ich 

Herrn Professor Pickert für viele nützliche Vorschläge 

hinSichtlich Stil und Methode danken. 

§ 1. Der funktionentheoretische Teil des Beweises 

Im folgenden sei tJ ein abgeSChlossenes OVal in der PUnkt

menge von P2 (a:) • 

Für einen festen PUnkt pE e betrachten wir die ·Projek
tionsabbilduDg- a '" OD' die das OVal 6 auf das Büschel 



Ovale und Kegelschnitte In der komplexen projektiven Ebene 247 

z (p) der Geraden durch den Punkt p abbildet und die wie 

folgt definiert ist: 

CH ~ + Y(p) 

a{q) '" 
für q '" p 
fUr q = p, 

wobei q v p die Verbindungsgerade und t die Tangente in p 

bezeichnet (Fig. 2). 

qvp 

Fig. 2. Schematisches Bild des Ovals ~ mit Punkten P. q. Verbin

dungsgerade 9 v p und Tangente t in p. 

In § 4 werden wir folgendes zeigenr 

~. FaJO Jeden Punkt pE m ist die P'1'ojflktionaabbil

dung a.: (!)+ Z(p) ein Ho","omoJOphie",u8. 

Dabei sind I) und j!"(p) mit der SpurtopOlogie voro Punkt

bzw. Geradenrawu versehen. (Auf diese 'I'opologien gehen 

wir in § 2 näher ein.) 

Bemerkung. In {Buchanan-Hä.hl-Löwenl wird Satz B fUr 

kompakte zusammenhängende endlichdimensionale topo

logische projektive Ebenen allgemein bewiesen. 
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Beweis von Satz A. Sei p ein beliebiger PUnkt von ~ und 

t die Tangente in p. Wir entfernen t samt ihren PUnkten 

aus der projektiven Ebene. P2 (Cl" {tl kann in der Weise 

mit C2 identifiziert werden, daß die Geraden genau die 

Graphen von linearen inhomogenen Funktionen und die 

·Senkrechten· (z) xC (zEC) sind (vgl. § 2, Hilfssatz 4). 

Darin sei das Achsenkreuz Ur V so gewählt, daß p der 

·unendlichferne- Punkt der Achse v ist (Fig. 3). 

u 

o Graph f 

zvp 

f'ig. 3. Das Oval schematisch dargestellt: Links ~ in der projek

tiven Ebene. die Geraden u und v entsprechen in der affinen Ebene 
(rechts) dem Achsenkreuz u. v. Die unendlichferne Gerade ist die 

Tangente t. Der affine Teil ß'aff des Ovals erweist sich als Graph 
einer Funktion f. 

Da jede Parallele zu v das Oval (j in genau einem affinen 

PUnkt trifft, ist der affine Teil (jaff von tJ der Graph 

einer Funktion f, deren Definitions- und Blldbereich die 

Menge der PUnkte auf u (= ce x {Oll bzw. y (= {O} x Cl ist. 

die wir jeweils mit C identifizieren. Dabei läßt sich f 

durch die Vorschrift 

f (z) '"' projy «zv p) J\ 41aff ) 
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beschreiben, wobei (z vp)", Daff den affinen SChnittpunkt 

und projv die parallelproj ektion in Richtung von u auf 

die Gerade v bezeichnen. Wegen unserer Identif ikation 

ist f: C + 1%:. Wegen Satz B ist diese FUnktion stetig. 

Wenn wir Satz B auf einen affinen Punkt q des Ovals an

wenden, stellen wir fest, daß f überall komplex diffe

renzierbar ist, denn die sekanten durch q haben gemäß 

Satz B (für q statt p) die Tangente in q als eindeutigen 

Grenzwert. f ist also eine ganze Funktion im Sinne der 

Funktionentheorie. 

Wiederum aufgrund von Satz B konvergiert f (z) gegen 00 

für z gegen ""; daher ist feine ganzrationale Funktion 

nach dem Satz von Casorati-weierstraß, der besagt, daß 

bei einer ganzen transzendenten, d.h. nichtrationalen 

Funktion das Bild jeder ""-Umgebung dicht in (: liegt 

(s. etwa [Knopp 1976, § 28, Satz S}). 

Das Oval D ist der AbschlUß von Graph f in P. Wir mÜssen 

nur noch zeigen, daß f den Grad 2 hat. Hätte feinen 

Grad <::3, so müßte jede GleiChung f (z) = a eine mehrfache 

Wurzel haben, da () mit der Geraden ce)( {al höchstens zwei 

Punkte gemeinsam hat; das würde aber f' (z) • 0 für unend

lich viele z bedeuten im Widerspruch dazu, daß f' einen 

Grad ;:2 hat. Da der affine Teil von () keine Gerade ist, 

kann f nicht einen Grad '1 haben. Also wird f durch ein 

Polynom zweiten Grades beschrieben. 0 

§ 2. Die Topologie der komplexen projektiven Ebene 

Dieser Paragraph beschäftigt sich mit der Definition und 

einigen bekannten Eigenschaften der Topoloqie von P2 (C). 

Wie üblich bezeichnen wir die Punkte von P2 (C) in homo

genen Koordinaten mit [zO,z"z21, wobei [zO'%1,Z21 dem 

eindimensionalen Teilraum von a: 3 entspricht, der von dem 

Vektor (zO' Zt ,z2) E 1%:3 erzeugt wird. 

Sei qJ: (:3,{O) + P:(zO,z1'z2) .... [zO,zl'Z2] die kanonische 

Abbildung auf den Punktraum P. 
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~. Die Topologie dss Punktraums P wird als Quo

tiententopOlogie bezßglich der Abbildung", definiert; mit 

anderen Worten, eine Teilrnenge X von P heißt offen genau 

dann, wenn ihre Urbildmenge IP -1 (Xl in c3 ...... {O} offen ist; 

dabei trägt c3 " {O} die übliche Topologie, die mit Hilfe 

der Norm 

11(%0' z, ,z2)11 "" I zo2:0+z, +i, +z2+z2 

definiert ist. 

Die Geraden der komplexen Ebene werden wir wie üblich 

durch Gleichungen der Form 

beschreiben, wobei die Koeffizienten aO,a, ,a2 aus C und 
nicht alle = 0 sind und xo ,x1 ,x2 Variablen bezeichnen, 

Die Abbildung 

lII:P .... !r 

[aO,al ,a2 ] t+ (Gerade mit der GleiChUng) 1 

saxe + a,x1 + a2x2 '" 0 

ist eine Bijektion zwischen Punkt- und Geradenraum. Die 

Hintereinanderausfllhrung 1/loql;C3 , {o} .... ,2 bezeichnen wir 

mit X= 

a:: 3 , {C} 

(1) 

~. Die Topologie des Geradenraumes 1l' wird so 

definiert, daß !jI:P .... !r ein HomÖOIUorphhmus ist. Dann ist 

auch X .. !jI 0 qJ:c3 , {C} +2 wie ljI eine Quotientenabblldunq. 

10.1. diejenige Gerade. die mit einem Punkt [20.21"z21 genau dann 

inzidiert. wenn aazO + a1z1 + aZlZ .. 0 1st. 
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(Eine stetige surjektive Abbildung n:A+- B zwischen topo

logischen Raunten heißt Quoti.mtenabbiLdung oder auch 

-Identifizierende Abbildung-, wenn B die Quotiententopo

lagie bezUglich n trägt. Man sieht leicht, daß eine Quo

tientenabbildung n IA +- B die folgenden Eigenschaften be

sitzt: Eine Abbildung !;:B +- eist genau dann stetig, wenn 

1; 0 n:A +- C stetig ist. Aus der Definition der Quotienten

abbildung ist ersichtlich, daß die Einschränkung einer 

solchen auf das Urbild einer offenen Henge wieder eine 

QUOtientenabblldung ist.) 

In den folgenden Beweisen der folgenden Hilfssätze wer

den wir stillschweigend davon Gebrauch machen, daß eine 

Abbildung stetig ist. wenn sie durch rationale Funktio

nen beschrieben werden kann (s. etwa (Dieudonne 1971, 

Bd. 1, S. 86,4.1.5.]). 

HUfssatz 1.Ssi A;(3 +- (3 ein Vektozol"4umautomol"phiBmuB. 

Dann ist di.e induaier-ts Kall.ineation X;P2(1t) +-P2 (CC) 

8oIJohl ats Punkt- lilie auoh aLs GSl"adenabbitdung 

stetig. 

~. Die Einschrä.nkung A' der Abbildung A auf (3, {Ol 

induziert eine Faktorabbildunq Ap:P .... P. die das Diagramm 

kommutativ macht, Ap beschreibt die Wirkung der Kollinea

tion ~ auf den Punktraum. Da A stetig ist und da P die 

Quotiententopoloqie trägt, ist Ap ebenfalls stetig wegen 

der oben erwähnten Eigenschaft der Quotientenabbildung cp. 

Das Entsprechende gilt für die von der Transponierten 

von A induzierte Abbildung A~ auf dem Geradenraum, die 

die Wirkung der Kollineation ~ auf dem Geradenraum be

schreibt. D 
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Hilfssatz 2. P und !r sind 8ausdol'!!P(luMB. 

~. Es genÜgt, die Behauptung für P zu beweisen. 

wegen Hilfssatz , und der Tatsache, daß die lineare 

Gruppe des C3 zweifach transitiv ist, genügt es, dis

junkte Umgebungen U, und U2 für die Punkte [1,0,01 und 

[0,' ,01 anzugeben. 

und 

die Urbilder der offenen Intervalle (C,'"') bzw. (-'"',0) 

bei der stetigen Abbildung (zO,z"z2) ~ lz01 - 1z,1 , 

sind offen, und es gilt 

tp-'",(W,) "" W, und tp-l",(W2 ) "" w2 

Nach der Definition der Quotiententopologie sind (j)(W1) 

und IP (W2 ) offen in P und. damit disjllnkte Umgebungen von 

[' ,0,01 bzw. [0,1,01.0 

Hilfssatz 3. P und !rsind kompakt. 

~. Für die Einheitssphäre 

55. {(zo,z"zz) 1 zozo+z,z,+z2zZ "" 1} 

in ('3 gilt P "" (j) (55). Da 55 kompakt ist, ist P kompakt 

und dann Ir (= * (p) ebenfalls. 0 

Bemerkung. Ein abgeschlossenes Oval ~ c: P ist demzufolge 

auch kompakt. 

Hilfssatz 4. Entf(tl'nt man aue P stlmttiohe Punkte einer 

beliebigen Gepaden~ so ist di9 UbZiche Identifikation 

.t.'ischsn der BO entstand6nsn affinBn Punktmenge und 

C2 .in Bomlfomorphismu8. 

~. Wegen Hilfssatz , genügt es, die Behauptung für 

die Gerade mit der Gleichung Xc '"' C zu beweisen. Die ka

nonische Identifikation wird dann durch 
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(z1,z2);-J[1,z"z21 mit Umkehrung 

[ZO'Z"Z2]\4(Z,/ZO' Z2/ Z0) 

253 

gegeben. Zum Nachweis der Stetigkeit der Umkehrabbildung 

benutzt man, daß die Einschränkung von cp auf das in 

a:: 3 , {Ol offene Urbild {(ZO,Z1 ,z2) E er 3 I ZofO} der affinen 

Punkternenge eine Quotientenabbildung liefert.O 

Mit S2 '" {(YO'Yl 'Y2) E :lR3
1 Yo 2+Y1 2+Y2 2 '" 1) bezeichnen 

wir die Einheitssphäre in IR3 • 

Hilfssatz 5. Der Raum der Punkte einer Geraden ist 

hom"omorph zu 52; ebeneo ist der Raum der Geraden 

einea Gel"adenbUschete hom"omorph zu 52. 

Beweis. Wegen Hilfssatz 1 genügt es, die Gerade mit der 

Gleichung Xo '" 0 zu behandeln. Einen Homöomorphismus 

dieser Geraden auf 52 erhält man z.B. durch "stereogra

phische projektion" 1T mit 

(e,d E:JR) 

11'[0,0,11 = (0,0,1), 

deren Umkehrung 11'-1 mit 

(dabei(YO'Y1 'Y2) E 52) gegeben wtrd, was man leicht nach

prüft. (Der Nachweis der Stetigkeit von 11' und ",-' bedarf 

lediglich in den Ausnahmepunkten to,O,l] bzw. (0,0,1) 

einer zusätzlichen Uberlegung.) 

Die Abbildung ,:p ... Z in (1) bildet die Menge der PUnkte 

auf der Geraden mit Gleichung Xo • 0 auf das Geraden

bUschel durch [1,0,01 homÖOInorph ab.C 
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Bemerkung. Da s2 kompakt ist und da P und g hausdorffsch 

sind, sind Geraden und Geradenbllschel abgeschlossene Tell

mengen von P bzw • .!l'. Aus Satz B, den wir noch zu beweisen 

haben, folgt, daß ein abgeschlossenes Oval f) in P2 (C) eben' 

falls homöomorph zu S2 ist. 

Hilfssatz 6. P und .!l' genügen dem el'sten Abz(1h~barkeitlJ-

4zioml d. h' l Punkte und Geraden haben a:bzah~ba:re 

Umgebungubasen in P bZIJ • .!l'. 

Beweis. Ist pEP und g eine nicht durch p gehende 

Gerade, so ist P' {q I q ist ein Punkt von g} eine zu C2 

hommOomorphe Umgebung von p, die dem ersten Abzählbar

keitsaxiom genügt. Da P und .:t' homöomorph sind, ist die 

Behauptung auch für .!l' bewiesen.O 

Wir bezeichnen mit v die Abbildung, die je zwei verschie

denen Punkten ihre Verbindungsgerade zuordnet: 

v:px P' A{P) ~.!l' 

(p,q) .. :r-vq , 

wobei A{P) '" {{p,p) IpEp} die Diagonale in P x P bezeichnet. 

Entsprechend bezeichnen wir mit 1\ die duale Abbildung. die 

je zwei verschiedenen Geraden ihren schnittpunkt zuordnet: 

1\: Zx.!l' '.1(.9") -+ P, 

wobei A (.2') ... {(g ,gll gE Z} die Diagonale in !Fx.!l' bezeich

net. Die jeweiligen Definitionsbereiche P x P, A (P) und 

.!l' x z' A (.:1') fassen wir auf als Teilräume der kartesischen 

Produkte P x P bzw. !Zx 2, die wir jeweils mit der Produkt

topologie versehen. 

Hilfssatz 7. Die Vilrbindungsabbitdung v:pxP'A(P) ~!r 

und die Schnittabbitdung J\:.!l'x,Y 'ä(3') ... P sind 

stetig. 

Beweis. Seien [uO,u"u2 ] und [vO,v1 ,v2 ] verschiedene 

Punkte. nie Koeffizienten in der GleiChung 
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ihrer Verbindungsgeraden sind durch 

gegeben. 

Die Kollineationen induzieren Homöomorphismen des Raumes 

p x P,!J. (P). Da man mit solchen Homöomorphismen ein belie

biges Paar aus P x p,!J. (P) in ein vorgegebenes überführen 

kann, genügt es, die Stetigkeit von v in einer Umgebung 

von etwa ([1,1,0],[1,0,1]) nachzuweisen. Die Paare von

einander verschiedener Punkte der affinen Ebene 

{(1'Z"Z2) I z"z2EC} bilden eine solche Umgebung. 

Identifiziert man die affine Ebene stetig mit (:2 (Hilfs

satz 4), so entspricht der Einschränkung von v die 8in

tereinanderausführung 

wobei v«U"u2 ),(v1 ,v2 » "" (aO,a l ,a2 ) ist und (aO,a l ,a2) 

sich aus den Gleichungen (2) mit U o '" Vo '" 1 ergibt. Da 

die a i rational von den u i und Vi abhängen, sind v und 

somit auch xov und v stetig. 

Die Schnittabbildung 1\ läßt sich als folgende Binterein

anderausführung darstellen: 

!l'x!l'\!J.(.2'1 (!xYJ-'!!l'xY'!J.(2) 1 pXP'!J.(P) 

Ai 1 v 

p .. ,-----... ·--'--____ z 

Sie ist somit stetig. 0 

Bemerkung. Projektive Ebenen, deren Punkt- und Geraden

räume Hausdorfftopologien tragen so, daß Schneiden und 

Verbinden stetig sind, heißen topologieahs Pl'oj.k.tivs 

Ebenen. Eine Einführung in die axiomatische Theorie die

aer Ebenen findet der Leser in [Pickert 1975, projektive 

Ebenen, Abschnitt 101. 
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§ 3. Topoloqische Hilfsmittel 

Wir benötigen die folgende Form des Dichtesatzes: 

Satz (Balre). Ein volLstli.ndiger metrischer Raum X kann 

nicht ats Vereinigung einer hOehatena abacthtbaren 

Folge nirgends dichter> Teilmengen von X dal'gestellt 

werden. 

Dabei heißt eine Teilrnenge Y ni1'gends dicht, wenn ihre 

abgeschlossene HUlle keine inneren Punkte besitzt. Einen 

Beweis findet man z.B. in [Alexandroff-Hopf 1974, S. 108, 

Satz Iv1 oder in [Dieudonnl3o 1975, Bd. 2, S. 951. 

Zur Formulierung des Jordanschen Kurvensatzes erinnern 

wir uns an die folgenden Begriffe: eine einfache gfjschlos

sene Kurve '( in Cl: ist eine injektive stetige Abbildung 

der Kreislinie S 1 in II; ein einfaaher geschlossener Bogen 

1st der Bildraum einer einfachen geschLossenen Kurve. Der 

Indeor j (x,y) einer beliebigen geschlossenen Kurve '( (d.h., 

auf die Injektivität wird jetzt verzichtet) in bezug auf 

einen Punkt x E Cl: gibt intuitiv gesprochen die Anzahl der 

windungen der Kurve y um x an. Ist y stUckweise diffe

renzierbar, so läßt sich der Index mit Hilfe der cauchy

Integralformel definieren: 

j(x,y) '" Jhf'( ::x 
Ist y eine beliebige geschlossene Kurve, so gibt es stets 

eine Homotopie zwischen y und einer stUckweise differen

zierbaren Kurve 6:5' -+ a: ... {x}, d.h. eine stetige Abbil

dung F:S' x [0,1] -+ Cl:'{x} mit y(z) '" F(Z,O) und 

ö(z) .. F(z,1) (vgl. [Dieudonnl3o 1971, Bd. 1, S. 250, 9'.1]). 

Der Index j (y,x) von y wird als j (ö,x) definiert - nach 

dem Cauchyschen Integralsatz ist er unabhängig von der 

Wahl eines solchen 6. 

Satz (Jordan-Veblen-Eilenberg). Es sei Hein einfaehel' 

gS8ohloBIJfJn_r Bogen 1:n Cl:. Dann gilt 
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a) Die Menge Q:, H hat genau 2",ei Zueammenhangskom

ponenten .. von denen die eine besohrankt .. die andere 

unbesehrtlnkt ist; 

b) deI' Rand jeder del' Zusammenhangskomponenten von 

a::, H ist H; 

c) ist y eine einfaahe geschZo8sene Kurve mit 

y(S') '" H, so ist der Index j(x,y) '" 0, fatls x 

der unbesahr'änkten Zusammenhangskomponente von a:' H 

angehlJr't, und j(x,y) :=. :t1, W'enn X in der beec:nrll.nk

ten Zusammenhangakomponente von 4:, H Ziegt. 

Diesen Kurvensatz findet man samt Beweis in [Dieudonne 

1971, Bd. 1, S. 245, Satz 9' .4.2]. 

Wir brauchen auch den Gebietsinvarianzsatz (vgl. [Wall 

1972, S. 140, Theorem 13.8), den wir vollständigkeits

halber aus dem Kurvensatz herleiten. 

Satz (Brouwer). Sei G eine offene Teilmenge von a: und 

f:G .... a: eine st"stige injektive Abbitdung. Dann ist 

f eine offene Abbitdung .. d. h ... sie fiJhl't offene 

TeiZmengen von G in Offene Teitmengen !.Ion a:: über; 

insbesondere ist f (G) offen. 

~. Sei D eine offene E-Scheibe (00) mit D=. G. Es 

genügt zu zeigen, daß das Bild f (D) offen in 4: ist. Ist 

R der Rand von D, so ist fIR:R + a:: eine einfache geschlos

sene Kurve. Nach dem Kurvensatz besteht a:, f(R) aus zwei 

Zusannnenhangskomponenten. Wir wollen zeigen, daß f (D) mit 

der beschränkten Komponente übereinstimmt und damit offen 

ist (wegen der Abgeschlossenheit von f (R) ist a:, f (R) und 

damit auch jede seiner Zusammenhangskornponenten offen) . 

Da f (0) zusammenhängend ist und deshalb in nur einer der 

zwei Komponenten liegen kann, genügt es zu zeigen, daß 

die beschränkte Komponente eine Teilmenge von f (0) ist~ 

oder anders ausgedrUckt, daß das Romplement von f (0) eine 

Teilmenge der unbeschränkten Komponente ist. 



25. 

Ist x,fCD) und .,R' I + m der Mittelpunkt von 0 Tho"""Bu,haM, 
CC .... {xl: (z t) , so ist 

:i~e Homotopie von f R' t+ f ( (1-t) z+trn) 

f(m) (Fi I zu der k g. 4). onstanten Abbildung 

flDl 

Fig. 4. 0° ie Homotop' ·x 
Scheibe radialle f wird definie t 
::rauSfUhrun

g 
m~~mr"~~~:'PUnkt m z",a:':n:~::: man den Rand der 

e I!omotopie im KomPle~~~ Ist x nicht im Bildu;dt
e 

Hintereinan· von x. ( ). so verläuft 

Nach der Definit! 
nach Teil cl des on des Index ist da 
ten Kornponent Kurvensatzes li nn j Ix,f I R) • 0 e.e egt x in d und 

Bemerkung. Eine er unbeschr>nk-

satzes für höherd:rallgemeinerUng des :~;xandroff-HOPf , :;:ionale Gebiete fi::bietsinvananz
, S. 79, prOPOSiti' S. 396, Satz IX] et man etwa in on 7.4]. und in [nold 

§ 4. Oe r Beweis von Satz B 

:1e in § 1 sei f) e1 
• in PUnkt auf • u.,: abgeSChlossenes 0 rOjekt10ns'bbi~d sei a, •• -"Ip) val in '2

1
<) p 

die inverse Abbl1ung bezüglich p. F 'q ~ P v q, P * ~ di dung a _, erner sei ß e 

Hilfssatz 8 • ,"'Ip) +. 
und 11: 'f) + ~t U So ~ 6ine offene (p) di9 p' Umgebung rOJektionsabbild von p in f) ung buUglich p~ 
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so ist a (U) Offen in ~ (p). somit ist die Umkeht>ab

bil.dung B :2(p) + tt stetig in t .. ",ohei t die Tangente 

an 19 in p beJ:eiannet. 

Beweis. Als abgeschlossene Teilmenge des kompakten PUnkt

raumes P ist tJ ,U kompakt. Nach Hilfssatz 7 ist die Ein

schränkung aH tJ ,u) als Einschrankung der verbindungs

abbildung stetig. Daher ist a «(9 ,"U) ebenfalls kompakt, 

als Tellmenge des hausdorffschen Raumes .2"(p) also abge

schlossen. Somit ist a(U)(= 2(p) ,a(tJ\.U» offen in 

~(p).O 

Hilfssatz 9. Das punktie%'te Oval. f9\{p} enthltU ein 

hom"omorphes Bil.d E eine%' offenen Saheibe alB offen6 

Teil.menge. 

Beweis. Die Abbildung a: 19+ 2'(p) induziert eine stetige 

bijektive Abbildung 19'\ {p} + 2(p) \.{t} .. G:. Nach ßilfs

satz 6 genügt (9 dem ersten Abzahlbarkeitsaxiom. Seien 

Y1' Y2 , ••• die Komplemente s.!lmtlicher Umgebungen einer 

aus offenen Mengen bestehenden abzählbaren Umgebungsbasis 

von p in (9 und damit (wegen der Kornpaktheit von f9) sämt

lich kompakt; dann ist (9 '\ {p} = Un Yn und daher 

unCi (Yn ) "" 2(p) \. {tl .. ct. Der Raum ct ist ein vollständiger 

metrischer Raum. Darüber hinaus sind die a (Yn ) kompakt 

und somit abgeschlossen. Nach dem Dichtesatz gibt es ein 

a (Yn), dessen Inneres nicht leer ist, damit enthält CI (Yn) 

eine offene Scheibe O. Da die Einschränkung Cli Yn stetig 

und daher aUfgrund der Kompakthei t von Y ein Homöomor

phismus ist, ist E = (1-1 (D) das hom~or~he Bild einer 

Scheibe in Yn 5. (J. Da al!P '{p} stetig ist, ist E offen 

in 19'{p}.O 

Beweis von Satz B. Wir mUssen nur noch die Stetigkeit 

von Cl in p verifizieren, dies beweist dann, daß a eine 

stet.tge bijektive Abbildung von flJ auf 2(p) und wegen der 

Kompaktheit von ~ fOlglich. wie behauptet, ein Homöomor

phismus ist. 
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Es genügt, den Satz zu beweisen unter der Annahme, daß 

der ausgezeichnete Punkt p in einem homöomorphen Bild E 

einer offenen Scheibe enthalten ist; wenn die Behauptung 

von Satz B für einen einzigen solchen Punkt bewiesen ist, 

1st damit insbesondere gezeigt, daß lJ homöornorph zu 52 

ist, und folglich diese Annahme für jeden Punkt von (IJ 

zutrifft. 

Sei also pE E. Da E -+ li gilt, liegt a. CE) in einer zu a: 
homöomorphen Teilmenge von ~(p). Aufgrund von Hilfssatz 8 

ist a (E) offen in !l"(p) • 

Wegen dem Gebietsinvarianzsatz genügt es zu zeigen, daß 

die Abbildung Slo.(E) :a(E) -+ E stetig ist, denn dann ist 

sie auch offen. Diese ist nun stetig in t nach Hilfs

satz 8, und nach dem Gebietsinvarianzsatz stetig auf 

a(E)' {tl als Umkehrung der stetigen Bijektion 

aIE'{p}oE'dp) + alE), {p).Cl 
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