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Inh.all 

Die ~olographische Methode zur Meuung optischer Ubertragungtlfunktionen, 1966 
postuhert von Fro1Ujlm et. sI., wird &0 einer plankonvexen Linse, die nach den 
Spezifikationen der 50 mm·TestIinse der .,8IRA" hergestellt wurde, untersucht. 
Vor allem wird der Einfluß von Fehlerquellen wie mechanische Instabilität.en und 
Nichtlinearität der Transparenzfunktion der Photoplatte analysiert. Es werden die 
experimentell gewonnenen Resultate mit berechneten Funktionen verglichen, die 
simulierte Abweichungen enthalten. 

Abstract 

Discussion oe a Holographie Method. &0 Measure the Optical Transfer 
Function. Tbe application of the holographio metbod to mea.sure tbe autocorrela
tion function, auggested by FraJl.fCM et. al., ia 8tudied. The optical transfer function 
of tbe plankonvex len8 "SIRA" (f = 50 mm) was meuured. Tbe influence of the 
mecbanical 8tability and the nonlinearity of the photographie emulsion on the 
reeults i8 investigated. Mechanical errors a.re 8imulated and the oorreeponding 
experimental and theoretical result& are compared. 

1. Einleituns 

Den Zusammenhang zwischen Pupillenfunktion f(x, y) eines optischen 
Systems und der zugehörigen Übertragungsfunktion D(s, t) liefert das nor
mierte Autokonelationsinugral 

D(s, t) = g(s,t) = .!..i.!...i f~(x=,:..y:.::) f..:·(:::x~_s::.c' Y"-c,..t'-:c) dx=-:d:..y 
g (0, 0) H f(x, y) f'(x , y) dx dy 

(I) 

(die entsprechenden De6nitionen wurden aus [1] übernommen). Die hologra
phische Methode zur ~Iessung der optischen übertragungsfunktion [2-4] 
beruht darauf, daß vorerst von der Pupillenfunktion f(x, y) zwei identische 
Hologramme herge8tellt werden, danach wird bei der Rekonstruktion das 
eine Hologramm relativ zum andem seitlich verschoben. Von der totalen 
Intensität des von den Hologrammen gebeugten Lichtes wird derjenige An-



444 H. J. Tiziani und A. H. Aemmer 

teil betrachtet, der als einziger einen von der Verschiebung abhängigen 
Term - das Autokorrelationsintegral der Pupillenfunktion - enthält. D. h. 
die Intensitätsvariation ist proportional zur Übertragungsfunktion und die 
Verschiebung proportional zum Argument der Übertragungsfunktion. 

2. Prinzip der Methode 

Aus der Pupillenfunktion f(x, y) wird bei der Überlagerung mit der Refe
renzwelle r(x, y), welche zur Senkrechten der Hologrammebene um den Win
kel (/> verkippt ist, die Intensitätsverteilung 

wobei 

I(x, y) = If(x, y) + r(x, y) 1I 

r(x, y) = ro exp [i k sin (/>. x] 

(2) 

Die Amplitudentransparenz tA(X, y) der Hologrammplatte sei proportional 
zur Intensitätsverteilung1 

tA(X, y) -- I(x, y). (3) 

Überlagert man zwei identische Hologramme, wobei eines um s in der x-Rich
tung verschoben ist und beleuchtet sie mit der Referenzwelle r(x, y), 80 wird 
die resultierende Amplitude 

a(x, y, s) = r(x, y) . tA(X, y) . tA(X - s, y). 

Durch Einsetzen ergibt sich 

a(x, y, s) = ro exp [i k sin (/>. x] 'lf(X, y) + roexp [i k sin (/> . x] I' 
. f(x-s,y)+roexp[iksin(/>'(x-~)]!" 

Es zeigt sich, daß fünf Terme mit den Faktoren 

exp [-i k sin (/>. x], 

exp [+2 i k sin (/> . x] 

1, 

und 

exp [+ i k sin (/> . x], 

exp [ +3 i k sin (/> . x] 

auftreten, welche räumlich getrennt unter den Richtungen (/>-1' (/>0' (/>1' (/>. 
und (/>3 erscheinen. (Abb. 1.) 

Die interessanten Anteile finden sich in den Richtungen (/>0 und (/>., in 
denen allein der Autokorrelationskern ff*s bzw. f* fs auftritt; in (/>1 erhält 
man indessen zusätzlich noch die Quadrate von ff*s und f* fs [7] (f = f(x, y), 
fs = f(x - s, y)). Ans experimentellen Gründen wurde in unseren Messungen 
die Richtung (/>0 gewählt, in der die Amplitude 

8 0 (x,y, 1'1) = r02 ff* fs exp [i k sin (/>. s] + r02 ffs f*s 
+ To"f + T04fs exp[iksin(/>' 1'1] (4) 

1 Die Voraussetzung ist gerechtfertigt, falls If (x, y)J « Ir(x, y)1 (vergI. [4], [6], 
[7] und Abschnitt 4.). 
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"'J 
Hologramme 

Abb. 1. Schematische Darstellung bei Aufnahme und Rekonstruktion. Die beiden 
Hologramme spalten die Referenzwelle in die fünf richtungsabhängigen Terme auf. 

erscheint, die auch geschrieben werden kann als 

ao(x, y, s) = roz (lflZ + rol) (f + fs exp [i k sin (/J. s)) 

(falls If I = Ifsl)· 

Darau..'1 erhält man die Intensitätsverteilung 

i(x, y, s) = ro'( Iflt + r0
2) (lfl2 + Ifslz + ff*s exp [-i k sin (/J. sJ) (5) 

+ f*fs exp [ik sin (/J . s]) 

und die gesamte Intensität unter (/Jo ist nun 

I(s) = I I i(x, y, s) dx dy. (6) 

Durch Einsetzen von (5) in (6) ergibt sich 

I(s) = Ko + K 1 T(s) cos [O(s) + k sin (/J . sJ. (7) 

Ko und K 1 sind Größen, die nur von der Öffnung der Austrittspupille und den 
Intensitäten von Objekt- und Referenzwelle abhängen. 

K o = rot I I (lf l2 + r0
2

) (Ifll + IfslZ
) dx dy 

K 1 = 2ro' IJ( Ifll + ro2)dxdy. 

Der erste Summand in GI. (7) repräsentiert einen konstanten, von B unab
hängigen Anteil, der zweite os.zilliert mit der Frequenz 

dO(s) + k . A. 
-- SlD'Y 

da 

und der Amplitude K 1 • T(s), die proportional zum Betrag der Übertragungs
funktion g(s) ist (g(s) = T(s) exp [i 0(8))). Der Betrag T(s) wird auch Modula
tionsübertragungsfunktion genannt (MÜF). 
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3. Ex pcrim cn t 

.\ 1, opti"'he~ ~.\·'tl'lIl diplli!' \'on\ ip!!l'lId dip plallkllll\'I' Xl' Lilb" dn ~ II {' \ 
(Hn'llll\\'eitl' f - ~)IIIIlIll ) 1·'1 1 .. \ 1s I,i, h1'lul'1I1' \\'Urdl' l'ill 1.'1'1)1 \\ ' II p' \ I> · I.a,pr 
\'pl'\\'plldl't: alk l{e('hIlUII!!ell ulld I{ p'lIltillp IIl'zi!'llt'll '1, ·1i auf di,' \\ '1'11"11 ' 
liill!!l' i. li:l:!.t' 11111 ulld die \)all'lI dl'1' ~ IIC\ · I ,ill'I'. ZlIr Hp,till llllllll!! dl'l 
.!!e\\· iill~l·htPIl 1'1I,ili"lI der ,!,p,llill'l' \\111''''' Illiteilll'1' plallparall"ll'll I'LIlll' dil' 
je\\'pili !!C' IlIlerferellz!.il" "l'r .\ lbni t'pupilll'llfllllktillll !!1'\\'lIlllll'll 1I1l" Illil 
hrrr('hlll'll'lI Illterft>rl'lIzl'1I \'pr!!l1l'hl'lI: "nan k"llllt,· "i" 1'",iti"l1 Illil pilll'r 
.\I l\\·C'il'ilUllg \'011 \\'C'lIigrr ills 111 ,1/111 fp';I!!l'll'!!1 \\"(·rdl'll. I> i,' 1'lIt'pn'c1Il'lldPII 
Illlnferl'lIzhildl'r ,ill" ill .\ hh. :! \\'ip"l'r!!I'!!plll'll. 

.\hb . ~. Illlerf'prellzallfIlUhnH'11 der .\ lI';lri i"llllpilll'I1f'llllkliol1 dN ' 1\"llil1'" mit 
Hlplld(' f' .. ( Ili,tililz zllr l, il1>(' IIHl llllll. ~dj(·n IlH!.j 1111n l . 

al paraxiall'r Fokw-: h ) fi, kw,,.;iprt für maximalp l ' bertnl!!lIl1l! bei .,() I mm. 

Im he"("\lriC'heIlPIl r~xpe rilliein \\'inl ill der Hiehtull!! (/)0 da, gel"'lIgte l. i('111 
illif der l\ 'lthode eille~ I' h()\()multipli('r~ ge"illllillell. L'nter \ 'ernacldii"igun!! 
der l'li 'b(, \\'inl der I' hot()~\rolll proportiollal zu 

1\: 0 - 1\ t 'Il .. ) <·o~ [k sin Cf)· "J. 

Die Yersclii hung erfolgte mit rlrr (:e,ch\\'illrligkeit \', 

k "ill Cf)·, - k sin CI)· \',, ' t - :.1:1 [Sil~. (/) . \.,J . \ 

si n C[) 
d. h. <leI' P hotostrom oszillier mit der F requcnz - .- ' \', . .\l it elllcm Halid· 

I. 

filter \\'i r<1 der Gleichstrom<ln eil und di e Termc IHit Illchrfilchcr ( :rundfre · 
quenz (\'erg\. .Abschnitt -I. ) eliminiert. ansch ließend \\'ire l die Amplitude mit 
einem \\'ech,elstrominst rument p:emessenund \'on einem X ·Y· l-1ch reiber auf· 
gezeichnet. 

])er experimentelle Au fbau ist in .-'l. bb. 3 schematisch dargestellt. Di e ehene 
Referenz\\'e ll e. di e mit ein em Laserte leskojJ erze ugt \\' in l. bild et mit eier 
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PM 

Recorderl----~ 

Abb. 3. Prinzipieller Aufbau zur Messung der Übertragungsfunktion 

Objektwelle einen Winkel von (/J = 30°. Unter dieser Voraussetzung wird die 
Auflösungsgrenze der Hologrammplatte nicht annähernd erreicht, d. h. der 
Kontrast des Hologramms ist noch derart groß, daß eine genügend starke 
rekonstruierte Welle erzeugt werden konnte. Um zwei möglichst identische 
Hologramme zu erhalten, sind bei der Aufnahme die Photoplatten Schicht 
gegen Schicht angeordnet worden. 

Die Resultate der Messungen auf der Achse für die Testlinse sind in Abb. 4 
wiedergegeben. Bei den experimentellen Untersuchungen hatten sich Ab
weichungen von den anhand der optischen Daten gerechneten Werte ergeben. 
Diese sind vor allem auf Verkippungen der verschobenen Hologrammplatte 
zurückzuführen. Die Einflüsse der Verkippungen und der Nichtlinearität des 
photographischen Mediums werden im nächsten Abschnitt untersucht . 

••..• _ 1/8 gemessen 
• 1/8 gerechnet 

10 _ f /5.6 gemessen 
• 1/5 6 gerechnet 

0.5 

o~------------------------o 50 100 s [lImmj 

Abb. 4. Berechnete und gemessene Übertragungsfunktion auf der Achse, fokus· 
siert für beste Übertragung bei 50 I/mm. Die Abweichungen sind vor allem auf 
Verkippungen der verschobenen Hologrammplatte zurückzufti.hren (vergI. Ab· 

schnitt 4). 

31 Optik 36, Heft , 
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4. Fehlerquellen 

(i) Verkippungen 

Bei der Verschiebung der einen Hologrammplatte relativ zur anderen treten 
vielfach kleine Verkippungen auf, die sich in der Pupillenfunktion als zu
sätzliche Phasenanteile äußern. Für die Verkippungswinkel 'I'x(s) und 'I'y(s) 
geht die Pupillenfunktion bzw. die übertragungsfunktion in folgende Aus
drücke über: 

f(x-s, y) -+f(x-s,y) exp[ik('I'x(s)· x + 'I'y(s)· y)] 

g(s) -+ g(s, 'I'x, 'I'y) 
= H f(x, y) f· (x - s, y) exp [-ik('I'x . x + 'I'y . y)] dx dy. 

Im Nullpunkt der Übertragungsfunktion läßt sich der Funktionswert unter 
dem Einfluß der Verkippung als geschlossener Ausdruck darstellen (If(x, y) I 
wird innerhalb der Pupille als konstant vorausgesetzt). 

D(O, 'I'x, 'I'y) = (n:Rp l)-1 H exp [i k('I'x . x + 'I'y . y)] dx dy 
p 

und in Polarkoordinaten 

Rp 2,. 
D (0,'1') = (n:Rp 2)-1 f f exp[ikr'l'cosq:>]dq:>dr mit '1'= ('I'x l + 'I'y2)1/2, 

00 

10 , , , , , 
" , , , 

,a , , 
-- ..... b ...... , -, , -, , " , 1,--.... .... " 

05.... ... .... c ' .... ' .... ... .... ........ , - " " ......... d....... ..... ......... ..... 
.... ......... .... ..• :":. ...... ---- ..... ---.... ---------

o~------______________ __ 
o 50 100 S [I/mm) 

Abb.5. Berechnete Funktionen mit Verkippungen (auf der Achse, Blende 5,6, 
Maximum bei 50 I/mm) 

a) 'l'. = 'l'. = O~ b) 'l'. = 5 ·10-', 'l'. = 0 
o 

c) 'l'. = 'l'. = l' 2 . 10-' d) 'l'. = 0, 'l'. = 5 ·10-' 
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1.0 

o BB 
........... 

, , . " 
" .' , 

0.5 

_____ 1/5.6 gemessen 
• f/ 5 6 gerechnet 

'q, 

~""""" 
', . 

...... 0 

........ 0 0 --- -- --. • 
--

o L-________ ~----__ ~ __ ~--

o 50 100 S[I/mm] 

Abb. 6. Berechnete und gemessene Funktionen mit Verkippungen (auf der Achse, 
fokussiert bei 50 I/mm bei Blende 5,6) 'Ps = 0, 'Py = 2,25 . 10-5• 

Das Integral ergibt bekanntlich emen Ausdruck, der die Besselfunktion 
l. Ordnung enthält: 

(8) 

Der Einfluß von Verkippungen ist in Abb. 5 anhand berechneter Funktionen 
veranschaulicht, wobei wiederum auf die Bildebene mit bester MÜF bei 
50 l/mm fokussiert wurde. Bereits eine sehr kleine Verkippung von 5 . 10-5 

zwischen dem beweglichen und dem stationären Hologramm bewirkt einen 
nicht vemachlässigbaren Fehler auf die MÜF. Zwischen den Platten wurde 
nun der Winkel 'Py = 2,25 . 10-6 fest eingestellt. Abb. 6 zeigt die relativ gute 
Übereinstimmung der gemessenen Resultate mit denjenigen Werten, die 
unter Einschluß des Verkippungsfehlers berechnet wurden. 

(ii) NichtliMarität des photographischen Mediums 

Bisher wurde eine lineare Beziehung zwischen Amplitudentransparenz der 
Hologrammplatte und der registrierten Intensität vorausgesetzt: 

(9) 

Mit diesem Ansatz erhält man als einzige nichtkonstante Glieder ff*s bzw. 
f* fs, die definitionsgemäß zur Übertragungsfunktion führen. Berücksichtigt 
man indessen höhere Glieder der Funktion tA(I), so treten bei der Rekon
struktion Potenzen von ff*s und f* fs auf. 

co 

tA(I) = t o + 1: tn(I - Io)n (10) 
n=l 
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Abb.7. Typische Amplitudentransparenzfunktion von photographi8chen Medien. 
Linearisierung in einem willkürlichen Arbeitspunkt 10, 

Eine ausführliche Behandlung des Einflusses des photographischen Mediums 
findet der Leser in der Literatur. In [6] wird die photographische Aufzeich
nung von räumlich moduliertem, kohärentem Licht mit einem nichtlinearen 
Ansatz der tA(I)-Funktion betrachtet und in [7] wird explizit die holographi
sche Meßmethode der Übertragungsfunktion mit linearem Ansatz analysiert. 
10 im obigen Ausdruck ist im wesentlichen durch die Intensität der Referenz
welle 10 = r0

2 gegeben und die gesamte Intensität ist 

I = (r + f) (r + f)· 
somit ergibt sich für die Amplitudentransparenz 

<Xl 

tA = t o + 1: tn [rf· + r· f + Ifl2]D 
D=1 

(11) 

Bei der Rekonstruktion erscheinen unter dem Winkel f/>o Terme höherer 
Potenzen von ff*s und f· fs, bzw. Terme ganzzahliger Vielfache der Aberra
tionen W(x, y) 

<Xl 

Ia = Ko + 1: Kn [(ff·s exp [-i k sin f/>. s])n + (f. fs exp [i k sin f/>. s])n] 
D=1 

wobei f(x, y) = a(x, y) e-ikW(x,y). 

innerhalb 
der Pupille 
außerhalb 

(12) 

a(x, y) wird innerhalb der Pupille als konstant vorausgesetzt und verschwin
det außerhalb. 

Der Ausdruck für die rekonstruierte Intensität (12) wird nun mit dem 
Ansatz der Transparenzfunktion (10) bis zur zweiten Ordnung entwickelt: 
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Für die Amplitude der rekonstruierten Welle unter dem Winkel rp ermbt . h 0 o' SIC 

wobei 

aR = cl(f + fs exp [i k sin rp. s]) + cl(f* fs fs exp [2 i k sin rp . s] 
+ fff* s exp [-i k sin rp . s]) + ... 

Cl = ro
2(tl + 2 t l f0

2
) (to + t l f0

2 + 2 t l ro
l fO

I ), f0
2 = Ifl! 

C, = 2 ro' t 2(t1 + 2 t z fo
Z) 

und die Intensität der rekonstruierten Welle ist 

iR = K o + K1(ff*s exp [-i k sin rp. s] + f* fs exp [i k sin rp. s]) 
+ K.((ff*s)2 exp [-2 i k sin rp. s] + (f* fs)2 exp [2 i ksin rp. s]) + .... 

Ko =2c1 fo2 

K1 = C1(C1 + 2 f0
2 CI) 

K. =2c1 cS 

Wie erwartet verschwindet der zweite Term, falls der Ansatz der Funktion 
tA(I) nach dem linearen Glied abgebrochen wird. 

In der totalen Intensität 

IR = H iR(X, y) dx dy 

tritt zusätzlich zum Autokorrelationsglied das Integral mit den Quadraten 
der Autokorrelation ff*s und f* fs auf. Dieser Term oszilliert - abgesehen von 
Frequenzvariationen, bedingt durch die Änderung der Phase - mit doppelter 
Frequenz 

IR = K o go + 2 K 1 T1(s) COS [OI(S) + k sin rp. s] 
+ 2 K 1 T1(s) COS [02(S) + 2 k sin rp. s] + ... 

mit go = I I dx dy 
p 

gl(S) = T I(S) exp [i 01(S)] = I I f(x, y) f*(x - s, y) dx dy 

g:,(s) = T I(S) exp [i O,(s)] = I I [f(x, y) f*(x - S, y)]2 dx dy 

In Abb. 8 ist die Funktionsfolge Tn(s), n = 1, 2, ... am Beispiel der 
SIRA-Testlinse dargestellt. 

Die Funktionen gz(s), ga(s), ... fallen rascher ab als die Übertragungs
funktion gl(S), d. h. ihr Einfluß beschränkt sich im wesentlichen auf die 
Umgebung des Nullpunktes. In diesem Gebiet bewirken die Terme höherer 
Ordnung eine systematische Abweichung; der zu messende Anteil K 1 gl(S) 
wird von K, gt(s), K s ga(s), ... überlagert. Durch geeignete Wahl der Objekt
und Referenzstrahlintensitäten können die Quotienten Kz/K 1, Ka/K 1, ••• 

minimalisiert werden: 
1. Der "Arbeitspunkt" 10 = rot ist in das annähernd lineare Gebiet der 

Transparenzkurve tA(I) zu legen. Im besonderen verschwindet der zweite 
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Term, der die größte Störung bewirkt, falls der Wendepunkt von tA(I) ge
wählt wird. 

2. Prinzipiell können die höheren Koeffizienten unterdrückt werden, indem 
die Objektwellen- relativ zur Referenzwellenintensität klein gehalten wird. 

10 

os 
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"', '\ 
\\ \ ' ,', '\ 
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I \ \ " .. '\ \ ... 
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Abb.8. Funktionen T\(s), T.(s), ... auf der Achse der Test\inse, fokussiert bei 
50 I/mm und Blende f/5,6 
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Abb. 9. Transparenzfunktion h (I); Quotient q(I.) in Funktion des Arbeitspunk
tes I. für verschiedene Parameter e = (f./ro)l. 



Zur holographischen Meßmethode der optischen Über,tragungsfunktion 453 

Allerdings wird damit die Intensität der rekonstruierten Welle im gleichen 
Maße erniedrigt. 

Als Beispiel wird der Koeffizient K, mit K1 verglichen, unter der Annahme, 
daß die Transparenzkurve von der Form einer Gaußfunktion ist : 

tA(I) = exp [-cJ2] 

Der Quotient q(lo) = K 2(Io)/K1(Io) ist eine Funktion des Arbeitspunktes 10 
und wird parametrisiert durch das Verhältnis der Objekt- und Referenz
strahlintensitäten (e = (fo/ro)2). In Abb. 9 ist die Transparenzfunktion und 
der Quotient q(Io)' der aus dem speziellen Ansatz tA(I) = exp [-cJZ] resul
tiert, für verschiedene Parameter e dargestellt. 

Schlußfolgerung 

Die Untersuchungen, die nicht über das Laborstadium hinaus geführt 
wurden, haben bestätigt, daß unter Berücksichtigung der auftretenden 
Fehlerquellen die Methode für spezielle Anwendungen in der Praxis durchaus 
geeignet ist. Der experimentelle Aufwand ist im Prinzip nicht sehr groß, wenn 
auch nicht übersehen werden kann, daß die hohen Anforderungen an mecha
nischer Stabilität und die Schwierigkeit der Unterdrückung unerwünschter 
Effekte der Methode eine breite Anwendung voraussichtlich verwehren 
werden. Hinzu kommt, daß im allgemeinen verschiedene Laser eingesetzt 
werden müßten, um das optische System im gesamten sichtbaren Spektrum 
auszumessen. 

Untersuchungen mit Objektpunkten außerhalb der optischen Achse sind 
bisher nicht ausgeführt worden, prinzipiell steht dieser erweiterten Anwen
dung jedoch nichts im Wege. 

Die Autoren danken dem Vorstand des Institutes für Technische Physik 
und Direktor der Abteilung für industrielle Forschung an der ETH-Z, Prof. 
Dr. E. Baumann, für die wohlwollende Unterstützung während der Ausfüh
rung der Versuche. 
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