13.1

13. Fluide Membranen

Udo Seifert

Institut fir Festkdrperforschung, Theorie |l
Forschungszentrum Jilich GmbH

Inhalt

1 Einfithrung

1.1 Biologische Membrantnic < « « < « o siv s o6 3w s c @ o 60 % 0w o 5w oo

12 Vemkel . s vvin s sssseadpobs Ees 8ssis e sEins s
13 Ubaxsichs thar die VOISl » s o .0 8 ¢ s 5 65 6 55 6 555 8353

2 Biegeenergie und Kriimmungsmodell

2.1 Lokale Biegeenergie im klassischen Modell . . ................
2.2 Fast planare Membran und Persistenldnge . . ... .............
2.3 Kopplung zwischen lokaler Dichte und Krimmupg . . . ... .......

3 Kriimmungsenergie fiir Vesikel

3.1 Flachendifferenzmodell . . . . . .. .. .. ... ... .. .. ... ...
3.2 Varianten des Kriimmungsmodells: eine kurze Geschichte . . . . . ... ..
33 Iormmen mIniMAlEer Bostie s «s e vaes s o696 68006 & 5 %6 0%
3.3.1 Formgleichung und stationdre Formen. . . . . . .. ... ......
3.3.2 Stationare axialsymmetrische Formen . . . . . . ... ... ... ..
3.3.3 Kontinuierliche und diskontinuierliche Uberginge . ....... ..
3.3.4 Bemerkungen zur Stabilititsanalyse . . . . . ... ... .......
3.4 Phasendiagrammfira=0. .. .. .. .. ... ... i iiunnnne..

4 Knospungsiibergang

10

13
13
15
15
16
17
18
19
20

21



13.2

5 Vesikel nichtsphérischer Topologie 23
5.1 Konforme Invarianz der lokalen Krimmungsenergie . . . . . . .. ... .. 23
52 Willmore=Problefit . « + o o ¢ v s ot s 5 s w o s s miiome owsims ois 24
5.3 Phasendiagramm fir Tori . .. ... ... ........ PR 26
5.4 Konforme Diffusion fiir hoheren Genus . . . . ... .. ... ........ 27

6 Dynamik 30
6.1 Navier-Stokes-Gleichungen .. ........................ 30
6.2 Dynamik im klassischen Modell . . . . . ... ... ............. 32
63 Gekoppelte Dypamik . - -« . o covcvvwsma o mrms sa e wu wm s 33

6.3.1 Kraftebalance in den Monoschichten . . . ... ... ... ... .. 33
6.3.2 Dispersionsrelation . . . .. .. .. ... ... ... 34
6.3.3 Dynamische Korrelationsfunktionen . . . . . . . .. .. ... .... 36
6.3.4 Rechtfertigung der Stokesapproximation . . ... .......... 36

7 Wechselwirkung und Adhésion 37
7.1 Krafte zwischen Membranen . . . . . . .. ... ... ... ......... 37
7.2 Fast planare Membranim Potential . . . . ... ... ... ......... 37
T3 Sterischa AbStoBADE « -5 ¢ s v s s s S0 ks TR s 6@ Emn 8 &8 4 38

8 Ausblick 39

1 Einfithrung

1.1 Biologische Membranen

Membranen unterteilen lebende Materie in getrennte Kompartimente.! Diese raumliche
Organisation ist notwendige — wenn auch nicht hinreichende - Voraussetzung fiir das
Phanomen ,Leben“. So definiert die Plasmamembran das Innere einer Zelle und trennt
es von der Umgebung. Sie dient dabei als auflerst selektive Barriere und gleichzeitig
als aktives Transportelement, indem sie Konzentrationsunterschiede aber auch elektrische
Gradienten zwischen innen und auBen aufrecht erhalt. Als Sensor der Zelle ermdglicht
sie es ihr, auf externe Signale zu reagieren. Die in den Zellen liegenden Organellen sind
ebenfalls durch Membranen mit dhnlich vielfaltigen Funktionen begrenzt.

Trotz aller Differenzierung zwischen den Membranen beruht ihre Architektur, wie in

Abb.1 skizziert, auf einem Bauprinzip, das immer zwei und manchmal drei Komponenten

!Eine gute Ubersicht iiber biologische Membranen bietet das Lehrbuch [1].
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Abbildung 1: Cartoon einer Membran aus [2].

umfaBt. In eine diinne Doppelschicht aus Lipidmolekillen sind Membranproteine eingela-
gert, an denen wiederum ein Proteinnetzwerk verankert sein kann.

Die Lipidmolekiile sind Amphiphile mit polaren (hydrophilen) Kopfgruppen und un-
polaren (hydrophoben) Kohlenwasserstoffketten als Schwanzen. Wegen dieser Zwitter-
natur ordnen sich die Lipidmolekille in wassriger Umgebung in eine etwa 4 nm dicke
Doppelschicht an, wobei sich die Ketten so gegeniiberstehen, dal sie den Kontakt mit
der wassriger Losung vermeiden. Diese Doppelschicht ist fluide, das heifit die Lipidmo-
lekille diffundieren stindig innerhalb der beiden Monoschichten umher. Typischerweise
besteht die Doppelschicht aus einem Gemisch mehrerer geladener und ungeladener Lipide
mit unterschiedlichen Kopfgruppen und Kettenlangen, die asymmetrisch in den beiden
Monoschichten verteilt sind.

Integrale Membranproteine durchspannen die Doppelschicht, wahrend periphere Pro-
teine oberflachlich an die Membran angelagert sind. Diese Proteine sind fir viele spezifi-
schen Funktionen der Membran wie zum Beispiel die Photosynthese oder den Transport
von Stoffwechselprodukten zustandig.

Stitzende und elastische Funktion hat ein an die Membran angelagertes Netzwerk, da
die fluide Lipiddoppelschicht keine Scherkrifte aufnehmen kann. Bei der Membran von
roten Blutzellen, zum Beispiel, besteht das auf der Innenseite der Zelle verankerte zwei-
dimensionale Proteinnetwerk aus Aktin- und Spektrinpolymeren mit einer Maschenweite
von etwa 70 nm.

Diese Membranen sind einerseits sehr weich, wie das seit hundert Jahren bekannte,
im Mikroskop sichtbare Flickern von Blutzellen beweist, das Mitte der siebziger Jahre

als Ergebnis thermischer Bewegung erklart wurde [3). Andererseits ist die Blutzelle aber
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auch auBerst stabil, denn sie wird im Laufe ihres Lebens unzahlige Male durch feinste
Kapillaren gequetscht. Dabei faltet sich die Zelle aus der bikonkaven Ruheform, die wie
ein eingedellter, dicker Pfannkuchen aussieht, wie ein Omelett in der Mitte zusammen. Die
dabei entstehenden Scherkrifte miissen vom Netzwerk aufgenommen werden. Drastische
aber reversible Formumwandlungen der Ruheform lassen sich zum Beispiel auch durch
Anderung der chemischen Bedingungen wie Zugabe des Energietrigers ATP oder Entzug
von Cholesterol induzieren.

Durch diese wenigen Anmerkungen sollte klar werden, da8 wir es bei der biologischen
Membran mit einem faszinierenden, aber auch recht komplexen System zu tun haben.
Aus der Perspektive des Physikers oder der Physikerin scheint es sinnvoll, diese Komple-
xitat zu reduzieren, indem man sich zunachst auf eine Komponente der Membran, die

Lipiddoppelschicht, konzentriert. Diese Reduktion fiihrt zum Modellsystem des Vesikels.
1.2 Vesikel

Vesikel bestehen nur noch aus der Lipiddoppelschicht, ohne eingelagerte Proteine und
ohne angehangtes Netzwerk. Vorzugsweise verwendet man dann auch nur noch eine Sorte
Lipid, um ein moglichst gut definiertes einkomponentiges System zu haben. Diese Vesikel
lassen sich herstellen, indem getrocknetes Lipid unter Wasserzugabe langsam gequollen
wird. Mit etwas experimentellem Fingerspitzengefiihl und Erfahrung erhalt man so grofle
(10 — 50pum) unilamellare Vesikel, die unter dem Mikroskop beobachtet und mit Video-
technologie aufgenommen und quantitativ ausgewertet werden konnen. Dabei zeigt sich,
dafl diese Systeme rein phanomenologisch betrachtet immer noch viele der Erscheinungen
zeigen, wie sie auch an biologischen Systemen gefunden wurden, obwohl sie doch viel von
deren Komplexitat verloren haben.

Experimente an Vesikeln lassen sich in die (mindestens) drei Klassen Formumwandlun-
gen, Flickerexperimente und Adhasionsexperimente einteilen. Im Mikroskop fallt zunachst
die grofle Vielfalt an Vesikelformen auf. Umwandlungen zwischen verschiedenen Vesi-
kelformen werden induziert, indem die Temperatur oder die osmotischen Bedingungen
gedndert werden [4]. In Abb.2 sind zwei Sequenzen von Formen gezeigt, die durch
Temperaturerh6hung erzeugt wurden. Die erste Sequenz zeigt den sogenannten Knos-
pungsiibergang, der dem biologischen Phinomen der Exozytose gleicht, bei dem die Zelle
Teile ihres Innenraums durch die Zellmembran einschlieft und dann abkapselt. Bei Li-
pidvesikeln kommt es jedoch typischerweise nicht zur topologischen Trennung der Knospe
vom Muttervesikel. Die zweite Sequenz zeigt eine Formumwandlung, den Discozyt-Sto-
matozytiibergang, der bei Blutzellen chemisch induziert werden kann.

Uberraschend war vor zwei Jahren die Entdeckung von Formen nichtspharischer Topo-
logie [6, 7, 8], von denen einige in Abb.3 gezeigt werden. Typisch fiir die Abb.3d gezeigten
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(1): T=27.20C V=12200um3 A=2570um?

10um
—_—

(5): T=41.09C V=11900um3 A=2810um@  (6): T=41.00C V=12000um3 A=2820um?

[FV R ESNS PR e Wtidar 1951

Abbildung 2: Thermisch induzierte Formumwandlungen von Vesikeln: Knospungs-
ubergang (obere Sequenz, Ty A und V bezeichnen Temperatur, Fliche und Volumen)
(4], Diskozyt-Stomatozytiibergang (untere Reihe, das Temperaturintervall betrigt hier

43.8-44.1°C) [5).



Abbildung 3: Vesikel nichtsphérischer Topologie: (a) Ein nicht-axialsymmetrischer Torus,
(b) ein axialsymmetrischer Torus, (c) der ,Knopf* und (d) eine Form mit mehreren Hélsen,
die eine Kugel und eine Hohlkugel verbinden; aus [7] und [8]. Der Balken entspricht 10

pm.

Formen sind starke Fluktuationen der durch Pfeile angedeuteten ,Halse* zwischen der
Kugel und der Hohlkugel.
Bei Flickerexperimenten werden die thermisch angeregten Fluktuationen von quasi-

sphérischen Vesikeln quantitativ ausgewertet [9]. Aus solchen Messungen erhilt man
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den wichtigen Materialparameter der Biegesteifigkeit. Weil die Dynamik der langwelligen
Moden relativ langsam ist (mit typischen Relaxationszeiten im Zehntelsekundenbereich),
konnen auch dynamische Korrelationsfunktionen im Videoexperiment bestimmt werden,
aus denen sich Informationen iiber die dissipativen Mechanismen gewinnen lassen.

Die Wechselwirkung zwischen einzelnen Vesikeln oder Vesikeln und Substraten las-
sen sich in Adhéasionsexperimenten untersuchen. Dabei werden entweder zwei Vesikel
mit Hilfe diinner Glaspipetten in Kontakt gebracht [10] oder Vesikel, die an einer festen
Grenzfliche adharieren, im Mikroskop im Reflektionsinterferenzkontrastverfahren beob-
achtet [11]. Dabei wird einerseits die durch die Adhasion induzierte Forméinderung aus-
gewertet, andererseits konnen wiederum Orts- und Zeitkorrelationen von Fluktuationen
im Kontaktbereich analysiert werden.

Aus diesen Experimenten ergeben sich vielfaltige Fragestellungen an die Theorie wie
zum Beispiel: Was (welche Energie) bestimmt die Form und die Formumwandlungen
dieser Vesikel? Welche Rolle spielt dabei die Temperatur? Woher kommen die starken
Fluktuationen fir nichtspharische Topologie? Woher riihrt die langsame Dynamik in

diesen Systemen? Wie beschreibt man die Adhasion von Membranen?

1.3 Ubersicht iiber die Vorlesung

Diese Experimente und theoretischen Fragestellungen zu Vesikeln, die vor etwa zwanzig
Jahren begonnen wurden, haben in den letzten Jahren immer mehr Interesse innerhalb
der Physik gefunden. Damit hat sich das Feld teilweise auch von der urspringlichen
Motivation, nimlich besseren Einblick in die biologischen Systeme zu gewinnen, geldst
und sich zu einem eigenen Gebiet innerhalb der Physik komplexer Fluide emanzipiert.
Ich mochte in dieser Vorlesung nach einer griindlichen Darstellung des Konzeptes der
Kriimmungsenergie in Abschnitt 2 fiir planare Membranen und in Abschnitt 3 fiir Vesikel
anhand von vier - nicht zuletzt vom persénlichen Interesse - ausgewahlten Beispielen ver-
suchen, verschiedene Aspekte dieses faszinierenden Feldes zu verdeutlichen.? Der in Ab-
schnitt 4 diskutierte Knospungsiibergang ist die am besten untersuchte Formumwandlung
von Vesikeln. Vesikel mit nicht-spharischer Topologie verlangen zu ihrer Beschreibung
Konzepte aus der Differentialgeometrie, die in Kapitel 5 diskutiert werden. In Kapitel 6
werden wir sehen, wie die Dynamik von Membranen von ihrer Doppelschichtarchitektur
und der Einbettung in die viskose Fliissigkeit bestimmt wird. In Kapitel 7 schlieBlich
wird in das Feld wechselwirkender und adharierender Membranen kurz eingefiithrt. Diese

letzten vier Kapitel sind unabhéangig voneinander lesbar.

2Eine andere Gewichtung findet man in den Ubersichtsartikeln und Sammelbinden (2, 12, 13, 14, 15, 16).
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2 Biegeenergie und Kriimmungsmodell

In Gleichgewicht werden Membranen und Vesikel diejenige Form annehmen, die die freie
Energie minimiert. Andernfalls bliebe eine treibende Kraft fiir eine Formanderung. Die
Suche nach der richtigen Energie wird durch die grundlegenden physikalischen Eigenschaf-

ten der Membran geleitet.

2.1 Lokale Biegeenergie im klassischen Modell

Zunachst legt die Langenseparation zwischen der im Nanometerbereich liegenden Dicke
der Membran und der im Mikrometerbereich liegenden Gréfle des Vesikels eine Beschrei-
bung der Membran als zweidimensionale Flache nahe, die in den dreidimensionalen Raum
eingebettet ist. Eine solche Flache wird durch R(s;, s2) parametrisiert, wobei s; und s,
innere Koordinaten bezeichnen. Auf dieser Flache sind nun zwei wichtige Groen de-
finiert, die mittlere Krimmung H und die Gauf’sche Krimmung K. Anschaulich sind
diese Groflen durch die beiden in jedem Punkt der Flache gegebenen vorzeichenbehafteten

Krimmungsradien R; und R; tber

H=(1/R +1/R,)/2, (1)
und

K =1/(RR,) (2)

gegeben.® Das klassische Kriimmungsmodell fir Membranen gewinnt man, indem die
lokale Energiedichte fp einer symmetrischen Membran als Entwicklung in H und K ge-

3Die mathematische Definition (siehe, z. B. [17]) von H und K als Funktion von R(sy, 53) erhalt
man folgendermafien. In jedem Punkt der Flache sind die beiden Tangentialvektoren

R, = &R(8),83) mit i=s;,58; (3)

definiert, aus denen man den Normalenvektor

_ R1 x R'g
n= IR x Rg| )
erhdlt. Die Determinate g = det(g;j) des metrische Tensors g = Ry - R, bestimmt das Flachenele-
ment dA = /g ds;ds;. Mittlere Kriimmung, H, und GauB’sche Kriimmung, K, erhilt man aus dem

Kriimmungstensor

hi; = (0,0;R)-n (5)
durch H = —{Spur A} und K = det(h}), wobei h} = g**hy, mit g' = (g,))~". Die hier fiir H gewiihlte
Vorzeichenkonvention sichert fiir die Kugel eine positive mittlere Krimmung im Gegensatz zur in der

Differentialgeometrie iiblichen Konvention.
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schrieben wird. In niedrigster Ordnung* lautet fo daher [18, 19]
fo = (x/2)(2H)" + xcK. (6)

Die beiden elastischen Konstanten x und xg heilen Biegesteifigkeit und Gaufl’sche Bie-

gesteifigkeit und haben die Dimension einer Energie.

2.2 Fast planare Membran und Persistenlinge

Fiir eine Membran, die in der (z = 0)-Ebene orientiert ist, lassen sich kleine Auslenkun-
gen in der Mongedarstellung durch eine Hohe h(x) iiber der Basiskoordinate x = (z,y)

parametrisieren. Fiir die mittlere Krimmung H gilt dann in niedrigster Ordnung
2H = —~V?h, (7)

wahrend die GauB’sche Kriimmung K wie weiter unten erlautert als totale Divergenz
vernachlassigt werden kann. Mit der Fourierzerlegung

h(x) = j (g:r‘izh.,c-‘qx 8)

findet man die Energie

Fo= [ dodyfu(a) = § [ 5 sahal 9)

wobei der Stern komplex konjugiert bedeutet.
Aus (9) 1aBt sich unmittelbar die statische Korrelationsfunktion, das heiBt die mittlere
quadratische Amplitude einer Mode mit Wellenvektor q, berechnen. Man erhalt

< hqhy >= — (10)

wobei < ... > thermische Mittelung mit dem Boltzmannfaktor exp(—Fp/T") bedeutet
(ks = 1 gilt im ganzen Beitrag).
Mit diesem Resultat kann auch die Konsistenz der Vernachlassigung hoherer Terme

in (9) idberpriift werden. So wurden Terme der Ordnung (Vh)? vernachlassigt, fiir deren
Erwartungswert man

< (Vh)? > .}

$>=— /m q/q-—tn(wa) (11)

27k

(2
findet. Hierbei bezeichnet L die lineare Dimension eines Membranstiicks und a einen cut-

off im Nanometerbereich. Damit die Entwicklung um die planare Membran physikalisch

“Ein konstanter Term in fy, der einer ,Oberflichenspannung” entspriche, fallt bei Membranen weg,

da die Flache der Membran durch die (feste) Anzahl von Molekiilen in der Membran bestimmt wird, wie
weiter unten diskutiert wird.



13.10

sinnvoll ist, muB der Erwartungswert fiir (VA)? klein gegen 1 sein. Dies beschrinkt die

Ausdehnung L der Membran, die noch als fast planar behandelt werden kann, auf Werte
L « L,, wobei
L, = ac®™IT (12)

die Persistenzlange [20] bezeichnet, die auch die Bedeutung einer Korrelationslange fiir
die Normalenvektoren auf der Membran hat.

Einen Wert fiir die Biegesteifigkeit erhalt man aus den in der Einfithrung angespro-
chenen Flickerexperimenten, die mit einem Ausdruck fir die mittleren Amplituden der
Konturfluktuationen in der spharischen Geometrie analog zu (10) ausgewertet werden.
Diese Experimente fiithren fiir Phospholipidmembranen typischerweise auf x ~ 10 — 25T'.
Damit kommt man auf den astronomischen Wert L, ~ ae%~%. Dies zeigt einerseits, da8§
fir die hier betrachteten Membranen die Entwicklung um die planare Lage gerechtfertigt
ist. Die exponentielle Abhangigkeit der Persistenzlange von x/T zeigt jedoch auch, daB
das Konzept einer fast planaren Membran dann zusammenbricht, wenn « vergleichbar
mit T wird, wie es, zum Beispiel, durch Zugabe sogenannter Bolalipide in die Membran
erreicht wurde [9].

2.3 Kopplung zwischen lokaler Dichte und Kriimmung

Es hat sich nun durch eine weitere Analyse der Energiedichte (6) herausgestellt, daB sie
nicht ausreicht, um die Formenvielfalt der Vesikel beschreiben zu kénnen. Bis jetzt ist
namlich die wichtige Eigenschaft, da eine Membran eine sehr diinne Doppelschicht ist,
noch nicht beriicksichtigt. Sie 1aBt sich jedoch leicht integrieren, indem die mathematische
Flache R(s,, s2), wie in Abb.4 skizziert, auf jeder Seite mit einer fluiden Monoschicht de-
koriert wird. Diese zweidimensionalen Fliissigkeiten konnen durch ihre Dichte ¢*(s;, s;)
charakterisiert werden. Abweichungen dieser Dichte von der Gleichgewichtsdichte ¢ ko-
sten, in niedrigster Ordnung ¢* /¢y — 1, die Energie

it = (k/2)(¢* /0 — 1), (13)

wobei k als elastischer Flichenausdehnungsmodul der zweidimensionalen Flissigkeit in-
terpretiert werden kann. Die Dichten ¢* sind in den sogenannten ,neutralen“ Flachen der
beiden Monoschichten definiert, welche jeweils in einem Abstand d von der Mittelfliche
der Doppelschicht liegen.> Da es giinstig ist, alle Variablen auf nur einer Flache zu defi-
nieren, miissen die Dichten ¢* auf die Mittelebene der Doppelschicht projiziert werden.

Wann immer die Membran gekriimmt ist, unterscheiden sich die projizierten Dichten ¢f,,,,-

5Die neutrale Fliche einer Monoschicht wird dadurch definiert, daB Biegung und Streckung in der
Energie der einzelnen Monoschicht entkoppeln, wenn sie auf diese Flache bezogen werden.
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Abbildung 4: Cartoon einer Doppelschichtmembran. Die gestrichelten Linien sind die
neutralen Flichen der Monoschichten, auf denen die Dichten ¢* definiert sind. Die dick-
durchgezogenen Linie ist die Mittelebene der Membran auf der die projizierten Dichten

% o; und die skalierten Groflen p* definiert sind.

von den Dichten ¢*. In niedrigster Ordnung in dH, das heiBt fiir kleine Kriimmungen,

sind diese Dichten tber
¢* = ¢ir.o;(1 F 2dH) (14)

verkniipft. Dann a8t sich die elastische Energie der beiden Monoschichten in der Form
it = (k/2)(p* ¥ 2dH)? (15)
ausdriicken, wobei noch die (skalierte) Abweichung
Pt = (¢:m,'/¢o -1} (16)

der projizierten Dichte vom Gleichgewichtswert @, einer flachen Membran eingefiihrt wird.
Die gesamte Energiedichte fiir die Doppelschicht lautet somit [21]

f=hotff+fi= §(2H)= +xcK + g [(p* = 2dH)? + (o~ +2dHYY].  (17)

Dieses Modell enthalt eine Kopplung der Dichten in den beiden Monoschichten an die

lokale Kriimmung, die noch deutlicher wird, wenn man die mittlere Dichteabweichung

p=(pt+p7)/2 (18)
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und den Dichteunterschied
p=(p*—p7)/2 (19)
in (17) einsetzt. Mit diesen Grofen erhalt man

f= %(2}1)’ + kK +k [3* + (p — 2dH)?]. (20)

als lokale Energiedichte einer symmetrischen Doppelschichtmembran [21].
Wiederum werden wir zunichst kleine Auslenkungen um eine planare Ruhelage be-

trachten. Mit der Fourierzerlegung der Dichten

t(x') / (2 )2 pQ)equ (21)

findet man die Gesamtenergie

kg —2kd¢®* 0 hq\ "

F= j(2 /=3 j Grpthosate) | ~2kdd 2 0 |fpf . (22
0 0 2/ \pg
Durch
k& =K+ 2d%k (23)

ist eine renormierte Biegesteifigkeit & definiert.
Wahrend die mittlere Dichte pq nicht an die Krimmung koppelt, sind die Dichte-
differenz pq und die Form miteinander verkniipft. Wenn man ndmlich fq beziiglich pq

minimiert erhalt man
Py (hq) = dg’hq. (24)
Setzt man diesen Wert in (22) ein, ergibt sich
min = K ™
f‘-’l(hQs qu: Pq =0) = EQ“hqhQ' (25)
als Energie fiir eine Biegemode bei relaxierter Dichte. Diesen Wert sollte man mit
= K .
falkq,pq =0,pq =0) = E‘ﬂ'qhq- (26)

fur eine Biegung bei festgehaltener Dichte p = 0 vergleichen. Fiir eine Abschatzung des
Unterschieds zwischen « und £ nimmt man vereinfachend an, dal jede Monoschicht eine
diinne strukturlose elastische Platte der Dicke 2d ist. Fiir diinne Platten sind namlich
Biegesteifigkeit £(™) und Flachenausdehnungsmodul k iiber

k™) = kd?/3 (27)

verkniipft [22].% Mit x = 2x{™) fiihrt diese Relation auf & = 4x, was zeigt, daf die lokale
Anpassung der Dichten an die Form die Energie einer gebogenen Doppelschicht deutlich

SWir brauchen den oberen Index (™) (fiir Monoschicht) bei x(™), weil wir in (6) x als Biegesteifigkeit
der Doppelschicht eingefiihrt haben.
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absenken kann. Ob diese lokale Anpassung der Dichte an die Form immer méglich ist,
ist eine Frage an die relative Zeitskala fiir Biegung und Dichteanpassung, die in Kapitel
6 diskutiert werden wird.

Schliellich geben wir noch die statischen Korrelationsfunktionen fiir dieses gekoppelte
Modell an, die man wie in Abschnitt 2.2 aus (22) erhalt,

hq 1/xg¢* d¢?*/x 0
<| pa | (harparia) >=T | da?/x #2050 |. (28)
Pq 0 0 1/2k

3 Kriimmungsenergie fiir Vesikel

3.1 Flachendifferenzmodell

In diesem Abschnitt leiten wir die Gesamtenergie eines geschlossenen Vesikels ausgehend
von der lokalen Form (20) ab. Integration von (20) iiber das geschlossene Vesikel fiihrt

zur Gesamtenergie
K 2 -2 2
F=§fdA(2H) +ntdAK+kfdAp +k § dA(p - 24H)" (29)

als Summe von vier Beitragen.

Das zweite Integral ist nach einem Satz der Diffentialgeometrie, dem GauB-Bonnet-
Theorem (siehe, z. B. [17]), eine topologische Invariante mit dem Wert kgd=(1 — g),
wobei g der Genus, das heifit, die Anzahl der Locher oder Henkel der Form ist. Sofern
man sich auf eine bestimmte Topologie beschrankt, kann dieser Term also weggelassen
werden.”

Das dritte Integral wird minimal fiir 5 = 0, das heit mit (16) und (18), falls die
mittlere Dichte der Gleichgewichtsdichte @ entspricht. Diese Forderung bestimmt die
Gesamtfliche des Vesikels gemall A = (Nt + N~)/2¢p, wobei N* und N~ die Anzahl der
Lipidmolekiile in jeder einzelnen Schicht bezeichnet.

Die GroBlen N* und N~ sind verniinftige Parameter, weil sie auf den fiir Vesikelexperi-
mente typischen Zeitskalen im Minutenbereich konstant sind. Einerseits gibt es praktisch
keine freien Lipidmolekiile in Ldsung, andererseits ist auch der Austausch von Lipidmo-
lekiilen zwischen den beiden Monoschichten auf dieser Zeitskala vernachlassigbar, weil die
Aktivierungsbarriere fiir diesen ProzeB relativ hoch ist.

Das vierte Integral in (29) wiirde fiir p = 2dH verschwinden. In diesem Fall kénnte sich

die lokale Dichtedifferenz p optimal an die lokale Krimmung H anpassen. Im allgemeinen

"Wegen dieser Invarianzeigenschaft 148t sich die GauB’sche Biegesteifigkeit xc durch Experimente an
einem Vesikel auch nicht bestimmen. Sie wiirde aber zum Beispiel in die Verteilung der Vesikel auf die
verschiedenen topologischen Klassen eines Ensembles eingehen.
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ist das jedoch wegen der Zwangsbedingung

f dAp = (N* — N-)/(2¢0) = AAo/2 (30)

nicht moglich. Hier haben wir noch die fiir das folgende wichtige GroBe A Ay, die optimale
Flichendifferenz, eingefiihrt. Fiihrt man die Minimierung von (29) mit dieser Nebenbe-

dingung durch, erhalt man
pmin(sl, 83) = 2d[H(81, 32) e M/A] + AAO/2A (31)

Die geometrische Grofle
M= f dA H = AA/Ad (32)

bezeichnet die totale mittlere Kriimmung, aus der sich auch die tatsichliche Flachendiffe-
renz A A der beiden Monoschichten, ergibt, die im allgemeinen von der optimalen Flichen-
differenz A Ap abweicht. Mit dem so umgeformten vierten Term erhalt man schlieBlich die
Gesamtenergie [23, 24]

_ 2 I3 _ 2
W = (x/2) f dAQHY + g (AA - DY) (33)
eines Vesikels, wobei

& =2k™d/x. (34)

Die Energie (33) definiert das sogenannte Flachendifferenzmodell. Es wird implizit
erginzt um die Zwangsbedingung an die Gesamtfliche

A= (N*+ N~)[2po = 4nR2 (35)

sowie das eingeschlossenen Volumen V. Das letztere mufl auch als von aulen vorgegeben
betrachtet werden, obwohl die Membran fiir Wasser relativ gut permeabel ist. Denn selbst
dreifach destilliertes Wasser enthalt Spuren von Ionen oder Molekiilen fiir die die Membran
nicht durchlassig ist. Dann wiirden sich bei ungehindertemm Wasseraustauch osmotische
Gradienten aufbauen, die groB auf der Skala der Kriimmungsenergie sind und von dieser
nicht mehr balanciert werden konnten. Die Forderung, dafl sich kein osmotischer Druck
aufbaut, bestimmt daher das eingeschlossene Volumen iiber die Anzahl der osmotisch
aktiven Molekiile.

Die elastische Konstante & vor dem zweiten Term in (33) heifit — etwas ungliicklich -
nichtlokale Biegesteifigkeit. In der oben gegebene Herleitung wird sie durch (34) bestimmt.
Aus theoretischen Griinden ist es jedoch hilfreich, das Verhaltnis

a=k/k (36)

als zusdtzlichen Parameter einzufiihren und sich bei Bedarf daran zu erinnern, da8l die
Relation (27) mit (34) die Abschitzung a = 3/x liefert.
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3.2 Varianten des Kriimmungsmodells: eine kurze Geschichte

Die oben gegebene Herleitung des Krimmungsmodells spiegelt die Evolution dieser Kon-
zepte iiber den Verlauf von etwa zwanzig Jahren wieder. Zum erstenmal scheint ein
Kriimmungsmodell bei Canham [18] bei der Beschreibung der Gestalt von Blutzellen auf-
zutreten, wobei nur der lokale (erste) Term in (33) vorkommt. Helfrich [19] hat in einer

wegweisenden Arbeit dann die Form

Fso = g f dA(2H — Cp)? (37)

fir die Krimmungsenergie vorgeschlagen, wobei die spontane Krimmung Cy eine magli-
che Asymmetrie der Membran reflektieren soll. Das mit (37) definierte Modell ohne
nichtlokalen Term aber mit der Zwangsbedingung an Flache und Volumen wird heutzu-
tage als das spontane Krimmungs-Modell bezeichnet. Physikalisch kénnte eine spontane
Kriimmung einerseits durch unterschiedliche Losungen im Innern und im AuBeren des Ve-
sikels hervorgerufen sein. Andererseits wiirden fiir mehrkomponentige Membranen auch
Kompositionsunterschiede in der inneren und aufleren Schicht eine solche Grofle erzeugen.
Im letzteren Fall muBl bei einer fluiden Membran jedoch damit gerechnet werden, dafl die
lokale Komposition an die Krimmung koppelt, wie im Ausblick kurz erwdhnt wird. Da
es keine direkten Messungen der spontanen Krimmung an Lipidvesikeln gibt, kann die .
spontane Kriimmung zur Zeit als eine noch unverstandene Grofle bezeichnet werden.

Die Physik hinter dem zweiten Term in (33) wurde auch schon in den ersten Arbeiten
zum Kriimmungsmodell, insbesondere auch von Evans [25], diskutiert. Leider geriet die-
ser Aspekt dann wieder etwas in Vergessenheit. In den achtziger Jahren wurde mit dem
sogenannten Bilayer-Couple-Modell [26] eine Karikatur dieses Effektes eingefiihrt, indem
eine dritte Zwangsbedingung an die Flachendifferenz A A gestellt wurde. Im Rahmen der
obigen Herleitung wiirde das a = oo bedeuten, was offensichtlich physikalisch fragwiirdig
ist, denn diese Wahl entsprache Monoschichten, die sich zwar biegen aber iiberhaupt nicht
dehnen lieBen. Die Erkenntnis, daB beide Beitrige zur Kriimmungsenergie gleich wichtig
sind, wurde erst in den letzten drei Jahren in verschiedenen Arbeiten zum Flichendiffe-
renzmodell umgesetzt [23, 24, 27, 28].

3.3 Formen minimaler Energie

Nachdem das Krimmungsmodell aufgestellt wurde, wiirde man es gerne l6sen. Unter einer
Lésung wire dabei diejenige Form zu verstehen, die fiir gegebene Fliche A, Volumen V
und optimale Flichendifferenz AAq die Energie W minimiert. Zu einer Lésung gelangt
man, im Prinzip, in drei Schritten. Zunachst addiert man die Zwangsbedingungen an

Fliche und Volumen mit Lagrangemultiplikatoren £ und P zu W und bestimmt die
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stationiren Lésungen. Danach analysiert man die lokale Stabilitat einer jeden Form. Gibt
es mehrere lokale Minima zu demselben Parametersatz (A4, V, AAo), wahlt man dasjenige

mit der kleinsten Energie. So leicht sich dieses Programm formulieren 1a8t, so aufwendig

ist seine praktische Umsetzung.

3.3.1 Formgleichung und stationiire Formen

Statt die Energie W zu betrachten, kann man fiir die Bestimmung der stationaren Formen
auch das Funktional
®[S] = kG[S] + £A[S] + PV[S] — 2CoM[S], (38)

untersuchen. Hier bezeichnet i
G=3 f dAQH)? . (39)

die dimensionslose Form der lokalen Kriimmungsenergie und —2Cp den Lagrangemulti-
plikator fiir die totale mittlere Kriimmung, die nach (32) dquivalent zur Flachendifferenz

ist. Sofern namlich eine Form S stationar fiir W ist, ist sie auch stationar fir @ falls

—2CoR} = o M — AAp/4d) (40)
gewahlt wird [24].
Parametrisiert man eine variiette Form mit R(s;, s2) = Ro(s1, 52) + €(31, 52)n(sy, 82),
wobei n(s;,s;) der lokale Normalenvektor ist, 1aBt sich die Stationaritatsbedingung
§®/8¢(s1,32) = 0 nach einiger Rechnung [29] als partielle Differentialgleichung

P 4+2%H - 2:[2H(H? — K) + CoK — AH] =0, (41)

ausdriicken. Hierbei ist A der Laplace-Beltrami—Operator auf der Flache, den man aus
den in der FuBnote zu Abschnitt 2.1 definierten Groflen iiber

A = (1/4/9)0i(9” /39;)- (42)

erhalt.

Fiir x = 0 heiBt die Gleichung (41) nach Laplace. Sie gibt dann die Balance zwischen
Druck P und Oberflaichenspannung ¥ wieder, wie sie zum Beispiel auch fiir Seifenblasen
gilt. Fir endliche Biegesteifigkeit x tragen auch Biegemomente zu dieser Balance bei.

Die Formgleichung (41) ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung (vierter Ord-
nung, falls man in eine Koordinatendarstellung geht). Ihre Lasungen haben eine wichtige
Eigenschaft, die sich aus der Skaleninvarianz der lokalen Krimmungsenergie (39) ergibt.
Skaleninvarianz bedeutet hier, daB die lokale Kriimmungsenergie einer Form nicht von
ihrer Grofle abhingt. Fir die Formgleichung (41) gilt, dafl mit R(s;, s;) auch die ska-
lierte Form R(sy,s2) = A~'R(s,, ;) eine Losung ist, vorausgesetzt £ — A2E, P — A*P
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und Co — AC, werden entsprechend umskaliert. Wahrend man also zunachst erwarten
wiirde, daB sich die Gesamtheit aller Losungen zu (41), der ,Formenraum*, durch das
Tripel (£, P,Cp) parametrisieren laft, ist diese Gesamtheit tatsachlich nur zweidimensio-
nal, wenn Reskalierungen ignoriert werden. Von dieser zweidimensionale Mannigfaltigkeit
aller Losungen kennt man nur eine Form mit spharischer Topologie, namlich die Kugel,
analytisch. Durch eine Stérungstheorie um die Kugel sind auch die Ellipsoide analytisch
noch zuganglich [30].

Wegen der Skaleninvarianz konnen stationare Formen durch ihr reduziertes Volumen

vy
T )

und die skalierte Flichedifferenz
m = M/R, (44)

charakterisiert werden. Fiir eine Kugel gilt v = 1 und m = 4. Fiir das folgende brauchen

wir auch noch die skalierte optimale Flachedifferenz

3.3.2 Stationidre axialsymmetrische Formen

Fir die Unterklasse der axialsymmetrischen Formen vereinfacht sich die Gleichung (41)
zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung vierter Ordung, die sich mit etwas Sorgfalt
numerisch 16sen 1aBt [26, 31, 32, 33]. Auf diese Weise hat man eine guten Einblick in die
Vielfalt der stationiaren Formen gewonnen.

Die numerisch gefundenen Formen lassen sich, wie in Abb.5 gezeigt, nach ihrer Sym-
metrie klassifizieren, wobei innerhalb eines Losungsastes die Symmetrie der Form erhalten
bleibt. Die Kugel hat die volle Rotationsymmetrie, die prolaten und oblaten Ellipsoide,
die aus der Kugel bifurkieren, sind axialysmmetrisch und symmetrisch beziglich Spiege-
lung an der Mittelebene. Verfolgt man numerisch die Evolution dieser Formen weg von
der Kugel, findet man, daB sich die Prolaten zu Hanteln und die Oblaten zu bikonkaven
Formen, den Discozyten, weiter entwickeln. Es gibt jedoch noch eine Bifurkation ent-
lang dieser Aste, bei denen die Spiegelsymmetrie gebrochen wird. Die so entstehenden
Formen sind birnen- bzw. schalenférmig (Stomatozyten). Losungsaste enden in Grenzfor-
men, bei denen die Kontur singular wird. So enden die Birnen in einer Grenzform, bei der
zwei Kugeln aufeinandersitzen, die durch eine sehr dinnen (mathematisch infinitesimalen)
Hals miteinander verbunden sind. Neben diesen einfach zu klassifizierenden Formen gibt

es noch weitere Klassen, die in Grenzformen enden, die aus mehreren Kompartimenten
bestehen [32).
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Abbildung 5: Stationire Formen und ihre Symmetrie

3.3.3 Kontinuierliche und diskontinuierliche Uberginge

Nachdem man sich so stationire Formen beschafft hat, miiBte man deren lokale Stabilitat
tiberpriifen. Diese hangt im allgemeinen von a ab, wahrend wir oben gesehen haben, dafi
eine bestimmte Form stationar fiir alle (o, AAp) Paare ist, die (40) erfillen.

Die Stabilitat in der Umgebung einer Bifurkation 1Bt sich am leichtesten graphisch
diskutieren. Es gibt zwei Typen von Bifurkationen, die beide in Abb.6 skizziert sind. Es
ist jeweils die Energie W fir festes v als Funktion von my fiir zwei verschiedene Werte
von «a aufgetragen.

Im ersten Fall, der einem kontinuierlichen Ubergang entspricht, hat die asymmetrische
Form nach der Bifurkation eine tiefere Energie als die symmetrische Form. Daher ist die
symmetrische Form jenseits der Bifurkation C lokal instabil, wahrend die asymmetrischen
Formen lokal stabil sind. Im zweiten Fall, der einem diskontinuierlichen Ubergang ent-
spricht, entwickelt der asymmetrische Ast eine Gibbsschleife. Formen entlang des oberen
Teils der Gibbsschleife entsprechen Sattelpunkten, die lokal stabile symmetrische Formen
von lokal stabilen asymmetrischen Formen trennen. Die Spitze im asymmetrischen Ast,
MP?e" gowie der Verzweigungspunkt M?™ selbst, bezeichnen die Spinodalen dieses dis-
kontinuierlichen Ubergangs. Die lokale Stabilitat der asymmetrischen Formen hangt also
von dem Wert von a ab. Je kleiner a, desto mehr asymmetrische Formen sind instabil,
weil die Grofle der Gibbsschleife mit abnehmendem a zunimmt [24].

Die Analogie zur Thermodynamik, die in dieser Terminologie anklingt, darf nur vor-
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sichtig angewendet werden. Im Experiment betrachtet man meistens nicht ein Ensemble
von Vesikeln sondern ein einzelnes. Im Fall des kontinuierlichen Ubergangs kann das
Energiediagramm in Abb.6 so interpretiert werden, daB mit zunehmenden m, die sym-
metrische Form bei C instabil wird. Im Fall des diskontinuierlichen Ubergangs wird eine
symmetrische Form dann instabil werden, wenn die Aktivierungsenergie zum Sattelpunkt
thermisch erreichbar wird. Entsprechendes gilt fiir eine asymmetrische Form mit abneh-

mendem mo. Am diskontinuierlichen Ubergang erwartet man also Hysterese.

3.3.4 Bemerkungen zur Stabilitidtsanalyse

Soweit haben wir jedoch nur die relative Stabilitat nahe der Bifurkation, die eine Sym-
metrie bricht, analysiert. Fiir eine generelle Stabilitatsanalyse muf die zweite Variation
der Energie W unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen an Fliche und Volumen
auf instabile Richtungen untersucht werden. Dies wurde wegen des betrichtlichen nu-
merischen Aufwandes bisher erst unvollstandig durchgefithrt [34). Jedoch lassen sich mit
verschiedenen Methoden Einblicke in die Stabilitat der stationdren Formen gewinnen.
Zunéachst 1aBt sich allgemein beweisen [35], daB die lokale Stabiltit beziiglich Defor-
mationen, die eine Symmetrie brechen, eine Eigenschaft der Form ist; sie hangt nicht vom

w W

Abbildung 6: Kontinuierliche (grofles a, links) und diskontinuierliche (kleines «, rechts)
Bifurkation. In beiden Figuren ist die Energie W von symmetrischen (s) und asym-
metrischen (a) Formen bei festem reduziertem Volumen v als Funktion der reduzierten
optimalen Flichendifferenz my skizziert. Typische Formen sind entlang der Aste ein-
gezeichnet. Die gestrichelten Linien bezeichnen die Energie von instabilen Formen. Im
linken Diagramm sind alle asymmetrischen Formen lokal stabil, die symmetrischen werden
rechts von der Bifurkation bei C instabil. Im rechten Fall sind die asymmetrischen Formen
auf dem oberen Teil der Gibbsschleife Sattelpunkte. M?**" sowie der Verzweigungspunkt

MP™ bezeichnen dann die Spinodalen dieses diskontinuierlich Ubergangs.



13.20

spezifischen Wert von a ab. Wenn also eine bestimmte axialsymmetrische Form beziiglich
nichtaxialsymmetrischer Verformungen instabil ist, ist sie das unabhangig von a. Abb.6
illustriert einen UmkehrschluB dieses Satzes: Die lokale Stabilitat der asymmetrischen
Formen hiangt von a ab, denn die beim diskontinuierlichen Ubergang auftretende Insta-
bilitat entlang des oberen Teils der Gibbsschleife bricht keine Symmetrie mehr, weil diese
Formen schon gebrochenen Symmetrie haben.

In der Umgebung der Kugel 1a8t sich Stabilitat beziiglich nichtaxialsymmetrischer For-
men auch in Stdrungstheorie berechnen [36]. Man findet dann, zum Beispiel, dal prolate
Formen bei festem v nahe 1 mit abnehmendem m instabil beziiglich einer ellipsoidalen
Verformungs werden, die die Axialsymmetrie bricht. Genauso werden die oblaten Formen
instabil mit zunehmendem m. Ob jedoch die dazwischen liegenden Ellipsoide mit drei
verscheidenen Tragheitsmomenten stabil oder aber Sattelpunkte fiir einen diskontinuier-
lichen Prolat-Oblatiibergang sind, hingt wiederum vom Wert von a ab. Einen gewissen
Einblick in die Stabilitat von Formen bei kleinerem reduzierten Volumen erhalt man auch
von Variationsansatzen [36].

3.4 Phasendiagramm fiir a =0

Die lokal stabilen Formen werden in einem sogenannten Phasendiagramm — das man
vermutlich besser als Formendiagramm bezeichnen wiirde — angeordnet. Das einfachste
Phasendiagramm erhalt man fir a = 0, also wenn man den nichtlokalen Term in der

Energie vernachlassigt [33]. Fiir Vesikel, bei denen die beiden Monoschichten schnell

00D wm@@@

005 03 0591 0.592 0.651 0652 0.8

Abbildung 7: Phasendiagramm und stabile Formen fiir a = 0 als Funktion des reduzierten
Volumens [33]. Mit abnehmenden Volumen findet man bei v =~ 0.65 einen diskontinuier-
lichen Ubergang von Prolaten zu Oblaten und bei v 2 0.59 einen weiteren diskontinu-
ierlichen Ubergang zu Stomatozyten. Die Spinodalen fiir den Prolat-Oblatiibergang sind
nicht bekannt. Diejenigen fiir den Oblat-Stomatozytiibergang liegen bei v ~ 0.51 und
v =~ 0.66.
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Molekiile austauschen, wiare das ein verniiftiges Modell. Nach der Skalierung bleibt dann
iiberhaupt nur noch ein Parameter, das reduzierte Volumen v. In Abb.7 sind die Formen
minimaler Energie als Funktion des reduzierten Volumens dargestellt. Bemerkenswert
an diesem Modell ist, daBl es keine Birnen und damit auch nicht den in Abb.2 gezeigten
Knospungsiibergang gibt. Dieses theoretische Ergebnis war die Basis fiir die in Abschnitt
2.3 erwiahnte Behauptung, das klassische Modell (6) reiche nicht zur Erklarung der Vielfalt

der Vesikelformen.

4 Knospungsiibergang

In diesem Abschnitt untersuchen wir, was sich zu dem in Abb.2 gezeigten Knospungs-
iibergang theoretisch sagen lafit. Dabei miissen wir zunachst diskutieren, wie die theore-
tischen Parameter v, mo und a mit experimentell zuganglichen GréB8en verbunden werden
konnen.

Im Experiment, das in Abb.2 gezeigt wurde, wurde die Temperatur geindert. Dies
fihrt zu thermischer Ausdehnung der beiden Monoschichten sowie einer Abnahme der
effektiven Dicke der Membran, weil die mittlere Kettenlange durch die thermische Be-

wegung verkiirzt wird. Quantitativ wird dies mit thermischen Ausdehnungskoeffizienten

beschrieben, die durch .
1 dA™ _ 1 dA*
A dT = Aex dT

Ba= (46)

und

1dd
ﬁd = Eﬁa
definiert sind. A*™ und A°® bezeichnen die Flachen der beiden Monoschichten. Man kann

die Ausdehung der eingeschlossenen wassrigen Losung, also des Volumens, vernachlissi-

(47)

gen, weil sie etwa eine GroBenordnung kleiner als die Flachenausdehnung der Membran
ist. Experimentell findet man auch, daBl sich das Membranvolumen kaum andert, also
Ba =~ —f4 gilt. Wenn wir vereinfachend annehmen, dafi die Ausdehnungskoeffizien-
ten selbst temperaturunahangig sind, findet man leicht die Temperaturabhangigkeit der
Groflen v und myg als

v(T) = v(To)e~3PaT-To)/2 (48)
und

mo(T) = mu(Tu)BsﬂA(T'Tu)fz. (49)

wobei Ty eine Anfangstemperatur bezeichnet [33]. Eliminiert man die Temperatur, erhélt

man die Temperaturtrajektorie mg(v) in der Form

mo(v) = mo(To)v(To)/v. (50)
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Abbildung 8: Phasendiagramm fiir den Knospungsiibergang in der mg,v-Ebene [24].
Der trikritische Punkt T trennt den kontinuierlichen Ubergang C vom diskontinuierli-
chen Ubergang D. MP™ bezeichnet die Spinodale fiir die metastabilen symmetrischen
Formen. Entlang der Grenzlinie L7**" sind zwei Kugeln unterschiedlicher Grofe durch
einen infinitesimalen Hals verkniipft. Im grauen Bereich dariiber (und fiir kleineres v)
sind die stabilen Formen noch nicht genau analysiert. Die zwei gepunkteten Linien sind

Temperaturtrajektorien.

SchlieBlich wollen wir noch annehmen, dafl das Verhaltnis a der nichtlokalen zur lo-
kalen Biegesteifigkeit temperaturunabhingig ist. Abb.8 zeigt fiir @ = 4 das zweidimen-
sionale Phasendiagramm [24), in das zwei Temperturtrajektorien eingezeichnet sind, die
sich durch den Wert mo(v = 1), der optimalen Flachendifferenz der Anfangskugel, un-
terscheiden. Mit zunehmender Temperatur wird das relative Volumen kleiner und die
Trajektorie schneidet die Phasengrenze zwischen den symmetrischen Prolaten und den
asymmetrischen Birnen. Fiir relativ kleinen Startwert my ist dieser Ubergang kontinuier-
lich. Insbesondere sind also die nur schwach asymmetrischen Birnen nach dem Ubergang
lokal stabil. Ist die anfangliche optimale Flachendifferenz mo(v = 1) grofer, schneidet die
Trajektorie die Phasengrenze im diskontinuierlichen Bereich. Man erwartet dann, dafl die

symmetrischen Formen spatestens bei der Spinodalen M?™° instabil werden. Die Birnen
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mit schwacher Asymmetrie sind dann nicht stabil.

Die Lage des trikritischen Punktes, T', der den kontinuierlichen vom diskontinuierlichen
Ubergang trennt, hingt jedoch von a ab. Fiir @ = 3/x, was man in der einfachsten
Approximation erwartet, ist der Ubergang diskontinierlich fiir alle Startwerte mq. In
diesem Fall diirfte es keine stabilen Birnen mit schwacher Asymmetrie geben.

Experimentell wurden jedoch auch schwach asymmetrische Birnen beobachtet [4]. Eine
mogliche Erklarung ware, dal diese Birnen keine Gleichgewichtsformen sind, sondern ent-
weder Fluktuationen um die symmetrische Form oder aber Transienten eines diskontinu-
ierlichen Ubergangs. Zur Aufklarung dieser Frage werden zur Zeit die mittlere Kontur und
deren dynamische Fluktuationen in der Nahe des Ubergangs experimentell bestimmt. Aus

einer Analyse dieser Daten sollte sich dann eine dieser Alternativen ausschlieBen lassen.

5 Vesikel nichtsphéarischer Topologie

Fiir eine Beschreibung der in den letzten Jahren entdeckten Vesikel nichtsphirischer To-
pologie werden wir zunachst einen kleinen Exkurs in eher mathematische Fragen unter-

nehmen.

5.1 Konforme Invarianz der lokalen Kriimmungsenergie

Wir hatten in Abschnitt 3.3 gesehen, dafl die lokale Krimmungsenergie G skaleninvariant
ist, sich also bei einer Reskalierung der Form nicht andert. Sie hat jedoch noch die iiber-
raschende Eigenschaft, auch invariant unter konformen Abbildungen in drei Dimensionen
zu sein [37]. Die konformen Abbildungen in drei Dimensionen umfassen eine zehn para-
metrige Gruppe, die neben Translationen (3), Rotationen (3) und Skalentransformationen
(1) noch Inversionen (3) an Kugeln umfassen. Die Inversion an einer Kugel im Ursprung
bildet R auf R/R? ab. Insbesondere werden dabei Kreise auf Kreise und Kugeln auf Ku-
geln abgebildet. Fiir viele Zwecke ist es giinstiger, statt der Inversionen die sogenannten
speziellen konformen Abbildungen zu betrachten, welche aus einer Inversion am Ursprung,
einer Translation um den Vektor a und wiederum einer Inversion am Ursprung bestehen.
In Formeln ausgedriickt, bildet diese Transformation den Vektor R auf R’ ab, wobei

,_ a+R/R?

"R R/RT. -

Die speziellen konformen Abbildungen haben den Vorteil, daf§ sie fiir a — 0 zur Identitit

werden, sie also infinitesimal angewandt werden kénnen.
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Abbildung 9: Cliffordtorus und ein konformes Abbild [39].

5.2 Willmore—Problem

Der englische Mathematiker Willmore formulierte folgendes Problem [37]: Was ist die
Form minimaler lokaler Kriimmungsenergie G fiir gegebene Topologie ohne weitere Neben-
bedingungen?® Die Topologie einer Form wird durch ihren Genus g charakterisiert, das
heiBt die Anzahl der Henkel oder Locher. Fir spharische Topologie gilt ¢ = 0. Wegen der
konformen Invarianz ist klar, dafl mit einer Form auch deren konforme Transformationen
das Problem lésen.

Fiir spharische Topologie 1at sich relativ einfach beweisen, dal die Kugel die Form
minimaler Kriimmungsenergie ist mit G = Gy = 8« [37]. Weil konforme Abbildungen aus
der Kugel keine neuen Formen erzeugen, ist fiir ¢ = 0 das Willmore-Problem eindeutig
gelost.

Weit interessanter ist das Problem fir ¢ = 1, also fiir Tori. Hier hat Willmore
die Vermutung publiziert, der in Abb.9 gezeigte Cliffordtorus sei die Form minimaler
Krimmungsenergie. Der Cliffordtorus ist ein axialsymmetrischer Torus mit kreisférmi-
gem Querschnitt, wobei die beiden erzeugenden Radien das Verhiltnis /2 haben. Er

kann durch
(v/2 + sin ) cos ¢

R(0,¢) = | (V2 +sin8)sin ¢ (52)
cos @
parametrisiert werden, wobei 0 < 6,9 < 2r die inneren Koordinaten sind. Die Kriimm-
ungsenergie eines Cliffordtorus betragt G = G, = (7/2)8x und sein reduziertes Volumen
v* = 3/(2%/4x'/?) ~ 0.71. Bis heute steht ein Beweis der Willmoreschen Vermutung aus,
auch wenn es es gute Indizien fiir ihre Richtigkeit gibt. Wir werden jetzt die Konsequenzen
analysieren, die sich aus der Annahme ergeben, sie stimme.

Wendet man eine spezielle konforme Transformation mit a = (0,0, a,) auf den Clifford-

8Einen schonen Uberblick iiber das Willmore—Problem gibt [38).
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Cis

Abbildung 10: Lawsonfliche (L) und einige ihrer konformen Abbilder [40]. Die Bezeich-

nungen beziehen sich auf das Phasendiagramm Abb.12.

torus an, ist die transformierte Form wieder ein Cliffordtorus (unterschiedlicher Grofle,
was aber hier irrelevant ist). Liegt jedoch der Vektor a in der (z,y)-Ebene, ist die trans-
formierte Form nicht mehr axialsymmetrisch, hat aber noch zwei Spiegelebenen. Ein
Beispiel fiir eine solche nicht-axialsymmetrische Form findet man auch in Abb.9. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit geniigt es, a=(a.,0,0) zu betrachten. Fiir a, sind dann
alle Werte zwischen 0 und /2 — 1 zulissig, wobei fiir a, — v/2 — 1 die Transformation
singular wird. In diesem Limes entspricht die transformierte Form einer Kugel mit ei-
nem infinitesimalen Henkel, woraus man als minimale Krimmungsenergie eines Henkels
den Wert (7/2 — 1)8x erhalt. Das reduzierte Volumen der so gefundenen Formen liegt
zwischen v = v* und v = 1. Die konformen Abbildungen des Cliffordtorus umfassen
also eine einparametrige Schar nichtaxialsymmetrischer Formen, die alle das Willmore-
Problem l6sen (falls Willmores Vermutung stimmt). Fiir ¢ = 1 ist das Willmore-Problem

demnach einfach entartet.
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Fiir g = 2 ist das Willmore-Problem noch etwas subtiler, da Formen mit zwei Henkeln
zwangslaufig nichtaxialsymmetrisch sind. In Abb.10 ist die Lawsonflache [41] abgebildet,
die nach Kusners Vermutung [42] das Willmore-Problem 15st.? In dieser Abbildung wer-
den auch verschieden Formen gezeigt, die sich alle aus der Lawsonfliche durch konforme
Abbildungen gewinnen lassen. Weil die Lawsonfliche nicht mehr axialsymmetrisch ist,
spannen die speziellen konformen Abbildungen der Lawsonfliche eine dreidimensionale
Mannigfaltigkeit im Formenraum auf, die durch den Vektor a parametrisiert werden kann.
Das Willmore-Problem ist also dreifach entartet fiir g = 2. Der selbe Entartungsgrad gilt

dann auch fiir Formen mit noch héherem Genus.

5.3 Phasendiagramm fiir Tori

Nachdem wir jetzt geniigend mathematischen Hintergrund haben, konnen wir das phy-
sikalische Problem angehen. Fiir eine realistische Beschreibung der Vesikel miissen wir
noch die Nebenbedingung an Flache und Volumen sowie den nichtlokalen Term in der
Krimmungsenergie (33) beriicksichtigen.

Fir ¢ = 1 hatten wir eine einfache Entartung des Willmore-Problems festgestelit.
Sobald noch die Nebenbedingung an ein festes reduziertes Volumen gestellt wird, ist die
Entartung des Grundzustandes aufgehoben. In [39] haben wir zur Bestimmung des Pha-
sendiagramms eine zweistufiges Verfahren angewandt. Zunachst wurden wie fir sphari-
sche Topologie die axialsymmetrischen stationaren Formen toroidaler Topologie bestimmt
und die Bifurkationen nach ihrer Ordnung charakterisiert. Dann haben wir in einem
zweiten Schritt alle axialsymmetischen Formen niedrigster Energie auf ihre lokale Stabi-
litat beziiglich spezieller konformer Transformationen untersucht. Wann immer die axial-
symmetrische Form minimaler Kruimmungsenergie W instabil beziglich einer konformen
Transformation ist, weil man mit Sicherheit, daB der Zustand niedrigster Energie fiir diese
Parameter nichtaxialsymmetrisch sein mufl. Auf diese Weise erhadlt man also eine untere
Schranke an die Ausdehnung des Gebietes mit nichtaxialsymmetrischem Grundzustand.
Weil diese Schranke in der Umgebung des Cliffordtorus exakt ist, sollte sie auch sonst
keine allzu schlechte Naherung darstellen.

Das in Abb.11 gezeigte Phasendiagramm enthalt einen groen nichtaxialsymmetri-
schen Bereich. Bei kleinem relativen Volumen v sind die Formen axialsymmetrisch. Es
gibt zwei Klassen von axialsymmetrischen Formen mit Spiegelsymmetrie, die diskoiden

und die sichelformigen Tori, sowie Formen mit gebrochener Spiegelsymmetrie, die toroi-

9Zwar gibt es keine analytische Darstellung fiir die Lawsonfliche aber es gibt eine explizite Form fiir
eine ,benachbarte” Fliche [41] , die wir in [40] als Startform fiir eine direkte numerische Minimierung
der lokalen Kriimmungsenergie G gewahlt haben. Das 8o gefundene Minimum mit der Energie G = G, =~
1.74 x 8« sollte dann der Lawsonflache entsprechen.
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taxialsymmaetrische '

0.5 V 1

Abbildung 11: Phasendiagramm fiir Genus 1 und a@ = 1 [39]. Das graue Gebiet mit
nichtaxialsymmetrischem Grundzustand ist durch einen kontinuierlichen Ubergang C*
vom weiflen axialsymmetrischen Gebiet getrennt. Innerhalb dieses Gebiets bezeichnen
Cick und Cy;,e kontinuierliche flberg&nge, D einen diskontinuierlichen ﬂbergang innerhalb
der diskoiden Tori, sowie Ly, eine Grenzform in diesem Bereich. Entlang der gepunkteten

Linie CL ist der Cliffordtorus Form minimaler Energie.

dalen Stomatozyten. Alle bisher experimentell gefundenen Tori, von denen in Abb.3a und
3b zwei gezeigt sind, lassen sich in dieses Phasendiagramm einordnen. Dagegen sind die

theoretisch vorhergesagten toroidalen Stomatozyten bisher noch nicht beobachtet worden.

5.4 Konforme Diffusion fiir hoheren Genus

Fiir g = 2 ist es giinstig, zunachst das Phasendiagramm fiir @ = oo zu diskutieren. Physi-
kalisch entspricht dies einer Zwangsbedingung an das reduzierte Volumen v sowie die inte-
grierte mittlere Krimmung m. Die dreifach entarteten Lésungen minimaler K riimmungs-
energie sind in Abb.12 auf die zweidimensionale (v, m)—Ebenen projiziert. Innerhalb

der grau schraffierten Fliche W gibt es also zu jedem (v, m)—Wert, eine einparametrige
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Schar von Formen mit derselben Krimmungsenergie. Diese Schar 1a8t sich fiir jeden Wert
durch eine geschlossene Kurve a(s) mit beliebigem Parameter s parametrisieren, wobei a
der Vektor der speziellen konformen Transformation ist, welche man auf die Lawsonflache
anwenden muB, um die entsprechende Form zu erhalten. Eine Differentialgleichung fiir
a(s) findet man, indem man zunachst das reduzierte Volumen und die reduzierte mittlere

Krimmung einer Form in a entwickelt, wobei die Ausgangsform v = v; und m = m,
habe. Es ergibt sich

v(a) = vy (1 + 6(R* — R")) - a + O(a’)) (53)
und

m(a) = m;(1 4+ 2(R* - R¥) . a 4+ 0(a?)) (54)

mit dem Schwerpunkt der Fliche R4 = (§ dAR)/A, des Volumens RV = (fdVR)/V und
der mittleren Krimmung RM = (§dAHR)/M [43].

Die Differentialgleichung fiir die ,konforme Trajektorie* a(s), welche die entarteten

0.6 0.8 v 1.0

Abbildung 12: Phasendiagramm fiir Genus 2 und & = oo [40]. Die Bezeichnungen entlang
des Randes des konform entarteten Gebietes W beziehen sich auf die in Abb.10 gezeigten

Formen.
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Abbildung 13: Drei Formen entlang einer konformen Trajektorie [40]. Alle Formen haben

dieselbe Flache, dasselbe Volumen und dieselbe integrierte mittlere Kriimmung.

Formen bei festem v und m beschreibt, lautet also [40]
da/ds = (R* —RY) x (R* — RM). (55)

Drei Formen entlang einer konformen Trajektorie sind in Abb.13 fiir (v, m) = (0.78, 1.027 x
4r) gezeigt. Da es fiir ein Vesikel in diesem Gebiet entlang der konforme Trajektorie keine
riicktreibende Kraft gibt, wird sich das Vesikel in einem DiffusionsprozeB entlang dieser
konformen Trajektorie bewegen. Wir haben diese theoretische Vorhersage konforme Dif-
fusion in Analogie zur Translations- und Rotationsdiffusion genannt.

AufBerhalb des Gebietes W hat die Form minimaler Krimmungsenergie G fiir festes v
und m eine hoheren Energie als die Lawsonflache. Sie ist dann auch nicht mehr entartet.
Konkrete Formen wurden hier noch nicht berechnet, aber die Symmetrie des Grundzu-
standes kann man aus der Symmetrie der entsprechenden Form am Rand des Gebietes
W erschlieBen. Cartoons dieser Formen sind auch in Abb.12 eingezeichnet. Man findet
sowohl ein Gebiet mit den experimentell beobachteten Knopfen (Abb.3c) wie auch ein
Gebiet, in dem zwei Kugeln durch drei Halse miteinander verbunden sind. Eine ahnliche
Form wurde, wie in Abb.3d dargestellt, bereits experimentell gefunden. Das theoretische
Resultat zeigt jedoch, dafl diese Formen nicht im Gebiet W liegen. Die experimentell be-
obachteten starken Fluktuationen der Halspositionen sind daher keine konformen Moden
sondern niederenergetische Anregungen.

Die Existenz des Gebietes W und das Phanomen der konformen Diffusion gelten ge-
nauso fiir @ < oo, wenn im Phasendiagramm m durch mg ersetzt wird. Denn wann immer
mgo = m gilt, verschwindet der nichtlokale Beitrag ohnehin.

Die Vorhersage der konformen Diffusion ist eine starke Aussage, deren experimentel-
ler Nachweis die Energie (33) als korrekte Beschreibung fiir Vesikel bestitigen wiirde.

Bisher wurde dieses Phinomen experimentell noch nicht zweifelsfrei nachgewiesen, ob-
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wohl Formen, die den in Abb.10 gezeigten Formen entlang des Randes von W gleichen,
schon beobachtet wurden. Eine grundlegende experimentelle Schwierigkeit ist, die kon-
forme Diffusion von Rotationen zu unterscheiden. Experimentell sieht man immer nur
einen Querschnitt der Form. Wenn eine Form geringer Symmetrie rotiert, kann sich ein
Querschnitt durchaus stark andern.

6 Dynamik

6.1 Navier—Stokes-Gleichungen

Die Dynamik von Membranen wird wesentlich durch ihre Einbettung in eine viskose
wassrige Losung bestimmt, in der Energie dissipiert wird. Diese Losung wird durch
die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben, die fiir das Geschwindigkeitsfeld v(r) einer

Fliissigkeit der Dichte p; und Viskositat g
p1(B + (v VIV)) + Vp— gV = K=(r) (56)

lauten, wobei p(r) der Druck und K**(r) die auBere Kraft ist, die von der Membran auf
die Flissigkeit ausgeibt wird. In guter Naherung kann die Fliissigkeit als inkompressibel
durch

V.-v=0 (57)
beschrieben werden. Diese Gleichungen miissen nun noch durch dynamische Gleichungen
fir die Membran selbst, sowie durch geeignete Randbedingungen zwischen Membran und
Flissigkeit erganzt werden. Im allgemeinen wird die Ausformulierung dieser Gleichungen
recht aufwendig.

In diesem Abschnitt wollen wir daher nur ein einfaches Beispiel diskutieren, namlich die
Relaxationsmoden einer fast planaren Membran, deren Statik in Abschnitt 2.3 behandelt
wurde. Die Fragestellung lautet, die Zeitentwicklung der Auslenkung und der Dichten,
also von h(z,y,t) und p*(z,y,1), zu bestimmen, wenn Anfangsdaten h(z,y,t = 0) und
pE(z,y,t = 0) gegeben sind. Fiir die kleinen Langenskalen und Geschwindigkeiten, wie
sie bei diesen Phanomenen auftreten, kann der Tragheitsterm (~ py) in der sogenannten
Stokesndherung vernachlassigt werden. Diese Naherung werden wir zum Schlufl rechtfer-
tigen. Es miissen also nur der Druckgradient, die Reibungskrafte innerhalb der Flissigkeit
sowie die von der Membran ausgehenden Krafte balanciert werden.

Fir kleine Auslenkungen h(z,y) und Dichteabweichungen ist auch die von der Mem-
bran auf die Flissigkeit ausgeiibte Kraft klein. Daher konnen alle Gleichungen linearisiert
werden, was das Problem 16sbar macht. Insbesondere diirfen wir dann annehmen, dass
die Kraft K**(r) nur in der (z = 0)—Ebene lokalisiert ist, weil der Unterschied zwischen
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z = 0 und der tatsichlichen Lage der Membran, z = h(z,y), zu Korrekturen hoherer

Ordnung fiihren wirde. Fir z # 0 gilt dann
Vp = Vi, (58)

woraus man mit der Inkompressibiltatsbedingung (57) sofort die Laplacegleichung
Vip=0 (59)
fir den Druck gewinnt. Diese ist mit dem Fourieransatz
P = pq(2)e'” (60)
und der Forderung, da8l p fiir z — +00 verschwindet, schnell gelost
Pq(2) = 2ngAe™. (61)

Aus den noch freien Amplituden A4 haben wir den Faktor 2ng ausgeklammert, was fiir
spater giinstig ist. Die oberen Vorzeichen gehoren zu z > 0 und die untere zu z < 0. Setzt

man dieses Resultat und die Fourierzerlegung'?,

Uz wq(2)
vy | = 0 |e%, (62)
Us uq(z)

in (58) ein, findet man fir die Geschwindigkeit die Losung

wq(z) = [FiAzqz + i(Ax F B)| ¥, (63)
und
ug(2) = [Asqz + B ¥, (64)
mit der Konstanten B. Hierbei haben wir auch schon die Stetigkeit v,(z = +0) = v,;(z =
—0) verwendet.

Nun miissen wir noch die Krafte an der Membran balancieren. Da die trige Masse
der Membran fiir die hier interessierenden Moden vernachlassigbar ist, ibertragt sich die
in der Membran gespeicherte Energie direkt als Kraft auf die Flassigkeit. Die Normal-
komponente K:* dieser Kraft ergibt sich aus der Energie (22) tiber

6F N _a£ e . ~ 4 _ 2 -
) WgEs el Bearpg)et  (B)

K (z,y,2) = —-§(2)

Diese Normalkraft mufl durch die viskosen Krafte in der Flissigkeit sowie den Druck kom-

pensiert werden. Dieses Kraftegleichgewicht fiihrt zu einer ,,Sprungbedingung“ bei z = 0,

1°Die transversale Geschwindigkeitskomponente v, kann gleich 0 gesetzt werden, da transversale Wellen
nicht an die Auslenkung h koppeln.
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die man - analog zum in der Elektrodynamik iiblichen Verfahren — aus Integration der
Navier-Stokes-Gleichungen (56) iiber einen Quader, der die Membran enthilt, gewinnt.
Unter Beriicksichtigung der Inkompressibilitat (57) findet man so

SF
~Ti:(z =40) + T;.(z = -0) = —m; (66)
wobei T}, die (z,z)-Komponente des Spannungstensors
Tij = —pbij + n(Biv, + 9jv:) (67)

ist, der fiir z = +0 ausgewertet werden mu. Weil die Membran impermeabel ist, sind
Auslenkung und Normalgeschwindigkeit der Flissigkeit an der Membran iiber

aghq = ‘Uq(Z - 0) — B (68)
verkniipft. Setzt man diese Bedingung sowie (63-65) in (66) ein, hat man mit
4ngdihq = —&q*hq + 2kdg*pq (69)

die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung k gefunden [21). Die Amplituden A4 tauchen
hier nicht auf, da wir noch keine Bedingungen an Tangentialkrafte gestellt haben.

6.2 Dynamik im klassischen Modell

Bevor wir die Bewegungsgleichung fiir die Dichtedifferenz pq herleiten, wollen wir die
Konsequenzen einer vereinfachenden Annahme analysieren. Wenn wir annehmen, da8
die Dichtedifferenz pq viel schneller als die Auslenkung hq ist, kénnen wir zu jedem
Zeitpunkt die optimale Dichte (24) in (69) einsetzten. Wir finden dann die effektive
Bewegungsgleichung

4nq dihq = —xq* hq, (70)

die wir auch erhalten hitten, wenn wir die Dynamik von vornherein nur mit der Energie
(9) des klassischen Modells bestimmt hétten [3].

Die Bewegungsgleichung (70) 1a8t sich leicht als iberdampfte Bewegung eines harmo-
nischen Oszillators mit der ,Federkonstanten“ x¢* und dem ,Reibungskoeffizienten“ 45¢
interpretieren. Die g-Abhangigkeit des Reibungskoeffizienten reflektiert die langreichwei-

tige Natur der hydrodynamischen Wechselwirkung. Die Losung von (70) lautet
hq(t) = hq(0)e™¥, (71)

mit der Dampfungskonstanten
7(9) = xg*/41. (72)
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Die dynamischen Korrelationsfunktion im klassischen Modell erhdlt man aus (71) in-
dem man beide Seiten mit g (0) multipliziert und mit dem Boltzmanngewicht exp(—Fo/T')
mittelt. Es ergibt sich o

< hq(t)hg(0) >= n—‘r‘—e"'("". (73)

Fiir eine quantitative Abschatzung dieser Resultate verwenden wir die typischen Werte
n = 107%Js/m® und x = 10~'*J. Dann ergibt sich fiir eine Wellenlange von 10um, also
fir ¢ = 2710°/m, die Rate v ~ 6/s, was in der experimentell gemessene Gré8enordnung
liegt. Fir eine genauere Auswertung der Experimente zum Flickern von quasispharischen

Vesikeln [9] mufl die obige Rechnung in Kugelkoordinaten durchgefithrt werden [30].

6.3 Gekoppelte Dynamik

Nun wollen wir noch die Modifikation dieses einfachen Bildes zur Dynamik diskutieren,

die sich aus einer genaueren Behandlung der Dichten in den Monoschichten ergeben [21).

6.3.1 Kriftebalance in den Monoschichten

Die Bewegungsgleichung fiir pq wird durch die Kraftebalance der Tangentialkrafte in den
beiden Monoschichten bestimmt. Wir stellen zunachst die Navier-Stokes-Gleichungen
fir jede Monoschicht auf, die wir als zweidimensionale Flissigkeit in Stokesnaherung

beschreiben. Die Kraftebalance lautet dann
~ Vot + Tpy(z = £0) + pV9E F b(F+* - 77) =0, (74)

wobei die Tilde zweidimensionale Groflen bezeichnet. Die vier Kraftdichten in (74) sind
(1) der Gradient des zweidimensionalen Drucks % in jeder Monoschicht. Dieser ist
durch eine Zustandsgleichung mit der Dichte verkniipft, wobei wir vereinfachend anneh-
men, daf8 der Druck proportional zur Abweichung der Dichte ¢* von der Gleichgewichts-

dichte ist also
o* = k(p* £+ dV?h); (75)

(ii) die von der Flissigkeit tangential auf die Membran ausgeiibte Scherreibung, die
durch den Spannungstensor T.(z = +0) ausgedrickt wird;

(1ii) Scherreibung innerhalb der zweidimensionalen Lipidfiiissigkeit einer jeden Mono-
schicht, wobei u deren Viskositat ist;

(iv) eine Reibungskraft zwischen den beiden Monoschichten, die wir als proportional
zur Geschwindigkeitsdifferenz annehmen, wobei b der entsprechende Reibungskoeffizient

ist.
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Die Dichten in den beiden Monoschichten sind mit dem Geschwindigkeitsfeld in den
beiden Monoschichten iiber zwei Kontinuitatsgleichungen verkniipft, die in den kleinen
Gréflen p* und v

dpt = -V . v#, . (76)

lauten. Hierbei nehmen wir an, daB die zweidimensionalen Geschwindigkeiten ¥* in
der Mittelebene der Doppelschicht definiert sind, weil sie dann direkt dem materiellen
FluBl der Lipide entsprechen. Diese Geschwindigkeit koppeln wir mit einer ,no-slip“-
Randbedingung

V¥ = v.(z = £0)e, (77)
an die Tangentialkomponente der dreidimensionalen Fliissigkeit. Wertet man die Krafte-
balance (74) und die Kontinuitatsgleichungen mit (61-64) aus, lassen sich die Konstanten
Az zugunsten von O;pq und 0,pq elimieren. Damit hat man fiir pq eine Bewegungsglei-
chung gefunden, die sich mit der fiir hq (69) zu dem gekoppelten System

= 3
h h kq*[4n —gqkd/2n h
E( q):—A( q)E-— —~kdg?t ka?® ( q) (78)
at \ pq Pq c g Pq
2b+2nq + pg?  2b+ 2nq + pg?

zusammenfassen laBt. (Die Bewegungsgleichung fiir die mittlere Dichte pq, die nicht an
die Auslenkung koppelt, ist in ([21] diskutiert.)

6.3.2 Dispersionsrelation

Die dynamische Matrix A hat zwei Eigenwerte v; 2(q), deren g-Abhéngigkeit in Abb.14
gezeigt ist. Es gibt drei charakteristische g—Bereiche, die durch zwei Ubergangswellen-
vektoren ¢; = 2nk/bk und ¢; = /2b/u getrennt sind:

[ = q<
m? o Ea oo
E s 2_bQ$ q Q1
"N =4 ﬁng, n<g<< M= . \ (79)
k x GQs QIKQ-
L ey q:«q
pK

Die Physik hinter diesen Relationen la8t sich leicht verstehen. Fir kleine g finden
wir das Resultat (72) des klassischen Modells wieder, das einer Biegemode bei relaxierter
Dichte entspricht. In diesem Bereich sind die Biegemoden in der Tat so langsam, daBl die
Dichte sich an die momentane Konformation anpassen kann.

Die zweite Relaxationsfrequenz 7, 1aBt sich fur kleine ¢ als Zeitskala fiir den Ausgleich
einer Dichtedifferenz zwischen den beiden Moden verstehen. Pragt man einer planaren
Membran eine Dichtedifferenzmode pq auf, kann diese zerfallen, indem die Monoschichten

sich lokal ibereinanderschieben. Die treibende Kraft fiir diesen ProzeB ist proportional zu
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Abbildung 14: Dispersionsrel.at,ion (a) und Amplituden der Korrelationsfunktionen (80)
(b) fiir die gekoppelte Dynamik (21, 44]. Die Parameter sind £ = 10~? J, k = .07 J/m?,
d=10om,n=10"%Js/m? p=10""°J s/m? und b= 10% J s/m*.

k, die Dampfung geht wie b und die g?*—Abhangigkeit rihrt von der Tatsache her, da8 p
eine ErhaltungsgroBe ist. Der Ubergangswellenvektor g, liegt gerade da, wo die Zeitskalen
fir die Dichterelaxation und fiir den Zerfall einer Biegemode tibereinstimmen. In diesem
q—Bereich lassen sich Dichte- und Biegemode nicht trennen. Fir ¢ > ¢, dagegen, 1t
sich 72 in der Form 4, = &xq*/4nq schreiben. Diese Form zeigt, daf fiir eine Biegemode
nun die Dichte nicht mehr schnell genug relaxieren kann; die Biegung findet jetzt bei

eingefrorener Dichte statt, wie sie durch (26) beschrieben wird.
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Der zweite Ubergangswellenvektor g; gibt den Wellenvektor an, ab dem die Reibung in
der Membran nicht mehr primar zwischen den beiden Monoschichten sondern innerhalb
einer Monoschicht durch Scherreibung stattfindet.

Fiir eine Abschatzung der Wellenlange bei der die Kopplung zwischen Dichtedifferenz
und Biegemode relevant wird, brauchen wir eine Wert fiir den Reibungskoeffizienten b, fiir
den in der Literatur Werte in der GroBenordnung von b =~ 10® Js/m* angegeben werden
[45). Mit k = 107'J/m?, 5 = 1073Js/m> und d = Inm erhalt man dann ¢ ~ 107/m,
was einer Wellenlange im Mikrometerbereich entspricht. Fiir dynamische Phinomene,
die sich auf groBerer Langenskala abspielen, wird sich die Dichte immer an die lokale
Form anpassen. Fiir die Dynamik auf kiirzerer Langenskala reicht die Zeit fir diese
Dichteanpassung nicht mehr; die Membran wird effektiv steifer.

6.3.3 Dynamische Korrelationsfunktionen

Wegen der Kopplung zwischen Dichte und Auslenkung sind die dyamischen Korrelati-
onsfunktionen durch biexponentiellen Zerfall gekennzeichent. Man findet dhnlich wie im
vorigen Abschnitt

< hq(t)hs(0) >=< hahl > (Ate™ @) 4 phe-mla) 80
Q\*/"q q'tq

mit A} 4 A} = 1. Eine entsprechende Gleichung gilt fiir die Dichtekorrelationen (und fiir
die im folgenden nicht weiter betrachteten Kreuzkorrelationen zwischen Dichte und Aus-
lenkung). Die Koeffizienten A%, A%, Af und A} sind auch in Abb.14 angegeben. Interessant
ist, daB fiir alle ¢ > ¢; die Hohen-Héhen-Korrelationsfunktion einen nicht verschwinden-
den Beitrag in der langsamen ¢?—Relaxation enthalt [44).

Experimentell ist dieser Effekt bei unilamellaren Membranen bis jetzt noch nicht nach-
gewiesen. Einerseits ist die gekoppelte Dynamik in der Kugelgeometrie noch nicht ge-
rechnet, andererseits zeigt die Abschatzung fiir ¢;, daB diese Kopplung vermutlich erst an
der unteren Grenze des optisch zuginglichen relevant wird. An multilamellaren Schich-
ten wurde mit Neutronenbeugung bei kleinen Wellenlangen jedoch eine langsame Mode
gemessen [46], die durch die Kopplung zwischen Auslenkung und Dichtedifferenz inter-
pretiert werden kann [21].

6.3.4 Rechtfertigung der Stokesapproximation

Zum SchluB soll noch die Stokesapproximation gerechtfertigt werden. Das Verhéltnis Re
des vernachlassigten Tragheitsterm in (56) zum Scherterm betragt

Re(q) = (ps/n)(v(q)/4%) (81)
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wenn & = 7(g) und V? = ¢* gesetzt wird. Setzt man die angegebenen Werte (79) ein,
siecht man, dafl die Reynoldszahl Re(q), die vom Wellenvektor abhangt, fiir alle sinnvollen
Wellenvektoren klein gegen 1 ist. Hatten wir jedoch auch die Dispersionsrelation fiir
die nicht an die Form koppelnde mittlere Dichteabweichung pq in der Stokesnaherung
diskutiert, ware diese Konsistenziiberpriifung negativ ausgefallen. Fir eine Beschreibung
der propagierenden Schallwellen in der Membran mufl der Tragheitsterm in der Membran
mitgenommen werden [21].

7 Wechselwirkung und Adhasion

Bisher haben wir immer nur eine isolierte Membran oder ein einzelnes Vesikel betrachtet.
In vielen Situationen sind Membranen aber so dicht beisammen, da8 sie sich gegenseitig
beeinflussen. Beispiele sind einerseits multilamellare Phasen [13, 14, 16], in denen die
Doppelschichten Abstinde im Nanometerbereich haben, oder — passender zu den hier
diskutierten Themen - Vesikel, die aneinander oder an einem Substrat adharieren [47).
Im letzten Fall erlaubt die gut definierte Geometrie quantitative Messungen der durch die

Adhasion bestimmten Form und Formfluktuationen [11}.

7.1 Krifte zwischen Membranen

Die Krafte zwischen Membranen oder Membranen und Substraten sind zweifachen Ur-
sprungs. Zum einen gibt es die direkten Wechselwirkungen [48]. Hierzu zahlen zum
Beispiel elektrische Wechselwirkungen bei geladenen Membranen. In wassriger Losung
ist diese Wechselwirkung abgeschirmt, sobald die Abstande grofler als die Debyeldnge
werden. Die langreichweitige van der Waals—Kraft rithrt von fluktuierenden Dipolen in
der Materie her. Bei kleinen Abstanden dominiert die sogenannte Hydratationskraft, die
exponentiell auf der Skala von einigen Angstrom abfillt. Sie kommt einerseits vom En-
tropieverlust, den das Wasser erleidet, wenn es sich im Kopfgruppenbereich ordnen muf.
Eine zweite Quelle fiir diese Kraft stammt von lokalen Fluktuationen der Lipidmolekiile
aus der Membranebene heraus {49]. Mit der letztgenannten Kraft sind auch schon die
entropischen Wechselwirkungen angesprochen. Deren wichtigste riihrt vom Entropiever-
lust der Biegemoden her, die durch eine zweite Membran oder ein Substrat eingeschrankt
werden [50].

7.2 Fast planare Membran im Potential

In diesem Abschnitt werden wir kurz den paradigmatischen Fall einer Membran, die wir

im klassischen Modell ohne Dichtevariablen beschreiben wollen, in der Umgebung eines
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Substrates betrachten. Lokal hat die Membran den Abstand I(x) von einem Substrat bei
[ = 0. Die direkten Krafte konnen in einem Potential V(I) zusammengefalit werden. Die

Gesamtenergie einer Membran lautet dann
F= / dzdy %(V’l)’ + V() ~ g ] dzdy [(V*h)® +€7*K?). (82)

Fiir die zweite Umformung haben wir das Potential um das Minimum bei | = lp entwickelt,
die Relativkoordinate
hi(x) = I(x) -l (83)

eingefithrt und die parallele Korrelationslange

= [x/d*V/dl}_, )" (84)

definiert. Ihre Bedeutung wird klar, wenn wir wieder in die Fourierdarstellung fiir eine

Mode mit Amplitude hq gehen. Die Energie lautet dann

_ % ¢ ;a, saa .
F=35 [ Goypla +€ hahy (85)
woraus sich die Korrelationsfunktion als
T
< hghl >= ——— 86
> e =

ergibt. Wenn wir zuriick in den Ortsraum gehen, erhalten wir fiir das mittlere Auslenk-
ungsquadrat

T q T
2 — - et e 2.
< h?>= (2 )2 < hqhy >= 2”/0 dio =gt (87)

Fluktuationen auf Skalen grofer als £ werden also vom Potentialterm {~* abgeschnitten.

Das Ignorieren der Bedingung h(x) > —lp, die einer undurchdringlichen Wand ent-
spricht, ist nur zuldssig, wenn < h? >< I} gilt. Denn falls diese Ungleichung nicht erfiillt
ist, sind die mittleren Auslenkungen groBer als die Separation von der Wand, was fiir eine
undurchdringliche Wand nicht sein darf. Setzt man konkrete Ausdriicke fiir das Potential
V/(!) ein, sieht man jedoch, da diese Ungleichung oft verletzt ist. In diesem Fall mufl die
Prasenz der Wand folgendermaflen beriicksichtigt werden.

7.3 Sterische Abstofiung

Die Gegenwart der Wand schrankt die Fluktuationen der Membran ein. Diese Reduk-
tion der Entropie laBt sich durch ein abstoBenden Potential Vj(l) beschreiben, das wir
jetzt durch eine Selbstkonsistenzbetrachtung herleiten. Wir nehmen ein direktes lineares
Potential V(I) = pl an, welches die Membran gegen die Wand driickt. Fiar den fiktiven
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Fall von T = 0 ware die Membran bei I = 0 an der Wand im Minimum. Bei endlicher
Temperatur werden die Fluktuationen die Membran im Mittel von der Wand wegtreiben,
was wir durch ein zusatzliches Potential Vj(l) = A/!” mit noch unbekannter Amplitude

A und Exponenten 7 beschreiben wollen. Das Gesamtpotential lautet also
V()= A/l" + pl. (88)

Fiir die Korrelationslange ¢ ergibt sich aus (84) ¢ = (kig*?/Ar(r + 1))"/4. Mit diesem
Ausdruck erhalt man mit (87) far die mittlere Auslenkungen

r /2
o Z_ ﬂcluJ’-2 '
e Tl D) (B

Die Selbstkonsistenzforderung lautet nun, daB dieser Wert (bis auf einen numerischen
Faktor) gerade /2 entspricht. Ware < h? > kleiner, hitte das Potential V;(!) den Einfluff
der Wand uberschatzt; ware er groBer, wiirden die Fluktuationen die Membran immer
noch durch die Wand treiben. Aus der Bedingung < h? >~ [2 erhalt man also

T?

Vau(l) ~ prry (90)

als Potential der sterischen AbstoBung, die nach ihrem Entdecker auch Helfrich-Wechsel-
wirkung heifit [50]. Diese Wechselwirkung ist in der Tat langreichweitig, sie steigt mit der
Temperatur und sinkt mit der Biegesteifigkeit.

Die obige Herleitung des Einflules der Fluktuationen auf die Wechselwirkung hangt
nicht daran, daB wir ein lineares Potential als direkte Wechselwirkung angenommen ha-
ben. Jedes andere langreichweitige Potential ~ [" mit r > —2 hatte zum selben Ergebnis
gefiihrt, wie sich leicht nachprifen l1aBt. Fir kiirzerreichweitige direkte Wechselwirkun-
gen jedoch ist es nicht mehr moglich, den Effekt der harten Wand einfach durch ein
zusatzliches Potential, das den direkten Wechselwirkungen tiberlagert wird, zu beschrei-
ben. In diesem Fall missen dann Renormierungsgruppenmethoden angewendet werden,
deren Beschreibung hier zu weit fiithren wiirde [51].

8 Ausblick

Um die Physik der Membranen einigermafBen erschopfend zu behandeln, sollte ihnen eine
ganze Ferienschule gewidmet werden. In diesem Beitrag konnten nach dem grundlegenden
Konzept der Kriimmungsenergie nur ein paar aktuelle Aspekte etwas tiefer beleuchtet
werden. Dies sollte einen Einblick in die Vielfalt der Methoden, die in diesem aktuellen

Forschungsgebiet zur Anwendung kommen, vermitteln.
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Diese Methoden lassen sich nun auch auf verwandte Systeme anwenden. So haben wir
nur einkomponentige symmetrische Membranen betrachtet. Alle biologischen Membra-
nen bestehen jedoch aus mehreren Komponenten [1, 52]. Bereits bei zweikomponentigen
Systemen treten interessante Phanomene auf, die von einer Kopplung der lokalen Zu-
sammensetzung der Membran (einem ,inneren“ Freiheitsgrad) an die lokale Krimmung
(einem ,auBeren“ Freiheitsgrad) herriithren. Der vermutlich spektakularste Effekt ist die
Maglichkeit einer planaren Membran bei Entmischung die Linienenergie einer Domane
dadurch herunterzusetzen, dafl die Domane in die dritte Dimension ausweicht und eine
Knospe bildet [53, 54]. Dies vermindert die Linge der Domanenwand auf Kosten der
Krimmungsenergie. Wegen der unterschiedlichen Skalenabhangigkeit beider Energien,
gewinnt fir grofe Domanen immer die Knospung. Aber selbst wenn sich die beiden
Komponenten in einer planaren Membran mischen, induziéren Formumwandlungen Pha-
sensegregation, wenn zum Beispiel eine Komponente sich vorzugsweise im Bereich hoher
Kriimmung anlagert [55]. Wie weit diese theoretisch vorhergesagten Phianomene mit der
kiirzlich beobachteten starken Knospung von Vesikeln einer natiirlichen Lipidmischung

[56] und mit biologischen ,Sortiervorgangen“ im allgemeinen zu tun haben, ist noch un-

klar.

Neben den in diesem Beitrag besprochenen fluiden Membranen gibt es eine zweite
Klasse von Membranen, bei denen die Molekiile nicht mehr frei diffundieren. Diese Klasse
umfaBt einerseits die Gelphasen, die man aus den hier besprochenen Membranen durch
Abkiihlen erhilt, sowie polymerisierte Membranen, bei denen die Lipidmolekiile querver-
netzt sind [14]. Je nach Lipid gibt es mehrere Gelphasen, wovon eine auch eine geriffelte
Textur haben kann. Diese Membranen kénnen nun Scherkraften wiederstehen. Biegt
man eine solche Membran, koppelt dies an Verzerrungen in der Membranebene. Ther-
misch angeregte Fluktuationen der Verzerrungsmoden fiihren zu einer Versteifung der
Membran auf groBen Langenskalen. Diese theoretisch mit Renormierungsgruppenmetho-
den sowie Simulationen intensiv untersuchten Fragen sind vermutlich auch relevant fiir
ein Verstandnis der elastischen Eigenschaften der Blutzellenmembran, die sich wegen des

Polymernetzwerk auf groBen Skalen wie eine polymerisierte Membran verhalten sollte.
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