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1 Einleitung

Der Satz von GauB3-Bonnet besagt, dass die integrierte GauB-Kriimmung
invariant unter Homdomorphie ist. Dies kann man sich folgendermafien
vorstellen: Ein zwei dimensionales Fléchenstiick mit Randkurve kann man
verformen, solange der Rand unverédndert bleibt und dieser Vorgang an-
dert nichts an der Totalkriimmung, denn es kommt genau soviel positi-
ve Krimmung wie negative hinzu. Die Totalkriimmung einer kompakten
zwei dimensionalen Flache héngt also nicht von der Art der Einbettung
ab, sondern ausschliellich von der topologischen Gestalt der Fliche , die
die Eulercharakteristik festlegt.

Im vier dimensionalen euklidischen Raum gilt eine analoge Aussage zum
Satz von Gaufl-Bonnet jedoch nicht mehr. Dazu wird in Kapitel 3.1 ein
Beispiel angegeben, in dem eine S x S? auf zwei unterschiedliche Ar-
ten in den R* eingebettet wird, so dass die homdomorphen Hyperflichen
unterschiedliche Totalkriimmungen besitzen. Das Beispiel zeigt, dass die
Totalkriimmung im Allgemeinen nicht mehr durch die Eulercharakteristik
festgelegt ist, sondern von der Art der Einbettung abhangt.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Frage warum dieser Zusammenhang
verloren geht und wie sich dennoch Aussagen tiber die Totalkrimmung ein-
gebetteter, geschlossener Hyperflichen treffen lassen. In Kapitel 2 werden
Definitionen und Sétze aus der Differentialgeometrie, Differentialtopologie
und algebraischen Topologie wiederholt, die in dieser Arbeit haufig ver-
wendet werden. Mit Hilfe des Satzes von Gaufl-Bonnet-Hopf, der eine Art
Verallgemeinerung des Satzes von GaufB-Bonnet darstellt, werden spéter
in Kapitel 3.1 Parallelmengen von k-dimensionalen Sphéaren betrachtet.
Lemma 3.5 liefert die Totalkriimmung unterschiedlich eingebetteter Par-
allelmengen. Dieses Resultat wird in Kapitel 3.3 zur Konstruktion geeig-
neter Hyperflichen benotigt.

Das Ziel dieser Arbeit ist einerseits Schranken fiir die Totalkriimmung
geschlossener Hyperflichen des euklidischen Raums zu bestimmen und
andererseits zu gegebener Totalkriimmung geschlosene Hyperflichen zu
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konstruieren und diese dann so einzubetten, dass die gegebene Totalkriim-
mung angenommen wird. Der Satz von Gaufl-Bonnet-Hopf besagt, dass die
integrierte Gaufl- Kronecker-Kriimmung einer kompakten Hyperflache im
Wesentlichen durch die Eulercharakteristik des Inneren bestimmt ist. Eine
Folgerung dieses Satzes besagt, dass die Totalkriimmung kompakter Hy-
perflichen in euklidischen Rdumen ungerader Dimension, analog zum drei
dimensionalen Fall, schon allein durch die Eulercharakteristik der Hyper-
fliche bestimmt ist. Daher konzentrieren wir uns hauptsachlich auf den
geraden Fall.

In Kapitel 3.2 wird das Innere geschlossener Hyperflichen untersucht. Der
Zerlegungssatz von Jordan-Brouwer 2.4 besagt, dass eine geschlossene Hy-
perfliche den umgebenden Raum in zwei Zusammenhangskomponenten
teilt. Nach der Einpunkt-Kompaktifizierung ist der R"U{oo} homéomorph
zur Sphéire S™. Bettet man nun eine Hyperfliche in die so erhaltenen
S™ ein, sind Inneres und AuBeres gleichberechtigt (beide beschriankt und
zusammenhéngend). Daher kann man nun mit Hilfe der Mayer-Vietoris-
Sequenz Zusammenhénge zwischen der Hyperflache und dem Inneren bzw.
AuBeren finden. Es zeigt sich, dass fiir die Eulercharakteristik des Inneren
bzw. AuBeren nur bestimmte Werte in Frage kommen. Da die Eulercha-
rakteristik des Inneren die Totalkrimmung bestimmt kénnen wir nun ein
Intervall angeben, indem alle moglichen Werte liegen, die die Totalkriim-
mung annehmen kann. Korollar 3.8 gibt dann Grenzen fiir die Totalkriim-
mung in Abhéngigkeit der ersten n/2 Bettizahlen an und Theorem 3.13
zeigt, dass die so bestimmten Grenzen scharf sind und alle Wert aus dem
Intervall auch tatséchlich angenommen werden.

Im Ausblick betrachten wir nicht-kompakte Hyperflichen. Basierend auf
[9] P. Wintgen, On total absolute curvature of nonclosed submanifolds un-
terscheiden wir diese Hyperflichen durch die Anzahl ihrer Grenzrichtun-
gen. Beispiel 4.2 zeigt wie sich die Totalkriimmung solcher Hyperflichen
bestimmen lasst.

Die hauptséichlichen Resultate dieser Arbeit sind also, dass zu gegebener
geschlossener Hyperfliche die moglichen Werte fiir die Totalkriimmung
eingeschrankt werden konnen, zu beliebig gewahlten natiirlichen Zahlen
Hyperflachen konstruiert und diese dann so eingebettet werden, dass jeder
in Korollar 3.8 bestimmte Wert fiir die Totalkrimmung angenommen wird.
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Um einen Uberblick iiber die, in dieser Arbeit, verwendeten Begrifflich-
keiten zu geben, werden im Folgenden einige Grundlagen genannt. Zuerst
werden einige differentialgeometrische Definitionen und Satze angegeben,
die wir unter Anderem in Kapitel 3.1 bendtigen. Desweiteren wird der
Satz von GauB-Bonnet-Hopf zitiert, der in dieser Arbeit sehr haufig zur
Berechnung der Totalkriimmung angewandt wird. Anschliefend werden
differentialtopologische Grundlagen genannt. Zu guter Letzt findet sich
eine kurze Ubersicht zu Grundlagen der algebraischen Topologie, die vor
allem in Kapitel 3.2 und 3.3 bendtigt werden.

2.1 Differentialgeometrie

Eine Abbildung f: U — R""! heiit ein requlires Hyperflichenstiick, wenn
U C R" offen und f eine Immersion ist. Dem Parameter u = (uy,...,u,)
wird dann der Punkt f(u) zugeordnet mit n + 1 Koordinaten f(u) =
(fi(u),... fax1(u)). Die Tangentialhyperebene T, f ist dann als das Bild
von T,,U unter der Abbildung D f|, erklart, vgl. [6] S.39, 87.

Zur Berechnung der Totalkriimmung benotigen wir die Gaufi-Abbildung
v: U — S™, die durch die konsistente Wahl der Einheitsnormalenvekto-
ren v(u), die senkrecht auf T, f stehen, definiert ist. Fiir jedes u € U ist
das Bild der linearen Abbildung Dv|,: T,U — T,,(u)]RT”rl parallel zu T, f.
Durch kanonische Identifizierung von T, R" ™ = R"* = T, R"** kon-
nen wir daher Dv in jedem Punkt auffassen als Abbildung Dv|, : T,U —
T.f. Desweiteren konnen wir durch die Einschrankung auf das Bild Df|,
als einen linearen Isomorphismus Df|,: T,U — T, f auffassen. Dann ist
die inverse Abbildung (Df|,)~! auf der Tangentialebene T, f erklirt und
ebenfalls ein Isomorphismus, vgl. [6] S.87, 129.

Die Abbildung L := —Dvo(Df)™!, die punktweise durch L, := —(Dv|,)o
(Df|u)~t: T,f — T, f erklart ist, heifit Weingartenabbildung von f. Fiir
jeden Parameter u ist dies ein linearer Endomorphismus der Tangential-
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ebene im zugehorigen Punkt f(u). Er wirkt als L(%) = —2v L ist
unabhéngig von der Parametrisierung f (bis auf Wahl des Vorzeichens).

Die erste (I) und zweite (II) Fundamentalform sowie die Gaufs-Kronecker-
Kriimmung von f sind definiert als

I'=(9i)ij=1,.n. = (<§i§£>>

of\ of o0 f
- <8uz> ’auj>>z] - <<auiaujyy>>z‘j

det(]) )

Wobei % die partielle Ableitung von f nach u; und <., > das Standard-
Skalarprodukt auf dem R™! bezeichnet, vgl. dazu [6] S. 48, 81, 87, 88.

Fir U C R" offen und f: U — R""! definieren wir das Volumenelement
dV , vgl. [6] S.68, 69, als

dV = \/det(g;;)du, ... du,

Damit konnen wir die Totalkrimmung eines regulédren Hyperflachenstiicks
f definieren als

7(f) = / Kdv
i)

BEZEICHNUNG: Um die Ubersichtlichkeit zu bewahren schreiben wir im
Folgenden nur Hyperfliche und meinen damit eingebettete Hyperflache.
Insbesondere bezeichnen wir dann die Totalkriimmung einer eingebetteten
Mannigfaltigkeit N mit 7(N) = [y KdV.

In Kapitel 3.1 betrachten wir Parallelflachen und bendétigen daher die fol-
genden Definitionen, vgl. [13] S.177. Sei f: N — R"™! eine Immersion
einer kompakten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit N in den R"*!. Das
zu N gehorige Einheitsnormalenbiindel Ny ist definiert durch

Ny :={(p,v) € N x S" | v ist Einheitsnormalenvektor an N in p}



2.1 Differentialgeometrie

Fiir € > 0 hinreichend klein ist die zu v gehorige Parallelfiiche zu N im
Abstand e definiert durch

(N)e :={p+e-veR"™|(p,v) € Nn}.

Der folgende Satz liefert die Grundlage fiir die, in dieser Arbeit haupt-
séchlich verwendete, Berechnung der Totalkrimmung. Er besagt, dass die
Totalkriimmung eingebetteter kompakter Hyperflichen im wesentlichen
durch die Eulercharakteristik des Inneren bestimmt ist.

2.1 Satz (GauB-Bonnet-Hopf)

Sei N C R""! eine geschlossene Hyperfliche, so dass N der Rand
seines Inneren M ist. K sei die Gauss-Kronecker-Kriimmung von N
und y (M) bezeichne die Eulercharakteristik von M. Dann gilt

/KdV = ¢, - (M)

Wobei ¢,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitssphéare bezeichnet.

Dieser Satz wird ausfiihrlich in [13], S.7 (Theorem 3.1), ff diskutiert, auf
die hier auch als Quelle verwiesen wird. Eine Folgerung aus diesem Satz
besagt, dass die Totalkriimmung kompakter Hyperflichen in euklidischen
Raumen ungerader Dimension nicht von der Einbettung abhangt, sondern
schon durch die Eulercharakteristik der Hyperflache festliegt. Das heif3t in
ungerader Dimension gilt eine analoge Aussage zum klassischen Satz von
GauB-Bonnet. In Kapitel 3.2 wird dieser Sachverhalt genauer diskutiert.

2.2 Korollar
Sei N wie in Satz 2.1 und n gerade. Dann gilt

Cn

/KdV: ()

BEWEIS:

Die Behauptung folgt aus x(N) = 2 - x(M) und anwenden von Gauf}-
Bonnet-Hopf. Sei N C R""! kompakt und n gerade. Wir zeigen, dass
2 x(M) = x(0M) = x(N) gilt.

Betrachte dazu DM := M Ugps M. Dann ist x(DM) = 2-x(M) — x(OM).
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Da DM geschlossen und dim(DM) ungerade ist folgt x(DM) = 0 und
somit x(OM) = 2 - x(M). Anwenden von GaufB-Bonnet-Hopf liefert die
Aussage.

2.2 Differentialtopologie

In diesem Teil werden kurz einige differentialtopologische Grundlagen wie-
derholt, die vor allem in Kapitel 3.1 zur Berechnung der Totalkriimmung
von Parallelflachen und in Kapitel 3.2 zum Beweis von Theorem 3.7 beno-
tigt werden. Folgende Bemerkung tiber eine Eigenschaft des Randes findet
sich in Lehrbiichern wie beispielsweise [8] M. Nakahara, Differentialgeo-
metrie, Topologie und Physik.

2.3 BEMERKUNG: Seien Ny, Ny Mannigfaltigkeiten und bezeichne ON;
fiir ¢ = 1,2 den Rand von N;, dann gilt

8(N1 X NQ) = (6N1 X NQ) U (Nl X aNQ)

Eine Isotopie zwischen zwei Einbettungen tg,¢;: N — M ist eine glatte
Abbildung H : N x [0,1] — M mit Hy = 19, Hy = ¢; und H, ist eine
Einbettung fiir alle ¢ € [0, 1].

Fiir den Beweis von Theorem 3.7 bendtigen wir folgenden Satz, den man
in Standard-Lehrbiichern wie beispielsweise [3] Einfihrung in die Geome-
trie und Topologie S.84 findet.

2.4 Satz (Zerlegungssatz von Jordan-Brouwer)

Sei N eine geschlossene (n—1)-dimensionale Mannigfaltigkeit und f: N —
S™ eine Einbettung. Dann zerfillt das Komplement S™ \ f(N) des Bil-
des f(NNV) in z + 1 Zusammenhangskomponenten, wobei z die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von N bezeichnet. Jede Zusammenhangs-
komponente des Bildes f(/V) ist im Rand von genau zwei der Zusammen-
hangskomponenten von S \ f(NN) enthalten.
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2.3 Algebraische Topologie

In Kapitel 3.2 verwenden wir einige Resultate der algebraischen Topolo-
gie. Dazu definieren wir mit Hilfe der Filenberg-Steenrod Axiome moglichst
knapp einige Grundlagen der algebraischen Topologie. Die hier beschrie-
benen Axiome findet man in dhnlicher Form in [2] Hajime Sato, Algebraic
Topology: An Intuitive Approach S.29, ff.

2.5 DEFINITION UND FOLGERUNG:

Homologie-Axiome Sei R ein Ring. Wir nennen h, = 2% h, eine
Homologietheorie, falls h, jedem topologischen Paar (X, A) eine Folge von
R-Moduln h,(X,A) fir p=0,1,2,... zuordnet, die folgende Eigenschaf-
ten erfiillen.

Zu einer stetigen Abbildung f: (X, A) — (X', A’), dass heifit f: X — (X')
stetig und f(A) C A’, gibt es fiir jedes p einen Homomorphismus von R-
Moduln

fer hp(X, A) = hy(X' A,

mit den drei Eigenschaften:

(a) Die Identitédt i: (X, A) — (X, A) bestimmt den identischen Homo-
morphismus

id, : hy(X, A) = hy(X, A).

(b) Falls es eine Abbildung g: (X', A") — (X", A”) gibt, dann gilt fir die
Komposition (g o f). , die durch go f: (X, A) — (X", A”) gegeben
ist

(g © f)* = g« 0 fu: hp(XvA) - hp(X”aA”)'

(¢) Homotopie-Axiom Falls zwei Abbildungen f und f’ von (X, A)
nach (X', A’) homotop sind (f ~ f': (X, A) = (X', A")) dann gilt

Jo=fi hp(X, A) = hy(X'A').

Ausschneidungs-Axiom Fiir jedes p induziert die Inklusion
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i: (B,BNn A) — (AU B, A) einen Isomorphismus
iv: hy(B,BNA) = h,(AU B, A).

Rand-Axiom Zu einem Paar (X, A) und jedem p gibt es einen natirli-
chen Rand-Homomorphismus 0,: hy(X, A) = hy—1(A), so dass fiir jede
stetige Abbildung f: (X, A) — (X', A’) dass folgende Diagramm kommu-
tiert.

hy(X, A) —L by (X7, A')

| |o

-1 (A) = hya (4)

Exaktheits-Axiom Fir ein topologisches Paar (X, A) mit den natiirli-

chen Inklusionen i: A — X und j: X = (X,0) — (X, A) ist die folgende
Sequenz exakt

R th(A) — p+1(X) S th(X, A)

Op+1 ix

h,(A) hp(X) — ...
wobei eine Folge von R-Moduln und Homomorphismen
Ipt1 Ip fp—1

e G G, G

exakt ist, falls der Kern von f, mit dem Bild von f,,; ibereinstimmt.
Fiir eine exakte Sequenz g . B-2.c gilt
e (S1) f ist die Nullabbildung genau dann wenn ¢ injektiv ist

e (S2) g ist die Nullabbildung genau dann wenn f surjektiv ist

Dimensions-Axiom Fiir den Einpunktigen-Raum gilt
ho(pt) = R und h,(pt) =0 fir p>1

Die Eilenberg-Steenrod Axiome legen die Homologietheorie fiir eine grofie
Klasse topologischer Rdume fest. Die direkte Summe H,(X; R): = h.(X; R)
ist die Homologie von X mit Koeffizienten in R und jeden Summanden
H,(X;R) := hy(X;R) nennen wir die p-te Homolgiegruppe von X mit
Koeffizienten in R.
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Falls fir ein p die p-te Homolgiegruppe H,(X;R) und H,(X’; R) nicht
isomorph sind, dann sind X und X’ nicht vom selben Homotopietyp und
daher auch nicht homéomorph. Die Homologiegruppen sind also topolo-
gische Invarianten.

Falls R ein Korper ist, bezeichnen wir §,(X, A; R) := dim(H,(X, 4; R))
als die p-te Bettizahl von (X, A) mit Koeffizienten in R.

Analog dazu erhalten wir die Kohomologie Axiome indem wir die Rich-
tungen der Pfeile (der induzierten Homomorphismen und Randhomomor-
phismen) umdrehen. Wir nennen dann H* = 322, H? Kohomologietheo-
rie, H*(X; R) = 32024 HP(X; R) Homologie von X mit Koeffizienten in R
und jeden Summanden H?(X; R) die p-te Kohomolgiegruppe von X mit
Koeffizienten in R.

Im Folgenden soll R ein nicht weiter spezifizierter Kérper sein und wir
schreiben einfach H,(X, A) statt H,(X, A; R). Anstelle von H,(X, () schrei
ben wir H,(X).

Fiir Kohomologie- und Homologietheorien gilt nun der folgende Satz, der
zur Berechnung algebraischer Invarianten topologischer Raume dient, vgl.
[1] A. Hatcher, Algebraic Topology S.149, ff.

2.6 Satz (Mayer-Vietoris)

Seien A, B offene Teilmengen eines topologischen Raumes X, deren Ver-
einigung X tberdeckt. Dann existiert eine lange exakte Sequenz von der
Form

— Hk+1(Aﬂ B) — Hk-+1(A) D Hk+1(B) — HkJrl(AU B) —
— Hk_l(Aﬂ B) — Hk(A) D Hk_l(B) — Hk_l(AU B) —

Wobei die Abbildung Hy(AN B) — Hy(A) ® Hi(B) die, durch die Inklu-
sionen Hy(A) — Hy(A)® Hy(B) und Hy(B) — Hy(A)® Hi(B), induzierte
Abbildung ist und Hy(A) ® Hy(B) — Hi(AU B) die Differenz der, durch

die Inklusionen, induzierten Abbildungen ist.
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Jetzt besitzen wir die notwendigen Grundlagen um die Eulercharakteris-
tik zu definieren und deren Eigenschaften zu beweisen, vgl. [11] T. Dieck,
Topologie S.125, 253.

Sei X ein topologischer Raum. Falls die Homologiegruppen von X endliche
Dimension haben und nur endlich viele Bettizahlen ungleich null sind, ist
die Fulercharakteristik von X definiert durch

VX) = (- 1)78,(X)

p=0

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Koeffizienten-Korpers.

2.7 Lemma (Eigenschaften der Eulercharakteristik)

(a) Sind A, B Unterrdume eines topologischen Raums X mit einer Mayer-
Vietoris-Sequenz, dann gilt:

X(A) +x(B) = x(AUB) +x(AN B)

(b) Sind X, Y topologische Rdume und x bezeichne das kartesische Pro-
dukt, dann gilt

X(X xY) =x(X)-x(Y)

BEWEIS:
Zu (a): Wir betrachten die Mayer-Vietoris Sequenz

Or41

 Hua(AUB) 2L
O (AN B) —% - Hy(A) @ Hy(B) 2~ Hy(AU B) —%

% H (ANB)——

10
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Die Dimensionen der jeweiligen Homologiegruppen sind dann nach dem
Homomorphiesatz gegeben durch:

Be(AN B) = dim (Hy(AN B)) = dim (im(ix) ) + dim ( ker(iz))
= dim (ker Jk ) + dim (ker(ik)>
Bi(A) + Br(B) = dim (Hy(A) @ Hy(B)) = dim (im(jx) ) + dim ( ker(jx) )
= dim (ke ) + dim (ker(jk))
Br(AU B) = dim (H (AU B) ) = dim (Hn(@k)) + dim (ker(@k))
(ker T ) + dim (ker(@k))

Wobei wir die Exaktheit der Mayer-Vietoris Sequenz verwendet haben.
Das Bilden der alternierenden Summe tber k liefert jetzt die jeweiligen
Eulercharakteristiken und folgende Rechnung liefert die Aussage.

o0

WANB) + X(AUB) = Y (- >ﬁk<AmB+Z 1)!Bi(AU B)

k=0 =

I
hE

(—1)*( dim(ker(ji)) + dim(ker(iy)) + dim(ker(ix_1)) + dim (ker(d))

i
o

I
hE

(—1)*(dim(ker(jx)) + dim(ker(dy))

x>~
Il
<)

hE

(=1 (Bk(A) + Br(B)) = x(A) + x(B)

k=0

Zu (b): Vgl. [11] S.125

O

Fiir den Beweis von Theorem 3.7 bendtigen wir noch wohlbekannte Sétze
der algebraischen Topologie. Die folgenden Sétze und Bemerkungen finden
sich in dhnlicher Form in [1] A. Hatcher, Algebraic Topology S. 254, 336
sowie S.115.

2.8 Satz (Poincaré-Lefschetz Dualitét)

Sei N eine kompakte orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
k € Z. Dann gibt es einen Isomorphismus zwischen der k-ten Kohomo-

11
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logiegruppe H*(N) und der (n — k)-ten Homologiegruppe von N relativ
dem Rand von N, in Zeichen H, ;(N,0N). Ebenso gibt es Isomorphis-
men zwischen Hy(N) und H" %(N,ON).

2.9 FOLGERUNG: (Poincaré Dualitét)
Falls N keinen Rand besitzt folgt direkt aus Satz 2.8

dim(H*(N)) = dim(H,_(N, 1)) = dim(H,_x(N))
und somit

2.10 BEMERKUNG:

Eine Folgerung aus dem Universelle Koeffizienten Theorem besagt, dass
es Isomorphismen zwischen H*(N) und Hy(N) gibt, falls diese endlich
dimensional sind. Insbesondere gilt dann

B*(N) = B(N)
Vgl. [1] S.336, ff und [2] S.66, ff.

12



3 Geschlossene Hyperflachen

Die Totalkrimmung geschlossener Hyperflichen in n dimensionalen eu-
klidischen Ré&umen lédsst sich auf unterschiedliche Arten berechnen. Im
Grundlagenteil wurden zwei Moglichkeiten vorgestellt. Zum einen lasst
sich die Totalkriimmung als aufintegrierte Gaufl-Kronecker Kriimmung
berechnen, vgl. Kapitel 2.1. Zum anderen lasst sich die Totalkriimmung
nach dem Satz von Gaufl-Bonnet-Hopf 2.1 bestimmen.

Wir verwenden nun in diesem einfithrenden Beispiel erstere Variante um
die Totalkriimmung unterschiedlich eingebetteter Parallelflichen zu be-
rechnen. Um die Ubersichtlichkeit zu wahren verzichten wir in dieser Ar-
beit, in den meisten Féllen, auf den Zusatz eingebettet, wenn von Hyperfla-
chen die Rede ist. Desweiteren betrachten wir ausschliellich Einbettungen
in euklidische Raume.

3.1 Parallelflachen

Die Parallelmenge einer k dimensionalen Mannigfaltigkeit N im R"™ ist
der e-Schlauch um die Inklusion von N in R™. Die Parallelmenge einer k
dimensionalen Mannigfaltigkeit ist dann eine Parallelfliche.

Wir betrachten fiir 0 < & < 1 die folgenden beiden Parallelfichen im R*:

die Parallelmenge der S' im Abstand e die wir mit (S'). bezeichnen
die Parallelmenge der S? im Abstand e die wir mit (S5?). bezeichnen

Parametrisierung der (S').

Wir betrachten den ebenen Einheitskreis in der z;x9-Ebene, gegeben durch
c(p) = (cos(yp),sin(p),0,0)T, ¢ € [0,27]. Die Menge {c(p), e3, €4} bildet
in jedem dem Punkt p € ¢(y¢) eine Orthonormalbasis des Normalenraums.
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3 Geschlossene Hyperflichen

e, -

c(p)

Bild 4.1: Normalenraum von ¢(p) im Punkt p
Quelle: Eigene Darstellung mit Inkscape

Daher ist fiir ¢,v € [0,27], € [0, 7] eine Parametrisierung von (S').
gegeben durch

F(p,0,9) = c(p) + & - (sin(0) cos(y) - c(p) + sin(6) sin(y) - €5 + cos(f) - ea)

cos(p) sin(#) cos(1)) cos(p)
_ | sin(y) Y sin(f) cos(1) sin(p)
0 sin(0) sin(1))
0 cos(0)

Somit ergibt sich fiir die erste und zweite Fundamentalform, sowie die
GauB-Kronecker-Kriimmung von F'(p, 0, )

(1 + esin(0) cos(v)))? 0 O)
I= 0 e?sin?(f) 0
0 0 g2
—sin(#) cos(¢)(1 + € - sin(#) cos(v)) 0 0 )
II= 0 —e-sin?(f) 0
0 0 —€
det(II) — sin(#) cos (1))

B det(I)  2(1 + esin(f) cos(v)))

14



3.1 Parallelflichen

Die Totalkriimmung lésst sich wie folgt bestimmen, wobei
1%={(p,e) | |l e ||=1, e Normalenvektor in p, p € M}

das Einheitsnormalenbtindel und dV: das induzierte Volumenelement be-
zeichnet.

/ KdVigy, = / KdV,:
(s1).

2

T —sin(# cos(w) 5 . _
/ / / 2(1 + 2 sin(8) cos (1)) ~e2sin(f)(1 + esin(f) cos(v))) depdipdd

@01/)09

0
:—27r/ / sin? COS :—27r-0
$=0 6=0

Wobei das letzte Gleichheitszeichen gilt, da das Integral von cos(¢)) von
null bis zwei 7 gleich null ist.

Parametrisierung der (5?).

Wir betrachten eine zwei dimensionale Sphére in der x;z5x3-Ebene, gege-
ben durch

= 0 , @ €l0,2x] 6€l0,7]

Die Menge {c(¢,0), e4} bildet in dem jedem Punkt p € c(p,8) eine Or-
thonormalbasis des Normalenraums. Daher ist fir ¢, € [0, 27|, 6 € [0, 7]
eine Parametrisierung von (S?). gegeben durch

F(p,0,¢) = c(p,0) + & - (cos(¢) - c(p, 0) +sin()) - e4)
sin(#) cos(yp) cos(1)) sin(f) cos(p)
_ | sin(#) sin(y) | cos(¥) sin(0) sin(p)

cos(0) cos(1)) cos(0)

0 sin(1))

Somit ergibt sich fiir die erste und zweite Fundamentalform, sowie die

15



3 Geschlossene Hyperflichen

GauB-Kronecker-Kriimmung von F'(p, 0)

sin2(0)(1 4 £ cos()? 0 0
I= 0 (1+ecos(1))? 0
0 0 £
— cos(v)) sin2(0) (1 + e cos(v))) 0 0
Il = 0 —cos(1)(1 +ecos(¢)) 0
0 0 €
cos®(¢)
e(1 + ecos(v))?
Analoges Vorgehen wie im obigen Fall liefert
KdVig2y. = | KdV 1
(52)5 (5%)e ‘{ L
2 ™ 2m
/ / cos” Cesin(8) (1 + £ cos(y)))? depdfdip
(14 e cos( ))2 4
p=0 6=0 o=
™ 27
=27 cos *(1)) sin(f) = 4r?
.

Im Folgenden bezeichne (S*)<. das Innere der Parallelfliche S*. Der Nor-
malenraum der S' C R* in einem festen Punkt ist drei dimensional. Obige
Konstruktion der Parametrisierung zeigt, dass wir die Parallelmenge der
St erhalten, indem wir beziiglich der oben angegebenen Basis einen drei
dimensionalen Ball D? um jeden Punkt der S* legen. Daher gibt es eine
Einbettung, so dass R* D (S')<. = S! x D3. Analog ergibt sich wegen des
zwei dimensionalen Normalenraums der S?, dass eine Einbettung existiert,
so dass R* D (5?)<. = 5% x D% Mit Bemerkung 2.3 folgt

O((SY) <o) 2 0(S* x D?) = (8S1 x D*)U (S x 0D?) = S' x §?
O((SH)<.) 2 0(S* x D*) = (08* x D*) U (5? x 9D?) = §% x S!
0((8")<e) = 8" x 8% = 9((57) <)

Also sind die beiden Parallelflichen homéomorph, haben jedoch unter-

schiedliche Totalkriimmung. Im Gegensatz zu zwei dimensionalen Unter-

mannigfaltigkeiten hiangt die Totalkriimmung in diesem Fall also sehr wohl
von der Art der Einbettung ab und nicht nur von der topologischen Ge-
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3.1 Parallelflichen

stalt der Flache. Die hier gewahlte Vorgehensweise zur Bestimmung der
Totalkrimmung kann sehr rechenintensiv sein und das Finden einer Para-
metrisierung kann sich als duflert schwierig erweisen. Daher wird im Fol-
genden eine andere Vorgehensweise zur Berechnung der Totalkriimmung
verwendet.

Berechnung der Totalkriimmung mit Gauf3-Bonnet-Hopf
Seien (S1). und (S?). die Parallelmengen von S' und S? im R*. Die Be-

trachtung des Normalenraumes liefert (S')<. = S' x D? und (5%)<. =
S? x D? (beziiglich der Standard-Einbettung). Damit ergibt sich fiir die

Eulercharakteristik der beiden Parallelflichen mit Lemma 2.7 (b)

X ((Sl)gs> =x(S'x D?) =x(S") - x(D*)=0-1=0
X ((52)§e> =x(S* x D?*) = x(S%) - x(D*)=2-1=2

Mit Gauf3-Bonnet-Hopf folgt

/ K(sn.dVisy. = cs - x ((S")<) = 270
(sh):

/ K(s2).dVis2), = ¢3 - X ((52)§s) =2n” -2
(5%)e

Trotz Homoomorphie der beiden betrachteten Parallelflachen ergeben sich
unterschiedliche Totalkriimmungen. Dieses Phanomen tritt im drei dimen-
sionalen euklidischen Raum wegen der Giltigkeit des Satzes von GauB-
Bonnet nicht auf. Es stellt sich die Frage, wie sich dies in hoher dimensio-
nalen Raumen verhalt. Dazu betrachten wir im Folgenden Parallelflachen
im R"™.

Die Konstruktion der Parallelflachen orientiert sich am vorangegangenen
Beispiel. Zu einem festen n wird der Normalenraum der k& dimensionalen
Einheitssphire mit k& < n — 2 in einem beliebigen Punkt p € S*¥ C R»
betrachtet. Alle Punkte, die von p den Abstand ¢ haben liegen auf ei-
ner n — k — 1 dimensionalen Sphére (zumindest wenn man die Standard-
Einbettung betrachtet). Fiir alle in diesem Abschnitt vorkommenden Hy-
perflachen betrachten wir die Standard-Einbettung.

Nach der Folgerung des Satzes von GauB-Bonnet-Hopf (Korollar 2.2) ist
die Totalkrimmung in euklidischen Raumen ungerader Dimension durch
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3 Geschlossene Hyperflichen

die Eulercharakteristik der Hyperfliche festgelegt. Das heifit, in unge-
raden Dimensionen besitzen homéomorphe Hyperfliche die selbe Total-
kriimmung. Um dieses Korollar besser zu verstehen berechnen wir die
Totalkrimmung von vier dimensionalen parallelen Hyperflachen (Paral-
lelflichen mit Kodimension eins) und zeigen, dass diese mit der Aussage
in Korollar 2.2 tibereinstimmt.

Dazu betrachten wir die Parallelmenge der S C R5. Der Normalenraum
in einem festen Punkt ist dann vier dimensional. Daher kénnen wir (S').
so einbetten, dass das Innere der Parallelfliche homdomorph zum karte-
sischen Produkt aus S' und D* ist. Die Eulercharakteristik des Inneren
(S1)<. ist dann nach Lemma 2.7 (b) gegeben durch

x ((8M)<) = x(8" x DY) = x(5") - x(D") =0-1

und die Totalkrimmung der (S'). ist daher null. Mit derselben Vorgehens-
weise lasst sich die Eulercharakteristik des Inneren der (5?). und (S?).
berechnen. Da der Normalenraum der S? bzw. S® im R® drei dimensional
bzw. zwei dimensional ist ergibt sich fiir die Eulercharakteristiken und den
Homoéomorphietyp

(

(
((8%)<:) 20 (8 x D*) = 5% x §2
((s*)

Analog ergeben sich Homoéomorphietyp, Eulercharakteristik des Inneren
und Totalkriimmung der Parallelflichen zu S* im R", die in folgender Ta-
belle aufgelistet sind.

(Sk)s C R® | Homdomorphietyp | Eulercharakteristik| Totalkriimmung
des Inneren

(5D, ST x 57 0 0
(52)5 52 X SQ 2 2- Cy
(53). 53 x 1 0 0

18



3.1 Parallelflichen

(S*). € RS | Homéomorphietyp | Eulercharakteristik| Totalkriimmung
des Inneren
(S1). Stx st 0 0
(5?). S? x §3 2 2 cs
(5%). S3 x 52 0 0
(S). St x St 2 2 ¢y
(S*¥). € R?"~1 | Homdomorphietyp | Eulercharakteristik| Totalkriimmung
des Inneren
(S1). St x §2n=3 0 0
(S?). 52 x S 2 2 Copo
(S3). S3 x §2n=5 0 0
(521, S2n—4 % G2 2 2 Cop_a
(52n73), S§2n=3 x 1 0 0
(S¥). ¢ R*™ | Hom6omorphietyp | Eulercharakteristik| Totalkriimmung
des Inneren
(5. St x §2n=2 0 0
(5?). S? x §2n=3 2 2 Copn1
(5%). 3 x G4 0 0
(82=3), S§2n=3 x 52 0 0
(S272), S22 5 St 2 2 Cop1

Die Tabelle zeigt, dass die Werte fiir die Totalkriimmung der Aussage von
Korollar 2.2 entsprechen. Aus dem Korollar folgt insbesondere fiir Paral-
lelflachen, dass in euklidischen Rdumen ungerader Dimension die Total-
kriitmmung homoéomorpher Parallelflichen unabhéngig von der Einbettung
immer dieselbe ist. Wahrend homéomorphe Parallelflachen in gerader Di-
mension mit unterschiedlicher Totalkrimmung eingebettet werden kon-
nen. Das folgende Lemma spezifiziert dies.
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3 Geschlossene Hyperflichen

3.1 Lemma (Totalkrimmung von Parallelflichen)
Sei (S*). die Parallelfliche zu S* im R™ fir n > 2, k=1,--- ,n — 2
und 7 ((Sk’)5> bezeichne die Totalkriimmung von (S*).. Dann gilt

a) (Sk)g ~ Sk % Sn—k—l ~ (Sn—k—l)<€
b) 7((5%):) #7((5"*")) falls n gerade
T ((Sk)a) =T ((S”_k_l)a) falls n ungerade

BEWEIS: Aus der Dimensionsformel folgt

dim(R") = dim(7,S* ® N,5*)
= dim(7,S*) + dim(N,S*) = k + dim(N,,S*)

Folglich hat der Normalenraum N, S* Dimension n—k. Nach oben verwen-
deten Konstruktion von Parallelflichen ist das Innere der Parallelflache zu
S* im R™ homéomorph zu S¥ x D" %, Somit ist die parallele Hyperfliche
(S*). homdomorph zu S* x S*~*~1. Analog besitzt der Normalenraum von
Sn=k=1 C R™ die Dimension k + 1, da

dlm(]R") = dim(TpS”—k—l D NpSn—k_l)
= dim(7,5" 1) + dim(N,S" 1) = n — k — 1 + dim(N,S" 1)

Das Innere (S™*~1)._ ist daher homdomorph zu (S"*71) x D*! und
somit ist (S"7*~1), homdomorph zu S"*-1 x S*,

Die Eulercharakteristik der k-dimensionalen Sphére ist nach bekannten
Lehrbiichern (—1)* + 1, also null falls k£ gerade und zwei falls k ungerade.
Die Totalkrimmung der Parallelfliche ergibt sich nach Gau3-Bonnet-Hopf
dann zu

T ((Sk)a) = Cp_1-X ((Sk)gg) = Cpo1-X (Sk X D"_k> = Cp_1-X (Sk>

e Fiir n und k gerade:
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3.1 Parallelflichen

e Fiir n ungerade und k gerade

X ((89)<e) =2 = 7((8).) =2 cas
X ((Sn_k_l)ge) =2=7 ((S"‘k_l)s) =2-¢ch 1

e Fiir n ungerade und k ungerade

O

3.2 BEMERKUNG: Die Konstanz der Totalkriimmung in euklidischen Rau-
men ungerader Dimension folgt natiirlich auch aus Korollar 2.2. Die Par-
allelflichen (S*). und (S™7%71). sind nach Teil (a) des letzten Lemmas,
unabhéngig von der Dimension des umgebenden Raums, homoéomorph.
Die Parallelflachen unterscheiden sich jedoch durch ihr Inneres. Im un-
geraden Fall ist die Konstanz der Totalkriimmung sehr leicht nachzuvoll-
ziehen, denn die Eulercharakteristiken von S* und S"*~! sind entweder
beide gerade oder ungerade.

Wir suchen nun weiter nach Beispielen homdomorpher Hyperflichen mit
unterschiedlicher Totalkrimmung und betrachten dazu Parallelmengen
kartesischer Produkte k- und j dimensionaler Spharen und bezeichnen
diese mit (S* x §7)..
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3 Geschlossene Hyperflichen

3.3 BEISPIEL: Sei (S5? x S%). die Parallelfliiche zu S? x S? im R'?. Die

bekannte Vorgehensweise zur Bestimmung des Homéomorphietyps liefert
8((82 X 53)35) =] (32 x 5% x D5) ~ G2 x S5 x 8¢
> 99 ST x 8229 (9% x ST x D*) = 0 ((S* x 8)<.)
> 5% x ' x §* =0 (S x §'x D) 20 ((5* x <)

Jedoch ergibt sich fiir die Totalkriimmung der drei homéomorphen Paral-
lelflichen nach Gauf3-Bonnet-Hopf

7((8?x %)) =2-0-1-c
T((S3XS4>5):0~2'1'CQ
(82 % ")) =2-2-1 ¢

3.4 BEMERKUNG: Eine analoge Aussage zu Lemma 3.1 lésst sich auch fur
Parallelflichen zu kartesischen Produkten von Sphéren formulieren. Fiir
n>j+k+2und j,k € N gilt fiir Parallelflichen im R"”

(Sj X Sk)g o (SJ x Sn—j—k—l)e ~ (Sk > Sn—j—k—l)8 o Sj v Sk; % Sn—j—k‘—l

Wir betrachten nun die unterschiedlichen Félle fiir die Exponenten j, k, n—
k — j — 1 der Spharen. Falls

e alle drei ungerade oder zwei ungerade und einer gerade ist, ist die
Totalkriimmung der drei homdomorphen Parallelflachen gleich null

e ciner ungerade und zwei gerade sind, ist die Totalkriimmung gleich
null, falls das Innere der Parallelflache hom&omorph zu S9' x 5% x D9?
und 4 - ¢, falls das Innere homéomorph zu 59 x S92 x D", wobei
g; gerade und v ungerade

e alle drei gerade sind, ist die Totalkriimmung 4 - ¢,,_; (n — 1 ist die
Summe der Exponenten und daher ist n in diesem Fall ungerade)

Analog liefert die Betrachtung von dreistelligen Produkten vom Typ (57 x
Sk x §Y). als Teilmenge des R™ vier homéomorphe Parallelflichen. Um
deren Totalkriimmung zu bestimmen untersuchen wir erneut die Expo-
nenten. Falls
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3.1 Parallelflichen

e mehr als einer ungerade ist, ist die Totalkrimmung aller vier Hy-
perflichen von diesem Typ gleich null

e ciner ungerade und drei gerade sind, ist die Totalkriimmung gleich
null, falls das Innere der Hyperfliche homéomorph zu S9' x 592 x S x
D% und 8-¢,_; falls das Innere homéomorph zu S9 x S92 x 59 x D"

e alle vier gerade sind, ist die Totalkrimmung 8 - ¢,_; (n ungerade,
aus dem selben Grund wie oben)

Es zeigt sich, dass sich auch fiir mehrstellige Produkte von Sphéaren Bei-
spiele fir homdomorphe Parallelflichen mit unterschiedlicher Totalkriim-
mung finden lassen. Dieser Fall tritt anscheinend genau dann auf, wenn
genau ein Exponent ungerade und alle anderen gerade sind und somit
auch n gerade ist. Daher formulieren wir

3.5 Lemma ' A
Far j € N, n > Y7, k; + 2, das Tupel (ky,--- ,kj,n — >/ k; — 1) und
eine Permutation o auf {1,...,j + 1} gilt

(a) (Skl X - X Skj)a o (S’%u) e X S’fa(j))

)

J
”_E ki—1

2GMx...x St xS =

(b) Falls genau ein Element des Tupels (ky, - -, kj,n— 7, k; — 1) unge-
rade und n gerade ist, existiert (bis auf Reihenfolge) genau eine parallele
Hyperflachen (Ska(l) X e X Skc(ﬁ)e, die hom6omorph zu allen anderen
parallelen Hyperflachen dieses Typs ist (die sich bis auf Reihenfolge um
genau einen Exponenten unterscheiden), jedoch unterschiedliche Total-

kriimmung besitzt.

BEWEIS: Analoges Vorgehen wie im ersten Teil des letzten Beweises liefert
Aussage (a). Die Eulercharakteristik des Inneren berechnet sich zu

Y (Sa(kl) < X SC’(’%‘)) — X(So(kl)) c X(So(kj)) - x(D =)

<e

e Sind alle Exponenten gerade ist die Totalkriimmung der Parallelfla-
chen 27 (n ungerade)
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3 Geschlossene Hyperflichen

e Ist genau ein Exponent ungerade, so ist entweder ein o(k;) ungerade
firi =1,...,7 und somit die Totalkriimmung gleich null, oder o (k;)
gerade fiir alle i = 1,...,j und o(n — ¥0_, k;) ungerade und somit
die Totalkriimmung gleich 2.

e [st mehr als ein Exponent ungerade so ist die Totalkriimmung gleich
null

3.2 Totalkriimmung in Abhangigkeit des
topologischen Typs

In euklidischen Raumen gerader Dimension ist die Totalkrimmung ge-
schlossener Hyperflichen also von der Art der Einbettung abhéngig. In
diesem Kapitel wird diese Abhéngigkeit untersucht. In folgendem Theo-
rem wird gezeigt, dass die in Frage kommenden Werte fiir die Totalkriim-
mung einer eingebetteten geschlossenen zusammenhéngenden Hyperflache
N im R* ausschliefllich von der ersten Bettizahl von N abhingen. Damit
konnen Schranken an die Totalkriimmung einer solchen Hyperfliche ange-
geben werden und in Kapitel 3.3 wird gezeigt, dass diese Grenzen scharf
sind.

3.6 BEMERKUNG: Wir betrachten n-dimensionale geschlossene zusam-
menhingende Mannigfaltigkeiten N mit einer Einbettung ¢: N — R,
Bisher haben wir einfach sowohl die Mannigfaltigkeit, wie auch die Hy-
perfliche mit N bezeichnet. Um die Abhéangigkeit der Totalkrimmung
von der Art der Einbettung auszudriicken und die Totalkriimmung un-
terschiedlich eingebetteter Hyperflachen besser unterscheiden zu koénnen
bezeichnen wir ab jetzt die Totalkriimmung einer eingebetteten, geschlos-
senen, zusammenhangenden Hyperfliche mit 7(¢c(V)).

Um die Ubersichtlichkeit zu bewahren betrachten wir in den folgenden
Kapiteln immer die normierte Totalkriimmung, das heift

FUNY) = = [ KdViy = x(Now)

Cn JN
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3.2 Totalkriimmung in Abhéngigkeit des topologischen Typs

und schreiben Totalkriimmung anstatt normierte Totalkriimmung.

3.7 Theorem (Einschrinkung der Totalkriimmung im R*)

Sei N eine geschlossene, zusammenhéngende Hyperfliche im R* und
t(N) C R* eine Einbettung von N in den R*. Dann gilt fiir die Total-
kriimmung

T((N)) € 1 = Bi(N), 1+ A1 (N)NZ (7)

T(t(N)) =1+ 51(N) mod 2 (17)

BEWEIS: Sei N wie oben. Die Totalkrimmung von N ist nach Gauf-
Bonnet-Hopf die Eulercharakteristik des Inneren. Daher reicht es im fol-
genden die Eulercharakteristik des Inneren zu bestimmen.

Wir betrachten jetzt die Einpunktkompaktifizierung des R* und betten N
in darin ein. Die Einbettung von NN in den R* lisst sich auf die Einpunkt-
kompaktifizierung R* U {co} fortsetzen. Wir erhalten so eine Einbettung
t: N — 8% Der Zerlegungssatz von Jordan-Brouwer besagt nun, dass eine
geschlossene, zusammenhangende Hyperfliche den umgebenden Raum in
zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt. Mit M7, Ms bezeichnen wir die
Abschliisse der Zusammenhangskomponenten von S*\ N, die nun beide
beschrankt sind. Folgendes Diagramm soll dies veranschaulichen.

S\ {oor}
AN
N St R*
N A
ST\ {002}

Nach Mayer-Vietoris 2.6 existiert dann eine lange exakte Sequenz, wobei
MlﬂMQ:Nund M1UM2:S4
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3 Geschlossene Hyperflichen

e Hk+1<N) — Hk+1(M1) D Hk+1(M2) — Hk+1(S4) —
— Hp(N) — Hp(My) @ Hp(Ms) — Hi(S*) —
— Hy 1(N) = Hy_y (M) @ Hy_y(My) — Hip_1(S*) — ...

Da N und S* zusammenhéngend sind, gilt Sy(N) = 1 und Sy(S?) = 1.
N bzw. S* ist eine drei- bzw. vier-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es auf
Grund der Poincaré-Dualitdt und Bemerkung 2.10 Isomorphismen zwi-
schen Hy(N) und Hjz ;(N) sowie zwischen Hy(S?*) und H, ;(S*). Dann
gilt B3(N) = 1 und B4(S*) = 1. Also besteht zwischen den Bettizahlen
von N bzw. S* die Beziehung

Be(N) = B3-k(N)
Bi(SY) = Ba-r(S?)

Wobei f(N) =0 fir k£ < 0 und k > 3, 8(S*) =0 fiir k < 0 und k& > 4.
Allgemein gilt fiir die Bettizahlen der n-Sphéare 5;(S™) = 1 fir k = 0,n
und 5 (S™) = 0 sonst. Diese Aussage findet man beispielsweise in [2] S.34,
ff. Somit erhalten wir folgende Tabelle fiir die Dimensionen der Homolo-
giegruppen der langen exakten Sequenz

k || Br(N) | Be(My) + Br(Ms) | Be(S*)
4 0 Ba(My) 4 B4(My) 1
3 1 B3(My) + B3(My) 0
2 || B1(N) | Ba( M) + Bo(My) 0
L] Bi(N) | Bi(My) + Br(Ms) 0
0 1 Bo(My) + Bo(Ms) 1

Das Ziel ist jetzt mit Hilfe dieser langen exakten Sequenz Zusammenhénge
zwischen den Homologiegruppen Hy(N) und Hy(M;) @ Hy(Ms) zu finden.

BEZEICHNUNG: Im Folgenden werden
injektive Abbildungen durch . |
surjektive Abbildungen ___. und folglich
bijektive Abbildungen . dargestellt.

Weiter im Beweis: Wir wahlen nun Koeffizienten in R fiir die Homologie-
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3.2 Totalkriimmung in Abhéngigkeit des topologischen Typs

gruppen Hy(N), Hy(M;)® Hy(M,) und Hy(S*) und betrachten Ausschnit-
te der Mayer-Vietoris Sequenz.

e Fiir k£ = 0 betrachten wir
H1<S4) —— Ho(N) —— H()(Ml EB Mg) —— H0(84) —— H,l(N)

ok,

0 R / R Bo(M1)+Bo(Mz) g R h

Injektivitdt von f gilt nach (S1) und Surjektivitdt von g nach (S2).
Es gilt im(g) = ker(h) = R und ker(g) = im(f) = R. Mit der
Dimensionsformel fiir endlich dimensionale Vektorraume folgt

Bo(My) + Bo(Ms) = dim (Ho(M) © Ho(Ma))
= dim (im(g)) + dim ((ker(g)) = 2

Im Folgenden verzichten wir darauf die Homologiegruppen aufzu-
schreiben und betrachten direkt die Koeffizientenkorper.

e Fur 1 < k <2 betrachten wir
0 RAW) T RBM)+B(M2)

Bijektivitdt von f folgt aus (S1) und (S2). Fir k = 1, 2 gilt also

dim (Hx(M1) @ Hy(Mz)) = dim (Hx(M1)) + dim (Hi(Mz))
= Br(My) + Pe(Ms) = Br(N) = dim (Hy(N))

e Fur 3 < k <4 betrachten wir

0 > ROEM+B(M), T 9 @b pB(M)+8(M2)

Injektivitat von f nach (S1) und Surjektivitdt von h nach (52). Da
f injektiv ist, gilt dim (Rﬁ‘*(Ml)*ﬁ“(MZ)) < dim (R) = 1. Angenom-
men [4(M;) + B4(Mz) = 1. Dann ist f bijektiv und nach (S2) wére
dim (H3(N)) = dim(R) = 0 (Widerspruch). Also ist 84(M;)+B4(M>)
gleich null. (Alternativ folgt B4(M;) + B4(Ms) = 0 auch aus einer
Folgerung von Satz 2.8 und dem Universellen Koeffiziententheorem.
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3 Geschlossene Hyperflichen

Die besagt, dass fiir n-dimensional zusammenhéngende Mannigfal-
tigkeiten M;, My mit Rand gilt 3, (M) = B,(M;) =0.)

Aus der Surjektivitit von h folgt dim (R53(M1)+'83(M2)) < dim (R) =
1. Angenommen [3(M;) + [3(Mz) = 1. Dann ist g bijektiv und
nach (S1) wire dim (Hy(S5*)) = dim(R) = 0 (Widerspruch). Also ist
Bs(My) + [3(My) gleich null. Zusammengefasst ergibt sich also fiir
die Bettizahlen der Summe von M; und Ms:

2 falls k=0
Bi(My) + Be(Ma) = Be(N) falls k=1,2
0 falls &k > 2

Wir wissen jetzt, wie die Bettizahlen von N und dessen Innerem und
AuBerem M; und M, zusammenhingen. Um das Theorem zu beweisen
betrachten wir noch eine weitere lange exakte Sequenz. Da N der Rand
von M ist gibt es nach dem Exaktheitsaxiom aus Definiton und Folgerung
2.5 fiir das Paar (M;, N) eine lange exakte Sequenz

— Hypy (M1, N) — Hi(N) — Hp(My) — Hi.(My, N) — Hy_1(N) —

Analog konnten wir auch die lange exakte Sequenz des Paares (M, N) be-
trachten, da in S* die beiden Zusammenhangskomponenten M; und M,
gleichberechtigt sind. Wir erhalten wieder eine Tabelle fiir die Dimensio-
nen der Homologiegruppen

| Br(N) | Bu(My) | Br
0 0
1 0

Bo(N) | Ba(M

Bi(N) | Br(My) | By
1 Bo(M

O N W |~

Die Bettizahlen von N wurden bereits berechnet. Die dritte und vierte
Bettizahl 53(M;) und B4(M;) von My sind null, da die Summe von S (M)
und S (M;) fir £ = 3,4 gleich null ist und die Bettizahlen nicht negativ
sind. Da N der Rand von M; ist folgt direkt aus der Poincaré-Lefschetz
Dualitéat

Be(My) = B "(My, N) = B4_(M;y, N)

Fir 0 < k < 4 liefert die oben betrachtete Mayer-Vietoris Sequenz, die

28



3.2 Totalkriimmung in Abhéngigkeit des topologischen Typs

Surjektivitdt von f (in unterem Diagramm). Die Projektion pr; auf die ers-
te Komponente ist surjektiv. Da die Hintereinanderausfiihrung surjektiver
Abbildungen wieder surjektiv ist, ist die Inklusion i; ebenfalls surjektiv
und das Diagramm kommutiert fiir 0 < k < 4

Hy (M) & Hg(Ms)

e &

Hi(N) = Hy (M)

Die Eigenschaft (S2) besagt, dass auf eine surjektive Abbildung in einer
kurzen exakten Sequenz immer die Nullabbildung folgt. Nach (S1) folgt
auf eine Nullabbildung eine injektive Abbildung. Also ist fir 0 < k < 4
die Abbildung von Hy(N) nach Hy(M;) surjektiv und die Abbildung von
Hy11(My, N) nach Hi(N) injektiv. Daher kénnen wir fir 0 < k < 4 fol-
gende kurze exakte Sequenz betrachten:

0 —— Hyoy (M1, N2> Hy(N) —2 Hy(M;) —0

Fiir k¥ = 3 ist die Abbildung von R##MiN) — RAM) pnach R bijektiv
((S1) 4 (S2)) und S4(M;, N) = Bo(M;) somit gleich eins.

Fir 0 < k < 3 gilt nach der oben betrachteten Mayer-Vietoris Sequenz
und der Poincaré-Dualitit 8s_x_1(N) = Bp(N) = Br(M7) + Bp(M3). Da g
surjektiv ist, gilt ker(g) = Hy(Ms;). Das Bild von f ist gleich dem Kern
von g und f besitzt auf Grund der Injektivitat trivialen Kern. Zusam-
men ergibt sich daher dim (Hy1 (M, N)) = dim(im(f)) + dim(ker(f)) =
dim (Hg(Mz)). Mit der Poincaré-Lefschetz Dualitét ergibt sich also folgen-
der Zusammenhang fir die Bettizahlen von Hy(M;) und Hy (M)

Be(Mr) = Ba—i(Mr, N) = B5_i(M>)

Die Eulercharakteristik von M; ist definiert als die alternierende Summe
der Bettizahlen (5 (M;). Somit ergibt sich
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3 Geschlossene Hyperflichen

T(t(N)) = x(My)
= Y (=D)Fdim(H(M,))

0<k<4

= 1= [1(My) + Bo(My) = 1 = f1(My) + fr(Ma)

und x(My) =1+ p1(N) falls §;(M;) = 0.

Dieses Theorem lésst sich nun auch auf euklidische Rdume beliebiger Di-
mension verallgemeinern. Daher formulieren wir in folgendem Korollar
Schranken fiir die Totalkriimmung geschlossener zusammenhéangender Hy-
perflichen im R?" und diskutieren anschliefflend Folgerungen daraus und
Beispiele dazu.

3.8 Korollar (Einschrinkung der Totalkriimmung im R?")

Sei N eine geschlossene, zusammenhéngende Hyperfliche im R** und
t(N) C R* eine Einbettung von N in den R*'. Dann gilt fir die
Totalkrimmung

() € 1 —Ziﬁk(zvm +:2:Iﬁk(N>] nz (i

TL(N)) =1+ nz:: Br(N) mod 2 (17)

BEWEIS: Wir betrachten analog zum Beweis von Theorem 3.7 die Ein-
punktkompaktifizierung des R?*". Die Einbettung ¢: N — S?" liefert dann
zwei beschrianke Zusammenhangskomponenten M; und Ms mit MiNMy =
N und M; U M, = S?", Fiir das Paar (M, M;) gibt es dann nach Mayer-
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3.2 Totalkriimmung in Abhéngigkeit des topologischen Typs

Vietoris wieder eine lange exakte Sequenz

o= Hpq (S —
— Hp(N) = Hp(M,) @ Hp(Ms) — Hp(S*™) —
— Hp_1(N) — ...

Mit denselben Argumenten wie im obigen Beweis gilt fiir die Bettizahlen
von N bzw. S*"

Bre(N) = Pon—1-k(N)
ﬁk(SQn) = 527171@(52”)

Die Dimensionen der Homologiegruppen von N bzw. S?" sind dann ge-
geben durch x(N) = 0 falls k < 0 oder k > n — 1 bzw. [,(5%") = 0
falls &k < 0 oder & > n. Da N bzw. S?" zusammenhiangend ist sind
Bo(N) = 1 und [y(S?") = 1. Wegen der Poincaré-Lefschetz Dualitat ist
dann By, 1(N) =1 und S5,(5%") = 1. Somit erhalten wir folgende Tabel-
le fiir die Dimensionen der Homologiegruppen der langen exakten Sequenz

k H Br(N) ‘ Br(My) + Br(My) ‘ B(S*™)

(M)

211 O B2n<M1) + BQTL(MQ) 1
2n-1 1 an—1(My) + Bon—1(My) 0
2n-2 || B1(N) 52n 2o(My) + Bap—o(M>) 0
2n-3 || Bo(N) | Ban—s(M) +52n 3(M>) 0
2 || B(N) Pa(M )+52( 2) 0

1| Bi(IV) Bi(My) + Bi (M) 0

1 Bo(M1) + Bo(Ms) 1

Wir wollen jetzt wieder Zusammenhéange zwischen den Homologiegruppen
Hy(N) und Hy (M) & Hy(Ms) finden.

e Der Fall k£ = 0 ist identisch zum obigen Fall und liefert
Bo(My) + Bo(Mz) = 2

o Fir 1 <k <2n — 2 betrachten wir
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3 Geschlossene Hyperflichen

0 RAM) T RBM)+B(Mz)

Aus der Bijektivitat von f folgt S (M) + Br(Ma) = Br(N).

o Fur 2n — 1 < k < 2n betrachten wir

0> RO M)+ (M) S 9 P RBan 1 (M)+B2a-1(M2)

und analog zu dem Vorgehen in obigem Beweis (fiir & = 3,4) ergibt
sich By, (M) + Bon(Ma) = Bon—1(My) + Pan—1(Ma) = 0.
Zusammengefasst ldsst sich folgende Aussage fiir die Dimensionen
der Homologiegruppen Hy (M) @& Hy(Ms) treffen

2 falls k=0
Bi(My) + Be(Ma) = Bp(N) falls 1<k <2n—2
0 falls k> 2n—2

Nach dem Exaktheitsaxiom von Definition und Folgerung 2.5 gibt es fiir
das Paar (M;, N) dann wieder eine lange exakte Sequenz

— Hg1(My,N) — Hip(N) — Hp(M;) — Hpg(My,N) — Hr_1(N) —
Und wir erhalten eine Tabelle fiir die Dimensionen der Homologiegruppen

k|| Bu(N) | Bu(M) | Bu(Mi,N)

2n O 0 ﬁgn(Ml,N>

2n-1 1 0 Ban—1(My, N)

2n-2 || B1(N) | Bon—a(My) | Pon—2(Mi, N)
2 Ba(N) | Ba(My) Ba(My, N)
L || Bu(N) | Bi(My) Bi(My, N)
0 1 1 Bo(My, N)

Die Bettizahlen von N wurden bereits berechnet. Die (2n)-te und (2n—1)-
te Bettizahl Sy, (M;) und Sa,—1(M;7) von M sind null, da die Dimensionen
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3.2 Totalkriimmung in Abhéngigkeit des topologischen Typs

von Hy (M) ® Hx(M,) fir k = 2n — 1, 2n gleich null sind und Bettizahlen
nicht negativ sind. Da N der Rand von M, ist folgt direkt aus der Poincaré-
Lefschetz Dualitat

Br(My) = B> *(My, N) = Bay_1(M;, N)

Fir 0 < k < 2n liefert die oben betrachtete Mayer-Vietoris Sequenz nach
(52) wieder die Surjektivitat von f (in unterem Diagramm). Die Abbil-
dung 7; ist als Komposition surjektiver Abbildungen wieder surjektiv und
das Diagramm kommutiert fiir 0 < k < 2n

Hy (M) & Hi(Ms)

e 2

H(N) - Hy, (M)

Fiir k£ groBer null sind die Abbildungen von Hy(N) nach Hy(M;) surjek-
tiv und der Kern der Abbildung von Hy(M;) nach Hy(M;, N) der ganze
Hy(M). Also ist letztere Abbildung die Nullabbildung. Daher folgt aber
mit (S1), dass alle Abbildungen von Hj1(M;, N) nach Hg(N) injektiv
sind. Daher kénnen wir folgende kurze exakte Sequenz betrachten

0 —= Hyor (My, N2 Hy(N) L Hy(M;) —=0

Fir k£ = 2n — 1 ist die Abbildung von Hs,(M;, N) nach Hs, 1(N) nach
(Sl) und (82) leekth Also gllt 52n—1(M1; N) == /BO(Ml) = 52n—1(N) =1.

Fiir 0 < k < 2n—1 gilt nach der oben betrachteten Mayer-Vietoris Sequenz
und der Poincaré-Dualitét S, 1 1(N) = Br(N) = Br(My) + Gp(M3). Da
g surjektiv ist, gilt ker(g) = H(Ms). Das Bild von f ist gleich dem Kern
von g und f besitzt auf Grund der Injektivitat trivialen Kern. Zusam-
men ergibt sich daher dim (Hyy1 (M, N)) = dim(im(f)) + dim(ker(f)) =
dim (Hg(Mz)). Mit der Poincaré-Lefschetz Dualitét ergibt sich also folgen-
der Zusammenhang fir die Dimensionen von Hy(M;) und Hy (M)

Be(My) = Bon—i (M1, N) = Bap——1(Ms)

Die Totalkrimmung von N ergibt sich nun wieder nach Gauf-Bonnet-
Hopf als Eulercharakteristik von Mj, die als die alternierende Summe der
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3 Geschlossene Hyperflichen

Bettizahlen [ (M;) definiert ist. Somit ergibt sich

2n

X(My) = > (=1)*Br(My)

k=0

=1—Bi(My) + Bo(My) F ... £ Bp1(M1)F

Br(My) £ By (My) F ... + Bon—2(M)
=1—Bi(My) + Bo(My) F ... & By (My)F

Bn1(Ms) £ Bno(Ma) F ... + Bi1(M2)
=1—=Bi(My) + Bo(My) F ... £ Bp1(M1) F (Buc1 (V) = Bpo1(M1)) £

(Ba—2(N) = Bu—a(M1)) F ... + (B1(N) = Br(M1))

=1+ Bi(N) = Bo(N) £ ... £ B2p1(N) — 251(M1)

2082(My) F ... F 2Bp—1 (M)
=1— Bi(My) + B1(My) + Bo(My) — ﬁ2(M2) — Bu1(My) + Bn-1(Ma)

Da Bettizahlen nicht negative ganze Zahlen sind wird die Eulercharakte-
ristik maximal, falls alle Bettizahlen in der untersten Zeile, die negatives
Vorzeichen besitzen, gleich null sind und die Eulercharakteristik wird mini-
mal, falls alle Bettizahlen mit positivem Vorzeichen gleich null sind. Somit
gilt

2n—1 2n—1
1+25k ) > x(My) >1—= 3" Bu(N
k=1

Der Beweis liefert also Schranken fiir die Totalkriimmung geschlossener zu-
sammenhangender Hyperflichen. Das heifit, wir wissen nun wie sehr sich
solch eine geschlossene Hyperfliche mindestens bzw. hochstens kriim-
men kann. Auflerdem liefert der Beweis alle in Frage kommenden Werte
fir die Totalkrimmung. Im Folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass
die Schranken scharf sind und dass sich, zu beliebig vorgegebenen Werten
fir die Totalkriimmung (innerhalb dieser Schranken) geschlosssene zusam-
menhangende Hyperflichen konstruieren lassen, die diese Totalkriimmung
besitzen.
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3.3 Konstruktion geeigneter Hyperflichen

3.3 Konstruktion geeigneter Hyperflachen

Die verbundene Summe N1# Ny geschlossener, zusammenhédngender Hy-
perflichen N, N, C R?" ensteht, indem aus N; und N, jeweils eine Kreis-
scheibe D?"~1 entfernt wird und die so entstandenen Rénder, die homdo-
morph zu S?"2 sind, entlang eines Zylinders Z := S**~2 x [0, 1] verklebt
werden. Da wir an der Totalkriimmung interessiert sind benétigen wir nach
GauB-Bonnet-Hopf die Eulercharakteristik des Inneren. Seien M, M, die
Inneren von Nj, Ny. Die verbundene Summe des Inneren der beiden Hy-

perflichen ldsst sich konstruieren, indem wir M; mit M, entlang eines
vollen Zylinders Z := D*"~! x [0, 1] verkleben.

3.9 Lemma (Eulercharakteristik verbundener Summen)
Seien Ny, No und N := N;# N, geschlossene Hyperflichen des R?". Ferner
seien My, M5 und M die zugehorigen Inneren, dann gilt

X(M) = x(My) + x (M) — 1
BEWEIS: Anwenden der Additivitdt der Eulercharakteristik 2.7 (a) liefert

X(MyUZ)+ x(MyNZ) = x(My) + x(Z)
= X(MyUZ)+ x(D* ") = x(My) + 1
— x(My U Z) = x(M;)

Aufsetzen eines vollen Zylinders auf M; éndert also nichts an der Euler-
charakteristik. Ankleben von M, an (M; U Z) liefert

X (MiUZ)YU M)+ x (MyNZ)NM,y) = x(M UZ)+ x(Ms)
= X(My U Z U M) + x(D* 1) = x(My) + x(M,)
= X(Mi#My) = x(M) + x (M) — 1

Also ergibt sich die Eulercharakteristik des Inneren von verbundenen Sum-
men geschlossener zusammenhéangender Hyperflichen aus der Summe der
Eulercharakteristiken der einzelnen Hyperflachen minus eins.
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3 Geschlossene Hyperflichen

3.10 FOLGERUNG: Fiir die verbundene Summe N;# ... # N, mit Innerem
My# ... #M, gilt

X(Mi# .. #My) = iX<Mz) —k+1

i=1

Wir wollen nun zeigen, dass die in Korollar 3.2 bestimmten Grenzen scharf
sind und die in Frage kommenden Werte fiir die Totalkrimmung auch
wirklich angenommen werden. Dazu bendtigen wir jetzt noch ein Lemma
und eine Bemerkung um die Bettizahlen von verbundenen Summen und
Produkten von Sphéren bestimmen zu konnen.

3.11 Lemma (Bettizahlen verbundener Summen)
Seien N7, N, geschlossene zusammenhangende orientierbare n-dimensionale
Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

Bi(N1) + 5i(Ng) — 1 1=0,n

i(N1#N2) =
(N1 Nz) {Bi(Nl)—i-ﬁi(Ng) sonst

BEWEISSKIZZE: Seien Ni, Ny wie oben. Wir betrachten fir £ = 1,2
Nk = Nk \ Dn USn—an
——
Ny
Mayer Vietoris fiir das Paar (N, D™) liefert

~ 5 (IV, far i#£n-1
Bi(N) = { )
Bi(Ng) —1 fir i=n-—1
Erneutes Anwenden von Mayer-Vietoris fir Ni# Ny = N, U gn-1 N, liefert
die Aussage.

3.12 BEMERKUNG:

Jede Parallelfliche vom Typ S* x §?"~1=% zerlegt nach Jordan-Brouwer
den umgebenden Raum in zwei Zusammenhangskomponenten. Die Mayer-
Vietoris Sequenz fiir diese Zusammenhangskomponenten liefert folgende
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3.3 Konstruktion geeigneter Hyperflichen

Aussage tiber die Bettizahlen von Produkten von Sphéren

5(5" x 51y — {1 fir  i=0,k2n—1—k2n—1
0 sonst

Folgendes Theorem besagt, dass zu beliebig vorgegeben natiirlichen Zah-
len £1,...0,-1 € Ny eine zusammenhangende geschlossene Hyperflache
N existiert, deren Bettizahlen mit den beliebig gewahlten natirlichen
Zahlen tbereinstimmt, wobei fy(N) = 1 da N zusammenhéngend und
Bn(N), ..., Ban_1(IN) liegen nach der Poincare Dualitit fest. Desweiteren
besagt das folgende Theorem, dass zu einer ganzen Zahl 7 mit den Eigen-
schaften (i), (i4) aus Korollar 3.8 eine Einbettung ¢ : N — R?*" existiert,
so dass 7 die Totalkriimmung der eingebetteten Hyperfliche ¢(V) ist.

3.13 Theorem (Konstruktion geeigneter Hyperflachen)

Seien n, fg, ... Pon_1 € Ny gegeben mit n > 2, 5y = 1, B; = Bon_1_s
fir i € {1,...,n — 1}. Dann existiert eine zusammenhéngende, ge-
schlossene Hyperfliche N mit §;(N) = g; fir i € {0,...,2n — 1}, so
dass fiir alle 7 € Z mit den Eigenschaften () und (ii) aus Korollar
3.13 eine Einbettung ¢: N — R*" existiert mit 7(:(N)) = 7.

BewEis: Wir wiahlen N folgendermaflien
N = (S x S=2)#(§2 5§23 #hgy | (S x S

Wobei (S* x §2~1=k)#5i die verbundene Summe von 3; Summanden vom
Typ (S* x §?"=1=F) bezeichnet. N ist als verbundene Summe zusam-
menhéngender geschlossener Hyperflachen wieder zusammenhéangend und
geschlossen. Also gilt 5;(IN) = [2,-1-:(/N) und insbesondere [Jy(N) =
62n—1(N) =1. Fir: = 1,...,n— 1 gllt

Bi(N) = @-((Sl x SRy #hiL (S Sn)#ﬁn_1>
3é1 6@((51 « S2n72)#51) 4. _i_ﬂl((snfl x Sn)#ﬁn_l)
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3 Geschlossene Hyperflichen

:Bz((sl % S2n—2)#'”#(51 % S2n—2))++

£1 mal
5i((8" x 8™ (5™ x 57)
Brn—1 mal
8BS X ST ) o B - Bi(S" X S7)
342 5 B = B

Das heifit, die Bettizahlen von N stimmen mit den gegebenen f3; iiberein.
Sei 7 mit den Eigenschaften (i), (i7) gegeben. Wir wéhlen k,l € Ny so,
dass T =k —I1l+1und k+1 = ?:_11 B;. Dann betten wir zunéchst die
einzelnen Summanden von N, die wir mit N; bezeichnen, in den R?" ein,
so dass

e die Summanden disjunkt sind und fir jeden Summanden N; liegt

jeder andere Summand N; in der unbeschrankten Komponente von
RQn \ Nz

e k& Summanden mit Totalkriimmung zwei und die iibrigen [ Sum-
manden mit Totalkrimmung null eingebettet werden (in Lemma
3.5 wurde gezeigt, dass Hyperflichen vom Typ S* x S?*~1=* mit To-
talkriimmung null oder zwei in den R?" eingebettet werden konnen)

Wobei k = S ki, 1 = 377 I; und k; die Anzahl an S° x S?"~1=% mit To-
talkriimmung zwei und [; die Anzahl an S* x S?"~1=% mit Totalkriimmung
null bezeichnet. Zur Veranschaulichung dieser Konstruktion betrachten
wir den Fall ¢ = 3 und lassen alle anderen Summanden weg

(53 % SQn—4)#63 — (SS % S?n—4)#k3#(s3 % SQn—4)#l3
= (9% x ST (S x ST (SP x ST L H(SP x 5P

ks mal I3 mal

Wir bezeichnen im Folgenden das Innere einer eingebetteten S x S?7—1-1
mit (8¢ x §?~179), ;. Fiir die Totalkriimmung ergibt sich nun mit Gauf-
Bonnet-Hopf [2.1]

(V) = X((N)a)
= (8t ST (s ST

38



3.3 Konstruktion geeigneter Hyperflichen

L8t s ) 4 (S x S — (- 1)+ 1
3é161'X(Sl XS2n—2> _61+1+‘-~+
Bt X (8" X S") = Buy + 1= (n—1) +1

—_

:ni <BZX(SZ X SQn_l_i)) —nilﬁrl-(n—l)-l—(n—l)—l—l
i=1 i=1

= (k+0)- 3 x(ST xS — (k1) +1

i=1
— k- nzlx(si x G2 g nzlx(si x § )k — 141
=1 =1

— k241 0—k—Il+1=k—I+1=7

Fir 1=0: 7(N)=1+k=1+5+...+ Bn
Fir k=0: 7((N))=1-1l=1-01—...—Bn

Falls & gleich null ist und somit [ = 77! 3;, besitzen sdmtliche S* x
Sn=1=1 Totalkrimmung null und das Minimum aus Korollar [3.2] wird
angenommen. Wahlt man nun ein k; gleich eins und alle anderen k; gleich
null, wobei 4, j € {1,...,n—1}, so ist die Totalkriimmung genau um zwei
grofer als im minimalen Fall. Erh6t man nun sukzessive ein beliebiges k;
um eins, wobei die Summen der k; und [; selbstverstéindlich gleich bleiben
missen, da (3; fest, erhot sich die Totalkrimmung jedesmal um zwei. Dies
funktioniert solange, bis k; = §; fur allei € {1,...,n—1} und somit [ gleich
null ist. Dann wird das Maximum aus Korollar 3.8 angenommen. Dies
zeigt, dass die Totalkriimmung tatsachlich jede zweite ganze Zahl aus dem
in 3.8 bestimmten Intervalls angenommen werden. Das heifit 7(:(N)) =
1+ 308 mod 2.

OJ

Um dieses Theorem zu Veranschaulichen betrachten wir nun ein konkretes
Beispiel, indem wir zu beliebig gewéhlten 3i,..., 5,1 € Ny eine Hyper-
fliche N konstruieren mit 5;(N) = f; fir ¢ € {1,...,n — 1}. Und diese
dann so in den R?" einbetten, dass deren Totalkriimmung einen beliebigen
Wert 7 € Z mit den Eigenschaften (i) und (ii) annimmt.
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3 Geschlossene Hyperflichen

3.14 Beispiel (Konstruktion einer Hyperflache zu gegebenen ;)
Wir wihlen im R® also fir n =4: 81 =3, 3, =4, B33 =2

Zu diesen vorgegebenen Werten konstruieren wir nun eine zusammenhéan-
gende, geschlossene Hyperfliche IV, deren Bettizahlen (3;(/N)) mit den eben
frei gewahlten natiirlichen Zahlen fi,..., 83 iibereinstimmen. Die nullte
Bettizahl von N ist eins, da N zusammenhéngend ist. Die weiteren Bet-
tizahlen G4(N), B5(N), Bs(IV) liegen nach der Poincaré-Dualitat fest. Wir
wahlen

N = (8" x SO (52 x SP)FA(S° x §4)#2

Die Bettizahlen von N stimmen dann nach Theorem 3.13 mit j3; fiir ¢ =
1,2, 3 iiberein. Die ganze Zahl 7 muss nach Korollar [3.2] die Eigenschaften
(¢) und (72) erfiillen. Dann gilt

3 3
Tmm:l_Zﬁl(N):—S und Tmax:1+2ﬁz(N>:10
=1

i=1

Zu jeder ganzen Zahl 7 € {—8,—6...,10} konnen wir N so einbetten,
dass die Totalkrimmung von +(N) mit 7 tibereinstimmt.

e Wir wahlen 7 = 7,
Wir miissen & und [ so wéthlen, dass 7 = k—{+1und k+1 = ' 3;
ist. Einsetzten von 7,,;, und §; liefert k = 0, [ = 9. Wir betten N
nun so ein, dass alle Summanden Totalkrimmung null besitzen. Die
so eingebettete Hyperflache besitzt tatsachlich Totalkrimmung —8.
Denn nach Folgerung 3.10 gilt

T (N)=1-0-9+1

e Wir wahlen jetzt 7 = 700
Einsetzen von 7, und 8; in 7 = k—1+ 1 und k+ 1 = ?:_11 Bi
liefert £ = 9 und [ = 0. Wir betten N nun so ein, dass alle Summan-
den Totalkriimmung zwei besitzen. Fiir die Totalkrimmung der so
eingebetteten Hyperflache gilt

Pt (V) = k-2 =9+ 1
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3.3 Konstruktion geeigneter Hyperflichen

e Wir wihlen jetzt 7 = 4:
Einsetzen liefert £ = 6 und | = 3. Es gibt jetzt im Gegensatz zu vor-
herigen beiden Fallen mehrere Moglichkeiten N mit den gewiinsch-
ten Kigenschaften einzubetten. Wir wéhlen jetzt beliebig k; = 3.
Dann ist /; = 0 (nach Definition von k,l). Wir wéhlen weiter ko = 1.
Dann ist Iy = 3, k3 = 2 und [3 = 0. Eine Moglichkeit N mit Total-
kriimmung vier einzubetten ist also

L(N) =2 (St x SO # (S x SO # (S x %)

T=2 T=2 T=2

# (5% x SP) 4 (5% x S®) # (S? x S®) # (S* x S°)
T=2 7=0 7=0 7=0

4 (53 x SY)# (53 x §Y)
T=2 T=2

Und fiir die Totalkrimmung ergibt sich

T(ts(N))=6-24+3-0—9+1

Wir hatten aber beispielsweise auch k; = 2 wahlen kénnen und somit
[y = 1. Dann wéhlen wir wieder beliebig ks = 4 und somit [y = 0,
ks = 0 und [3 = 2. Eine weitere Moglichkeit N mit Totalkrimmung
vier einzubetten ist daher

i(N) = (S x SO) # (5" x %) # (5" x S°)

T=2 T=2 7=0

#(S% x SP) 4 (S? x S®) # (S? x S®) # (S* x S°)
T=2 T=2 T=2 T=2

# (S x S # (5 x 8%
7=0 7=0

Die Totalkrimmung éndert sich offensichtlich nicht
T(I4(N)=6-24+3-0—-9+1
Es gibt also unterschiedliche Méglichkeiten N mit Totalkriimmung vier
einzubetten. Eine interessante Frage ist nun ob die beiden unterschiedlich

eingebetteten Hyperflachen isotop sind. Wir untersuchen im Folgenden wie
sich diese Hyperflachen mit identischer Totalkriimmung unterscheiden.
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3 Geschlossene Hyperflichen
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e Die k; und [; bleiben gleich und es wird lediglich die Reihenfolge

einzelner Summanden vom Typ S? x S?"~1=% mit unterschiedlicher
Totalkriimmung vertauscht. Beispielsweise im Fall 7 = 4 vertauschen
wir zwei Einbettungen der S*! x S% mit unterschiedlicher Totalkriim-
mung. Fiir die einzelnen Summanden gilt dann beispielsweise

Pa(N) 2 (SY x S%) # (ST x S5) # (S x S°)

T=2 =0 T=2

#(S% x SO) 4 (5% x S®) #(S? x S®) # (5% x S°)
=2 =2 T=2 T=2

# (S x SY) #(S* x §Y)
7=0 7=0

Da in diesem Fall nur Summanden vom selben Typ unterschiedlich
eingebettet werden gibt es eine Homotopie H; : N x [0,1] — R*?
mit Hy = iy(N), Hy = ig(N) und Hy(N,t) ist fir alle ¢ € [0,1] ein
Diffeomorphismus auf das Bild. Also sind 74(/N) und 4(N) isotop.
Anschaulich kann man sich vorstellen, dass das Verbindungsstiick
zwischen der ersten und zweiten St x S% in die dritte S* x S% homo-
topiert wird. Dann sind jetzt die erste und dritte S x S¢ verbunden.
Analog wird das Verbindungsstiick zwischen der dritten St x S® und
der ersten S? x S? in die zweite S x S¢ homotopiert. Vergleiche dazu
Bild 3.1 und Bild 3.2. Das Verschieben der Verbindungsstiicke lésst
sich sicherlich glatt realisieren, also ist H; fiir alle t € [0, 1] ein Dif-
feomorphismus. Das bedeutet, das Andern der Reihenfolge einzelner
Summanden vom selben Typ S% x S?"~1=¢ liefert isotope Hyperfla-
chen.

Bild 3.1: Darstellung der ersten drei Summanden von N fiir t =0
Quelle: Eigene Darstellung mit Inkscape



3.3 Konstruktion geeigneter Hyperflichen

4 -

Y

Bild 3.2: Darstellung der ersten drei Summanden von N fir t = 1
Quelle: Eigene Darstellung mit Inkscape

Die k; und I; &ndern sich, wie beispielsweise bei t4(NN) und 74 (V). Wir
betrachten die Homotopie H; : N x [0, 1] — R?" mit Hy = 14(N) und
H, = i4(N). In diesem Fall reicht das Verschieben von Verbindungs-
stiicken nicht aus. Einzelne Summanden miissen die Totalkriimmung
dndern. Dieser Vorgang lésst sich jedoch vermutlich nicht glatt rea-
lisieren und daher werden ¢4(NN) und 74(/V) auch nicht isotop sein.
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4 Ausblick

Im letzten Kapitel dieser Arbeit betrachten wir nicht-kompakte Hyper-
flachen und unterscheiden diese durch die Anzahl ihrer Grenzrichtungen.
Anschliefflend wird ein Beispiel dazu betrachtet.

4.1 Definition (Grenzrichtung)
Sei f: U — R™""! ein regulires Hyperflichenstiick. Ein Punkt e € S™ heift
Grenzrichtung von f, falls

f(ifz)
I1f ()]

wobei x; eine Folge in U ist, die gegen oo konvergiert (bzgl. der Ein-Punkt-
Kompaktifizierung von U U {o0}).

e = lim
1—00

4.2 Beispiel
Sei N eine zwei-dimensionale Hyperfliche mit zwei Grenzrichtungen ey, es.
N entsteht indem wir zwei Punkte der S? ins Unendliche ziehen.

(I
I

Bild 4.1: Nicht-kompakte Hyperfliche mit zwei Grenzrichtungen
Quelle: Eigene Darstellung mit Inkscape
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4 Ausblick

Um die Totalkriimmung dieser Hyperfliche zu bestimmen kompaktifizie-
ren wir diese und wenden dann die Additivitat der Eulercharakteristik
an. Seien Dy, Dy zwei-dimensionale Kreisscheiben. Wir setzten N fiir jede
Grenzrichtung eine “Kappe* (D1, D) auf und kénnen dann die Eulercha-
rakteristik berechnen. Vergleiche dazu Bild 4.1.

X(N) + x(D1) = x(N N D)+ x(NUD;y)
X(N) + x(D1) = x(S") + x(N U Dy)

Erneutes anwenden der Additivitatseigenschaft auf N U Dy und Dy liefert

X(N'UDy) + x(D2) = x((N U Dy) N D) + x((N U Dy) U D)

X(N U Dy) + x(Ds) = x(S*) + x(S?)
X(INUD;)+1=0+2

Da x(D;) = 1, x(S') = 0 und x(S?) = 2. In die oberste Gleichung
eingesetzt ergibt sich x(N) = 0. Somit ist N homoomorph zu einem
Zylinder und die Totalkrimmung ist nach Gauf-Bonnet gegeben durch
21 - x(N) = 0.

Analog lasst sich dieses Vorgehen auch fiir bestimmte Hyperflichen mit
endlich vielen Grenzrichtungen anwenden. In beliebiger Dimension n set-
zen wir dann n — 1 dimensionale “Kappen® (D"~!) auf. Genaueres hierzu
findet sich in [9] P. Wintgen, On total absolute curvature of nonclosed
submanifolds, S.62 ff.

In euklidischen Rdumen ungerader Dimension konnen wir mit diesem Ver-
fahren fiir bestimmte Typen nicht-kompakter Hyperflichen mit endlich
vielen Grenzrichtungen die Totalkriimmung bestimmen, indem wir die Hy-
perflache kompaktifizieren und mit der Additivitatseigenschaft die Euler-
charakteristik der nicht-kompakten Hyperfliche berechnen. Gauf3-Bonnet-
Hopf liefert dann die Totalkrimmung. In Rdumen mit gerader Dimension
benotigen wir nach GauB-Bonnet-Hopf jedoch die Eulercharakteristik des
Inneren. Fiir bestimmte Fliachen kann das Innere auf eine dhnliche Art
und Weise kompaktifiziert und somit die Eulercharakteristik des Inneren
bestimmt werden. In den Fallen in denen dies moglich ist stellt sich die
Frage ob es analog zu Korollar 3.8 Grenzen fiir die Totalkriimmung gibt.
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