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1. Einleitung

Die Energieniveaus und die Zeitentwicklung eines Quantensystems werden durch den
Hamiltonoperator H bestimmt. Der Standardformalismus der Quantenmechanik fordert
die Hermitizitit von H , welche garantiert, dass die zugehorigen Energieeigenwerte reell
sind und die Teilchenzahl sowie die Gesamtenergie im System erhalten sind. Obwohl
die Forderung nach Hermitizitdt durchaus ihre Berechtigung hat, kann es dennoch sinn-
voll sein, nicht-hermitesche Hamiltonoperatoren zu verwenden, was folgendes Beispiel
illustriert:

Ein charakteristisches Merkmal offener Quantensysteme sind Resonanzzustédnde, wel-
che quasistationére Zusténde darstellen, die nach einer gewissen Zeit zerfallen. Die Ioni-
sation von Atomen und Molekiilen in d&ufleren Feldern oder auch die Autoionisation von
mehrfach angeregten Atomen stellen typische Beispiele fiir quantenmechanische Reso-
nanzphénomene dar. Phdnomenologisch lésst sich die Instabilitét eines solchen Niveaus
durch die sogenannte Lebensdauer 7 charakterisieren. Die Norm eines solchen Zustands
|4} ist dann durch (¥|Y) o< exp(—7t/h) gegeben. Formal ldsst sich dieses Zeitverhalten
mithilfe einer komplexen Energie E = E — it /2 erzeugen, welche nicht Eigenwert eines
hermiteschen Operators sein kann.

Dies fiithrt auf den Formalismus der nicht-hermiteschen Quantenmechanik (NHQM)
[1], welche keinen Widerspruch zur herkémmlichen Quantenmechanik darstellt, sondern
eine zu dieser dquivalente Beschreibung fiir geschlossene Systeme liefert und eine Erwei-
terung auf offene Systeme erlaubt [2]. NHQM ldsst sich nicht nur auf Resonanzphénome,
sondern auch auf eine Vielzahl weiterer Bereiche anwenden! und stellt somit ein méch-
tiges Werkzeug zur eleganten Losung von Problemen dar, insbesondere solcher, die sich
mit hermitescher Quantenmechanik nur mit sehr groBem Aufwand losen lassen.

Es ldsst sich zeigen, dass auch nicht-hermitesche Hamiltonoperatoren reelle Ener-
gieeigenwerte besitzen konnen, falls H mit dem Produkt aus Paritétsoperator P und
Zeitumkehroperator 7 vertauscht, d.h. wenn [f] ,PT] = 0 gilt [3, 4]. Dies fiithrt auf
die PT-symmetrische Quantenmechanik, welche sich sehr gut zur effektiven Beschrei-
bung offener Quantensysteme mit ausgeglichenem Gewinn- und Verlustverhéltnis fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte eignet.

1Eine Ubersicht iiber mogliche Anwendungen ist beispielsweise in [1] zu finden.
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1.1. Motivation und Einfiihrung in das Thema

Die PT-symmetrische Quantenmechanik wurde von Bender und Boettcher 1998 einge-
fithrt [3, 4] und motivierte Mostafazadeh zur Einfiihrung des allgemeineren Konzepts
der Pseudo-Hermitizitét [5, 6]. In diesem Sinne stellt PT-Symmetrie eine komplexe Fr-
weiterung der hermiteschen Quantenmechanik dar [7]. Obwohl der Hamiltonoperator im
Allgemeinen nicht hermitesch ist, konnen fiir bestimmte Parameterbereiche rein reelle
Eigenwerte auftreten, d.h. mit diesem Formalismus lassen sich auch stationére Zustéan-
de beschreiben. Dabei stellt Pseudo-Hermitizitédt eine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten reeller Eigenwerte dar, P7-Symmetrie des Hamiltonoperators ist dafiir weder
notwendig noch hinreichend [§].

Die erste experimentelle Beobachtung bzw. Realisierung von P7T-Symmetrie gelang
in optischen Systemen [9, 10]. Guo et al. [9] verwendeten dabei ein passives System mit
optischem Verlust, Riiter et al. [10] hingegen realisierten P7T-Symmetrie in einem Sys-
tem bestehend aus zwei Wellenleitern mithilfe eines komplexen Brechungsindex, welcher
zu Gewinnen und Verlusten der Feldstiarke im System fiihrt. Obwohl vielfache weitere
Realisierungen in optischen Systemen gelangen [11-14], konnte P7T-Symmetrie in einem
Quantensystem bis heute allerdings nicht erzeugt werden.

Der Formalismus der P7-Symmetrie kann als effektive Beschreibung eines Quanten-
systems mit Gewinn und Verlust dienen. Nach einem Vorschlag von Klaiman [11] kénnte
daher ein Bose-Einstein-Kondensat in einer Doppelmulde ein geeignetes System zur Rea-
lisierung von P7T-Symmetrie in einem Quantensystem darstellen. Kohérentes Ein- und
Auskoppeln von Teilchen stellt dabei einen PT-symmetrischen Zustand her [15].

Besonderes Augenmerk muss auf die Kontaktwechselwirkung zwischen den Bosonen
gelegt werden [11], da sie sich auf die PT-symmetrischen Eigenschaften auswirkt und
selbige sogar zerstoren kann. Es konnte jedoch gezeigt werden [16], dass in diesem System
trotz der Nichtlinearitdt P7T -symmetrische stationére Zustédnde auftreten, die zu reellen
Energien gehdéren und man bei entsprechender Wahl der Parameter eine stabile Dynamik
erhélt.

Das Doppelmuldensystem wurde im Rahmen eines Mean-Field-Ansatzes mithilfe der
Gross-Pitaevskii-Gleichung (GPE) schon vielfach untersucht [16-23]. Das Ein- und Aus-
koppeln von Teilchen wird dabei effektiv durch komplexe Potentiale beschrieben. Graefe
et al. [17-19] untersuchten das System unter Vernachlissigung der Ausdehnung der Wel-
lenfunktion in einer Zweimodenniherung, in welcher grundlegende Eigenschaften des
Systems analytisch zugénglich sind. Ausgedehnte Systeme wurden mithilfe von gauf3-
schen Variationsansétzen untersucht, aulerdem wurden Stabilitdtsanalysen durchgefiihrt
[22, 24]. Dabei hat sich gezeigt, dass ein Bose-Einstein-Kondensat in einer dreidimensio-
nalen Doppelmulde mit Gewinn und Verlust stationdre Zustdnde mit reellen Energieei-
genwerten aufweist und es somit moéglich wére, in diesem Quantensystem P7T-Symmetrie
zu beobachten. Innerhalb des Mean-Field-Limits wurden auflerdem exzeptionelle Punkte
und Bifurkationen [16, 23, 25] erfolgreich untersucht.

Obwohl die Mean-Field-Naherung bei tiefen Temperaturen und hohen Teilchenzahlen
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eine gute Niherung darstellt [17, 19], handelt es sich bei dem beschriebenen System
eigentlich um ein Vielteilchensystem, bei dem Quanteneffekte eine wichtige Rolle spie-
len, welche bei der Mean-Field-Beschreibung nicht beriicksichtigt werden konnen. Eine
mogliche Vielteilchenbeschreibung eines PT-symmetrischen Bose-Einstein-Kondensats
wurde von Graefe et al. [19] gegeben, wobei Gewinn und Verlust in einem nichthermi-
teschen Bose-Hubbard-Dimer mithilfe komplexer Onsite-Energien beschrieben wurden.
Da dieses Vorgehen nicht auf die bekannte GPE fiihrt, wurde von Dast et al. [26-29] ei-
ne Vielteilchenbeschreibung auf Grundlage einer Mastergleichung in Lindblad-Form zur
Untersuchung der Vielteilcheneffekte des Systems verwendet.

Alle oben genannten Ansitze stellen effektive und nichthermitesche Theorien dar.
Wird allerdings ein hermitesches, geschlossenes System gefunden, dessen Teile sich wie
das offene System verhalten, so ist eine experimentelle Realisierung von P7T-Symmetrie
in diesem Quantensystem moglich. Um ein solches abgeschlossenes System zu konstru-
ieren, wird bei dem von Kreibich et al. [30-32] verfolgten Ansatz das Zweimodenmodell
in ein groferes, hermitesches System, beispielsweise ein Viermuldensystem, eingebettet.
Die zusétzlichen Mulden dienen dabei als Teilchenreservoire und sind iiber Tunnelpro-
zesse aneinander gekoppelt. Ein optisches Viermuldenpotential stellt dabei eine Mini-
mallosung dar und stellt vier reelle Parameter bereit, deren Zeitabhéngigkeit so gewéhlt
werden kann, dass sich P7T-Symmetrie in zwei der Mulden einstellt. Es hat sich gezeigt
[30], dass sich auf diese Art und Weise im Mean-Field PT-Symmetrie in den inneren
beiden Mulden einstellen ldsst.

Da in dem beschriebenen System Vielteilcheneffekte eine wichtige Rolle spielen, stellt
sich die Frage, ob sich das Verhalten der PT-symmetrischen Zusténde des offenen Zwei-
modensystems auch im Viermulden-Vielteilchensystem einstellen ldsst. Dies wurde in ei-
nem ersten Ansatz von Dizdarevic [33] untersucht, da dazu aber insbesondere Produkt-
zustdnde aus Einteilchenzustédnden als Anfangszusténde fiir die Dynamik und Zeitab-
héngigkeiten der Kontrollparameter auf Grundlage des Mean-Field-Verhaltens gewéhlt
wurden, gelang dies nicht vollstdndig. Mithilfe dieses Ansatzes konnte lediglich die Sta-
tionaritdt der Besetzungszahlen und die des Stroms erreicht werden, fiir die Phasenkor-
relation liel sich das gewiinschte Verhalten nicht einstellen. Diese Restriktionen werden
in dieser Arbeit aufgehoben.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass es moglich ist, das Verhalten der PT-
symmetrischen Zustidnde in der Einteilchendynamik des Vielteilchensystems zu realisie-
ren, sofern die Zeitabhéngigkeit der verfiigbaren Kontrollparameter und die Anfangszu-
stande entsprechend gewéhlt werden. Dabei wird der Ansatz der Einbettung von Krei-
bich et al. weiterverfolgt, der Fokus liegt dabei auf einer Vielteilchenbeschreibung mit
dem Bose-Hubbard-Modell und der Bogoliubov-Backreaction-Methode.

Um das Verhalten der PT-symmetrischen Zustédnde im Viermulden-Vielteilchensystem
zu realisieren, werden, ausgehend vom offenen Zweimuldensystem in der Mean-Field-
Beschreibung, Zeitabhingigkeiten fiir die Kontrollparameter im Vielteilchensystem for-
muliert. Es wird gezeigt, dass Zustdnde, die sich zum einen nicht als Produkt von Ein-
teilchenzusténden darstellen lassen und zum anderen gewisse Nebenbedingungen erfiil-
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len, passende Anfangszustinde zur Berechnung der Dynamik darstellen. Die numerische
Auswertung der Bewegungsgleichungen zeigt, dass die so bestimmten Zustédnde in der
Dynamik das gewiinschte Verhalten aufweisen und sich somit auf diese Art und Weise
die Einteilchendynamik der P7T-symmetrischen Zusténde im Vielteilchensystem einstel-
len ldsst. Die hier vorgestellte Methode der Wahl der Anfangszustdnde bietet dabei
Freiheiten fiir weitere Nebenbedingungen und liefle sich daher auch auf grofiere Systeme
anwenden.

1.2. Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile: Im ersten Teil wird die Dynamik der
PT-brechenden Eigenzustinde des offenen Zweimuldensystems im hermiteschen Vier-
muldensystem untersucht. Im zweiten Teil liegt der Fokus auf einer Vielteilchenbe-
schreibung des Systems. Es wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem sich das Verhalten
der PT-symmetrischen Zusténde des offenen Systems im Viermulden-Vielteilchensystem
realisieren l&sst.

Die Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: In Kapitel 2 werden die fiir das behandelte
Thema relevanten Aspekte der P7T-Symmetrie zusammengefasst. Auflerdem wird das
dieser Arbeit zugrunde liegende Quantensystem, ein in ein Viermuldensystem eingebet-
tetes Zweimodenmodell fiir Bose-Einstein-Kondensate in optischen Gittern, eingefiihrt.

In Kapitel 3 wird die Mean-Field-Beschreibung des Viermuldensystems auf Grundlage
der sogenannten Gross-Pitaevskii-Gleichung eingefiihrt. Diese liefert eine gute Beschrei-
bung des Systems bei tiefen Temperaturen und hohen Teilchenzahlen. Genau genommen
stellt das System aber ein Vielteilchensystem dar, in dem Quanteneffekte eine wichtige
Rolle spielen. In dieser Arbeit soll der Fokus daher auf einer Vielteilchenbeschreibung
des Systems liegen, mit dem Ziel, das Verhalten der P7T-symmetrischen Zustédnde des
offenen Zweimuldensystems im Vielteilchensystem zu realisieren. In Kapitel 4 werden
dazu Grundlagen fiir eine Vielteilchenbeschreibung mithilfe des Bose-Hubbard-Modells
und der Bogoliubov-Backreaction-Methode gelegt.

Kapitel 5 befasst sich mit der Dynamik der P7-brechenden Zustéande des offenen Zwei-
muldensystems, welche in der Mean-Field-Nidherung und in der Vielteilchenbeschreibung
untersucht wird. Dazu werden passende Anfangszustédnde bestimmt und der Grenzfall
verschwindender Wechselwirkung analytisch untersucht.

In Kapitel 6 wird ein Verfahren entwickelt, mit dem sich das Verhalten der PT-
symmetrischen Zusténde in der Einteilchendynamik des Vielteilchensystems erreichen
lasst. Ausgehend vom offenen Zweimuldensystem werden dazu zunéchst Gleichungen fiir
die Zeitabhéngigkeiten der Kontrollparameter hergeleitet, welche die Berechnung der
Dynamik unreiner Anfangszustédnde, d.h. Zusténde, die sich nicht als Produkt von Ein-
teilchenzusténden darstellen lassen, erlauben. Es wird eine Methode vorgestellt, wie sich
unreine, aber physikalische Anfangszustéinde finden lassen, welche zur Realisierung der
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gewiinschten Dynamik im Vielteilchensystem geeignet sind. Das Kapitel endet mit der
Diskussion der numerisch bestimmten Dynamik dieser Zusténde im Vielteilchensystem.

Kapitel 7 beinhaltet schliefllich eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit und
einen Ausblick.






2. P77 -symmetrische Quantensysteme

In diesem Kapitel werden die fiir die vorliegende Arbeit relevanten Aspekte der PT-
Symmetrie zusammengefasst und das dieser Arbeit zugrunde liegende Quantensystem
eingefiihrt.

Abschnitt 2.1 stellt dabei allgemeine Eigenschaften PT-symmetrischer Quantensyste-
me zusammen. In Abschnitt 2.2 wird eine mogliche Realisierung eines P77 -symmetrischen
Quantensystems, namlich ein System bestehend aus einem Bose-Einstein-Kondensat in
einer optischen Doppelmulde mit ausgeglichenem Gewinn und Verlust (balanced gain and
loss), diskutiert. Dieses offene Quantensystem kann durch Einbettung in ein hermitesches
Viermuldensystem mithilfe einer entsprechenden Zeitabhédngigkeit von Kontrollparame-
tern simuliert werden. Die grundlegende Idee dabei wird in Abschnitt 2.3 erlautert. Das
in Abschnitt 2.3 dargestellte Viermuldensystem stellt die Grundlage der vorliegenden
Arbeit dar und wird in einer Vielteilchenbeschreibung untersucht.

2.1. Eigenschaften P77 -symmetrischer Systeme

In diesem Abschnitt werden die fiir diese Arbeit relevanten Eigenschaften P7-symme-
trischer Quantensysteme zusammengefasst. Der Abschnitt ist bewusst kurz gehalten, da
Eigenschaften PT-symmetrischer Systeme in der Literatur bereits ausfiihrlich diskutiert
worden sind. Fiir eine vertiefende Diskussion sei an dieser Stelle auf [2-4] verwiesen.

Ein lineares Quantensystem wird als P7T-symmetrisch bezeichnet, wenn der Hamil-
tonoperator H mit dem Produkt aus Paritatsoperator P und Zeitumkehroperator 7
vertauscht, d.h. es gilt

[ﬁ,PT] ~ 0. (2.1)

Die Wirkungen des Paritidtsoperators P und des Zeitumkehroperators 7 sind dabei wie
folgt definiert:

ST = =T, p— —p, (2.2a)
T, p— —p, 1 — —1. (2.2b)

Der Paritatsoperator dndert das Vorzeichen des Orts- und des Impulsoperators und stellt
einen linearen Operator dar, der Zeitumkehroperator lésst den Ortsoperator invariant,
dndert das Vorzeichen des Impulsoperators und bewirkt zusétzlich eine komplexe Kon-
jugation und ist somit antilinear. Mithilfe der Gleichungen (2.2) kénnen Aussagen iiber
die Form des Potentials V' eines PT-symmetrischen Systems gemacht werden. Besteht

11
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der Hamiltonoperator aus einem kinetischen Energieoperator und einem Potentialanteil,

besitzt also die Form
- Yy

H = om + V(&), (2.3)
so folgt mit Gleichung (2.2)
: p* p’
PTH =PT <% + V(a:)) =5 TV(=#). (2.4)

Um Gleichung (2.1) zu erfiillen, d.h. damit P7T-Symmetrie vorliegt, muss der Realteil
des Potentials eine symmetrische Funktion in der Ortskoordinate sein, der Imaginérteil
hingegen antisymmetrisch, d.h. es muss

ReV (&) = ReV(-&), (2.5a)
ImV (%) = — Im V(—%) (2.5b)

gelten. Im Folgenden soll erlautert werden, wie sich ein komplexes Potential physikalisch
interpretieren lasst.

In hermiteschen Systemen ist die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten. In Form einer
Kontinuitatsgleichung ldsst sich diese Aussage darstellen als

o, )+ div (. t) = 0, (2.0

mit der Wellenfunktion ¢(x,t), der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |¢(x,t)]* und
der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(x,t) mit

j(x,t) = % (Y(, )VY (2, 1) — " (2, ) Vip(a, 1)) . (2.7)

Betrachtet wird nun ein nichthermitescher Hamiltonoperator

2

. I}
H= —%A—FRG‘/(CU) +ilm V() (2.8)
in Ortsdarstellung. Die zugehorige Kontinuitéatsgleichung lautet
9 2 s 2 2
S O+ div i, 0) = 3|, 0 V() (29)

Fiir ein rein reelles Potential verschwindet die rechte Seite von Gleichung (2.9) und
man erhélt die Kontinuitétsgleichung (2.6). Somit ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
in nichthermiteschen Systemen im Gegensatz zu hermiteschen Systemen nicht erhalten.
Gleichung (2.9) erlaubt daher eine physikalische Interpretation eines komplexen Potenti-
als: Ein positiver Imaginérteil beschreibt eine Quelle fiir die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit, ein negativer Imaginarteil hingegen eine Senke. Folglich ist mit dem Formalismus
der PT-Symmetrie eine elegante Beschreibung offener Systeme moglich.

12



2.2. Bose-Einstein-Kondensat in einem PT -symmetrischen Doppelmuldenpotential

—iry
ReV

1 J ()

0 X

Abbildung 2.1.: Bose-Einstein-Kondensat in einem P7-symmetrischen Doppelmulden-
potential (Darstellung nach [34]) als offenes Quantensystem. Teilchen
werden links mit der Rate v eingekoppelt und rechts mit derselben Rate
ausgekoppelt (balanced gain and loss).

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass in der PT-symmetrischen Quantenmecha-
nik Hermitizitat im Allgemeinen nicht gegeben ist, da die Forderung nach P7T-Symmetrie
schwécher ist als die Forderung nach Hermitizitat. Damit sind auch die Figenschaften,
die aus der Hermitizitat folgen, nicht mehr gegeben. So kann beispielsweise der Ha-
miltonoperator komplexe Eigenwerte besitzen und die Norm eines Zustands muss im
Allgemeinen nicht mehr erhalten sein, da keine unitére Zeitentwicklung vorliegen muss.

2.2. Bose-Einstein-Kondensat in einem
PT-symmetrischen Doppelmuldenpotential

In optischen Systemen ist es bereits gelungen, PT-Symmetrie experimentell zu realisie-
ren [9, 10]. Ein entsprechendes Experiment zur Realisierung von P7-Symmetrie in einem
Quantensystem steht aber noch aus. Ein Vorschlag fiir ein Quantensystem, in welchem
dies gelingen konnte, ist ein Bose-Einstein-Kondensat in einem optischen Doppelmulden-
potential mit ausgeglichenem Gewinn und Verlust [11]. In diesem Abschnitt wird dieses
System in der Mean-Field-Beschreibung [15] eingefiihrt. Es liegt allen Betrachtungen in
dieser Arbeit zugrunde.

Das betrachtete System (siehe Abbildung 2.1) stellt ein offenes Quantensystem dar:
In die linke Mulde werden Teilchen eingekoppelt, in der rechten Mulde werden Teilchen
ausgekoppelt. Der Gewinn und Verlust von Teilchen in den jeweiligen Mulden kann
durch Verwendung von komplexen Potentialen modelliert werden [35]. Der Parameter
charakterisiert dabei die Einkopplungs- bzw. Auskopplungsrate und ist eine reelle Zahl.
Sie soll hier positiv angenommen werden; ein negatives Vorzeichen wiirde ein Vertauschen

13
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der beiden Mulden bewirken. Um ein PT-symmetrisches System zu erhalten, muss nach
Gleichung (2.5) die Einkopplungsrate gleich der Auskopplungsrate sein.

Die Bosonen konnen durch die Barriere zwischen den beiden Mulden tunneln, was
durch die Tunnelrate J beschrieben wird, welche mit der Héhe der Barriere zusammen-
héngt. J wird positiv und reell gewéhlt und um Vergleichbarkeit mit anderen Arbeiten
[15, 19, 26, 27, 30] zu gewéhrleisten, wird J = 1 gesetzt.

Die Dynamik eines Bose-Einstein-Kondensats in einem Potential V' kann fiir tiefe
Temperaturen im Rahmen eines Mean-Field-Ansatzes durch eine nichtlineare Schroédin-
gergleichung, der sogenannten Gross-Pitaevskii-Gleichung (GPE), beschrieben werden
15]:

- o (x,t) h?

ihT: —%A+V(a:,t)+gw(m,t)\2 U(x,t). (2.10)

Der Parameter g bezeichnet die makroskopische Wechselwirkungsstarke, wobei g < 0
eine anziehende Wechselwirkung und g > 0 eine abstoflende Wechselwirkung beschreibt,
und hingt mit der s-Wellenstreuléinge a und der Masse m der Teilchen zusammen iiber
g = 4nh*a/m.

Sind die Mulden tief genug, so kann eine Zweimodennéherung der GPE verwendet
werden [15]. Es ergibt sich eine PT-symmetrische Gross-Pitaevskii-Gleichung, die sich
in Matrixform darstellen ldsst als

O\ [ gl +iy —J (G
50 ( o > = ( T gl -ty ) ( ¥ ) (2.11)

Der Mean-Field-Zustand des Systems (2.11) wird durch einen Vektor ¥ = (v, 1))
mit der Mean-Field-Wellenfunktion ¢; in der Mulde ¢ charakterisiert. Die Anzahl der
Teilchen n; in der Mulde i ist durch das Betragsquadrat n; = [1;|* gegeben.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass in Gleichung (2.11) das reduzierte Planck-
sche Wirkungsquantum A gleich eins gesetzt wurde. Diese Konvention soll in der gesam-
ten Arbeit beibehalten werden.

Die Losungen der zeitunabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.11) werden in den
folgenden Kapiteln fiir die Ermittlung von Startwerten fiir die Dynamikrechnungen beno-
tigt. Sie sind in Anhang A dargestellt. Hier findet sich auch ein Bifurkationsdiagramm,
welches die Losungsstruktur aufzeigt und Bereiche PT-symmetrischer Losungen und
PT-brechender Losungen trennt. Die Dynamik der P7T-brechenden Losungen wird in
Kapitel 5 dieser Arbeit untersucht.

2.3. Grundlegende Idee: Einbettung in ein hermitesches
Viermuldensystem

Das Zweimodenmodell (2.11) fiir ein Bose-Einstein-Kondensat stellt ein offenes System
dar und ist nichthermitesch. Um eine experimentelle Realisierung eines P7-symmetri-
schen Quantensystems zu ermoglichen, kann ein hermitesches System konstruiert werden,
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2.3. Grundlegende Idee: Finbettung in ein hermitesches Viermuldensystem

Abbildung 2.2.: Einbettung des offenen Zweimuldensystems (rechts) in ein hermitesches
Viermuldensystem (links). Die vier freien, reellen Parameter Jyo, Js4, €
und €4 im Viermuldensystem sollen zeitlich so variiert werden, dass die
Dynamik der inneren beiden Mulden des Viermuldensystems identisch
mit der Dynamik des offenen Zweimuldensystems ist.

wobei sich ein Teil dieses hermiteschen Systems wie das offene Quantensystem verhélt,
welches, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, P7T-Symmetrie aufweist. Die Idee von
Kreibich et al. [30-32] ist es nun, die Dynamik des offenen, nichthermiteschen Zweimul-
densystems durch Einbettung in ein grofleres, aber hermitesches Systems zu simulieren.
Dies kann bereits unter Verwendung zweier zusétzlicher Mulden, die als Teilchenreser-
voir dienen, erreicht werden [30] (siche Abbildung 2.2). Dazu wird das offene Zweimul-
densystem in ein hermitesches Viermuldensystem eingebettet, die Dynamik des offenen
Zweimuldensystems (links in Abbildung 2.2) soll dabei identisch sein mit der Dynamik
der inneren Mulden des Viermuldensystems (rechts in Abbildung 2.2).

Im offenen Zweimuldensystem werden Teilchen auf der einen Seite ein-, auf der ande-
ren Seite ausgekoppelt. Dies wird durch den positiven bzw. negativen Imaginérteil des
Potentials beschrieben. Das Viermuldensystem besitzt vier freie, reelle Parameter, durch
welche dieses Verhalten eingestellt werden kann, ndmlich die Tunnelraten J;5 und J34
und die Gitterpunktenergien (Onsite-Energien) €¢; und €. Diese vier Kontrollparame-
ter werden zeitlich so variiert, dass die inneren beiden Mulden des Viermuldensystems
dieselbe Dynamik aufweisen wie die Mulden des offenen Zweimuldensystems.

Die Kopplung der inneren Mulden 2 und 3 (im Folgenden auch als Systemmulden
oder eingebettete Mulden bezeichnet) an die &ufieren Mulden 1 und 4 (im Folgenden
auch Reservoirmulden) erfolgt durch Tunnelprozesse, welche durch die Tunnelraten Jio
und .J34 beschrieben werden. Diese fithren zu einem Tunnelstrom zwischen den Mul-
den. Durch zeitliche Anpassung der Tunnelraten lassen sich so Strome erzeugen, die
zu PT-symmetrischen Zustédnden in den inneren beiden Mulden fithren [30, 34]. Um
PT-Symmetrie in den inneren beiden Mulden zu erreichen, muss nach Gleichung (2.5)
€2 = €3 gelten. Es soll im Folgenden €5 = €3 = 0 angenommen werden, d.h. die inneren
beiden Mulden markieren den energetischen Nullpunkt. Die Tunnelrate J,;3 zwischen den
Mulden 2 und 3 soll der Tunnelrate im offenen Zweimuldensystem entsprechen und frei
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2. PT-symmetrische Quantensysteme

wéhlbar sein, d.h. es ist Js3 = J = 1 nach der Konvention aus Abschnitt 2.2.

Das hier eingefiihrte Viermuldensystem soll Gegenstand der vorliegenden Arbeit sein.
Es existieren mehrere mogliche Ansétze zur Beschreibung dieses Systems: Zum einen
kann das System mithilfe einer Mean-Field-Nédherung beschrieben werden, bei der die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen durch ein dufleres Feld ersetzt wird, welches den
Einfluss aller Teilchen auf das Verhalten des Gesamtsystems beschreibt. Dies entspricht
einer Einteilchenbeschreibung, die Dynamik wird durch die Mean-Field-Wellenfunktion
1 wiedergegeben. Zum anderen, und darauf soll der Fokus in dieser Arbeit liegen, kann ei-
ne dariiber hinausgehende Vielteilchenbeschreibung verwendet werden, mit welcher auch
Vielteilcheneffekte beriicksichtigt werden kénnen. Ziel ist es, eine Methode zu finden, mit
der das Verhalten der PT-symmetrischen Zustédnde des offenen Zweimuldensystems im
Vielteilchensystem simuliert werden kann.

Im folgenden Kapitel soll nun die Mean-Field-Beschreibung des Systems eingefiihrt
werden. Das Mean-Field-Verhalten des Viermuldensystems wurde bereits in zahlreichen
Arbeiten untersucht [30, 32-34, 36|, weshalb hier nur die Aspekte zusammengefasst wer-
den sollen, die fiir die vorliegende Arbeit relevant sind.

16



3. Mean-Field-Beschreibung des
Viermuldensystems

In diesem Kapitel wird die Mean-Field-Beschreibung des Viermuldensystems auf Grund-
lage der Gross-Pitaevskii-Gleichung eingefiihrt. Genau genommen stellt die Beschreibung
eines Bose-Einstein-Kondensats in einem Potential ein Vielteilchenproblem dar, jedoch
liefert die Mean-Field-Beschreibung bei tiefen Temperaturen und grofien Teilchenzahlen
eine gute Ndherung [17, 19].

In [30] wurde gezeigt, dass durch Vergleich der Dynamik der Mulden des offenen
Zweimuldensystem mit der Dynamik der inneren beiden Mulden des Viermuldensystems
Gleichungen fiir die Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter im Mean-Field hergeleitet
werden konnen. Werden die Kontrollparameter zeitlich entsprechend gewahlt, so lasst
sich in den inneren beiden Mulden P7T-Symmetrie realisieren.

In Abschnitt 3.1 wird das 4 x 4-Matrixmodell zur Beschreibung des Viermuldensystems
eingefithrt und in Abschnitt 3.2 wird eine Zusammenfassung der Herleitung der Zeitab-
héngigkeiten der Kontrollparameter gegeben. Diese Gleichungen werden spéter in der
Arbeit dazu verwendet, um zu zeigen, dass sich auch die P7T-brechenden Eigenzustidnde
des Zweimodenmodells in einem hermiteschen Viermuldensystem realisieren lassen.

3.1. 4 x 4-Matrixmodell

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir das in Abschnitt 2.3 eingefiihrte Viermuldensystem
lésst sich in einem 4 x 4-Modell zusammenfassen. Fiir die Dynamik des Systems im
Mean-Field ergibt sich

(0 Gili]? + e —Ji2 0 0 (0
O | —Jiz @l te —Jo3 0 (e
ot | v¥s 0 —Ja3 g3|Us|* + €3 —J34 3
Yy 0 0 —J3y galtal® + & (on

(3.1)

Damit das Verhalten des offenen Zweimuldensystems (2.11) durch das Viermuldensys-
tem simuliert werden kann, ist es, wie schon erwahnt, notig, dass die Kontrollparameter
J12, J34, €1 und €4 zeitabhéngig sind. Die Zeitabhéngigkeiten der Groflien wurde in Glei-
chung (3.1) und wird im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber unterdriickt.

Fiir das Zweimuldensystem gibt die Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.11) die Dynamik
wieder. Damit nachher ein Vergleich der Gleichungen (2.11) und (3.1) leichter fillt, soll
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3. Mean-Field-Beschreibung des Viermuldensystems

Gleichung (2.11) hier nochmals mit der Bezeichnung der Indizes im Viermuldensystem
angegeben werden:

-a(¢2>_(9|@/}2|2+w —Ja3 ><¢2)
i— = 5. : (3.2)
ot \ V3 —Ja3 gls|® =iy V3
Damit ein PT-symmetrisches System vorliegt, muss das Potential die Gleichungen (2.5)
erfilllen. Fiir den Hamiltonoperator in Gleichung (3.1) bedeutet das, dass ea = €3 = 0
gelten muss. Der Einfachheit halber wird im Folgenden die Annahme getroffen, dass
g1 =92=93=gs=4-

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass kein Hamiltonoperator zur separaten
Beschreibung der inneren Mulden des Viermuldensystems existiert, da die Reservoir-
mulden durch die Tunnelprozesse, beschrieben durch die Tunnelraten Jio und .J34, an

die Systemmulden koppeln. Im Folgenden soll nun die Zeitabhéngigkeit der Kontrollpa-
rameter diskutiert werden.

3.2. Zeitabhangigkeit der Kontrollparameter im
Mean-Field

Ziel ist es nun, dass die inneren beiden Mulden des Viermuldensystems (3.1) dieselbe
Dynamik aufweisen wie die Mulden des offenen Systems in Gleichung (3.2). Dazu werden
die Parameter des optischen Viermuldenpotentials zeitlich variiert, also ist die Zeitab-
héngigkeit der freien Parameter Jis, J34, €; und €4 zu bestimmen. Der folgende Abschnitt
orientiert sich an [33] und gibt eine Zusammenfassung der Herleitung der Zeitabhangig-
keit der Kontrollparameter'. Besonderes Augenmerk soll dabei auf die Annahmen, die
in diese Herleitung eingehen, gelegt werden, da in Kapitel 6 neue Zeitabhidngigkeiten
formuliert werden, die auf anderen Annahmen beruhen. Die Gleichungen, die spéter in
dieser Arbeit hergeleitet werden, erlauben es, im Vielteilchensystem mehr Nebenbedin-
gungen zu erfiillen als die in diesem Kapitel vorgestellten Gleichungen und neben der
Dynamik reiner Anfangszustdnde auch die Zeitentwicklung unreiner Anfangszustéinde
im System zu bestimmen.

Beziehungen zwischen den Phasen Die Mean-Field-Wellenfunktion in Mulde ¢ lasst
sich eindeutig durch die Teilchenzahl n; und die zugehérige Phase ; festlegen und lésst
sich darstellen als

i(t) = /ni(t)e¥ O, (3.3)

Wird nun die Dynamik der Wellenfunktionen der inneren beiden Mulden des Viermulden-
systems mit derjenigen des offenen Zweimuldensystems verglichen, d.h. wird gefordert,

n [33] wurde fiir den Freiheitsgrad, der in [30] auftritt, eine spezielle Wahl getroffen. Das Vorhan-
densein eines Freiheitsgrades wird in Kapitel 6 nochmals aufgegriffen und diskutiert.
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3.2. Zeitabhédngigkeit der Kontrollparameter im Mean-Field

dass
0 1.0
1&%,1\4:2 = 1§?/J2,M=4 (3.4a)
und
0 1.0
1§¢3,M=2 = 1§?/J3,M=4 (3.4b)
gelten sollen, so folgen mit Gleichung (3.3) die Relationen
T
Yr—va =g (3.5a)
und
s
s —p3 = 7. (3.5b)

2

Dies bedeutet, dass die Phasendifferenzen zwischen den Mulden 1 und 2 bzw. 3 und 4
zeitlich konstant den Wert —m/2 bzw. 7/2 besitzen miissen, d.h. es existiert eine feste
Phasenbeziehung.

Zeitabhangigkeit der Tunnelraten Nun sollen zuerst die Zeitabhéngigkeiten der Tun-
nelraten bestimmt werden. Dazu wird gefordert, dass sich die zeitliche Anderung der
Besetzungszahlen ny und ng der inneren Mulden im offenen System und im hermite-
schen System gleich verhalten sollen, d.h. es soll gelten

.0 1.0
15 M2,M=2 = 152, M=4; (3.6a)
.0 1.0
15, 18,M=2 = 15,18 M=1- (3.6b)

Aus den Forderungen (3.6) folgen unter Verwendung der Gleichungen (3.2) und (3.1)
direkt Ausdriicke fiir die Zeitabhéngigkeiten der Tunnelraten. Sie lauten

2
J12: :?/nz (37&)
J12
und
2
oy = 22, (3.7b)
J34

wobel die reduzierte Stromdichte

=1 (v — i) (3.8)

eingefithrt wurde. Es wird dabei die von Kreibich [34] eingefiihrte Notation verwendet.
In dieser Notation ist der Strom ji; von Mulde k£ zu Mulde | gegeben durch

i = 1w (Vb — Vi) = Judu = — - (3.9)

Die Definition (3.8) wird spéter zur Beschreibung des Vielteilchensystems verallgemei-
nert.
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3. Mean-Field-Beschreibung des Viermuldensystems

Zeitabhdngigkeit der Onsite-Energien Ebenfalls in Anlehnung an [34] sollen Korre-
lationen zwischen den Mulden £ und [ mit ¢, bezeichnet werden und sind gegeben durch

Cht = Vet + Vit (3.10)

Wertet man die Korrelationen (3.10) fiir die Mean-Field-Wellenfunktion (3.3) aus, so
erhilt man fiir die Korrelationen zwischen jeweils einer Reservoirmulde und einer inneren
Mulde unter Verwendung von Gleichung (3.5)

3.5
C1g2 = 2\/711712 COS(QOl - CPQ) (:) 0 (311&)
und
3.5
C34 = 2\/723714 COS(QO3 - (,04) (:) O, (311b)

d.h. die Korrelationen ¢;5 und ¢34 miissen verschwinden, wenn fiir die Phasendifferenzen
die Gleichungen (3.5) erfiillt sein sollen. Dass die Gleichungen (3.11) erfiillt sind, kann
durch eine entsprechende Wahl des Anfangszustands sichergestellt werden, d.h. der An-
fangszustand muss so gewihlt werden, dass ¢12(0) = 0 und ¢34(0) = 0 gelten. Nun sollen
fir die Phasendifferenzen fiir alle Zeiten ¢ die Gleichungen (3.5) gelten und somit die Re-
lationen (3.11) fiir alle ¢ erfiillt sein, d.h. es muss gefordert werden, dass die Ableitungen
der Gleichungen (3.11) nach der Zeit ebenfalls verschwinden:

0 !
a612(15) 0, (3.12a)
0 !
acm(t) = 0. (3.12b)

Einsetzen von Gleichung (3.1) fithrt schliefllich auf die Ausdriicke

€1 = —Jz:a{ﬁ — (g1n1 — g2n2) (3.13a)
J12
und
€4 = —JQ%ﬁ — (gan4 — g3n3) (3.13b)
34

fiir die Onsite-Energien. Es soll angemerkt werden, dass die Gleichungen (3.7) und (3.13)
nur im Rahmen der Mean-Field-Beschreibung gelten. In Abschnitt 4.2.5 werden entspre-
chende Ausdriicke fiir das Vielteilchensystem angegeben.

Anfangsbedingungen Die Gleichungen (3.2) sowie (3.1) stellen partielle Differential-
gleichungen dar, fiir deren Losung Anfangsbedingungen benotigt werden. Um P77 -Sym-
metrie in der Dynamik zu erreichen, muss schon der Anfangszustand P7T -symmetrisch
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3.2. Zeitabhédngigkeit der Kontrollparameter im Mean-Field

sein. Im Viermuldensystem lassen sich %023 und %323 mithilfe von Gleichung (3.1) schrei-
ben als

0 ~
502 = (2J23 + gcas) (ng — ng) (3.14a)

und

0 ~
8_623 = —(3]23 (ng — 713) . (314b)
t
Die PT-symmetrische Losung des offenen Zweimodenmodells liegt dann vor, wenn
ny = ng = n gilt (siehe Anhang A), d.h. mit den Gleichungen (3.14) folgen %j% = 0 und

%023 = 0. Ist zur Anfangszeit ¢t = 0 also Gleichbesetzung und PT-Symmetrie gegeben,

so andern sich die Groflen ng, ns, 523 und cy3 auch in der Dynamik des Viermulden-
systems nicht. Die Anfangszustinde in den inneren beiden Mulden sind dann durch die
stationdren Losungen (A.12) des Zweimuldensystems gegeben und der Anfangszustand

1(0) zur Berechnung der Dynamik des Viermuldensystems lautet unter Verwendung von
Gleichung (3.5)

¥1(0) nl(O)ei(“’S*g(O)*%)
— ¢2(0) n(O)ei‘%’s,g(O)
»(0) = P3(0) | n(0)e s (0) (3.15)
¥4(0) na(0)ei(#a0)-3)
mit :
©s.4(0) = —5 arcsin (%) , (3.16)

wobei der Index s die symmetrische Losung bezeichnet und der Index g den Grundzu-
stand. Die Anfangsbesetzungen n;(0) und n4(0) der Reservoirmulden lassen sich dabei
frei wihlen, ebenso wie die Besetzung n(0) in den inneren beiden Mulden.

Es lasst sich also festhalten, dass im Mean-Field mithilfe der Zeitabhéngigkeiten (3.7)
und (3.13) der Kontrollparameter und des Anfangszustands (3.15) P7T-Symmetrie in
den inneren beiden Mulden des Viermuldensystems realisiert werden kann. Die Mean-
Field-Dynamik des P7T-symmetrischen Zustands (3.15) ist in Anhang B dargestellt,
auflerdem werden an dieser Stelle auch analytische Losungen fiir die Zeitabhingigkeiten
der Kontrollparameter gegeben.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass die Eigenzusténde (A.12) auf die Anzahl
der Teilchen im System normiert sind, wohingegen in Gleichung (3.15) direkt die An-
fangsbesetzung n(0) eingeht. Die Normierung hier nicht zu verwenden hat spéter bei der
Betrachtung des Vielteilchensystems den Vorteil, dass die Teilchenzahl in den einzelnen
Mulden direkt festgelegt werden kann. In den numerischen Ergebnissen in Kapitel 5 wird
im Nachhinein aber wieder auf die Teilchenzahl in den inneren beiden Mulden normiert,
sodass sich die Resultate leicht mit Ergebnissen anderer Arbeiten vergleichen lassen.
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4. Vielteilchenbeschreibung

Die in Kapitel 3 eingefithrte Mean-Field-Beschreibung des Viermuldensystems beriick-
sichtigt keine Vielteilcheneffekte. Das System stellt aber ein Vielteilchensystem dar,
in dem Vielteilcheneffekte eine Rolle spielen. Folglich ist eine Vielteilchenbeschreibung
zur Erfassung aller auftretenden Effekte notwendig. Um spéter iiber die Mean-Field-
Néherung hinausgehen zu kénnen, werden in diesem Kapitel die Grundlagen fiir ei-
ne Vielteilchenbeschreibung gelegt. In Abschnitt 4.1 wird das Bose-Hubbard-Modell,
welches zur Beschreibung von Bosonen in optischen Gittern verwendet werden kann,
eingefithrt. Da der korrespondierende Hilbertraum rasch mit der Teilchenzahl wéchst
(siche Gleichung (4.4)), empfiehlt sich die Verwendung von Niaherungsmethoden zur Be-
stimmung der Vielteilchendynamik. In dieser Arbeit wird die Bogoliubov-Backreaction-
Methode verwendet, die in Abschnitt 4.2 diskutiert wird. Am Ende dieses Kapitels wird
auf die Bestimmung der Kontrollparameter im Vielteilchensystem eingegangen.

4.1. Bose-Hubbard-Maodell mit zeitabhangigen
Parametern

Das Bose-Hubbard-Modell wurde von Jaksch et al. [37] zur Beschreibung ultrakalter
Bosonen in optischen Gittern eingefithrt und von experimenteller Seite [38-41] erfolgreich
untersucht.

Der Hamiltonoperator des Bose-Hubbard-Modells kann ausgehend vom Hamiltonope-
rator fiir wechselwirkende Bosonen in zweiter Quantisierung hergeleitet werden. Die Feld-
operatoren werden dazu in einer Basis bestehend aus Wannier-Funktionen entwickelt und
es wird dabei verwendet, dass bei tiefen Temperaturen die s-Wellenstreuung dominiert.
Fiir eine ausfiihrliche Herleitung sei auf [37] verwiesen.

In dieser Arbeit wird ein dynamisches Bose-Hubbard-Modell mit zeitabhdngigen Pa-
rametern verwendet, da die Parameter zur Realisierung von PT-Symmetrie eine Zeitab-
héngigkeit aufweisen miissen, was bereits am Mean-Field-Grenzfall deutlich wurde. Der
Hamiltonian des dynamischen Bose-Hubbard-Modells hat also die Form

. 1
_ "T N - A~ N . A
Hpy = <§ :,> it (6) i + 5 §m Upnit (A — 1) + Em €m(O)m,  (4.1)

wobei al den Erzeugungsoperator bezeichnet und ein Boson am Gitterplatz m erzeugt
und a,, den Vernichtungsoperator darstellt und ein Boson am Gitterplatz m vernichtet.
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4. Vielteilchenbeschreibung

Der Operator n,, bezeichnet den Besetzungszahloperator mit n,, = din&m und liefert die
Anzahl der Teilchen am Gitterplatz m. Da Bosonen ununterscheidbar sind und sich bei
geniigend tiefen Temperaturen im niedrigsten Bloch-Band befinden, wird ein Zustand
vollsténdig durch die Anzahl der Teilchen in den einzelnen Mulden charakterisiert. Fiir
eine Vielteilchenbeschreibung bietet sich daher die Verwendung einer Fock-Basis an, fiir
vier Mulden ist ein Basiszustand |nq, ny, ng, ny) festgelegt iiber die Besetzungszahlen n;
mit ¢ =1,...,4 in den vier Mulden. Die Wirkung der Operatoren lautet dann

all. ... fm, ) =vVn,+1. o on,+1,..0) (4.2a)

und

I R L VO Y e I (4.2b)

Fiir die Operatoren (4.2) gelten die bosonischen Vertauschungsrelationen

[, @] = S, (4.3a)

[a, @] =0 (4.3b)
und

[af,al] = 0. (4.3¢)

Der erste Term in Gleichung (4.1) beschreibt das Tunneln eines Bosons von einem
Gitterplatz auf den Benachbarten. Die Tunnelrate zwischen den Mulden k£ und [ wird mit
Jy, bezeichnet. Es wird nur iiber benachbarte Gitterplédtze summiert, d.h. Nicht-néchster-
Nachbar-Spriinge werden vernachléssigt. Die Onsite-Wechselwirkung zwischen mehreren
Teilchen am selben Gitterplatz wird durch den zweiten Term beschrieben, wobei U die
mikroskopische Kontaktwechselwirkung darstellt. Der dritte Term in Gleichung (4.1)
bestimmt schliefSlich die Onsite-Energie.

Die Berechnung der Dimension D des zum Fock-Raum |ny, ..., ny) zugehorigen Hil-
bertraums lésst sich auf ein einfaches kombinatorisches Problem zuriickfiithren und ergibt
sich aus der Gesamtteilchenzahl Nges im System und der Anzahl M der Mulden iiber

(4.4)

Nt M —1
Dwﬁﬂn:(g*' )

N, ges

Fiir Nges — 00 und Nges > M liefert die Betrachtung des fithrenden Terms in Gleichung
(4.4) den Ausdruck [33]
Ng(M_n
D NeS7M ~ = 9 45
d.h. fiir grofle Teilchenzahlen wéchst der Hilbertraum exponentiell mit der Anzahl der
Mulden M und polynomial mit der Gesamtteilchenzahl Nge. Der Hilbertraum wird also
schnell sehr grofl; was spéter bei der Wahl der numerischen Methoden beriicksichtigt
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werden muss. Fiir das in dieser Arbeit betrachtete Viermuldensystem mit M = 4 er-
gibt sich beispielsweise schon fiir Nges = 22 Teilchen im Gesamtsystem nach Gleichung
(4.4) eine Dimension des Hilbertraums von D = 2300, d.h. zur Reduktion des numeri-
schen Aufwands empfiehlt sich die Verwendung von Nédherungen. Im Folgenden soll die
Bogoliubov-Backreaction-Néherung eingefiithrt werden.

4.2. Bogoliubov-Backreaction-Naherung

Wie schon erwahnt, wichst die Dimension des Hilbertraums rasch mit der Teilchen-
zahl (siehe Gleichung (4.4)), weshalb es sich anbietet, eine Ndherung zur Bestimmung
der Vielteilchendynamik zu verwenden. Es wurde dafiir die Bogoliubov-Backreaction-
Methode nach Anglin und Vardi [42, 43] ausgewéhlt, welche bereits fiir ein geschlossenes
Zweimoden-Bose-Hubbard-System [42, 43], Bose-Hubbard-Ketten [44] und andere Syste-
me [45] Anwendung fand. Bei der Auswertung der Dynamik mithilfe der BBR-Methode
héngt der numerische Aufwand nicht von der verwendeten Teilchenzahl ab, sondern die
Teilchenzahl geht nur als Parameter in die Berechnung ein. Das Verfahren fiihrt auf
einen Satz gekoppelter Differentialgleichungen, welche beispielsweise mit Runge-Kutta-
Algorithmen integriert werden kénnen. Im Folgenden sollen die Grundlagen dieser Me-
thode diskutiert werden. In Unterabschnitt 4.2.1 wird eine dquivalente Formulierung des
Bose-Hubbard-Modells iiber eine BBGKY-Hierarchie gegeben, in Unterabschnitt 4.2.2
wird die Ndherungsmethode vorgestellt und auf die Wahl der Anfangszustdnde und der
Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter eingegangen.

4.2.1. Aquivalente Formulierung des Bose-Hubbard-Modells iiber
eine BBGKY-Hierarchie

Mithilfe der Von-Neumann-Gleichung

1%,@ - [ﬁ,ﬁ} , (4.6)

welche die Zeitentwicklung des Dichteoperators p angibt, und des Hamiltonoperators
(4.1) des Bose-Hubbard-Modells ldsst sich die sogenannte BBGKY-Hierarchie (Bogoliu-
bov-Born-Green-Kirkwood-Yvon-Hierarchie) herleiten. Sie beschreibt die volle Vielteil-
chendynamik des Systems und stellt ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem mit
Nges Ordnungen dar, wobei Nges die Teilchenzahl im Gesamtsystem bezeichnet.

. Ry o o .
Fiir das betrachtete System lassen sich die Dichteoperatoren 67;, 671ms Ohimmnrss - P€1
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4. Vielteilchenbeschreibung

Verwendung einer Fock-Basis darstellen als

&y = alay, (4.7a)

G = k0 i, (4.7b)

&;ﬂlmnrs aza; Inanaras (47C)

Die Erwartungswerte dieser Dichteoperatoren sollen mit (67,) = (¥|a,aly) = oy,
(Grimn) = (W]aLa] aman|t)) = by - -~ bezeichnet werden und stellen die Elemente

der Dichtematrizen dar.

In den Dichteoperatoren (4.7) befinden sich alle Erzeuger auf der linken Seite und alle
Vernichter auf der rechten Seite. Um spéter die Dynamik effizient bestimmen zu kénnen
(sieche dazu Anhang E.3), empfiehlt es sich, Operatoren zur Beschreibung der Dynamik
zu verwenden, in welchen Erzeuger-Vernichter-Paare auftreten. Im Folgenden werden
mit & stets Operatoren gekennzeichnet, die Teilchen paarweise erzeugen und vernichten,
d.h. es gelten insbesondere

G = aa, (4.8a)

Gktmn = G4agal i, (4.8Db)

Gtimnrs = @400 (L. (4.8¢)

Die zugehorigen Erwartungswerte sollen mit (6x) = (Y|a,@|v) = ow, (Okimn) =
(Y|afaial dnl) = ki, - - . bezeichnet werden. Die Vielteilchenoperatoren (4.8) erge-

ben sich aus den Vielteilchendichteoperatoren (4.7) mithilfe der Vertauschungsrelation
(4.3a). So lasst sich beispielsweise der Zweiteilchenoperator G, iber

Ghtmn = G4l dn = 650 — OmOkn (4.9)
aus dem Zweiteilchendichteoperator 4;,,,,, in Gleichung (4.7b) bestimmen.

An dieser Stelle soll Folgendes angemerkt werden: Um die Termini so einfach wie
moglich zu halten, werden in dieser Arbeit in Anlehnung an [33] die Operatoren (4.8)
als Fin-, Zwei-, und Dreiteilchendichteoperatoren bezeichnet und nicht, wie ansonsten
iiblich, die Operatoren (4.7). Analog werden die zugehorigen Erwartungswerte o, 0gimn
und opmnrs als Elemente der Ein-, Zwei- und Dreiteilchendichtematrizen bezeichnet.
Im Folgenden werden nun Bewegungsgleichungen fiir die Elemente der Dichtematrizen
hergeleitet.

Werden die Erzeuger und Vernichter in Gleichung (4.1) durch die Operatoren 64 und
Okimn €rsetzt, so fithrt das auf den Hamiltonoperator
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4.2. Bogoliubov-Backreaction-Nédherung

welcher natiirlich dieselbe Dynamik wie der Hamiltonoperator (4.1) liefert. Die Dynamik
der Einteilchendichtematrix kann mithilfe des Hamiltonoperators (4.10) und der Von-
Neumann-Gleichung (4.6) bestimmt werden:

i%<6kl> = <[ak1H}> (4.11)

Nach Auswertung der Gleichungen (4.11) ergeben sich fiir die Einteilchendynamik

TR Je—1,60k—10 + Jop1 kOk1,0 — J11-10k0-1 — J11410k 141

- U (Ukkkl - Ukl) +U (Ukm - Ukl) - (Ek - 61) Okl
= Zkl — (Ek — El) Okl (412)

wobei die Abkiirzung 7, eingefiihrt wurde, mit

Zii = Je—1k0k-10 + Jer1k0k10 — Ji—10k1-1 — J11410k, 141
— Uy (Ukkkl - Ukl) + U (Uklll - Ukl) . (4~13)

Fiir die spétere Verwendung werden an dieser Stelle auch noch die Abkiirzungen Xj; und
Y}, eingefiihrt, welche den doppelten Real- bzw. Imaginérteil von Z; darstellen, d.h.

Xkl = 2Re (Zkl) (414&)
und

In Gleichung (4.12) kommen neben den Elementen der Einteilchendichtematrix auch
Elemente zweiter Ordnung vor, d.h. die Dynamik der Einteilchendichtematrizen koppelt
durch den Wechselwirkungsterm an die Dynamik der Zweiteilchendichtematrizen. Die
Zeitableitung der Zweiteilchendichtematrix koppelt wiederum an die Dynamik der Drei-
teilchendichtematrix. Allgemein ldsst sich zeigen, dass die m-te Ordnung an die (m-+1)-te
Ordnung koppelt, was insgesamt die sogenannte BBGKY-Hierarchie [42, 43] ergibt:

5 0u) = F (), Guamn). (4.150)
0
1a<a—klmn> - f (<5-kl>7 <a-klmn>7 <a-k:lmn'rs>) , (415b)
0
i§<&klmnrs> = f({Gr1)s (Grtmn), (Ortmnrs) s (Thimnrspq)) (4.15¢)
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4. Vielteilchenbeschreibung

Die zweite Ordnung dieser Hierarchie soll fiir die spétere Verwendung an dieser Stelle
explizit angegeben werden. Fiir die Dynamik der Elemente zweiter Ordnung ergibt sich

0

1a0klmn = kal,ko'kfl,lmn + Jk+1,k0k+1,lmn - Jl,lflo'k,lfl,mn - Jl,l+10k,l+1,mn

+ Jmfl,makl,mfl,m + Jm+1,m0kl,m+l,n — Jn,n—-10kimn—1 — Jn,n+10klm,n+1
— U (Okkkimn — kimn) + Ut (Ckttmn — Trimn) — Um (Ckimmmn — Tkimn)
+ Un (Oklmnnn — Uklmn) - (Ek — € + €m — En) Oklmn- (416)

Bei einer Gesamtteilchenzahl Nges im System besitzt das Gleichungssystem (4.15) Nges
Ordnungen, wobei jede Ordnung bei vier Mulden 4" Differentialgleichungen liefert, mit n
der Anzahl der Indizes. Die Anzahl der zu l6senden gekoppelten Differentialgleichungen
steigt mit der Ordnung und somit mit der Gesamtteilchenzahl im System rasch an. Um
das Differentialgleichungssystem handhabbar zu machen und ein geschlossenes System zu
erhalten, wird die BBGKY-Hierarchie nach einer bestimmten Ordnung m abgeschnitten
und die Elemente der Ordnung (m + 1) werden durch die Elemente der niedrigeren
Ordnungen genéhert. Fiir m = 2 fithrt dies auf die sogenannte Bogoliubov-Backreaction-
Néherung.

4.2.2. Backreaction

Die BBGKY-Hierarchie beschreibt die Vielteilchendynamik des Systems vollstdndig und
ist dquivalent zu einer Beschreibung mit Gleichung (4.1). Eine Nidherung der vollen
Vielteilchendynamik ist durch die BBR-Naherung gegeben. Dafiir wird die BBGKY-
Hierarchie nach der zweiten Ordnung abgeschnitten und die auftretenden Elemente drit-
ter Ordnung durch Elemente der ersten und der zweiten Ordnung ausgedriickt. Somit
konnen Zweiteilcheneffekte in der Dynamik beriicksichtigt werden, wahrend die in Ka-
pitel 3 diskutierte Mean-Field-Theorie nur Einteilcheneffekte einbezieht.

Die Elemente der Dreiteilchendichtematrizen in Gleichung (4.16) konnen néherungs-
weise als eine Kombination der Elemente der Ein- und Zweiteilchendichtematrizen aus-
gedriickt werden [42, 43, 46|, was eine ,,Backreaction® darstellt':

Oklmnrs — OklOmnrs + OrsOkimn + OmnOklrs — 20klamn0rs- (417)

Somit bilden die Gleichungen (4.12) und (4.16) mit (4.17) ein geschlossenes Differential-
gleichungssystem fiir oy und opp,. Fiir vier Mulden erhélt man auf diese Art und Weise
272 zu losende gekoppelte Differentialgleichungen.

4.2.3. Symmetrien der BBR-Naherung

In einem System mit M Mulden liefern die Differentialgleichungen (4.12) M? und die
Differentialgleichungen (4.16) M* komplexe Gleichungen. Es zeigt sich, dass nicht al-

!Eine Zusammenfassung der Herleitung der Niherungsformel (4.17) ist in Anhang C zu finden. Fiir
eine weiterfithrende Diskussion sei an dieser Stelle auf [42, 43, 46] verwiesen.
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4.2. Bogoliubov-Backreaction-Nédherung

le diese Gleichungen unabhéngig voneinander sind, sondern dass gewisse Symmetrien
existieren. Um spéter den numerischen Aufwand zu reduzieren, sollen diese Symmetrien
kurz diskutiert werden.

Fiir die Elemente der Einteilchendichtematrix gilt offensichtlich

o = (aha) = (afar)* = oy, (4.18)

die Diagonalelemente sind iiberdies rein reell, d.h. es gilt o}, = ok, = ng. Somit verblei-
ben M? reelle Eintriige.
Die Elemente zweiter Ordnung erfiillen

Oktmn = (@it @n) = (A} amitjax) = 5 (4.19)
auBerdem lassen sich unter Verwendung der Vertauschungsrelation (4.3a) zusétzlich die

Symmetrien

Okimn = Omikn + OknOmi — OmnOki, (4.20a)

Oktmn = Oknmi T OknOml — OkiOmn (4.20Db)
und

Oklmn = Omnki + OknOml — OmiOkn (4.20c)

finden. Die Symmetrien in den Gleichungen (4.20) sind allerdings nur in der echten
Vielteilchendynamik vorhanden, die BBR-Néaherung bricht diese Symmetrien durch die
Niherung der Elemente dritter Ordnung. Dieses Verhalten wurde in [47] ausfiihrlich
untersucht. Sie werden daher nicht bei der Berechnung der Dynamik ausgenutzt, spielen
aber dennoch bei der Konstruktion von unreinen Zusténden eine wichtige Rolle.

An dieser Stelle bietet es sich an, analog zu [26, 27, 44-46], die Kovarianzen Ay,
einzufiihren, da sich mit ihnen die Symmetrien, die sich mithilfe der Vertauschungsre-
lationen ergeben, iibersichtlich zusammenfassen lassen. Die Kovarianzen sind gegeben
durch

Aklmn = Oklmn — OkiOmn- (421)

Zusammen mit den Elementen der Einteilchendichtematix beschreiben die Kovarianzen
das System dquivalent zur Darstellung mit oy, Die Differentialgleichungen (4.16) kon-
nen mithilfe der Definition (4.21) fiir die Kovarianzen umformuliert werden. Es ergeben
sich fiir die Dynamik der Kovarianzen die Gleichungen [45, 46]

NG,
1§Aklmn = Joo1 5 Q%=1 imn + Jet1 5D+ 1,0mn — J1i—1 D% 1—1,mn — 1141 Dk i41,mn

+ T 1 mDkim—1,n + It 1,mDktmt1n — Inn—1D%mn—1 = Jnt10Dkimon+1
—(exr—ea+tem—€,— U+ U —Upn + Uy) At

— (Dktmn (Ukowr — Uioy + UnyOrm — UnOn)

+ U D ikmnoit — UlDimn it + Un Dimmmn — UnDinnOmn) (4.22)
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4. Vielteilchenbeschreibung

wobei in dieser Darstellung die Niaherung (4.17) schon enthalten ist. Die Gleichungen
(4.12) und (4.22) stellen dann einen zu den Gleichungen (4.12) und (4.16) dquivalenten
Satz gekoppelter Differentialgleichungen dar.
Fiir die Kovarianzen lassen sich zwei Symmetrien finden [35]. Die erste Symmetrie
lautet, analog zu Gleichung (4.19),
Apimn = A

nmlk:*

(4.23)

Die zweite Symmetrie gilt wieder nur fiir die echte Vielteilchendynamik. Sie lésst sich
mithilfe der Vertauschungsrelationen (4.3) finden und ergibt sich zu

Agimn = (@ dnal,an) — (aar) (af,an)
= (al,anaf i) — Opn(al,ar) + Oum(@an) — (al,an)(alar)
= Amnkl - 6kn0ml + 5lmakn- (424)

Die Anzahl der unabhéngigen Elemente bestimmt sich folgendermafien: Aufler fiir den
Fall Kk = m und | = n ldsst sich mit der Symmetrie (4.24) zu jedem Element eines
finden, welches vom ersten abhingig ist. Fiir M? Elemente gilt ¥ = m und | = n,
d.h. (M* — M?)/2 Kovarianzen lassen sich durch andere Elemente ausdriicken. Somit
verbleiben unter Ausnutzung der Symmetrie (4.24) M* — (M* — M?)/2 = (M* + M?)/2
komplexe Elemente. Mithilfe der Symmetrie (4.23) folgt, dass jedes der verbliebenen
Elemente entweder reell ist, oder ein komplex konjugiertes Gegenstiick besitzt, d.h. die
Anzahl der unabhingigen Elemente reduziert sich auf (M* + M?)/2 reelle Elemente.

Die Anfangswerte, die zur Losung der Differentialgleichungen (4.12) und (4.16) ver-
wendet werden, miissen die Symmetrien (4.18), (4.19) und (4.20) erfiillen. Dies muss
insbesondere beachtet werden, wenn man unreine Anfangszusténde wahlen will, was in
Kapitel 6 untersucht wird.

4.2.4. Bestimmung von Anfangswerten fiir die BBR-Methode

Zur Losung der Differentialgleichungen (4.12) und (4.16) werden Anfangsbedingungen
fiir die Elemente der Ein- und Zweiteilchendichtematrizen bendétigt. Es wird hier ein
Vorschlag von Dast [26] aufgegriffen, wobei dazu der Erwartungswert der entsprechen-
den Operatoren mit dem Vielteilchenzustand eines reinen Kondensats ausgewertet wird.
Man erhiilt so einen reinen? Anfangszustand fiir das Vielteilchensystem, welcher aus den
Mean-Field-Koeffizienten konstruiert wird. In dieser Arbeit wird in Kapitel 6 eine Me-
thode entwickelt, geeignete unreine Zusténde fiir das Vielteilchensystem zu konstruieren,
mit welchen sich das Verhalten der PT-symmetrischen Zusténde des offenen Zweimul-
densystems in der ersten Ordnung der Hierarchie des Vielteilchensystems realisieren
lésst.

2Zur in dieser Arbeit verwendeten Definition der Reinheit eines Zustands sieche Anhang D.
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4.2. Bogoliubov-Backreaction-Nédherung

Der Mean-Field-Zustand eines Kondensats in einem Bose-Hubbard-System ist gegeben
durch M Mean-Field-Koeffizienten 1; mit ¥ = (¢, . .. ,@Z)M)T, wobei M wieder die An-
zahl der Mulden darstellt. Ein reines Kondensat bei einer festen Gesamtteilchenzahl Ngeg
kann als Produkt identischer Einteilchenzustdnde dargestellt werden. Der entsprechende
Vielteilchenzustand |, Nges) ist der Produktzustand

Nuos
1 M ges

’¢7Nges> = \/F (E :wjd;r> ’O> (4'25>
ges® \ j=1

Wertet man nun den Erwartungswert von ala; fiir das reine Kondensat (4.25) aus, so
ergeben sich fiir die Anfangswerte der Momente erster Ordnung

o1 = (¥, Nyes| @} cu|th, Nyes) = Nyestiithy, (4.26)
wobel die Relation
&k|,¢)7 Nges> =V Nges¢k|¢u Nges - 1> (427)

verwendet wurde. Fiir die zweiten Momente ergeben sich analog

Oklmn = <,l/)7 Nges|&£&ldindn|q/)a Nges>
= (3, Nuesat}, (a1 + 1) @ |1, Nges)
= Nges (Nges — 1) Wpthihy, thn + NeesOtm Uy tn. (4.28)

Im folgenden Abschnitt werden nun Ausdriicke fiir die Zeitabhéngigkeit der Kontrollpa-
rameter im Vielteilchensystem gegeben.

4.2.5. Zeitabhangigkeit der Kontrollparameter im
Vielteilchensystem

In Abschnitt 3.2 wurde bestimmt, wie die Zeitabhangigkeit der Kontrollparameter aus-
sehen muss, um im Mean-Field in den inneren beiden Mulden P7-Symmetrie zu rea-
lisieren. Wie schon erwahnt, gelten die dort bestimmten Gleichungen nur im Rahmen
der Mean-Field-Beschreibung. Fiir eine Vielteilchenbeschreibung mit der BBR-Methode
lassen sich dhnliche Gleichungen finden [33]. In Abschnitt 5.2 wird mithilfe der hier dar-
gestellten Gleichungen die Dynamik der PT-brechenden Zusténde untersucht. Fiir eine
ausfiihrliche Betrachtung der Herleitung der Zeitabhingigkeiten sei auf [33] verwiesen,
hier sollen nur die fiir diese Arbeit relevanten Aspekte zusammengefasst werden. Als Vor-
bereitung sollen zuerst die Ausdriicke (3.8) und (3.10) fiir den reduzierten Strom und
die Korrelation zwischen den Mulden auf die Vielteilchenbeschreibung verallgemeinert
werden.
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4. Vielteilchenbeschreibung

Strom und Korrelation im Vielteilchensystem Die Ausdriicke (3.8) und (3.10) fiir die
reduzierte Stromdichte und die Korrelation kénnen im Vielteilchensystem unter Verwen-
dung der Elemente der Einteilchendichtematrix verallgemeinert werden [33]. Im Vielteil-
chensystem ergibt sich die reduzierte Stromdichte ji; zu

jkl = —1 (Ukl — Ulk) =2Im (Ukl) (429)
und die Korrelation ¢ zu
Crl = Ol + Ol = 2Re (Ukl) s (430)

d.h. die Elemente der Einteilchendichtematrix lassen sich schreiben als

1 o~
Tkl = 5 (Ck:l + ljkz) . (4.31)
An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass sich die Elemente der Einteilchendichte-
matrix im Mean-Field-Grenzfall als Produkt der Mean-Field-Koeffizienten v; darstellen

lassen. Es ist in diesem Fall namlich

Okl = w;iﬂl, (4-32)

und damit liefern die Gleichungen (4.29) und (4.30) die schon in Abschnitt 3.2 einge-
fithrten Ausdriicke (3.8) und (3.10).

Zeitabhdngigkeit der Tunnelraten Um die Zeitabhéngigkeit der Tunnelraten zu be-
stimmen, wird, dhnlich wie in Abschnitt 3.2, die Dynamik der Besetzungszahlen im of-
fenen Zweimuldensystem nach Gleichung (3.2) mit der Dynamik nach Gleichung (4.12)
verglichen. Fiir die Zeitabhéngigkeiten der Tunnelraten folgen auf diese Art und Weise

Jlg(t) = 27;2(” (433&)
und
Jya(t) = 2ms), (4.33b)
J34

Zeitabhangigkeit der Onsite-Energien Im Vielteilchensystem sind die Phasen ¢; mit
i =1,...,4, anders als im Mean-Field-System, wo sie charakteristische Groéflen darstel-
len, nicht definiert. Die Forderungen c12(0) = 0, ¢34(0) = 0 und auch 2¢;3 = 0 und
%034 = 0 lassen sich daher nicht direkt auf das Vielteilchensystem iibertragen. Hat man
beit = 0im Vielteilchensystem allerdings einen reinen (d.h. Mean-Field-artigen) Zustand
wie in den Gleichungen (4.26) und (4.28) vorliegen, fiir welchen dann wieder ¢12(0) = 0

und ¢34(0) = 0 gilt, dann lassen sich dieselben Forderungen stellen wie in Abschnitt 3.2.
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4.2. Bogoliubov-Backreaction-Nédherung

Wird wieder gefordert, dass die zeitlichen Ableitungen dieser Grofien verschwinden sol-
len, so erhélt man fiir die Zeitabhéngigkeiten der Onsite-Energien im Vielteilchensystem

e(t) = —ng‘i”(t) ~- U (51“2@) - 1) + U, (51222(t) - 1) (4.34a)

Ji2(t) 512@) 312(15)

und

L M Jazza(t) A Jaa4a(t) B
64(t) = J23334(t) + U3 ( 534(0 1) U4 ( 534@) 1) . (434b)

Es wurde dabei, in Analogie zu Gleichung (4.29), die Abkiirzung
jklmn = -1 (Uklmn - 0nmlk) =2Im Oklmn (435)

verwendet.

Die so bestimmten Zeitabhéngigkeiten der Kontrollparameter werden im Folgenden
dazu verwendet, die Dynamik der P7T -brechenden Zustédnde in der Vielteilchenbeschrei-
bung zu untersuchen.
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5. Dynamik P7T-brechender Zustande

In diesem Kapitel wird die Dynamik der P7T-brechenden Zusténde des offenen Zweimul-
densystems im hermiteschen Viermuldensystem sowohl in der Mean-Field-Beschreibung
als auch in der Vielteilchenbeschreibung untersucht. In Abschnitt 5.1 wird gezeigt, dass
sich diese Zusténde im hermiteschen Viermuldensystem im Mean-Field-Limit mithilfe ei-
ner entsprechenden Wahl der Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter realisieren lassen.
Dazu werden zunéchst passende Anfangszustinde ermittelt. Mit diesen wird dann die
Dynamik der PT-brechenden Zustdnde im Mean-Field numerisch bestimmt und mit der
Dynamik des offenen Zweimuldensystems verglichen. In Abschnitt 5.2 wird dies dann
in einer Vielteilchenbeschreibung mit der BBR-Methode untersucht, wobei nach einem
Vorschlag von Dast [26] reine Anfangszustinde verwendet werden. Es zeigt sich, dass
diese Beschreibung fiir grofle Teilchenzahlen in den Mean-Field-Grenzfall {ibergeht, sich
das Verhalten der PT-brechenden Zustéinde im Vielteilchensystem auf diese Art und
Weise jedoch nicht realisieren lédsst. Dadurch wird schliellich der in Kapitel 6 verfolgte
Ansatz motiviert, bei welchem unreine Anfangszusténde zur Bestimmung der Vielteil-
chendynamik verwendet werden.

5.1. Dynamik im Mean-Field

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich im Mean-Field die PT-brechenden Zusténde
(A.19) des offenen Zweimuldensystems in einem hermiteschen Viermuldensystem reali-
sieren lassen. Dazu werden in Unterabschnitt 5.1.1 zunéchst passende Anfangszustéinde
bestimmt. Anders als bei der Betrachtung der P7T-symmetrischen Zusténde (A.12) und
(A.13) lasst sich fiir die PT-brechenden Zustédnde selbst im Mean-Field-Limit im Allge-
meinen keine analytische Losung fiir die Zeitabhingigkeit der Kontrollparameter ange-
ben. Fiir den Grenzfall einer verschwindenden makroskopischen Kontaktwechselwirkung
g lasst sich jedoch eine analytische Losung finden, welche in Unterabschnitt 5.1.3 herge-
leitet wird. In Unterabschnitt 5.1.4 wird anschlieend die Dynamik der PT-brechenden
Zustdnde im Mean-Field fiir ¢ > 0 numerisch bestimmt.

5.1.1. Anfangszustdnde

Zunéachst sollen passende Anfangszustédnde fiir die Berechnung der Dynamik gefunden
werden, mit welchen sich die PT-brechenden Zusténde (A.19) im Mean-Field realisieren
lassen. Bei der Herleitung der Zeitabhingigkeit der Kontrollparameter in Abschnitt 3.2
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5. Dynamik PT-brechender Zustédnde

wurde keine Annahme iiber die Art der Anfangszustdnde gemacht; es wurde lediglich
eine Mean-Field-Wellenfunktion der Form ; = \/n_iei‘pi angesetzt. Die Gleichungen (3.7)
und (3.13) fiir die Tunnelraten und die Onsite-Energien gelten damit allgemein, sind also
auch auf die PT-brechenden Zustéinde anwendbar.

Bei der Wahl des Anfangszustands muss sichergestellt werden, dass die Bedingungen
(3.5) an die Phasendifferenzen erfiillt sind. AuBerdem miissen die Anfangswerte in den
inneren Mulden identisch mit jenen des offenen Zweimuldensystems sein. Unter Verwen-
dung der Gleichungen (3.5) und (A.19) folgen fiir die Anfangszusténde zur Berechnung
der Dynamik der P7T -brechenden Zustidnde

nl(o)ei(%—g)

(0)

12(0) Vl0) (1 + K)e

¢<O) = (0) = n(o) (1 _ /i)e—inpa (51)
(0)

na(0)e (e %)

mit der Phase

1 2
P =5 arctan (%) — g (5.2)
und dem Besetzungszahlungleichgewicht x mit
J2
K==x,/1-—F5—. (5.3)
(8)" +7°

Im offenen Zweimuldensystem spaltet der P7T-symmetrische Zustand hoherer Energie
(angeregter Zustand 1, .) am Bifurkationspunkt in zwei P7T-brechende Zusténde mit
k > 0 und k < 0 auf (siehe Bifurkationsdiagramm in Abbildung A.1). Abhéngig davon,
welcher Zweig betrachtet werden soll, muss in Gleichung (5.3) das passende Vorzeichen
fiir k gewéhlt werden.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass der Zustand (5.1) nicht, wie der Zustand
(A.19) des offenen Zweimuldensystems, auf die Anzahl der Teilchen in den inneren Mul-
den normiert ist. Dies hat denselben Grund wie in Abschnitt 3.2: Bei der Berechnung
der Dynamik im Vielteilchensystem ist es in der nicht normierten Darstellung einfa-
cher, die Teilchenzahl in den einzelnen Mulden festzulegen. Die numerischen Resultate
werden, um die Vergleichbarkeit mit anderen Arbeiten zu gewéhrleisten, anschliefend
entsprechend normiert.

5.1.2. Zeitliche Anderung der Besetzungszahlen

Das Viermuldensystem stellt ein geschlossenes System dar. Daher ist die Anderung der
Besetzungszahl in einer Mulde ¢ die Summe des Tunnelstroms j;_; ; in die Mulde hinein
und des Stroms —j; ;41 aus der Mulde heraus. Diese Anderung der Besetzungszahl muss
gleich der Anderung der Besetzungszahl im offenen Zweimuldensystem sein. Im offenen
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5.1. Dynamik im Mean-Field

System &dndert sich die Besetzungszahl in einer Mulde sowohl durch den Tunnelprozess
zwischen den beiden Mulden als auch durch die Kopplung an die Umgebung, welche
durch den Imaginérteil iy des Potentials beschrieben wird.

Betrachtet man die Anderung der Besetzungszahlen im Viermuldensystem (links in
Gleichung (5.4)) und im Zweimuldensystem (rechts in Gleichung (5.4)), so erhélt man

0 !

am,Mzz; = —J12 = —27ny, (5.4a)
0 . o

an2,M:4 = J12 — J23 = 29y — 27/nana, (5-4b)
0 . oo

ans,Mzzx = J23 — J34 = —2yn3 + 2v4/nans (5.4c)

und
0 o
op M= = 34 = 29ng. (5.4d)

Um analytische Ausdriicke fiir die Zeitabhéingigkeit der Tunnelraten (3.7) zu finden,
miissen nq(t), na(t), ng(t) und ny(t) analytisch bekannt sein, fiir die Zeitabhéingigkeit
der Onsite-Energien (3.13) zusitzlich die Zeitabhéingigkeit der Elemente ji3, ji2, jos und
jas. Fiir g # 0 ist das Differentialgleichungssystem (5.4) nicht geschlossen losbar, au-
Berdem sind v, () und 13(t) des offenen Zweimuldensystems nicht analytisch zugénglich
und somit natiirlich auch nicht ;(t) und ¥4(t). Fiir ¢ = 0 ist es jedoch mdoglich, eine
analytische Losung fiir die Tunnelraten und die Onsite-Energien wie in den Gleichungen
(B.4) und (B.5) anzugeben, was im folgenden Abschnitt dargestellt ist.

5.1.3. Grenzfall verschwindender Wechselwirkung, g = 0

In diesem Unterabschnitt wird das Gleichungssystem (5.4) fiir den Grenzfall g = 0 gelost
und damit analytische Gleichungen fiir die Zeitabhéngigkeit der Tunnelraten und der
Onsite-Energien angegeben. Das Gleichungssystem (5.4) ist in diesem Fall geschlossen
losbar, da 1(t) und 13(t) des offenen Zweimuldensystems fiir diesen Fall analytisch
bestimmt werden konnen.

Der Hamiltonoperator fiir das offene Zweimuldensystem lautet fiir den Grenzfall g = 0
nach Gleichung (2.11)

(5 2)- (5 ) e

Fiir ¢ = 0 ist der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhéngig, die Zeitentwicklung
ist daher durch 1 (t) = (0)e'Fi*/" gegeben, wobei E; die Eigenwerte bezeichnen. Die
Eigenwerte lassen sich leicht durch Diagonalisierung der Matrix (5.5) oder auf dem in
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5. Dynamik PT-brechender Zustédnde

Anhang A.1 gezeigten Weg bestimmen. Damit ist die Zeitentwicklung der Wellenfunktion
fiir g = 0 gegeben durch

_(2A0) )\ syEE Y el T (j2t)
’(b(O) - ( 7/13(0> )e T= \/%eiwa e ) (56)

wobei 15(0) und 13(0) die Eigenzustiande (A.19) der zeitunabhéngigen GPE darstellen
und p, die zugehorigen Eigenwerte (A.18) bezeichnen. Folglich ist die Zeitabhéangigkeit
der Wellenfunktion, und damit auch die der Besetzungszahlen, exponentiell.

Die Zeitabhingigkeit der Besetzungszahlen lisst sich nach den Gleichungen (5.4) ein-
fach durch Integration bestimmen. Es folgen die Zeitabhingigkeiten

ni(t) = — sgn(m)% (e2sgn(”)\/ VoI 1> +n4(0), (5.7a)

na(t) = ny(0)e?seR VI =%t (5.7b)
ng(t) = ng(0)e? eV > =% (5.7¢)

und

na(t) = Sgn(ﬁ)% (&Sgn(n)WLﬂt - 1) +14(0). (5.7d)

Fiir den Grenzfall ¢ = 0 zeigen die Besetzungszahlen in den Systemmulden einen ex-
ponentiellen Verlauf, d.h. je nach Vorzeichen von x werden sie exponentiell gefiillt oder
geleert. Die Reservoirmulden zeigen ebenfalls ein exponentielles Verhalten und fiillen
bzw. leeren sich nach den Gleichungen (5.7a) und (5.7d). Der zeitliche Verlauf der Be-
setzungszahlen ist in den Abbildungen 5.1(a) (k > 0) und 5.2(a) (k < 0) dargestellt.
Fiir die Zeitableitung von js; und o3 gelten nach den Gleichungen (3.14) fiir g =0

0 ~

& 23 = 2J23(’I’L2 - n3) (58&)
und

0

§023 = 0. (58b)

Anders als fiir die PT-symmetrischen Zustédnde ist der Strom zwischen den Mulden 2
und 3 nicht zeitlich konstant. Fiir g = 0 ergibt sich unter Verwendung der Gleichungen
(5.7) fiir die Zeitabhéngigkeit von jo3

~ J
Jos(t) = (na(0) — n5(0)) <e25gn<ﬁ>v =T 1) VT VI = (5.9)
sen(r)v/ - 7
Fir die Korrelation co3 erhélt man co3(t) = const. = 0. Der zeitliche Verlauf beider

GroBen ist in den Abbildungen 5.1(b) (k > 0) und 5.2(b) (k < 0) dargestellt.
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5.1. Dynamik im Mean-Field

Zeitabhangigkeit der Kontrollparameter Unter Verwendung der Zeitabhéngigkeit der
Besetzungszahlen (5.7) folgen mit den Gleichungen (3.7) und der Phasendifferenzen (3.5)
fiir die Zeitabhéngigkeiten der Tunnelraten fiir g = 0

2(t) yn2(0) Im 1 e2Tmpt
J 5.10
12( 5(1) \/ (1 — e2Imut) +ny(0) (5.10a)

und

3(t) yn3(0) Im g 2T pt
J: . 5.10b
alt \/ (t) \/ ) (e2mut — 1) + 1y (0) (5.10D)

Fiir die Zeitabhéngigkeiten der Onsite-Energien folgen mit den Gleichungen (3.13) und
(3.5)

61(t) g;O —J23£ = —J23 COS(2§0a> @ (5:2) 0 (511)
J12 N2

und

()= 2~ g, cos(2a)y /= 20, (5.12)
3

J34

d.h. die Onsite-Energien sind zeitlich konstant gleich null. Damit kénnen die PT-bre-
chenden Zusténde in den inneren Mulden allein durch zeitliche Anpassung der Tunnel-
raten eingestellt und aufrecht erhalten werden.

Die Zeitabhingigkeit der Kontrollparameter ist in den Abbildungen 5.1(c) und 5.1(d)
(k> 0) und 5.2(c) und 5.2(d) (k < 0) dargestellt.

Zeitabhadngigkeit der Phasen Wertet man die erste Zeile des 4 x 4-Matrixmodells (3.1)
aus und 16st nach €; auf, so erhélt man

0

61(t) = ——

5 P1(t) — g (t). (5.13)

Vergleicht man dies mit Gleichung (3.13a), so ergibt sich fiir die zeitliche Ableitung von
1 nach der Zeit
0
—p1(t) =0 5.14
o) =0, (5.14)
d.h. es ist p1(t) = const. = ¢, — 7/2. Auf dieselbe Art und Weise erhélt man analog
po(t) = const. = p,, 3(t) = const. = —p, und @4(t) = const. = —p, + /2. Folglich
sind fiir ¢ = 0 die Phasen zeitlich konstant. Die Zeitabhéngigkeit der Phasen ist in den
Abbildungen 5.1(e) (k > 0) und 5.2(e) (r < 0) dargestellt.
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5. Dynamik PT-brechender Zustédnde
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Abbildung 5.1.: Dynamik des Viermulden- (durchgezogene Linien) und des Zweimulden-
systems (gepunktet) fiir die Systemparameter g = 1.6, v = 2.0, n = 1,
n1(0) = n4(0) = 10 und x > 0, zum Vergleich analytische Losung fiir
g = 0 (gestrichelt). Dargestellt sind (a) die Besetzungszahlen n;, (b) die
reduzierte Stromdichte jp3 und die Korrelation ¢y, (c) die Tunnelraten
Jio und Js4, (d) die Onsite-Energien €¢; und €4 und (e) die Phasen ¢;
in Abhéngigkeit der Zeit. Es wurde auf die Teilchenzahl in den inneren

Mulden normiert.
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5.1. Dynamik im Mean-Field
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Abbildung 5.2.: Dynamik des Viermulden- (durchgezogene Linien) und des Zweimulden-
systems (gepunktet) fiir die Systemparameter g = 1.6, v = 2.0, n = 1,
n1(0) = n4(0) = 10 und x < 0, zum Vergleich analytische Losung fir
g = 0 (gestrichelt). Dargestellt sind (a) die Besetzungszahlen n;, (b) die
reduzierte Stromdichte jy3 und die Korrelation cys, (c) die Tunnelraten
Ji2 und Js4, (d) die Onsite-Energien ¢; und €4 und (e) die Phasen ¢;
in Abhéngigkeit der Zeit. Es wurde auf die Teilchenzahl in den inneren

Mulden normiert.
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5. Dynamik PT-brechender Zustédnde

5.1.4. Zeitlicher Verlauf der SystemgréBen

Wie in Unterabschnitt 5.1.2 gezeigt wurde, ist es nicht moglich, analytische Ausdriicke
fiir die Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter fiir den Fall einer nicht verschwindenden
makroskopischen Wechselwirkungsstérke g zu finden. In diesem Abschnitt wird anhand
numerischer Rechnungen gezeigt, dass sich im Mean-Field-Limit im Viermuldensystem
die PT-brechenden Zusténde des offenen Zweimuldensystems realisieren lassen.

In Abbildung 5.1 bzw. 5.2 ist die Dynamik des Systems fiir die beiden P7T-brechenden
Zustédnde mit k > 0 bzw. K < 0 fiir die Systemparameter ¢ = 1.6 und v = 2.0 dar-
gestellt!. Fiir die Besetzungszahlen wurden n(0) = 1 und n,(0) = n4(0) = 10 gewéhlt
und anschliefend auf die Anzahl der Teilchen in den inneren beiden Mulden normiert,
um Vergleichbarkeit mit dem Zweimuldensystem zu gewéhrleisten. Zusétzlich sind die
analytischen Losungen fiir ¢ = 0 aus Unterabschnitt 5.1.3 dargestellt.

Die Dynamik des Zweimuldensystems ist vollstdndig charakterisiert durch die Zeitab-
héingigkeiten ny(t), ns(t), ca3(t) und jos(t). Die Abbildungen 5.1(a) und 5.1(b) (s > 0)
und 5.2(a) und 5.2(b) (k < 0) zeigen, dass sich in den inneren Mulden des Viermulden-
systems durch die Anpassung der Kontrollparameter mit den Zeitabhéngigkeiten (3.7)
und (3.13) exakt die Zusténde des offenen Zweimuldensystems einstellen, da der zeitliche
Verlauf der Groflen im Viermuldensystem exakt denen im Zweimuldensystem entspricht.
Die zentrale Aussage dieses Abschnitts lautet also: Im Mean-Field-Limit lassen sich die
PT-brechenden Zustidnde (A.19) des Zweimuldensystems im Viermuldensystem unter
Verwendung der Gleichungen (3.7) und (3.13) realisieren.

Fiir ¢ > 0 entleeren oder fiillen sich die beiden inneren Mulden, je nach Vorzeichen
von k, fiir kleine ¢ exponentiell. Das System bricht zusammen, wenn die linke Reservoir-
mulde entleert ist?. Wie in den Abbildungen 5.1(c) bzw. 5.2(c) dargestellt, divergiert die
Tunnelrate Ji5 sobald sich in der linken Reservoirmulde keine Teilchen mehr befinden,
was die Ursache fiir den Zusammenbruch darstellt. Je nach Vorzeichen von & lésst sich
das System lianger (k < 0) oder kiirzer (k > 0) aufrecht erhalten.

In den Abbildungen 5.1(d) bzw. 5.2(d) ist der zeitliche Verlauf der Onsite-Energien
dargestellt. Wie schon erwahnt, lassen sich die P7T-brechenden Zustidnde im Fall einer
verschwindenden Wechselwirkung nur mithilfe der Zeitabhéngigkeit der Tunnelraten ein-
stellen, fiir ¢ > 0 sind Onsite-Energien, die von null verschieden sind, nétig. Daraus folgt,
wie in den Abbildungen 5.1(e) bzw. 5.2(e) dargestellt, dass die Phasen fiir g = 0 zeitlich
konstant sind und fiir ¢ > 0 dieselbe Zeitabhéngigkeit wie im offenen Zweimuldensys-
tem aufweisen. Die Phasendifferenzen besitzen dabei immer den Wert +7/2, Spriinge
zwischen beiden Werten sind moglich.

Insgesamt lésst sich als Ergebnis dieses Abschnitts festhalten, dass sich unter Verwen-
dung der Zeitabhéngigkeiten (3.7) und (3.13) fiir die Kontrollparameter die Dynamik

!Der Parameter v ist entsprechend dem Bifurkationsdiagramm A.1 so zu wihlen, dass man sich im
Bereich der PT-brechenden Losungen befindet.

2Man vergleiche dazu die Dynamik der P7-symmetrischen Zustinde des Zweimuldensystems in Ab-
bildung B.1.
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5.2. Dynamik im Vielteilchensystem

der PT-brechenden Zusténde des offenen Zweimuldensystems im Viermuldensystem im
Mean-Field realisieren léasst.

5.2. Dynamik im Vielteilchensystem

In diesem Abschnitt wird die Dynamik der PT-brechenden Zusténde in der Vielteilchen-
beschreibung untersucht. Zu deren Berechnung wird dabei die BBR-N&herung verwen-
det, d.h. fiir vier Mulden miissen die 272 gekoppelten Differentialgleichungen (4.12) und
(4.16) numerisch gelost werden. Um dies effizient durchzufithren, wurde die Program-
miersprache C++ verwendet, die Integrationen wurden mit einer hinsichtlich dessen op-
timierten Fortran-Bibliothek durchgefiihrt. Details zur Implementierung sind in Anhang
E.1 zu finden.

Die in Unterabschnitt 4.2.5 hergeleiteten Gleichungen der Zeitabhéngigkeit der Kon-
trollparameter im Vielteilchensystem gelten nur fiir Mean-Field-artige (d.h. reine) Zu-
stdnde. Nach einem, auch in Unterabschnitt 4.2.4 verwendeten, Vorschlag von Dast [26]
werden als Anfangswerte fiir die BBR-Methode der in Gleichung (4.26) dargestellte Aus-
druck fiir die erste Ordnung und der Ausdruck (4.28) fiir die zweite Ordnung gewéihlt.
Damit die Ergebnisse der Rechnung fiir das Vielteilchensystem mit den Ergebnissen im
Mean-Field verglichen werden konnen, ist es notig, den Wert fiir die mikroskopische
Kontaktwechselwirkung U so zu wéhlen, dass zwischen der makroskopischen Wechsel-
wirkungsstérke g und U der Zusammenhang [26]

9
Ny —1

besteht, wobei Ny die Anzahl der Teilchen in den inneren beiden Mulden bezeichnet.

U:

(5.15)

Die Dynamik der P7T-brechenden Zusténde im Vielteilchensystem, berechnet mithilfe
der BBR-Néaherung, ist in Abbildung 5.3 fiir k > 0 und in Abbildung 5.4 fir kK < 0
dargestellt. Die verschiedenen Kurven zeigen die Dynamik fiir verschiedene Gesamtteil-
chenzahlen Nges im System, das Verhéltnis zwischen n,(0) = n4(0) und n(0) ist dabei
konstant und n4(0)/n(0) = 10, d.h. in den Reservoirmulden befinden sich zum Anfangs-
zeitpunkt zehnmal so viele Teilchen wie in den inneren Mulden. Zum Vergleich ist die
entsprechende Dynamik im Mean-Field aufgetragen.

Es zeigt sich, dass der zeitliche Verlauf der Besetzungszahlen vor allem fiir geringe
Gesamtteilchenzahlen teilweise stark vom gewiinschten Verhalten (gestrichelt in den Ab-
bildungen 5.3(a-d) bzw. 5.4(a-d)) abweicht. Ein Vergleich der charakteristischen GroBen
ny(t) und ns(t) (siche Abbildungen 5.3(b-c) bzw. 5.4(b-c)) und jys(t) sowie co3(t) (siche
Abbildungen 5.3(e-f) bzw. Abbildungen 5.4(e-f)) des Viermuldensystems in der Viel-
teilchenbeschreibung mit denen des Zweimuldensystems (Mean-Field, gestrichelt) zeigt,
dass der zeitliche Verlauf nicht iibereinstimmt. Folglich ldsst sich das Verhalten der P7T -
brechenden Zusténde des offenen Zweimuldensystems im Viermulden-Vielteilchensystem
auf die oben beschriebene Art und Weise nicht realisieren.
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Teil 1 von Abbildung 5.3. Beschreibung siehe Seite 45.
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Abbildung 5.3.: Dynamik des P7T-brechenden Zustands mit x > 0 im Vielteilchensys-
tem, berechnet mit der BBR-Methode, den Anfangswerten (4.26) und
(4.28) und den Zeitabhéngigkeiten (4.33) und (4.34) der Kontrollpara-
meter. Die verschiedenen Kurven zeigen die Dynamik fiir verschiedene
Gesamtteilchenzahlen Nges im System, mit n4(0) = n4(0) und festem
Verhéltnis n;(0)/n(0) = 10 zwischen der Teilchenzahl in den Reser-
voirmulden zu der Teilchenzahl in Systemmulden. Es sind die Zeitab-
hingigkeiten (a-d) der Besetzungszahlen n;, (e-f) der Elemente j,3 und
Ca3, (g-h) der Tunnelraten, (i-j) der Elemente jy, jas, (k-1) der Onsite-
Energien und (m-n) der Reinheiten P, und P, dargestellt. Teil 1 dieser
Abbildung befindet sich auf Seite 44.
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Teil 1 von Abbildung 5.4. Beschreibung siehe Seite 47.
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Abbildung 5.4.: Dynamik des P7T-brechenden Zustands mit x < 0 im Vielteilchensys-
tem, berechnet mit der BBR-Methode, den Anfangswerten (4.26) und
(4.28) und den Zeitabhéngigkeiten (4.33) und (4.34) der Kontrollpara-
meter. Die verschiedenen Kurven zeigen die Dynamik fiir verschiedene
Gesamtteilchenzahlen Nges im System, mit n4(0) = n4(0) und festem
Verhéltnis n;(0)/n(0) = 10 zwischen den Teilchenzahlen in den Reser-
voirmulden zu der Teilchenzahl in Systemmulden. Es sind die Zeitab-
hingigkeiten (a-d) der Besetzungszahlen n;, (e-f) der Elemente j,3 und
Ca3, (g-h) der Tunnelraten, (i-j) der Elemente jy, jas, (k-1) der Onsite-
Energien und (m-n) der Reinheiten P, und P, dargestellt. Teil 1 dieser
Abbildung befindet sich auf Seite 46.
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5. Dynamik PT-brechender Zustédnde

Anders als im Mean-Field bricht das System in der Vielteilchenbeschreibung schon
vor der Entleerung der linken Reservoirmulde zusammen (siche Abbildung 5.3(a) bzw.
5.4(a)). Je geringer die Gesamtteilchenzahl im System, desto kleiner ist der Zeitbereich,
in dem das System aufrecht erhalten werden kann.

Wie aus den Abbildungen 5.3(g-h) bzw. 5.4(g-h) hervorgeht, divergiert, je nach Ge-
samtteilchenzahl, entweder die Tunnelrate Jio (grofere Gesamteilchenzahlen) oder Js4
(kleinere Gesamtteilchenzahlen). Dies ist darauf zuriickzufithren, dass entweder ji5 (klei-
nere Gesamtteilchenzahlen) oder js; (grofere Gesamtteilchenzahlen) gegen null geht (sie-
he Abbildungen 5.3(i-j) bzw. 5.4(i-j)). Aus demselben Grund divergieren auch €; und €4
(sieche Abbildungen 5.3(k-1) bzw. 5.4(k-1)). Deutlich erkennbar ist, dass die Dynamik fiir
grofie Gesamtteilchenzahlen Ny in den Mean-Field-Grenzfall tibergeht.

Durch den Einfluss der Kontaktwechselwirkung U nimmt die Reinheit des Zustands
im Laufe der Zeit ab, wie die Abbildungen 5.3(m-n) bzw. 5.4(m-n) zeigen. Die gewéhlten
Anfangszustinde (4.26) bzw. (4.28) sind reine Zusténde. Besonders fiir geringe Teilchen-
zahlen nimmt deren Reinheit schnell ab, was wiederum zur Folge hat, dass die Anpassun-
gen (4.34) eigentlich nicht mehr verwendet werden konnen, da sie nur fiir reine Zustiande
Giiltigkeit besitzen. Somit erhédlt man Abweichungen vom gewiinschten Verhalten, da
die Annahmen, die zu den Gleichungen (4.34) gefiihrt haben, schon nach kurzer Zeit
nicht mehr erfiillt sind. Es zeigt sich, dass die Verwendung reiner Anfangszustédnde und
daraus folgend auch die Verwendung der Zeitabhingigkeiten (4.34) nicht dazu geeignet
sind, das Verhalten des offenen Zweimuldensystems im Vielteilchensystem einzustellen.

Als Ergebnis dieses Abschnitts ldsst sich festhalten, dass sich das Verhalten der PT-
brechenden Zusténde des offenen Zweimuldensystems im Vielteilchensystem mithilfe der
Zeitabhéngigkeiten (4.33) und (4.34) und reiner Anfangszusténde (4.26) bzw. (4.28)
nicht realisieren lasst. In [33] wurde auf dhnliche Art und Weise versucht, die PT-sym-
metrischen Zustdnde des Zweimuldensystems im Vielteilchensystem einzustellen. Durch
Korrekturen zu den Gleichungen (4.34) ldsst sich zwar erreichen, dass die Besetzungs-
zahlen ny und n3 und der Strom jo3 stationér bleiben, fiir die Korrelation co3 ldsst sich
das korrekte Verhalten jedoch nicht mehr erzeugen.

Dies legt den Schluss nahe, dass eine vollkommen andere Herangehensweise notig ist,
um das Verhalten der P7T-symmetrischen Zustdnde des Zweimuldensystems und auch
das der PT-brechenden Zusténde im Vielteilchensystem zu realisieren. Im folgenden Ka-
pitel wird eine Methode entwickelt, mit der sich dies fiir die PT-symmetrischen Zusténde
unter Verwendung unreiner Anfangszustéinde und Zeitabhéngigkeiten der Kontrollpara-
meter, die sich von den bisher verwendeten Gleichungen unterscheiden, erreichen lésst.
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6. Dynamik unreiner Anfangszustande

In diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem sich die Dynamik der P7T-
symmetrischen Zustédnde des offenen Zweimuldensystems im Vielteilchensystem einstel-
len lasst.

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass sich die PT-brechenden Zustidnde des offenen Zwei-
muldensystems im Vielteilchensystem mithilfe der bisher verwendeten Zeitabhangigkei-
ten der Kontrollparameter und reinen Anfangszustdnden nicht einstellen lassen, dasselbe
gilt fiir die PT-symmetrischen Zusténde [33]. In letzterem Fall lisst sich im Vielteilchen-
system auf diese Art und Weise lediglich die Stationaritidt der Besetzungszahlen ny und
nz und die der reduzierten Stromdichte }23 erreichen, fiir die Korrelation co3 lésst sich
das gewiinschte Verhalten nicht mehr erzeugen. Grob gesagt bedeutet dies, dass eine der
vier Bedingungen aufgegeben werden musste.

Insgesamt legt dies den Schluss nahe, dass eine vollkommen andere Herangehensweise
notig ist, um das Verhalten der P7T-symmetrischen Zustinde im Vielteilchensystem zu
realisieren. Aufgrund der im Vielteilchensystem vorhandenen Kontaktwechselwirkung
stellen reine Zustdande als Anfangszusténde keine ideale Wahl dar. In dieser Arbeit wird
daher der Ansatz verfolgt, unreine Anfangszustiande zur Realisierung der Dynamik der
PT-symmetrischen Zustdnde im Vielteilchensystem zu verwenden.

Die Zeitabhingigkeiten (4.34) fiir die Onsite-Energien gelten nur fiir reine Zustén-
de. In Abschnitt 6.1 werden daher zunéchst, ausgehend vom Zweimuldensystem in der
Mean-Field-Beschreibung, Gleichungen fiir die Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter
hergeleitet, mit welchen sich auch die Dynamik unreiner Anfangszustinde bestimmen
lésst. Die Gleichungen beinhalten auch den Grenzfall reiner Zusténde, der in Abschnitt
6.2 kurz diskutiert wird. Da ein unreiner Zustand sehr viele Freiheitsgrade besitzt, drangt
sich die Frage auf, wie passende physikalische unreine Anfangszustinde konstruiert wer-
den koénnen, die in der Dynamik das gewiinschte Verhalten zeigen. Dies wird in Abschnitt
6.3 erlautert. In Unterabschnitt 6.3.3 wird das wesentliche Vorgehen bei der Implemen-
tierung zusammengefasst und Abschnitt 6.4 beinhaltet schliellich eine Diskussion der
numerischen Ergebnisse.

6.1. Herleitung der Zeitabhangigkeit der
Kontrollparameter

Wie schon erwihnt, gelten die Zeitabhidngigkeiten (4.34) fiir die Onsite-Energien nur fiir
reine Zusténde, da dies, wie in Unterabschnitt 4.2.5 dargestellt, explizit in deren Herlei-
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

tung eingeht. Sofern der betrachtete Anfangszustand im Laufe der Zeit an Reinheit ver-
liert, fithrt dies natiirlich zu einer Abweichung vom gewiinschten Verhalten. Zur Behand-
lung unreiner Anfangszusténde sind daher andere Gleichungen nétig. Da keine der bis-
her diskutierten Ergebnisse weiterhin verwendet werden kénnen, empfiehlt es sich, noch
einmal an den Ausgangspunkt zuriickzukehren. Ausgangspunkt zur Bestimmung der
Zeitabhangigkeit der Kontrollparameter ist somit das offene Zweimuldensystem in der
Mean-Field-Beschreibung. Zur Beschreibung des Viermulden-Vielteilchensystems wird
wieder die BBR-Naherung verwendet. Im Folgenden wird die Dynamik des offenen Sys-
tems in der Mean-Field-Beschreibung mit der Dynamik des Viermuldensystems in der
Vielteilchenbeschreibung verglichen, wodurch Terme fiir die Zeitabhéngigkeit der Tun-
nelraten und der Onsite-Energien gefunden werden kénnen.

6.1.1. Dynamik der Einteilchendichtematrix im Zweimulden- und
Viermuldensystem

Ziel ist es weiterhin, dass das offene Zweimuldensystem und die inneren beiden Mulden
des Viermuldensystems dieselbe Dynamik aufweisen, d.h. das Verhalten des offenen Sys-
tems soll sich durch Hinzunahme der Reservoirmulden simulieren lassen kénnen. Durch
Vergleich der Dynamik kénnen Forderungen an die einstellbaren Parameter Ji9(f) und
J34(t), wie auch an € (t) und e4(t), gestellt werden.

Die Dynamik des Vielteilchensystems wird durch die Ein- und Zweiteilchendichte-
matrizen beschrieben, die des offenen Zweimuldensystems hingegen durch Mean-Field-
Wellenfunktionen. Will man die Dynamik vergleichen, muss man die Dynamik der Ein-
teilchendichtematrizen fiir das offene System bestimmen. In diesem Abschnitt soll die
Dynamik der Einteilchendichtematrizen fiir beide Systeme zur spateren Verwendung ex-
plizit dargestellt werden.

In der BBR-Néherung wird die Dynamik in der niedrigsten Ordnung durch die Ein-
teilchendichtematrix oy; beschrieben. Im Mean-Field lassen sich deren Koeffizienten als
Produkt der Mean-Field-Koeffizienten ¢; darstellen, d.h. es ist oy = 131, und somit gilt
fiir die Zeitableitung der Elemente der Einteilchendichtematrix

G = Vi + Ui (6.1)

Grundlage zur Beschreibung der Dynamik des offenen Zweimuldensystems im Mean-
Field ist die Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.2). Mit ihr ergeben sich fiir das offene Zwei-
muldensystem

0"22 = 2’70'22 — 2J23 Im (0'23) s (62)
oy = —iJog (033 — 022) + 19023 (|tha|* — [¥5]%)

und
0"33 = —2’70’33 + 2J23 Im (0'23) . (64)
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6.1. Herleitung der Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter

Dieselben Groflen sind fiir das Viermulden-Vielteilchensystem durch Gleichung (4.12)
gegeben. Man erhélt

0"22 = 2J12 Im (0'12) — 2J23 Im (0'23) s (65)
093 = —1Ja3 (033 - 022) + 1J34094 — 1J12013
+ iU, (02223 - 023) —iU3 (02333 - 023) (6-6)
und
(5'33 = 2J23 Im (0’23) — 2J34 IHl (O’34) . (67)

6.1.2. Zeitabhangigkeit der Tunnelraten

Zunéchst sollen Ausdriicke fiir die Zeitabhéngigkeit der Tunnelraten Ji5 und Js4 be-
stimmt werden, welche direkt aus Vergleich der Terme in Gleichung (6.2) mit denen in
Gleichung (6.5) bzw. aus Vergleich der Gleichungen (6.4) und (6.7) folgen. Man findet
SO

_ 2yne(?) a
Jio(t) = 512(t> (6.8a)
und
_ 2yng(t)
Ja4(t) = 334@ . (6.8b)

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass sich diese Gleichungen nicht von denen in
Abschnitt 4.2.5 unterscheiden und auch fiir unreine Anfangszustinde gelten.

6.1.3. Zeitabhangigkeit der Onsite-Energien

Um das Viermulden-System vollsténdig festzulegen, miissen nun noch Ausdriicke fiir die
Zeitabhéngigkeit der beiden Onsite-Energien €¢; und €, gefunden werden. Im Folgenden
wird erlautert, wie diese aus Vergleich der Gleichungen (6.3) und (6.6) gewonnen werden
konnen.

Werden die Gleichungen (6.3) und (6.6) verglichen, so folgt, dass die Summe der Terme,
die 013 und 094 enthalten, verschwinden muss', d.h. es muss

—J12013 + J34024 = 0 (6.9)

gelten. Die Forderung (6.9) stellt dabei eine komplexe Gleichung dar, aus der zwei reelle
Grofen, namlich die beiden Onsite-Energien €; und €4, bestimmt werden kénnen.

! Anschaulich ist dies so zu verstehen, dass die Reservoirmulden im offenen Zweimuldensystem nicht
vorhanden sind und diese folglich in der GPE (3.2) nicht auftreten. Die Terme in den Gleichungen
(6.3) und (6.6), welche die Wechselwirkung (beschrieben durch g bzw. U) enthalten, entsprechen
sich jeweils und werden daher nicht weiter beriicksichtigt.
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

Durch eine geeignete Wahl der Anfangswerte fiir oy kann die Forderung (6.9) fiir den
Anfangszeitpunkt ¢t = 0 erfiillt werden. Um sicherzustellen, dass die Forderung (6.9)
fiir alle Zeiten t erfiillt bleibt, muss die Ableitung von Gleichung (6.9) nach der Zeit
verschwinden, d.h. es muss

0 . 0 )
— (ajm) o13 — J12013 + (EJ?A) 094 + J34024 = 0 (6.10)

gelten?. Der Ubersichtlichkeit halber sollen zuniichst die Zeitableitungen von J12, Jza,
013 und o9y separat aufgefithrt werden. Dazu miissen die Ableitungen von oy, jr und
¢k bestimmt werden, welche sich mit Gleichung (4.12) und den Abkiirzungen (4.13) und
(4.14) zu

O = —1Zk + 1 (€ — €) Op, (6.11)

it = =X + (e — &) cu (6.12)
und

=Y — (e — &) Ju (6.13)

ergeben. Unter Verwendung der Beziehungen (6.8a), (6.8b), (4.31) und (6.11)-(6.13)
ergibt sich fiir die einzelnen Terme in Gleichung (6.10)

0 ) X Y; X
2 Jio = Jia <_Z 2,72, 22 01261) , (6.14)
0 ) X Y; X
—J31 = J3 <—Z B 22 62464) ; (6.15)
ot 2ng  2n3 gy J34

. r, . . ~

013 =5 (—iX13 + Yis + iercis — €1]13) (6.16)

und {
d'24 = 5 (—iX24 + }/24 — 1€4Co4 + 64524) . (617)

Werden die Gleichungen (6.14)-(6.17) in die Forderung (6.10) eingesetzt, Real- und Ima-
ginérteil getrennt und anschliefend die resultierenden Terme sortiert, so erhédlt man ein
lineares Gleichungssystem in €¢; und €4, welches die Form

Q€1 + 67"64 = QT, (618&)
ai€r + Pies = (6.18Db)

?Bemerkung: Die einfachste Moglichkeit, Gleichung (6.10) zu erfiillen, wire, die triviale Lésung von
Gleichung (6.9) zu verwenden und 613 = 0 und d24 = 0 zu fordern. Auf diese Art und Weise lassen
sich jedoch keine Gleichungen fiir die Onsite-Energien ¢; und €4 ableiten.
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6.1. Herleitung der Zeitabhéngigkeit der Kontrollparameter

besitzt. Die zugehorigen Koeffizienten sind durch

1 -
Q= §J12 (013613 +j13) ; (6.19)
J12
1 C34C ~
By = 5 ( e +324) , (6.20)
J34

1 Yasc X 1o Xooj
Qr:_J12( 22 13+ 12 13+ 22]13+5/13)

1 Yisc Xsuc X537
T 33C24 1 ?;4 24 4 33J24 4 Y ), (6.21)
2 2ns J34 2ns
1 12713
a; = —J12 = —C13 ), (622)
2 J12
1 ~
BZ = §J34 <C3j_1]24 — 024) (623)
J34
und
1 Xooc Yoo X19]
Q= =Jp (- 22C13 4 22713 i l2j13 ~ X3
1 Xgsc Yis) X347
A 33C24 4 33J]24 4 34924 — Xy, (6.24)
gegeben.

Das Gleichungssystem (6.18) stellt ein zweidimensionales, lineares Gleichungssystem
dar. Ein solches lineares Gleichungssystem besitzt genau dann eine eindeutige Losung,
wenn die Determinante d der Koeffizientenmatrix ungleich null ist. Diese Determinante
ist fiir das System (6.18) gegeben durch

d= arﬁi - BTOQ'. (625)

Ist d # 0, so besitzt das Gleichungssystem (6.18) eine eindeutige Losung, andernfalls
unendlich viele Losungen oder keine Losung®. Fiir den Fall, dass d # 0 gilt, ist die
eindeutige Losung des Gleichungssystems (6.18) gegeben durch

- 5197" - ﬁT’Ql

j==T"T°*
Oérﬁi - ﬁrOéi 7

3Bemerkung: Falls d = 0 gilt, so héingt die Anzahl der Losungen von den Werten der Nebendeterminan-

ten ab. Haben alle Nebendeterminanten den Wert null, so besitzt das Gleichungssystem unendlich
viele Losungen, ansonsten keine Losung.

(6.26a)
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

(OéiQr — OCTQi)
= .26b
“ arﬁi - 51”0% (6 0 )

Somit sind Ausdriicke fiir die Zeitabhéngigkeit der Onsite-Energien €; und ¢, durch die
Gleichungen (6.26) mit den Koeffizienten (6.19) - (6.24) gegeben, sofern die Determinante
der Koeffizientenmatrix ungleich null ist. Unter dieser Bedingung existiert eine eindeuti-
ge Vorschrift zur Bestimmung der Onsite-Energien des Viermulden-Vielteilchensystems.
Wie im Folgenden erldutert werden wird, ist die Eindeutigkeit der Onsite-Energien fiir
unreine Anfangszustéinde gegeben, fiir den Grenzfall reiner Anfangszustéinde werden die
Gleichungen (6.18) linear abhéngig und es existieren unendlich viele Losungen fiir €; und

€4.

6.2. Grenzfall reiner Anfangszustande

Im Grenzfall reiner Anfangszustédnde sind die Elemente der Einteilchendichtematrix in
der Form oy, = 11, darstellbar. Wie bereits oben erwahnt, besitzt ein lineares Glei-
chungssystem genau dann eine eindeutige Losung, wenn die Determinante der Koef-
fizientenmatrix ungleich null ist. Wertet man den Nenner in den Gleichungen (6.26a)
und (6.26b) fir den Spezialfall reiner Zustdnde aus, so erhdlt man als Resultat einer
langlichen Rechnung, die hier nicht dargestellt werden soll, dass

o B — Bra; = 0, (6.27)

gilt, d.h. die Determinante verschwindet. Wertet man zudem die Zahler in den Gleichun-
gen (6.26a) und (6.26b) fiir reine Zusténde aus, so erhdlt man

und

a;Q, — a,Q; = 0. (6.28b)

Somit ist /. = B;/ 5, = Q;/Q,.. Das lineare Gleichungssystem (6.18) wird folglich fiir
den Fall reiner Zusténde linear abhéngig, d.h. statt einer eindeutigen Losung existieren
nun unendlich viele Losungen fiir ¢; und ¢4. Die Eindeutigkeit der Losungen geht also
im Grenzfall reiner Zusténde verloren. Es verbleibt eine Gleichung der Form

A€1 + B€4 = C, (629)

jedoch verbleiben zwei daraus zu bestimmende reelle Parameter ¢; und ¢4. Daraus ergibt
sich, dass nun eine zeitabhéingige Funktion F'(t) zur Verfiigung steht, die frei gewéhlt
werden kann. Es gibt im Grenzfall reiner Anfangszustidnde demnach unendlich viele
Moglichkeiten, die Onsite-Energien zu wéhlen. Eine mégliche Wahl wire z.B.

_ —F(t) 459,

Qr

(6.30a)
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6.3. Unreine Anfangszustiande

und

(6.30D)

d.h. in diesem Fall wurden ¢; und €, symmetrisch gewéahlt. Ein anderer Vorschlag wére

die Wahl

—F5(t Q
o = o)+ (6.31a)
a’/‘
und
F5(t Q
€4 = —2( ) + 34, (631b)
Br
wobel ng + Qg4 = Qr mit
1 Yaoc Xi9c Xoo]
Oy = =J1 22C13 i 1'2 13 4 22713 Y (6.32)
2 2%2 J12 2”2
und
1 Yise Xayc X337
Quyp = — = Jay 33 24+ 34 24+ 33]24+Y24 ' (6.33)
2 277/3 J34 2”3

Die vorhandene Freiheit wurde in diesem Fall mit Fy(¢) bezeichnet.

Um die Zeitabhingigkeit der Onsite-Energien fiir den Grenzfall reiner Anfangszu-
stdnde berechnen zu kénnen, ist es notig, die Freiheit F'(¢) festzulegen. Die einfachste
Moglichkeit ist, die Zeitabhéngigkeit auler Acht zu lassen und F' = const., im Spezi-
ellen F' = 0, zu wahlen. Der Spezialfall reiner Anfangszustéinde und die verschiedenen
Moglichkeiten der Wahl des Freiheitsgrades wurden bereits durch Kreibich ausfiihrlich
untersucht [34]. Das zentrale Ergebnis dieser Arbeit ist es, dass sobald unreine Zusténde
betrachtet werden, eine eindeutige Losung fiir die Zeitabhéngigkeit der Onsite-Energien
existiert; der in [34] betrachtete Mean-Field-Fall stellt also einen Spezialfall der hier ge-
zeigten Gleichungen dar. Wie noch erlautert werden wird, lassen sich mithilfe der oben
hergeleiteten Gleichungen und passenden unreinen Anfangszustéinden das Verhalten der
Dynamik der PT-symmetrischen Zustdnde im Vielteilchensystem realisieren. Im Folgen-
den wird diskutiert, wie solche Anfangszusténde bestimmt werden kénnen.

6.3. Unreine Anfangszustinde

Die Gleichungen (6.26) bieten, anders als die zuvor verwendeten Ausdriicke (4.34), die
Moglichkeit, die Dynamik eines zum Zeitpunkt ¢ = 0 unreinen Zustands zu berechnen.
Die Werte fiir die Onsite-Energien sind fiir einen solchen unreinen Zustand eindeutig
bestimmt, wodurch die zahlreichen Probleme, welche sich in [34] bei Betrachtung von
reinen Zustdnden ergeben haben, nicht auftreten.
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

Anders als fiir einen reinen Zustand ist die Anzahl der Freiheitsgrade fiir einen unrei-
nen Zustand nicht mehr tiberschaubar. Unter Ausnutzung der Symmetrien (4.18) und
(4.23) sowie (4.24) ergeben sich fiir M = 4 Mulden eine Gesamtzahl von 152 Freiheits-
graden fiir einen Anfangszustand der BBR-N#herung*. Nun stellt sich die Frage, wie
man einen unreinen, aber physikalischen Anfangszustand finden kann, mit dem zusétz-
lich die Dynamik der P7T-symmetrischen Zustinde des Zweimuldensystems im Vielteil-
chensystem realisiert werden kann. Um diese Frage zu beantworten, wird in Unterab-
schnitt 6.3.1 zunéchst auf die zu erfiillenden Nebenbedingungen zur Realisierung von
PT-Symmetrie eingegangen. In Unterabschnitt 6.3.2 wird dann erldutert, wie physika-
lische unreine Zustéande konstruiert werden kénnen und wie sich die Nebenbedingungen
erfiillen lassen. Unterabschnitt 6.3.3 zeigt schliefllich eine Moglichkeit der numerischen
Bestimmung ebensolcher Zustéande auf.

6.3.1. Nebenbedingungen

Die Dynamik im Vielteilchensystem soll wie in Abschnitt 5.2 mithilfe der BBR-Methode
bestimmt werden. Dazu ist es notig, Anfangswerte fiir alle Elemente oy und oy, der
Dichtematrizen zur Verfiigung zu haben. Um in der Dynamik die Eigenschaften der
PT-symmetrischen Zusténde des offenen Systems zu erreichen, miissen diese Elemente
bzw. der gewéhlte Anfangszustand einige Nebenbedingungen erfiillen. Die zu fordernden
Nebenbedingungen ergeben sich aus dem offenen Zweimuldensystem im Mean-Field und
sollen im Folgenden dargestellt werden.

Wie schon in Unterabschnitt 6.1.3 erwahnt, stellt Gleichung (6.9) eine komplexe Be-
dingung dar, die es zu erfiillen gilt. Da sie direkt aus dem Vergleich des offenen Systems
mit dem Vielteilchensystem folgt (siche Unterabschnitt 6.1.3), stellt sie sicher, dass die
Elemente 013 und o094 die richtigen Anfangswerte besitzen. Diese komplexe Bedingung
liefert also die beiden reellen Bedingungen

—J12 Re<0'13) + J34 Re(024) =0 (634&)
und
—J12 Im(O’lg) + J34 Im(024) ; 0. (634b)

Fiir den PT-symmetrischen Zustand des offenen Zweimuldensystems gilt aulerdem die
Gleichheit der Anfangsbesetzungen in den Systemmulden. Demnach soll also
|

gelten. Die Elemente 095 und o33 der Einteilchendichtematrix miissen also denselben
Wert besitzen, sprich

Re 0929 ; Re(733. (636)

4Die erste Ordnung der BBR-N#herung besitzt 16 unabhiingige reelle Parameter und die zweite Ord-
nung 136 voneinander unabhéngige Grofien.
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6.3. Unreine Anfangszustiande

Um in der ersten Ordnung die PT-symmetrischen Zusténde zu erhalten, miissen auch
die reduzierte Stromdichte 523 und die Korrelation cy3 den korrekten Wert besitzen. Die
Werte sollen genau denen des offenen Zweimuldensystems gleichen, d.h. man erhilt die
Nebenbedingungen

323 ; 2 nzng% (637&)
und
! v?
Co3 — 2\/712713 1-— ﬁ (637b)

Ausgedriickt mit Elementen der Einteilchendichtematrizen heifit das

ImO'Qg ; \/RGO'QQ Reagg% (638&)

und

/ 2
Re 093 ; v Re 092 R60'33 1— % (638b)

Die Gleichungen (6.34)-(6.38) stellen fiinf reelle Bedingungen an die Elemente der
Einteilchendichtematrizen. Aufgrund der Vielzahl von Freiheitsgraden kénnen alle diese
Nebenbedingungen von mehr als einem Zustand erfiillt werden. W&hlt man irgendeinen
Satz von Werten fiir alle oy und oy, die die Bedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen, so
erhdlt man nicht unbedingt einen geeigneten Anfangszustand. Die Elemente o, sind
auch im Fall unreiner Zusténde nicht vollkommen unabhéngig von den Elementen erster
Ordnung, da Gleichung (4.20) erfiillt sein muss, und kénnen daher nicht einfach beliebig
gewihlt werden. Zudem miissen die Symmetrien (4.18) fiir die Elemente erster Ordnung
und die Symmetrien (4.19) fiir die zweite Ordnung erfiillt sein. Aus diesem Grund muss
nun eine Methode entwickelt werden, physikalische Anfangszustéinde zu finden, welche
auBerdem die Bedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen. Eine solche Methode wird im folgenden
Abschnitt vorgestellt.

6.3.2. Konstruktion unreiner Anfangszustande

Im Grenzfall reiner Zustdnde sind die Anfangswerte fiir alle Elemente oy und ogpmn
durch die Gleichungen (4.26) und (4.28) gegeben. Gesucht ist nun ein Verfahren, das die
Elemente der Ein- und Zweiteilchendichtematrizen fiir unreine, physikalische Zusténde
liefert, die auBerdem die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen. Das Verfahren soll
viele der Freiheitsgrade festlegen, d.h. die Symmetrien (4.18), (4.19) und (4.20) sollen
automatisch erfiillt sein, aber dennoch sollen noch geniigend Freiheiten vorhanden sein,
um die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen zu konnen. Es stellt sich nun die Frage,
wie aus der Vielzahl méglicher Zusténde ein passender Zustand ausgewahlt werden kann.
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Die grundlegende Idee dazu ist Folgende: Um einen unreinen, aber physikalischen Zu-
stand festzulegen, wird die Tatsache ausgenutzt, dass sich jeder (physikalische) Zustand
|1p) des Systems im Fockraum darstellen lésst. Ist ein beliebiger Fock-Zustand |1) gege-
ben, so lassen sich die Elemente der Einteilchen- und Zweiteilchendichtematrizen leicht
berechnen, indem die Erwartungswerte o, = (1|ala|v) und o, = (plalaal an|vp)
gebildet werden.

Ein beliebiger Zustand eines Systems bestehend aus M Mulden besitzt in Fock-
Darstellung die Form

|’¢)a Nges> = Z Cnl,...,nM|nl7 s anM>7 (639)

ni,.. .M
n1+-+npr=Nges

d.h. fiir das betrachtete Viermuldensystem mit M = 4 erhélt man

M=4
|¢, Nges> = Z Cni,na,n3,ng |n17 na, N3, n4>‘ (640)

ni,n2,n3,n4
n1+n2+n3+n4=Nges
Bei gegebenen Koeffizienten ¢y, 5,050, sind auch die Elemente der Dichtematrizen be-
kannt. Die Anzahl der zu bestimmenden Koeflizienten ¢, yn,nsn, ist dabei gleich der
Dimension D des Hilbert-Raumes. Die fiinf Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) aus Unter-
abschnitt 6.3.1 reichen bei Weitem nicht aus, um alle Koeffizienten festzulegen.

Eine Moglichkeit, die grole Anzahl der Koeffizienten ¢, ,,, ns.n, festzulegen, aber trotz-
dem noch geniigend Freiheiten zur Erfillung der Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) zur
Verfiigung zu haben, ist Folgende: Man geht von dem bekannten P7T-symmetrischen
Mean-Field-Zustand (3.15) aus. Dieser Zustand ist rein und daher sind die Gleichungen
(6.26) nicht anwendbar, da das Gleichungssystem (6.18) in diesem Fall linear abhéngig
ist und somit keine eindeutige Losung existiert. Im Vielteilchensystem mit M Mulden
lasst sich dieser Zustand mithilfe von Gleichung (4.25) fiir ein reines Kondensat und dem
Multinomialtheorem darstellen als [35]:

|
Nges‘ ni nM&m AnM|O>
| 1 - M Y1 -

1
P, Nyoo) = ———
’ ) geS> /Nges! ey nl! ooy

Nies!
- ¥ ey g o) (6.41)
o ny:...Ny-
n1+"'+n]w:Ngcs e

wobei 11, ..., 1Yy die Mean-Field-Koeffizienten in der Mulde M bezeichnen. Fiir M = 4
Mulden lautet der Zustand dann

”lvages> = \/ n1|n2;g:;3'n [ 1/’3%:?%2“ |n17n27n37n4> (6'42)

ni n27n3 T4
nit+nz2+ng+ns= Ngeq

—Cnl ng,ng,ng
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6.3. Unreine Anfangszustiande

Um einen unreinen Zustand zu erhalten, wird der reine Vielteilchenzustand (6.41) bzw.
(6.42) mit gauBverteilten® Zufallszahlen z,, ., ausgelenkt, d.h. es wird eine kleine
Storung auf den Zustand aufgebracht. Der betrachtete Zustand hat fiir M Mulden nun
die Form

NBS! n n
Y Ne) = D | U0 U ), (6.43)

|
T nyt...Np-
ni+---+npr=Nges

wobei mit z,, ., die zum Basisvektor |ny,...,ny) zugehorige Zufallszahl bezeichnet.
Fiir den Fall M = 4 erhalt man also

Ny
|9, Nees) = > Fmmamana\[ T 1t g Py ny, o, g, ma).

ni,m2,n3,n4
ni+n2+ns +n4:Nges

(6.44)
Der Zustand (6.43) bzw. (6.44) besitzt folglich weiterhin D Freiheitsgrade, mithilfe
welcher die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillt werden konnen. Da die Zufallszahlen
insgesamt nur eine Stérung des reinen Zustands beschreiben, konnen diese im Nachhinein
so angepasst werden, dass der resultierende Zustand die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38)
erfiillt. Es konnen mit dieser Methode prinzipiell weit mehr Nebenbedingungen erfiillt
werden, als nur die fiinf oben genannten. Wie die so konstruierten unreinen Anfangszu-
stdnde numerisch bestimmt werden konnen, wird im folgenden Abschnitt diskutiert.
An dieser Stelle soll schliefllich noch angemerkt werden, dass die Erwartungswerte der
Dichteoperatoren oy = (tb|al.a;|1) und ogpmn = (b|ala,al, an|p) stets die korrekte Sym-
metrie besitzen, ndmlich die, die die Gleichungen (4.18), (4.19) und (4.20) fordern. Dies
folgt direkt aus den Symmetrien der hier eingehenden Operatoren, welche unabhéngig
vom verwendeten Zustand |t) sind. Bei der Wahl der Zusténde |¢) muss dies daher
nicht zusétzlich beriicksichtigt werden, anders als wenn die oy und oy, direkt gewéhlt
worden wéren, d.h. die Elemente erster und zweiter Ordnung der Dichtematrix besitzen
automatisch die richtigen Abhéngigkeiten.

6.3.3. Numerische Bestimmung unreiner Zustinde

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, wie die in Unterabschnitt 6.3.2 be-
schriebenen Anfangszusténde fiir die BBR-Methode numerisch gefunden werden kénnen.

Zunachst wird dazu eine lexikographische Fock-Basis erzeugt, in welcher sich der Zu-
stand (6.44) darstellen ldsst. Details zum Erzeugen einer solchen Basis sind in [48] und
in Anhang E.2 zu finden. Als Anfangswerte fiir die BBR-Methode sollen die Erwartungs-
werte der Dichteoperatoren mit dem Zustand (6.44) bestimmt werden. Die Operatoren,

SGauBlverteilt um den Mittelwert m = 1 mit der Breite d, die frei wihlbar bleiben soll. Die Breite der
Verteilung ist ein Maf fiir die Stérke der Stérung des Zustands.
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

von welchen die Erwartungswerte berechnet werden sollen, bestehen aus Paaren von Er-
zeugern und Vernichtern. Solche Erwartungswerte kénnen in der in [49] vorgeschlagenen
Methode mithilfe von sogenannten Sprungindizes sehr effizient ausgewertet werden. Die
Effizienz dieser Methode ist hier von Vorteil, da die Erwartungswerte sehr oft berechnet
werden miissen, um passende Zufallszahlen z,, », 5.0, zu finden, die alle Nebenbedin-
gungen erfiillen. Fiir Details zu dieser Methode sei auf Anhang E.3 und [49] verwiesen.

Aus einer GauBlverteilung mit einer festen Breite d um den Mittelwert m = 1 werden

zuféllig D komplexe Zufallszahlen ausgewahlt, die die Startwerte 2,1 120304 fiir den
Start
Zustand (6.44) darstellen. Je groBer der Wert von d, desto stérker werden die Mean-

Field-Koeffizienten ausgelenkt, d.h. d gibt die Stédrke der Stérung des Originalzustands
an.

Die Werte 6;(z) stellen ein Maf§ dafiir dar, wie gut die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38)
fiir den aktuellen Satz z Zufallszahlen erfiillt sind:

01(z) = —Jia Re(o13) + J34 Re(o24) = 0, (6.45a)
0s(2) = —J1o Im(013) + Joq Im(0a4) = 0, (6.45b)
53(2) = ny — ng = 0, (6.45¢)
0u(2) = Jaz — 2 nzng% Lo, (6.45d)
55(2) = cag — 2v/mamzy /1 — Ry (6.45¢)
72
Damit §;(z) = 0 fiir ¢ = 1,...,5 gilt, miissen die Zufallszahlen z,, , n,n, angepasst

werden. Es hat sich herausgestellt, dass numerisch ein Minimierungsverfahren zum ge-
wiinschten Ergebnis fiithrt. Dazu wird die Summe 6(z) der Quadrate der Werte fiir §;(z)
gebildet mit

5(z) = Z 5;(2)% =0, (6.46)

welche im Laufe des Verfahrens immer néher an den Wert null gebracht werden soll. Da-
zu wird eine Zufallszahl z; aus dem Satz z ausgewihlt. Diese Zufallszahl besitzt zu die-

sem Zeitpunkt einen bestimmten Wert z;. Es werden anschlieflend die Werte §(2) ,

i(2) und §(2) bestimmt, h bezeichnet dabei die Breite des betrachteten
zi—=zs+ zi=zs—h

Intervalls und ist fest, aber frei withlbar. Diese drei Punkte® definieren eine Parabel p(z;)

der Form

p(z) = %a (2 — 2)° + b (2 — 2) + ¢ (6.47)

6Um die Parabel genauer zu bestimmen, kénnten ebenso mehr Punkte verwendet und anschlieBend
ein Fit durchgefiihrt werden. Da die Rechenzeit aber priméir durch die Anzahl der berechneten
Erwartungswerte gegeben ist, werden an dieser Stelle nur drei Punkte verwendet, was beziiglich der
Genauigkeit fiir den Zweck ausreichend ist.
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6.3. Unreine Anfangszustiande

mit den Parametern

p(zs - h) +p<zs + h) - 2]9(25)

a= 12 ) (6.48a)

po Pt h>2_hp<25 —h) (6.48h)
und

c = p(2,). (6.48c¢)

Der Tiefpunkt zrp dieser Parabel befindet sich bei

b
— 2 — - 4
ZTP z a (6 9)

Falls der Tiefpunkt zpp im Intervall [z, — h, z, + h| liegt, so wird der aktuelle Wert
zs der gewéahlten Zufallszahl z; durch den neuen Wert z,., = zrp ersetzt. Gilt zpp <
zs — h, so wird z; durch z,., = 2z, — h ersetzt und anders herum wenn ztp > z, + h,

so wird z, durch zpe, = 25 + h ersetzt. AnschlieBend wird §(z) ausgewertet. Falls

Z{=Zneu

i(z) < 0(2) gilt, wird die Anderung der Zufallszahl z; akzeptiert, andernfalls

wird eine neue Zufallszahl gewahlt. Die gesamte Prozedur wird so lange wiederholt, bis
eine hinreichende Genauigkeit erreicht ist, d.h. wenn §(z) numerisch null ist. Ist dies der
Fall, werden die Erwartungswerte der Dichteoperatoren mit dem so bestimmten Zustand
ausgewertet und die Bewegungsgleichungen der BBR-Methode integriert.

Das eben beschriebene Vorgehen liefert demnach Anfangszustédnde, deren Dynamik
untersucht werden kann. An dieser Stelle soll noch einmal erwihnt werden, dass mit
diesem Verfahren prinzipiell noch weitere Nebenbedingungen erfiillt werden konnten
und zwar so viele, wie Freiheitsgrade verfiighar sind. Da jede Zufallszahl sowohl einen
Real- als auch einen Imaginérteil besitzt, ergibt dies 2D verfiigbare Freiheitsgrade. Al-
lerdings muss Folgendes angemerkt werden: Eigentlich sollte der numerische Aufwand
nicht mit der Anzahl der Bedingungen ansteigen, wie es zum Beispiel bei Verwendung
eines Newton-Verfahrens der Fall wére, sondern davon unabhéngig sein. Dadurch sollte
es sich grundsétzlich einfach gestalten, Bedingungen hinzuzufiigen oder wegzulassen. Es
hat sich jedoch gezeigt, dass das numerische Verhalten der Methode in groBem Mafle von
der Wahl des Parameters h abhéngt und auch der Wert von d einen Einfluss besitzen
kann. Obwohl ein Satz Zufallszahlen z gesucht wird, fiir den (6.46) erfiillt sein soll, kann
jedoch vorkommen, dass das Verfahren bei einem fest gewédhltem Wert fiir A fiir einen

bestimmten Satz Startwerte an,n2,n3,n4‘ in ein lokales Minimum hinein lauft, welches

Start
mit dem gewéhlten Wert fiir die Intervallbreite nicht mehr verlassen werden kann. Dieses
Verhalten ist bei vorgegebenem h wesentlich abhéngig von der Anzahl der Bedingungen,
weswegen sich zusétzliche Bedingungen nicht ohne jeglichen Aufwand hinzufiigen lassen.
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

6.4. Diskussion der numerischen Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die numerisch erhaltenen Ergebnisse diskutiert. Es wird
gezeigt, dass sich mithilfe der Anpassungen (6.8) und (6.26) der Kontrollparameter die
Dynamik der P7T-symmetrischen Zustdnde des Zweimuldensystems in der ersten Ord-
nung der Hierarchie des Vielteilchensystems realisieren lésst, sofern die Anfangszustén-
de unrein sind und die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen. Dabei ist eine kleine
Auslenkung des reinen Mean-Field-Zustands bereits ausreichend, um einen passenden
unreinen Zustand zu erzeugen, welcher in der Dynamik dasselbe Verhalten zeigt, wie die
PT-symmetrischen Zustidnde des offenen Systems.

Zunéchst werden in Unterabschnitt 6.4.1 die Elemente erster Ordnung untersucht und
in Unterabschnitt 6.4.2 schliefllich die Elemente zweiter Ordnung.

6.4.1. Dynamik der Elemente erster Ordnung

Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen zeigen, dass sich die Dynamik der P7T-
symmetrischen Zustdnde des offenen Zweimuldensystems in der ersten Ordnung der
Hierarchie im Vielteilchensystem realisieren lédsst. In Abbildung 6.1 ist die Dynamik
der Besetzungszahlen n;, der Elemente jo; und co3, der Kontrollparameter und die der
Reinheit im Vielteilchensystem dargestellt. Fiir die Systemparameter wurden v = 0.5
und U = 0.1 gewé&hlt. Der reine Mean-Field-Zustand wurde nach Gleichung (6.44) mit
gauBverteilten Zufallszahlen der Breite d = 0.008 ausgelenkt. Die Bestimmung eines
Vielteilchenzustands (6.44), dessen Erwartungswerte mit den Dichteoperatoren die Ne-
benbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen, ist numerisch sehr aufwendig und wurde deshalb
fiir eine relativ geringe Teilchenzahl von Nges = 22 durchgefiihrt”.

Abbildung 6.1(a) zeigt die Besetzungszahlen n; in den einzelnen Mulden in Abhéngig-
keit der Zeit. Wie im offenen Zweimuldensystem sind die Besetzungszahlen in den inneren
beiden Mulden ns, und ng zeitlich konstant und stets gleich grof8. Die Reservoirmulden
hingegen leeren bzw. fiillen sich linear, so wie es auch schon im Mean-Field-Grenzfall
beobachtet wurde (siche Abbildung B.1 in Anhang B). Bei Betrachtung der Besetzungs-
zahlen liefert dieses Vorgehen demnach genau das gewiinschte Verhalten.

Der zeitliche Verlauf der reduzierten Stromdichte jo; und der Korrelation co im Viel-
teilchensystem ist in Abbildung 6.1(b) aufgetragen (durchgezogene Linien). Die theore-

"Die groBe Dimension des Hilbertraums stellt einen limitierenden Faktor bei der numerischen Bestim-
mung des Anfangszustands dar, da die entsprechenden Erwartungswerte mit den Dichteoperatoren
bei der Minimierung sehr oft ausgewertet werden miissen. Die hier betrachtete Gesamtteilchenzahl
im System liegt daher bei Nges = 22 Teilchen. Die BBR-Néaherung ist jedoch umso genauer, desto
groflerer die Teilchenzahl ist. Die Abweichungen von der echten Vielteilchendynamik sind von der
Ordnung (Q(Nges f3/?). Um genauere Ergebnisse zu erhalten, kann die Dynamik mithilfe des Bose-
Hubbard-Modells bestimmt werden. Da sich das System in den Ergebnissen in Abbildung 6.1 nur fiir
einen relativ kurzen Zeitbereich aufrecht erhalten lisst, z.B. verglichen mit dem Mean-Field-Fall in
Abbildung B.1 oder im Vielteilchensystem in den Abbildungen 5.3 und 5.4, spielen die Abweichungen
durch Naherung der exakten Dynamik keine wesentliche Rolle.
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Abbildung 6.1.: Dynamik eines unreinen Anfangszustands der Form (6.44) im Vielteil-

chensystem mit Ny = 22, berechnet mit der BBR-Methode und den
Zeitabhéangigkeiten der Kontrollparameter (6.8) und (6.26) fiir die Pa-
rameter v = 0.5, U = 0.1 und d = 0.008. Es sind die Zeitabhéngigkeiten
(a) der Besetzungszahlen n;, (b) der Elemente jo3 und ¢, (¢) der Tun-
nelraten, (d) der Elemente ji, und js4, (e) der Onsite-Energien und (f)
der Reinheit dargestellt. In (a) wurde dabei nicht auf die Besetzungszahl
in den mittleren beiden Mulden normiert. Man erhélt in der Dynamik
das Verhalten der P7T-symmetrischen Zusténde des offenen Zweimul-
densystems.
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6. Dynamik unreiner Anfangszustinde

tischen Werte im Zweimuldensystem sind fiir die gewéhlten Parameter gepunktet dar-
gestellt. Es zeigt sich, dass das in Abschnitt 6.3 dargestellte Verfahren dazu geeignet
ist, die korrekten Werte fiir die reduzierte Stromdichte jo3 und die Korrelation co3 im
Vielteilchensystem einzustellen. In der Dynamik bleibt der Wert beider Gréflen zeitlich
konstant.

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts lautet also wie folgt: Da die Besetzungszah-
len in den Systemmulden sowie die reduzierte Stromdichte jo3 und die Korrelation cog
im Vielteilchensystem zeitlich konstant sind, ldsst sich im Vielteilchensystem das Ver-
halten der PT-symmetrischen Zustéinde des offenen Zweimuldensystems in der ersten
Ordnung der Hierarchie erreichen. Dazu miissen die Anpassungen (6.8) und (6.26) fiir
die Kontrollparameter verwendet werden und unreine Anfangszustinde der Form (6.44)
zur Bestimmnung der Erwartungswerte der Dichtematrizen gewéahlt werden, welche die
Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen. Dies unterscheidet sich wesentlich von dem Er-
gebnis in [33], da mit dem hier dargestellten Verfahren die komplette Dynamik der ersten
Ordnung der PT-symmetrischen Zustédnde des offenen Zweimuldensystems im Vielteil-
chensystem eingestellt werden kann. In [33] hingegen konnte nur die Stationaritidt der
Besetzungszahlen ny, und ng und die der reduzierten Stromdichte jo erreicht werden,
d.h. die Bedingung an die Stationaritit der Korrelation co3 musste aufgegeben werden
und lie sich nicht erfiillen.

Abbildung 6.1(c) zeigt die Zeitabhingigkeit der Tunnelraten Jj; und Js4. Wie auch
schon bei der Untersuchung der Dynamik der P7T -brechenden Zusténde im Vielteilchen-
system in Abschnitt 5.2 (siehe Abbildung 5.3 bzw. 5.4) divergieren die Tunnelraten nach
einer gewissen Zeit. Auch hier liegt der Grund fiir dieses Verhalten in der Dynamik der
reduzierten Stromdichten 512 und 334, welche in Abbildung 6.1(d) dargestellt ist. Die
Steigung der zeitlichen Verlaufe dieser beiden Groflen ist zu diesem Zeitpunkt sehr grof3
und die GroBen gehen gegen null. Da ji; und js in den Gleichungen (6.8) im Nenner
in die Berechnung der Tunnelraten eingehen, divergieren diese wenn ji» und jsq gegen
null streben. Aus demselben Grund divergieren zu diesem Zeitpunkt auch die Onsite-
Energien €; und €, (siehe Abbildung 6.1(e)), da auch in den Gleichungen (6.26) die
Groflen 312 und 534 im Nenner auftreten.

Die Reinheit P», bezogen auf das eingebettete System, und die Reinheit P;, bezo-
gen auf das Gesamtsystem, sind in Abbildung 6.1(f) dargestellt. In der Dynamik sind
P, und P, in guter N&dherung konstant. Beide Werte liegen sehr nah an eins, d.h. der
verwendete Zustand ist nur sehr wenig von einem vollkommen reinen Zustand entfernt.
Dies bedeutet, dass bereits eine sehr geringe Auslenkung aus dem vollkommen reinen
Mean-Field-Zustand geniigt und sich bereits mit einem solchen Zustand das gewiinschte
Verhalten in der ersten Ordnung erreichen lésst. Selbst fiir geringe Auslenkungen besitzt
das Gleichungssystem (6.18) die eindeutige Losung (6.26).

Wie in Abbildung 6.1 ersichtlich ist, kann das System, anders als im Mean-Field-
Grenzfall in Abbildung B.1, nicht bis zur Entleerung der linken Reservoirmulde aufrecht
erhalten werden. Das System bricht dann zusammen, wenn die Tunnelraten Jis und Js4
und die Onsite-Energien €; und ¢4 divergieren, was durch den Abfall der Gréfien 312 und
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Js4 verursacht wird. Der Zeitpunkt des Zusammenbruchs hingt dabei wesentlich vom
gewihlten Anfangszustand ab. In Abbildung 6.2 ist die Dynamik der Besetzungszahlen
n;, der Elemente 323 und co3, der Kontrollparameter und die der Reinheit fiir einen
Zustand mit denselben Parametern (y = 0.5, U = 0.1 und d = 0.008) wie in Abbildung
6.1 dargestellt. Lediglich die Zufallszahlen besitzen andere Werte. Es zeigt sich, dass fiir
den Zustand in Abbildung 6.2 das System nur ungefdhr halb so lange aufrecht erhalten
werden kann wie fiir den Zustand in Abbildung 6.1.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass der Zeitpunkt des Zusammenbruchs unter
anderem auch von der gewéhlten Breite d der Gauverteilung abhéngt, was hier jedoch
nicht diskutiert werden soll.

6.4.2. Dynamik der Elemente zweiter Ordnung

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass sich das Verhalten der PT-symmetrischen
Zustiande des Zweimuldensystems im Vielteilchensystem in der ersten Ordnung realisie-
ren lésst. In diesem Abschnitt wird nun das Verhalten der zweiten Ordnung untersucht.
Es ist allerdings nicht zu erwarten, dass sich im Vielteilchensystem dieses Verhalten auch
in der zweiten Ordnung der BBR-Néherung einstellt, da erstens keine Bedingungen an
die Anfangswerte der zweiten Ordnung gestellt wurden und zweitens mit den vier ver-
fiigbaren reellen Kontrollparametern Ji9, J34, €; und €4 nur die vier reellen Gréflen der
ersten Ordnung zeitlich kontrolliert werden koénnen.

Die Zweiteilchendichtematrix besitzt insgesamt 256 Elemente; wie in Unterabschnitt
4.2.3 diskutiert, sind diese nicht alle unabhéngig voneinander. Es ist allerdings nur die
Dynamik derjenigen Elemente interessant, welche nur die Indizes 2 und 3 besitzen, da
sich die Frage stellt, ob sich die mittleren beiden Mulden des hermiteschen Systems so
wie das offene System verhalten. Es existieren 16 Elemente, die nur Indizes 2 und 3
besitzen, also sind 32 reelle Groflen zu untersuchen. Unter Ausnutzung der Symmetrien
(4.19) und (4.20) ldsst sich diese Anzahl noch erheblich reduzieren. Es bleiben neun
reelle Groflen iibrig. Bei den voneinander unabhéngigen Elementen, aus denen sich die
Restlichen mithilfe der Symmetrien (4.19) und (4.20) berechnen lassen, handelt es sich
um Re(02222), Re(02223), Im(02223), Re(02233), Re(02323), Im(02303), Re(0a333), Im(02333)
und Re(03333)8.

In Abbildung 6.3 ist die Zeitabhéngigkeit der voneinander unabhéngigen Elemente
Orimn der Zweiteilchendichtematrix dargestellt. Die durchgezogenen Linien zeigen den
zeitlichen Verlauf der Elemente im Vielteilchensystem, die gestrichelten Linien stellen
deren Dynamik im offenen Zweimuldensystem dar. Die Elemente zweiter Ordnung im

8Bei Betrachtung der Kovarianzen Ay, in Gleichung (4.21) bleiben unter Ausnutzung der Symme-
trien (4.23) und (4.24), wie in Abschnitt 4.2.3 erliutert, (2 —22)/2 = 10 reelle GroBen {ibrig. Bei den
voneinander unabhingigen Elementen, aus denen sich in diesem Fall die Restlichen berechnen lassen,
handelt es SiCh um RG(AQQQQ), RG(AQQQ,?,), Im(A2223), Re(Agzgg), ].:{G(A2323)7 Im(Agggg), RG(A2332)7
Re(Agggg), Im(Agggg) und RQ(A3333).
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Abbildung 6.2.: Dynamik wie in Abbildung 6.1 fiir die Parameter v = 0.5, U = 0.1
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und d = 0.008, mit anderen Zufallszahlen fiir die Auslenkung des Mean-
Field-Zustands. Es sind die Zeitabhingigkeiten (a) der Besetzungszahlen
n;, (b) der Elemente Jos und cas, (c) der Tunnelraten, (d) der Elemente
g1z und jss, (e) der Onsite-Energien und (f) der Reinheit dargestellt.
Das System kann im Vergleich mit Abbildung 6.1 nur ungefdhr halb so
lange aufrecht erhalten werden.



6.4. Diskussion der numerischen Ergebnisse

offenen System sind dabei natiirlich zeitlich konstant, da in diesem System in allen
Ordnungen PT-Symmetrie vorliegt.

Aus Abbildung 6.3 ist ersichtlich, dass die Elemente zweiter Ordnung im Vielteilchen-
system nicht mit denen im offenen Zweimuldensystem iibereinstimmen. Das entspricht,
wie oben bereits erwdhnt, genau der Erwartung, da an die Anfangswerte der zweiten Ord-
nung keine Bedingungen gestellt wurden, weswegen sich die Werte im Vielteilchensystem
und im offenen Zweimuldensystem zum Zeitpunkt ¢ = 0 unterscheiden. Die Werte liegen
dabei dennoch in derselben Groflienordnung und weisen dasselbe Vorzeichen auf. Dies
legt den Schluss nahe, dass sich auch fiir die Momente zweiter Ordnung prinzipiell pas-
sende Werte einstellen lielen. Dieses Vorgehen wire in dem in dieser Arbeit behandelten
Viermuldensystem allerdings nicht besonders zielfithrend: Angenommen, die Elemente
der Zweiteilchendichtematrix bzw. die Kovarianzen beséflen die korrekten Anfangswerte,
néamlich dieselben Werte bei t = 0 wie die entsprechenden Gréflen im offenen Zweimul-
densystem. Damit ist dann allerdings nicht automatisch garantiert, dass die Dynamik
der Momente zweiter Ordnung mit der des offenen Systems {ibereinstimmt, d.h. dass die
Elemente zeitlich konstant bleiben. Will man das Verhalten des offenen Zweimuldensys-
tems simulieren, so stellt das hermitesche Viermuldensystem eine Minimallosung dar, da
es nur vier reelle Parameter bereitstellt, mit welchen das Verhalten des offenen Systems
eingestellt werden kann. Wie in Anhang B und Kapitel 5 gezeigt, reichen diese vier reel-
len Parameter im Mean-Field-Grenzfall aus, um das gewiinschte Verhalten zu erzielen.
Im Vielteilchensystem ist dies nicht der Fall: Die Gleichungen (6.8) und (6.26) wurden
so bestimmt, dass sich das hermitesche System in der ersten Ordnung so wie das offene
System verhélt. Damit wurde erreicht, dass die vier reellen GroBen no, n3, joz und cas,
welche das Verhalten des Systems in der ersten Ordnung charakterisieren, in der Dyna-
mik dasselbe Verhalten wie das offene System zeigen, sprich zeitlich konstant bleiben. Mit
den vier reellen Parametern konnen folglich die vier reellen Groflen der ersten Ordnung
im Vielteilchensystem, also die Einteilchendynamik, angepasst werden. Da man im Vier-
muldensystem nur vier Parameter zur Verfiigung hat, lasst sich keine Kontrolle iiber das
Verhalten von Elementen héherer Ordnung gewinnen. Die Realisierung des Verhaltens
der PT-symmetrischen Zustinde in der Einteilchendynamik ist das Maximum dessen,
was sich mithilfe des Viermuldensystems erreichen lasst. Unter Hinzunahme weiterer Re-
servoirmulden liefle sich auch in héheren Ordnungen das Verhalten des offenen Systems
einstellen. Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode zur Bestimmung geeigneter unreiner
Anfangszustinde wére auch fiir ein System mit mehreren Reservoirmulden geeignet, in
dem man dann auch in hoheren Ordnungen das gewiinschte Verhalten erzielen koénnte,
da sich auch Bedingungen fiir héhere Ordnungen erfiillen lielen. Es wiren dann jedoch
andere Zeitabhéngigkeiten fiir die Kontrollparameter notig, welche dann natiirlich auch
mehr an der Zahl wiren.

Als Ergebnis dieses Kapitels liasst sich Folgendes festhalten: Es wurde ein Verfah-
ren gefunden, mit dem sich das Verhalten der P7T -symmetrischen Zusténde des offenen
Zweimuldensystems im Vielteilchensystem in der ersten Ordnung mithilfe der Zeitabhén-
gigkeiten (6.8) und (6.26) der Kontrollparameter realisieren ldsst. Dazu wurden unreine
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1.8 1.05
17 @) | 1 [(b) i
= 16 L 1 = 0.95 -
éc:l’ éc:"] 09 - -
2 1.5 F ] & 0.85 .
14 + - 08 L |
1.3 0.75
| | | | |
91 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
' t
9 () i
o 19k -
§ 1.8 - -
~ 1.7 - -
1.6 - -
1.5 ! ! ! ! !
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
t

offenes Zweimuldensystem ——

Vielteilchenbeschreibung

Abbildung 6.3.: Dynamik der voneinander unabhéngigen Elemente zweiter Ordnung im
Vielteilchensystem. Die korrespondieren Elemente erster Ordnung dieses
Zustand sind in Abbildung 6.1 dargestellt. Es liegt keine PT-Symmetrie
in der zweiten Ordnung der Vielteilchenbeschreibung vor. Teil 1 dieser
Abbildung befindet sich auf Seite 68.

Anfangszustinde verwendet. Dies unterscheidet sich wesentlich von dem Ergebnis in [33],
wo nur die Stationaritdt der Besetzungszahlen ny, und m3 und die zeitliche Konstanz
von jo3 erreicht werden konnte. Fiir hohere Ordnungen lisst sich im Viermuldensys-
tem das gewiinschte Verhalten nicht erzeugen, da das System nur vier reelle Parameter
bereitstellt. Um dies zu erreichen, wéren mehr verfiighare Freiheitsgrade notig, welche
beispielsweise durch ein System mit mehr Mulden bereitgestellt werden wiirde.

69






7. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Dynamik eines Bose-Einstein-Kondensats in einem P7T-
symmetrischen Zweimodensystem, welches in ein hermitesches Viermuldensystem mit
zeitabhéngigen Parametern eingebettet ist, untersucht. Es wurde gezeigt, dass sich im
Viermulden-Vielteilchensystem das Verhalten der PT-symmetrischen Zusténde des of-
fenen Zweimodensystems in der ersten Ordnung der Vielteilchenbeschreibung realisie-
ren lasst. Die Vielteilchendynamik wurde dabei mithilfe der Bogoliubov-Backreaction-
Methode bestimmt, welche eine Ndherung der exakten Vielteilchendynamik darstellt.

Im ersten Teil der Arbeit wurde die Dynamik der P7T-brechenden Eigenzustéande des
offenen Zweimuldensystems im hermiteschen Viermuldensystem sowohl im Mean-Field-
Limit als auch in der Vielteilchenbeschreibung untersucht.

Um die Dynamik im Mean-Field zu bestimmen, wurde die zeitabhéngige Gross-Pi-
taevskii-Gleichung gelost, die sich fiir das betrachtete System in einem 4 x 4-Matrixmodell
zusammenfassen ldsst. Um passende Anfangszustinde zu finden, wurden Beziehungen
zwischen den Phasen der Mean-Field-Wellenfunktion ausgenutzt, die sich aus dem Ver-
gleich der Dynamik des Viermuldensystems mit der des offenen Zweimuldensystems er-
geben. Fiir den Grenzfall einer verschwindenden Wechselwirkung ist die Losung der
Dynamik analytisch zugénglich. Die numerische Auswertung der Dynamik fiir eine nicht
verschwindende Wechselwirkung ergab, dass sich die Dynamik der P7T-brechenden Zu-
stdnde mithilfe einer entsprechenden Wahl der Zeitabhiingigkeit der Kontrollparameter
in den inneren beiden Mulden des Viermuldensystems im Mean-Field einstellen lésst.

Zur Untersuchung der Dynamik der P7T-brechenden Zusténde im Vielteilchensystem
wurden nach einem Vorschlag von Dast [26] reine Anfangzusténde, d.h. Zusténde, die
sich als Produkt der Einteilchenzustdnde darstellen lassen, gewéhlt. Fiir die Zeitab-
hingigkeit der Kontrollparameter im Vielteilchensystem wurde ein in [33] vorgestellter
Vorschlag aufgegriffen. Es ergab sich, dass sich auf diese Art und Weise das Verhalten der
PT-brechenden Zusténde des offenen Zweimuldensystems im Vielteilchensystem nicht
realisieren ldsst. Dies gilt ebenso fiir die Realisierung der P7T -symmetrischen Zustinde
[33].

Da das Viermuldensystem vier reelle Gréflen zur Verfiigung stellt, mithilfe derer das
Verhalten des offenen Zweimuldensystems simuliert werden kann, stehen prinzipiell ge-
niigend Parameter zur Verfiigung, um das Verhalten der PT-symmetrischen Zusténde
sowie auch der P7T -brechenden Zustédnde des Zweimuldensystems zumindest in der ersten
Ordnung im Vielteilchensystem zu realisieren. Ein reiner Zustand stellt jedoch aufgrund
der im System vorhandenen Kontaktwechselwirkung keine ideale Wahl fiir einen An-
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7. Zusammenfassung und Ausblick

fangszustand zur Bestimmung der Dynamik im Vielteilchensystem dar. Dadurch wird
die Verwendung unreiner Anfangszustdnde zur Realisierung des Verhaltens der P7T-
symmetrischen Zustande des Zweimuldensystems im Vielteilchensystem motiviert.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde ein Verfahren vorgestellt, mit welchem sich das
Verhalten der PT-symmetrischen Zustédnde des offenen Systems im Viermulden-Vielteil-
chensystem in der ersten Ordnung der Hierarchie realisieren l&sst.

Ausgangspunkt der Betrachtungen war dabei das Verhalten des offenen Zweimulden-
systems, welches in der Mean-Field-Naherung durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung be-
schrieben wird. Ausgehend davon wurden durch Vergleich der Dynamik des offenen Sys-
tems mit der Dynamik der inneren beiden Mulden des Viermulden-Vielteilchensystems
Zeitabhéngigkeiten fiir die Kontrollparameter gefunden, in welche, anders als in [33],
keinerlei Annahmen {iber die Anfangszusténde eingehen. Die Zeitabhéngigkeit der Tun-
nelraten (6.8) ergab sich dabei direkt aus dem Vergleich der Dynamik, fiir die Onsite-
Energien lief sich ein lineares Gleichungssystem bestimmen, welches fiir unreine Zustan-
de, d.h. Zusténde, die sich nicht als Produkt der Einteilchenzusténde darstellen lassen,
die eindeutige Losung (6.26) liefert. Die Werte fiir die Onsite-Energien sind fiir einen sol-
chen unreinen Zustand eindeutig bestimmt, wodurch die zahlreichen Probleme, welche
sich in [34] bei Betrachtung von reinen Zusténden ergeben haben, nicht auftreten. Fiir
reine Anfangszusténde sind die Gleichungen des Gleichungssystems jedoch linear abhéan-
gig und man erhélt die in [30, 32, 34] hergeleiteten und im ersten Teil dieser Arbeit
verwendeten Gleichungen. Sie stellen dabei einen Grenzfall der allgemeineren Betrach-
tungen dieser Arbeit dar.

Um in der Vielteilchendynamik das Verhalten der PT-symmetrischen Zusténde des
offenen Zweimuldensystems zu realisieren, wurden unreine Anfangszustédnde konstruiert,
welche die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen, die sich aus dem Vergleich mit dem
offenen System ergeben. Unreine Zustédnde besitzen eine grofie Anzahl an Freiheitsgra-
den, jedoch lassen sich die Elemente der Ein- und Zweiteilchendichtematrix nicht kom-
plett unabhéngig voneinander wihlen, da sie die Symmetrien (4.20) erfiillen miissen. Um
einen passenden Anfangszustand fiir die BBR-Methode zu finden, wurde daher zunéchst
ein entsprechender Fock-Zustand konstruiert und anschlieend die Erwartungswerte mit
den Dichteoperatoren ausgewertet. Die so bestimmten Elemente erfiillen automatisch die
Symmetrien (4.18), (4.19) und (4.20).

Um einen passenden Fock-Zustand zu finden, wurde der bekannte Mean-Field-Zustand
(6.42) des Systems zugrunde gelegt und mit gaufiverteilten Zufallszahlen ausgelenkt, d.h.
es wurde eine kleine Storung auf den Zustand aufgebracht. Der Vorteil dieses Vorgehens
ist, dass viele der vorhandenen Freiheitsgrade festgelegt werden, aber dennoch geniigend
Freiheitsgrade verblieben, mit welchen die Nebenbedingungen erfiillt werden kénnen.
Somit erhélt man einen unreinen Zustand, dessen Auslenkung durch einen einzigen Pa-
rameter, ndmlich die Breite der Gauflverteilung, charakterisiert wird. Die Zufallszahlen
wurden anschlieBend mithilfe eines Minimierungsverfahrens so angepasst, dass die re-
sultierenden Elemente der Einteilchendichtematrix die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38)
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erfiillen.

Die auf diese Art und Weise konstruierten Zustdnde wurden schlielich fiir die Be-
rechnung der Dynamik des Vielteilchensystems mithilfe der BBR-Methode verwendet.
Es zeigte sich, dass sich mit der in dieser Arbeit vorgestellten Methode das Verhalten
der PT-symmetrischen Zustdnde des offenen Zweimuldensystems in der ersten Ordnung
der Hierarchie des Vielteilchensystems realisieren lasst. Die Auswertung der numerischen
Ergebnisse ergab, dass sowohl die Besetzungszahlen ny und ng in den mittleren beiden
Mulden als auch der Strom js3 und die Korrelation co3 zwischen den beiden inneren
Mulden zeitlich konstant sind. Dies unterscheidet sich wesentlich von dem Ergebnis in
[33], da auch die Forderung an die Korrelation cog erfiillt werden konnte, die in [33] un-
ter Verwendung reiner Anfangszustinde und Zeitabhéngigkeiten der Kontrollparameter
basierend auf dem Mean-Field-Verhalten nicht erfiillt werden konnte.

In dem in dieser Arbeit verwendeten Viermuldensystem kann nicht erwartet werden,
dass sich das Verhalten der P7T-symmetrischen Zustéinde auch in der zweiten Ordnung
im Vielteilchensystem einstellt. Die Untersuchung der Dynamik der Momente zweiter
Ordnung, welche nur die Indizes zwei und drei besitzen, zeigte, dass sie von der Dy-
namik der PT-symmetrischen Zusténde des offenen Systems abweicht. Dies entsprach
der Erwartung und hat zwei Ursachen: Zum einen wurden an die Momente zweiter
Ordnung keine Nebenbedingungen gestellt und zum anderen wurde mithilfe der Zeitab-
héngigkeiten (6.8) und (6.26) nur die Einteilchendynamik des Systems angepasst. Dies
bedeutet, dass selbst wenn entsprechende Nebenbedingungen an die Momente zweiter
Ordnung gestellt worden wéren, wiirde die Dynamik Abweichungen vom Verhalten des
offenen Zweimuldensystems zeigen. Das liegt daran, dass das betrachtete Viermuldensys-
tem, welches eine Minimallosung zur Realisierung von P7T-Symmetrie durch Einbettung
in ein hermitesches System darstellt [30], nur vier reelle Parameter zur Verfiigung hat,
mit welchen das Verhalten des offenen Systems simuliert werden kann. Mit ihnen kénnen
somit maximal die vier Gréfien ny, ng, jog und cy3 der ersten Ordnung angepasst werden.

Mithilfe des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens ldsst sich demnach das Ver-
halten der PT-symmetrischen Zustéinde des offenen Zweimuldensystems in der ersten
Ordnung der Hierarchie der Beschreibung des Vielteilchensystems mithilfe unreiner An-
fangszustande der Form (6.44), welche die Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) erfiillen, und
der Zeitabhingigkeiten (6.8) und (6.26) der Kontrollparameter realisieren. Durch Erset-
zung der Nebenbedingungen (6.34)-(6.38) durch passende andere lieBe sich mit diesem
Verfahren analog unter Verwendung derselben Zeitabhéngigkeiten der Kontrollparame-
ter auch das Verhalten der P7T-brechenden Zusténde in der Einteilchendynamik des
Vielteilchensystems einstellen. Die in dieser Arbeit zur Bestimmung der Dynamik des
Vielteilchensystems verwendete BBR-Methode stellt eine Naherung der kompletten Viel-
teilchendynamik dar. Um genauere Ergebnisse insbesondere fiir geringe Teilchenzahlen
zu erhalten, kann in weiteren Untersuchungen eine Auswertung der Dynamik mithilfe
des Bose-Hubbard-Modells erfolgen.

Die hier vorgestellte Methode bietet die Moglichkeit, weitere Nebenbedingungen an
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7. Zusammenfassung und Ausblick

den Anfangszustand zu stellen, da noch viele bisher ungenutzte Freiheitsgrade zur Ver-
fiigung stehen. Damit kénnten prinzipiell Bedingungen an Elemente hoherer Ordnungen
erfiillt werden, wobei numerische Schwierigkeiten nicht ausgeschlossen werden koénnen.
Um das gewiinschte Verhalten in hoheren Ordnungen auch in der Dynamik zu erzielen,
miisste hierzu ein System bestehend aus mehr als nur vier Mulden verwendet werden, um
zusétzliche Parameter zur Verfiigung zu haben, mit welchen dann auch das Verhalten ho-
herer Ordnung in der Dynamik kontrolliert werden kann. Somit kénnte auf diese Art und
Weise das Verhalten der P7T-symmetrischen Zustdnde des offenen Zweimuldensystems
auch in héheren Ordnungen des Vielteilchensystems realisiert werden.
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A. Stationare Losungen des offenen
Zweimuldensystems

In diesem Anhang werden die stationdren Losungen des Zweimodenmodells (2.11) ange-
geben und die Losungsstruktur anhand eines Bifurkationsdiagramms erldautert.

A.1. Losung der zeitunabhdngigen
Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir das offene Zweimuldensystem aus
Abschnitt 2.2 ist gegeben durch

gl ]* + 1y —J )(1/11)_ (%)
( 7 gl -ty J ) TH g, ) (2.11)

mit dem Eigenwert p, welcher zugleich das chemische Potential des Systems darstellt.
Gesucht sind nun die Eigenzustdnde und die zugehorigen Eigenwerte. Die folgende Her-
leitung orientiert sich dabei an den Ausfiithrungen in [15].

Mithilfe einer Energieverschiebung ji mit

=pu—c, (A.1)

("t ) ()= () e

Hierbei wurde das Besetzungsungleichgewicht x eingefiihrt mit

K= [t ]* = [¢f* (A.3)

und zudem vorausgesetzt, dass die Wellenfunktion normiert ist, d.h. dass |11|?+]is]* = 1
gilt. Multiplikation der ersten Zeile von Gleichung (A.2) mit ¢} und der zweiten Zeile mit
15 und anschliefende Addition beider Zeilen fiithrt auf einen Ausdruck fiir das chemische
Potential fi:

f= (ck 4+ iy)k — J(Y])e + U11)3). (A4)
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A. Stationédre Losungen des offenen Zweimuldensystems

Ein allgemeiner Ansatz! zur Losung von Gleichung (A.2), welcher die Normierung bereits
enthélt, lautet

1 .

I = A5
1—r _;

Yy = 5 e v (A.5b)

Setzt man den Ansatz (A.5) in Gleichung (A.4) ein, so lautet der Ausdruck fiir das
chemische Potential nun

f= (ck+iy)k — JV1 — K2 cos(2¢p). (A.6)

Einsetzen des Ansatzes (A.5) in Gleichung (A.2) fithrt nach Elimination von i auf

2 (ck +1y) —{—J(U +K2w \/1_’_% 21“")—0 (A.7)

Wird Gleichung (A.7) in Real- und Imaginérteil aufgeteilt, liefert dies das Gleichungs-
system

ck + \/%Jcos@gp) =0, (A.8a)
v+ / sin(2¢) = 0. (A.8Db)

V-2

An der Struktur von Gleichung (A.8a) erkennt man, dass zwei verschiedene Fille un-
terschieden werden miissen, ndamlich die Félle k = 0 und k # 0, welche im Folgenden
betrachtet werden.

P T -symmetrische Losungen (k = 0):

Fir x = 0 ist Gleichung (A.8a) stets erfiillt und liefert keine weitere Aussage. Zur
Bestimmung der Phase verbleibt nur Gleichung (A.8b), welche fiir k = 0 den Ausdruck

sin(2¢) = — L (A.9)
J
liefert. Das Argument des Sinus ist 2¢, was der Phasendifferenz von ¢y und 1, im
Ansatz (A.5) entspricht. Diese Grofe besitzt nur im Intervall [—7, +] eine physikalische
Bedeutung, d.h. die Gleichung (A.9) liefert zwei relevante Losungen, ndmlich

1 (Y
s,g = —7 arcsin (j) (A.10a)

IBemerkung: Durch Multiplikation mit einer globalen Phase konnen die Phasen stets antisymmetrisch
gewahlt werden.
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A.1. Losung der zeitunabhéangigen Gross-Pitaevskii-Gleichung

und

1 . (Y T
s, = arcsin <7> 5 (A.10b)

Der Index s steht dabei fiir die symmetrische Losung, der Index g bezeichnet den energe-
tisch tiefer gelegenen Grundzustand (unterer Ast im Bifurkationsdiagramm in Abbildung
A.1) und der Index e den energetisch hoher gelegenen angeregten Zustand (oberer Ast
im Bifurkationsdiagramm in Abbildung A.1). Die zu diesen beiden Losungen gehorenden
Eigenwerte sind gegeben durch

" :gj:\/ﬂ—y? (A.11)

Zusammengefasst ergeben sich die PT-symmetrischen Eigenzustinde des Systems zu
V/nei¥sa
Vsg = ( Je—i#es (A.12)

fiir den Grundzustand und zu
neiSOs,e
¢87e = ( \/\/H_e_itps,e > (A.13)
fiir den angeregten Zustand.

P T -gebrochene Lésungen (k # 0):

Fiir k # 0 lésst sich Gleichung (A.8a) durch x dividieren. Somit verbleiben fiir den
PT-brechenden Fall zwei Gleichungen zur Bestimmung von ¢ und x. Quadrieren der
Gleichungen (A.8), anschliefende Addition und Auflosen nach « liefert

JQ

Um ¢ zu berechnen, wird Gleichung (A.14) in die Gleichungen (A.8) eingesetzt. Man
erhélt

JQ
m =—J COS(QQO) (A15a)
und
J? .

7



A. Stationédre Losungen des offenen Zweimuldensystems

Division der beiden Gleichungen (A.15) fiihrt auf

tan(2¢) = % (A.16)

Da das Argument 2p des Tangens wieder die Phasendifferenz zwischen ¢, und vy dar-
stellt und im Intervall [—m, 47| liegen muss, ist hier der entsprechende Zweig des Ar-
kustangens auszuwéahlen. Wie in Abschnitt 2.2 erwéhnt, sollen in dieser Arbeit positive
Werte von g und v betrachtet werden. Unter dieser Voraussetzung erhélt man fiir die
Phase

1
Yo =5 arctan (%) - g, (A.17)

wobei der Index a die antisymmetrische Losung bezeichnet. Um das chemische Potential
fir die PT-brechende Losung zu finden, werden die Gleichungen (A.14) und (A.17) in
Gleichung (A.4) eingesetzt. Man erhélt

J2
=g i - 1= vk, A.18
fta =g W\/c2+y2 g Fivk (A.18)

d.h. der zur PT-brechenden Losung zugehorigen Eigenwerte sind komplex. Insgesamt
ergeben sich die PT-brechenden Eigenzustande zu

H_Heiﬁpa
va=| = ] (A.19)
Ve

A.2. Bifurkationsdiagramm

Stellt man den Wert des chemischen Potentials (A.11) bzw. (A.18) iiber dem Paramter ~y
dar, so erhélt man den im Bifurkationsdiagramm in Abbildung A.1 dargestellten Verlauf.
Fir J = 1 fallen die PT-symmetrische Losung (A.11) (angeregter Zustand) und die
beiden PT-brechenden Losungen (A.18) am sogenannten Tripelpunkt ~, [50] bei

y=1/1- % (A.20)

zusammen. Der Tripelpunkt stellt einen exzeptionellen Punkt dar.

Fiir v < v, existieren im System nur die beiden P7T-symmetrischen Losungen, die
zugehorigen Eigenwerte sind rein reell. Zwischen v = v, und v = 1 findet man sowohl
PT-symmetrische als auch P7T-brechende Losungen und fiir v > 0 existieren nur P7T -
brechende Lésungen.
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A.2. Bifurkationsdiagramm

0 0.5 1 1.5 2

Re ps Repg —— Impg —-—-- Impg ———

Abbildung A.1.: Bifurkationsdiagramm fiir ¢ = 1.6. Dargestellt sind Real- und Imagi-
nérteil der chemischen Potentiale (A.11) und (A.18). Der Tripelpunkt
befindet sich bei v = 0.6.
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B. Dynamik P7T-symmetrischer
Zustande im Mean-Field

In diesem Anhang wird die Dynamik der P7T-symmetrischen Zusténde des offenen Zwei-
muldensystems im hermiteschen Viermuldensystem bestimmt. Dabei werden die in [33]
gegebenen Gleichungen verwendet. Die Betrachtungen erfolgen im Mean-Field-Limit mit
dem Anfangszustand (3.15) und den Zeitabhéngigkeiten (3.7) und (3.13) der Kontroll-
parameter.

Im Folgenden werden analytische Ausdriicke fiir die Zeitabhéngigkeit der Kontrollpa-
rameter zur Berechnung der Dynamik der P7T-symmetrischen Zusténde in der Mean-
Field-Beschreibung gegeben und die Dynamik bestimmt. Fiir eine ausfiihrlichere Be-
handlung sei auf [30, 33] verwiesen.

Da das hermitesche Viermuldensystem ein geschlossenes System darstellt, ergibt sich
die zeitliche Anderung der Besetzungszahlen aus den Tunnelstromen in die jeweilige
Mulde hinein und aus der jeweiligen Mulde heraus (siehe auch Abschnitt 5.1.2). Es
folgen

0

am,M:z; = —Ji12 = —27ny, (B.1a)
0

— —4=J12—Jo3 =0 B.1b
atn2,M74 Ji2 — J23 ) ( )
0

B M=1 = J23 — Jaa =0 (B.1c)

und
0 .
§n4,M:4 = J34 = 29ng, (B-ld)

wobei verwendet wurde, dass fiir den Strom zwischen den mittleren beiden Mulden
mithilfe von Gleichung (3.14a) fiir den P7T -symmetrischen Anfangszustand (3.15)

Jas = 2yn(0) (B.2)

folgt. Damit ergibt fiir die Zeitabhéngigkeit der Besetzungszahlen zu

ni(t) = n1(0) — 2ynt, (B.3a)
ns(t) = n(0), (B.3b)
ns(t) = n(0) (B.3c)
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B. Dynamik PT -symmetrischer Zustande im Mean-Field

und
ny(t) = ng(0) 4 2ynt. (B.3d)

Die Gleichungen (B.3) zeigen, dass die Anzahl der Teilchen in den inneren beiden Mulden
zeitlich konstant ist und sich die Reservoirmulden linear leeren bzw. fiillen. Gleichung
(3.14a) liefert, dass der Strom js3 zwischen den beiden inneren Mulden stationér ist
und nach Gleichung (3.14b) bleibt auch die Korrelation co3 konstant. Es liegt also PT-
Symmetrie im eingebetteten System vor. Die dazu erforderlichen Zeitabhéngigkeiten der
Kontrollparameter lassen sich fiir diesen Fall in analytischer Form angeben. Die Gleichun-
gen (3.7) fiir die Zeitabhéngigkeit der Tunnelraten ergeben fiir den P7T-symmetrischen
Anfangszustand (3.15) die analytischen Ausdriicke

wa=v¢m@;“” (B.4a)

— 2yn(0)t

und

haw:v¢mm;“” (B.4D)

+ 2yn(0)t

Fiir die Zeitabhéngigkeiten der Onsite-Energien lassen sich ebenfalls analytische Losun-
gen finden. Mithilfe der Gleichungen (3.13) ergeben sich

e1(t) = gn(0) — Jcos(2¢) — gni(0) + 2gyn(0)t = ps — gn1(0) + 2g7n(0)t  (B.5a)
und
ea(t) = gn(0) — J cos(2¢) — gna(0) — 29yn(0)t = ps — gna(0) — 2g7n(0)t,  (B.5b)

wobei ps das chemische Potential (A.11) des offenen Zweimuldensystems darstellt.
In Abbildung B.1 ist die Dynamik des PT-symmetrischen Anfangszustands (3.15) mit
den Zeitabhéngigkeiten (3.7) und (3.13) der Kontrollparameter dargestellt.
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Abbildung B.1.: Mean-Field-Dynamik des P7T-symmetrischen Zustands (3.15) fiir die
Parameter ¢ = 1.6 und v = 0.5, berechnet durch Losung des 4 x 4
Matrixmodells (3.1) mit den Zeitabhéngigkeiten (3.7) und (3.13) der
Kontrollparameter. Es ist die Dynamik der (a) Besetzungszahlen n; in
den einzelnen Mulden, (b) der Grofen jos und cgs, (¢) der Tunnelraten
Jri, (d) der Onsite-Energien €, und (e) der Phasen ¢, dargestellt. Im
Mean-Field ldsst sich folglich PT-Symmetrie in den mittleren beiden
Mulden realisieren.
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C. Herleitung der Naherungsformel der
BBR-Methode

In diesem Anhang wird eine Herleitung der Ndherungsformel (4.17) fiir die Elemente
Okimnrs der Dreiteilchendichtematrix, welche in [42, 43, 46] verwendet wird, gegeben.
Die hier dargestellte Herleitung orientiert sich dabei an den Ausfithrungen in [35]. Es
wird angegeben, wie die bei der Ndherung vernachléssigten Terme mit der Teilchenzahl
skalieren.

Fiir ein Erzeuger-Vernichter-Paar wird im Folgenden, in Anlehnung an [35], die Ab-
kiirzung

A

Aj=aly (C.1)

verwendet, um die folgenden Gleichungen iibersichtlicher zu gestalten. Der Index j steht
dabei fiir ein Paar (k,1).

Dichtematrizen lassen sich stets diagonalisieren (siehe dazu auch Anhang D). Ist die
Einteilchendichtematrix ¢ in der Basis |¢;) diagonal, so lasst sie sich mit den entspre-
chenden Eigenwerten \; darstellen als

o= Z il i) (il (C2)

Die Basisvektoren sollen dabei so angeordnet sein, dass fiir die korrespondierenden Ei-
genwerte \; > Ay > ... gilt. Die Grofle f soll im Folgenden den Anteil der Teilchen
darstellen, die sich nicht im Kondensatzustand befinden. Der gréfite Eigenwert ist dann
gegeben durch A\; = Nyes(1 — f), fiir alle anderen Eigenwerte gilt folglich A\; < fNges.

Der Operator, der ein Teilchen in der Basis |¢;) vernichtet, soll mit l;j bezeichnet
werden, der Erzeuger mit l;;, wobei ZA)I|0) = |¢;) gilt. Das Erzeuger-Vernichter-Paar flj
l&sst sich in dieser Basis darstellen als

Ay =" al blb,, (C.3)

wobei die Koeffizienten a?, fiir die folgenden Betrachtungen nicht bekannt sein miissen.

Nun wird angenommen, dass sich die Mehrzahl der Bosonen im Kondensatzustand
befindet, d.h. es ist f < 1 und (1 — f)Nges & Nges. Wird die Wirkung der Erzeuger und
Vernichter auf einen Zustand mit (1 — f)Nges Bosonen im Kondensatzustand betrachtet,
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so ergeben sich

bI|(1 = f)Nges:--.) = \/(1 — [)Nges + 1|(1 = f)Npes +1,...)
~ m’(l_f)Nges+1,..'> (C4a)

und
Bll(l - f)Ngew : > = (1 - f)NgeS|<1 - f)Nges B 17--‘>
~ /Naes| (1 = f)Nges — 1,...). (C.4b)

Wird ein einzelnes Teilchen in den Kondesatzustand eingebracht oder ausgekoppelt, so
wirkt sich dies nicht wesentlich auf den Zustand des Systems aus, sofern sich eine grofere
Anzahl Teilchen im Kondensatzustand befindet. Somit kann die Operatornatur von ZAJI
bzw. by vernachliissigt werden und die Gleichungen (C.4) liefern die Ersetzungsvorschrif-
ten

bl = /Nges, (C.5a)
l;l — Nges~ (C5b)

Mithilfe der Ersetzungen (C.5) lésst sich Gleichung (C.3) schreiben als

Aj = a]ilNges + Z al BTBS = Aj + 5‘4]" (CG)

rsr
r,s#1,1

d.h. besteht nun aus einer c-Zahl der Ordnung O(Nges) und dem Operator (5;4j mit der
Ordnung O(Ngesv/f).

C.1. Abschneiden der BBGKY-Hierarchie nach der
ersten Ordnung

In diesem Abschnitt wird die BBGKY-Hierarchie nach der ersten Ordnung abgeschnit-
ten und die Elemente zweiter Ordnung werden durch die Elemente der ersten Ordnung
gendhert. Dies soll als Vorbereitung fiir die Herleitung der BBR-Néherung in Abschnitt
C.2 dienen.

Um die Momente zweiter Ordnung durch die Elemente erster Ordnung auszudriicken,
muss eine Funktion g bestimmt werden, die

~ A

(A4 ~ g (A7), (A0) (€.7)

LAlle Zustande, der Kondensatzustand ausgenommen, sind mit maximal fNges Teilchen besetzt. Die

grofften Beitrige in 6Aj werden von denjenigen Termen geliefert, die entweder I;I oder b; enthalten.
Die fithrende Ordnung besitzt demnach die Gréfenordnung |/ Ngesv/ f Nges = Nges\/f .
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C.2. Abschneiden der BBGKY-Hierarchie nach der zweiten Ordnung

erfiillt. Mit der Ndherung (C.6) folgt fiir die linke Seite der Gleichung (C.7)
(A;jA) = AjAL + Aj(0A, + AR)OA; + 6A;0A,. (C.8)

Fiir die Form der Funktion g gibt es in diesem Fall nur eine Moglichkeit, ndmlich
g (¢A3), (Ae)) = () (Ag). (C.9)

Die Terme, die in Gleichung (C.9) gegeniiber Gleichung (C.8) vernachléssigt werden,
sind von der GroSenordnung O(NZ,f), d.h.

(AjAR) = (A))(Ar) + O(NZL ) =~ (Aj)(Ap). (C.10)

ges

In dieser Ndherung werden folglich die Kovarianzen (4.21) vernachléssigt, was der Mean-
Field-Nédherung entspricht.

C.2. Abschneiden der BBGKY-Hierarchie nach der
zweiten Ordnung

In diesem Abschnitt wird die BBGKY-Hierarchie nach der zweiten Ordnung abgeschnit-
ten, wodurch man die BBR-Methode erhélt. Die Elemente dritter Ordnung werden dabei
durch eine Kombination der Elemente erster und zweiter Ordnung genihert. Es gilt also
wieder eine Funktion ¢ zu finden, welche

A ~

(A;AA) ~ g ((AaAb), <AC>) (C.11)
mit a,b, c € {j, k, 1} liefert. Die linke Seite von Gleichung (C.11) liefert
(AjAA) = Aj(SAGSA) + Aw(0A;0A1) + A (5A;0Ay)
+ A ALOA) + AjA (S AL) + A A (O A;)
+ AjAGA + (0A;5A5A)). (C.12)
Der letzte Term (§A;6A,0A;) in Gleichung (C.12) besitzt die kleinste GréBenordnung.

Die Funktion g soll diesen Summanden daher nicht erzeugen, sondern er wird vernach-
léssigt. Ein entsprechender Ansatz dafiir lautet

~

g ((Aaﬁb% <Ac>> = (AN (AGAY) + (AR (A A) + (A) (4 Ay)
+ (A (A (AL, (C.13)

mit einem noch zu bestimmenden Faktor n. Wird die Ndherung (C.6) in den Ansatz
(C.13) eingesetzt, so ergibt sich n = —2. Aufgrund des Vernachldssigen des Summanden
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(5A;6A,5A;)), welcher in der fithrenden Ordnung die GroBenordnung O(f3/2N,,) besitzt,
erhdlt man

~

(AjAA) = (A (ALAD) + (A (AjA) + (Aj) (A A)) — 2(A;)(AR) (A) + O(NEL %)
~ (A (ARA)) + (A (A A + (A (AgAr) — 2(A;) (A)(A)). (C.14)

Es zeigt sich, dass das Abschneiden der BBGKY-Hierarchie nach der zweiten Ordnung
(=BBR-Methode) eine Verbesserung um den Faktor f!/2 gegeniiber des Abschneidens
nach der ersten Ordnung darstellt.
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D. Definition der Reinheit

In diesem Anhang wird die in dieser Arbeit verwendete Definition der Reinheit erlautert.
Zunachst werden dazu einige Eigenschaften des Dichteoperators zusammengefasst, wie
sie beispielsweise in [51, 52] zu finden sind.

Ein Quantensystem befindet sich in einem Zustand, der als rein bezeichnet wird, wenn
es mit einem Zustandsvektor [¢) aus dem Hilbertraum beschrieben werden kann. Das
System befindet sich dann mit der Wahrscheinlichkeit p = 1 in diesem Zustand. Der
Dichteoperator ist dann einfach die Projektion p = |¢) (1| auf den Zustand |¢).

Ein Zustandsgemisch hingegen besteht aus reinen Zustédnden ¢/; mit einer Wahrschein-
lickeitsverteilung p; mit ) . p; = 1. Der Dichteoperator ist dann gegeben durch

p= D i) (1)

Er hat folgende Eigenschaften:

p=p selbstadjugiert, (D.2)
(W|plv) >0 positiv definit, (D.3)
trp=1 normiert. (D.4)

Aufgrund der Eigenschaft (D.2) kann der Dichteoperator immer diagonalisiert werden,

,5 = Zpu|pu><pu|v (D5)

wobei alle Eigenwerte p, wegen der Eigenschaft (D.3) positiv sind und wegen der Nor-
mierung (D.4) zwischen null und eins liegen. Dabei gilt > p, = 1. Die Eigenwerte haben
demnach die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten. Im Falle eines reinen Zustands exis-
tiert ein Eigenwert, welcher den Wert eins besitzt, alle iibrigen sind gleich null. Befindet
sich das System in einem gemischten Zustand, so ist dies nicht der Fall.

Die Reinheit P eines Quantensystems wird daher oftmals definiert als die Spur des
Quadrats der Dichtematrix p [51]

P = tr(p?). (D.6)

Bei dieser Definition nimmt P Werte zwischen 1/D und 1 an, wenn mit D die Dimension
des Systems bezeichnet wird.
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Die reduzierte Einteilchendichtematrix oy ,eq ergibt sich aus der Einteilchendichtema-
trix oy, welche sich aus dem Einteilchendichteoperator in Gleichung (4.8a) berechnet,

uber
01

(D.7)

Olred = tro’
1

wobei tray = 3. (ala;) = 3°,(;) ist. Die Reinheit der reduzierten Einteilchendichtema-
trix ist nach (D.6) gegeben durch

P’ =troj . (D.8)

In dieser Arbeit wird eine davon abweichende Definition fiir die Reinheit verwendet,
welche in [28, 35] vorgeschlagen wird. Der Ausdruck (D.6) wird dabei so modifiziert,
dass P Werte zwischen null und eins annimmt, ndmlich

o M tr (ared ' Ured) —1

Py = . D.
M M—1 (D-9)

Fiir ein reines Bose-Einstein-Kondensat nimmt die reduzierte Einteilchendichtematrix

die Form
1

Olred = 0 (D.10)

an. Der unreinste Zustand, in dem sich das System befinden kann, ist bei M Mulden
gegeben durch
1/M
O1red = 1/M . (Dl].)

Fiir P =1 liegt dann ein génzlich reiner Zustand mit einer reduzierten Einteilchendich-
tematrix der Form (D.10) vor, der sich als Produktzustand von Einteilchenzusténden
darstellen lasst [35]. Fiir P = 0 ist der Zustand, in dem sich das System befindet, maxi-
mal unrein und die reduzierte Einteilchendichtematrix nimmt die Form (D.11) an.
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E.1. Normierung der BBR-Methode

Bei Beschreibung des Vielteilchensystems mithilfe des Bose-Hubbard-Modells wéchst der
Hilbertraum geméf Gleichung (4.4) mit der Teilchenzahl. Bei hoheren Teilchenzahlen
stofft man schnell an die Grenzen der Numerik. Die BBR-Methode bietet den Vorteil,
dass der numerische Aufwand nicht mit der Teilchenzahl skaliert, sondern diese nur als
Parameter eingeht.

Die numerische Auswertung der Bewegungsgleichungen (4.12) und (4.16) kann durch
Normierung der Elemente der Dichtematrizen verbessert werden. Liegen alle Grofien
in der Groflenordnung eins, so treten weniger Probleme mit numerischen Effekten wie
beispielsweise der Stellenausloschung auf.

Wie in Anhang C bei der Herleitung der Néherungsformel fiir die BBR-Methode ge-
zeigt, besitzen die Elemente o der Einteilchendichtematrix die Ordnung O(Nges) und
die Elemente oyy,, der Zweiteilchendichtematrix die Ordnung O(Nges). Um Elemente
der Groflenordnung eins zu erhalten, werden die Elemente oy mit Nges normiert, die

Elemente o, hingegen mit Ng?es,

Okl
)
N, ges
Okl

Oklmn,norm. — N2 .
ges

(E.1)

Oklnorm. =

(E.2)

Da die nichsthéhere Ordnung stets mit einem Faktor N, skaliert, ergeben sich fiir die
normierten Differentialgleichungen der BBR-Methode

0
T J—1k0k—10 + Jet 1600410 — J11-10k1-1 — J11410k 141
— Uy (NgesOieki — 1) + Up (NgesOrir — k1) — (€ — €1) O (E.3)
in der ersten Ordnung und

0

1oy Okimn = Jk—1,k0k—10mn + Jet1,60k+10mn — JL1=10k1—1,mn — JLI+10k1+1,mn

+ I 1mOklm—-1,m + It 1mOkim+1.n — Inn—-10kimn—1 — Jnnt10kimnt1

- Uk (Ngesgkkklmn - Uklmn) + Ul (Ngesaklllmn - Oklmn)

- Um (Ngesgklmmmn - Uklmn) + Un (Ngeso-klmnnn - Uklmn)

— (éx — € + €m — €n) Oktmn (E.4)
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in der zweiten Ordnung.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass auch die jeweiligen Gleichungen fiir die
Zeitabhéngigkeiten der Kontrollparameter an den entsprechenden Stellen angepasst wer-
den miissen.

E.2. Lexikographische Fock-Basis

Eine effiziente Methode [48], um eine Fock-Basis zu erzeugen, ist es, diese in einer
lexikographischen Ordnung zu sortieren. Jedem Basisvektor der Fock-Basis wird da-
bei ein fester Index v zugeordnet. Der Index v = 1 gehort zum hoéchsten Zustand
)1 = [n1 = Nges,n2 = 0,...,ny = 0), der Index ¥ = D zum niedrigsten Zustand
|Y)p = |n1 =0,...,np—1 = 0,5 = Nges), wobei D die Dimension der Basis bezeichnet
und mit der Gesamtteilchenzahl Nges und der Anzahl der Mulden M {iiber Gleichung
(4.4) zusammenhéngt. Fiir zwei Basiszusténde [¢)) = |nq,...,ny) und [¢0') = |nf, ..., 1))
gilt |¢') < |v), wenn ein Index 1 < m < M existiert, sodass nj,_,, = nk<p und nj, < ny.

Der Index v(ny, ..., ny) eines Basis-Zustands des Fock-Raumes ergibt sich zu [33, 49]

M—-1 Np—1

v(ny,ona) =14 > Y D(it, My,), (E.5)

m=1 n=0

wobei N,, die Anzahl der Teilchen im entsprechenden Unterraum bezeichnet und durch
N = Nges — > 1 (E.6)
k=1

gegeben ist und M,, die Anzahl der Teilchen im entsprechenden Unterraum angibt und
sich iiber

My, =M —m (E.7)

bestimmen ldsst. In Tabelle E.1 ist fiir Nyes = 3 und M = 3 ein Beispiel einer lexikogra-
phischen Basis dargestellt.

E.3. Lexikographische Sprungindizes

Um unreine Anfangswerte fiir die BBR-Methode zu bestimmen, miissen Erwartungs-
werte der Dichteoperatoren mit dem Zustand (6.44) bestimmt werden. Erwartungswerte
solcher Operatoren, bestehend aus Paaren von Erzeugern und Vernichtern, konnen effi-
zient mithilfe von Sprungindizes ausgewertet werden [49]. Fiir den Erwartungswert eines
Operators O gilt A

(Y| Oln) = (rltow) = by, (E.8)
d.h. er ist nur dann von null verschieden, wenn k = I’ wobei [¢y) = O|¢);). Die Anzahl
der Elemente, die gleich null sind, ist dabei sehr grofi. Die Bedingung (E.8) miisste mit
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Tabelle E.1.: Lexikographische Fock-Basis fiir Nges = 3 und M = 3, nach [48].

3

Ny N3

o
(e

© 00 O T x|W NI
O O OO = =N DN W
SO =N WO~ NO -
W N~ OIN OO

—_
)

einer if-Abfrage D?-mal iiberpriift werden, was erstens sehr ineffizient ist und zweites
miissen derartig viele solcher Erwartungswerte im Zuge des Minimierungsverfahrens in
Unterabschnitt 6.3.3 berechnet werden, dass selbst fiir sehr geringe Teilchenzahlen keine
akzeptable Rechenzeit erzielt werden wiirde.

Weitaus effizienter ist hingegen folgendes Verfahren [33, 49]: Das System befindet
sich vor dem Sprung eines Teilchens vom Gitterplatz k& zum Gitterplatz [ im Zustand
|¥) = |n1, ...,npr) mit dem Index v und nach dem Sprung im Zustand |[¢') = |n}, ..., n/,)
mit dem Index v/. Der neue Index v’ nach dem Sprung kann bestimmt werden mit

V' =v+ su, (E.9)

wobei sy; die Verschiebung des Indexes v bezeichnet und Sprungindex oder die Sprung-
verschiebung genannt wird. sy; ist gegeben durch

M-1
— __ D(N,, —1,M,,), n > ng,
Skl — %ﬁ_m ( ) , (ElO)
Yo D(Np, M,y,), Nl < Ny
mit
m = min(k, () (E.11)
und )
M = max(k,1). (E.12)

Auf diese Weise konnen direkt die Elemente in Gleichung (E.8) bestimmt werden, die un-
gleich null sind. Somit konnen Erwartungswerte von Erzeuger-Vernichter-Paaren, wie sie
im Bose-Hubbard-Hamiltonian vorkommen, sehr einfach und effizient ausgewertet wer-
den. Nicht-Nachster-Nachbar-Spriinge konnen ebenso, durch mehrmalige Anwendung
des Verfahrens, ausgewertet werden. Daher empfiehlt sich die Verwendung des Zweiteil-
chenoperators (4.9) zur Auswertung der Dynamik anstelle des Operators (4.7b), da sich
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Orimn aus zwei Erzeuger-Vernichter-Paaren zusammensetzt, fiir welche nacheinander das
obige Verfahren angewendet werden kann. Im Operator 6},,,,, hingegen tauchen erst die
Erzeuger und dann die Vernichter auf, wobei sich das Verfahren nicht anwenden lésst.
Eine Alternative stellt die Verwendung der Kovarianzen Ag,, in Gleichung (4.21) dar,
da auch hier Erzeuger und Vernichter paarweise auftreten.
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