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Kurzfassung

Die Berechnung des Szenenflusses ist momentan eines der anspruchs-
vollsten Themen im Bereich des Maschinensehens. Viele Szenenfluss-
verfahren verwenden eine 2D-Parametrisierung, um die 3D-Bewegung
einer Szene in der Bildebene zu bestimmen. Ist die Anzahl der Ka-
meraansichten vorab nicht bekannt, haben derartige Verfahren jedoch
den Nachteil, die zusätzlichen Informationen durch weitere Ansich-
ten nicht verwenden zu können. Die in dieser Arbeit präsentierte
Szenenflussmethode, basierend auf der Arbeit von Basha et al. [9],
verwendet eine 3D-parametrisierte Punktewolke, um die Tiefe und die
3D-Bewegung an jedem Bildpunkt einer frei wählbaren Referenzkame-
ra zu berechnen. Durch diese 3D-Parametrisierung wird eine einfache
Erweiterung des Verfahrens auf eine beliebige Anzahl verschiedener
Kameraansichten ermöglicht. Zusätzlich wird das vorgestellte Verfah-
ren durch die Verwendung der Gradientenkonstanzannahme robust
gegenüber Beleuchtungsunterschieden zwischen den jeweiligen Ein-
gabebildern gemacht. In einer anschließenden Evaluation wird die
Funktionstüchtigkeit dieser Konzepte untersucht und sichergestellt.
Weiter wird in der Evaluation gezeigt, dass das Verfahren durch vorab
kalibrierte Modellparameter immer noch vernünftige Ergebnisse in
realitätsechten Szenen liefern kann.
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Der Szenenfluss beschreibt die dreidimensionale Bewegung von Ober-
flächenpunkten in einer dreidimensionalen Szene. Mit der ersten wis-
senschaftlichen Veröffentlichung von Vedula et al. [30] ist die Berech-
nung des Szenenflusses seit nunmehr 17 Jahren ein zentrales und
herausforderndes Forschungsthema im Bereich des Maschinensehens
(Computer Vision). Obwohl es mittlerweile eine Vielzahl an Methoden
für das Berechnen des Szenenflusses gibt, scheinen die Grenzen des
Machbaren an Präzision und Effizienz noch lange nicht erreicht [33].
Des Weiteren existieren in realitätsechten Szenen noch ungelöste Pro-
bleme, so dass deren Szenenfluss noch von keiner bisher bekannten
Methode zufriedenstellend gut berechnet werden konnte [21].

Die Kenntnis über 3D-Bewegungen im Raum kann vielfältig einge-
setzt werden. Stoyanov [28] beschreibt ein solches System, welches
bei minimal-invasiven Operationen assistiert. Arbeiten von Lenz et al.
[18] sowie von Menze et al. [21, 22] verwenden den Szenenfluss zur
Detektion von Personen und Objekten im Straßenverkehr. Ein Beispiel
für solch ein Szenario ist in Abbildung 1.1 dargestellt. Aktive Fahrassis-
tenzsysteme und autonome Fahrzeuge können anhand der Daten z.B.
Maßnahmen gegen eine eventuelle Kollision ergreifen. Lui et al. [19]
benutzt u.a. den Szenenfluss, um die Kopfhaltung einer Person zu erfas-
sen. Diese Information wiederum erlaubt es, Rückschlüsse bezüglich
des Aufmerksamkeitszentrums einer Person zumachen und ermöglicht
zudem, z.B. über eine Kopfsteuerung, eine Alternative zu traditionellen
Eingabegeräten für körperlich benachteiligte Personen.

Für die Berechnung des Szenenflusses werden häufig zwei zeitlich kurz
aufeinanderfolgende Stereosequenzen verwendet. Eine Stereosequenz
besteht aus zwei oder mehr Bildern einer Szene, die zeitgleich von
unterschiedlich positionierten Kameras aufgenommen wurden. Damit
die Bewegungen der einzelnen Oberflächenpunkte verfolgt werden
können, ist es notwendig, die Bildpunkte ihrem jeweiligen Pendant
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1. Einleitung

in den anderen Bildern zuzuordnen. Für derartige Korrespondenz-
probleme hat sich die Verwendung von kontinuierlichen globalen
Optimierungsmethoden, sogenannte Variationsansätze, etabliert. Ein
Variationsansatz minimiert hierfür ein Energiefunktional, das Abwei-
chungen von geeigneten Konstanz- und Glattheitsannahmen bestraft.
Da der optische Fluss als die Projektion des Szenenflusses auf die
Bildebene verstanden werden kann, bedienen sich viele Methoden
einer 2D-Parametrisierung, die die Berechnung des Szenenflusses im
2D-Bildbereich ausführt. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass
ähnliche Konzepte wie aus dem Bereich des optischen Flusses auf
die Szenenflussberechnung übertragen werden können. Ein Nachteil
dieser Methode ist jedoch, dass sich eine Erweiterung auf zusätzliche
Ansichten als schwierig gestaltet, da die Projektion des Szenenflus-
ses abhängig von der Position der jeweiligen Kamera ist. Solch eine
Erweiterung kann wünschenswert sein, da sie für gewöhnlich die Häu-
figkeit an nicht eindeutigen Korrespondenzen reduziert und somit die
Gesamtqualität der Ergebnisse verbessern kann [9]. Abhilfe schafft
eine 3D-Parametrisierung, die die Tiefe und den Szenenfluss direkt im
3D-Raum, ausgehend von einer frei wählbaren Referenzkamera, an
jedem Bildpunkt modelliert.

1.2. Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine tiefengetriebene Szenenflussmethode
basierend auf der Veröffentlichung von Basha et al. [9] zu entwickeln.
Hierfür steht ein Lehrstuhlframework der Universität Stuttgart, Ab-
teilung Intelligente Systeme, zur Extraktion des optischen Flusses zur
Verfügung. Das Framework soll um die entsprechenden Funktionen
zur Berechnung des Szenenflusses erweitert werden. Der linearisierte
Datenterm wird hierfür in die Tensornotation [5, 6] integriert und das
entwickelte Szenenflussverfahren wird abschließend mittels verschie-
dener Datensätze evaluiert.

1.3. Verwandte Arbeiten

Die erste wegweisende Arbeit von Vedula et al. [30] präsentiert drei
verschiedene Vorgehensweisen, die in Kombination mit dem optischen
Fluss benutzt werden können, um den Szenenfluss zu berechnen. Die
Wahl einer Vorgehensweise ist hierbei abhängig vom Kenntnisstand
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1.3. Verwandte Arbeiten

(a) Referenzbild einer Szene.

(b) 2D-Projektion des Szenenflusses in Farbwertkodierung.

(c) Tiefenwerte der Szene in Farbwertkodierung.
Abbildung 1.1.: Szenenfluss- und Tiefenwerte aus dem KITTI Daten-

satz [21]. Mithilfe dieser Werte kann beispielsweise
die Bewegung von Personen und Objekten im Stra-
ßenverkehr detektiert werden.

über die Struktur der Szenen und von eventuell bekannten Stereokor-
respondenzen.
Die Arbeiten von Huguet und Devernay [16], Wedel et al. [31] sowie
Valgaerts et al. [29] haben das Szenenflussproblem in einen Variations-
ansatz, basierend auf der optischen Fluss Methode von Brox et al. [3],
eingebettet. Wedel et al. [31] separiert die Berechnungen für die Tiefen-
und Bewegungswerte, um das Verfahren in Echtzeit durchführen zu
können. Valgaerts et al. [29] unterscheidet sich in zwei wesentlichen
Punkten von den anderen Arbeiten: (1) die Methode setzt keinen ka-
librierten Stereoaufbau der Kameras voraus, d.h. die extrinsischen
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1. Einleitung

Kameraparameter müssen nicht vorab bekannt sein. (2) Da Kanten
im Bewegungsfluss nicht mit Kanten im Tiefenfeld übereinstimmen
müssen, benutzen die Autoren getrennte Kostenfunktionen für die
jeweiligen Glattheitsterme, um etwaige Unterbrechungen zwischen
den einzelnen Flussfeldern zu erlauben. Alle drei Methoden [16, 29,
31] verwenden eine 2D-Parametrisierung für die Beschreibung des
Szenenflusses.
Basha et al. [9] verfassten als Erste eine Arbeit, die eine 3D-
Parametrisierung in Form einer Punktewolke verwendet hat. Die Punk-
tewolke wird hierbei durch die Rückprojektion von Bildpunkten in die
3D-Szene gewonnen. Das Verfahren ist ebenfalls in einen Variations-
ansatz eingebettet. Die Arbeit von Menze und Geiger [21, 22] bedient
sich hingegen kleiner ebener Flächen, sogenannten Superpixeln, um
gezielt Objekte - und nicht einzelne Bildpunkte - in einer dynamischen
Szene zu verfolgen. Diese Methode ist vor allem auf die Erfassung von
Bewegungen im Straßenverkehr ausgelegt.
RGB-DMethoden, wie die von Herbst et al. [15] sowie Zanfir und Smin-
chisescu [35], bedienen sich neben den eigentlichen Eingabebildern
noch zusätzlichen,meist von Sensoren gelieferten Tiefeninformationen.
Hierdurch wird ein Stereoaufbau der Kameras überflüssig und dem
Verfahren genügen Bilder einer einzelnen Kamera. Zudem erlaubt die-
ses Vorgehen die Formulierung von zusätzlichen Konstanzannahmen
für die Tiefe. Ein Überblick und Vergleich über diverse Szenenflussver-
fahren ist in der Arbeit von Yan und Xiang [33] gegeben.
Abschließend sei die Arbeit von Maurer [20], die ein tiefen-getriebenes
Verfahren zur Stereorekonstruktion auf Basis der 3D-Parametrisierung
von Basha et al. vorstellt, erwähnt. Das hier vorgestellte Szenenfluss-
verfahren baut somit auf der selben Grundlage wie die Arbeit von
Maurer auf und kann als eine Erweiterung seines Stereoverfahrens
angesehen werden.

1.4. Gliederung und Vorgehensweise

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt: Das Kapitel 2 soll eine Basis für
die in der Arbeit verwendete Notation und die vorgestellte Methode
schaffen. Das Kapitel 3 beschreibt dann das Szenenflussverfahren im
Detail. Hiernach wird die Methode in Kapitel 4 ausführlich anhand von
verschiedenen Datensätzen evaluiert. Schließlich wird die Arbeit in Ka-
pitel 5 zusammengefasst und mögliche Verbesserungen des Verfahrens
in Aussicht gestellt.
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2. Grundlagen

Sinn und Zweck dieses Kapitels ist es, eine gemeinsame Grundlage für
die Notation und die später in dieser Arbeit vorgestellte Methode und
die darin verwendeten Konzepte zu schaffen. Zuerst werden die homo-
genen Koordinaten, die eine häufige Anwendung im anschließenden
Abschnitt zum Lochkameramodell finden, vorgestellt. Das Lochkame-
ramodell dient als Grundlage für die 3D Parametrisierung des in Kapitel
3 vorgestellten Szenenflussverfahrens. Den Abschluss dieses Kapitels
bildet eine kleine Einführung in die Variationsrechnung, die benö-
tigt wird, um das von dem Verfahren formulierte Energiefunktional
minimieren zu können.

2.1. Homogene Koordinaten

Homogene Koordinaten haben u.a. die für diese Arbeit wertvolle Ei-
genschaft, nichtlineare affine und projektive Transformationen durch
eine Matrixmultiplikation darstellen zu können [14]. Gegenüber karte-
sischen Koordinaten sind Gleichungen mit homogenen Koordinaten
häufig einfacher und leichter zu verstehen. Homogene Koordinaten
werden gebildet, indem eine 1 an die bereits bestehenden kartesi-
schen Koordinaten angehängt wird. Die Transformation H von nicht-
homogenen Koordinaten x ∈ Rn in homogene Koordinaten x̃ ∈ Rn+1

kann also wie folgt ausgedrückt werden:

H : Rn → Rn+1

x = (x1, · · · , xn)⊤ → x̃ = (x1, · · · , xn, 1)⊤ .
(2.1)

Die Rücktransformation H−1 erfolgt durch das Entfernen der zuvor
angehängten 1. Im allgemeinen Fall wird jedoch durch etwaige Berech-
nungen u.a. die Koordinate an letzter Stelle verändert. In diesem Fall
können die kartesischen Werte der homogenen Koordinaten durch
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2. Grundlagen

YC

XC

ZC

P

YW elt

ZW elt

XW elt

Abbildung 2.1.: Die Koordinaten des Punktes P im Kamerakoordina-
tensystem sind nicht identisch mit denen des Welt-
koordinatensystems.

eine Division des Elementes an letzter Stelle wieder hergestellt werden.
Die Rücktransformation ist also gegeben zu:

H−1 : Rn+1 → Rn

x̃ = (x1, · · · , xn, xn+1)⊤ → x = ( x1

xn+1
, · · · ,

xn

xn+1
)⊤ . (2.2)

Hierdurch offenbaren die homogenen Koordinaten ihre projektive Ei-
genschaft, denn alle Punkte, die durch die Gerade (λx1, λx2, · · · , λ)⊤

mit λ ̸= 0 beschrieben sind, projizieren sich durch die Rücktransfor-
mation jeweils auf den selben Punkt in kartesischen Koordinaten. Die
folgende Gleichung beschreibt diesen Zusammenhang:

H−1
(
(λx1, λx2, · · · , λxn, λ)⊤

)
= H−1

(
(x1, x2, · · · , xn, 1)⊤

)
, für alle λ ̸= 0

= (x1, x2, · · · , xn)⊤ .

(2.3)

Einen Spezialfall bilden homogene Koordinaten, die eine 0 an letzter
Stelle enthalten. Da die Division durch 0 nicht definiert ist, können
derartige Koordinaten nicht rücktransformiert werden. Stattdessen
werden diese Koordinaten als unendlich weit entfernte Punkte, die
nicht in kartesischen Koordinaten ausgedrückt werden können, ver-
standen [24].

2.2. Das Lochkameramodell

Im Bereich des Maschinensehens ist das Lochkameramodell eine ge-
bräuchliche Annäherung für Kameras mit lichtempfindlichen Sensoren
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2.2. Das Lochkameramodell

[14]. Das Modell beschreibt die Projektion π eines Punktes P ∈ R3 auf
die Bildebene Ω ⊂ R2 einer Kamera C . Das Ergebnis der Projektion ist
der Punkt p ∈ Ω. Die Projektion π wird durch die vollständige Projekti-
onsmatrix M, die sich selbst wieder aus der extrinsischen Matrix MExt,
der Kameraprojektionsmatrix MKamera und der intrinsischen Matrix
MInt zusammensetzt, beschrieben. Im Folgenden werden diese Matri-
zen und deren Nutzen erläutert, bevor anschließend die vollständige
Projektionsmatrix gebildet wird.

2.2.1. Extrinsische Matrix

Die 4 × 4 extrinsischen Matrix MExt enthält die extrinsischen Para-
meter einer Kamera und wird verwendet, um die Position des Punktes
P = (X, Y, Z)⊤ vom Weltkoordinatensystem in das entsprechende
3D Kamerakoordinatensystem, das bezüglich der Lochblende der Ka-
mera definiert ist, zu transformieren. Abbildung 2.1 verdeutlicht den
Unterschied zwischen den Koordinatensystemen. Die Koordinaten
des Punktes P bezüglich des Kamerakoordinatensystems sind mit der
folgenden Gleichung gegeben:

P̃Kamera = MExt · P̃ . (2.4)

Die Elemente der extrinsische Matrix werden durch die Orientierung
R und die Translation t relativ zum Ursprung des Weltkoordinaten-
systems gebildet.

MExt =
(

R t
0 1

)
=


R11 R12 R13 t1
R21 R22 R23 t2
R31 R32 R33 t3
0 0 0 1

 . (2.5)

Die quadratische Matrix R wird auch als 3 × 3 Rotationsmatrix be-
zeichnet, während t ein 3 × 1 Translationsvektor ist [10]. Durch die
Verwendung der zuvor eingeführten homogenen Koordinaten lassen
sich die Rotation und Translation kompakt durch die in Gleichung
2.5 beschriebene Matrix darstellen. Mit drei Wahlmöglichkeiten für
die Position (t1, t2, t3)⊤ der Kamera und drei Wahlmöglichkeiten für
die Rotation (ϕX , ϕY , ϕZ) [10] um die jeweiligen Achsen verfügt die
extrinsische Matrix über 6 verschiedene Freiheitsgrade. Zudem hat
die extrinsische Matrix den vollen Rang und ist somit invertierbar.
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2. Grundlagen

Die invertierte Matrix M−1
Ext beschreibt die Rücktransformation von

Kamerakoordinaten zu Weltkoordinaten mittels

P̃ = M−1
Ext · P̃Kamera . (2.6)

Die Elemente der inversenMatrixM−1
Ext können durch die Gleichung

M−1
Ext =

(
R−1 −R−1t

0 1

)
=
(

R⊤ −R⊤t
0 1

)
(2.7)

bestimmt werden [10]. Dies ist für gewöhnlich weniger aufwändig
als das Invertieren einer allgemeinen 4 × 4 Matrix. Für den weiteren
Verlauf dieser Sektion wird, ohne Beschränkung der Allgemeinheit,
angenommen, dass das Weltkoordinatensystem mit dem Kamerako-
ordinatensystem übereinstimmt und keine Transformation zwischen
Welt- und Kamerakoordinaten vorgenommen werden muss. In diesem
Fall kann die extrinsische Matrix durch die Einheitsmatrix I repräsen-
tiert werden und es gilt:

P̃Kamera = I · P̃ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




X

Y

Z

1

 =


X

Y

Z

1

 . (2.8)

2.2.2. Kameraprojektionsmatrix

Die 3 × 4 Kameraprojektionsmatrix beschreibt die Projektion von
3D-Kamerakoordinaten PKamera ∈ R3 zu 2D-Kamerakoordinaten
pBild ∈ Ω, wobei Ω ⊂ R2 die Bildebene der Lochkamera bezeichnet.
Die 2D-Kamerakoordinaten haben ihren Ursprung in der Bildmitte c.
Die Bildmitte ist als die Stelle, an der sich die Z-Achse des Kamerako-
ordinatensystems mit der Bildebene Ω schneidet, definiert. Aufgrund
dieser Eigenschaft wird die Z-Achse häufig auch als Hauptachse be-
zeichnet. Der Abstand zwischen Bildebene und Kamerazentrum C
wird als Brennweite bezeichnet. Um eine Punktspiegelung des auf-
genommenen Bildes zu verhindern, befindet sich die Bildebene im
Gegensatz zu realen Kameras vor dem Kamerazentrum. Abbildung 2.2
zeigt den Aufbau eines solchen Szenarios. Bei der Bestimmung der
Kameraprojektionsmatrix hilft eine seitliche Betrachtung der Szene
entlang der Kamera X-Achse. Dies ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Aus
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2.2. Das Lochkameramodell

XC

YC

ZC

C

PKamera = (X, Y, Z)⊤

xBild

yBild

pBild = (xB, yB)⊤

Bildebene Ω c
(0, 0, f)⊤

Hauptachse

Abbildung 2.2.: Der 3D Punkt PKamera wird auf den Bildpunkt pBild
der Bildebene Ω projiziert.

dieser Abbildung wird mithilfe des Strahlensatzes folgende Beziehung
zwischen den Koordinaten klar:

yB

Y
= f

Z
. (2.9)

Eine weitere Ansicht von oben, also entlang der Kamera Y -Achse, hilft,
analog zum vorherigen Verfahren, die Beziehung bezüglich der X- und
Z-Koordinaten der jeweiligen Punkte zu ermitteln.

xB

X
= f

Z
. (2.10)

Aus den Gleichungen 2.9 und 2.10 und der Umstellung nach x und
y lassen sich die Koordinaten des Punktes pBild in Bezug auf den
Bildmittelpunkt wie folgt bestimmen:

pBild =
(

xB
yB

)
=
(

f · X/Z

f · Y/Z

)
. (2.11)

Mithilfe der homogenen Koordinaten kann der Punktp etwas eleganter
formuliert werden:

p̃Bild =

f · X

f · Y

Z

 . (2.12)
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C

f

PKamera = (X, Y, Z)⊤

pBild = (xB, yB)⊤

YC

ZC

c

Bildebene Ω

Abbildung 2.3.: Seitliche Ansicht der Geometrie des Lochkameramo-
dells entlang der X-Achse der Kamera.

Die Projektion PKamera → pBild lässt sich nun als Multiplikation mit
der Kamera Projektionsmatrix MKamera darstellen:

p̃Bild = MKamera · P̃Kamera =

f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0




X

Y

Z

1

 . (2.13)

Da es sich hier um eine 3 × 4 Matrix handelt, kann leider die Rück-
transformation mangels einer inversen Matrix nicht definiert werden.
Dies lässt sich mit dem Informationsverlust der Tiefe bei der Projekti-
on auf die Bildebene erklären. Es ist jedoch möglich, die Position des
abgebildeten Punktes PKamera in Abhängigkeit einer zuvor bekannten
Tiefe Z zu formulieren. Dieser Ansatz wird später in der Arbeit noch
einmal aufgegriffen.

2.2.3. Intrinsische Matrix

Bisher wurde beschrieben wie die extrinsische Matrix und die Ka-
meraprojektionsmatrix die Projektion eines Punktes mit beliebigem
Koordinatenursprung auf einen Punkt in der Bildebene einer Kamera
abbilden. Leider ist eine letzte Koordinatentransformation in Form
der intrinsischen 3 × 3 Matrix MInt, die die intrinsischen Parameter
einer Kamera enthält, nötig. Bei der Verarbeitung von Bildern mit ei-
nem Computer werden für gewöhnlich Bildpunkte mit zwei positiven
ganzzahligen Indizes addressiert. Der Ursprung, also der Bildpunkt
p = (0, 0)⊤, befindet sich in der oberen linken Bildecke. Ausgehend
von dem Bildpunktursprung sind die Koordinaten der Bildmitte mit
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2.2. Das Lochkameramodell

y

(0, 0)⊤
x

yBild

c
xBild

ox

oy

Abbildung 2.4.: Zusammenhang des Bild- und Bildpunktkoordinaten-
systems.

(ox, oy)⊤ modelliert. Abbildung 2.4 zeigt den Zusammenhang der bei-
den Koordinatensysteme. Die Koordinaten des Punktes pBild sind in
einer zuvor bestimmten Längeneinheit berechnet worden. Um diese
Koordinaten in Indizes für das Bildpunktkoordinatensystem umzu-
wandeln, werden die Skalierungsfaktoren nx und ny mit der Einheit
[ Bildpunkte / Längeneinheit ] verwendet. Um das Modell einfach zu
halten, wird in dieser Arbeit von einem orthogonalen Bildpunktkoor-
dinatensystem ausgegangen. Die Parameter ox, oy sowie nx und ny

bilden die 4 Freiheitsgrade der intrinsischen Matrix

MInt =

nx 0 ox

0 ny oy

0 0 1

 . (2.14)

Die Koordinatentransformation pBild → p kann nun mithilfe der
intrinsischen Matrix mit folgender Gleichung beschrieben werden:

p̃ = MInt · p̃Bild

=

nx 0 ox

0 ny oy

0 0 1


f · X

f · Y

Z

 .
(2.15)

Die intrinsische Matrix hat, wie zuvor die extrinsische Matrix, vol-
len Rang und die Rücktransformation p → pBild ist damit über die
invertierte intrinsische Matrix M−1

Int definiert.
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2. Grundlagen

2.2.4. Vollständige Projektionsmatrix

Nachdem alle nötigen Matrizen definiert und beschrieben worden
sind, kann nun die vollständige 3 × 4 Projektionsmatrix M, die die
Projektion π : R3 → Ω beschreibt, gebildet werden. Hierfür werden
die zuvor besprochenen Matrizen miteinander multipliziert:

M = MInt · MKamera · MExt

=

nx 0 ox

0 ny oy

0 0 1


f 0 0 0

0 f 0 0
0 0 1 0




R11 R12 R13 t1
R21 R22 R23 t2
R31 R32 R33 t3
0 0 0 1



=

M11 M12 M13 M14
M21 M22 M23 M24
M31 M32 M33 M34

 .

(2.16)

Die Projektion eines Punktes P = (X, Y, Z)⊤ auf den Bildpunkt p =
(x, y)⊤ lässt sich nun kompakt mit der vollständigen Projektionsmatrix
und homogenen Koordinaten repräsentieren:

p̃ = M · P̃ =

M11 · X + M12 · Y + M13 · Z + M14
M21 · X + M22 · Y + M23 · Z + M24
M31 · X + M32 · Y + M33 · Z + M34

 . (2.17)

Aufgrund der nicht invertierbaren Kameraprojektionsmatrix MKamera
ist auch die vollständige Projektionsmatrix M nicht invertierbar. Die
vollständige Projektionsmatrix verfügt insgesamt über 10 Freiheits-
grade, die sich aus den 6 Freiheitsgraden der extrinsischen Matrix
und den 4 Freiheitsgraden der intrinsischen Matrix zusammensetzen.
Möchte man schiefwinklige Bildpunktkoordinatensysteme modellie-
ren, kommt ein weiterer Freiheitsgrad für die intrinsische Matrix hinzu.
Sind alle Freiheitsgrade, und somit die vollständige Projektionsmatrix,
bekannt, so spricht man von einem vollständig kalibrierten Kamera-
aufbau. Eine Übersicht der Koordinatensysteme und der verwendeten
Matrizen im Lochkameramodell ist in Abbildung 2.5 zu finden.
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2.2. Das Lochkameramodell

3D-Weltkoordinatensystem (X, Y, Z)⊤

3D-Kamerakoordinatensystem (XC , YC , ZC)⊤

2D-Bildkoordinatensystem (xBild, yBild)⊤

2D-Bildpunktkoordinatensystem (x, y)⊤

MExt

MKamera

MInt

M−1
Ext

M−1
Int

Abbildung 2.5.: Koordinatensysteme im Lochkameramodell

2.2.5. Kamerakalibrierungsmatrix

Abschließend wird die 3 × 3 Kamerakalibrierungsmatrix K, die aus
der intrinsischen Matrix und der Kameraprojektionsmatrix gebildet
werden kann, vorgestellt. Die Kamerakalibrierungsmatrix beinhaltet
alle kameraspezifischen Parameter und wird häufig zusammen mit der
extrinsischen Matrix für Testdatensätze bereitgestellt. Die Matrix K
kann wie folgt gebildet werden:

(
K 0

)
= MInt · MKamera

=

nx · f 0 ox 0
0 ny · f oy 0
0 0 1 0



K =

sx 0 ox

0 sy oy

0 0 1


(2.18)

mit sx = nx ·f und sy = ny ·f . Der Ausdruck
(
K 0

)
beschreibt somit

die direkte Koordinatentransformation PKamera → p. Die Darstellung
der Gleichung 2.16 verändert sich unter Verwendung der Kamerakali-
brierungsmatrix wie folgt:

M =
(
K 0

)
· MExt

=

sx 0 ox 0
0 sy oy 0
0 0 1 0




R11 R12 R13 t1
R21 R22 R23 t2
R31 R32 R33 t3
0 0 0 1

 .
(2.19)

13



2. Grundlagen

2.3. Variationsrechnung

Die Variationsrechnung befasst sich mit der Berechnung von Extre-
ma und ist somit geeignet für das Lösen von Optimierungsproblemen
[7]. Wie bereits in der Einleitung dieser Arbeit erwähnt, wird die
Berechnung des Szenenflusses in einem globalen, kontinuierlichen
Optimierungsproblem, einem Variationsansatz, der ein geeignetes En-
ergiefunktional minimiert, eingebettet. Ein Energiefunktional E(u(x))
ist, pragmatisch ausgedrückt, eine Funktion, die selbst wiederum aus
Funktionen und deren Ableitungen besteht und kann durch die Glei-
chung

E(u(x)) =
∫ b

a
F (x, u(x), ux(x)) dx (2.20)

ausgedrückt werden. Da in dem Energiefunktional nur die 1. Ableitung
von u(x) enthalten ist, wird auch von einem Funktional 1. Ordnung
gesprochen [11]. Cn

[a,b] bezeichne nun die Menge aller Funktionen
mit einer kontinuierlichen stetigen Ableitung n-ter Ordnung im In-
terval [a, b] ∈ R. Um das Energiefunktional zu minimieren, muss
eine geeignete Funktion u(x) ∈ C2

[a,b] die sogenannte Euler-Lagrange-
Gleichung erfüllen. Für das obige Energiefunktional ergibt sich die
Euler-Lagrange-Gleichung zu

0 = Fu(x, u(x), ux(x)) − ∂

∂x
Fux(x, u(x), ux(x)) (2.21)

mit den Randbedingungen

0 = Fux(a, u(a), ux(a)) ,

0 = Fux(b, u(b), ux(b)) .
(2.22)

Ein Beweis für dieses Theorem ist in [17] beschrieben. Löst man al-
so die Euler-Lagrange-Gleichung, erhält man die Funktion u(x), die
das Energiefunktional E(u(x)) minimiert. Das Energiefunktional in
Gleichung 2.20 berücksichtigt jedoch nur die reelle Variable x. Da die
im nächsten Kapitel vorgestellte Szenenflussmethode mit 2D-Bildern
arbeitet, ist eine Erweiterung des Variationsansatzes notwendig. Um
die Gleichungen weiterhin kompakt zu halten, werden die Funktions-
argumente, sofern diese eindeutig sind, im weiteren Verlauf der Arbeit
impliziert. Gegeben sei nun das Energiefunktional

E(u(x, y)) =
∫

Ω
F (x, y, u, ux, uy) dxdy , (2.23)

14



2.3. Variationsrechnung

welches über den Bildbereich Ω in den Richtungen x, y integriert. Laut
[8] ergibt sich dann die Euler-Lagrange-Gleichung zu

0 = Fu − ∂

∂x
Fux − ∂

∂y
Fuy (2.24)

mit den natürlichen Randbedingungen

0 = n⊤
(

Fux

Fuy

)
(2.25)

auf ∂Ω, wobei n den normierten Normalenvektor bezeichnet. Eine
Herleitung dieser Randbedingungen ist im Anhang von [20] zu fin-
den.

Auch dieser Variationsansatz ist noch immer nicht ausreichend, um
das später vorgestellte Szenenflussproblem zu modellieren, so dass
eine letzte Erweiterung notwendig wird. Da das Szenenflussverfahren
mehrere Größen gleichzeitig berechnet, muss hierfür die Zahl der ver-
wendeten Funktionen, die das Energiefunktional aufbauen, ebenfalls
erhöht werden. Ein Energiefunktional mit dem Funktionsvektor u,
bestehend aus n gesuchten Funktionen (u1, u2, · · · , un), kann durch
die Gleichung

E(u(x, y)) =
∫

Ω
F (x, y, u, Ju) dxdy , (2.26)

in der J die Jacobi-Matrix ist, beschrieben werden. Die entsprechende
Euler-Lagrange-Gleichung, welche die Minimierer des Funktionals
erfüllen müssen, wird hierdurch zu einem Gleichungssystem aus n
Gleichungen [7]:

0 = Fu1 − ∂

∂x
Fu1x

− ∂

∂y
Fu1y

,

0 = Fu2 − ∂

∂x
Fu2x

− ∂

∂y
Fu2y

,

· · · · · · · · ·

0 = Fun − ∂

∂x
Funx

− ∂

∂y
Funy

(2.27)

mit den natürlichen Randbedingungen

0 = n⊤
(

Fu1x

Fu1y

)
= n⊤

(
Fu2x

Fu2y

)
= · · · = n⊤

(
Funx

Funy

)
. (2.28)
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2. Grundlagen

Zuletzt sei angemerkt, dass im Falle von streng konvexen Energiefunk-
tionalen die berechneten Funktionen, die das Funktional minimieren,
genau eine Lösung besitzen.
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3. Das Szenenflussverfahren

Dieses Kapitel beschreibt die Funktionsweise des auf der Arbeit von
Basha et al. [9] basierenden Szenenflussverfahrens. Dies geschieht in
mehreren Schritten. Zuerst wird die verwendete 3D-Parametrisierung
mithilfe des Lochkamera Modells hergeleitet. Anschließend wird das
Energiefunktional des Verfahrens formuliert und die für die Mini-
mierung notwendigen Euler-Lagrange-Gleichungen abgeleitet. Die
Minimierung selbst bedarf aufgrund des nichtlinearen und nicht kon-
vexen Energiefunktionals einer aufwändigeren Verfahrensweise, deren
Erklärung sich dann anschließt. Das Ende dieses Kapitels bildet die
Erweiterung des Verfahrens durch die Gradientenkonstanzannahme.

3.1. Parametrisierung

Das Szenenflussverfahren verwendet eine 3D-Punktewolke P ⊂ R3 als
Parametrisierung. Die Koordinaten eines in der Punktewolke enthalte-
nen Punktes P ∈ P sind bezüglich einer frei wählbaren Referenzkame-
ra C0 zu verstehen. Weiter wird vorausgesetzt, dass das Koordinaten-
system der Kamera C0 mit demWeltkoordinatensystem übereinstimmt
und dass pi ∈ Ωi der auf die Bildebene Ωi ⊂ R2 mittels der vollständi-
gen Projektionsmatrix Mi der Kamera Ci projizierte Punkt P ist. Die
Parametrisierung für ein System bestehend aus zwei Kameras ist in
Abbildung 3.1 dargestellt. Da dem Verfahren als Eingabe lediglich die
Bilder und damit die 2D-Koordinaten der Bildpunkte zur Verfügung
stehen, sind die 3D-Koordinaten eines Punktes P in der Punktewol-
ke P zunächst unbekannt. Im Folgenden wird aus diesem Grund die
Rückprojektion eines Punktes p0 in der Bildebene der Referenzkamera
in die 3D-Punktewolke beschrieben.
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3. Das Szenenflussverfahren

C0
C1

XWelt

YWelt

ZWelt

P ∈ Pp0 ∈ Ω0
p1 ∈ Ω1

Abbildung 3.1.: Parametrisierung des Szenenflussverfahrens. 3D-
Punkte liegen auf einem optischen Strahl durch die
Bildebene und das Kamerazentrum C0, dessen Ko-
ordinatensystem mit dem Weltkoordinatensystem
übereinstimmt. Abbildung aus [20].

Auf Basis des Lochkameramodells aus dem Grundlagenteil dieser Ar-
beit sind die Koordinaten des Punktes p̃0 wie folgt bekannt:

p̃0 =

x0
y0
1

 = M0 · P̃ =
(
K0 0

)(R0 t0
0 1

)
X

Y

Z

1

 . (3.1)

Unter der Voraussetzung, dass das Kamerakoordinatensystem mit dem
Weltkoordinatensystem übereinstimmt, kann die extrinsische Matrix
durch die Einheitsmatrix ersetzt werden und es ergibt sich

x0
y0
1

 =
(
K0 0

)


X

Y

Z

1

 =

sx0 0 ox0 0
0 sy0 oy0 0
0 0 1 0




X

Y

Z

1

 . (3.2)

Durch Ausmultiplizieren und anschließendes Rücktransformieren der
homogenen Koordinaten erhält man:

x0
y0
1

 =

X · sx0 + Z · ox0

Y · sy0 + Z · oy0

Z

 ,

(
x0
y0

)
=
(

1/Z · (X · sx0 + Z · ox0)
1/Z · (Y · sy0 + Z · oy0)

)
.

(3.3)
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3.1. Parametrisierung

Da die Koordinaten (X, Y, Z)⊤ des 3D-Punktes gesucht werden, muss
die Gleichung entsprechend der Variablen umgestellt werden. Es exis-
tieren jedoch nur zwei Gleichungen für drei Variablen, so dass das
Gleichungssystem unterbestimmt ist. Dies bedeutet, dass die Werte
zweier Variablen als Funktion der anderen Variablen ausgedrückt wer-
den können. Wie schon bereits im Abschnitt zum Lochkameramodell
erwähnt, ist dies durch den Verlust der Tiefeninformation (Ωi hat keine
Z-Achse) bei der Projektion auf die Bildebene zu erklären. Auflösen
nach (X, Y )⊤ liefert:

(
X

Y

)
= Z

(
(x0 − ox0)/sx0

(y0 − oy0)/sy0

)
. (3.4)

Die erhaltene Gleichung beschreibt den optischen Strahl durch das
Kamerazentrum C0 und die Bildebene Ω0. Bei bekannter Tiefe eines
Bildpunktes kann somit die 3D-Position des Punktes P ∈ P mit der
Gleichung

P =

X

Y

Z

 = Z

(x0 − ox0)/sx0

(y0 − oy0)/sy0

1

 (3.5)

rekonstruiert werden. Mithilfe dieser Gleichung können die Koordi-
naten eines Punktes pi ∈ Ωi auf der Bildebene einer Kamera Ci nun
wie folgt bestimmt werden. Im Grundlagenteil dieser Arbeit ist die
Projektion P → pi durch die Gleichung

p̃i =

x̃i

ỹi

z̃i

 = Mi · P̃ (3.6)

beschrieben. Eine Rücktransformation zu euklidischen Koordinaten
liefert

pi =
(

xi

yi

)
=
(

x̃i/z̃i

ỹi/z̃i

)
= 1

[Mi]3 · P̃

(
[Mi]1 · P̃
[Mi]2 · P̃

)
, (3.7)

19



3. Das Szenenflussverfahren

wobei [Mi]j die j-te Zeile der Matrix Mi bezeichnet. Hieraus ergibt
sich für die Koordinaten xi und yi:

xi = [Mi]1
[Mi]3

= Mi,11 · X + Mi,12 · Y + Mi,13 · Z + Mi,14

Mi,31 · X + Mi,32 · Y + Mi,33 · Z + Mi,34
,

yi = [Mi]2
[Mi]3

= Mi,21 · X + Mi,22 · Y + Mi,23 · Z + Mi,24

Mi,31 · X + Mi,32 · Y + Mi,33 · Z + Mi,34
.

(3.8)

Mithilfe der Gleichung 3.5 können die Variablen X, Y substituiert
werden. Anschließendes Ausklammern von Z liefert dann

xi =
Mi,11 · Z · x0−ox0

sx0
+ Mi,12 · Z · y0−oy0

sy0
+ Z · Mi,13 + Mi,14

Mi,31 · Z · x0−ox0
sx0

+ Mi,32 · Z · y0−oy0
sy0

+ Z · Mi,33 + Mi,34

=
Z ·

a︷ ︸︸ ︷(
Mi,11 · x0 − ox0

sx0

+ Mi,12 · y0 − oy0

sy0

+ Mi,13

)
+

b︷ ︸︸ ︷
Mi,14

Z ·
(

Mi,31 · x0 − ox0

sx0

+ Mi,32 · y0 − oy0

sy0

+ Mi,33

)
︸ ︷︷ ︸

c

+ Mi,34︸ ︷︷ ︸
d

= a · Z + b

c · Z + d
,

yi =
Mi,21 · Z · x0−ox0

sx0
+ Mi,22 · Z · y0−oy0

sy0
+ Z · Mi,23 + Mi,24

Mi,31 · Z · x0−ox0
sx0

+ Mi,32 · Z · y0−oy0
sy0

+ Z · Mi,33 + Mi,34

=
Z ·

ǎ︷ ︸︸ ︷(
Mi,21 · x0 − ox0

sx0

+ Mi,22 · y0 − oy0

sy0

+ Mi,23

)
+

b̌︷ ︸︸ ︷
Mi,24

Z ·
(

Mi,31 · x0 − ox0

sx0

+ Mi,32 · y0 − oy0

sy0

+ Mi,33

)
︸ ︷︷ ︸

c

+ Mi,34︸ ︷︷ ︸
d

= ǎ · Z + b̌

c · Z + d
.

(3.9)

Mithilfe dieser Gleichung können also die Koordinaten eines Punktes
pi = (xi, yi)⊤ in der Bildebene Ωi durch die Koordinaten des Punktes
p0 = (x0, y0)⊤ in der Bildebene Ω0 der Referenzkamera zum Zeitpunkt
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P

P̂

p0

C0

p̂0 p1

C1

p̂1

V

Abbildung 3.2.: Der 3D-Punkt P wird zum Zeitpunkt t auf die Punkte
p0 und p1 der Kameras C0 und C1 projiziert. Nach
der Verschiebung V zum Zeitpunkt t + 1 wird die
neue Position P̂ auf die Punkte p̂0 und p̂1 projiziert.

t bestimmt werden. Diese Parametrisierung ist ausreichend, um die Tie-
fe einer statischen Szene zu berechnen (siehe [20]). Zu dem Zeitpunkt
t + 1 hat sich ein 3D-Punkte P ∈ P jedoch um den Szenenfluss, also
um den Bewegungsvektor V = (u, v, w)⊤, in der Szene verschoben.
Die Koordinaten des so neu entstandenen Punktes P̂ sind

P̂ = P + V =

X + u

Y + v

Z + w

 . (3.10)

Die projizierten Koordinaten p̂i = (x̂i, ŷi)⊤ des bewegten Punktes P̂
können analog zum Fall des Zeitpunktes t berechnet werden. Um die
Notation kompakt zu halten, wird die Gleichung 3.9 erweitert. Die
Koordinaten (x̂i, ŷi)⊤ können dann mit

x̂i = a · Z + Mi,11 · u + Mi,12 · v + Mi,13 · w + b

c · Z + Mi,31 · u + Mi,32 · v + Mi,33 · w + d
,

ŷi = a · Z + Mi,21 · u + Mi,22 · v + Mi,23 · w + b

c · Z + Mi,31 · u + Mi,32 · v + Mi,33 · w + d
,

(3.11)
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3. Das Szenenflussverfahren

berechnet werden. Die Abbildung 3.2 verdeutlicht den Zusammenhang
der Punkte P und P̂ und deren Projektion auf die Bildebenen zweier
Kameras.

Insgesamt verwendet also die hier vorgestellte Parametrisierung vier
Unbekannte pro Bildpunkt. Die Tiefe Z wird verwendet, um die
Rückprojektion des Bildpunktes in die 3D-Punktewolke zu ermög-
lichen. Dies wiederum wird benötigt, um Korrespondenzen zwischen
den einzelnen Bildern zum Zeitpunkt t zu etablieren. Der Vektor
V = (u, v, w)⊤ beschreibt den Szenenfluss und wird zusammen mit Z
benötigt, um Korrespondenzen zwischen Bildern der Zeitpunkte t und
t + 1 zu finden.

3.2. Modellierung des Variationsansatzes

Unter Verwendung der zuvor eingeführten Parametrisierung kann
nun der Variationsansatz des Szenenflussverfahrens formuliert werden.
Zentraler Bestandteil des Verfahrens ist ein Energiefunktional, durch
dessen Minimierung die Tiefe Z(x, y) und der Szenenfluss V(x, y)
bestimmt werden können. Die allgemeine Form dieses Energiefunk-
tionals besteht aus einem Datenterm EData und einem Glattheitsterm
ESmooth, wie die folgende Gleichung zeigt:

E(Z, V) = EData(Z, V) + ESmooth(Z, V) . (3.12)

Das Zusammenspiel der beiden Terme EData und ESmooth ist dabei wie
folgt: Während der Datenterm geeignete Modellannahmen beinhal-
tet, welche die Tiefe und den Szenenfluss mittels zusammengehöriger
Bildpunkte zwischen den einzelnen Bildern ermittelt, dient der Glatt-
heitsterm als Regularisierer an den Stellen im Bild, an denen eine
eindeutige Lösung mittels des Datenterms aufgrund von Verdeckun-
gen, Ausreißern oder dem Blendenproblem [1] nicht gefunden werden
kann. Im Folgenden werden die beiden Terme nacheinander genauer
betrachtet.

Die Modellannahme des Datenterms ist die Helligkeitswertkonstanz-
annahme (engl.: brightness constancy assumption) , die von Lam-
bert’schen Oberflächen in der aufgenommenen Szene ausgeht. Mit der
zuvor eingeführten Parametrisierung bedeutet dies, dass die Intensität
eines projizierten Punktes der Punktewolke, vor und nach der Bewe-

22



3.2. Modellierung des Variationsansatzes

gung V, konstant in den jeweiligen Bildern der Kameras ist. Hierfür
wird der Datenterm wiederum in drei Funktionen unterteilt:

EData(Z, V) =
∫

Ω0
BCm(Z, V) + BCs1(Z) + BCs2(Z, V) dxdy .

(3.13)
Die FunktionBCm(Z, V) bestraft hierbei Abweichungen der Intensität
zwischen den einzelnen Bildern Ii(x, y, t) und Ii(x, y, t + 1) einer
Kamera Ci vor und nach der 3D-Bewegung V. Gleichermaßen bestraft
die Funktion BCs1(Z) Abweichungen der Intensität zwischen dem
Referenzbild I0(x, y, t) und den anderen Bildern des Zeitpunktes t. Die
selbe Funktionalität übernimmt der Term BCs2(Z, V) für die Bilder
des Zeitpunktes t + 1. Für ein System bestehend aus N Kameras geben
die folgende Gleichungen Aufschluss über den genauen Aufbau dieser
drei Funktionen:

BCm(Z, V) =
N−1∑
i=0

Ψ(|Ii(pi, t) − Ii(p̂i, t + 1)|2) ,

BCs1(Z) =
N−1∑
i=1

Ψ(|I0(p0, t) − Ii(pi, t)|2) ,

BCs2(Z, V) =
N−1∑
i=1

Ψ(|I0(p̂0, t + 1) − Ii(p̂i, t + 1)|2) .

(3.14)

In den Gleichungen dientΨ(s2) als eine nicht quadratische Kostenfunk-
tion, um das Verfahren robust gegen Ausreißer und Signalrauschen zu
machen [2]. Zu diesem Zweck wird die regularisierte Betragsfunktion
verwendet.

Ψ(s2) =
√

s2 + ϵ2 , ϵ = 0.001 . (3.15)

Weiter wird, um größere Verschiebungen zugehöriger Bildpunkte zwi-
schen den Bildern zu erlauben, der Datenterm nicht linearisiert [3].

Nach der Erläuterung des Datenterms wird nun auf den Glattheitsterm
ESmooth(Z, V) eingegangen. Der Glattheitsterm setzt eine gewisse ab-
schnittsbedingte Glattheit der Tiefe Z und des Szenenflusses V voraus.
Da Unstetigkeiten in den jeweiligen Tiefen- bzw. Bewegungsfelder
unabhängig voneinander sind, werden die beiden Größen hierbei ge-
trennt betrachtet. Dies drückt sich in der Gleichung des Glattheitsterms
wie folgt aus:

ESmooth(Z, V) =
∫

Ω0
µ · SZ(Z) + α · SV(V) dxdy . (3.16)

Die wählbaren Parameter µ > 0 und α > 0 dienen jeweils der Ge-
wichtung des Einflusses der beiden Terme auf das Energiefunktional
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t + 1

t

∆t
0 ∆t

1 ∆t
2

∆̂1

∆̂2

∆1

∆2

I0(p0, t) I1(p1, t) I2(p2, t)

I0(p̂0, t + 1) I1(p̂1, t + 1) I2(p̂2, t + 1)

Abbildung 3.3.: Beispielhafter Aufbau des Datenterms mit 3 unter-
schiedlichen Kameraansichten zu jeweils den Zeit-
punkten t und t + 1. Die Terme ∆i und ∆̂i bedie-
nen die auferlegte Helligkeitswertkonstanzannahme
zwischen den gezeigten Bildern zu den jeweiligen
Zeitpunkte t und t+1. Zwischen diesen Zeitschritten
sorgen die ∆t

i Terme in den jeweiligen Bildsequenzen
für die geforderte Helligkeitswertkonstanzannahme.

E(Z, V). Mit isotropen Glattheitstermen 1. Ordnung für SZ und SV
ergibt sich jeweils

SZ(Z) = Ψ(|∇Z|2) ,

SV(V) = Ψ(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2) ,
(3.17)

mit der gleichen zuvor vorgestellten Kostenfunktion Ψ(s2). Um eine
kompaktere Notation für die folgenden Gleichungen zu ermöglichen,
werden die Abkürzungen

∆t
i = Ii(pi, t) − Ii(p̂i, t + 1)

∆i = I0(p0, t) − Ii(pi, t)
∆̂i = I0(p̂0, t + 1) − Ii(p̂i, t + 1)

(3.18)

für die Differenzausdrücke in den Datentermen eingeführt. Abbildung
3.3 verdeutlicht den Aufbau des Datenterms durch die neu eingeführ-
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3.3. Euler-Lagrange-Gleichungen

ten Ausdrücke. Die vollständige Formulierung des Energiefunktionals
ergibt sich unter Anwendung der neuen Notation wie folgt:

E(Z, V) =
∫

Ω0

N−1∑
i=0

Ψ(|∆t
i|2) +

N−1∑
i=1

Ψ(|∆i|2) +
N−1∑
i=1

Ψ(|∆̂i|2)

+ µ · Ψ(|∇Z|2)
+ α · Ψ(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2) dxdy .

(3.19)

3.3. Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Variationsrechnung zeigt, dass die minimierenden Funktionen Z
und V des Energiefunktionals aus Gleichung 3.19 die Euler-Lagrange-
Gleichungen erfüllen müssen. Für die Formulierung dieser Gleichun-
gen werden zuerst die benötigten partiellen Ableitungen des Integran-
den gebildet. Die Gleichungen bezüglich der Variablen v und w werden
nicht immer explizit formuliert, da diese analog zu den Gleichungen
bezüglich der Variablen u gebildet werden können.

FZ = 2
N−1∑
i=0

Ψ′(|∆t
i|2)∆t

i(∆t
i)Z + 2

N−1∑
i=1

Ψ′(|∆i|2)∆i(∆i)Z

+ 2
N−1∑
i=1

Ψ′(|∆̂i|2)∆̂i(∆̂i)Z ,

FZx = 2µ · Ψ′(|∇Z|2) · Zx ,

FZy = 2µ · Ψ′(|∇Z|2) · Zy ,

(3.20)

Fu = 2
N−1∑
i=0

Ψ′(|∆t
i|2)∆t

i(∆t
i)u + 2

N−1∑
i=1

Ψ′(|∆̂i|2)∆̂i(∆̂i)u ,

Fux = 2α · Ψ′(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2) · ux ,

Fuy = 2α · Ψ′(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2) · uy .

(3.21)

Es ist hierbei zu beachten, dass es zwischen den Bildern zum Zeitpunkt
t keine Bewegung geben kann und deshalb gilt

(∆i)u = (I0(p0, t) − Ii(pi, t))u = 0 . (3.22)

Der Term konnte somit aus der Gleichung 3.21 herausgekürzt wer-
den. Mithilfe der Gleichung 2.27 aus dem Grundlagenteil und den
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3. Das Szenenflussverfahren

oben definierten partiellen Ableitungen lassen sich die Euler-Lagrange-
Gleichungen nun wie folgt formulieren:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′((∆t
i)2)∆t

i · (∆t
i)Z +

N−1∑
i=1

Ψ′((∆i)2)∆i · (∆i)Z

+
N−1∑
i=1

Ψ′((∆̂i)2)∆̂i · (∆̂i)Z − µ · div(Ψ′(|∇Z|2)∇Z) ,

(3.23)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′((∆t
i)2)∆t

i · (∆t
i)u +

N−1∑
i=1

Ψ′((∆̂i)2)∆̂i · (∆̂i)u

− α · div(Ψ′|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2)∇u) ,

(3.24)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′((∆t
i)2)∆t

i · (∆t
i)v +

N−1∑
i=1

Ψ′((∆̂i)2)∆̂i · (∆̂i)v

− α · div(Ψ′(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2)∇v) ,

(3.25)

= 0 =
N−1∑
i=0

Ψ′((∆t
i)2)∆t

i · (∆t
i)w +

N−1∑
i=1

Ψ′((∆̂i)2)∆̂i · (∆̂i)w

− α · div(Ψ′(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2)∇w) ,

(3.26)

mit den natürlichen Randbedingungen:

n⊤∇Z = n⊤∇u = n⊤∇v = n⊤∇w = 0 . (3.27)

Durch die Verwendung der sub-quadratischen Kostenfunktion Ψ(s2),
der nicht linearisierten Datenterme (vgl. Gleichung 3.14) und der
perspektivischen Projektion ist das verwendete Energiefunktional
E(Z, V) nichtlinear und nicht konvex. Dies bedeutet, dass die hie-
raus resultierenden Euler-Lagrange-Gleichungen mehrere Lösungen
besitzen, die zu unterschiedlich guten Minimierungen des Energie-
funktionals führen. Um trotzdem eine möglichst gute Minimierung des
Energiefunktionals zu erreichen, bedient sich das Szenenflussverfah-
ren an der Methode von Brox et al. [3] und bettet die Euler-Lagrange-
Gleichungen in ein Grob-zu-Fein-Schema mit zwei geschachtelten
Fixpunktverfahren ein. Die Methodik für das numerische Lösen des
Gleichungssystems und damit für die Minimierung des Energiefunk-
tionals wird im Folgenden genauer beschrieben.
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3.4. Minimierung

3.4. Minimierung

Die Minimierungsstrategie von Brox et al. [3] wird benutzt, um das
nichtlineare und nicht konvexe System aus den Euler-Lagrange Glei-
chungen 3.23 - 3.26 zu lösen. Die Strategie selbst besteht aus meh-
reren Zwischenschritten, die in den jeweiligen Unterkapiteln dieses
Abschnittes erläutert werden. Um über den Rest der Arbeit hinweg
eine relativ kompakte Notation der Euler-Lagrange Gleichungen zu
ermöglichen, wird zudem die Tensornotation [5, 6] eingeführt.

3.4.1. Fixpunktverfahren

Um die Nichtlinearität in den Variablen Z, V aufzulösen, wird ein
erstes Fixpunktverfahren eingeführt. Dabei steht k als Variable für
die Iterationsschritte des Verfahrens. Ein semi-impliziertes Schema
in den Datentermen und ein vollständig impliziertes Schema in den
Glattheitstermen liefert die nun neu formulierten Euler-Lagrange-
Gleichungen:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′((∆t,k+1
i )2)∆t,k+1

i · (∆t,k
i )Z

+
N−1∑
i=1

Ψ′((∆k+1
i )2)∆k+1

i · (∆k
i )Z

+
N−1∑
i=1

Ψ′((∆̂k+1
i )2)∆̂k+1

i · (∆̂k
i )Z

− µ · div(Ψ′(|∇Zk+1|2)∇Zk+1) ,

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′((∆t,k+1
i )2)∆t,k+1

i · (∆t,k
i )u

+
N−1∑
i=1

Ψ′((∆̂k+1
i )2)∆̂k+1

i · (∆̂k
i )u

− α · div(Ψ′(|∇uk+1|2 + |∇vk+1|2 + |∇wk+1|2)∇uk+1) .

(3.28)

Die Gleichungen bezüglich der Variablen v und w können wiederum
analog zu der Gleichung für u gebildet werden.
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3. Das Szenenflussverfahren

3.4.2. Inkrementelle Berechnung

In einem weiteren Schritt wird die Nichtlinearität der Datenterme
beseitigt. Hierfür wird eine inkrementelle Berechnung der Variablen
Z und V eingeführt. Diese setzen sich aus den bisher berechneten
Werten und einem unbekannten Inkrement des alten Zeitschrittes k
zusammen:

Zk+1 = Zk + dZk ,

Vk+1 = Vk + dVk .
(3.29)

Weiter werden mithilfe von Taylorreihen die Terme für Ii(pk+1, t) und
Ii(p̂k+1, t) linearisiert:

Ii(pk+1, t) ≈ Ii(pk, t) + (Ii(pk, t))Z · dZk ,

Ii(p̂k+1, t + 1) ≈ Ii(p̂k, t + 1) + (Ii(p̂k, t + 1))Z · dZk

+ (Ii(p̂k, t + 1))u · duk

+ (Ii(p̂k, t + 1))v · dvk

+ (Ii(p̂k, t + 1))w · dwk .

(3.30)

Für die Terme ∆k+1, ∆̂k+1
i und ∆t,k+1

i ergibt sich durch diese Lineari-
sierung:

∆t,k+1
i ≈ ∆t,k

i + (∆t,k
i )Z · dZk

+ (∆t,k
i )u · duk + (∆t,k

i )v · dvk + (∆t,k
i )w · dwk ,

∆k+1
i ≈ ∆k

i + (∆k
i )Z · dZk ,

∆̂k+1
i ≈ ∆̂k

i + (∆̂k
i )Z · dZk

+ (∆̂k
i )u · duk + (∆̂k

i )v · dvk + (∆̂k
i )w · dwk .

(3.31)

Auf dieseWeise werden die Nichtlinearitäten in den VariablenZ undV
und in den Datentermen aufgelöst. Als letztes muss noch der Umgang
mit der Nichtlinearität der Funktion Ψ′(s2) beschrieben werden. Um
jedoch weiterhin die Notation für die Euler-Lagrange-Gleichungen
kompakt zu halten, wird zuerst die Tensornotation [5, 6] eingeführt.

28



3.4. Minimierung

3.4.3. Tensornotation

Mittels der oben beschriebenen Taylorreihenlinearisierung aus Glei-
chung 3.31 lassen sich die folgenden Vektoren aufbauen:

St,k
i =

(
(∆t,k

i )Z , (∆t,k
i )u, (∆t,k

i )v, (∆t,k
i )w, ∆t,k

i

)⊤
,

Sk
i =

(
(∆k

i )Z , ∆k
i

)⊤
,

Ŝk
i =

(
(∆̂k

i )Z , (∆̂k
i )u, (∆̂k

i )v, (∆̂k
i )w, ∆̂k

i

)⊤
.

(3.32)

Mithilfe dieser Vektoren können nun die folgenden symmetrischen
Tensoren gebildet werden:

T t,k
i = St,k

i St,k⊤
i ,

T k
i = Sk

i Sk⊤
i ,

T̂ k
i = Ŝk

i Ŝk⊤
i .

(3.33)

So ergibt sich z.B. für den Tensor T k
i :

T k
i =

(
((∆k

i )Z)2 (∆k
i )Z∆k

i

(∆k
i )Z∆k

i (∆k
i )2

)
. (3.34)

Aufgrund der perspektivischen Projektion ist die Berechnung der in
den Tensoren verwendeten Bildableitungen nicht trivial und wird in
Unterabschnitt 3.4.6 beschrieben.

Werden nun die Vektoren

dZk = (dZk, 1)⊤ ,

dEk = (dZk, duk, dvk, dwk, 1)⊤ (3.35)

definiert, welche die Inkremente der jeweiligen Variablen enthalten,
so kann die Euler-Lagrange-Gleichung aus 3.23, unter Berücksichti-
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3. Das Szenenflussverfahren

gung der zuvor eingeführten Linearisierung, wie folgt umgeschrieben
werden:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk⊤ · T t,k

i · dEk
)

·
(
[T t,k

i ]1 · dEk
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dZk⊤ · T k

i · dZk
)

·
(
[T k

i ]1 · dZk
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk⊤ · T̂ k

i · dEk
)

·
(
[T̂ k

i ]1 · dEk
)

− µ · div
(
Ψ′
(
|∇(Zk + dZk)|2

)
· ∇(Zk + dZk)

)
,

(3.36)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk⊤ · T t,k

i · dEk
)

·
(
[T t,k

i ]2 · dEk
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk⊤ · T̂ k

i · dEk
)

·
(
[T̂ k

i ]2 · dEk
)

− α · div
(
(Ψ′)k

Sm,V · ∇(uk + duk)
)

,

(3.37)

mit

(Ψ′)k
Sm,V :=

Ψ′(|∇(uk + duk)|2 + |∇(vk + dvk)|2 + |∇(wk + dwk)|2) .

Die Ausdrücke [T t,k
i ]j , [T k

i ]j und [T̂ k
i ]j in den Gleichungen 3.36 - 3.37

bezeichnen die j-te Zeile des jeweiligen Tensors. Die noch notwen-
digen Gleichungen bezüglich der Variablen v und w können wieder
analog zur Gleichung 3.37 gebildet werden.

Zum Vergleich können die Euler-Lagrange-Gleichungen, die die Tay-
lorreihen benutzen und nicht in der Tensornotation formuliert sind, in
Anhang A eingesehen werden.

3.4.4. Verzögerte Nichtlinearitätsmethode

Als weiterer Schritt wird nun die Nichtlinearität der Ψ′-Terme be-
handelt. Hierfür wird ein zweites, inneres Fixpunktverfahren mit der
Iterationsvariablen l für Ausdrücke, die den Term Ψ′ enthalten, ver-
wendet. Da die Ψ-Funktion konvex ist und damit genau eine Lösung
besitzt, kann das nichtlineare Gleichungssystem als eine Serie von
linearen Gleichungssystemen gelöst werden. Bei diesem Verfahren
werden die nichtlinearen Ausdrücke in den Daten- und Glattheitster-
men mit den Werten des vorherigen Iterationsschrittes ausgewertet.
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Aus diesem Grund spricht man von der sogenannten verzögerten Nicht-
linearitätsmethode. Das vollständige und nun lineare Gleichungssystem
in den Inkrementen dZk,l+1, duk,l+1, dvk,l+1 und dwk,l+1 ist gegeben
durch:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]1 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dZk,l⊤ · T k

i · dZk,l
)

·
(
[T k

i ]1 · dZk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]1 · dEk,l+1
)

− µ · div
(
Ψ′
(
|∇(Zk + dZk,l)|2

)
· ∇(Zk,l + dZk,l+1)

)
,

(3.38)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]2 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]2 · dEk,l+1
)

− α · div
(
(Ψ′)k,l

Sm,V · ∇(uk + duk,l+1)
)

,

(3.39)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]3 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]3 · dEk,l+1
)

− α · div
(
(Ψ′)k,l

Sm,V · ∇(vk + dvk,l+1)
)

,

(3.40)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]4 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]4 · dEk,l+1
)

− α · div
(
(Ψ′)k,l

Sm,V · ∇(wk + dwk,l+1)
)

,

(3.41)

mit den unveränderten natürlichen Randbedingungen

n⊤∇Z = n⊤∇u = n⊤∇v = n⊤∇w = 0 . (3.42)
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Skalierung

·η

·η

Stufe k

0

1

2
Abbildung 3.4.: Bildpyramide der Grob-zu-Fein-Strategie. Die Bilder

werden auf jeder Stufe k jeweils in der Breite und
Höhe um den Faktor η ∈ (0, 1) skaliert.

3.4.5. Grob-zu-Fein-Strategie

Der letzte Schritt des Minimierungsverfahrens des Energiefunktionals
bettet die bisherige Vorgehensweise in eine Grob-zu-Fein-Strategie
ein. Das Ziel dieser Methode ist die Findung eines möglichst guten,
lokalen oder sogar des globalen Minimums. Zu diesem Zweck werden
die Eingabebilder stufenweise zu immer kleineren Auflösungen hin,
jeweils um den Faktor η ∈ (0, 1) skaliert. Abbildung 3.4 zeigt eine
durch das Verfahren entstandene Bildpyramide. Das Gleichungssys-
tem aus (3.38) - (3.41) wird zuerst auf der gröbsten Stufe k = 0 der
Bildpyramide gelöst. Die daraus berechneten Werte für dZk+1 und
dVk+1 dienen dann mittels der Gleichung 3.29 als Initialisierung der
nächsten Stufe k + 1. Das Verfahren wird solange wiederholt, bis man
das Gleichungssystem auf der feinsten Auflösungsstufe gelöst hat und
damit die endgültigen Ergebnisse für die Tiefe und den Szenenfluss er-
hält. Die Verkleinerung der Bilder hat einen Glättungseffekt, wodurch
Details in den kleiner werdenden Bildern verloren gehen. Dies führt
wiederum zu einer Glättung des nicht konvexen Energiefunktionals
und hilft somit schlechte lokale Minimas zu vermeiden. Dieser Vor-
gang ist in Abbildung 3.5 verdeutlicht. Die Reduzierung der Bildgröße
bedeutet jedoch auch, dass die verwendeten Kamerakalibierungsmatri-
zen angepasst werden müssen. Da eine Kalibrierungsmatrix durch den
Ausdruck (K 0) die Transformation von 3D-Kamerakoordinaten zu
2D-Bildpunktkoordinaten beschreibt, müssen die Parameter ebenfalls
mit dem Skalierungsfaktor η multipliziert werden. Eine Kamerakali-
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(a) (b)
Abbildung 3.5.:Minimierung des Energiefunktionals [5]. Die rote

Linie beschreibt eine Minimierung, die nur auf der
feinsten Ebene arbeitet und hierdurch jeweils in ei-
nem schlechtem lokalen Minimum endet. Die grüne
Linie beschreibt eine Minimierung mittels der Grob-
zu-Fein-Strategie.
(a) Globales Minimum gefunden.
(b) Gutes lokales Minimum gefunden.

bierungsmatrix der Stufe k + 1 kann durch die folgende Gleichung
berechnet werden:

Kk+1 =

η 0 0
0 η 0
0 0 1

 · Kk =

η · sk
x 0 η · ok

x

0 η · sk
y η · ok

y

0 0 1

 . (3.43)

Diese Änderung wirkt sich auch auf die vollständige Kameraprojekti-
onsmatrix aus. Deshalb ist zu beachten, dass diese auch entsprechend
neu berechnet werden muss. (s. Abschnitt 2.2).

Auf jeder Stufe der Grob-zu-Fein-Strategie wird das SOR-Verfahren
[34] zum Lösen des linearen Gleichungssystems aus (3.38) - (3.41) ver-
wendet. Um das Verfahren jedoch überhaupt anwenden zu können, ist
es notwendig, Ausdrücke wie Ii(p1, t) und deren Ableitungen nach
Z , u, v und w, wie sie zum Beispiel in Termen wie (∆̂k)Z verwen-
det werden, zu berechnen. Die Berechnungen dieser Größen wird im
folgenden Unterabschnitt genauer beschrieben.
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? ? ? ? ?? ? ? ? ?? ? ? ? ?? ? ? ? ?

?

?
?C0

C1

P ∈ Pk

Ik
1(x, y)

pk
1 ∈ Ω1

Abbildung 3.6.: Rückprojektion des Bildes I1(pk
1, t) auf die Bildebene

der Referenzkamera C0. Abbildung aus [20].

3.4.6. Berechnung der Rückprojektionen und
zugehörigen Ableitungen

Der Ausdruck Ii(pk
1, t) wird als Rückprojektion Ik

i (x, y) des Bildes in
die Bildebene der Referenzkamera verstanden. Es gilt daher

Ik
i (x, y) = Ii(pk

1, t) . (3.44)

Hierfür werden die Bildpunkte des Referenzbildes mithilfe der bisher
berechneten Tiefe Zk in die 3D-Szene zurückprojiziert. Anschließend
werden die 3D-Punkte wiederum durch die vollständige Kamerapro-
jektionsmatrix Mk

i auf die Bildebene Ωi projiziert. Der Wert an dieser
Stelle des Bildes kann nun dem entsprechenden Bildpunkt in Ik

i (x, y)
zugewiesen werden. Da der projizierte Punkt pi (Berechnung s. Glei-
chung 3.9) jedoch häufig zwischen den Bildpunkten liegt, wird der
Wert durch eine bilineare Interpolation zwischen den vier nahelie-
gensten Bildpunkten angenähert. Das Verfahren ist in Abbildung 3.6
noch einmal verdeutlicht. Analog zu dieser Vorgehensweise kann der
Ausdruck für Ii(p̂k

i , t + 1) berechnet werden. Hier muss jedoch die
Verschiebung des 3D-Punktes durch den Szenenfluss V berücksichtigt
werden. Dies schlägt sich in der Berechnung für die Koordinaten des
Punktes p̂k

i (s. Gleichung 3.11) nieder.
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Für die Tensoren T t,k
i , T k

i sowie T̂ k
i werden die partielle Ableitung

nach Z für Ii(pk
i , t) sowie die partiellen Ableitungen nach Z und V für

den Ausdruck Ii(p̂k
i , t + 1) benötigt. Die Anwendung der Kettenregel

liefert:

(Ii(pk
i , t))Z = (∇iIi(pk

i , t))⊤ · ∂Zpk
i

=
(
∂xi

Ii(pk
i , t) ∂yi

Ii(pk
i , t)

)
·
(

∂Zxi

∂Zyi

)
= ∂xi

Ii(pk
i , t) · ∂Zxi + ∂yi

Ii(pk
i , t) · ∂Zyi .

(3.45)

Mithilfe der Gleichung 3.9 und der Quotientenregel können wiederum
die Ausdrücke ∂Zxi und ∂Zyi bestimmt werden:

∂Zxi = ad − bc

(c · Z + d)2 ,

∂Zyi = ǎd − b̌c

(c · Z + d)2 .

(3.46)

Analog hierzu werden nun die partiellen Ableitungen für den Ausdruck
Ii(p̂k

i , t + 1) hergeleitet:

(Ii(p̂k
i , t + 1))Z = ∂xi

Ii(p̂k
i , t + 1) · ∂Z x̂i

+ ∂yi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂Z ŷi ,

(Ii(p̂k
i , t + 1))u = ∂xi

Ii(p̂k
i , t + 1) · ∂ux̂i

+ ∂yi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂uŷi ,

(Ii(p̂k
i , t + 1))v = ∂xi

Ii(p̂k
i , t + 1) · ∂vx̂i

+ ∂yi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂vŷi ,

(Ii(p̂k
i , t + 1))w = ∂xi

Ii(p̂k
i , t + 1) · ∂wx̂i

+ ∂yi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂wŷi .

(3.47)
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Für die partiellen Ableitungen der Bildpunktkoordinaten werden zu-
nächst die Abkürzungen e, ě und f definiert:

x̂i =

e︷ ︸︸ ︷
a · Z + M i

11 · u + M i
12 · v + M i

13 · w + b

c · Z + M i
31 · u + M i

32 · v + M i
33 · w + d︸ ︷︷ ︸

f

,

ŷi =

ě︷ ︸︸ ︷
ǎ · Z + M i

21 · u + M i
22 · v + M i

23 · w + b̌

c · Z + M i
31 · u + M i

32 · v + M i
33 · w + d︸ ︷︷ ︸

f

.

(3.48)

Hiermit können die benötigten Ableitungen nun wie folgt ausgedrückt
werden:

∂Z x̂i = a · f − c · e

f 2 , ∂Z ŷi = ǎ · f − c · ě

f 2 ,

∂ux̂i = M i
11 · f − M i

31 · e

f 2 , ∂uŷi = M i
21 · f − M i

31 · ě

f 2 ,

∂vx̂i = M i
12 · f − M i

32 · e

f 2 , ∂vŷi = M i
22 · f − M i

32 · ě

f 2 ,

∂wx̂i = M i
13 · f − M i

33 · e

f 2 , ∂wŷi = M i
23 · f − M i

33 · ě

f 2 .

(3.49)

Um die Rückprojektion der Bildgradienten ∇iIi(pk
i , t) und ∇iIi(p̂k

i , t+
1) zu berechnen, wird die von Maurer [20] vorgeschlagene und weni-
ger aufwändige Methode gegenüber der Methode von Basha et al. [9]
verwendet. Hierfür wird der Gradient eines Bildes Ii berechnet und
anschließend, nach der am Anfang in diesem Unterabschnitt beschrie-
benen Methode, in das Referenzbild zurückprojiziert.

3.4.7. Initialisierung

Durch die inkrementelle Berechnung werden die Größen Zk und Vk

auf jeder Stufe der Grob-zu-Fein-Strategie durch die Ergebnisse der
vorherigen Stufe initialisiert (s. Gleichung 3.29). Weiterhin offen bleibt
die Frage der Initialisierung von Z0 und V0 sowie deren Inkremen-
te dZ0 und dV0. Glücklicherweise gestaltet sich die Initialisierung
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der Inkremente und des Szenenflusses als trivial, so dass diese mit 0
initialisiert werden können:

dZ0 = 0 ,

dV0 =
(
du0, dv0, dw0

)⊤
= (0, 0, 0)⊤ ,

V0 =
(
u0, v0, w0

)⊤
= (0, 0, 0)⊤ .

(3.50)

Die Initialisierung Z0 = 0 würde die Rückprojektion der Punkte p0
und p̂0 in die 3D-Szene verhindern (s. Gleichung 3.5), da alle 3D-Punkte
direkt im Kamerazentrum C0 liegen würden. Um das Problem zu lösen,
wird das Z-Scan-Verfahren aus [20] benutzt. Das Z-Scan-Verfahren
tastet einen Z-Wertebereich ab und berechnet die Abweichung des
rückprojizierten Bildes zu dem Referenzbild. Der Z-Wert, der mit der
kleinsten Abweichung vom Referenzbild verknüpft ist, wird für die
Initialisierung von Z0 verwendet. Da nur eine grobe Initialisierung,
die nicht 0 ist, benötigt wird, ist es für das Verfahren ausreichend
neben dem Referenzbild nur ein weiteres Bild zu benutzen. Damit die
Rückprojektion nicht von V abhängig ist, muss das zweite Bild, wie
das Referenzbild, zum Zeitpunkt t aufgenommen worden sein. Unter
Verwendung einer quadratischen Kostenfunktion ergibt sich:

EInit(Z) = 1
w1

∫
Ω0

(I0(p0, t) − Ii(pi, t))2 dxdy , (3.51)

wobei w1 die Anzahl der Bildpunkte ist, die auf der Bildebene des
Bildes (Ii(pi, t)) projiziert worden sind.

3.4.8. Diskretisierung

Dieser Abschnitt beschreibt die für ein numerisches Lösungsverfahren
notwendige Diskretisierung der Euler-Lagrange-Gleichungen. Da das
Verfahren für jeden Bildpunkt im Referenzbild die Tiefe Zk und die
Bewegung Vk des zugehörigen 3D-Punktes bestimmt, werden diese
Größen ebenfalls durch ein rechteckiges Gitter mit der Gittergröße
hk

x×hk
y modelliert. Der diskreteWert an der Stelle (i, j)wird durch eine

entsprechende Tiefstellung des Koordinatentupels kenntlich gemacht
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3. Das Szenenflussverfahren

(z.B. Zk
i,j). Die diskretisierte Version der Euler-Lagrange-Gleichungen

aus 3.38 - 3.41 ist dann:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T t,k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T t,k

i i,j]1 · dEk,l+1
i,j

)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dZk,l⊤

i,j · T k
i i,j · dZk,l

i,j

)
·
(
[T k

i i,j]1 · dZk,l+1
i,j

)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T̂ k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T̂ k

i i,j]1 · dEk,l+1
i,j

)
− µ · div

(
Ψ′
(
|∇(Zk

i,j + dZk,l
i,j )|2

)
· ∇(Zk,l

i,j + dZk,l+1
i,j )

)
,

(3.52)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T t,k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T t,k

i i,j]2 · dEk,l+1
i,j

)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T̂ k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T̂ k

i i,j]2 · dEk,l+1
i,j

)
− α · div

(
(Ψ′)k,l

Sm,V i,j · ∇(uk
i,j + duk,l+1

i,j )
)

,

(3.53)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T t,k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T t,k

i i,j]3 · dEk,l+1
i,j

)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T̂ k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T̂ k

i i,j]3 · dEk,l+1
i,j

)
− α · div

(
(Ψ′)k,l

Sm,V i,j · ∇(vk
i,j + dvk,l+1

i,j )
)

,

(3.54)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T t,k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T t,k

i i,j]4 · dEk,l+1
i,j

)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤

i,j · T̂ k
i i,j · dEk,l

i,j

)
·
(
[T̂ k

i i,j]4 · dEk,l+1
i,j

)
− α · div

(
(Ψ′)k,l

Sm,V i,j · ∇(wk
i,j + dwk,l+1

i,j )
)

.

(3.55)

Bevor die Gleichungen tatsächlich durch ein numerisches Verfahren
lösbar sind, muss noch geklärt werden, wie die Ableitungen in den
Daten- und die Glattheitsterme selbst diskretisiert werden können.

Für die Bildgradienten in den Datentermen wird ein zentraler Diffe-
renzenquotient 4. Ordnung verwendet. Hierdurch ergibt sich für den
Gradienten eines Bildes Ii an der Stelle (i, j):

∂xIk
i i,j =

Ik
i i−2,j − 8Ik

i i−1,j + 8Ik
i i+1,j − Ik

i i+2,j

12hk
x

,

∂yIk
i i,j =

Ik
i i,j−2 − 8Ik

i i,j−1 + 8Ik
i i,j+1 − Ik

i i,j+2

12hk
y

.

(3.56)
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Die Approximierung der diskretisierten Glattheitsterme ergibt sich
jeweils zu:

µ · div
(
Ψ′
(
|∇(Zk

i,j + dZk,l
i,j )|2

)
· ∇(zk

i,j + dzk,l+1
i,j )

)
≈ µ

∑
n∈(x,y)

∑
(̃i,j̃)∈Nn(i,j)

·κk,l

i,j,̃i,j̃,n
(zk,l

ĩ,j̃
+ dzk,l+1

ĩ,j̃
− zk,l

i,j − dzk,l+1
i,j ) ,

(3.57)
α · div

(
(Ψ′)k,l

Sm,V i,j · ∇(uk
i,j + duk,l+1

i,j )
)

≈ α
∑

n∈(x,y)

∑
(̃i,j̃)∈Nn(i,j)

·ξk,l

i,j,̃i,j̃,n
(uk,l

ĩ,j̃
+ duk,l+1

ĩ,j̃
− uk,l

i,j − duk,l+1
i,j ) ,

(3.58)
α · div

(
(Ψ′)k,l

Sm,V i,j · ∇(vk
i,j + dvk,l+1

i,j )
)

≈ α
∑

n∈(x,y)

∑
(̃i,j̃)∈Nn(i,j)

·ξk,l

i,j,̃i,j̃,n
(vk,l

ĩ,j̃
+ dvk,l+1

ĩ,j̃
− vk,l

i,j − dvk,l+1
i,j ) ,

(3.59)
α · div

(
(Ψ′)k,l

Sm,V i,j · ∇(wk
i,j + dwk,l+1

i,j )
)

≈ α
∑

n∈(x,y)

∑
(̃i,j̃)∈Nn(i,j)

·ξk,l

i,j,̃i,j̃,n
(wk,l

ĩ,j̃
+ dwk,l+1

ĩ,j̃
− wk,l

i,j − dwk,l+1
i,j ) ,

(3.60)
mit

κk,l

i,j,̃i,j̃,n
=

Ψ′
(
|∇(Zk

ĩ,j̃
+ dZk,l

ĩ,j̃
)|2
)

+ Ψ′
(
|∇(Zk

i,j + dZk,l
i,j )|2

)
2 · h2

n

(3.61)

und

ξk,l

i,j,̃i,j̃,n
=

(Ψ′)k,l

Sm,V ĩ,j̃
+ (Ψ′)k,l

Sm,V i,j

2 · h2
n

. (3.62)

Weiter beschreibt der Ausdruck Nn(i, j) die Menge der benachbarten
Bildpunkte in Richung n ∈ (x, y). In x-Richung ergeben sich somit die
Bildpunkte (i−1, j) und (i+1, j) und in y-Richtung die Punkte (i, j−1)
und (i, j + 1). Die Herleitung dieser Approximation ist in Anhang B
beschrieben und die Matrize in Tabelle B.1 verdeutlicht den Aufbau
der Terme, die durch die doppelten Summenzeichen entstehen.

In den Gleichungen 3.61 und 3.62 werden die Gradienten für Zk
i,j , dZk,l

i,j

sowie Vk und dVk,l verwendet. Diese werden wieder jeweils mithilfe
eines zentralen Differenzenquotienten 4. Ordnung bestimmt:

∂xZk
i,j =

Zk
i−2,j − 8Zk

i−1,j + 8Zk
i+1,j − Zk

i+2,j

12hk
x

,

∂yZk
i,j =

Zk
i,j−2 − 8Zk

i,j−1 + 8Zk
i,j+1 − Zk

i,j+2

12hk
y

.

(3.63)
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3. Das Szenenflussverfahren

Die Gradienten bezüglich der verbleibenden Variablen können analog
zu den hier gezeigten Gleichungen bestimmt werden.

Die nun linearisierte und diskretisierten Euler-Lagrange-Gleichungen
können durch ein numerisches Verfahren gelöst werden. Hierfür wird
im Rahmen dieser Arbeit ein SOR-Verfahren [34] verwendet.

5 5 5 5
5 5 9 9
5 5 9 9
5 5 5 5

Ii(pk
i , t)

0 0 0 0
0 4 0 0
0 4 0 0
0 0 0 0
∂xi

Ii(pk
i , t)

0 0 4 4
0 0 0 0
0 0 -4 -4
0 0 0 0

∂yi
Ii(pk

i , t)

3 3 3 3
3 7 7 7
3 7 7 7
3 3 3 3
Ii(p̂k

i , t + 1)

0 0 0 0
4 0 0 0
4 0 0 0
0 0 0 0

∂xi
Ii(p̂k

i , t + 1)

0 4 4 4
0 0 0 0
0 -4 -4 -4
0 0 0 0
∂yi

Ii(p̂k
i , t + 1)

Abbildung 3.7.: Die Gradientenkonstanzannahme betrachtet jeweils
die Änderungsrate der Helligkeitswerte in x- und
y-Richtung. Die Änderungssrate ist hierbei unabhän-
gig von globalen Beleuchtungsänderungen, so dass
eine Zuordnung der Werte zwischen den Bildern wei-
terhin möglich ist.

3.5. Gradientenkonstanzannahme

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit einer Erweiterung des bisher vor-
gestellten Szenenflussverfahrens. Zusätzlich zur Helligkeitswertkon-
stanzannahme wird nun auch noch die Gradientenkonstanzannahme
[3, 6] zur Berechnung des Szenenflusses verwendet. Die Gradienten-
konstanzannahme ermöglicht dem Verfahren mit Beleuchtungsunter-
schieden zwischen den einzelnen Bildern, die die bisherige Helligkeits-
wertkonstanzannahme verletzen, umzugehen. Die Funktionsweise die-
ser neuen Konstanzannahme ist in Abbildung 3.7 beschrieben. Basha
et al. [9] verzichteten auf diese Erweiterung, doch Maurer [20] hat
gezeigt, dass sein Verfahren zur Stereorekonstruktion von der Gra-
dientenkonstanzannahme profitiert. Da beide Verfahren auf der 3D-
Parametrisierung von [9] basieren, erscheint die Gradientenkonstanz-
annahme auch als sinnvolle Erweiterung des Szenenflussverfahrens.
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Die Erweiterung des Datenterms durch die Gradientenkonstanzannah-
me mit getrennter Robustifizierung [6] liest sich wie folgt:

EData(Z, V) =
∫

Ω0
BCm(Z, V) + BCs1(Z) + BCs2(Z, V)

+ γ · (GCm(Z, V) + GCs1(Z) + GCs2(Z, V)) dxdy .
(3.64)

Dabei wird der Parameter γ ≥ 0 zur Steuerung des Einflusses der
Gradientenkonstanzannahmen verwendet. So erhält man für γ = 0
wieder den Datenterm des ursprünglichen Verfahrens. Im Detail ist die
Gradientenkonstanzannahme zwischen den Eingabebildern gegeben
durch:

∇Ii(pi, t) − ∇Ii(pi, t + 1) = 0 ,

∇I0(p0, t) − ∇Ii(pi, t) = 0 ,

∇I0(p̂0, t + 1) − ∇Ii(p̂i, t + 1) = 0 .

(3.65)

Unter der Verwendung einer getrennten Robustifizierung [6] ergibt
sich somit das zu minimierende Energiefunktional E(Z, V) mit Gradi-
entenkonstanzannahme zu:

E(Z, V) =
∫

Ω0

N−1∑
i=0

Ψ(|∆t
i|2) +

N−1∑
i=1

Ψ(|∆i|2) +
N−1∑
i=1

Ψ(|∆̂i|2)

+ γ ·
(N−1∑

i=0
Ψ(|∇∆t

i|2) +
N−1∑
i=1

Ψ(|∇∆i|2) +
N−1∑
i=1

Ψ(|∇∆̂i|2)
)

+ µ · Ψ(|∇Z|2) + α · Ψ(|∇u|2 + |∇v|2 + |∇w|2) dxdy .
(3.66)

Die Minimierung des Energiefunktionals erfolgt analog zu der Vorge-
hensweise des ursprünglichen Verfahrens (s. Abschnitt 3.4), so dass im
Folgenden nur noch die wichtigsten Gleichungen für das weitere Ver-
ständnis aufgeführt werden. Nach Einführung des äußeren Fixpunkt-
verfahrens und der Linearisierung durch die Taylorreihen können die
folgenden neuen symmetrischen Tensoren aufgebaut werden:

T t,k
∇i = St,k

∇iS
t,k⊤
∇i ,

T k
∇i = Sk

∇iSk⊤
∇i ,

T̂ k
∇i = Ŝk

∇iŜk⊤
∇i .

(3.67)
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Die hierfür verwendeten Vektoren ergeben sich zu:

St,k
∇i =

(
(∇∆t,k

i )Z , (∇∆t,k
i )u, (∇∆t,k

i )v, (∇∆t,k
i )w, ∇∆t,k

i

)⊤
,

Sk
∇i =

(
(∇∆k

i )Z , ∇∆k
i

)⊤
,

Ŝk
∇i =

(
(∇∆̂k

i )Z , (∇∆̂k
i )u, (∇∆̂k

i )v, (∇∆̂k
i )w, ∇∆̂k

i

)⊤
.

(3.68)

Hierdurch lassen sich wieder analog zu den Gleichungen (3.38) - (3.41)
die linearisierte Version der Euler-Lagrange-Gleichungen formulie-
ren:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]1 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dZk,l⊤ · T k

i · dZk,l
)

·
(
[T k

i ]1 · dZk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]1 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

∇i ]1 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dZk,l⊤ · T k

∇i · dZk,l
)

·
(
[T k

∇i]1 · dZk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

∇i]1 · dEk,l+1
)

− µ · div
(
Ψ′
(
|∇(Zk + dZk,l)|2

)
· ∇(Zk,l + dZk,l+1)

)
,

(3.69)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]2 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]2 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

∇i ]2 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

∇i]2 · dEk,l+1
)

− α · div
(
(Ψ′)k,l

Sm,V · ∇(uk + duk,l+1)
)

,

(3.70)
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0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]3 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]3 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

∇i ]3 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

∇i]3 · dEk,l+1
)

− α · div
(
(Ψ′)k,l

Sm,V · ∇(vk + dvk,l+1)
)

,

(3.71)

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

i ]4 · dEk,l+1
)

+
N−1∑
i=1

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

i ]4 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
i=0

Ψ′
(
dEk,l⊤ · T t,k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T t,k

∇i ]4 · dEk,l+1
)

+ γ ·
N−1∑
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Ψ′
(
dEk,l⊤ · T̂ k

∇i · dEk,l
)

·
(
[T̂ k

∇i]4 · dEk,l+1
)

− α · div
(
(Ψ′)k,l

Sm,V · ∇(wk + dwk,l+1)
)

,

(3.72)

mit den natürlichen Randbedingungen
n⊤∇Z = n⊤∇u = n⊤∇v = n⊤∇w = 0 . (3.73)

Durch die Verwendung der Gradientenkonstanzannahme werden auch
weitere Ableitungen bezüglich der Variablen Z und V benötigt. Dies
soll am Beispiel des 2 × 2 Tensors T k

∇i verdeutlicht werden:

T k
∇i = Sk

∇iSk⊤
∇i =

(
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(∇∆k
i )⊤
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(3.74)

43



3. Das Szenenflussverfahren

Aus der Gleichung 3.74 wird ersichtlich, dass Vorschriften für das Be-
rechnen von neuen Ausdrücken wie ∂xi

(Ii(pk
i , t))Z und ∂yi

(Ii(pk
i , t))Z

benötigt werden. Die verbleibenden Tensoren T t,k
∇i und T̂ k

∇i verdeut-
lichen, dass weitere partielle Ableitungen nach u, v und w für die
Ausdrücke ∂xi

Ii(p̂k
i , t + 1) und ∂yi

Ii(p̂k
i , t + 1) berechnet werden müs-

sen. Glücklicherweise können die Berechnungsvorschriften analog zu
der Verfahrensweise in Gleichung 3.45 bestimmt werden:

∂xi
(Ii(p, t))Z = ∂xi

(∇iIi(pk
i , t))⊤ · ∂Zpk

i

= ∂xi

(
∂xi

Ii(pk
i , t) ∂yi

Ii(pk
i , t)

)
·
(

∂Zxi

∂Zyi

)
= ∂xixi

Ii(pk
i , t) · ∂Zxi + ∂xiyi

Ii(pk
i , t) · ∂Zyi ,

∂yi
(Ii(p, t))Z = ∂yixi

Ii(pk
i , t) · ∂Zxi + ∂yiyi

Ii(pk
i , t) · ∂Zyi .

(3.75)

Es folgen die partiellen Ableitungen nach Z und u bezüglich der Terme
∂xi

Ii(p̂k
i , t + 1) und ∂yi

Ii(p̂k
i , t + 1). Die partiellen Ableitungen nach

v und w können trivial durch Symmetrieeigenschaften zwischen den
Gleichungen ermittelt werden:

∂xi
(Ii(p̂k

i , t + 1))Z = ∂xixi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂Z x̂i

+ ∂xiyi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂Z ŷi ,

∂yi
(Ii(p̂k

i , t + 1))Z = ∂yixi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂Z x̂i

+ ∂yiyi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂Z ŷi ,

(3.76)

∂xi
(Ii(p̂k

i , t + 1))u = ∂xixi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂ux̂i

+ ∂xiyi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂uŷi ,

∂yi
(Ii(p̂k

i , t + 1))u = ∂yixi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂ux̂i

+ ∂yiyi
Ii(p̂k

i , t + 1) · ∂uŷi .

(3.77)
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Dieses Kapitel befasst sich mit der Evaluation des in Kapitel 3 beschrie-
benen Szenenflussverfahrens. Vor der Präsentation der ausgeführten
Experimente und deren Ergebnisse werden zuerst die in dieser Evaluati-
on verwendeten Fehlermaße beschrieben. Die Experimente selbst kön-
nen in drei Stufen unterteilt werden. Die erste Stufe zeigt die grundle-
gende Funktionalität der Methode anhand von einfachen Datensätzen.
Hiernach soll auf der zweiten Stufe anhand von etwas anspruchsvolle-
ren Datensätzen der Einfluss der Gradientenkonstanzannahme und die
Erweiterung des Verfahrens durch zusätzliche Ansichten betrachtet
werden. Auf der letzten Stufe werden anspruchsvolle realitätsechte
Datensätze verwendet, um zu überprüfen ob geeignete Modellparame-
ter bezüglich der Gewichtung der Daten- und Glattheitsterme statisch
vorgegeben werden können. Für die automatisierte Optimierung dieser
Modellparameter steht seitens der Universität Stuttgart, Abteilung In-
telligente Systeme, ein Programm zur Verfügung, das im Rahmen dieser
Evaluationen mit dem Downhill Simplex Algorithmus [23] arbeitet.

4.1. Fehlermaße

Fehlermaße haben den Zweck qualitative Aussagen über ein Verfahren
zu ermöglichen. Derartige Aussagen ermöglichen zum einen, geeigne-
te Modellparameter für die jeweiligen Datensätze zu finden und zum
anderen, die Ergebnisse des Verfahrens mit Ergebnissen, die durch an-
dere Szenenflussverfahren bestimmt worden sind, zu vergleichen. Für
die Berechnung von Fehlermaßen stellen Datensätze für gewöhnlich
sogenannte Sollwerte (engl. ground truth) bereit. Diese Sollwerte wer-
den in dieser Evaluation als Zt für die Tiefenwerte und als Vt für den
Szenenfluss bezeichnet. Die durch das Verfahren berechneten Werte
werden weiterhin mit Z und V bezeichnet. Als erstes Fehlermaß wird
die durchschnittliche Winkelabweichung (Average Angular Error) des
berechneten Szenenflusses ermittelt. Der AAE ist somit ein Maß für
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die Richtungsgenauigkeit der berechneten Bewegung. Die Berechnung
des Fehlers erfolgt mittels der folgenden Gleichung:

AAE3D = 1
|Ω0|

∑
(i,j)∈Ω0

arccos
(

Vt
i,j · Vi,j

|Vt
i,j| ∗ |Vi,j|

)
. (4.1)

Das zweite in dieser Evaluation verwendete Fehlermaß, das norma-
lisierte quadratische Mittel (NRMS), berechnet die durchschnittliche
Abweichung der berechneten 3D-Punkte von ihrer Soll-Position. Da in
dieser Arbeit die Position der 3D-Punkte mittels der Kameraparameter
als Funktion der Tiefe verstandenwird, gibt dieses Fehlermaß Auskunft
über die Qualität der berechneten Tiefenwerte. Der NRMSP-Fehler
wird wie folgt berechnet:

NRMSP =

√
1

|Ω0|
∑

(i,j)∈Ω |Pi,j − Pt
i,j|2

max(|Pt|) − min(|Pt|) . (4.2)

Der NRMS-Fehler wird weiter für die Abweichung der berechneten
Bewegung V verwendet und dient somit als das dritte verwendete
Fehlermaß. Im Gegensatz zu dem zuvor eingeführten AAE3D Fehler-
maß, welches nur den Winkel berücksichtigt, gibt der NRMS-Fehler
Aufschluss über Abweichungen in den berechneten Werten für u, v
und w. Dies ist notwendig, da Vektoren trotz gleicher Orientierung
durch unterschiedliche Werte aufgebaut sein können. Die Berechnung
dieses Fehler ist gegeben durch

NRMSV =

√
1

|Ω0|
∑

(i,j)∈Ω |Vi,j − Vt
i,j|2

max(|Vt|) − min(|Vt|) . (4.3)

Als letztes wird der sogenannte Endpunktfehler (EPE) [13] der Er-
gebnisse ermittelt. Der EPE berechnet die positionelle Abweichung
eines bewegten 2D-Bildpunkts p̂0,ij von seiner Sollposition p̂t

0,ij zum
Zeitpunkt t + 1. Hierfür wird die Position des Bildpunkts mittels der
Gleichung 3.11 und den berechneten Werten Z und V auf der eigenen
Bildebene ermittelt und mit der Position, die sich durch die Sollwerte
Zt und Vt ergeben, verglichen. An jedem Bildpunkt wird der EPE
mittels der Gleichung

EPEij = |p̂0,ij(Zij, Vij) − p̂t
0,ij(Zt

ij, Vt
ij)| (4.4)

berechnet. Im Falle der KITTI Datensätze [21] wird neben der Dis-
parität der optische Fluss ut

of , vt
of zur Überprüfung der Ergebnisse
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4.1. Fehlermaße

0 0.187 0.375 0.75 1.5 3 6 12 24 48

EPEij

Abbildung 4.1.: Farbkodierung des Fehlerbildes. Abweichungen von
TEPE ≥ 3 werden als ein fehlerhafter Bildpunkt be-
trachtet.

bereitgestellt. Die Berechnung des Endpunktfehlers ändert sich damit
wie folgt:

EPEij = |p̂ij − pt
of,ij|

=
√

(x̂ij − (i + ut
of,ij))2 + (ŷij − (j + vt

of,ij))2 .
(4.5)

Das EPE Fehlermaß wird in einem Fehlerbild visualisiert, dessen Farb-
kodierung in Abbildung 4.1 dargestellt ist. Ist der berechnete Feh-
lerwert größer als der in dieser Arbeit festgelegte Grenzwert von
TEPE = 3, wird von einem fehlerhaften Bildpunkt (engl. bad pixel)
gesprochen. Um eine qualitative Aussage über den EPE treffen zu kön-
nen, wird jedes Testergebnis zusätzlich zu den zuvor eingeführten drei
Fehlerwerten einen BP-Wert beinhalten, der die prozentuale Anzahl
solcher fehlerhaften Bildpunkten angibt.
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4.2. Rahmenbedingungen

Einige der verwendeten Rahmenbedingungen sind für alle der folgen-
den Versuche identisch und werden aus Gründen der Reproduzierbar-
keit hier aufgeführt:

• Bildrepräsentation. Für die interne Bildrepräsentation werden
Farbbilder durch Bildung des arithmetischen Mittels der RGB-
Farbkanäle zu Grauwertbildern konvertiert.

• Lösen des linearen Gleichungssystems. Auf jeder Skalie-
rungsstufe wird das sogennante SOR-Verfahren [34] für das
Lösen des linearisierten Gleichungssystems aus 3.38 - 3.41 ver-
wendet. Es werden 10 SOR-Iterationen mit einem Relaxationspa-
rameter von ω = 1.95 berechnet.

• Verzögerte Nichtlinearitätsmethode. Es werden lmax = 5 äu-
ßere Iterationsschritte der verzögerten Nichtlinearitätsmethode
berechnet.

• Parameter der Grob-zu-Fein-Strategie. Der Skalierungsfak-
tor wird zu η = 0.95 gewählt und es existiert eine Obergrenze
für die maximale Anzahl an möglichen Skalierungsstufen mit
kmax = 200.

Die damit verbleibenden Parameter für die Gewichtung der einzelnen
Terme des Energiefunktionals werden als Modellparameter bezeich-
net und haben wesentlichen Einfluss auf die Qualität der Ergebnisse.
Diese werden, soweit nicht anders erwähnt, automatisiert durch das
verwendete Optimierungsprogramm bestimmt.
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4.3. Homogener Szenenfluss

In einem ersten Versuch wird die grundlegende Funktionalität des
Verfahrens überprüft. Hierfür werden die beiden Datensätze Teddy
und Cones aus den Middlebury Stereodatensätzen [26] verwendet. Die
Datensätze bestehen jeweils aus 9 rektifizierten Farbbildern mit ent-
sprechenden Sollwerten für die Disparität zwischen den Bildern im2
und im6. Da es sich hierbei um Stereodatensätze handelt, ist die auf-
genomme Szene statisch und es existieren keine Sollwerte für den
Szenenfluss. Weiter werden keine Kameraparamter, die für das vorge-
stellte Szenenflussverfahren notwendig sind, zur Verfügung gestellt.
Um die Verwendung dieser Datensätze trotzdem zu ermöglichen, wird
die Lösung dieser Probleme in der folgenden Aufzählung beschrie-
ben:

• Die extrinsischen Kameraparameter werden wie folgt bestimmt:
die Referenzkamera (im2) liegt im Ursprung des Weltkoordina-
tensystems. Mit dem Wissen, dass die Bilder zu jeweils gleichen
Abständen auf der X-Achse des Referenzkamerakoordinaten-
systems zueinander aufgenommen worden sind [26], wird eine
beliebige Distanz, die damit zwischen allen Kameras gleich ist,
festgelegt. Der Translationsvektor lässt sich anschließend für
jede Kamera trivial bestimmen. Da die Bilder rektifiziert worden
sind, existiert keine Rotation zwischen den einzelnen Kamera-
koordinatensystemen.

• Für die intrinsischen Kameraparameter ox und oy werden die
Koordinaten der Bildmitte verwendet. Die Skalierungsfaktoren
sx und sy können jeweils durch einen beliebigenWert, der größer
Null ist, initialisiert werden. Weiter wird die Brennweite f auf
den größeren der beiden Werte sx und sy gesetzt. Nun kann
mittels der mitgelieferten Disparitätswerte d, den bekannten
extrinsischen Parametern und der Formel [33]

Z = f · B

d
(4.6)

die Tiefe Z an jedem Bildpunkt der Referenzkamera bestimmt
werden. Der Parameter B definiert dabei den Abstand der bei-
den Kameras, für die die Disparität mitgeliefert wurde (hier im2
und im6). Die nun berechnete Tiefe stimmt bis auf einen Ska-
lierungsfaktor mit den in den Bildern tatsächlich auftretenden
Werten überein und ist innerhalb des Versuchsaufbaus und des-
sen Geometrie konsistent. Da das Szenenflussverfahren sich der
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C1 C0 C2

d′ d′ d′

(a) Situation zum Zeitpunkt t.

C1 C0 C2

d′ d′ d′

(b) Situation zum Zeitpunkt t + 1.
Abbildung 4.2.: Exemplarischer Versuchsaufbau der Stereodatensät-

ze. Die Verwendung unterschiedlicher Ansichten
zum Zeitpunkt t + 1 simuliert eine homogene Be-
wegung der Szene nach links um d′.

gleichen Parameter bedient, sollte das Verfahren sich den nun
berechneten Sollwerten für die Tiefe annähern.

• Als letztes bleibt zu klären, wie eine Bewegung in einer stati-
schen Szene erzeugt werden kann, welche dann wiederum von
dem Szenenflussverfahren berechenbar ist. Hierfür wird jeweils
für die Zeitpunkte t und t + 1 ein Satz Bilder bestimmt, die un-
tereinander eine homogene Verschiebung der Szenen aufzeigen.
Der so entstandene Szenenfluss zwischen den Bildern ist mit dem
zuvor festgelegten Abstand zwischen den Kameras berechenbar.
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4.3. Homogener Szenenfluss

Ein möglicher Versuchsaufbau, der diese Vorgehensweise ver-
deutlicht, ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Aufgrund des Aufbaus
der Stereodatensätze kann somit nur jeweils eine homogene
Bewegung entlang der X-Achse des Referenzkamerakoordina-
tensystems simuliert werden. Trotzdem werden die Middlebury
Stereo Datensätze von einer Vielzahl an Szenenflussverfahren
und deren Evaluation verwendet [33].

Die folgenden zwei Seiten beinhalten die visualisierten Ergebnisse
des in dieser Arbeit vorgestellten Szenenflussverfahrens für die, wie
oben beschrieben, angepassten Datensätze Teddy und Cones. Es wird
jeweils nach dem bestmöglichen AAE3D Fehlerwert optimiert. Weiter
werden 4 Kameraansichten zu jeweils 2 Zeitpunkten verwendet. Die
Gradientenkonstanzannahme wird für beide Datensätze abgeschaltet
(γ = 0).

Die entsprechenden Fehlerwerte für die abgebildeteten Ergebnisse des
Teddy und Cones Datensatzes sind in der Tabelle 4.1 aufgeführt. Der
Teddy Datensatz erzielt bessere Ergebnisse für AAE3D und BP, wohin-
gegen der Cones Datensatz bessere Werte für NRMSP und NRMSV
erzielt.

Datensatz NRMSP [%] NRMSV [%] AAE3D BP [%]
Teddy 7.78 7.78 0.304 4.92
Cones 1.66 1.66 0.747 8.24

Tabelle 4.1.: Fehlermetriken für die Datensätze Teddy und Cones bei
Optimierung nach AAE3D.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)
Abbildung 4.3.: Ergebnisse für den Teddy Datensatz. (a) Referenz-

bild zum Zeitpunkt t. (b) Referenzbild zum Zeitpunkt
t + 1. (c) Sollwerte Szenenfluss. (d) Sollwerte Tiefe.
(e) Durch die Methode berechneter Szenenfluss. (f)
Berechnete Tiefe. (g) Fehlerbild.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)
Abbildung 4.4.: Ergebnisse für den Cones Datensatz. (a) Referenz-

bild zum Zeitpunkt t. (b) Referenzbild zum Zeitpunkt
t + 1. (c) Sollwerte Szenenfluss. (d) Sollwerte Tiefe.
(e) Durch die Methode berechneter Szenenfluss. (f)
Berechnete Tiefe. (g) Fehlerbild.
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4.4. Gradientenkonstanzannahme

In einem weiteren Versuch soll der Einfluss der Gradientenkonstanz-
annahme untersucht werden. Zu diesem Zweck wird der Middlebury
Stereodatensatz Art [25], der Bilder mit unterschiedlichen Beleuch-
tungsstärken beinhaltet, verwendet. Der Datensatz ist in Abbildung
4.5 dargestellt. Der Stereodatensatz wird, wie zuvor in Abschnitt 4.3
beschrieben, auf die Benutzung in einem Szenenflussverfahren ange-
passt. Weiter wird für die Bilder des Zeitpunktes t + 1 eine höhere
Beleuchtungsstärke, die zu einer Verletzung der Helligkeitswertkon-
stanzannahme führt, verwendet. Durch den Optimierer der Universität
Stuttgart, Abteilung Intelligente Systeme, werden zuerst geeignete
Gewichte für die Helligkeitswertkonstanzannahme und die Glattheits-
terme ermittelt. Anschließend wird die Gewichtung der Gradienten-
konstanzannahme γ manuell erhöht. Zudem wird der Optimierer ver-
wendet, um für die zuvor berechneten Gewichte den bestmöglichen
γ-Wert zu ermitteln. Hiermit soll der Einfluss der Gradientenkonstanz-
annahme auf die Testergebnisse sichtbar gemacht werden. Es werden
wieder 4 Kameraansichten zu jeweils 2 Zeitpunkten verwendet. Die
Ergebnisse dieses Versuchs sind in Abbildung 4.6 visualisiert.

(a) (b)

(c) (d)
Abbildung 4.5.: Art Datensatz. (a) Referenzbild zum Zeitpunkt t. (b)

Referenzbild zum Zeitpunkt t + 1. (c) Sollwerte Sze-
nenfluss. (d) Sollwerte Tiefe.
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(a)

(b)

(c)

(d)
Abbildung 4.6.: Art Datensatz: Einfluss der Gradientenkonstanzan-

nahme. Reihe (a) Berechnete Szenenfluss- und Tie-
fenwerte sowie Fehlerbild ohne Gradientenkonstanz-
annahme γ = 0. Reihe (b) Ergebnisse für γ = 2.
Reihe (c) Ergebnisse für γ = 5. Reihe (d) Ergebnis-
se für γ ≈ 19.11.

Als letzter Test für den Einfluss der Gradientenkonstanzannahme wird
unter Anwendung des Optimierers jeweils das bestmögliche Ergebnis
bezüglich der Fehler AAE3D und BP ermittelt. Die Ergebnisse sind in
Abbildung 4.7 dargestellt.
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Abbildung 4.7.: Art Datensatz - Optimierung mit Gradientenkon-
stanzannahme. Reihe oben Optimierung nach
AAE3D. Reihe unten Optimierung nach BP.

Die Fehlerwerte der in diesem Abschnitt beschriebenen Testläufe sind
in der folgenden Tabelle kompakt zusammengefasst. Es ist eindeutig
erkennbar, dass die Gradientenkonstanzannahme die Ergebnisse bei
Helligkeitsunterschieden zwischen den Bildern verbessern kann.

Art Datensatz NRMSP [%] NRMSV [%] AAE3D BP [%]
γ = 0 14.28 14.28 19.003 11.36
γ = 2 13.81 13.77 11.392 10.37
γ = 5 13.52 13.44 5.776 9.82
γ ≈ 19.11 13.21 13.07 1.222 8.60
Opt. AAE3D 13.75 13.61 0.754 9.74
Opt. BP 13.39 13.26 1.116 8.45

Tabelle 4.2.: Zusammenfassung der Fehlermetriken bei den Versu-
chen in Abbildung 4.6 und 4.7. Nach den fett hervorge-
hoben Fehlerwerten wurde automatisiert optimiert. Die
Werte γ = 2 und γ = 5 wurden für Testzwecke manuell
festgelegt.
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4.5. Zusätzliche Kameraansichten

Im einfachsten Fall stehen den Szenenflussverfahren jeweils 2 Bil-
der zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten zur Verfügung. Durch die
verwendete 3D-Parametrisierung in Form einer Punktewolke ist es
möglich weitere Ansichten zu verwenden. Deshalb wird im nächs-
ten Experiment der Einfluss von zusätzlichen Kameraperspektiven
ermittelt. Hierfür wird der Datensatz Carpet Ball [9], der über 5 ver-
schiedene Ansichten zu jeweils 2 Zeitpunkten verfügt, verwendet. Die
Szene zeigt einen rotierenden und stark texturierten Ball vor einem
ebenfalls rotiertenden und gleich texturierten Teppich. Der Datensatz
enthält zudem fertige Kamerakalibrierungsmatrizen für alle Ansichten
und Sollwertdaten für die Größen Z und V. Es wird sukzessive mit
2, 3, 4 und schließlich 5 Ansichten des Datensatzes getestet. Weiter
wird nach dem AAE3D Fehler optimiert und es wird keine Gradien-
tenkonstanzannahme verwendet (γ = 0). Das Referenzbild und die
Sollwerte des Datensatz sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Die berech-
neten Ergebnisse sind dagegen in Abbildung 4.9 visualisiert und die
entsprechenden Fehlerwerte können in Tabelle 4.3 eingesehen werden.
Die Verwendung zusätzlicherer Kameraansichten hat die Ergebnisse
teilweise deutlich verbessert. Bei der Verwendung von 5 Ansichten
stagnierten die Fehlerwerte für NRMSP und NRMSV, doch AAE3D
und der BP-Wert konnten noch einmal verbessert werden.

Abbildung 4.8.: Carpet Ball Datensatz. Links Referenzbild zum Zeit-
punkt t.Mitte Sollwerte für den Szenenfluss.Rechts
Sollwerte für die Tiefe.

57



4. Evaluation

(a)

(b)

(c)

(d)
Abbildung 4.9.: Ergebnisse Carpet Ball Datensatz. Die Anzahl der ver-

wendeten Kameraansichten variiert in jeder Reihe.
Reihe (a) 2 Ansichten.Reihe (b) 3 Ansichten.Reihe
(c) 4 Ansichten. Reihe (d) 5 Ansichten. Die zugehö-
rigen Fehlermaße sind in der Tabelle 4.3 aufgelistet.
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Carpet Ball NRMSP [%] NRMSV [%] AAE3D BP %]
(a) 2 Ansichten 37.10 37.10 7.545 5.35
(b) 3 Ansichten 10.90 10.90 6.566 4.11
(c) 4 Ansichten 7.20 7.20 6.422 3.55
(d) 5 Ansichten 7.50 7.50 5.605 3.01

Tabelle 4.3.: Ergebnisse der Carpet Ball Testszenarien. Die Verwen-
dung von zusätzlichen Ansichten verbessert die Qualität
der Ergebnisse.

4.6. Modellparameter Kalibrierung

Um bestmögliche Ergebnisse zu erhalten, wurden in den bisherigen
Versuchen die Modellparameter des Szenenflussverfahrens durch einen
Optimierer nahezu perfekt an die jeweilige Szene automatisiert ange-
passt. In einem letzten Versuch wird deshalb untersucht, ob mithilfe
von Trainingsdatensätzen die Modellparameter so kalibriert werden
können, dass diese für andere Szenen verwendbar sind. Für die Kali-
brierung werden 10 einzelne Szenen gemeinsam, in einer sogenann-
ten Bündeloptimierung, optimiert. In einem weiteren Schritt werden
dann die gefundenen Modellparametern an 3 weiteren Szenen getestet.
Hierfür wird die anspruchsvolle KITTI Vision Benchmark Suite [12,
13], die aus insgesamt 200 verwendbaren realitätsechten Szenen mit
vollständig kalibriertem Kameraaufbau und entsprechenden Sollwert-
daten besteht, verwendet. Jede Szene wurde von einem fahrenden Auto
aus aufgenommen und besteht aus 2 Kameraansichten zu jeweils 2
Zeitpunkten. Die aufgenommen Szenen enthalten viele Herausforde-
rungen für das Szenenflussverfahren. Einerseits verletzen spiegelnde
Lackoberflächen und Fensterscheiben die Helligkeitswertkonstanzan-
nahme, andererseits gestaltet sich die Zuordnung von Korresponden-
zen auf texturarmen Oberflächen wie z.B. Straßen und Hauswänden
als schwierig. Da zudem in realtiätsechten Szenen Schwankungen in
der Beleuchtungsstärke zu erwarten sind, wird für die Testszenarien
die Gradientenkonstanzannahmen aktiviert ( γ > 0 ). Weiter wird die
KITTI spezifische Tiefenvisualisierung, die besser geeignet für Szenen
mit weit entfernten Objekten ist, verwendet. Die eingesetzten Daten-
sätze und die Ergebnisse der Bündeloptimierung sind in der Tabelle 4.4
aufgelistet. Ein Vergleich zwischen den Fehlerwerten der Bündelopti-
mierung und den Fehlerwerten der jeweiligen Einzeloptimierung eines
Datensatzes kann im Anhang in der Tabelle C.1 gefunden werden.
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4. Evaluation

KITTI NRMSP NRMSV AAE3D BP
Trainingsdatensatz [%] [%] [%]
000002 10.00 10.00 12.349 15.26
000006 6.50 6.50 11.887 49.17
000011 26.14 26.02 9.858 13.40
000022 16.77 16.20 18.358 25.18
000069 6.46 6.53 1.204 35.80
000133 4.44 4.21 8.0717 55.78
000151 5.89 5.85 13.681 7.54
000152 4.76 4.75 7.948 5.12
000154 15.58 15.49 9.753 30.02
000165 9.21 9.18 13.33 11.03

Tabelle 4.4.: Ergebnisse der Bündeloptimierung. Die 10 aufgelisteten
Datensätze wurden gemeinsam optimiert. Die hierdurch
berechneten Modellparameter werden an weiteren Da-
tensätzen 000054, 000085 und 000168 getestet.

Die durch die Bündeloptimierung gefundenen Modellparameter wer-
den an den KITTI Trainingsdatensätzen 000054, 000085 sowie 000168
getestet und mit den jeweiligen Einzeloptimierungen verglichen. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 4.5 festgehalten. Die entsprechenden Refe-
renzbilder der Datensätze sowie Visualisierungen der Sollwerte und
der Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.10 - 4.15 auf den folgenden
Seiten dargestellt.

KITTI NRMSP NRMSV AAE3D BP
Trainingsdatensatz [%] [%] [%]
000054 (B) 3.92 3.94 1.252 14.68
000054 (E) 3.59 3.61 1.145 8.76
000085 (B) 5.74 5.67 7.473 28.20
000085 (E) 6.49 6.42 7.273 20.91
000168 (B) 6.78 6.71 3.005 8.11
000168 (E) 3.43 3.43 1.531 5.13

Tabelle 4.5.: Vergleich der Fehlerwerte zwischen den Modellparame-
tern, die durch die Bündeloptimierung (B) ermittelt wor-
den sind und der jeweiligen Einzeloptimierung (E) eines
Datensatzes.
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4.6. Modellparameter Kalibrierung

Aus der Betrachtung der Ergebnisse wird klar, dass durch die vorab
kalibrierten Modellparameter mit Qualitätseinbußen gerechnet wer-
den muss. Dies schlägt sich auch sichtbar in den Visualisierungen
der berechneten Werte nieder. Trotzdem werden durch das vorgestell-
te Szenenflussverfahren größtenteils sinnvolle Werte berechnet, so
dass eine Vorabkalibrierung auch für herausforderende Datensätze als
möglich erscheint.
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4. Evaluation

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 4.10.: KITTI Datensatz 000054. (a) Referenzbild zum Zeit-
punkt t. (b) Referenzbild zum Zeitpunkt t + 1. (c)
Sollwerte des Szenenflusses. (d) Durch Einzelopti-
mierung berechneter Szenenfluss. (e) Berechneter
Szenenfluss bei Verwendung der vorab kalibrierten
Modellparameter.
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4.6. Modellparameter Kalibrierung

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 4.11.: KITTI Datensatz 000054. (a) Sollwerte der Tiefe. (b)
Durch Einzeloptimierung berechnete Tiefenwerte.
(c) Berechnete Tiefenwerte bei Verwendung der vor-
ab kalibrierten Modellparameter. (d) Fehlerbild der
Einzeloptimierung. (e) Fehlerbild bei Verwendung
der vorab kalibrierten Modellparameter.
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4. Evaluation

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 4.12.: KITTI Datensatz 000085 (a) Referenzbild zum Zeit-
punkt t. (b) Referenzbild zum Zeitpunkt t + 1. (c)
Sollwerte des Szenenflusses. (d) Durch Einzelopti-
mierung berechneter Szenenfluss. (e) Berechneter
Szenenfluss bei Verwendung der vorab kalibrierten
Modellparameter.
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4.6. Modellparameter Kalibrierung

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 4.13.: KITTI Datensatz 000085. (a) Sollwerte der Tiefe. (b)
Durch Einzeloptimierung berechnete Tiefenwerte.
(c) Berechnete Tiefenwerte bei Verwendung der vor-
ab kalibrierten Modellparameter. (d) Fehlerbild der
Einzeloptimierung. (e) Fehlerbild bei Verwendung
der vorab kalibrierten Modellparameter.
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4. Evaluation

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 4.14.: KITTI Datensatz 000168. (a) Referenzbild zum Zeit-
punkt t. (b) Referenzbild zum Zeitpunkt t + 1. (c)
Sollwerte des Szenenflusses. (d) Durch Einzelopti-
mierung berechneter Szenenfluss. (e) Berechneter
Szenenfluss bei Verwendung der vorab kalibrierten
Modellparameter.
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4.6. Modellparameter Kalibrierung

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 4.15.: KITTI Datensatz 000168. (a) Sollwerte der Tiefe. (b)
Durch Einzeloptimierung berechnete Tiefenwerte.
(c) Berechnete Tiefenwerte bei Verwendung der vor-
ab kalibrierten Modellparameter. (d) Fehlerbild der
Einzeloptimierung. (e) Fehlerbild bei Verwendung
der vorab kalibrierten Modellparameter.
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5. Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit ist ein 3D parametrisierter Variationsansatz zur Be-
rechnung des Szenenflusses, basierend auf der Arbeit von Basha et
al. [9], präsentiert worden. Auf Basis des Lochkameramodells wurde
die verwendete 3D Parametrisierung, welche die Verwendung einer
beliebigen Anzahl an Kameraansichten ermöglicht, hergeleitet. An-
schließend wurde das verwendete nicht konvexe und nichtlineare
Energiefunktional des Variationsansatzes besprochen und dessen Mi-
nimierungsverfahren erläutert. Als eine Erweiterung des Verfahrens
wurde die Gradientenkonstanzannahme in den Datenterm inkorpo-
riert. Die resultierenden Euler-Lagrange Gleichungen wurden unter
Verwendung der kompakten Tensor Notation formuliert.

In einer anschließenden Evaluation wurde das Verfahren durch sukzes-
siv anspruchsvoller werdende Datensätze erprobt. Neben der grund-
legenden Funktionalität wurde der Einfluss zusätzlicher Kameraper-
spektiven und der Gradientenkonstanzannahme getestet. Während
die Verwendung zusätzlicher Kameraansichten zu einer generellen
Qualitätssteigerung der Ergebnisse führte, ermöglichte es die Gradien-
tenkonstanzannahme, eventuell auftretende Beleuchtungsänderungen
zwischen den Bildern zu berücksichtigen. Durch Verwendung von
realitätsechten Datensätzen der KITTI Benchmark Suite wurde eine
Kalibrierung der in dem Verfahren verwendeten Modellparamter vor-
genommen. Es konnte gezeigt werden, dass unter Verwendung der
kalibrierten Parameter vernünftige Ergebnisse aus ähnlichen Szenen
gewonnen wurden.

Ausblick

Die durchgeführte Evaluation zeigte einige Schwächen des entwickel-
ten Szenenflussverfahrens auf. Vor allem die realitätsechten KITTI -
Datensätze beinhalten noch viele Schwierigkeiten, die Themen zu-
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5. Zusammenfassung und Ausblick

künftiger Weiterentwicklungen sein könnten. Diese werden in der
folgenden Liste zusammengefasst:

• Behandlung vonVerdeckungen. Für manche Bildpunkte exis-
tiert aufgrund von Verdeckungen keine entsprechende Korres-
pondenz in den weiteren Bildern. Dies führt zu einer Verletzung
der Helligkeitswertkonstanzannahme und vermindert so die
Qualität der Ergebnisse. Basha et al. [9] berechnet solche Verde-
ckungen und deaktiviert den Datenterm an den entsprechenden
Stellen. Dadurch werden die durch Verdeckungen resultierenden
Fehler auf ein Minimum reduziert. Von einer ähnliche Verfah-
rensweise könnte die vorgestellte Methode ebenfalls profitieren.

• Weiterentwicklung der Glattheitsterme. Da der Gradient
der verwendeten Glattheitsterme auf einer 2D-Ebene berech-
net wird, berücksichtigt dieser die mit der Distanz größer wer-
dende Abstände zwischen den zugehörigen 3D-Punkten nicht.
Hierdurch kann es zu Problemen bei perspektivisch verzerrten
Flächen kommen, wie es z.B. bei vielen Straßen in den KITTI -
Datensätzen der Fall ist. Ein Glattheitsterm 2. Ordnung könnte
für derartige Situationen besser geeignet sein [32].

• Behandlung von nicht-Lambert’schen Oberflächen. In den
Szenen der KITTI -Datensätze verletzen häufig reflektierende
Lackoberflächen und Fensterscheiben die Helligkeitswertkon-
stanzannahme und führen so zu ungenauen oder sogar falschen
Berechnungen. Die Verwendung eines komplexeren Reflektions-
modells könnte in einigen realitätsechten Szenen zu erheblichen
Verbesserungen führen.

• Behandlung großer Abstände. Große Abstände, die durch
schnelle Bewegungen zwischen zeitlich aufeinanderfolgenden
Bildern hervorgerufen wurden, erschweren die Korrespondenz-
findung und können von dem Verfahren nicht immer zuverlässig
behandelt werden. Aufgrund der perspektivischen Projektion
gilt dies besonders für Objekte, die sich im Bildvordergrund be-
finden. Um die Situation zu verbessern, bedienen sich Methoden,
die den optischen Fluss berechnen, zusammengehörender Bild-
merkmale (engl.: Feature Matches) [4, 27]. Eine entsprechende
Erweiterung des Szenenflussverfahrens könnte sich als sinnvoll
erweisen.
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A. Euler-Lagrange-
Gleichungen

Die Euler-Lagrange-Gleichung ohne Tensornotation bezüglich der
Variablen Z , nach der Taylorreihenlinearisierung aus Gleichung 3.31,
ist beschrieben durch:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
((

∆t,k
i + (∆t,k

i )Z · dZk + (∆t,k
i )u · duk

+ (∆t,k
i )v · dvk + (∆t,k

i )w · dwk
)2
)

·
(
∆t,k

i + (∆t,k
i )Z · dZk + (∆t,k

i )u · duk

+ (∆t,k
i )v · dvk + (∆t,k

i )w · dwk
)

· (∆t,k
i )Z

+
N−1∑
i=1

Ψ′
((

∆k
i + (∆k

i )Z · dZk
)2
)

·
(
∆k

i + (∆k
i )Z · dZk

)
· (∆k

i )Z

+
N−1∑
i=1

Ψ′
((

∆̂k
i + (∆̂k

i )Z · dZk + (∆̂k
i )u · duk

+ (∆̂t,k
i )v · dvk + (∆̂k

i )w · dwk
)2
)

·
(
∆̂k

i + (∆̂k
i )Z · dZk + (∆̂k

i )u · duk

+ (∆̂t,k
i )v · dvk + (∆̂k

i )w · dwk
)

· (∆̂k
i )Z

− µ · div
(

Ψ′
(
|∇Zk + dZk|2

)
· ∇(Zk + dZk)

)
.
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A. Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Euler-Lagrange-Gleichung ohne Tensornotation bezüglich der
Variablen u, nach der Taylorreihenlinearisierung aus Gleichung 3.31,
ist beschrieben durch:

0 =
N−1∑
i=0

Ψ′
((

∆t,k
i + (∆t,k

i )Z · dZk + (∆t,k
i )u · duk

+ (∆t,k
i )v · dvk + (∆t,k

i )w · dwk
)2
)

·
(
∆t,k

i + (∆t,k
i )Z · dZk + (∆t,k

i )u · duk

+ (∆t,k
i )v · dvk + (∆t,k

i )w · dwk
)

· (∆t,k
i )u

+
N−1∑
i=1

Ψ′
((

∆̂k
i + (∆̂k

i )Z · dZk + (∆̂k
i )u · duk

+ (∆̂t,k
i )v · dvk + (∆̂k

i )w · dwk
)2
)

·
(
∆̂k

i + (∆̂k
i )Z · dZk + (∆̂k

i )u · duk

+ (∆̂t,k
i )v · dvk + (∆̂k

i )w · dwk
)

· (∆̂k
i )u

− α · div
(

Ψ′
(
|∇uk + duk|2 + |∇vk + dvk|2 + |∇wk + dwk|2

)
· ∇(uk + duk)

)
.

Die hier fehlenden Euler-Lagrange-Gleichungen bezüglich v und w
sind wiederum analog zu der Gleichung für u zu berechnen.
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B. Diskretisierung der
Glattheitsterme

Disketrisierung des Glattheitsterms 1. Ordnung bezüglich der Varia-
blen u mittels geschachtelter zentraler Differenzenquotienten mit den
halben Maschenweiten 1

2hx und 1
2hy liefert:

div
(
(Ψ′

Sm,V)i,j · ∇(ui,j + dui,j)
)

≈
(
(Ψ′

Sm,V)i,j · (ui,j + dui,j)x

)
x

+
(
(Ψ′

Sm,V)i,j · (ui,j + dui,j)y

)
y

=
(Ψ′

Sm,V)i+ 1
2 ,j · (ui+ 1

2 ,j + dui+ 1
2 ,j)x

2 · (1
2hx)

−
(Ψ′

Sm,V)i− 1
2 ,j · (ui− 1

2 ,j + dui− 1
2 ,j)x

2 · (1
2hx)

+
(Ψ′

Sm,V)i,j+ 1
2

· (ui,j+ 1
2

+ dui,j+ 1
2
)y

2 · (1
2hy)

−
(Ψ′

Sm,V)i,j− 1
2

· (ui,j− 1
2

+ dui,j− 1
2
)y

2 · (1
2hy)

=
(Ψ′

Sm,V)i+ 1
2 ,j · (ui+1,j+dui+1,j−ui,j−dui,j)

2·( 1
2 hx)

2 · (1
2hx)

−
(Ψ′

Sm,V)i− 1
2 ,j · (ui,j+dui,j−ui−1,j−dui−1,j)

2·( 1
2 hx)

2 · (1
2hx)

+
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2
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Sm,V)i,j− 1
2
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2·( 1

2 hy)

2 · (1
2hy) .

(B.1)
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B. Diskretisierung der Glattheitsterme

Ausdrücke, die auf den Gitterkanten liegen, wie z.B. (Ψ′
Sm,V)i+ 1

2 ,j ,
werden durch denMittelwert der benachbarten Felder in der jeweiligen
Richtung angenähert:

div
(
(Ψ′

Sm,V)i,j · ∇(ui,j + dui,j)
)

≈
(Ψ′

Sm,V)i+1,j+(Ψ′
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−
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+
(Ψ′
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−
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−
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Sm,V)i,j + (Ψ′
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2h2
y

· (ui,j + dui,j − ui,j−1 − dui,j−1) .

(B.2)

Die diskretisierten Glattheitsterme bezüglich Z , v und w können ana-
log berechnet werden. Eine Herleitung der Disketrisierung des Z-
Glattheitsterms ist in [20] zu finden.
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i - 1 i i + 1

j-1 α
2·h2

y
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)
Tabelle B.1.: Matrize für isotropen Glattheitsterm 1. Ordnung. Kann sowohl für Ψ′

Sm,V als auch für Ψ′
Sm,Z = Ψ′(|∇(Z + dZ)|2)

verwendet werden.
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C. Ergebnisse Bündel- und
Einzeloptimierung

KITTI NRMSP NRMSV AAE3D BP
Trainingsdatensatz [%] [%] [%]
000002 (B) 10.00 10.00 12.349 15.26
000002 (E) 8.46 8.42 9.964 11.43
000006 (B) 6.50 6.50 11.887 49.17
000006 (E) 4.99 5.03 10.936 43.14
000011 (B) 26.14 26.02 9.858 13.40
000011 (E) 27.38 27.23 9.153 17.67
000022 (B) 16.77 16.20 18.358 25.18
000022 (E) 26.99 26.63 17.085 31.64
000069 (B) 6.46 6.53 1.204 35.80
000069 (E) 5.34 5.49 1.128 31.44
000133 (B) 4.44 4.21 8.0717 55.78
000133 (E) 7.53 7.34 8.336 28.37
000151 (B) 5.89 5.85 13.681 7.54
000151 (E) 5.45 5.43 13.252 3.54
000152 (B) 4.76 4.75 7.948 5.12
000152 (E) 4.56 4.54 9.199 3.36
000154 (B) 15.58 15.49 9.753 30.02
000154 (E) 6.11 6.11 12.821 15.13
000165 (B) 9.21 9.18 13.33 11.03
000165 (E) 7.56 7.52 9.239 6.52

Tabelle C.1.: Vergleich der berechneten Fehlerwerte zwischen Bün-
deloptimierung (B) und Einzeloptimierung (E).
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