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Einleitung

Bei elliptischen Dirichletrandwertproblemen der Form: Finde u : Ω ⊂ Rd −→ R so, dass{
−∇ · (α∇u) = f auf Ω

u = 0 auf ∂Ω
,

hängt es entscheidend von der Geometrie des Gebiets Ω und der Glattheit der Daten f, α
ab, welche strukturellen Eigenschaften wir bei der Lösung der Variationsformulierung der
elliptischen Gleichung (falls eine existiert) erwarten können. So erhält man beispielsweise
bei gleichmäßig elliptischen Koeffizienten 0 < α ∈ [Cm+1(Ω)]d, rechter Seite f ∈ Hm(Ω)
und einem glatten Gebietsrand ∂Ω ∈ Cm+2,m ≥ 0 nach dem wohlbekannten Weyl’schen
Lemma (Shift-Theorem) [24; 27] eine eindeutige Lösung u ∈ Hm+2(Ω). Typisch für solche
elliptische Gleichungen ist es, dass sich Singularitäten der Daten auf die Lösung übetragen.
Wir betrachten zwei Beispiele:

(ES) Elliptische Gleichungen auf nichtglatten Gebieten (d = 2)

Bei polygonalen Gebieten (d = 2) mit einem inneren Winkel > π treten sogenannte
Eckensingularitäten auf, d.h. u ist selbst für αij ≡ 1 und f ∈ C∞(Ω) im Allgemeinen
nicht mehr in H2(Ω).

(IP) Interfaceproblem

Sind Ω ⊂ Rd, ein glattes Gebiet mit einer eingeschlossenen (d − 1)-dimensionalen
glatten Untermannigfaltigkeit, die Ω in Ω− b Ω und Ω+ = Ω \ Ω− mit Ω = Ω+ ∪
Ω− ∪ Γ aufteilt, sowie entlang von Γ springende Koeffizienten α ∈ [L∞(Ω)]d mit
α±
ij := α|Ω± ∈ Cm−1(Ω±) und f ∈ L2(Ω) ∩ Hm(Ω+) ∩ Hm(Ω−) gegeben. Dann

ist u ∈ H1
0 (Ω) ∩ Hm+2(Ω−) ∩ Hm+2(Ω+) und Jα∇νuKΓ = 0, d.h. der Gradient in

Normalenrichtung ν springt entlang von Γ, woraus u /∈ H2(Ω) folgt.

Eine Lösung für elliptische Randwertprobleme kann man nur für spezielle Geometrien
und Daten analytisch herleiten, im Allgemeinen ist man auf Approximationsmethoden
angewiesen. Wendet man bei den Problemen (ES) und (IP) einfach gewöhnliche Finite
Elemente Approximationen für glatte Probleme an, so konvergiert zwar die Folge (uh)h
der Ritz-Galerkin-Approximanten, d.h. lim

h→0
‖u − uh‖H1(Ω) = 0, aber im Allgemeinen

”
zu

langsam“. Die Approximationen sind in diesem Sinne unbrauchbar. Der Grund dafür ist,
dass u ∈ H2(Ω) eine notwendige Bedingung für die optimalen Konvergenzraten in H1 und
L2 bei glatten FE-Verfahren ist.
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2 Einleitung

1. Vernetzte Finite Elemente

Klassische Finite Elemente Verfahren für (glatte) Probleme auf konvexen polygonalen
Gebieten beruhen meist auf einer Vernetzung (bzw. Zerlegung in

”
Elemente“) des zugrun-

deliegenden Gebiets in einfache geometrische Objekte und nutzen stückweise polynomiale
Funktionen als Basis für einen Ansatzraum. Krummlinige Gebiete müssen somit entwe-
der durch polygonale Gebiete approximiert werden (d.h. Randbedingungen werden nicht
exakt eingehalten), oder man verwendet in Randnähe spezielle sogenannte isoparame-
trische Elemente. Die Gebietszerlegung stellt oft noch (gerade in 3d) einen nichtrivialen
und zeitintensiven Preprocessingschritt dar. Zur eindeutigen Bestimmung eines Finiten
Elements wird in Abhängigkeit der gewünschten globalen Glattheitseigenschaften eine ge-
wisse Anzahl von Freiheitsgraden (=lokale Dimension) für die Elemente benötigt, und
die Erhöhung der lokalen und globalen Glattheit des Ansatzraums geht mit einer entspre-
chenden Erhöhung der Dimension einher, was zu sehr großen Ritz-Galerkin-Matrizen führt.
Obwohl die vernetzten Methoden schnell von Ingenieuren und Naturwissenschaftlern er-
folgreich in der Praxis für die verschiedensten Anwendungen und Simulationen angewendet
wurden, war man von theoretischer Seite aus immer bestrebt, vernetzungsfreie Verfahren
zu entwickeln. Gerade für komplizierte Simulationen aus der aktuellen Forschung wie dem

”
Two Phase Flow“ [32], bei denen sich das Simulationsgebiet mit der Zeit ändert würden
vernetzungsfreie Ansätze sicherlich einen großen Gewinn darstellen.

2. Splines als Finite Elemente

B-Splines spielen in vielen Teilgebieten der Mathematik (Numerik, Approximationstheo-
rie, Geometrische Modellierung) und in den Anwendungen (Computergraphik, Compu-
ter Aided Geometric Design (CAGD) uvm.) eine wichtige Rolle. Allerdings ist es auch
heute noch ein offenes Problem, auf allgemeinen Gebieten einen multivariaten B-Spline
anzugeben, den man als zufriedenstellende Verallgemeinerung der univariaten B-Splines
ansehen kann [67]. Auf einfachen Geometrien wie Rechtecken bekommt man jedoch sehr
einfach durch Tensorproduktbildung einen multivariaten B-Spline-Typ, der viele gute Ei-
genschaften der univariaten Splines beibehält. So wurde aufgrund der guten Approxi-
mationseigenschaften früh versucht, durch geeignete Einschränkungen auf Gebieten die
innerhalb des Gitters liegen, einen vernetzungsfreien Finite Elemente Ansatzraum für el-
liptische Probleme mit Tensorproduktsplines zu erzeugen. Das erste Problem, das dabei
auftaucht, die Nichteinhaltung von Dirichletrandbedinungen, konnte durch die Multiplika-
tion mit einer geeigneten Gewichtsfunktion gelöst werden [53]. Allerdings zeigte sich, dass
die Splinebasis durch die Einschränkung instabil wird und somit die numerische Lösbarkeit
des Galerkinsystems nur für kleine Gitterweiten zufriedenstellend ist. Dies mag wohl der
Grund gewesen sein, warum B-Splines von vielen Mathematikern nicht mehr ernsthaft als
approximierende Elemente für die Lösungen elliptischer Randwertprobleme in Betracht
gezogen wurden. Am Lehrstuhl für Numerik und Geometrische Modellierung der Univer-
sität Stuttgart beschäftigte sich eine Arbeitsgruppe von Mathematikern ab 1999 mit dem

”
Finite Elemente Approximation mit B-Splines“-Projekt, dessen Ziel es war, einen auf
Tensorproduktsplines aufbauenden Splineraum mit einer stabilen Basis zu finden, der au-
ßerdem für eine vernetzungsfreie Finite Elemente Approximation geeignet ist. Höllig, Reif
und Wipper [39; 40; 44] ist es schließlich durch eine Erweiterungsstrategie gelungen die
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Basis zu stabilisieren und einen neuen B-Spline-Typ zu erzeugen (weighted extended B-
Spline = weB-Spline). Es wurde eine Approximationstheorie für diesen neuen Splinetyp
entwickelt, woraus sich ein vernetzungsfreies FE-Verfahren auf Gebieten mit krummli-
nigen Rändern ergibt, welches auf eine Vielzahl von glatten elliptischen Problemen [45]
angewendet werden kann. Da die Gebietsränder bei der Implementierung ebenfalls durch
Splinekurven repräsentiert werden, hat man somit eine interessante vernetzungsfreie FE-
Methode, die auf schnelle Splinealgorithmen zur Auswertung zugreifen kann. Aktuelle
Forschungsthemen des Splineprojekts sind u.a. Multigrid-Verfahren mit Splines [42; 47],
isogeometrische Approximation [46], alternative Stabilisierungsmethoden [66; 82], die ge-
nerelle Approximation auf Gebieten mit Splines [82], Approximation gestreuter Daten und
Hole Filling [70], merhdimensionale Integration über NURBS -Gebiete [49], Implementa-
tion der weB-Methode bei 3d Randwertproblemen (das Programmpaket lässt sich über
http://www.siam.org/books/fr26/ beziehen) und die FE-Approximation mit Splines
auf Gebieten mit Ecken [4]. Die vorliegende Arbeit entstand von 2009 bis 2012 ebenfalls
im Rahmen des Splineprojekts und untersuchte die Frage, ob man den weB-Raum so mo-
difizieren kann, dass es möglich ist, die global inH1

0 (Ω) liegende Lösung umit∇νu /∈ L2(Ω)
des Interfaceproblems (IP) optimal in H1 zu approximieren.

3. Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist in die vier Abschnitte I,II,III, IV mit jeweils zwei fortlaufend nummerierten
Kapiteln aufgeteilt.

I Folklore und Splines

Im ersten Kapitel des ersten Teils I werden die zum Verständnis der Arbeit we-
sentlichen Grundlagen knapp zusammengetragen. Es dient in erster Linie dazu, die
Notation festzulegen, und um grundlegende Resultate in der Form wie wir sie brau-
chen, zu sammeln, und ist eher zum Nachschlagen gedacht. Das zweite Kapitel ist
den Splinefunktionen gewidmet. An dieser Stelle skizzieren wir auch die Konstruk-
tion der weB-Splines nach und zitieren einige wichtige Sätze.

II Elliptische Gleichungen mit unstetigen Koeffizienten

Hier untersuchen wir die strukturellen Eigenschaften der Lösung von elliptischen
Randwertproblemen mit unstetigen Koeffizienten. Wir sehen uns also genau an,
was wir überhaupt approximieren wollen. Es werden hier natürlich keine wesent-
lich neuen Ergebnisse präsentiert, jedoch geben wir im dritten Kapitel einen mit
elementaren Mitteln gut nachvollziehbaren Regularitätsbeweis für allgemeine ellip-
tische Gleichungen mit unstetigen Koeffizienten an, welcher auf einer etablierten
Differenzenquotiententechnik aus der Theorie partieller Differentialgleichungen be-
ruht, und den man nach Wissenstand das Autors so nicht in der Literatur findet.
Im vierten Kapitel beschränken wir uns auf ein etwas einfacheres Modellproblem
(was aber noch alle wesentlichen Schwierigkeiten beibehält), untersuchen weitere
strukturelle Eigenschaften, die in diesen Gleichungen versteckt sind (−→ natürliche
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Sprungbedinungen) und schauen uns an dieser Stelle im Eindimensionalen an, warum
glatte FE-Verfahren bei der Approximation i.A. keine optimalen Konvergenzraten
liefern können. Ungefähr seit den 1970ern Jahren wurde versucht, Interfaceprobleme
mit den verschiedensten Diskretisierungsverfahren zu approximieren. Die meisten
beruhen auf finiten Differenzen und vernetzten Finite Elemente Diskretisierungen;
wir geben dazu am Schluss des vierten Kapitels einen kleinen Überblick über die
wichtigsten Arbeiten und Ansätze zu diesem Thema. Ein wirklich vernetzungsfreier
FE-Ansatz für krummlinige Gebiete scheint noch nicht zu existieren.

III Approximation mit Interfacesplines

Da die weB-Methode zwar ein vernetzungfreies, aber im derzeitigen Entwicklungs-
stand nur für glatte Probleme ausgelegtes FE-Verfahren ist, wird es im allgemeinen
nicht möglich sein Lösungen von Interfaceproblemen optimal zu approximieren. Wir
konstruieren deshalb im fünften Kapitel spezielle Zusatzfunktionen (singuläre Zu-
satzsplines) mit denen wir den weB-Raum erweitern wollen. Dazu untersuchen wir
einige strukturelle Eigenschaften dieses Funktionentyps und bilden anschließend mit
dem weB-Splineraum die direkte Summe und erhalten so den Raum der Interface-
splines. Die grundlegende Idee dahinter ist: Können wir die Lösung in einen glatten
und einen springenden Teil zerlegen, so sollen die glatten weB-Splines den glatten
Teil und die Zusatzsplines den singulären Teil approximieren. Im sechsten Kapitel
untersuchen wir die Approximationseigenschaften der Interfacesplines und beweisen
für Interfacesplines der Ordnung (1, 2) einen Satz vom Jackson-Typ (dessen Namen
wir zu Ehren von Dunham Jackson und seinen klassischen Approximationssätzen von
1911 [51], Verallgemeinerungen in [1], gewählt haben). Mit dem Céa-Lemma sind wir
damit in der Lage den Raum der Interfacesplines als Ritz-Galerkin-Ansatzraum für
eine Finite Elemente Approximaton des Interfaceproblems zu nutzen.

IV Numerik

Im numerischen Teil IV diskutieren wir einige wichtige Aspekte die bei der Imple-
mentatierung einer vernetzungsfreien Finite Elemente Approximation mit Interface-
splines zu berücksichtigen sind und berechnen im achten Kapitel für Testbeispiele
Ritz-Galerkin Approximationen an die exakten Lösungen und messen den H1-Fehler
und die H1-Konvergenzrate.
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The beginner...should not be
discouraged if...he finds that he
does not have the prerequisites
for reading the prerequisites“

(P. Halmos)

Teil I.

Folklore und Splines
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1. Grundlegende Konzepte, Definitionen und
Sätze

In diesem ersten Kapitel sammeln wir in knapper Form unter anderem Resultate über
Sobolevräume, z.B. [2; 24; 30], Approximation in Hilberträumen sowie der klassischen
Finite Elemente Methode [11; 26; 14], welche man heute durchaus als Allgemeinwissen
(Folklore) in den angesprochenen Gebieten bezeichnen kann und bei uns eine tragende
Rolle spielen. Fast alle Aussagen findet man so oder in ähnlicher Form ausführlich in
den angegebenen Referenzen, weshalb wir nur an speziellen Stellen noch weitere Literatur
hinzufügen.

1.1. Etwas Notation

Wir bezeichnen mit Ω ein Gebiet des Rd und mit ∂Ω dessen Rand. Ist Ω? ⊂ Ω kom-
pakt enthalten, so notieren wir Ω? b Ω. Zu einer Funktion u : Ω −→ R ist supp =
{x ∈ Ω : u(x) 6= 0} der Träger von u auf Ω. Ist x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd) ∈ Rd, so ist
x · y = 〈x, y〉d =

∑d
i=1 xiyi das euklidsche Skalarprodukt, ‖x‖d =

√
〈x, x〉d die induzierte

euklidsche Norm und ‖x − y‖d die Standardmetrik auf dem Rd. Mit einem Multiindex
α := (α1, ..., αd)

>, αi ∈ N, i = 1, ..., d, |α| :=
∑d

i=1 αi nutzen wir für hinreichend glattes u
das Symbol

∂αu = ∂xα1
1 ,...,x

αd
d

:=
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαd

d

u (1.1)

für die partiellen Ableitungen der Ordnung |α|. Sprechen wir von
”
glatt“ oder

”
hinrei-

chend glatt“, so meinen wir den im konkreten Fall benötigten Mindestgrad an Glattheit.
Zur Vereinfachung schreiben wir wie üblich bei konkreten Rechnungen nur die Koordina-
tenrichtungen an, nach denen tatsächlich abgeleitet wird also z.B. ∂x1u anstatt ∂(1,0)u oder
∂x1,x2u = ux1,x2 für ∂

(1,1)u im zweidimensionalen Fall. Den Gradienten von u kennzeichnen
wir mit dem Nabla-Symbol

∇u := (∂x1u, ..., ∂xd
u)> (1.2)

und für eine glatte vektorwertige Funktion u : Ω −→ Rd mit ũ := (u1, ..., ud)
>, bezeichnen

wir mit

∇·u :=

d∑
i=1

∂xiui (1.3)

die Divergenz von u. Mit Hilfe des Gradienten und der Divergenz erhalten wir z.B. durch

∆u := ∇·(∇u) (1.4)

den Laplace-Operator. Existiert an ∂Ω die nach außen gerichtete Normale ν ∈ Rd in einem
gewissen Sinn, so notieren wir für die Ableitung in Normalenrichtung kurz

∇νu := 〈∇u, ν〉d. (1.5)

7
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Sind Konstanten bei Abschätzungen für uns nicht relevant bzw. hängen diese nicht von
generischen Größen wie z.B. der Gitterweite h oder einer zu approximierenden Funktion
u ab, so schreiben wir für a, b ∈ R und Konstanten c, C ∈ R+ für

a ≤ Cb, a ≥ cb, cb ≤ a ≤ Cb

abkürzend
a � b, a � b, a � b.

Sind X,Y Banachräume mit Normen ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y mit X ⊆ Y und ‖u‖Y ≤ ‖u‖X , ∀u ∈ X,
so schreiben wir kurz X ↪→ Y . Wir sagen dann X ist stetig in Y eingebettet.

1.2. Funktionenräume

Zunächst listen wir die Räume klassisch differenzierbarer Funktionen auf Gebieten Ω ⊂ Rd

auf und führen eine Klassifikation für Gebietsränder, wie es z.B. in [24] geschieht, ein.

1.2.1. Gebiete und klassisch differenzierbare Funktionen

Die wichtigsten Funktionenklassen stetig differenzierbarer Funktionen bezeichnen wir wie
folgt. Hierbei ist N = {0, 1, 2, ...} und N∞ := N ∪ {∞}.

• Cm(Ω) :=
{
u : Ω→ R : ∃∂αu ∈ C0(Ω), |α| ≤ m ∈ N

}
• C∞(Ω) := ∩∞m=0C

m(Ω)

• Cm
0 (Ω) := {u ∈ Cm(Ω) : suppu b Ω}

• Cm(Ω) := {u ∈ Cm(Ω) : ∂αu|Ω ist gleichmäßig stetig und beschränkt, |α| ≤ m ∈ N∞}

• Cm,β(Ω) := {u ∈ Cm(Ω) : supx 6=y
|∂αu(x)−∂αu(y)|

|x−y|β <∞, β ∈ (0, 1], |α| ≤ m ∈ N∞}.

Letzteren Raum nennt man Hölderraum mit Hölderexponenten β. Ist β = 1, so nennt man
eine Funktion C0,1 =: Lip lipschitz. Analog dazu ist Lipm, 1 < m ≤ |α| definiert. Den Fall
β = 0 ergänzen wir noch durch Cm,0(Ω) := Cm(Ω). Die Hölderräume für β > 0 spielen bei
uns nur für die Gebietsklassifikation und als verallgemeinerte Version eine kleine Rolle.
Da man u ∈ Cm(Ω) und sämtliche Ableitungen ∂αu eindeutig auf Ω stetig fortsetzen
kann, stimmen die Räume Cm(Ω?) und Cm(Ω) für kompaktes Ω? und beschränktes Ω mit
Ω? = Ω überein.

Definition 1.2.1 (Gebiete der Klasse Cm,β)
Wir sagen, ein beschränktes Gebiet Ω ist von der Klasse Cm,β, 0 ≤ m ≤ ∞, β ∈ [0, 1] bzw.
∂Ω ∈ Cm,β, falls es zu jedem ξ ∈ ∂Ω nach einer eventuellen glatten Transformation des
Koordinatensystems eine Umgebung

Oξ :=
{
(x̃, xd) ∈ Rd : x̃ = ỹ, xd = ϕξ(ỹ) + yd, |yd| < εξ

}
, (1.6)

wobei (x̃, xd) = (x1, ..., xd−1, xd) ∈ Rd, ϕξ ∈ Cm,β(Bδξ(0)) −→ R, ϕξ(0) = ξ mit

Bδξ(0) :=
{
ỹ = (y1, ..., yd−1) ∈ Rd−1 : |ỹ| < δξ

}
(1.7)
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und εξ, δξ ∈ R+ gibt, so dass ∂Ω∩Oξ = graph(ϕξ), Ω∩Oξ ⊂ Ω für yd > 0 und Ω∩Oξ ⊂ Ωc

für yd < 0. Ist ϕξ eine stückweise Cm,β-Funktion, so sprechen wir von stückweisen Cm,β-
Gebieten und speziell für β = 1 von Lipschitzgebieten.

Insbesondere besitzt jedes Cm,β-Gebiet die Segmenteigenschaft, d.h. Ω befindet sich nur
auf einer Seite von ∂Ω, und genügt auch einer Kegelbedingung. Für eine exakte Definition
siehe [86]. Beispielsweise wird im R2 die Kegelbedingung bei stückweise glatten Gebieten
mit einem inneren Winkel von 0 und die Segmenteigenschaft bei Polygongebieten mit ei-
nem inneren Winkel ∈ (0, 2π) verletzt. Dagegen sind Polygongebiete mit inneren Winkeln
< 2π lipschitz.

Glatte Ränder lassen sich lokal
”
geradebiegen“, d.h. es existiert zu jedem Punkt des Rands

eine Umgebung, die diffeomorph auf die offene Kugel B1(0) := {x ∈ Rd : ‖x‖d < 1}
(genauso gut gehen natürlich auch offene Würfel (0, 1)d, vgl. [86]), abgebildet werden
kann. Genauer gilt:

Satz 1.2.1 (Lokales Geradebiegen)
Ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ Rd ist genau dann in der Klasse Cm,β,m ∈ N, falls es offene
Mengen Uν , ν = 1, ..., N ∈ N und Cm,β-Diffeomorphismen Φν : Uν → B1(0) gibt, so dass

• Φν(U ∩ Ω) = {(y1, ..., yd−1, yd) ∈ B1(0) : yd > 0} =: B+
1 (0)

• Φν(U ∩ Ωc) = {(y1, ..., yd−1, yd) ∈ B1(0) : yd < 0} =: B−
1 (0)

• Φν(U ∩ ∂Ω) = {(y1, ..., yd−1, yd) ∈ B1(0) : yd = 0} =: B0
1(0).

1.2.2. Sobolev-Räume

Die Sobolev-Räume sind Teilräume von (Lebesgue)-integrierbaren Funktionen, weshalb
wir uns kurz die Lp - Räume in Erinnerung rufen. Bezeichnen wir mit M(Ω) die Menge
aller über Ω (µ)-messbaren Funktionen (bei uns: meas bzw. measd ist das gewöhnliche
Volumen-Maß im Rd) und setzen wir

‖u‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω
(|u|pdx

) 1
p

sowie

‖u‖L∞(Ω) := inf

{
sup

x∈Ω\N
|u(x)| : N ⊂ Ω, µ(N) = 0

}
,

so ist
Lp(Ω) :=

{
u ∈M(Ω) : ‖u‖Lp(Ω) <∞

}
für 1 ≤ p <∞

der Raum der p-integrablen und

L∞(Ω) :=
{
u ∈M(Ω) : ‖u‖L∞(Ω) <∞

}
der Raum der auf Ω wesentlich beschränkten messbaren Funktionen. Wie üblich iden-
tifizieren wir dabei messbare Funktionen, die fast überall (f.ü.), d.h. bis auf einer Null-
menge auf Ω übereinstimmen, und können somit zu den Faktorräumen der resultierenden
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Äquivalenzklassen übergehen. Ist u ∈ C(Ω) und Ω kompakt, so ist offenbar ‖u‖L∞(Ω) =

maxx∈Ω |u(x)|, der Raum C(Ω) ist dann bezüglich L∞-Norm abgeschlossen. Durch ‖ ·
‖Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ werden die Räume Lp(Ω) normiert und sind Banachräume. L2(Ω) ist
Hilbertraum mit innerem Produkt

(u, v)L2(Ω) :=

∫
Ω
uv dx.

Ist u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω), mit 1 < p, q <∞ und 1
p + 1

q = 1, so ist uv ∈ L1(Ω), und es gilt
die Höldersche Ungleichung

‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω). (1.8)

Ist 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ und meas(Ω) < ∞, dann gilt die Lebesguesche Einbettung Lq ↪→ Lp,
genauer ist

‖u‖Lp(Ω) ≤ meas(Ω)1/p−1/q‖u‖Lq(Ω), (1.9)

wobei q−1 = 0 für q =∞ gesetzt wird. Die Lebesgue-Räume über Gebieten mit endlichem
Maß bilden also eine absteigende Inklusionskette.
Von gewisser Bedeutung sind auch noch die Räume der lokal-integrablen Funktionen
Lp
loc(Ω) := {u ∈ Lp(Ω0) : ∀Ω0 ⊂⊂ Ω}. Für meas(Ω) < ∞ bekommt man z.B. Lp(Ω) ↪→

L1
loc(Ω). Von großer Bedeutung ist noch das Variationslemma: Ist u ∈ L1

loc(Ω) und∫
Ω
uϕdx = 0 für alle ϕ ∈ C∞

0 (Ω), (1.10)

dann ist u ≡ 0 fast überall auf Ω. Der Raum Cm(Ω) ist bezüglich der Sobolev-Norm

‖u‖Hm,p(Ω) :=

 ∑
0≤|α|≤m

∫
Ω
(∂αu)pdx

1/p

, 1 ≤ p <∞ (1.11)

unvollständig. Schließen wir Cm(Ω) bezüglich 1.11 ab, so erhalten wir den Sobolev-Raum

Hm,p(Ω) := Cm(Ω)
‖u‖Hm,p(Ω)

. (1.12)

Ist Ω lipschitz, so kann Cm(Ω) durch Cm(Ω) ersetzt werden. Für 1 ≤ p < ∞ werden
Hm,p(Ω),m ∈ N, durch ‖ · ‖Hm,p(Ω) zu Banachräumen. Für p = 2 ist Hm(Ω) := Hm,2(Ω)
Hilbert-Raum mit innerem Produkt

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

∫
Ω
∂αu∂αv dx. (1.13)

Insbesondere gilt im Sinne linearer Isometrie H0,p(Ω) = Lp(Ω). Eine andere Charakte-
risierung der Sobolev-Funktionen wird über das Konzept der schwachen Ableitung ei-
ner lebesgue-integrierbaren Funktion ermöglicht. Für ein Lipschitzgebiet Ω ⊂ Rd und
u ∈ C1(Ω) gilt der Gaußsche Integralsatz∫

Ω
∂xiu dx =

∫
∂Ω

uνi dσ, i = 1, ..., d, (1.14)
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wobei ν := (ν1, ..., νd) die auf ∂Ω f.ü. existierende äußere Normale und dσ das klassische
Oberflächenmaß bezeichnet. Ersetzen wir u in 1.14 durch ein Produkt u·v mit u, v ∈ C1(Ω),
so ergibt sich bekanntlich die mehrdimensionale partielle Integration∫

Ω
u∂xiv dx = −

∫
Ω
∂xiuv dx+

∫
∂Ω

uvνi dσ. (1.15)

Für ϕ ∈ C∞
0 (Ω) und u ∈ Cm(Ω) gelangen wir durch Induktion zu der folgenden Version∫

Ω
∂αuϕdx = (−1)|α|

∫
Ω
u∂αϕdx, |α| ≤ m, (1.16)

welche uns zur Definition eines verallgemeinerten (schwachen) Ableitungbegriffs führt:

Definition 1.2.2 (Schwache Ableitung)
Es sei u ∈ L1

loc(Ω). Man nennt eine Funktion ∂α
ωu ∈ L1

loc(Ω) (α-te) schwache Ableitung
von u, falls ∫

Ω
∂α
ωuϕdx = (−1)|α|

∫
Ω
u∂αϕdx, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω). (1.17)

Da jedes u ∈ Cm(Ω) auch schwach differenzierbar ist, stimmt die gewöhnliche Ablei-
tung mit der schwachen Ableitung überein, weshalb der Index ω nicht nötig ist. Aus dem
Variationslemma 1.10 folgt die Eindeutigkeit einer schwachen Ableitung. Setzen wir an
dieser Stelle Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : ∃∂αu ∈ Lp(Ω) für |α| ≤ m} , dann gilt sogar für
beliebige Gebiete und 1 ≤ p < ∞ nach Meyers und Serrin das bemerkenswerte Resul-
tat Hm,p(Ω) = Wm,p(Ω), vgl. [64]. Obwohl die meisten der nun gelisteten Resultate über
Sobolevräume Hm,p, 1 ≤ p < ∞ ihre Gültigkeit behalten, beschränken wir uns ab jetzt
meist auf den in dieser Arbeit relevanten Fall p = 2. Folgende Version der Produktregel
ist äußerst praktisch, vgl. für den ersten Teil [3] und den zweiten Teil [7].

Satz 1.2.2 (Sobolev-Produktregel)
Sind u, v ∈ Hm(Ω), so ist uv ∈ Hm,1(Ω), und es gilt

∂αuv =
∑

|β|≤|α|

(
|α|
|β|

)
(∂α−βu)∂βv, ∀|α| ≤ m. (1.18)

Sind speziell im Fall m = 1 noch v ∈ L∞(Ω),∇v ∈ [L∞(Ω)]d , dann ist uv ∈ H1(Ω) und

∂xi(uv) = (∂xiu) v + (∂xiv)u, i = 1, ..., d. (1.19)

Transformieren wir den Definitionsbereich einer Sobolevfunktion mit einem hinreichend
glatten Diffeomorphismus, so unterscheiden sich die entsprechenden Größen im Wesentli-
chen nur um multiplikative Konstanten. Genauer gilt der

Satz 1.2.3 (Transformationssatz)
Seien Ω, Ω̃ ⊂ Rd Gebiete und Φ : Ω −→ Ω̃ ein Cm-Diffeomorphismus. Für m ∈ N ist dann
u ◦ Φ ∈ Hm(Ω̃), und es gilt

‖u‖Hm(Ω) � ‖u ◦ Φ‖Hm(Ω̃) ∀u ∈ Hm(Ω). (1.20)



12 1 Grundlegende Konzepte, Definitionen und Sätze

Der berühmte Einbettungssatz von Sobolev zeigt das Zusammenspiel von Raumdimension
und (schwacher) Differenzierbarkeit auf und klärt die Frage, unter welchen Voraussetzun-
gen an diesen Größen sich Sobolevräume in Räume klassisch differenzierbarer Funktionen
einbetten lassen. Wir begnügen uns mit der folgenden Variante:

Satz 1.2.4 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Es sei Ω ⊂ Rd ein Lipschitzgebiet mit k,m ∈ N. Für m − k > d/2 existiert die stetige
Einbettung

Hm(Ω) ↪→ Ck(Ω),

d.h.
max
|α|≤m

‖∂αu‖L∞(Ω) � ‖u‖Hm(Ω) ∀u ∈ Hm(Ω). (1.21)

1.2.3. Randwerte und Sobolevräume mit positiver reeller Ordnung

Zu einem Lipschitzgebiet Ω gibt es nach Definition 1.2.1 endlich viele stetig differenzierbare
Funktionen ϕi : Õi → R, Õi ⊂ Rd, Oi offen mit ∂Ω ⊂

⋃N
i=1Oi, sowie Diffeomorphismen

φi : Oi −→ B1(0), i = 1, ..., N. Das lokale Koordinatensystem bezeichnen wir für jedes
i = 1, ..., N mit (x̃, xd), wobei x̃ = (x1, ..., xd−1). Dann ist (x̃, ϕi(x̃)) ∈ ∂Ω. Eine Funktion
u : ∂Ω −→ R heißt messbar auf ∂Ω, falls ui(x̃) := (φi(u))(x̃, ϕi(x̃)), messbar auf Õi, i =
1, ..., N ist und u heißt auf ∂Ω integrierbar, falls u|∂Ω messbar ist und das Integral∫

∂Ω
ui(x̃)dσi :=

∫
Õi

(φi(u))(x̃, ϕi(x̃))
√
1 + |∇ϕi|2dx̃

existiert. Hierbei ist dσi =
√

1 + |∇ϕi|2dx̃ das lebesguesche Oberflächenmaß. Summieren

wir die endlich vielen Integrale, so gelangen wir zum Randintegral
∫
∂Ω udσ :=

∑N
i=1

∫
∂Ω ui dσi

und damit zu dem durch

‖u‖L2(∂Ω) =

(∫
∂Ω
|u|2 dσ

)1/p

normierten linearen Raum L2(∂Ω) :=
{
u : ∂Ω→ R : ‖u‖L2(∂Ω) <∞

}
. Randwerte von ei-

ner Funktion aus einem Sobolevraum kann man nun mit Hilfe eines Spuroperators sinnvoll
festlegen.

Satz 1.2.5 (Spursatz, 1. Version)
Zu einem Gebiet Ω ⊂ Rd der Klasse Cm−1 gibt es zu jedem |α| ≤ m − 1,m ≥ 1 einen
eindeutigen stetigen linearen Operator

γα : Hm(Ω)→ L2(∂Ω)

mit der Eigenschaft γαu = ∂αu|∂Ω, für alle u ∈ Cm(Ω).

1.2.5 Bei elliptischen Randwertproblemen mit Dirichletrand spielt der Raum

Hm
0 (Ω) := ker γm (Hm(Ω))

eine herausragende Rolle. Hm
0 (Ω) ist als abgeschlossener Unterraum von Hm(Ω) selbst

Hilbertraum. Diesen erhält man z.B. auch durch den Abschluss Hm
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
‖u‖H1(Ω) ,
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das Variationslemma 1.10 behält somit auch für ϕ ∈ H1
0 (Ω) seine Gültigkeit. Für u ∈

Hm(Ω) ist die Größe |u|Hm(Ω) :=
√∑

|α|=m ‖∂αu‖2
L2(Ω)

nur eine Seminorm. Wegen der

Poincaré - Ungleichung

‖u‖Hm(Ω) � |u|Hm(Ω) ∀u ∈ Hm
0 (Ω),meas(Ω) <∞ (1.22)

ist diese aber für beschränkte Gebiete in Hm
0 (Ω) zur vollen Sobolev-Norm äquivalent. Mit

Hilfe eines Dichtheitsarguments und des Spuroperators lässt sich Gauß 1.14 auf Sobolev-
funktionen übertragen,∫

Ω
∂xiuv dx =

∫
∂Ω

γuγvνidσ −
∫
Ω
uvxi dx ∀u, v ∈ H1(Ω), i = 1...d. (1.23)

Oft ist es hilfreich, die Funktionen aus Hm(Ω) auf ein größeres Gebiet fortzusetzen.

Satz 1.2.6 (Calderon-Stein-Fortsetzungen)
Es sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet oder Ω = Rd. Dann existiert für Ω0 b Ω mit
∂Ω0 ∈ Cm−1,1 und m > 0 ein von k unabhängiger stetiger Operator E : Hk(Ω0)→ Hk(Ω)
mit der Eigenschaft Eu|Ω0 = u für alle u ∈ Hk(Ω). Es ist dann

‖Eu‖Hk(Ω0) � ‖u‖Hk(Ω), 0 ≤ k ≤ m. (1.24)

Ist Ω ∈ Lip, so gilt der Satz immer noch, nur ist E dann von k abhängig, vgl. [86].

Eine gewisse Verallgemeinerung der Hölder-Räume erhält man durch das Konzept der
Sobolev-Räume mit (positiv) reellem Glattheitsgrad. Zerlegen wir s ∈ R+ durch s = m+ε
mit m = [s] ∈ N und ε ∈ (0, 1), so nennt man

Hs(Ω) :=
{
u ∈ Hm(Ω) : ‖u‖Hs(Ω) <∞

}
den Sobolev-Raum mit Ordnung s. Hierbei bezeichnet

‖u‖Hs(Ω) :=

‖u‖2Hm(Ω) +

 ∑
|α|=m

∫
Ω

∫
Ω

|∂αu(x)− ∂αu(y)|2

‖x− y‖d+2ε
d

dxdy

1/2

die in der Literatur als Sobolev-Slobodeckij -Norm bekannte Größe. Der Raum Hs(Ω) ist
ein Hilbertraum mit Norm ‖ · ‖Hs(Ω) und dem inneren Produkt

(u, v)Hs(Ω) := (u, v)Hm(Ω) +
∑

|α|=m

∫
Ω

∫
Ω

(∂αu(x)− ∂αu(y))(∂αv(x)− ∂αv(y))

‖x− y‖d+2ε
d

dxdy.

Ist ∂Ω ∈ C1 und s ∈ R+
0 , so gilt die folgende Einbettung nach Rellich-Kondrachev [86]

Hs′(Ω) ↪→ Hs(Ω), ∀s′ ∈ R, s′ > s. (1.25)

Mit Hilfe der Sobolev-Räume mit reellwertiger Ordnung s > 0 lassen sich Sobolev-Räume
Hs(Γ) auf glatten d − 1 dimensionalen Untermannigfaltigkeiten Γ ⊂ Rd definieren. Dies
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geschieht in ähnlicher Weise, wie wir die Lebesgue-Räume auf Rändern eingeführt haben,
siehe Defintion 6.40 aus [24], oder [86]. Insbesondere ist H0(Γ) = L2(Γ), und die Größe

‖u‖Hs(Γ) :=

 ∑
|α|≤[s]

‖∂αu‖2L2(Γ) +
∑

|α|≤[s]

∫
Γ

∫
Γ

∂α(v(x)− v(y))2

‖x− y‖d−1+2ε
d

dσxdσy

1/2

ist eine Norm für Hs(Γ) mit s = [s] + ε, ε ∈ (0, 1). Damit erhalten wir eine allgemeinere
Version des Spursatzes [30]:

Satz 1.2.7 (Spursatz 2. Version)
Es sei Ω ⊂ Rd und ∂Ω ∈ Cm,1,m ∈ N0. Dann existiert für s ≤ m+ 1, s− 1/2 = `+ ε mit
ε ∈ (0, 1) und ` ∈ N0 ein komponentenweise linearer Operator

γ` : Hs(Ω) −→
∏̀
j=0

Hs−j−1/2(∂Ω). (1.26)

Hierbei ist

γ`u = (γ1u, ..., γ`u) = (u, ∂νu, ..., ∂
`
νu) ∀u ∈ C`(Ω),

und es gilt

‖γju‖Hs−j−1/2(∂Ω) � ‖u‖Hs(Ω), ∀u ∈ Hs(Ω), j = 0, ..., `. (1.27)

Das heißt γj , j = 0, ..., ` sind auf Hs(Ω) stetig.

1.3. Ritz-Galerkin-Approximation in Hilberträumen

Einen reellen Hilbertraum X mit innerem Produkt (·, ·)X : X ×X → R, (u, v) 7→ (x, y)X
und induzierter Norm ‖x‖X :=

√
(x, x)X , x ∈ X bezeichnen wir mit (X, ‖ · ‖X). Es seien

jetzt (U, ‖ · ‖U ) und ein weiterer Hilbertraum (W, ‖ · ‖W ) gegeben. Durch

L(U,W ) := {A : U →W : A linear und ‖A‖U→W <∞} (1.28)

mit

‖A‖U→W := sup
u∈U

‖u‖U=1

‖Au‖W (1.29)

notieren wir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen A von U nach W. Ist speziell
W = R, so ist A ein lineares Funktional und man schreibt U ′ anstatt L(U,R). Jedem
Element aus U ′ läßt sich via (·, ·)U eindeutig ein Element aus U zuordnen. Dies ist das
Ergebnis des folgenden grundlegenden Satzes.

Satz 1.3.1 (Rieszscher Darstellungssatz)
Zu ` ∈ U ′ existiert genau ein u ∈ U , so dass

`(v) = (u, v)U ∀v ∈ U. (1.30)
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Betrachten wir anstatt eines inneren Produkts etwas allgemeiner eine Bilinearform

a : U × U → R, u, v 7→ a(u, v),

d.h. es wird von a nur die Linearität in jedem Argument gefordert: a(αu1 + βu2, v) =
αa(u1, v) + βa(u2, v), a(v, αu1 + βu2) = αa(v, u1) + βa(v, u2),∀u1, u2, v ∈ U,α, β ∈ R, so
nennen wir a stetig, falls es eine Konstante σ ≥ 0 gibt, so dass

|a(u, v)| ≤ σ‖u‖U‖v‖U , ∀u, v ∈ U (1.31)

und koerziv, falls es ein κ > 0 gibt, so dass

|a(u, v)| ≥ κ‖u‖2U , ∀u ∈ U. (1.32)

Ist a stetig und koerziv, so bezeichnet man a auch als elliptisch. Eine Verallgemeinerung
des Rieszschen Darstellungssatzes für Bilinearformen gelingt, wenn man für a die beiden
eben genannten Eigenschaften fordert:

Satz 1.3.2 (Lax-Milgram)
Ist a eine elliptische Bilinearform auf dem Hilbertraum U, so existiert zu jedem ` ∈ U ′

genau ein u ∈ U mit
a(u, v) = `(v) ∀v ∈ U. (1.33)

Als Folgerung: Ist a darüberhinaus eine symmetrische Bilinearform, d.h. a(u, v) = a(v, u)

∀u, v ∈ U, so minimiert u das Funktional J(v) :=
1

2
a(v, v)− `(v).

Wir betrachten nun einen linearen und stetigen Operator A : D(A) ⊂ U → U mit Defini-
tionsbereich D(A) sowie eine Menge V ⊂ D(A) und stellen uns die Frage, unter welchen
Voraussetzungen es zu gegebenen f ∈ U für die Operatorgleichung{

Findeu ∈ V, so dass
Au = f

(1.34)

genau eine Lösung existiert und ob diese stetig von den Daten abhängt. Mit anderen
Worten fragen wir nach der Wohlgestelltheit von 1.34 im Hadamardschen Sinn.
Von besonderem Interesse sind für uns solche Operatoren A ∈ L(D(A), U), für die sich
V ⊂ D(A) als ein in U stetig eingebetteter Hilbertraum herausstellt und 1.34 sich mit
Hilfe einer geeigneten V -Bilinearform a und eines von f abhängigen Funktionals `f ∈ V ′

in ein äquivalentes Variationsproblem umformulieren lässt:{
Findeu ∈ V, so dass
a(u, v) = `f (v), ∀v ∈ V.

(1.35)

Ist a eine elliptische Bilinearform auf V, so besitzt das Variationsproblem 1.35 nach 1.3.2
eine eindeutig bestimmte Lösung in V . Setzen wir v = u, so folgt aus der Koerzivität von
a

κ‖u‖2V ≤ aV (u, u) = `f (u) ≤ ‖`f‖V ′‖u‖V ,

woraus wir sofort

‖u‖V ≤
1

κ
‖`f‖V ′ (1.36)
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erhalten. Damit hängt die Lösung stetig von den Daten ab und wir bekommen eine po-
sitive Antwort auf die Frage der Wohlgestelltheit der Operatorgleichung 1.34 bzw. des
zugehörigen Variationsproblems 1.35 als Folgerung aus dem Satz von Lax-Milgram 1.3.2.
Die von uns postulierte Voraussetzung V ↪→ U ist oft hinreichend dafür, dass wir `f ∈ V ′

sicherstellen können. Es sei nun ein Problem der Art 1.34 in der Form eines äquivalenten
Variationsproblems 1.35 auf (V, ‖ · ‖V ) mit elliptischer Bilinearform a und `f = ` ∈ V ′

gegeben und wir möchten die eindeutige Lösung u durch ein Element uh aus einem end-
lichdimensionalen linearen Unterraum Vh = span{Ψj}j=1,...,dh ⊂ V mit dimVh = dh ∈ N
approximieren. Aus 1.35 folgt

a(uh, vh) = `(vh), ∀vh ∈ Vh. (1.37)

Testen wir 1.37 mit den Basiselementen Ψj , j = 1, ..., dh, so erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem

dh∑
i=1

a(Ψk
i ,Ψ

k
j )ui = `(Ψj), j = 1, ..., dh, (1.38)

welches wir kurz als

GU = F

mit der Galerkin-Matrix G := (a(Ψi,Ψj))i,j=1,...,dh , den Koeffizienten U := (u1, ..., udh)
T

und der rechten Seite F := (`(Ψ1), ..., `(Ψdh)
T schreiben können. Für eine elliptische Bili-

nearform a ist das System eindeutig lösbar, da dann G positiv definit und mithin nicht-
singulär ist. Man nennt das mit den eindeutig bestimmten Koeffizienten ui, i = 1, ..., dh
gebildete Element uh =

∑dh
j=1 ujΨj die Ritz-Galerkin-Approximation an die eindeutige

Lösung u ∈ V des Variationsproblems 1.35. Ist a ein inneres Produkt, so wird durch a auf
V die sogenannte

”
Energienorm“ ‖ · ‖E definiert und es ist uh die Bestapproximierende

aus Vh an u:
‖u− uh‖E = inf

vh∈Vh

‖u− vh‖E . (1.39)

Insbesondere ist ‖v‖E � ‖v‖U ,∀v ∈ V, d.h. die Energienorm ist zu der zugrundegelegten
Hilbertraumnorm U äquivalent. Für viele Probleme ist a nur eine elliptische Bilinearform
auf U , deshalb ist das folgende Resultat für die Finite Elemente Analysis von grundle-
gender Bedeutung. Es zeigt den wichtigen Zusammenhang des Fehlers der Ritz-Galerkin-
Approximation aus Variationsproblemen mit elliptischer Bilinearform mit dem Fehler der
Bestapproximation.

Satz 1.3.3 (Céa-Lemma [16])
Ist u ∈ V die eindeutige Lösung des Variationsproblems 1.35 mit elliptischer Bilinearform
a auf V und uh ∈ Vh die Ritz-Galerkin-Approximation. Dann gilt

‖u− uh‖V ≤
κ

σ
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖V , (1.40)

wobei κ, σ die Ellipzitätskonstanten 1.32 der Bilinearform sind.

Der
”
Aubin-Nitsche-Trick“, welcher auf einem Dualitätsprinzip beruht, ermöglicht es oft-

mals Fehlerabschätzungen für schwächere Normen anzugeben:
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Satz 1.3.4 (Aubin - Nitsche Dualitätsprinzip)
Es seien (V, ‖ · ‖V ), (U, ‖ · ‖U ) Hilberträume, V ↪→ U und u ∈ V die Lösung des Variati-
onsproblems 1.35. Dann gilt für die Ritz-Galerkin Approximation uh ∈ Vh

‖u− uh‖U ≤ C‖u− uh‖V sup
g∈U

{
inf
v∈Vh

‖ug − v‖V
}
, (1.41)

wenn jedem g ∈ U die eindeutige Lösung ug ∈ V des dualen Variationsproblems

a(v, ug) = (g, v)U , ∀v ∈ V (1.42)

zugeordnet wird.

Wie gut wir die Lösung u approximieren können, hängt nach dem Céa-Lemma also ent-
scheidend von der Approximationskraft des Raumes Vh ab. In der Finite Elemente Analysis
beschreibt der Parameter h meist die sogenannte Gitterweite und es wird für gewöhnlich
h ∈ H := Q ∩ (0, 1) gewählt. Da dann H offenbar abzählbar ist, können wir h selbst als
Index benutzen. Es sei (Vh)h∈H eine Folge von endlichdimensionalen Teilräumen von V
mit dimVh = dh ∈ N, h ∈ H. Gilt

lim
h→0

inf
vh∈V h

‖u− vh‖V = 0, (1.43)

so besitzt die Teilraumfolge die Galerkin-Approximationseigenschaft. Dies ist natürlich
gleichbedeutend damit, dass für die zu (Vh)h∈H durch 1.38 eindeutig bestimmte Folge der
Ritz-Galerkin-Approximationen (uh)h∈H

lim
h→0
‖uh − u‖V = 0

gilt. Um ein numerisch sinnvolles Approximationsverfahren zu erhalten, sollte die Folge
(Vh)h∈H so beschaffen sein, dass sie neben der Approximationseigenschaft 1.43 auch garan-
tiert, dass die Ritz-Galerkin-Approximationen (uh)h∈H in einer dem Problem angepassten
optimalen Ordnung gegen u konvergiert.

1.4. Klassische Finite Elemente

Eine gebräuchliche Wahl für die Ansatzräume (Vh)h der Ritz-Galerkin Approximation
sind vernetzte Finite Elemente Räume (FE-Räume), welche auf einer Zerlegung des zu-
grundeliegenden Gebiets Ω basieren. Wir legen in dieser Arbeit den Fokus auf vernet-
zungsfreie Finite Elemente Methoden, weshalb dieser kurze Abriss über die klassischen
vernetzten Elemente nur dazu dient, die grundlegenden Philosophien beider Ansätze ver-
gleichen zu können. Bei der praktischen Konstruktion eines vernetzten FE-Raums wird
zunächst das dem Variationsproblem zugrundeliegende Gebiet Ω ⊂ Rd in endlich viele
nichtüberlappende Teilgebiete T mit einfacher Geometrie, z.B. in Simplizes oder Cuboide
(konkret: Dreiecke oder Rechtecke im Fall d = 2 oder Tetraeder, Quader etc. im Fall d = 3)
vernetzt. Offenbar kann man mit solchen Netzen nur Polygone komplett ausschöpfen, bei
Gebieten mit glatten Rändern bekommt man bei groben Gitterweiten einen zusätzlichen
Approximationsfehler. Es gibt verschiedene Möglichkeiten dieses Problem zu behandeln,
z.B. durch Hinzunahme von speziellen (isoparametrischen) Elementen in Randnähe [11].
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Hierauf wollen wir aber nicht weiter eingehen und beschränken uns hier auf den Fall poly-
gonaler Gebiete. Unzählige Arbeiten befassen sich alleine mit dem Design

”
guter“ Netze.

Vor allem bei 3d Problemen ist dies bisweilen eine anspruchsvolle Aufgabe und erfreut
sich in der Forschung immer noch großer Beliebtheit. Exemplarisch sei hier auf eine inter-
essante Arbeit verwiesen, die Netze für Teile des menschlichen Körpers in 2d und 3d mit
einer auf B-Splines basierten Methode erzeugt [85] oder [68]. In Kontrast dazu sind die
vernetzungsfreien FE-Methoden auf der Basis von Splines für glatte Gebiete konstruiert,
die Galerkin-Systeme sind im Vergleich relativ klein (≈ pro Basisfunktion ein Koeffizient)
und auch die Preprocessingschritte bei der Vernetzung entfallen.

Definition 1.4.1 (Zulässige Vernetzung)
Sei Th eine endliche Familie von abgeschlossenen Teilmengen T = ∂T ∪T ◦ eines polygonal
berandeten Gebiets Ω. Gilt

1. Ω =
⋃

T∈Th T

2. Für T, T ′ ist T ◦ ∩ (T ′)◦ = ∅

3. Ist T ∩T ′ 6= ∅, dann ist T ∩T ′ entweder ein Punkt oder eine gemeinsame Kante von
T und T ′,

so nennt man Th eine zulässige Vernetzung von Ω. Hierbei bezeichnet h = maxT∈Th
{diam(T )}

mit diam(T ) := maxx,y∈T ‖x− y‖d die Gitterweite der Vernetzung.

Auf jedem T ∈ Th werden nun die eigentlichen Finite Elemente definiert. Wir folgen der
klassischen Definition von Ciarlet [17]:

Definition 1.4.2 (Finites Element nach Ciarlet)
Ein Tripel (T,Π,Σ, ) heißt Finites Element, falls:

1. T ⊂ Rd ist ein kompaktes Lipschitzgebiet.

2. Π := {f : T −→ R} ist ein linearer N -dimensionaler Funktionenraum.

3. Σ = {σ1, ..., σN}, wobei span{σi}Ni=1 = L(Π,R).

Die lineare Abbildung IΠ : Π −→ Rd mit IΠ(p) := (σi(p), ..., σN (p)) ∈ RN ist bijek-
tiv, woraus man als Konsequenz sofort eine Basis {φ1, ..., φN} von Π mit der Eigenschaft
σi(φj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ N erhält. Die Zahl N nennt man den lokalen Freiheitsgrad (bzw.
lokale Dimension) des Finiten Elements und IΠ kann als abstrakter lokaler Interpolations-
operator interpretiert werden. Eine gebräuchliche Wahl für Π ist z.B.

Pk(T ) :=

p : T → R : p(x) =
∑

0≤α1,...,αd≤k
|α|=k

cα1,...,αd
xα1
1 ...xαd

d , cα1,...,αd
∈ R

 , (1.44)

der Raum der Polynome vom Totalgrad k mit N = dimPk(T ) =

(
d+ k
k

)
bei simplizialen

Elementen oder

Pk(T ) :=

p : T → R : p(x) =
∑

0≤α1,...,αd≤k

cα1,...,αd
xα1
1 ...xαd

d , cα1,...,αd
∈ R

 , (1.45)
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der Raum der Polynome vom Grad k in jeder Koordinatenrichtung und N = dimPk(T ) =
(k + 1)d bei cuboiden Elementen. Durch geeignete Vorgaben von N -Werten in Punkten
(= Knoten) auf ∂T oder auch in T ◦ werden auf Ω stückweise polynomiale Funktionen
eindeutig festgelegt, die abstrakte Interpolation ist dann nichts anderes als die Funkti-
onsauswertung an den N Knoten. Werden die Knoten so gewählt, dass mindestens ste-
tige Übergänge zwischen den Elemente erzeugt werden, so spricht man von Elementen
vom Lagrange-Typ bzw. von H1-konformen Elemente. Exemplarisch (aber keinesfalls re-
präsentativ, siehe [26],[11]) seien hier für Dreieck- und Viereckselemente im R2 das lineare
Lagrange Element mit Π = P1(T ) mit Dimension N = 3 sowie das quadratische Lagrange
Element P2(T ) mit N = 9 genannt. Eine höhere globale Glattheit auf Ω kann mit Finiten
Elementen vom Hermite-Typ erzielt werden. Das sind Elemente mit entsprechenden In-
terpolationsforderungen für Richtungsableitungen in den Knoten auf ∂T. Wir wollen die
Approximationskraft von klassischen Finiten Elementen exemplarisch für eine zulässige
Vernetzung Th mit Dreieckselementen auf einem Polygongebiet im R2 mit dem linearen
Lagrange-Element skizzieren. Sei dazu u ∈ H1

0 (Ω)∩H2(Ω) die zu approximierende Lösung
des zugrundeliegenden Variationsproblems 1.35. Als Ritz-Galerkin-Ansatzraum erhalten
wir mit diesen Setzungen

Vh := {v ∈ C0
0 (Ω) : v|T ∈ P1(T ), T ∈ Th}.

Die globale Stetigkeit sichert die H1-Konformität der Elemente, d.h. Vh ⊂ H1
0 (Ω). Bei

den linearen Lagrange Elementen kommen nur die Eckpunkte der Dreiecke als Knoten
vor. Bezeichnen wir die Menge der Knoten z ∈ Ω \ ∂Ω mit K◦, so kann man zeigen:
Es existiert eine Basis aus Hutfunktionen {Φ1, ...,ΦNh

}, Nh := cardK◦
h von Vh mit der

Eigenschaft Φi(zj) = δij , zj ∈ K◦
h, i, j = 1, ..., Nh und die Φj besitzen damit einen lokalen

Träger. Jedes v ∈ Vh lässt sich durch v =
∑Nh

j=1 v(zj)Φj darstellen und wir können einen
Interpolationsoperator

Ihu :=

Nh∑
j=1

u(zj)Φj ∈ L(C0
0 (Ω), Vh)

festlegen. Ist nun noch (Th)h>0 z.B. eine Familie von quasi-uniformen Triangulierungen,
d.h. h → 0 und es existiert ein ω > 0, so dass jedes T ∈ Th einen Kreis mit Radius
ρT > diam(T )/2ω enthält (diese Setzung schließt beim Grenzübergang h −→ 0 entartete
Dreiecke aus, siehe für Details [11]), so gilt die H1 a-priori Fehlerabschätzung

‖u− Ihu‖H1(Ω) � h|u|2,Ω, h −→ 0.

Höhere Approximationsordnungen lassen sich für hinreichend glattes u durch eine ent-
sprechende Erhöhung des Polynomgrades erreichen. Beispielsweise kann man zu u ∈
H1

0 (Ω) ∩Hk(Ω), k ≥ 2 die H1-konformen FE-Räume

V k−1
h = {v ∈ C0

0 (Ω) : v|T ∈ Pk−1(T ),∀T ∈ Th}, 1 ≤ ` < k

und zugehörige Operatoren Ik−1
h ∈ L(C0

0 (Ω), V
k−1
h ) konstruieren, so dass

‖u− I`hu‖H1(Ω) � hk−1|u|k,Ω, h −→ 0, 1 ≤ ` < k.

Einen Polynomgrad ` ≥ k zu wählen ist hingegen nicht sinnvoll, da die Approximati-
onsordnung dadurch nicht erhöht wird. Bei praktischen Berechnungen ist dabei auch zu
beachten, dass ein hoher Polynomgrad zu sehr großen Galerkin-Systemen führt.





”
If this leaves you a bit wondering
what multivariate splines might
be, I am pleased. For I don’t
know myself.“

(Carl de Boor)
2. Splines

In 2.1 führen wir zuerst uniforme B-Splines einer reellen Veränderlichen ein. Darauf auf-
bauend definieren wir in 2.2 multivariate Tensorprodukt B-Splines über d-dimensionale
Rechtecke und über beschränkten Gebieten Ω ⊂ Rd.

2.1. Univariate Splines mit äquidistanten Knoten

In den Standardwerken [21; 75] werden univariate B-Splines über allgemeine Knotenfolgen
durch dividierte Differenzen eingeführt und daraus eine Rekursionsformel (vgl. 2.4) für B-
Splines hergeleitet. Diese Rekursionsbeziehung wird in neueren Darstellungen auch gerne
als Definition benutzt. Damit lassen sich die etwas unhandlichen dividierten Differenzen
vermeiden. Wir folgen [44] und definieren die uniformen B-Splines über einen rekursiven
Mittelungsprozess der sich für theoretische Zwecke und auch als gewisse Verallgemeine-
rung für einen multivariaten B-Spline-Typ [23] eignet. Wenn nichts anderes angegeben ist,
findet man sämtliche Aussagen dieses Abschnitts in [44; 87] oder ähnlich in [21; 75] und
in den dort angegebenen Referenzen.

Wir definieren Φn : R −→ R vom Grad n ≥ 0 zur Knotenfolge Z mit Gitterweite 1 durch

Φn(x) :=

∫ x

x−1
Φn−1(x− t)dt , (2.1)

mit

Φ0(x) := χ[0,1)(x) =

{
1 für x ∈ [0, 1)
0 sonst

,

rekursiv. Durch geeignete skalierte Translate von Φn erhalten wir die von Schoenberg in
[74] eingeführten Kardinal B-Splines.

Definition 2.1.1 (Uniforme B-Splines)
Man nennt die durch den Kardinal B-Spline erzeugten Funktionen

bnk,h(x) := Φn(x/h− k) (2.2)

uniforme B-Splines zur Knotenfolge (τk)k∈Z := hZ, h > 0 mit Gitterweite h.

Aus der Darstellung 2.2 lassen sich viele grundlegende Eigenschaften herleiten. B-Splines
sind symmetrisch, d.h. bnk,h(x) = bnk,h(n+1−x), ∀x ∈ R, und auf ihrem Support supp bnk,h =
h[k, n+k] nicht negativ und streng monoton. Auf h[`, `+1), l = k, ..., k+n−1 stimmt bnh,k
mit einem Polynom vom Grad n überein und ist an den Knoten {hk, ..., h(k + n)} noch
(n− 1)-mal stetig differenzierbar. Aus der Definition erhält man leicht (differenzieren eine
Parameterintegrals) eine einfache Formel für die Ableitung eines B-Splines d

dxb
n
k,h(x) =

h−1
(
bn−1
k,h (x)− bn−1

k+1,h(x)
)
. Iterativ folgt

21
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(
d

dx

)`

bnk,h(x) = h−`
∑̀
i=1

(−1)i
(
`
i

)
bn−`
k+i,h, ` ≥ 0. (2.3)

Damit lässt sich u.a. folgende Rekursionsdarstellung zeigen, siehe [87] oder für allgemeine
Knotenfolgen [21]

bnk,h(x) =
1

(n− 1)

{(x
h
− k
)
bn−1
k,h (x) +

(
n− x

h
+ k
)
bn−1
k,h (x)

}
. (2.4)

Wir bezeichnen im Folgenden den Raum aller auf den Intervallen h[`, ` + 1) ⊂ R, ` ∈ Z
stückweise polynomialer Funktionen vom Grad < n, die an den Knoten hZ noch (n− 1)-
mal stetig differenzierbar sind, als den Raum der uniformen Splines vom Grad n und
schreiben dafür Bn

h(R). Splines vom Grad n reproduzieren Polynome vom Grad n. Das
folgt aus der Marsden-Identität [62]

(x− t)n =
∑
k∈Z

Ψn
k,h(t)b

n
k,h(x), mit Ψn

k,h(t) := hn
n∏

j=1

(
k + j − t

h

)
, x, t ∈ R. (2.5)

Damit zeigt man
∑

k∈Z b
n
k,h = 1, die B-Splines bilden also eine Partition der Eins [44], und

wir erhalten die lineare Unabhängigkeit, d.h. insbesondere Bn
h(R) = span

{
bnk,h

}
k∈Z

.

Sei nun I := (a, b) ⊂ R, a 6= b und es bezeichne

{k ∼ I} :=
{
k ∈ Z : supp bnk,h ∩ (a, b) 6= ∅

}
die Menge aller relevanten Indizes für I, wobei wir bei Indizierungen auch einfach kurz
k ∼ I schreiben. Mit

Bn
h(I) := span

{
bnk,h
}
k∼I

(2.6)

bezeichnen wir den Raum der uniformen Splines vom Grad n über I. Jedes u ∈ Bn
h(I)

lässt sich eindeutig als Linearkombination von B-Splines, deren Träger geschnitten mit I
nicht leer sind, darstellen. Es ist u|I` ∈ Pn(I`) mit I` := h[`, ` + 1) ∩ (a, b)für ` ∈ Z und
in den Knoten hk ∈ (a, b) ∩ hZ ist u noch mindestens (n− 1)−mal stetig differenzierbar.
Manchmal ist es nützlich die Intervallgrenzen so zu wählen, dass sie mit Knoten aus hZ
übereinstimmen. Aus a, b ∈ hZ folgt dann z.B. leicht dimBn

h(I) = card{k ∼ I} ∩ [a, b] +
n− 2, mit card{k ∼ I} ∩ [a, b] = (b− a)/h+ 1.

2.2. Multivariate Splines

In [22] gibt Carl de Boor einen schönen Überblick von den Anfängen in den 1970er Jah-
ren und den bis heute bestehenden Schwierigkeiten und offenen Problemen der multi-
variaten Splinetheorie. Die guten strukturellen Eigenschaften allgemeiner polynomialer
Splineräume im Eindimensionalen lassen sich abgesehen von Rechteckgebieten nicht so
einfach auf allgemeine Gebiete ins Höherdimensionale übetragen, siehe z.B. [67; 82]. Für
viele Spline-Räume ist es bis heute z.B. noch nicht einmal gelungen die Dimension ge-
nau zu bestimmen. Einen guten Überblick über den Stand der Forschung bis 2007 fin-
det man zum Beispiel in der Monographie von Mai und Schumaker [76]. Ein Analogon
zu den Schoenbergschen Kardinal-B-Splines [74], vgl. 2.1 und eine schöne multivariate
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Theorie, welche verblüffende Querbeziehungen zur Kombinatorik und analytischen Zah-
lentheorie aufweisen, liefern die ähnlich wie Simplex -Splines [67] geometrisch definierten
Box-Splines [23; 37]. Im einfachsten Fall degenerieren Box-Splines zu den gewöhnlichen
und auch für numerische Fragestellungen interessanten Tensorproduktsplines, die wir in
2.2.1 durch Tensorproduktbildung der Räume Bn

h(I) auf Rechtecken im Rd gewinnen und
danach auf Gebiete geeignet einschränken.

2.2.1. Splines auf Rechteckgittern

Seien dazu im Folgenden Ii = [ai, bi] ⊂ R, ai 6= bi, hi ∈ R+, i = 1, ..., d und Bni
hi
(Ii) darauf

erzeugte uniforme Splineräume vom Grad ni mit relevanten Indizes {ki ∼ Ii} ⊂ Z, i =
1, ..., d sowie I :=×d

i=1 Ii ⊂ Rd das durch Ii, i = 1, ..., d induzierte d-dimensionale Intervall
und die dazugehörigen relevanten Indizes {(k1, ..., kd) ∼ I} = ×d

i=1{ki ∼ Ii} ⊂ Zd. Mit
Hilfe von einfachen Techniken aus der multilinearen Algebra zeigt man, siehe z.B. [75]
oder in der selben Notation wie hier [55]: Durch

Φ : Bn1
hi
(I1)× ...× Bnd

hi
(Id) −→ span

{
d∏

i=1

bni
ki,hi

(xi)

}
ki∼Ii

mit

Φ(u1(x1), ..., ud(xd)) −→
d∏

i=1

ui(xi), ui ∈ Bni
hi,ki

(Ii), i = 1, ..., d

wird eine bilineare Abbildung definiert und

Bn1
hi
(I1)× ...× Bnd

hi
(Id) ∼= span

{
d∏

i=1

bni
ki,hi

(xi)

}
ki∼Ii

.

Es ist dann dim
(
Bn1
h (I1)× ...× Bnd

h (Id)
)
=
∏d

i=1 card{ki ∼ Ii} und man nennt

Bn1,...,nd
h1,...,hi

(I) :=
d

×
i=1

Bni
hi
(Ii)

Tensorproduktsplineraum und die Basiselemente
∏d

i=1 b
ni
ki,hi

(xi), ki ∼ Ii, i = 1, ..., d Ten-
sorprodukt B-Splines (TPB-Splines). Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, lassen
wir die Zusätze TP/TPB auch weg. Ein Spline uh ∈ Bn1,...,nd

h1,...,hd
(I) besitzt demnach die

Darstellung

uh(x1, ..., xd) =
∑

(k1,...,kd)∼I

ck1,...,kd

d∏
i=1

bni
ki,hi

(xi)

mit Koeffizienten ck1,...,kd ∈ R, (k1, ..., kd) ∈ Zd. Wir wollen in jeder Koordinatenrichtung
den gleichen Grad n sowie die gleiche Gitterweite h > 0 voraussetzen, d.h. wir nehmen
im Folgenden n1, ..., nd = n und h1, ..., hd = h an. Damit schreiben wir vereinfacht k =
(k1, ..., kd) ∈ Zd, x = (x1, ..., xd) ∈ Rd und bnk,h(x) :=

∏d
i=1 b

ni
ki,h

(xi) für die B-Splines.
Indem man die relevanten Indizes {k ∼ I} in jeder Koordinatenrichtung durch d−1 dimen-
sionale Hyperebenen verbindet, wird ein Gitter erzeugt und Gitterzellen auf I induziert:
das sind d-dimensionalen Würfel mit Kantenlänge h :

Q` = `h+ [0, 1]dh, ` := (`1, ..., `d) ∈ {p ∈ Zd : ∃k ∈ Zd, Qp ⊂ suppbnk,h, k ∼ I} (2.7)
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Hierbei ist zu beachten, dass die relevanten Indizes für die Gitterzellen i.A. nicht mit den
relevanten Indizises der TPB-Splines übereinstimmen, sondern eine Obermenge bilden.
Die Indizierung mit ∼ ist also immer kontextbezogen zu interpretieren.
Aufgrund der multiplikativen Struktur übertragen sich viele Eigenschaften der univariaten
B-Splines mühelos auf die TPB-Splines, siehe [44; 75]. So besitzen diese beispielsweise
genauso wie im Eindimensionalen einen endlichen Träger

supp bnk,h = kh+ (0, n+ 1)dh, k ∼ I,

sind auf Rd nicht-negativ und haben eine stückweise polynomiale Struktur. Genauer
stimmt bnk,h auf Q` mit einem Polynom aus Pn(Q`), ` ∼ I überein. Für partielle Ab-

leitungen der B-Splines erhält man offenbar ∂αbnk,h = Πd
i=1∂

αi
xi
bnki,h(xi) und daraus nach

etwas Rechnung

∂αbnk,h = h−1(bn−α
k,h − bn−α

k,h ), ∀α ∈ Rd mit |α| ≤ 1. (2.8)

Durch Iteration dieser Formel lassen sich schnell partielle Ableitungen 1 < |α| ≤ n herlei-
ten. Die Marsden-Identität 2.5 lässt sich durch beidseitige Tensorproduktbildung verall-
gemeinern, es ist für x, t ∈ Rd, n ∈ N

d∏
ν=1

(xν − tν)
n =

∑
k∈Zd

(
d∏

ν=1

Ψn
kν ,h(tν)

)
bnk,h(x) (2.9)

mit

Ψn
k,h(t) = hn

n∏
j=1

(
k + j − t

h

)
.

Damit lässt sich jedes p ∈ Pn(Rd) in der Form p(x) =
∑

k∈Zd qnh(k)b
n
k,h(x),mit qnh ∈ Pn(Rd)

darstellen.

2.2.2. Splines auf Gebieten

Sei nun Ω ⊆ Rd ein Gebiet. Wir bezeichnen mit

{k ∼ Ω} := {k ∈ Zd : suppbnk,h ∩ Ω 6= ∅, k ∼ Zd)} (2.10)

die Menge aller für Ω relevanten Indizes. Aus der multivariaten Marsden Identität, vgl. 2.9,
folgt unmittelbar die lineare Unabhängigkeit der Menge {bnk,h : k ∼ Ω} [44]. Den daraus
resultierenden linearen Raum

Bn
h(Ω) := span{bnk,h : k ∼ Ω}

bezeichnen wir als TP-Splineraum über Ω. Für den Augenblick sei Ω = Q ein Quader aus
dem Rd und das Gitter Qh des Splineraums Bn

h(Q) sei so gewählt, dass der Abschluss von
Q aus ganzen Gitterzellen besteht. Dann existiert zu jedem bnk,h, k ∼ Q ein ` ∈ Zd, ` ∼
suppbnk,h mit `h+[0, 1]dh =: Q` ⊂ suppbnk,h∩Q. Es ist also mindestens eine Gitterzelle eines

jeden für Q relevanten Splineträgers komplett in Q enthalten. Dann ist ‖bnk,h‖L2(Q) � hm/2

und es existiert zu jedem Spline ein Funktional Ξj ∈ L2(Q)′, j ∈ {k ∼ Q} (folgt z.B.



2.3 Splines als Finite Elemente 25

aus Theorem 12.5 [75]) welches wir nach dem Riezschen Darstellungssatz 1.3.1 mit einer
Funktion λn

j,h ∈ L2(Q) identifizieren können. Diese sind gleichmäßig in h beschränkt, d.h.

‖λn
j,h‖L2(Q) � h−m/2 und supp

(
λn
j,h

)
⊂ supp

(
bnk,h
)
∩Q, (2.11)

siehe für Details [40; 44; 87]. Streng genommen existiert sogar zu jeder Gitterzelle eines
Splineträgers so eine duale Funktion. Ist z.B. bei einem allgemeineren Gebiet (oder das
Gitter wie bei unseren Betrachtungen nicht angepasst) keine Gitterzelle eines relevanten
B-Splines komplett im Gebiet enthalten, so kann man keine gleichmäßig beschränkten
duale Funktionen finden, deren Träger innerhalb des Gebiets liegt. Die gleichmäßige Be-
schränktheit 3.7 geht dadurch im Allgemeinen verloren und damit auch die Stabilität der
Basis [40; 87]. Für Ξk := (λn

k,h, ·)L2(Q), k ∼ Q gilt Ξib
n
j,h := Πd

µ=1δiµ,jµ . Der damit gebildete
Projektor

Pn
h · :=

∑
k∈Q

Ξk · bnk,h ∈ L(L2(Q),Bn
h(Q))

reproduziert Polynome aus Pn(Q), vgl. [40; 87]. Damit zeigt man die volle Approximati-
onskraft von Bn

h(Q) [40; 44; 87] oder Satz 6.23

‖u− Pn
h u‖Hm(Q) � hk−m‖u‖Hk(Q), 0 ≤ k ≤ min(n, p), u ∈ Hm(Q). (2.12)

Ist Ω lipschitz, so können wir nach 1.2.6 jedes u ∈ Hm(Ω) auf einen QuaderQmit Ω b Q zu
einem ũ ∈ Hm(Q) fortsetzen. Somit gilt 2.12 auch für allgemeine Gebiete Ω ∈ C0,1. Bildet
man das Tensorprodukt mit allgemeineren Splineräumen, d.h. mit nicht notwendigerwei-
se uniformen Knotenfolgen, unterschiedlicher Gitterweite h ∈ Qd und unterschiedlichem
Splinegrad n ∈ Nd in jeder Koordinatenrichtung, so bleiben zwar aufgrund der multiplika-
tiven Struktur die strukturellen Eigenschaften der univariaten B-Splines konserviert, die
Approximationskraft aber nur auf sehr speziellen Gebieten erhalten, siehe W. Dahmen
[20] und für schöne Beispiele und numerische Tests die Arbeit von N. Sissouno [82].

2.3. Splines als Finite Elemente

In 2.3.1 klären wir, warum sich der TP-Splineraum aus 2.2 trotz optimaler Approximati-
onskraft 2.12 sich für einen Ritz-Galerkin Ansatz selbst für glatte Probleme im Allgemeinen
nicht eignet. Wir skizzieren in 2.3.2 und 2.3.3 einen Gewichtungs- und Stabilisierungsvor-
gang, vgl. dazu die Originalarbeiten [39; 40; 41], die Monographie [44] oder die schöne
Zusammenfassung [45] und erhalten damit aufbauend auf den TPB-Splines einen stabilen
B-Spline-Typ, welcher sich bei vielen Problemen mit einer hinreichend glatten Lösung für
eine vernetzungsfreie Finite Elemente Approximation auf glatten Gebieten einsetzen lässt.

2.3.1. Numerische Instabilitäten durch TPB-Splines als Ansatzfunktionen

Möchte man Bn
h(Ω) als Ansatzraum einer Finiten Elemente Approximation in H1

0 (Ω) nut-
zen, so stößt man auf folgende Schwierigkeiten:

• Da die Nullrandbedingung von den B-Splines im Allgemeinen nicht eingehalten wird,
ist Bn

h(Ω) kein konformer Ansatzraum für H1
0 (Ω).
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• B-Splines mit
”
kleinem“ Trägeranteil (genauer meas(Ω ∩ supp bni,h) << hd) haben

zur Folge, dass die Konditionszahlen der Galerkin-Matrizen beliebig groß werden
können, siehe [39] und das nachfolgende Beispiel 2.3.1. Computerexperimente, die
diesen Sachverhalt am Poissonproblem illustrieren, findet man in [87; 65].

Beispiel 2.3.1 Die schwache Formulierung des Poissonproblems{
−∆u = f
u|∂Ω = 0

(2.13)

lautet: Finde u ∈ H1
0 (Ω), so dass

(∇u,∇v)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Setzen wir V h = Bn
h(Ω) = span{bnk,h : k ∼ Ω} und uh :=

∑
k∼Ω ukb

n
k,h mit U :=

(u1, ..., udh), dh := card{k ∼ Ω} so erhalten wir die symmetrische und positiv definite
Galerkin-Matrix Gh mit den Einträgen gi,j = (∇bnh,i,∇bnh,j)L2(Ω), i, j ∼ Ω. Ihre Kondition
lässt sich deshalb mit dem Rayleigh-Quotienten

R(U) :=
U>GhU

U>U
=
|uh|21,Ω
‖U‖2

(2.14)

durch

cond2(Gh) =
supU R(U)

infU R(U)
(2.15)

bestimmen. Die relevanten Indizes der TPB-Splines erzeugen ein Gitter Ωh ⊂ Zd über Ω,
welches wir in sämtliche Koordinatenrichtungen so verschieben können, dass zwar keine
zusätzlichen Splines mehr für das Gebiet relevant werden, aber der Trägeranteil
meas(supp bnk,h∩Ω) von Splines bnk,h in Randnähe, d.h. mit supp bnk,h∩Ωc 6= ∅ beliebig klein
gemacht werden kann. Es sei nun h so klein gewählt, dass der Träger von mindestens
einem TPB-Spline im Gebiet enthalten ist. Wir finden demnach Indizes i, j ∈ {k ∼ Zd},
so dass suppbnj,h ⊂ Ω, suppbni,h ∩ Ωc 6= ∅. Somit existiert ein von der Lage des Gitters
abhängiges ρΩh

∈ R mit

ρΩh
· |bni,h|2H1(Ω) = |b

n
j,h|2H1(Ω).

Für U = ei, ej folgt daraus

sup
U
R(U) ≥ |bhi,h|2H1(Ω) sowie inf

U
R(U) ≤ |bhj,h|2H1(Ω)

und aus 2.15

cond2(Gh) ≥
|bhi,h|2H1(Ω)

|bhj,h|2H1(Ω)

≥ ρΩh
.

Durch eine entsprechende Verschiebung des Gitters kann ρΩh
beliebig groß werden.

Auf den ersten Blick scheinen also TPB-Splines keine gute Wahl für eine Finite-Elemente
Approximation zu sein.
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2.3.2. Gewichtung

Multiplizieren wir die TP-Splines mit einer geeigneten Funktion w : Ω −→ R, w > 0 auf
Ω und w ≡ 0 auf ∂Ω, so erhalten wir den Raum der gewichteten TP-Splines

wBn
h(Ω) := {wu : u ∈ Bn

h(Ω)} (2.16)

Jeder Spline aus wBn
h(Ω) hält Nullrandbedingungen auf ∂Ω ein.

Definition 2.3.1 (Gewichtsfunktion)
Eine Funktion w : Ω −→ R heißt m-reguläre Gewichtsfunktion der Ordnung γ ∈ N0, falls

w(x) � dist(x, ∂Ω)γ (2.17)

und
|∂αw| ≤ Cwdist(·, ∂Ω)γ−|α|, |α| ≤ min(γ,m). (2.18)

Man nennt w eine Standardgewichtsfunktion für Bn
h(Ω), falls

w(x) � dist(x, ∂Ω) (2.19)

und w ∈ Cm(Ω), m ≥ n.

Diese Idee wurde bereits 1956 von Kantorowitsch und Krylow [53] für klassische Finite
Elemente vorgeschlagen. Die Definition lässt sich auch leicht auf den Fall übertragen, falls
nur auf einem Teil des Randes Γ ⊂ ∂Ω mit measd−1(Γ) 6= 0 Nullrandbedingungen gestellt
werden. Wählt man die Distanzfunktion

d(x, ∂Ω) := inf
y∈∂Ω

dist ‖x− y‖2 (2.20)

so erhält man offenbar eine Gewichtsfunktion der Ordnung γ = 1. Wie man jedoch schon
bei einfachen Beispielen sieht, z.B. für das Kreisgebiet Ω := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1},
ist d(·, ∂Ω) zwar auf Ω stetig, aber offenbar im Nullpunkt nicht differenzierbar. Die Di-
stanzfunktion alleine ist somit keine gute Wahl für w, da diese sonst die Approximations-
kraft von glatten Splines erheblich beeinträchtigen würde. Durch eine Glättung lässt sich
d(·, ∂Ω) jedoch bei Gebieten mit glatten Rändern dennoch als Standard-Gewichtsfunktion
einsetzen [39; 44]. Bei Rändern, die sich aus Schnitten und Vereinigungen von algebrai-
schen Kurven (Nullstellenmengen einfacher Graphen) zusammensetzen, lassen sich durch
das R-Funktionen Kalkül von Rvachev [72] sehr elegant Gewichtsfunktionen rein alge-
braisch konstruieren, siehe im Zusammenhang mit weB-Splines [40; 44]. M. Boßle hat in
[15] speziell Gewichtsfunktionen welche aus Schnitten und Vereinigungen von Quadriken
in 2d gewonnen werden können theoretisch untersucht und eine Software entwickelt, die
Gebiete und Gewichtsfunktionen für solche Ränder berechnen kann. Eine Verallgemeine-
rung der theoretischen Ergebnisse aus [15] wird im Rahmen der Arbeit von [4] angege-
ben. Sind die Ränder selbst durch glatte Kurven parametriesierbar (z.B. durch NURBS-
Kurven und Flächen in 2d und 3d, vgl. Def. 7.1), so ist eine analytische Bestimmung einer
Gewichtsfunktion kaum mehr möglich. Hier kann man mit Hilfe von lokalen Ansätzen
und nichtlinearen Gleichungslösern vom Newton-Typ Gewichtsfunktionen von beliebigem
Glattheitsgrad numerisch bestimmen [44].
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2.3.3. Stabilisierung durch Erweiterung

Wir kommen nun zur Behandlung der im letzten Abschnitt angesprochenen problemati-
schen B-Splines, bei denen keine Gitterzelle ihres Supports ganz im betrachteten Gebiet
enthalten sind. Bevor wir diese Konstruktion skizzieren, wollen wir noch eine nützliche
Zell- und Basisklassifikation vornehmen.

Definition 2.3.2 (Klassifikation der Zellen und B-Splines)
Es sei Ω ∈ Rd ein beschränktes Gebiet und Bn

h(Ω). Man bezeichnet Zellen Q`, ` ∼ Ω, für
die gilt:

• Q
◦
` ∩ ∂Ω 6= ∅ als Randzellen

• Q` ⊂ Ω als innere Zellen

• Q` ⊂ Ωc als äußer Zellen.

Ein B-Spline bnk,h(x) heißt innerer B-Spline, falls eine innere Zelle Q` existiert, s.d. Q` ⊂
suppbnk,h, andernfalls sprechen wir von einem äußeren B-Spline.

Durch diese Klassifikation können wir insbesondere die Indexmenge {k ∼ Ω} aufteilen:
Wir bezeichnen mit

•
IΩ := {k ∼ Ω : ∃` ∈ Zd mit Q` ⊂ Ω ∪ supp bnk,h} (2.21)

die Indexmenge der inneren relevanten B-Splines

• und mit
JΩ := {k ∼ Ω} \ IΩ (2.22)

die Indexmenge der äußeren B-Splines.

Um eine brauchbare Approximationsgüte zu gewährleisten, sollte Pn(Ω) in dem neuen
Raum enthalten sein. Ausgehend von dieser Forderung starten wir die Konstruktion. Jedes
p ∈ Pn(Ω) kann nach der Marsdenidentität 2.9 durch

p(x) =
∑
k∼Ω

qnh(k)b
n
k,h(x)

mit qnh ∈ Pn(Ω) dargestellt werden. Durch Aufsplitten der relevanten Indizes {k ∼ Ω}
erhalten wir

p(x) =
∑
i∈IΩ

qnh(i)b
n
i,h(x) +

∑
j∈JΩ

qnh(j)b
n
j,h(x). (2.23)

Unter der Annahme, dass h hinreichend fein gewählt ist, finden wir ein ` ∈ IΩ, so dass

I(j) := `+ {0, ..., n}d ⊂ IΩ.

I(j) kann als Rechteckgitter aufgefasst werden. Mit den Lagrange-Faktoren

Li(x) =

d∏
ν=1

n∏
µ=0,µ+`ν 6=iν

xν − `ν − µ

iν − `ν − µ
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erhalten wir die Darstellung des eindeutig bestimmten Polynoms p̃ ∈ Pn(Ω), welches die
Daten (i, qnh(i))i∈I(j) interpoliert,

p̃(x) =
∑

i∈I(j)

qnh(i)Li(x).

Da offensichtlich p̃ = qnh ist, erhalten wir mit

ei,j := Li(j) =
d∏

ν=1

n∏
µ=0,µ+`ν 6=iν

jν − `ν − µ

iν − `ν − µ
(2.24)

qnh(j) =
∑

i∈I(j)

ei,j · qnh(i). (2.25)

Setzen wir 2.25 in 2.23 ein und vertauschen die Summen, so führt dies mit der zu I(j)
dualen Indexmenge

J (i) := {j ∈ JΩ : i ∈ I(j)}

auf

p(x) =
∑
i∈IΩ

qnh(i)

bni,h(x) +
∑

j∈J (i)

ei,jb
n
j,h(x)

 .

In dieser Darstellung von p tauchen die äußeren B-Splines nicht mehr als Freiheitsgrade
auf.

2.3.4. Weighted Extended B-Splines (WEB-Splines)

Wir kombinieren die beiden Ansätze aus Gewichtung und Erweiterung und erhalten damit
einen Splineraum über Gebieten.

Definition 2.3.3 (Weighted Extended B-Splines)
Es sei Ω ⊂ R ein beschränktes Gebiet sowie die Indexmenge {k ∼ Ω} = IΩ ∪JΩ und eine
Gewichtsfunktion w : Ω −→ R gegeben. Des Weiteren sei h hinreichend klein gewählt, so
dass I(j) = `+ {0, ..., n}d ⊂ IΩ und J(i) existieren. Dann nennt man

Bn
k,h(x) :=

w(x)

w(xk)

bnk,h(x) +
∑

j∈J(i)

ei,jb
n
j,h(x)

 , k ∈ IΩ (2.26)

einen weighted extended B-Spline (weB-Spline) vom Grad n. Hierbei bezeichnet xk den
Mittelpunkt von Qk ⊂ Ω ∩ supp bnk,h.

Durch die Ankopplungsstrategie gelingt es also, dass die äußeren B-Splines nicht mehr
explizit als Freiheitsgrade, sondern nur noch implizit in der Basis des neuen Raums vor-
kommen. Da die Tensorproduktsplines über Ω linear unabhängig sind, folgt automatisch
die lineare Unabhängigkeit der Menge {Bn

k,h}k∼Ω. Die relevanten Indizes {k ∼ Ω} sind in
diesem Zusammenhang natürlich im Kontext der Definition der weB-Splines zu interpre-
tieren. Wir bezeichnen mit

weBn
h(Ω) := span{Bn

k,h}k∼Ω (2.27)
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den von den weB-Splines über Ω aufgespannten Raum als weB-Raum und die Splines

uh(x) =
∑
k∼Ω

ukB
n
k,h(x) (2.28)

mit uk ∈ R, k ∼ Ω nennen wir we-Splines. Als wichtiges Ergebnis halten wir an dieser
Stelle noch fest:

Satz 2.3.1 (Stabilität der weB-Basis [40])
Ist w eine `-reguläre Gewichtsfunktion der Ordnung γ, so gilt mit uh =

∑
k∼Ω ukB

n
h,k und

U = {uk}k∼Ω ∈ Rcard{k∼Ω}, dann ist

hν
∥∥∥uh∥∥∥

Hν(Ω)
�
∥∥∥uh∥∥∥

Hν(Ω)
� hd/2‖U‖, ν ≤ ` ≤ n (2.29)

und
‖Bn

k,h‖L2(Ω) � hd/2h−`. (2.30)

Die Normen der weB-Splines bleiben also gleichmäßig in h beschränkt. Für das Poisson-
Beispiel mit Dirichletrand 2.3.1 lässt sich so z.B. mit der weB-Spline Basis cond2(Gh) �
h−2 herleiten [40; 44; 87], die weB-Splines sind im Gegensatz zu den TPB-Splines nume-
risch stabil. Für die Galerkinmatrizen, welche bei Anwendungen aus der Kontinuumsme-
chanik auftauchen kann man cond2(Gh) � h−4 nachweisen, siehe [45; 84]. Diese haben also
auch die gewünschten asymptotischen Konditionszahlen, so dass die Galerkin-Systeme nu-
merisch lösbar bleiben. Auf glatten Gebieten und bei geeigneter Gewichtsfunktion besitzen
die weB-Splines die volle Approximationskraft, siehe Satz 6.1.6, [40; 44].

2.3.5. Anmerkungen zu nonuniformen weB-Splines und alternativen
Stabilisierungstechniken

WeB-Splines über nicht uniforme Knotenfolgen lassen sich mit etwas Mehraufwand analog
zu 2.3.3 einführen. Die Stabilität der Basis von nonuniformen weB-Splines wurde in [43]
gezeigt. Alternative Methoden zur Stabilisierung von B-Splines durch einfache Normierung
sowie deren Approximationseigenschaften wurden für den uniformen Fall in [65] diskutiert
und in [66] auf den nonuniformen Fall erweitert. Die Normierung führt in den meisten
Fällen auf eine stabile Basis, jedoch kann es bestimmte ungünstige Schnitt- und Kno-
tenkonstellationen von B-Spline Trägern mit dem zugrundeliegenden beschränkten Gebiet
geben, so dass die B-Splines nicht stabilisierbar sind, siehe für Beispiele [65]. In [82] wur-
de nun kürzlich (2011) eine neue Stabilisierungstechnik (lokales uniformes Kondensieren)
vorgeschlagen, mit der sich ein stabiler Spline-Raum über beschränkten Gebieten auf der
Basis von Tensorprodukträumen erzeugen lässt. Allerdings geht beim Kondensieren die
Tensorproduktstruktur des Raums verloren. Eine gemischte Methode aus Normieren und
Kondensieren (normierte lokal uniform kondensierte B-Splines) führte auf einen Raum,
bei dem zumindest eine lokale Tensorproduktstruktur erhalten bleibt und damit Stabi-
lität bewiesen werden konnte [82]. Diese Methode funktioniert prinzipiell in beliebiger
Dimension, jedoch kann man schon für d = 3 einfache Beispiele konstruieren, so dass die
Kondensierungsmethode nicht notwendigerweise zu einer stabilen Basis führt. Schöne Bei-
spiele und Computerexperimente, in denen die verschiedenen Stabilisierungsphilosophien
(Erweitern, Normieren, Kondensieren, Normieren und Kondensieren) in 2d numerisch un-
tersucht werden, findet man ebenfalls in [82].
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3. Elliptische Gleichungen mit unstetigen
Koeffizienten

Wir betrachten in 3.1 allgemeine elliptische Operatoren 2. Ordnung mit Dirichletrand, lei-
ten in 3.1.1 die Variationsformulierung des Randwertproblems her und geben in 3.1.2 an
unter welchen Voraussetzungen an die Daten die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
gesichert ist. Die Regularität der Lösung bei hinreichend glatten Daten ist unter dem
Namen Shift-Theorem oder Weyl’sches Lemma wohlbekannt, und kann mit einer Diffe-
renzenquotiententechnik [29; 27; 24] gezeigt werden. In [81] zeigen Roitberg und Sheftel
vereinfacht gesprochen, dass elliptische Operatoren 2. Ordnung bei entsprechenden Daten
die Räume Hµ+2 und Hµ, µ ∈ N homoeomorph aufeinander abbilden. Mit Hilfe der Ergeb-
nisse einer vorhergehenden Arbeit von Sheftel [78] erhält man damit ein zum glatten Fall
analoges Shift-Theorem für elliptische Gleichungen mit entlang einer d−1 codimensionalen
und in das betrachtete Gebiet eingeschlossenen glatten Untermannigfaltigkeit unstetigen
Koeffizienten. Wir bringen in 3.2 einen im Vergleich dazu elementaren Beweis mit Hilfe
der Differenzenquotiententechnik.

3.1. Gleichmäßig elliptische Operatoren 2.Ordnung

Im Folgenden sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet sowie durch

Lu := −∇·(α∇u) + β∇u+ γu (3.1)

ein formal definierter Differentialoperator gegeben. Wir betrachten ein Dirchletrandwert-
problem: 

Finde u : Ω −→ R, so dass
Lu = f
u|∂Ω = 0.

(3.2)

Dieses ist offenbar im klassischen Sinn nur für hinreichend glatte Koeffizienten α =
(αi,j)i,j=1,..,d, β = (βi)i,..,d αi,j , β, γ : Ω −→ R und rechter Seite f sinnvoll gestellt. Mit
den Daten

α ∈ [L∞(Ω)]d×d , β = (βi)i=1,..,d ∈ [L∞(Ω)]d , γ ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω)

können wir L aber noch im schwachen Sinn interpretieren und Dirichletrandbedingung
u|∂Ω = 0 wird dann als Spurbedingung aufgefasst. Wenn wir für die Leitkoeffizienten α f.ü
gleichmäßige Elliptizität voraussetzen, d.h. wenn eine Konstante ε > 0 existiert, so dass

d∑
i,j=1

αi,j(x)ξiξj ≥f.ü. ε|ξ|
2 ∀ξ ∈ Rd, (3.3)

so nennt man 3.2 gleichmäßig elliptisch. Ein Randwertproblem der Art 3.2 ist insbesondere
dann elliptisch, wenn die Koeffizienten des Hauptteils, d.h. α f.ü. positiv definit ist.
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3.1.1. Variationsformulierung

Multiplizieren wir beide Seiten von Lu = f mit v ∈ H1
0 (Ω) und integrieren anschließend

über Ω, so erhalten wir

(Lu, v)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω). (3.4)

Mit dem Greenschen Satz 1.23 und da die Spur von v auf dem Rand verschwindet, folgt
für die linke Seite

(Lu, v)L2(Ω) = (α∇u,∇v)L2(Ω) + (β∇u+ γu, v)L2(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Setzen wir

aα,β,γ(u, v) :=

∫
Ω
α∇u∇v + (β · ∇u)v + γuvdx (3.5)

`f (v) :=

∫
Ω
fvdx (3.6)

so ist offenbar aα,β,γ eine Bilinearform auf H1
0 (Ω), und wegen

|`f (v)| ≤ ‖f‖L2(Ω) · ‖v‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) · ‖v‖H1(Ω) (3.7)

ist `f ∈
(
H1

0 (Ω)
)′
.

Eine Variationsformulierung von 3.2 lautet dann{
Finde u ∈ H1

0 (Ω), so dass
aα,β,γ(u, v) = `f (v), ∀v ∈ H1

0 (Ω).
(3.8)

Das schwach gestellte Randwertproblem 3.2 und die Variationsformulierung sind äquivalent,
aufgrund der Herleitung des Variationsproblems ist jede Lösung von 3.2 auch eine Lösung
von 3.8. Die Umkehrung dieser Aussage findet man z.B. in [26], Proposition 3.3. Insbe-
sondere ist jede starke Lösung des Variationsproblems auch eine starke Lösung des Rand-
wertproblems.

Für später notieren wir uns noch, dass ein elliptischer Differentialoperator bei einer hin-
reichend glatten Koordinatentransformation elliptisch bleibt [27]:

Satz 3.1.1 (Elliptischer Operator unter glatter Transformation)
Es seien Ω, Ω̃ ⊂ Rd Gebiete und Φ : Ω −→ Ω̃ ein C2-Diffeomorphismus. Ist L ∈ L(H1(Ω), L2(Ω))

gleichmäßig elliptisch mit Leitkoeffizienten α ∈
[
C1(Ω)

]d×d
, so ist der durch L̃· := L(· ◦Φ)

definierte und auf H1(Ω̃) wirkende Differenzialoperator von zweiter Ordnung und ebenfalls
gleichmäßig elliptisch.

3.1.2. Existenz und Eindeutigkeit

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung von 3.8 folgt offenbar mit Lax-Milgram 1.3.2,
wenn man für die Bilinearform aα,β,γ noch die Elliptizität d.h. 1.31,1.32 nachweisen kann.
Dies wollen wir für einen gleichmäßig elliptischen Differentialoperator L mit β = γ = 0
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und der zugehörigen Bilinearform a = aα,0,0, skizzieren. Dass `f ein beschränktes Funk-
tional auf H1

0 (Ω) ist, haben wir bereits in 3.7 gesehen. Die Stetigkeit von a folgt aus der
wesentlichen Beschränktheit von α :

|a(u, v)| ≤
∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
d∑

i,j=1

αi,j∂ju∂iv

∣∣∣∣∣∣ dx
≤ d2max

i,j≤d

{
‖αi,j‖L∞(Ω)

}
‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)

� ‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).

Die Koerzivität folgt aus der gleichmäßigen Elliptizität 3.3 von L, wenn wir ξ = ∇u setzen:

ε|∇u|2 ≤
d∑

i,j=1

αi,j∂ju∂iu,

womit wir nach Integration über Ω

a(u, u) =

∫
Ω

d∑
i,j=1

αi,j∂ju∂iudx ≥ ε‖∇u‖2L2(Ω)

erhalten. Den allgemeinen Fall erhält man mit Hilfe von der Poincaré-Friedrichs Unglei-
chung 1.22 und weiteren Minimalitätsbedingungen an die Koeffizienten β, γ: Gilt

dCmax
i≤d

{
‖βi‖L∞(Ω)

}
+ C2‖γ‖L∞(Ω) < σ, (3.9)

so folgt die Koerzivität von aα,β,γ , siehe [24]. Dieses Ergebnis wollen wir im folgenden Satz
festhalten:

Satz 3.1.2 (Eindeutigkeit von Lösungen elliptischer Gleichungen)
Es sei L ein gleichmäßig elliptischer Differenzialoperator auf H1

0 (Ω) mit α ∈ [L∞(Ω)]d×d , β ∈
[L∞(Ω)]d , γ ∈ L∞(Ω) und f ∈ L2(Ω). Ist β = γ = 0 oder gilt andernfalls 3.9, so besitzt
das Variationsproblem 3.8 genau eine Lösung.

Wir bemerken außerdem, dass die Koeffizienten, insbesondere die Leitkoeffizienten α nicht
stetig zu sein brauchen um, die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung von 3.8 zu
gewährleisten.

3.2. Regularitätstheorie

Im Folgenden seien Ω±,Ω ⊂ Rd mit Ω− ⊂⊂ Ω und Ω+ = Ω \ Ω− beschränkte Gebiete.
Den inneren Rand Γ := ∂Ω− bezeichnen wir hierbei als Interface. Für die Leitkoeffizienten
von L setzen wir

αi,j(x) =


α−
i,j(x) für x ∈ Ω−

α+
i,j(x) für x ∈ Ω+

beliebig für x ∈ Γ

α±
i,j ∈ Cm+1(Ω±), m > −1 (3.10)
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d.h., die αi,j sind auf den Teilgebieten Ω± mindestens stetig differnzierbar. Wir setzen
ferner voraus, dass |α+

i,j(ξ)−α−(ξ)| 6= 0, ξ ∈ Γ. Entlang von Γ machen die Leitkoeffzienten
somit einen Sprung in Normalenrichtung. Für die Koeffizienten der Terme niederer Ord-
nung β, γ setzen wir 3.9 und für α die gleichmäßige Elliptizität voraus, was die Existenz
und Eindeutigkeit des Randwertproblems sichert. Dass eine Lösung bei unstetigen Leit-
koeffizienten im Allgemeinen nicht klassisch zu sein braucht, d.h. nicht in C2(Ω) ∩C0(Ω)
liegt, zeigt schon das folgende eindimensionale Beispiel.

Beispiel 3.2.1 Wir betrachten Ω := (−1, 1) mit Γ = {ξ}, ξ ∈ (−1, 1), f(x) = x und das
eindimensionale Interfaceproblem{

−(αu′)′ = x für x ∈ (−1, 1)
u(−1) = u(1) = 0

(3.11)

mit

α(x) =

{
1/2 für x ∈ (−1, ξ]
1 für x ∈ (ξ, 1)

(3.12)

Angenommen u wäre in C2(−1, 1)∩C0[−1, 1]. Dann ist −u′′(x) = 2x, x < ξ und −u′′(x) =
x, x ≥ ξ, woraus man limx→ξ− u′′(x) = −2ξ und limx→ξ+ u′′(x) = −ξ, folgert. Das ist ein
Widerspruch zur Stetigkeit von u′′ auf Ω. Zumindest ist u ∈ H1(−1, 1) aber nach dem
Sobolevschen Einbettungssatz 1.2.4 stetig, d.h. der Wert uξ := u(ξ) ∈ R ist wohldefiniert.
Wir splitten das Interfaceproblem in zwei Randwertprobleme A,B auf:

A :

{
−u′′ = x für x ∈ (−1, ξ)
u(−1) = 0, u(ξ) = uξ

B :

{
−2u′′ = x für x ∈ (ξ, 1)
u(ξ) = uξ, u(1) = 0.

Als Lösungen erhalten wir mit den Parametern a, b, c, d ∈ R für

A : u−(x) = −x3/6 + ax+ b, x ∈ (−1, ξ)

und für
B : u+(x) = −x3/3 + cx+ d, x ∈ (ξ, 1).

Interpretieren wir die rechte Seite als schwache Ableitung von αu′, so ist αu′ ∈ H1(−1, 1)
und muss daher insbesondere auf dem Interface x = ξ stetig sein, d.h. wir bekommen
eine weitere Forderung durch −3/12ξ2 + a/2 = −ξ2 + c. Das daraus resultierende lineare
Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b, c, d, uξ ist, wie man schnell sieht, eindeutig
lösbar. Die damit gewonnene abschnittsweise definierte Funktion ist aber auch Lösung der
schwachen Formulierung der Differentialgleichung 3.11, wie folgende Rechnung zeigt:∫ 1

−1
αu′v′dx =

1

2

∫ ξ

−1
u′v′dx+

∫ 1

ξ

1

2
u′v′dx

=
1

2

(
u′v |ξ−1 −

∫ ξ

−1
vu′′dx

)
+ u′v |1ξ −

∫ 1

ξ
vu′′dx

=

(
1

2
u′(ξ−)− u′(ξ+)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

v(ξ) +

∫ 1

−1
xvdx, ∀v ∈ H1

0 (−1, 1).
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Die Lösung ist somit auf (−1, 1) stetig und auf den Teilgebieten (−1, ξ), (ξ, 1) glatt, die
Ableitung besitzt aber eine Sprungsingularität auf dem Interface. Dass dieses Verhalten
der Lösung in einem verallgemeinerten Sinn bei entsprechenden Daten auch in höheren
Dimensionen charakteristisch ist, zeigen wir im nächsten Abschnitt.

3.2.1. Die Differenzenquotiententechnik

Wir wollen mit der Differenzenquotiententechnik in diesem Abschnitt ein Shift-Theorem
für die Lösung des 3.2 mit den entlang von Γ unstetigen Koeffizienten αi,j , i, j = 1, ..., d
3.10 beweisen. Diese Technik ist in der Regularitätstheorie partieller Differenzialgleichun-
gen mittlerweile Standard. Die folgenden Definitionen und Lemmata sind teilweise leichte
Verallgemeinerungen von klassischen Resultaten, wie sie z.B. in dem Klassiker von Gilbarg
& Trudinger [29] oder [24] zu finden sind.

Definition 3.2.1 (Schwacher Differenzenquotient)
Es sei Ω̃ b Ω und u ∈ L2(Ω). Dann bezeichnet man für 0 < h < dist(Ω̃,Ω), x ∈ Ω̃

D+h
k u(x) := h−1(u(x+ hek)− u(x)) (3.13)

als schwachen vorwärtsgenommenen und

D−h
k u(x) := h−1(u(x)− u(x− hek)) (3.14)

als schwachen rückwärtsgenommenen Differenzenquotienten in der Koordinatenrichtung
k = 1, ..., d. Hierbei bezeichnet ek den k-ten Standardbasisvektor des Rd. Für hinterein-
andergeschaltete Differenzenquotienten in den Richtungen k1, ...kn, n ∈ N schreiben wir
kurz

D±h
k1,...,kn

u := D±h
k1
· · ·D±h

kn
u. (3.15)

Wir zeigen zuerst zwei einfache Rechenregeln für die schwachen Differenzenquotienten.

Lemma 3.2.1 (Diskrete partielle Integration und eine Produktregel)
Sei u, v ∈ L2(Ω), supp(v) ⊂ Ω und 0 < h < dist(supp(v), ∂Ω). Dann gilt für k = 1, ..., d

(a) (Partielle Integration) (
u,D+h

k u
)
L2(Ω)

= −
(
D−h

k v, u
)
L2(Ω)

(3.16)

(b) (Produktregel)

D+h
k (uv)(x) = u(x+ hek)D

+h
k v(x) + v(x)D+h

k u(x) (3.17)

Beweis: Beide Behauptungen erhalten wir sofort durch direktes Nachrechnen:

(a) ∫
Ω
u(x)D+h

k v(x)dx = h−1

∫
Ω
u(x)(v(x+ hek)− v(x))dx

= h−1

(∫
Ω+hek

u(y − hek)v(y)dy −
∫
Ω
u(x)v(x)dx

)
= −

∫
Ω
D−h

k u(y)v(y)dx (3.18)

wobei Ω + hek := {x ∈ Rd : x = x′ + hek, x
′ ∈ Ω}.
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(b) Wir setzen hier zur besseren Übersicht xk := x+ hek.

D+h
k (u(x)v(x)) = h−1 (u(xk)v(xk)− u(x)v(x))

= h−1 (u(xk)v(xk)− u(xk)v(x) + u(xk)v(x) + u(x)v(x))

= u(xk)h
−1(v(xk)− v(x)) + v(x)h−1(u(xk)− u(x))

= u(x+ hek)D
+h
k v(x) + v(x)D+h

k u(x)

�

Einen Zusammenhang des schwachen Differenzenquotienten mit der schwachen Differen-
zierbarkeit liefert das nächste Resultat.

Lemma 3.2.2 (Differenzierbarkeit und schwacher Differenzenquotient)

(a) ‖D−h
k u‖L2(Ω̃) ≤ ‖∂ku‖Lp(Ω), ∀u ∈ H1(Ω) und k = 1, ..., d.

(b) Existiert für u ∈ L2(Ω) und ki ∈ {1, ..., d}, i = 1, ..., p ∈ N ein C ∈ N, so dass

‖D±h
k1,...,kp

u‖L2(Ω̃) ≤ C ∀0 < h ≤ dist(Ω̃,Ω) ∀Ω̃ b Ω,

dann ist

‖∂k1,...,kpu‖L2(Ω) ≤ C. (3.19)

Beweis: (a): Da C1(Ω) dicht in H1(Ω) liegt, genügt es die Behauptung für u ∈ C1(Ω) ∩
H1(Ω) zu zeigen. Für C1-Funktionen wird 3.13 zu dem gewöhnlichen Differenzenquotien-
ten und wir erhalten

D+h
k u(x) = h−1

∫ h

0
∂k(x+ ξek)dξ.

Wir setzen auf beiden Seiten der Gleichung Beträge, quadrieren und integrieren bezüglich
x über Ω̃ und erhalten

‖D+h
k u‖2

L2(Ω̃)
= h−2

∫
Ω̃

∣∣∣∣∫ h

0
∂ku(x+ ξek)dξ

∣∣∣∣2 dx
≤︸︷︷︸

Hölder 1.8

h−2

∫
Ω̃
h

∫ h

0
|∂ku(x+ ξek)|2dξdx

= h−1

∫ h

0

∫
Ω̃
|∂ku(x+ ξek)|2dxdξ

= h−1

∫ h

0

∫
Ω̃+ξek

|∂ku(x)|2dxdξ

≤ ‖∂ku‖2L2(Ω)

(b): An dieser Stelle benötigen wir Resultate über schwache und schwach∗ Konvergenz,
welche wir im Anhang in den Nummern A.5-B.2 zusammengestellt haben. L2(Ω̃) ist als
Hilbertraum zu sich selbst dual und mithin reflexiv, insbesondere stimmen die schwache
und die schwach∗ Topologie überein. Da nach Voraussetzung ‖D+h

k1,...,kp
u‖L2(Ω̃) beschränkt
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ist, gibt es eine Nullfolge (h`)`∈N, so dass D+h`
k1,...,kp

u im schwach∗ Sinn gegen ein uk1,...,kp in

L2(Ω̃) konvergiert. In L2(Ω̃) ist dies gleichbedeutend damit, dass

(∫
Ω̃
φD+h`

k1,...,kp
udx

)
`∈N

für alle φ ∈ C∞
0 (Ω̃) Cauchyfolgen mit Grenzwert

∫
Ω̃
uk1,...,kpφdx sind. Mit der Regel der

partiellen Summation 3.16 schließen wir hieraus:

lim
`→∞

(
D+h`

k1,...,kp
u, φ

)
L2(Ω̃)

= (−1)p lim
`→∞

(
u,D−h`

k1,...,kp
φ
)
L2(Ω̃)

= (−1)p
(
u, ∂k1,...,kpφ

)
L2(Ω̃)

=
(
uk1,...,kp , φ

)
L2(Ω̃)

,

d.h. auf Ω̃ ist uk1,...,kp = ∂k1,...,kpu und wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm
(vgl. B.1)

‖∂k1,...,kpu‖L2(Ω̃) ≤ lim inf
`→∞

‖D+h`
k1,...,kp

u‖L2(Ω̃) ≤ C.

Wenden wir dieses Ergebnis auf die Folgeglieder einer Ausschöpfung (Ων)ν∈N (vergl. De-
finition A.1) an, so folgt die Behauptung wegen ∂k1,...,kpu(Ωn) |Ωm= ∂k1,...,kpu(Ωm),m ≤ n
aus A.5: C ≥ limν→∞ ‖∂k1,...,kpu‖L2(Ων) = ‖∂k1,...,kpu‖L2(Ω). �

3.2.2. Shift-Theorem für elliptische Gleichungen mit stückweise glatten
Koeffizienten

Satz 3.2.1 (Shift-Theorem)
Es sei u ∈ H1

0 (Ω) die Lösung des schwachen Interfaceproblems 3.2 mit gleichmäßig ellip-
tischen Leitkoeffizienten

αi,j(x) =

{
α−
i,j(x) für x ∈ Ω−

α+
i,j(x) für x ∈ Ω+ , α±

i,j ∈ Cm+1(Ω±), βi, γ ∈ Cm+1(Ω).

Sind für m > −1 die Ränder ∂Ω,Γ ∈ Cm+2 und

f ∈ L2(Ω) ∩Hm(Ω+) ∩Hm(Ω−),

so ist

u ∈ H1
0 (Ω) ∩Hm+2(Ω−) ∩Hm+2(Ω+) (3.20)

Beweis: Aus [29; 24; 27] folgt bei hinreichend glatten Daten die innere Regularität

‖u‖Hm+2(Ω?) ≤ Cδ

(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω)

)
, ∀Ω? b Ω±, (3.21)

wobei die Konstante von δ = dist(Ω?, ∂Ω) abhängt, sowie die Regularität bis zum äußeren
Rand, d.h.

‖u‖Hm+2(U∩Ω) � ‖f‖Hm+2(Ω+) + ‖u‖H1(Ω) (3.22)

für alle hinreichend kleinen Umgebungen U von ∂Ω gezeigt. Es bleibt also noch das Ver-
halten von u in einer Umgebung des Interfaces zu untersuchen.
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(i) m = 0:

Wir setzen g := f − β · ∇u− γu ∈ L2(Ω), dann ist∫
Ω
α∇u∇vdx =

∫
Ω
gvdx, ∀v ∈ H1

0 (Ω) (3.23)

und g wird wegen ‖βi‖L∞(Ω) <∞, ‖γ‖L∞(Ω) <∞, apriori durch die Daten und die Lösung
beschränkt:

‖g‖L2(Ω) � ‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(Ω). (3.24)

Da das Interface mindestens aus der Klasse C2 ist, finden wir nach 1.2.1 eine endliche
Überdeckung von offenen Mengen Uν , ν = 1, ..., N ∈ N von Γ und C2-Diffeomorphismen
Φν , welche Uν auf B := B1(0) abbilden und das Interface lokal geradebiegen. Sei dazu U
eine solche Umgebung und Φ der dazugehörige Diffeomorphismus. Wir kennzeichnen im
Folgenden alle auf B transformierten Größen mit dem Tildesymbol .̃ Dann ist Φ(U∩Ω±) =
B± und Φ(U∩Γ) = Γ̃. Zu B existiert nach A.4 zu jedem η ∈ (0, 1) eine Abschneidefunktion
χ = χη ∈ C∞

0 (B) mit χ|Bη
≡ 1, χ |Rd\B≡ 0 und 0 ≤ χ ≤ 1. Außerdem existiert ein

µ ∈ (η, 1), so dass supp(χ) = Bµ(0) = Bµ. Der Differentialoperator L̃ = L ◦ Φ ist nach
3.1.1 gleichmäßig elliptisch auf B. Da ũ = Φ(u |U ) ∈ H1

0 (B) und χ außerhalb von Bµ

verschwindet, ist offenbar v = D−h
k (χ2D+h

k ũ) ∈ H1
0 (B). Wir setzen v in die rechte Seite

der transformierten Variationsgleichung ein und erhalten

d∑
i,j=1

(
α̃i,j∂j ũ∂iD

−h
k (χ2D+h

k ũ)
)
L2(Bµ)

= −
(
g̃, D−h

k (χ2D+h
k ũ)

)
L2(Bµ)

.

Da offenbar

∂p

(
D±h

q w
)
= D±h

q (∂pw) , 1 ≤ p, q ≤ d,w ∈ H1(Gh) (3.25)

für Gebiete Gh ⊂ G mit dist(∂G, ∂Gh) > 0 gilt, folgt mit der Rechenregel 3.16

∫
Bµ

d∑
i,j=1

D+h
k (α̃i,j∂j ũ) ∂i

(
χ2D+h

k ũ)
)
= −

(
g̃, D−h

k (χ2D+h
k ũ)

)
L2(Bµ)

und durch Anwendung der Produktregel 3.17 auf der linken Seite nach Ausmultiplikation∫
Bµ

d∑
i,j=1

α̃i,j(x+ hek)D
+h
k ∂j ũ · ∂i

(
χ2D+h

k ũ)
)
dx̃

= −
(
g̃, D+h

k (χ2D+h
k ũ)

)
L2(Bµ)

−
d∑

i,j=1

(
D+h

k α̃i,j∂j ũ, ∂iũ
(
χ2D+h

k ũ
))

L2(Bµ)
.

Aus

∂i(χ
2D+h

k u) = 2χ∂iχD
+h
k ũ+ χ2∂iD

+h
k ũ, i = 1, ..., d (3.26)
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erhalten wir weiter∫
Bµ

d∑
i,j=1

α̃i,j(x+ hek)D
+h
k ∂ju · χ2D+h

k ∂judx̃

= −
(
g̃, D−h

k (χ2D+h
k ũ)

)
L2(Bµ)

−
d∑

i,j=1

(
D+h

k α̃i,j∂j ũ, ∂iũ
(
χ2D+h

k ũ
))

L2(Bµ)︸ ︷︷ ︸
=:A

−2
d∑

i,j=1

(
χα̃i,j(·+ hek)D

+h
k ∂j ũ, ∂iχD

+h
k ũ

)
L2(Bµ)

=: R (3.27)

Aufgrund der Lokalisierung durch χ verschwinden alle Integrale außerhalb von supp(χ) =
Bµ, in denen χ als zu integrierender Faktor vorkommt und wegen measd(Γ̃) = 0 ist es un-
erheblich welche Werte α̃i,j auf dem transformierten Interfacestück (=Äquator) annimmt
und wir sie deshalb undefiniert lassen [25]. Da außerdem α̃±

i,j ∈ C1(B±) ist, gelingt die
Abschätzung von A der rechten Seite von 3.27 für hinreichend kleines h und k = 1, ..., d−1:

A ≤
d∑

i,j=1

(
D+h

k α̃i,j∂j ũ, ∂iu
(
χ2D+h

k ũ
))

L2(Bµ)

=

d∑
i,j=1

(∫
B−

µ

D+h
k α̃i,j∂j ũ∂iũχ

2D+h
k udx̃+

∫
B+

µ

D+h
k α̃i,j∂ju∂iuχ

2D+h
k udx̃

)

=

d∑
i,j=1

(
‖D−h

k α̃i,j‖L2(B−
µ ) + ‖D

−h
k α̃i,j‖L2(B+

µ )

)∫
Bµ

∂j ũ∂iũχ
2D+h

k ũ dx̃

≤ 2 max
i,j=1...d

{
max{‖∂kα̃i,j‖L2(B±)}

} d∑
i,j=1

(
∂j ũ∂iũ, χ

2D+h
k ũ

)
L2(Bµ)

≤ 2 max
i,j=1...d

{
max{‖α̃±

i,j‖C1(B±)}
} d∑

i,j=1

(
∂j ũ∂iũ, χ

2D+h
k ũ

)
L2(Bµ)

. (3.28)

Wegen |∂kχ(x)| � dist(Bµ, ∂B)−1 ∀x ∈ Bη, k ∈ N (siehe A.4) hängen die Beträge der
Ableitungen der Abschneidefunktion zwar vom Rand der Kugel B, nicht jedoch vom
Interface ab, so dass wir in den folgenden Abschätzungen generische Konstanten nur
implizit beachten. Erinnern wir uns noch an die Norm für vektorwertige Funktionen:
‖w‖L2(G) =

∑d
i=1 ‖wi‖2L2(G), w ∈ [L2(G)]d, so ist

‖∂kw‖L2(G) ≤ ‖∇w‖L2(G), k = 1, ..., d, w ∈ H1(G). (3.29)

Wir wenden nun die Abschätzung für A aus 3.28 und Cauchy-Schwarz auf die rechte
Seite von 3.27 an und schätzen danach die auftretenden Normen mit den oben gemachten
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Überlegungen für k = 1, ..., d− 1 ab:

R � ‖g̃‖L2(B)‖D−h
k

(
χ2D+h

k ũ
)
‖L2(Bµ) + ‖∂kũ‖L2(B)‖∂k(χ2D+h

k ũ)‖L2(Bµ)

+‖χ∂kD+h
k ũ‖L2(Bµ)‖∇χD

+h
k ũ‖L2(Bµ)

≤
3.25,3.26,3.29

‖g̃‖L2(B)‖D−h
k

(
χ2D+h

k ũ
)
‖L2(Bµ) + ‖χD

+h
k ∇u‖L2(Bµ)‖∇χD

+h
k ũ‖L2(Bµ)

+‖∇ũ‖L2(B)

{
‖2∇χχD+h

k ũ‖L2(Bµ) + ‖χ
2∇D+h

k ũ‖L2(Bµ)

}
� ‖g̃‖L2(B)‖D−h

k

(
χ2D+h

k ũ
)
‖L2(Bµ) + ‖χ∇(D

+h
k ũ)‖L2(Bµ)‖D

+h
k ũ‖L2(Bµ)

+‖∇ũ‖L2(B)

{
‖D+h

k ũ)‖L2(Bµ) + ‖χ∇(D
+h
k ũ)‖L2(Bµ)

}
≤

3.2.2
‖g̃‖L2(Bµ)‖∂k

(
χ2D+h

k ũ
)
‖L2(Bµ) + ‖χ∇(D

+h
k u)‖L2(Bµ)‖∂kũ‖L2(Bµ)

+‖∇ũ‖L2(B)

{
‖∂kũ‖L2(Bµ) + ‖χ∇(D

+h
k ũ)‖L2(Bµ)

}
�
3.29

‖g̃‖L2(Bµ)‖∇
(
χ2D+h

k ũ
)
‖L2(Bµ) + ‖χ∇(D

+h
k u)‖L2(Bµ)‖∇ũ‖L2(Bµ)

+‖∇ũ‖L2(B)

{
‖∂kũ‖L2(Bµ) + ‖χ∇(D

+h
k ũ)‖L2(Bµ)

}
Wir benutzen Young A.1 mit der Elliptizitätskonstanten ε, und mit der a priori Abschätzung
für g̃ (3.24) schließen wir nach kurzer Rechnung aus der letzten Zeile der obigen Abschätzung

d∑
i,j=1

(
α̃i,j(·+ hek)D

+h
k ∂j ũ, χ

2D+h
k ∂iũ

)
L2(Bµ)

�
(
‖f̃‖2L2(B) + ‖u‖

2
H1(B)

)
+

ε

2
‖χ∇D+h

k ũ‖2L2(Bµ)
.

Aus der gleichmäßigen Elliptizität der α̃i,j auf B folgt damit∫
Bµ

|D+h
k ∇ũ|

2dx̃ �
(
‖f̃‖2L2(B) + ‖ũ‖

2
H1(B)

)
. (3.30)

Mit 3.19 ist also
∂k∇ũ ∈

[
L2(B)

]d
, k = 1, ..., d− 1.

Den Operator L̃ können wir wegen dem Sprung der Leitkoeffizienten in d-Richtung auf
B nicht divergenzfrei darstellen. Wir betrachten deswegen die Operatorgleichung L̃ũ = f̃
jeweils eingeschränkt auf B±. Setzen wir σ±

i = β̃±
i −

∑d
j=1 ∂jα̃

±
i,j , i = 1, ...d, so können wir

L̃ auf B± in nichtdivergenter Form schreiben:

−
d∑

i,j=1

α̃±
d,d∂

2
i,j ũ

± +

d∑
i=1

σ±
i ∂iũ

± + γ̃ũ± = f̃±.



3.2 Regularitätstheorie 43

Setzen wir ξi = ed, so ist wegen der gleichmäßigen Elliptizität der transformierten Leitko-
effizienten α̃±

d,d(x̃) >f.ü. 0, x̃ ∈ B±, und deswegen

∂2
d,dũ

± = − 1

α̃±
d,d

 d∑
i,j=1

α̃i,j∂
2
i,j ũ

± +
d∑

i=1

σ±
i ∂iũ

± + γ̃± − f̃±

 . (3.31)

In Verbindung mit 3.30 und den Voraussetzungen an den Koeffizienten bedeutet das

‖∂2
d,dũ

±‖L2(B±) �
(
‖f̃‖L2(B) + ‖ũ‖H1(B)

)
.

Damit ist ∂2
d,dũ

± ∈ L2(B±), wegen 3.30 ũ± ∈ H2(B±) und somit

u |U∈ H1(U) ∩H2(U ∩ Ω+) ∩H2(U ∩ Ω−).

Da wir dies für jede Menge U aus der Überdeckung von Γ machen können, folgt mit den
Resultaten über die innere Regularität 3.21 und der Regularität bis zum äußeren Rand
∂Ω 3.22 die Behauptung für m = 0.

(ii) m > −1

Den Fall für beliebiges m > −1 erhalten wir durch Induktion und durch geeignet hinter-
einander geschachtelte Differenzenquotienten analog zu m = 0. Um noch mehr langwierige
und technische Rechnungen zu vermeiden, beweisen wir nur den Schritt von m = 0→ m =
1 der alle wesentlichen Tricks enthält. Der allgemeine Induktionsschritt wird daraus sofort
ersichtlich. Wir setzen dazu die folgenden Daten voraus:

αij ∈ C2(Ω±), βi, γ ∈ C2(Ω), f ∈ L2(Ω) ∩H1(Ω+) ∩H1(Ω−), ∂Ω,Γ ∈ C2

sowie u ∈ H1(Ω) ∩ H2(Ω+) ∩ H2(Ω−). Nach einer Lokalisierung (die transformierten
Größen kennzeichnen wir wieder mit dem Tildesymbol˜) erhalten wir die schwache For-
mulierung auf der Kugel B := B1(0): ão(ũ, v) = (g̃, v)0,B,∀v ∈ H1

0 (B), wobei wir g̃ :=

f̃ −
d∑

i=1

β̃i∂iũ − γ̃ũ und ã0(ũ, v) :=

∫
B

d∑
i,j=1

α̃ij∂j ũ∂iv dx̃ gesetzt haben. Wir wählen wie-

der eine Abschneidefunktion χ := χη ∈ C∞
0 (B) bezüglich (Bη, B1), 0 < η < 1 mit

suppχ = Bµ(0) =: Bµ, 0 < η < µ < 1 und setzen einen Differenzenquotienten der Form

v = D−h
k D−h

` (χ2D+h
k D+h

` ũ) ∈ H1
0 (B), k, ` = 1, ..., d− 1 (3.32)

in die schwache Formulierung ein [25]. Mit partieller Summation 3.16 folgt sogleich∫
Bµ

d∑
i,j=1

D+h
` D+h

k (ãij∂j ũ)∂i(χ
2D+h

k D+h
` ũ) dx̃ = (g̃, D−h

k D−h
` (χ2D+h

k D+h
` ũ))L2(Bµ).

Wir nutzen zweimal die diskrete Produktregel 3.17:∫
Bµ

d∑
i,j=1

D+h
`

{
ãij(x+ hek)D

+h
k Dj ũ+D+h

k ãij∂j ũ
}
∂i(χ

2D+h
k D+h

` ũ) dx̃
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= (g̃, D−h
k D−h

` (χ2D+h
k D+h

` ũ))L2(Bµ).
Für die linke Seite erhalten wir daraus∫

Bµ

d∑
i,j

{
ãij(x+ h(ek + e`))D

+h
` D+h

k ∂j ũ+D+h
` ãi,j(·+ hek)D

+h
k ∂j ũ+

(D+h
k ãij)(x+ he`)D

+h
` ∂j ũ+D+h

` (D+h
k aij)Dj ũ

}
Di(χ

2D+h
k D+h

` ũ) dx̃

und wegen D+h
` D+h

k ũ = D+h
k D+h

` ũ, ∂iD
±h
k ũ = D±h

k ∂iũ sowie ∂iχ
2 = 2χ∂iχ folgt weiter:∫

Bµ

d∑
i,j=1

ãij(x+ h(ek + e`))D
+h
`

(
D+h

k ∂j ũ
)
χ2D+h

` D+h
k ∂iũ dx̃ (3.33)

= (g̃, D−h
k D−h

` (χ2D+h
k D+h

` ũ))L2(Bµ)

− 2
d∑

i,j=1

(
ãij(x+ h(ek + e`))D

+h
` D+h

k ∂j ũχ, ∂iτD
+h
` D+h

k ũ
)
L2(Bµ)

−
d∑

i,j=1

(
(D+h

k ãij)(·+ he`)D
+h
` ∂j ũ, ∂i

(
χ2D+h

` D+h
k ũ

))
L2(Bµ)

−
d∑

i,j=1

(
D+h

` ãij(·+ hek)D
+h
k ∂j ũ, ∂i

(
χ2D+h

` D+h
k ũ

))
L2(Bµ)

−
d∑

i,j=1

(
D+h

` D+h
k ãij∂j ũ, ∂i(χ

2D+h
` D+h

k ũ)
)
L2(Bµ)

:= R

Wir schätzen mit Cauchy-Schwarz den ersten Term von R ab. Da für ũ ∈ H1(B) ∩
H2(B+) ∩ H2(B−) offenbar ∂kg|B± ∈ L2(B±), k 6= d ([25]) bekommen wir wegen 3.16
und 3.2.2

(g̃, D−h
k D−h

` (χ2D+h
k D+h

` ũ))L2(Bµ)

= −(D+h
k g,D−h

` (χ2D+h
k D+h

` ũ)L2(Bµ)

≤ ‖D+h
k g‖L2(Bµ)‖∂`(χ

2D+h
k D+h

` ũ)‖L2(Bµ)

≤
(
‖∂kg‖L2(B+) + ‖∂kg‖L2(B−)

) (
‖∇χ2D+h

k D+h
` ũ‖L2(Bµ) + ‖χ

2D+h
` D+h

k ∇ũ‖L2(Bµ)

)
.

Da der Äquator Φ(ΓU ) = B ∩ {x̃d = 0} eine Nullmenge ist, ã±i,j ∈ C2(B±), ũ± ∈ H2(B±)

und der Differenzenquotient nur auf B± wirkt, können wir auf B± durch die zweiten
partiellen Ableitungen abschätzen. Wir beachten wieder ‖∇χ‖L2(B) � 1, ‖χ‖L2(B) � 1
und erhalten:

R �
(
‖∂kg‖L2(B+) + ‖∂kg‖L2(B−)

) (
‖D+h

k D+h
` ũ‖L2(Bµ) + ‖χ

2D+h
` D+h

k ∇ũ‖L2(Bµ)

)
+‖D+h

k D+h
` ∇ũχ‖L2(Bµ)‖D

+h
k D+h

` ũ)‖L2(Bµ)

+
(
‖∇ũ‖L2(B) + ‖D+h

k ∇ũ‖L2(Bµ) + ‖D
+h
` ∇ũ‖L2(Bµ)

)
‖∇(χ2D+h

k D+h
` ũ)‖L2(Bµ)
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Da β̃i und γ̃ wesentlich beschränkt sind, erhalten wir für k 6= d außerdem(
‖∂kg‖L2(B+) + ‖∂kg‖L2(B−)

)
� ‖f̃‖H1(B+) + ‖f̃‖H1(B)− + ‖ũ+‖H2(B+) + ‖ũ−‖H2(B−).

Den Rest schätzen wir analog wie im ersten Beweisteil mit der Youngschen Ungleichung
mit einem geeignet gewählten ε > 0 ab:

R ≤ Cε

{
‖f̃‖2H1(B+) + ‖f̃‖

2
H1(B−) + ‖ũ

+‖2H2(B+) + ‖ũ
−‖2H2(B−)

}
+

ε

2
‖χD+h

k D+h
` ∇ũ‖

2
L2(Bµ)

Setzt man ξi = D+h
k D+h

` ∂iũ in die linke Seite von 3.33 ein und nutzt die gleichmäßige
Elliptizität aus, so folgt∫

Bµ

χ2|D+h
k D+h

` ∇ũ|
2 dx̃ ≤ Cε

(
‖f̃‖2H1(B+) + ‖f̃‖

2
H1(B−) + ‖ũ

+‖2H2(B+) + ‖ũ
−‖2H2(B−)

)
und damit aus 3.19 ∂k∂`∇ũ ∈

[
L2(B)

]d
, k, l 6= d. Wir schränken den transformierten

Differentialoperator wieder auf B± ein und lösen nach ∂2
d,dũ

± auf:

−∂2
d,dũ

± =
1

α̃±
d,d

{ ∑
(i,j) 6=(d,d)

∂i(α
±
i,j∂j ũ

±) +
d∑

i=1

β̃i
±
∂iũ

± + γ̃±ũ± + f̃±
}

(3.34)

Die rechte Seite kann wegen f̃ ∈ H1(B±), ũ± ∈ H2(B±) und den auf B± hinreichend
glatten Koeffizienten noch einmal nach x̃d differenziert werden, damit ist ∂3

d,d,dũ ∈ L2(B±)

und ũ ∈ H1(B) ∩ H3(B+) ∩ H3(B−). Durch Rücktransformation erhalten wir also die
Behauptung für den Fall m = 1. Setzen wir für ein m > −1 die Daten

αij ∈ Cm+1(Ω±), βi, γ ∈ Cm+1(Ω), f ∈ L2(Ω) ∩Hm(Ω+) ∩Hm(Ω−), ∂Ω,Γ ∈ Cm

voraus, so erhalten wir den allgemeinen Induktionsschritt m −→ m+1, indem wir analog
zu 3.32 einen Differenzenqoutienten der Form

v = D+h
k1,...,km

(
χ2D−h

k1,...,km
ũ
)
, k1, ..., km 6= d

in die entsprechende schwache Formulierung einsetzen und analoge Rechnungen ausführen.�





4. Elliptische Interfaceprobleme

Wir formulieren in 4.1 ein einfaches Modellproblem, welches noch die wesentlichen Schwie-
rigkeiten, die bei der Approximation elliptischer Randwertprobleme mit unstetigen Ko-
effizienten auftauchen, beinhaltet und zeigen in 4.2 charakteristische Eigenschaften der
Lösung. In 4.3 illustrieren wir warum man mit Standard Finite Elemente Verfahren keine
bessere Approximationsordnung als O(h1/2) in der H1-Norm erwarten kann und geben in
4.3.2 einen kleinen Überlick über den Forschungsstand numerischer Approximationsver-
fahren für elliptische Interfaceprobleme an.

4.1. Modellproblem

Wir betrachten beschränkte Gebiete Ω,Ω− ⊂ Rd mit Ω− b Ωmit glatten Rändern ∂Ω,Γ :=
∂Ω− wobei wir Ω+ = Ω \ (Ω− ∪ Γ) setzen. Den inneren Rand Γ bezeichnen wir als das
Interface. Für d = 2 könnte das z.B. mit dem der von Γ nach außen gerichteten Normalen
ν so aussehen:

Ω
−

Ω
+

ν

Abbildung 4.1.: Gebiete Ω± und das Interface Γ für d = 2

Die schwache Interpretation der Aufgabe: Finde u ∈ H1
0 (Ω), so dass{

−∇·(α∇u) = f
u|∂Ω = 0

(4.1)

bezeichnen wir im Folgenden als Interfaceproblem. Hierbei sind

α(x) =

{
α+ für x ∈ Ω− ∪ Γ
α− für x ∈ Ω+,

α± ∈ R+, α+ 6= α− (4.2)

stückweise konstante Koeffizienten.

47



48 4 Elliptische Interfaceprobleme

Für f ∈ L2(Ω) erhalten wir nach 3.1.1 die Variationsformulierung für das Interfaceproblem:
Finde u ∈ H1

0 (Ω), so dass∫
Ω
α∇u∇v dx =

∫
Ω
fv dx, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (4.3)

Diese Aufgabe ist nach 3.1.2 eindeutig lösbar und die Lösung liegt bei hinreichend glatten
Rändern ∂Ω,Γ und f ∈ Hm+2(Ω) nach dem Shift-Theorem 3.2.1 auf den Teilgebieten Ω±

in Hm+2(Ω±).

Elliptische Gleichungen diesen Typs tauchen in den Anwendungen typischerweise bei der
mathematischen Modellierung von Vorgängen in Natur und Technik auf, bei denen zwei
verschiedene Materialien (z.B. Metall, Gummi) oder Stoffe in verschiedenen Zuständen
(z.B. Wasser, Eis) durch ein Interface voneinander getrennt sind. Bei parabolischen Inter-
faceproblemen der Form

∂tu(x, t)−∇ · (α(x)∇u(x, t)) = f(x, t)

auf dem Raum-Zeit Zylinder Ω× (0, T ), T ∈ R, T > 0 mit Anfangsrandwertbedingungen

u(x, 0) = u0(x) auf Ω, u = 0 auf ∂Ω× (0, T )

und Sprungbedingungen (vgl. 4.2)

JuK = 0, Jα∇uK = g(x, t) auf Γ× (0, T )

lassen sich auch (zeitabhängige) instationäre Vorgänge modellieren, bei denen in jedem
Zeitschritt ein elliptisches Interfaceproblem als Zwischenaufgabe zu lösen ist, siehe z.B.
[18] für eine Finite Elemente Lösung und Referenzen für Anwendungen. Exemplarisch sei-
en hier der stationäre und instationäre Wärmetransport zwischen inhomogenen Materia-
lien mit unterschiedlichen Wärmeleitkoeffizienten α± genannt, siehe z.B. [61] für einfache
Testbeispiele, die mit einer Finiten Differenzentechnik (Immersed Interface Methode, vgl.
4.3.2) implementiert wurden. Bei der Diskretisierung von Navier-Stokes Gleichungen mit
der Projektionsmethode treten elliptische Interfaceprobleme ebenfalls auf, wenn z.B. zwei
Flüssigkeiten mit verschiedener Viskosität (z.B. Ölblase in Wasser) in Wechselwirkung
stehen, siehe [66,67].

4.2. Sprungbedingungen und globale Regularität

In Abhängigkeit von den Daten gelten für die Lösung Übergangsbedingungen (Sprünge)
auf dem Interface, welche wir durch geeigneten Spuroperatoren ausdrücken können. Wir
betrachten zunächst die klassische Sprungdefinition. Zu ξ ∈ Γ und u|Ω± =: u± ∈ C∞(Ω±)
definieren wir den Sprung entlang von Γ durch

JuKΓ(ξ) := lim
x→ξ,x∈Ω+

u+(x)− lim
x→ξ,x∈Ω−

u−(x). (4.4)

Ist Γ z.B. für d = 2 nach der Bogenlänge t parametrisiert, so ist JuKΓ = JuKΓ(t) eine
univariate Funktion in t. Im schwachen Sinn wird der Sprung mit Hilfe von Spuroperatoren
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modelliert. Zum Beispiel existieren für u ∈ H1(Ω) und Γ ∈ C1 nach 1.2.7 Spuroperatoren
γ± ∈ L(H1(Ω±),H1/2(Γ)). Mit diesen definieren wir den Sprung von u entlang von Γ
durch JuKΓ := γ+(u+)− γ−(u−) ∈ H1/2(Γ), (4.5)

welcher für u± ∈ C∞(Ω±) einfach die Einschränkung von u± auf Γ bedeutet, d.h. JuKΓ =
u+|Γ(x)−u

−
|Γ(x). Für beschränkte Gebiete stimmt dann wegen der Eindeutigkeit der stetigen

Fortsetzung von C∞-Funktionen auf den Rand die klassische Grenzwertdefinition 4.4 mit
der Spurversion überein. Eine Interpretation der Spuren von∇νu

+,∇νu
− imH1/2(Γ)-Sinn

erfordert mindestens H2-Regularität der Lösung auf den Teilgebieten Ω±. Dies ist nach
Satz 3.2.1 für f ∈ L2(Ω) und einem C2-Interface gewährleistet. Im nächsten Satz zeigen
wir eine leicht allgemeinere Fassung von Theorem 6.4.1 aus [8].

Satz 4.2.1 (Natürliche Sprungbedingungen)
Es sei ∂Ω,Γ ∈ C2, f ∈ L2(Ω). Dann erfüllt die Lösung des Interfacproblems u die
natürlichen Sprungbedingungen

JuKΓ = 0 und Jα∇νuKΓ = 0 in H1/2(Γ). (4.6)

Beweis: Wir zeigen zuerst JuKΓ = 0. Da u ∈ H1
0 (Ω), existiert eine Folge uk := (uk)k∈N ⊂

C∞
0 (Ω), so dass limk→∞ ‖uk − u‖H1(Ω) = 0. Offenbar ist u±k := (uk)|Ω± ∈ C∞(Ω±) und

limk→∞ ‖u±k − u±‖H1(Ω±) = 0. Da Γ hinreichend glatt ist, existieren nach 1.2.7 stetige

Spuroperatoren γ± ∈ L(H1(Ω)±,H1/2(Γ)), woraus wir γ±(uk) → γ±(u±), k → ∞ in
H1/2(Γ) erhalten, was JuKΓ = 0 ∈ H1/2(Γ) zeigt.
Es bleibt noch die zweite Sprungbedingung zu zeigen. Aus der Variationsformulierung 4.3
folgt

α+

∫
Ω+

∇u+∇v dx+ α−
∫
Ω−
∇u−∇v dx−

∫
Ω
fv dx = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω) (4.7)

und da u± auf Ω± zweimal schwach differenzierbar ist, folgt mit Gauß 1.23 für die Integrale
auf der linken Seite von 4.7:

α±
∫
Ω±
∇u±∇vdx = −

∫
Ω±

(
α±∆u±

)
v dx± α±

∫
Γ
γ±(v)γ±

(
∇νu

±) dσ, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

(4.8)
Setzen wir 4.8 in 4.7 ein und formen geschickt um, so erhalten wir

−
∫
Ω+

(
α+∆u+ + f|Ω+

)
v dx−

∫
Ω−

(
α−∆u− + f|Ω−

)
v dx (4.9)

+

∫
Γ

{
γ+
(
α+∇νu

+
)
− γ−

(
α−∇νu−

)}
γ±v dσ = 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Da aus −∇ (α∇u) = f f.ü. auf Ω offenbar −α±∆u± = f|Ω± f.ü. auf Ω± folgt, verschwinden
die ersten beiden Integrale aus 4.9 und da v beliebig gewählt werden kann folgt mit dem
Variationslemma 1.10 aus dem dritten Integral die zweite Sprungbedingung auf H1/2(Γ).
�

Satz 4.2.2 (Globale Regularität)
Die eindeutige Lösung u von 4.3 liegt für ∂Ω,Γ ∈ Cm+1 und f ∈ Hm(Ω),m > −1, in

H
3/2−ε
0 (Ω) ∩Hm+2(Ω−) ∩Hm+2(Ω+), ε ∈ (0, 1/2] (4.10)
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Beweis: Nach dem Shift-Theorem 3.2.1 ist u|Ω± =: u± ∈ H2(Ω±) und damit nach 1.25
auch u± ∈ H1+ε(Ω±). Für i = 1, ..., d ist ∂iu

± ∈ Hε(Ω±). Wir setzen

∂iũ
± :=

{
∂iu

± auf Ω±

0 auf Ω∓,
i = 1, ..., d.

Für die durch 0 auf ganz Ω fortgesetzten Funktionen folgt aus [30] ∂iũ ∈ Hε(Ω), i =
1..., d. Mit Gauß 1.23 folgt für alle v ∈ H1

0 (Ω) und γ ∈ L(H1(Ω),H1/2(∂Ω)), γ± ∈
L(H1(Ω±),H1/2(Γ))∫
Ω
(∂iu− ∂iũ

+ − ∂iũ
−)v dx =

∫
Ω
∂iuv dx−

∫
Ω+

∂iũ
+v dx−

∫
Ω−

∂iũ
−v dx

=

∫
Ω
u∂iv dx−

∫
Ω+

u∂iv dx−
∫
Ω−

u∂iv dx

−
∫
∂Ω

γvγuνi dσ +

∫
∂Ω+

γvγu+νi dσ +

∫
∂Ω−

γvγu−νi dσ

=︸︷︷︸
v|∂Ω=0

∫
Ω
u∂iv dx−

∫
Ω+

u+∂iv dx−
∫
Ω−

u−∂iv dx

+

∫
Γ
γvγu+νi dσ −

∫
Γ
γu−γvνi dσ.

Da u = ũ+ + ũ− f.ü. auf Ω und nach 4.6 JuKΓ = 0 ist, verschwinden sämtliche Integrale
auf der rechten Seite, so dass∫

Ω
(∂iu− ∂iũ

+ − ∂iũ
−)v dx = 0, ∀v ∈ H1

0 (Ω), i = 1, ..., d.

Daraus folgt ∇u ∈ [Hε(Ω)]d und damit die Behauptung. �

Für unsere Zwecke ist es zwar bereits völlig ausreichend zu wissen, dass im Allgemeinen
u /∈ H2(Ω) gilt. Davon unabhängig stellt sich an dieser Stelle jedoch die interessante Frage,
ob es nicht doch noch ein wenig glatter geht. Genauer: ob oder unter welchen Vorausset-
zungen an die Daten u ∈ H2−ε(Ω), ε ∈ (0, 1/2] liegt. Dies ist womöglich eine noch offene
und nicht trivial zu beantwortende Frage [25]. Im Eindimensionalen ist das Problem jedoch
schnell gelöst: man sieht schon bei einfachen Beispielen (z.B. Heavisidefunktion, siehe auch
[24]) schnell, dass die globale Regularität bei einer stückweise glatten, aber springenden
Funktion nicht verbessert werden kann. Vermutlich werden in höheren Dimensionen die
Verhältnisse genauso sein.

Satz 4.2.3 (Klassisches Transmissionsproblem)
Ist die Lösung u des Interfaceproblems 4.3 in H1

0 (Ω) ∩ C2(Ω−) ∩ C2(Ω+), so löst diese
auch das Transmissionsproblem{

−α−∆u = f auf Ω−

−α+∆u = f auf Ω+ , (4.11)

mit den Randbedingungen JuKΓ = 0, Jα∇νuKΓ = 0 in C2(Γ) und u|∂Ω = 0. Es gilt auch die
Umkehrung. Ist u Lösung des Transmissionproblems, so ist u auch Lösung von 4.3.
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Beweis: Die Richtung
”
=⇒“ folgt aus 4.2.1. Mit Gauss 7.3.1 zeigt man die Äquivalenz:

w ∈ H1(Ω)⇐⇒ w± = w|Ω± ∈ H1(Ω±), γ+w+ − γ−w− = 0. (4.12)

Die Umkehrung folgt, wenn man die partielle Integration in 4.2.1 rückgängig macht und
aus 4.12 u ∈ H1

0 (Ω) schließt. �

4.2.1. Bemerkung zur Regularität bei einem stückweise glatten Interface und
inhomogenen Sprungbedingungen

Ist Γ beispielsweise nur stetig oder lipschitz oder hat ∂Ω eine einspringende Ecke mit
einem Winkel > π, so kann man nicht mehr von H2-Regularität auf den Teilgebieten
ausgehen. In den beiden Monographien [30; 31] werden viele Ergebnisse über elliptische
Randwertprobleme auf Gebieten mit einspringenden Ecken in 2d untersucht. Die für diese
Probleme entwickelte Regularitätstheorie ist somit auch für elliptische Interfaceprobleme
interessant, wenn z.B. ∂Ω glatt oder keine einspringende Ecke besitzt und das Interface
ein Polygon ist. In dieser Situation treten Eckensingularitäten am Interface auf, welche
die Regularität der Lösung maßgeblich beeinflussen. Stellt man keine zusätzlichen Bedin-
gungen an den springenden Koeffizienten α mit δ < α < δ−1, δ > 0, so ist u aus 4.3
noch in H1+λ(δ)(Ω±), 0 < λ(δ) < 1 und λ kann beliebig klein werden, wenn δ → 0 geht,
siehe für Details [69]. Die Sprungbedingungen 4.6 gelten dann immer noch, allerdings fürJα∇νuKΓ nur als verallgemeinerte Spur in dem Dualraum H−1/2(Γ) =

(
H1/2(Γ)

)′
, siehe

für Details zu solchen Dualräumen [30]. In [69] wurde z.B. kürzlich gezeigt, dass man H5/4-
Regularität auf den Teilgebieten erreichen kann, wenn α eine Quasi-Monotonie-Bedingung
einhält. Die numerische Behandlung von elliptischen Gleichungen mit Eckensingularitäten
(ohne Interface) mit weB-Splines wird aktuell untersucht und in [4] veröffentlicht. Wir
haben in 4.2 die homogenen Sprungbedingungen am Interface alleine aus der Variations-
formulierung von −∇·(α∇u) = f erhalten. Für manche Anwendungen sind inhomogene
Sprünge Jα∇νuKΓ = g ∈ H−1/2(Γ) interessant, diese müssen dann explizit gefordert wer-
den. Das inhomogene Problem lässt sich auf das homogene zurückführen, was die Existenz,
Eindeutigkeit und Regularität der Lösung sichert, siehe [50] und die dort angegebenen Re-
ferenzen. Inhomogene Sprünge JuKΓ 6= 0 und Jα∇νuKΓ 6= 0 treten in natürlicher Weise auf,
wenn man auch distributionelle rechte Seiten f ∈ H−1(Ω) zulässt. Die Lösung liegt dann
aber offenbar global nicht einmal mehr in H1(Ω).

4.3. Numerische Verfahren für Interfaceprobleme

Klassische FE-Verfahren fordern für eine optimale Approximationsordnung in der H1 und
L2 Norm mindestens globale H2-Glattheit der Lösung. Für das Interfaceproblem können
wir jedoch, wie wir gesehen haben, selbst bei einem beliebig glatten Gebietsrand, Interface
und rechter Seite im Allgemeinen nur globale H3/2−ε, ε ∈ [1/2, 0) Regularität erwarten.

4.3.1. FE-Approximation im Eindimensionalen

Wir illustrieren zuerst kurz die Situation im Eindimensionalen mit linearen Elementen und
verifizieren, dass man ohne Tricks bestenfalls eine Approximationsordnung von O(h1/2)
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in H1 erwarten kann, durch eine simple Modifikation aber dennoch die optimale Appro-
ximationsordnung erhält. Sei dazu I = (a, b) ⊂ R, a < b und ξ ∈ (a, b). Wir setzen
I− = (a, ξ), I+ = (ξ, b) und Γ = {ξ}. Die Aufgabe des eindimensionalen Interfaceproblems
lautet somit für α± ∈ R+, α+ 6= α−, α(x) := α±, x ∈ I± : Finde u ∈ H1

0 (a, b), so dass
−(αu′)′ = f ∈ L2(a, b)
u(a) = u(b) = 0
α−u′(ξ−)− α+u′(ξ+) = 0.

(4.13)

Aus dem Shift-Theorem 3.2.1 wissen wir, dass zu diesem Problem genau eine Lösung u ∈
H1

0 (a, b)∩H2(a, ξ)∩H2(ξ, b) existiert. Wir vernetzen I mit einer uniformen Knotenfolge,
d.h. wir setzen h := (b− a)/N mit einem N ∈ N und τk := a+ kh, k = 0, ..., N, wodurch
wir das Gitter ∆ := {a = τ0 < ... < τN = b} erhalten. Wir wollen u mit einem Element
aus

Vh := {v ∈ C0[a, b] : v|(τi,τi+1) ∈ P
1(τk, τk+1), k = 0, ..., N − 1, v(a) = v(b) = 0}

approximieren. Vh stimmt offenbar im Eindimensionalen mit dem Splineraum B1
0(∆) :=

span{b1h,k}k∼∆ überein, die B-Splines b1h,k, k ∼ ∆ sind dann die Hutfunktionen

b1k(x) =


x− τk

τk+1 − τk
für x ∈ [τk, τk+1)

τk+2 − x

τk+2 − τk
für x ∈ [τk+1, τk+2]

Wir setzen

Iu :=

N∑
i=0

u(τi)b
1
h,i. (4.14)

Dann ist offenbar I ∈ L(C0(I),B1
0,h(∆)) und wie man schnell bestätigt Ip = p, ∀p ∈

P1(I). Der Operator I bildet stetige Funktionen auf den Splineraum B1
0(∆) ab und ist

ein einfaches Beispiel eines Quasi-Interpolations-Operators. Der folgende Satz zeigt, dass
wir die Lösung des Interfaceproblems in der H1 und L2-Norm optimal mit Elementen
aus B1

0(∆) approximieren können, solange nur ξ mit einem inneren Knoten aus ∆ \ {a, b}
übereinstimmt.

Satz 4.3.1 (Approximation des Interfaceproblem für d = 1)
Es sei u ∈ H1

0 (a, b)∩H2(a, ξ)∩H2(ξ, b) die Lösung des eindimensionalen Interfaceproblems
4.13 und Iu ∈ B1

0(∆) gegeben.

• Ist ξ ∈ ∆ \ {a, b} so gilt

‖u− Iu‖L2(a,b) � h2‖f‖L2(a,b) (4.15)

‖u− Iu‖H1(a,b) � h‖f‖L2(a,b) (4.16)

• Ist ξ 6= ∆, dann ist

‖u− Iu‖H1(a,b) � h1/2‖f‖L2(a,b). (4.17)
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Beweis: Wir zeigen zuerst 4.15 und 4.16 mit Hilfe von elementarer Fourieranalysis wie
es z.B. in dem klassischen Buch von Strang & Fix [83] geschieht. Nach den Sobolevschen
Einbettungsätzen 1.2.4 ist H1

0 (I) ↪→ C0(I) und H2(I±) ↪→ C1(I±), so dass wir u auf I als
stetig und u± auf I± als stetig differenzierbar ansehen können. Sei nun ξ ∈ ∆\{a, b} , d.h.
ξ = τi für ein i ∈ {i = 1, ..., N − 1} . Interpolieren wir u vermöge dem Interpolationsopera-
tor I an den Knoten τi, i = 0, ..., N, so ist Iu ∈ B1

0(∆) der eindeutig interpolierende Spline
an u, welcher die Nullrandbedingung erfüllt. Wir betrachten die Differenz u? = u − Iu
sowie diese eingeschränkt auf einem beliebigen Intervall Ij = [τj , τj+1], j ∼ ∆ der Länge
h mit u?j := (u− Iu)|Ij . Da u? auf I± stückweise stetig differenzierbar, bzw. auf jedem Ij
sogar stetig differnzierbar ist und u?j (τj) = u?j (τj+1) = 0 gilt, können wir u?j als ungerade
2h-periodische Funktion fortsetzen und somit in jedem Intervall Ij als reine Sinusfourier-
reihe entwickeln:

Fu?(x) :=
∞∑
k=0

bk sin

(
kπx

h

)
.

Wir beachten, dass wegen (u?j )
′ = u′ − Cj mit einer Konstanten Cj ∈ R, so dass ∂2u? =

u′′ ∈ L2(Ij), j = 0, ..., auf Ij , j = 0, ..., N . Durch gliedweises Differenzieren von Fu?
erhalten wir

∂xFu? =
∞∑
k=1

kbk
h

cos

(
kπ

h

)
und ∂2

xFu? = −
∞∑
k=1

(
kbk
h

)2

sin

(
kπ

h

)
.

Da u?j ∈ H2(Ij) ∩ C1(Ij) folgt mit der Parsevalschen Gleichung A.3 sofort

‖u?‖2L2(Ij)
=

∫
Ij

|u?|2dx =
h

2

∞∑
k=1

b2k

‖∂u?‖2L2(Ij)
=

∫
Ij

(∂xu
?)2dx =

h

2

∞∑
k=1

b2k

(
kπx

h

)

‖∂2u?‖2L2(Ij)
=

∫
Ij

(∂2
xu

?)2dx =
h

2

∞∑
k=1

b4k

(
kπx

h

)
.

Die Reihenglieder können wir wegen k ≥ 1,

b2k ≤ k4
(
h

π

)4 (π
h

)4
b2k =

(
h

π

)4

und

((
k2π4

h4

)
b2k

)
≤
(
kπ

h

)4

b2k

durch (
kπ

h

)2

b2k ≤
(
h

π

)2(kπ

h

)2

b2k

abschätzen, woraus sich nach Summation über k

‖u?‖2L2(Ij)
≤ h4

π4
‖∂2u?‖L2(Ij) und ‖∂u?‖2L2(Ij)

≤ h2

π2
‖∂2u?‖L2(Ij), j = 0, ..., N
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ergibt. Damit ist

‖u?‖2L2(a,b) =

N∑
j=0

‖u?‖2L2(Ij)
≤ h4

π4

N∑
j=0

‖u′′‖2L2(Ij)

=
h4

π4

(
‖u′′‖2L2(a,ξ) + ‖u

′′‖2L2(ξ,b)

)
�︸︷︷︸
3.24

(
h2‖f‖L2(a,b)

)2
und

‖∂u?‖2L2(a,b) =

N∑
j=0

‖∂u?‖2L2(Ij)
≤ h2

π2

N∑
j=0

‖u′′‖2L2(Ij)

≤ h2

π2

(
‖u′′‖2L2(a,ξ) + ‖u

′′‖2L2(ξ),b

)
�︸︷︷︸
3.24

(
h‖f‖L2(a,b)

)2
,

woraus sich die optimalen Fehlerordnungen 4.15 und 4.16 ergeben.
Um 4.17 zu zeigen nehmen wir nun an, dass das Interface nicht mit einem inneren Knoten
übereinstimmt, also ξ /∈ ∆ gilt. Dann ist ξ ∈ Ij = [τj , τj+1] für ein j ∈ {1, ..., N − 1}. Auf
dem Interface macht u′ einen Sprung der Höhe

J := |u′(ξ−)− u′(ξ+)|

und auf Ij ist der interpolierende Spline konstant, d.h.

(Iu)′|Ij = Kj ∈ R.

Das bedeutet aber, dass auf Ij

|∂u?| = |u′ −Kj | ≥
J

2

gilt und daraus folgt insbesondere∫
Ij

J2

4
dx ≤

∫
Ij

|(u− Iu)′|2dx = ‖∂u?‖2L2(Ij)
.

Das bedeutet aber nichts anderes, als dass auf Ij die Ungleichung

‖∂u?‖L2(Ij) ≥
J

2

√
h

besteht. Bei den restlichen Intervallen erhalten wir analog zu den vorherigen Überlegungen

‖∂u?‖L2((a,b)\Ij) = O(h),

was schließlich 4.17 zeigt. �

Stimmt das Interface also mit einem Interpolationsknoten überein, so
”
merkt“ das appro-

ximierende Finite Element den Sprung von u′ am Interface nicht und die Approximati-
onsordnung bleibt optimal. Mit analoger Argumentation wie im Beweis von 4.3.1 sieht
man auch im höherdimensionalen Fall, dass man keine bessere Approximationsordung als
O(h1/2) für eine das Interface ignorierende Vernetzung erhält, siehe z.B. für einen Beweis
im Zweidimensionalen [33]. Bei weB-Splines sind die Verhältnisse ähnlich, da die relevan-
ten Splines auf einer Gitterzelle Q` ∩ Γ 6= ∅ glatt sind, siehe dazu auch die numerischen
Ergebnisse in Kapitel 8.



4.3 Numerische Verfahren für Interfaceprobleme 55

4.3.2. Ein Überblick über existierende Approximationsansätze und
numerische Verfahren

Aufgrund der Vielzahl an möglichen Anwendungen in den Materialwissenschaften, Fluid-
und Thermodynamik etc. war man durch die immer leistungsfähiger werdenden Computer
bestrebt, numerische Lösungen von elliptischen Interfaceproblemen zu erhalten. Vom ma-
thematischen Standpunkt aus gesehen interessiert natürlich der Nachweis der Konvergenz
und die Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren am meisten, welche oft eine große Her-
ausforderung darstellen. Viele mathematische Ansätze sind theoretisch sehr reizvoll und
elegant, aber praktisch nicht einfach in ein effizientes Computerprogramm zu implementie-
ren und werden deshalb von den Anwendern meist ignoriert. Andererseits werden manch-
mal praktikable Lösungen vorgeschlagen und mit experimentellen Methoden untermauert,
jedoch fehlt dann dort oft der analytische Nachweis, ob die Methode überhaupt konver-
giert. Ein populärer Variationsansatz für elliptische Interfaceprobleme mit inhomogenen
Sprungbedingungen wurde 1970 von Babuska [9] vorgeschlagen. Hier wird das Interface-
problem in ein äquivalentes Minimierungsproblem über ein erweitertes Ritz-Funktional
umformuliert. Genauer gesagt werden die Sprungbedingungen in das gewöhnliche Ritz-
Funktional inkorporiert und über dieses wird minimiert. So erhält man ein FE-Verfahren
für das die optimalen Konvergenzordnungen in H1 und L2 nachgewiesen werden können,
was aber praktisch schwer umzusetzen ist. Davor gab es aber natürlich schon Ansätze wie
wir in 4.3.1 im eindimensionalen Fall skizziert haben: Legt man die Knoten der Elemente
passend auf das Interface, so erhält man bei geeigneten Daten wieder die optimale Kon-
vergenzordnung, vergleiche hierzu z.B. eine neuere Arbeit aus 2009, welche diese Methode
etwas verallgemeinert [52]. Die Vernetzung von den Teilgebieten Ω±, so dass die Knoten
der benachbarten Elemente am Interface zusammenfallen, ist allerdings ein schwieriger
und rechenzeitintensiver Preprocessingschritt. Bramble & King betrachteten 1996 in [12]
inhomogene elliptische Interfaceprobleme mit glattem Interface und Gebietsrand. Ihr FE-
Ansatz beruht darauf, den Rand und das Interface durch Polygonale-Liniensegmente zu
approximieren und die Randdaten geeignet auf die Linienstücke zu transferieren. Die Ver-
netzung auf den beiden resultierenden polygonalen Gebieten Ω+

h ,Ω
−
h muss an das Interface

angepasst werden. Mit dieser Methode konnten die optimalen Konvergenzraten in der H1

und L2-Norm für quasiuniforme Triangulierungen und lineare Elemente gezeigt werden.
Die Implementation ist wahrscheinlich schwierig, so dass für diese Methode keine numeri-
schen Tests entwickelt wurden. Einen ähnlichen Ansatz, allerdings ohne die Voraussetzung,
dass die Kanten der Elemente entlang des Interfaces übereinstimmen müssen, verfolgten
1998 Chen & Zou in [18] für ein konvexes polygonales Gebiet Ω ⊂ R2 mit C2-Interface
Γ. Sie approximieren zunächst Ω− durch ein Gebiet Ω−

h mit polygonalen Rand Γh dessen
Eckknoten alle auf Γ liegen. Anschließend wird Ω durch eine gewöhnliche quasiuniforme
Triangulierung mit Dreieckelementen vernetzt, mit der Ausnahme, dass von einem Element
höchstens zwei Knoten auf Γ liegen. In der Arbeit konnte für H1 die optimale Approxi-
mationsordnung von O(h) und für L2 eine quasi-optimale Ordnung von O(h2 · | log h|)
nachgewiesen werden und wurde auf parabolische Interfaceprobleme erweitert. In [36]
wurde 2002 von Huang & Zou eine Mortar Finite Elemente Methode für elliptische Inter-
faceprobleme entwickelt. Die Mortar-Methode wird bei der Behandlung von elliptischen
Randwertproblemen mit Finiten Elementen als Dekompositionsmethode schon erfolgreich
eingesetzt und dient vor allem zum Parallelisieren von Rechenschritten. Konkret wird
hier das Gebiet in mehrere Teilgebiete zerlegt und mit Hilfe von Übergangsbedingungen
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an den Rändern kann die zugrunde liegende elliptische Gleichung auf jedem Teilgebiet
gestellt und berechnet werden, siehe für eine gründliche Einführung [71]. Bei der Mortar-
Methode für das elliptische Interfaceproblem wird für Ω± jeweils ein separates Netz mit
Gitterweiten h± generiert und die Elemente in der Umgebung des Interfaces durch so-
gennante Mortar -Bedingungen miteinander gekoppelt. Hierbei wurde gezeigt, dass man
O(maxh−, h+) in der H1 und O(h+ · h− +max{h+, h−}) in der L2-Norm erhält, was bei
der Wahl h+ = h− ebenfalls optimal ist. Bei diesem Verfahren ist von Vorteil, dass man
die Triangulierungen auf Ω± unabhängig voneinander durchführen kann, so dass dieses
prinzipiell für Dekompositionsmethoden gut geeignet ist. Allerdings erkauft man sich die-
sen Vorteil mit relativ komplizierten Übergangsbedingungen am Interface. In den letzten
Jahren wurde noch die Immersed Interface Method, (IMM) populär, siehe hierzu die 2006
erschienene Monographie [61] von Z. Li und K. Ito. Diese Methode kann abgesehen von
den bei uns im Fokus stehenden elliptischen Interfaceproblemen auf eine Vielzahl von an-
deren Interfaceproblemen wie dem Stefan-Problem, Hela-Shaw-Flow, Navier-Stokes und
Stokes-Probleme mit singulärer rechten Seite und sich mit der Zeit bewegenden Interfaces
und unzähligen Anwendungen benutzt werden, siehe [60; 61] für Referenzen. Siehe auch
die 2012 erschienene Zusammenfassung über die IIM und viele weitere numerische Techni-
ken zur Lösung von Interfaceproblemen [54]. Die IIM wurde zuerst für ein Rechteckgebiet
mit eingeschlossenem glatten Interface mit einer Finiten-Differenzen-Diskretisierung von
R.LeVeque und Z.Li zur Lösung von elliptischen Interfaceproblemen 1993 in [58] formu-
liert. Hier werden außerhalb einer Umgebung des Interfaces standard Finite Differenzen
Methoden angewandt und die Differenzensterne in der Nähe des Interfaces geeignet ange-
passt, so dass diese die auftretenden Sprungsingularitäten behandeln können. Die dabei
auftauchenden Gleichungssysteme sind unsymmetrisch und nicht positiv definit, was zu
ernsten Stabilitätsproblemen der Lösungsalgorithmen führen kann, siehe [60; 61]. Viele
numerische Tests belegten die Wirkungsweise des Verfahrens, allerdings war der Nachweis
der optimalen Konvergenzordnung von O(h2) in der L∞-Norm lange offen und konnte
unter bestimmten Voraussetzungen an die Lösung und den Gitterpunkten 2001 in [59]
gezeigt werden. Eine Immersed Interface Methode wurde auch für Rechteckgebiete mit
eingeschlossenem glatten Interface als konforme und nicht konforme Finite-Element Me-
thode entwickelt und ist unter dem Namen Immersed Finite Element Method bekannt.
Der Vorteil hierbei im Gegensatz zur IMM ist, dass diese Methode auf symmetrische und
positiv definite Gleichungssysteme führt. Die Rechtecke werden hier durch eine unifor-
me Triangulierung vernetzt und die vom Interface geschnittenen Elemente so modifiziert,
dass diese die Sprungbedinungen einhalten. Für die konforme Methode konnte die optima-
le Konvergenzrate in der H1 Norm gezeigt werden [60], für den nicht konformen Ansatz
ist das ein noch offenes Problem. Eine wirklich vernetzungsfreie FE-Methode zur Appro-
ximation elliptischer Interfaceprobleme bei Gebieten mit glattem Rand und Interface, bei
der man die optimale Fehlerordnung erhält und die man relativ einfach implementieren
kann, scheint noch nicht zu existieren.
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5. Erweiterung der Tensorproduktsplinebasis

Auf der Basis von weB-Splines wollen wir einen neuen vernetzungsfreien Ritz-Galerkin
Raum konstruieren, welcher für die Approximation eines zweidimensionalen Interfacepro-
blems geeignet ist. Wir setzen im Folgenden dazu voraus, dass das Interface glatt ist und
keine achsenparallele Stücke enthält. In diesem Fall bräuchte man nämlich an dieser Stel-
le für lineare weB-Splines keine Erweiterung der Basis, da bei einer geschickten Wahl
des Gitters die Gradienten der Splines selbst singulär sind und den Sprung des Gradi-
enten in der Lösung gut modellieren (siehe auch das eindimensionale Beispiel 4.3.1). Für
die Erweiterung statten wir weBn

h(Ω) mit zusätzlichen Funktionen aus, welche die spezielle
Struktur der Lösung u berücksichtigen. Dahinter verbirgt sich der folgende Gedanke: wenn
es möglich ist u in einen glatten Anteil u? und einen Teil Ψ, welcher die Sprungsingularität
des Gradienten entlang von Γ enthält in der Form

u = u? +Ψ (5.1)

zu zerlegen, so können wir u? [40; 44](vgl. auch Satz 6.1.6) mit Elementen aus weBn
h(Ω)

optimal approximieren. Das solch eine Zerlegung plausibel ist, machen wir uns hier nur
an dem folgenden eindimensionalen Beispiel klar, und zeigen die allgemeine Aussage in
6.1.1. Auf Bild 5.1 erkennt man bei der univariaten Funktion u an der Stelle x = Γ einen
Knick, die erste Ableitung existiert somit nicht. Die gestrichelt gezeichnete Funktion u?

ist glatt, bilden wir die Differenz, u− u? (siehe Bild 5.2), so bleibt ein Anteil Ψ übrig, der
durch eine glatte Funktion v und einem Gewicht χδ mit in x = Γ springender Ableitung
dargestellt werden kann.

Γ

Ω−

Γ + δ

SδΩ+

u

u
⋆

Abbildung 5.1.: Zerlegung der Lösung, eindimensionales Beispiel

Γ

Ω−

Γ + δSδ

Ω+

χδ

u− u⋆

Abbildung 5.2.: Springender Anteil Ψ = u− u? = χδv

59
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Die Approximation des singulären Teils Ψ sollen zusätzliche singuläre Funktionen über-
nehmen, die wir in 5.1.2 explizit konstruieren und mit denen wir die weB-Basis erweitern.
Zur Konstruktion nutzen wir entlang des Interfaces univariate periodische B-Splines, die
wir auf einem δ-Streifen Sδ um das Interface geeignet fortsetzen, und mit einer weiteren
Funktion gewichten, deren Gradient in Normalenrichtung eine Sprungsingularität längs Γ
besitzt. Ein für diesen Zweck geeignetes Gewicht χδ konstruieren wir explizit in 5.1.4. In
Satz 5.2.1 zeigen wir, dass diese neuen gewonnenen Funktionen aufgrund ihrer multiplika-
tiven Struktur auf Sδ ähnliche Eigenschaften wie B-Splines besitzen. Wir erzeugen in 5.2.1
einen neuen Splineraum und bilden mit den weB-Splines weBn

h(Ω) die direkte Summe. Der
dadurch enstehende lineare Raum beinhaltet dann auf Ω stetige und auf Ω± eingeschränkt
glatte Funktionen mit entlang von Γ in Normalenrichtung springenden Gradienten.

5.1. Konstruktion von Zusatzsplines mit singulären Gradienten

Ein wichtiger Baustein zur Konstruktion der Zusatzfunktionen bzw. der dafür benötigten
Gewichte χδ in 5.1.4 sind Distanzfunktionen. Deren grundlegende Differenzierbarkeitsei-
genschaften auf glatten Gebieten wollen wir in einem kleinen Abschnitt vorab zusammen-
fassen.

5.1.1. Glattheitseigenschaften der Distanzfunktion

Es sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und M ⊂ Ω eine (d − 1)-codimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des Rd. Dann bezeichnen wir dist(·,M) : Ω −→ R, mit

dist(x,M) := inf
y∈M

‖x− y‖d (5.2)

als Distanzfunktion bezüglichM. Insbesondere erhalten wir mitM = ∂Ω die gewöhnliche
Distanzfunktion bezüglich des Randes aus 2.3.

Definition 5.1.1 (Nearest Point-Eigenschaft)
Es sei S die Umgebung einer Rd-UntermannigfaltigkeitM und eine Abbildung

PM : S −→M (5.3)

gegeben. Existiert zu jedem x ∈ S genau ein PMx ∈M, so dass

dist(x,M) = dist(x,PxM), ∀x ∈ S,

so besitzt S die Nearest-Point (NP)-Eigenschaft und man bezeichnet die Abbildung PM
als Randprojektor.

Satz 5.1.1 (Regularität der Distanzfunktion in Randnähe [28])
Es sei Ω ⊂ Rd mit ∂Ω ∈ Cm, m ≥ 2. Dann existiert ein δ > 0, so dass

Sδ(∂Ω) := {x ∈ Ω : ‖x− y‖d < δ, y ∈ ∂Ω} (5.4)

die NP-Eigenschaft besitzt und dist(·, ∂Ω) ∈ Cm(Sδ(∂Ω)).



5.1 Konstruktion von Zusatzsplines mit singulären Gradienten 61

Als Folgerung erhalten wir: istM⊂ Ω,M ∈ Cm,m > 0 eine in Ω eingeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit (= Interface) bzw. existiert ein Ω− b Ω mit ∂Ω− = M und setzen wir
Ω+ = Ω \ (M∪ Ω−), dann existieren δ± > 0, so dass dist(·,M) auf den Streifen

S±
δ±(M) := {x ∈ Ω± : ‖x− y‖d < δ±, y ∈M} (5.5)

genauso glatt wie M selbst ist und S±
δ±(M) die NP-Eigenschaft besitzt. Für die Ein-

schränkung der Distanzfunktion auf die Streifen setzen wir

dist±(·,M) := dist(·,M)|S±
δ±

(M)

und können damit z.B. dist(·,M) abschnittsweise schreiben:

dist(x,M) =


dist+(x,M) für x ∈ S+

δ+
(Γ)

dist−(x,M) für x ∈ S−
δ−(Γ),

0 für x ∈ Γ.
(5.6)

Mit Hilfe einer regulären Parametrisierung können wir die Distanzfunktion zumindest
auf den Streifen analytisch angeben. Wir beschränken uns auf den zweidimensionalen
Fall und nehmen an, dass M durch eine m-reguläre Kurve γ : [0, 1] −→ ∂Ω, γ(t) =
(γ1(t), γ2(t)),m > 0 parametrisiert wurde. Der von Ω− nach Ω+ zeigende Normalenein-
heitsvektor ν existiert dann in jedem Punkt auf M und wird durch −ν(t) mit ν(t) =
−(γ′2(t), γ′1(t)) dargestellt. Auf den Streifen S±

δ±(M) können wir damit dist(·,M) dann
ebenfalls explizit darstellen. Das ist das Ergebnis des nächsten Satzes, welches direkt aus
Satz 8.3 in [44] folgt.

Satz 5.1.2 (Explizite Darstellung der Distanzfunktion für d = 2)
Es sei x ∈ S±

δ±(M). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes τ = τ(x) ∈ [0, 1], für das die
Orthogonalitätsrelationen

(x− γ(τ)) · (γ′1(τ), γ′2(τ)) = 0 (5.7)

gelten. Es ist dann
dist(x,M) = ‖x− γ(τ)‖ (5.8)

und für den Gradienten gilt:
∇ dist(x,M) = ∓ν(τ). (5.9)

5.1.2. Konstruktion des Trägers Sδ

Wir betrachten wie im vorherigen Abschnitt beschränkte Cm-Gebiete Ω,Ω− ⊂ R2,m > 0
mit Ω− b Ω und Γ := ∂Ω− und setzen Ω+ = Ω \ (Ω− ∪ Γ). Uns interessiert vornehmlich
der im Gebiet Ω+ gelegene Streifen, weshalb wir einfach Sδ := S+

δ+
(Γ) setzen. Es darf dann

dist+(·,Γ) ∈ Cm(Sδ) angenommen werden und die NP-Eigenschaft von Sδ garantiert die
Existenz eines Cm−1−Projektors

PΓ : Sδ −→ Γ,

so dass zu jedem x ∈ Sδ genau ein PΓx ∈ Γ mit dist+(x,Γ) = dist(x,PΓx) existiert.
Des Weiteren können wir voraussetzen, dass Γ durch eine geschlossene, positiv orientierte
und selbstdurchdringungsfreie Cm-Kurve

γ : [0, L) ⊂ R −→ Γ, t −→ (γ1(t), γ2(t)) (5.10)
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dargestellt werden kann, so dass N := L/h ∈ N ist. Andernfalls finden wir ein ε > 0, so

dass (L+ ε)/h ∈ N und wir können mit Hilfe von α(t) :=
(

L
L+ε

)
· t das Interface durch

γ ◦ α : [0, L+ ε) −→ Γ

parametrisieren. Mit der von Γ in Ω+ zeigenden Normalen

−ν(t) := (γ′2(t),−γ′1(t)) ∈ [Cm−1(0, L)]2

definieren wir auf dem Rechteck S̃δ := [0, δ)× [0, L) die Transformation

Φ : S̃δ −→ Sδ, (5.11)

(x1, x2) = Φ(s, t) := γ(t) + s · ν(t). (5.12)

Die Umkehrung von Φ lässt sich offenbar mit dem Projektor PΓ und der Beobachtung,
dass γ auf [0, L) umkehrbar und

s = dist+(x,Γ), x ∈ Sδ (5.13)

ist, direkt durch

Φ−1 : Sδ −→ S̃δ (5.14)

mit

(s, t) = Φ−1(x) := (dist(x,Γ), γ−1(PΓx))

angeben. Die Abbildung Φ ist somit ein Cm−1-Diffeomorphismus, welcher das Rechteck
S̃δ diffeomorph auf den Streifen Sδ abbildet.

δδ⋆0

S̃δ

s

t

L

Γ̃ Γ
Ω−

Sδ
Ω+

Ψ
−→

Ψ−1

←−

Abbildung 5.3.: Transformation des Streifens Sδ.

Dies versetzt uns nun in die Lage, auf der einfachen Geometrie eines Rechtecks Funktionen
zu definieren, welche wir via Φ auf Sδ glatt transformieren können.
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5.1.3. Periodische Splines entlang des Interfaces

Auf dem Intervall Γ̃ := [0, L) bilden wir mit Hilfe der uniformen Knotenfolge T := (tk) =
hk, k = 0, ..., N + n, n ∈ N und den B-Splines b̃nk,h, k ∼ Γ̃ den univariaten L-periodischen
Splineraum

Bn
L,h(Γ̃) =

∑
k∼Γ̃

βk b̃
n
k,h : βj = βj+N , j = 0, ..., N

 , βk ∈ R, k ∼ Γ̃ (5.15)

vom Grad n.

b
2

h,−1
b
2

h,−2
b
2

h,−1
b
2

h,−2

0 L
t

Abbildung 5.4.: Perodische B-Splines vom Grad 2 auf Γ̃ = [0, L]

Wir setzen die B-Splines durch

b̃nk,h(s, t) := b̃nk,h(t), k ∼ Γ̃, s ∈ [0, δ) (5.16)

auf S̃δ fort und erhalten mit

bnk,h(x) :=

{
b̃nk,h(Φ

−1(x)) für x ∈ Sδ

0 für x ∈ Ω \ Sδ
k ∼ Γ̃, (5.17)

auf Ω durch 0 fortgesetzte definierte Basisfunktionen für den Raum der L-periodischen
Splines entlang von Γ, welchen wir im Folgenden mit Bn

L,h(Sδ) bezeichnen wollen.

5.1.4. Gewichtsfunktion mit Sprungsingularität des Gradienten in
Normalenrichtung

Um den Sprung des Gradienten in Normalenrichtung auf Γ bzw. Γ̃ zu modellieren, konstru-
ieren wir als nächstes eine geeignete Gewichtsfunktion für den periodischen Splineraum.
Dazu fixieren wir ein δ? ∈ R mit 0 < δ? < δ und definieren

χ̃δ(s, t) = χ̃m
δ (s, t) :=


s für (s, t) ∈ [0, δ?)× Γ̃

sζm(s) für (s, t) ∈ [δ?, δ)× Γ̃
0 sonst

, (5.18)

wobei ζm ∈ Cm(R) eine Blendefunktion mit ζm(s) � 1 und der Eigenschaft, dass χδ ∈
Cm([0,∞)) ist, also an den Stellen s = δ?, δ genauso glatt wie ζ in s bzw. 0 übergeht. Für
die theoretischen Überlegungen ist die Angabe von ζ nicht notwendig, wir geben deshalb
erst im experimentellen Teil der Arbeit (vgl. 7.11,7.12), indem Auswertungen von χδ eine
Rolle, spielen die explizite Gleichung einer Blendefunktion an.
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ζ20
δ

ζ5
δ

ζ1
δ

s0 δ⋆ δ

Abbildung 5.5.: Blendefunktion ζm für m = 1, 5, 20

Mit Hilfe von Φ und χ̃δ erhalten wir auf Ω durch

χδ(x) :=

{
χ̃δ(Φ

−1(x)) für x ∈ Sδ

0 für x ∈ Ω \ Sδ
(5.19)

schließlich eine Gewichtsfunktion χδ : Ω −→ R für Bn
L,h(Sδ).

χ20

δ

χ5

δ

χ1

δ

s0 δ⋆ δ

Abbildung 5.6.: Gewichtsfunktionen χ̃δ für m = 1, 5, 20

Der folgende Satz listet ein paar grundlegende Eigenschaften von χδ auf:

Satz 5.1.3 (Eigenschaften der Gewichtsfunktion χδ)

(a) χδ ≡ 0 auf Ω \ Sδ. (5.20)

(b) χδ|Sε
= dist+(·,Γ), für 0 < ε ≤ δ?. (5.21)

(c) χδ ∈ H1
0 (Ω) ∩ Cm(Ω+) ∩ C∞(Ω−), aber χδ /∈ H2(Ω). (5.22)

Beweis: Die Eigenschaften (a) und (b) folgen aus der Konstruktion von χδ. Da χδ an
den Anschlussstellen ∂Sε \ Γ, ε = δ, δ? nach Konstruktion Cm-glatt überführt wird, und
wegen χδ |Γ = 0 offenbar JχδKΓ = 0 ist, folgt mit (a) die Glattheit auf den Teilgebieten

und χδ ∈ H1
0 (Ω). Da außerdem s = dist+(x,Γ) und nach 5.8 ∇ dist+(x,Γ) = −ν(τ)) mit

einem eindeutig bestimmten τ = τ(x) ∈ Γ ist, folgt für ein beliebig, aber fest gewähltes
t ∈ [0, L): J∇νχδK(t) = lim

x→γ(t)
x∈Ω+

∇ν(t)χδ(x)− lim
x→γ(t)
x∈Ω−

∇ν(t)χδ(x)︸ ︷︷ ︸
=0 χδ |Ω−≡0

= lim
x→γ(t)
x∈Ω+

(∂sχ̃δ(s(x))∂x1(x), ∂sχ̃δ(s(x))∂x2s(x)) · ν(t)

= lim
x→γ(t)
x∈Ω+

−(ν(t(x)), ν(t)) = ‖ν(t)‖2.

Somit ist J∇νχδKΓ 6= 0, weswegen χδ unmöglich in H2(Ω) sein kann. Damit ist (c) gezeigt.
�
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5.2. Der Raum der Interfacesplines

Mit den auf Ω definierten periodischen B-Splines 5.17 und der Gewichtsfunktion 5.19
bilden wir durch

ΨnΓ
k,h(x) := χδ(x)b

nΓ
k,h(x), k ∼ Γ (5.23)

bivariate Funktionen ΨnΓ
k,h : Ω −→ R. Aufgrund ihrer tensorähnlichen Struktur besitzen

diese abgesehen von des durch die Gewichtung mit χδ erzeugten Sprungs des Gradienten
in Normalenrichtung ähnliche strukturelle Eigenschaften wie univariate B-Splines, weshalb
wir die ΨnΓ

k,h im folgenden als Zusatzsplines bezeichnen werden.

Satz 5.2.1 (Eigenschaften singulärer Zusatzsplines)
Die Funktionen ΦnΓ

k,h, k ∼ Γ besitzen die folgenden Eigenschaften:

(a) Lokaler Support:

suppΨnΓ
k,h = Φ([0, δ)× [kh, (k + nΓ)h]) ⊂ Sδ. (5.24)

(b) Positivität:
ΨnΓ

k,h ≥ 0. (5.25)

(c) Lineare Unabhängigkeit:∑
k∼Γ

βkΨ
nΓ
k,h = 0 =⇒ βk = 0, k ∼ Γ. (5.26)

(d) Quasi-Partition der Eins: ∑
k∼Γ

ΨnΓ
k,h = χδ, auf Sδ. (5.27)

(e) Sprungeigenschaften:

JΨnΓ
k,hKΓ = 0 (5.28)J∇νΨ
nΓ
k,hKΓ = −‖ν‖2b̃nΓ

k,h(t). (5.29)

(f) Regularität: Es sei ` = min{nΓ − 1,m}. Dann ist

Ψn
k,h ∈ H1

0 (Ω) ∩ C`(Ω+) ∩ C∞(Ω−). (5.30)

Beweis: Wir setzen im Folgenden x = (x1, x2) und bezeichnen mit ν = (ν1, ν2) die
Komponenten der von Γ = ∂Ω− nach außen gerichteten Normale.

(a)

suppΨnΓ
k,h(x1, x2) = {(x1, x2) = Φ(s, t) : χ̃δ(Φ

−1(x)) · b̃nΓ
h,k(Φ

−1(x)) 6= 0}

= {(x1, x2) = Φ(s, t) : χ̃δ(s) · b̃nΓ
h,k(t) 6= 0}

= Φ
(
{(s, t) : χ̃δ(s) · b̃nΓ

h,k(t) 6= 0}
)

= Φ([0, δ)× [kh, (k + nΓ)h])
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(b) Folgt aus (a) und der Definition von χ̃δ, b̃
nΓ
k,h.

(c) Es ist ∑
k∼Γ

βkΨ
nΓ
k,h(x) = χ̃δ(Φ

−1(x))
∑
k∼Γ

βk b̃
nΓ
k,h(Φ

−1(x)) = χ̃δ(s)
∑
k∼Γ

βk b̃
nΓ
k,h(t).

Die Menge {b̃nk,h}k∼Γ ist linear unabhängig, damit folgt die Behauptung.

(d) ∑
k∼Γ

ΨnΓ
k,h(x) = χ̃δ(s)

∑
k∼Γ

b̃nΓ
k,h(t)︸ ︷︷ ︸

=1

= χδ(x)

(e) Es sei t ∈ [0, L) beliebig gewählt. Dann ist

lim
x→γ(t)
x∈Ω+

ΨnΓ
k,h(x) = lim

x→γ(t)
x∈Ω+

χ̃(s(x)︸︷︷︸
→0

)b̃nΓ
k,h(t(x)︸︷︷︸

→t

) = 0.

Weil ΨnΓ
k,h|Ω− ≡ 0 folgt 5.28 JΨnΓ

k,hKΓ = 0.

Wir zeigen jetzt die zweite Sprungeigenschaft 5.29. Offenbar ist ∇νΨ
nΓ
k,h(x, y)|Ω− ≡ 0.

Mit elementarer Analysis und weil Φ−1(x) = (s(x), t(x)), folgt für x ∈ Sδ? :

∂xiΨ
nΓ
k,h(x) = b̃nΓ

k,h(t(x))∂xis(x) + χ̃δ(s(x))∂tb
nΓ
k,h(t(x))∂xit(x), i = 1, 2.

Da nach 5.9 ∂xis(x) = −νi(tx), i = 1, 2 ist, erhalten wir daraus

∂xiΨ
nΓ
k,h(x) = −b̃

nΓ
k,h(t(x))νi(t(x)) + χ̃δ(s(x)))∂tb

nΓ
k,h(t(x))νi(t(x)), i = 1, 2.

Sei nun t wieder wie oben gewählt, dann ist

J∇νΨ
nΓ
k,hK(t) = lim

x→γ(t)
x∈Ω+

∇ν(t)Ψ
nΓ
k,h(x)− lim

x→γ(t)
x∈Ω−

∇ν(t)Ψ
nΓ
k,h︸ ︷︷ ︸

=0

= lim
x→γ(t)
x∈Ω+

(∇ΨnΓ
k,h(x), ν(t))2

= lim
x→γ(t)
x∈Ω+

−b̃nΓ
k,h(t(x)) ν1(t(x))︸ ︷︷ ︸

→ν1(t)

+ χ̃δ(s(x))︸ ︷︷ ︸
→0

d

dt
bnΓ
k,h(t(x))∂x1t(x)

 ν1(t)

− lim
x→γ(t)
x∈Ω+

b̃nΓ
k,h(t(x)) ν2(t(x))︸ ︷︷ ︸

→ν1(t)

+ χ̃δ(s(x))︸ ︷︷ ︸
→0

d

dt
bnΓ
k,h(t(x))∂x2t(x)

 ν2(t)

= −‖ν(t)‖2b̃nΓ
k,h(t).

Das war die Behauptung.

(f) Da ΨnΓ
k,h| Ω \ Sδ ≡ 0, χδ ∈ Cm(Ω+) und b̃nΓ

h,k ∈ CnΓ−1(Ω+), ist ΨnΓ
k,h auf Ω− glatt und

wegen 5.1.3 (c) auf Ω+ in Cmin{nΓ,m}. Global ist ΨnΓ
k,h wegen 5.28 zwar in H1

0 (Ω),

aber wegen 5.29 im Allgemeinen nicht mehr in H2(Ω) enthalten. �
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Die Menge {ΨnΓ
h,k}k∼Γ ist nach 5.26 linear unabhängig. Wir bilden die lineare Hülle und

bezeichnen den linearen Raum

χBnΓ
h (Sδ) := span{ΨnΓ

h,k}k∼Γ (5.31)

als den Raum der singulären Zusatzsplines vom Grad nΓ.

Satz 5.2.2 (Lineare Unabhängigkeit der Interfacesplinebasis)
Die Menge {Bn

k,h}k∼Ω ∪ {ΨnΓ
h,k}k∼Γ ist linear unabhängig.

Beweis: Die weB-Splines {Bn
k,h}k∼Ω und die Zusatzsplines {ΨnΓ

h,k}k∼Γ sind nach Kon-
struktion linear unabhängig, vgl. Definition der weB-Splines in 2.28 sowie 5.26 aus Satz
5.2.1. Nehmen wir nun an, {Bn

k,h}k∼Ω∪{ΨnΓ
h,k}k∼Γ wäre linear abhängig, dann müsste sich

z.B. ein beliebiges Ψ ∈ {ΨnΓ
k,h}k∼Γ durch eine Linearkombination von weB-Splines darstel-

len lassen. Dies ist für den Splinegrad n > 1 nicht möglich, da nach Satz 5.29 J∇νΨKΓ 6= 0,
die partiellen Ableitungen der relevanten weB-Splines Bn

k,h, k ∼ suppΨ entlang von Γ in
Normalenrichtung für n > 1 aber mindestens stetig sind. Da wir voraussetzen, dass Γ
keine achsenparallele Anteile enthält, kann für n = 1 die Menge

T := {t ∈ Γ̃ : Γ ∩Q` = γ(t), ` ∼ Ω}

nur endlich viele Elemente enthalten. Es kann also J∇νB
n
k,hK(t) 6= 0, k ∼ Q` nur für t ∈ T

sein und da T eine Nullmenge ist, genügt dies noch nicht einmal zur Darstellung des
Sprungs von J∇νΨKΓ im L2-Sinn. �

Mit diesem Ergebniss können wir mit χBnΓ
h (Sδ) und weBn

h(Ω) die direkte Summe bilden,
und gelangen so zu einem mit singulären Funktionen angereicherten weB-Raum:

Definition 5.2.1 (Interfacesplines)
Man nennt

Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) := weBn

h(Ω)⊕ χBnΓ
h (Sδ) (5.32)

den Raum der Interfacesplines vom Grad (n, nΓ) und seine Elemente Interfacesplines.

Zum Schluss fassen wir noch ein paar strukturelle Eigenschaften zusammen, die sich einfach
aus den Eigenschaften der Basiselemente ergeben.

Satz 5.2.3 (Glattheits- und Sprungeigenschaften von Interfacesplines)
Es sei uh ∈ Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω),m ≥ nΓ ≥ 2 und ` = min{n− 1, nΓ − 1}. Dann ist

uh ∈ H1
0 (Ω) ∩ C`(Ω+) ∩ C`(Ω−). (5.33)

Insbesondere gelten auf Γ die Sprungeigenschaften

JuhKΓ = 0 (5.34)

J∇νu
hKΓ = g ∈ HnΓ−1/2(Γ), g 6= 0. (5.35)

Hierbei gilt für n > 1

g = ||ν(t)||2
∑
k∼Γ̃

βk b̃
n
k,h(t) (5.36)

punktweise und für n = 1 noch im L2-Sinn.
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Beweis: Es ist uh = uh1 + uh2 mit

uh1 =
∑
k∼Ω

µkB
n
k,h und uh2 =

∑
k∼Γ

βkΨ
nΓ
k,h.

Da uh1 ∈ weB(Ω) ⊂ Cn−1(Ω) und uh2 ∈ χBnΓ
h (Sδ) ⊂ H1

0 (Ω)∩CnΓ−1(Ω+)∩CnΓ−1(Ω−) folgt
5.33 und 5.34. Es ist offenbar

∇νu
h = ∇νu

h
1 +∇νu

2
h und Juh1 + u22KΓ = Juh1KΓ + Juh2KΓ.

Für n > 1 ist ∇νu
h
1 ∈ C0(Ω), also J∇νu

h
1KΓ = 0 und

J∇νu
h
2KΓ = J∇ν

∑
k∼Γ

βkχδb
nΓ
k,hKΓ

=
∑
k∼Γ

βkJ∇νΨ
nΓ
k,hKΓ

=︸︷︷︸
5.28

‖ν‖2(t)
∑
k∼Γ

βk b̃
nΓ
k,h(t).

Da bnΓ
k,h ∈ CnΓ−1(Sδ) ↪→ HnΓ+1(Sδ), folgt mit dem Spursatz 1.2.7, dass g ∈ HnΓ−1/2(Γ)

und wegen nΓ > 2 mindestens stetig sein muss. Für n = 1 kann analog wie im Beweis zur
linearen Unabhängikeit J∇νu

h
1KΓ0 6= 0 nur für ein Γ0 ⊂ Γ mit meas2(Γ0) = 0 sein, somit

ist dann J∇νu
h
1KΓ = 0 f.ü. und 5.36 gilt dann noch im L2-Sinn. �



6. Satz vom Jackson-Typ für Funktionen
mit singulären Gradienten

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass sich u ∈ H1
0 (Ω) ∩Hm(Ω) ∩Hm(Ω) mit J∇νuKΓ 6= 0

mit dem in 5.2.1 von uns konstruierten Raum B1,2
w,χδ(Ω) für m ≥ 5 optimal approximie-

ren lässt. Dies wird der Inhalt eines Satzes vom Jackson-Typ, den wir in 6.2 beweisen
werden. Damit der Beweis des Satzes lesbar bleibt, haben wir in 6.1 neben den von uns
benötigten Techniken und Resultaten aus der Approximationstheorie für weB-Splines auch
Zwischenresultate des Haupttheorems 6.2 ausgelagert und in den Sätzen 6.1.1, 6.1.7 und
6.1.8 separat bewiesen.

6.1. Vorbereitende Sätze

Motiviert durch die Annahme, dass sich u in

u = u? +Ψ

mit u? glatt, J∇νΨKΓ 6= 0 zerlegen lässt, haben wir in Kapitel 5 einen Raum aus einer
Basis von gewichteten Splines mit singulären Gradienten konstruiert. Das solch eine Zer-
legung tatsächlich existiert, zeigen wir nun mit Hilfe der im vorigen Abschnitt definierten
Gewichtsfunktion χδ 5.19 in 6.1.1.

6.1.1. Zerlegung der Lösung

Wir zeigen mit Hilfe des folgenden Lemmas 6.1.1 die Zerlegbarkeit von u in einen glatten
und einen springenden Anteil. Zur Illustration des Beweises können die Bilder 5.1,5.2 mit
dem univariaten Beispiel dienlich sein.

Lemma 6.1.1 (Regularität von Quotientenfunktionen [39; 44])
Es sei u ∈ H1

0 (Ω) ∩ Hm(Ω), w eine Standardgewichtsfunktion und u = wv. Dann ist
v ∈ Hm−1(Ω) und

‖v‖Hm−1(Ω) ≤ Cw,n‖u‖Hm(Ω). (6.1)

Für jedes Teilgebiet Ω′ ⊂ Ω mit dist(∂Ω, ∂Ω′) = δ > 0 gilt

‖v‖Hm(Ω′) ≤ Cw,nδ
−1
{
‖u‖Hm(Ω′) + ‖u‖Hm−1(Ω′)

}
, (6.2)

d.h. v ∈ Hm(Ω′).

Selbst bei glatten w verliert der Quotient u/w somit in Randnähe eine Differenzierbar-
keitsordnung.

69
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Satz 6.1.1 (Zerlegungssatz)
Es existieren Funktionen u? ∈ H1

0 (Ω) ∩Hm(Ω), v ∈ Hm−1(Ω),Ψ ∈ H1
0 (Ω), so dass sich u

durch
u = u? +Ψ (6.3)

mit Ψ = χδ · v darstellen lässt.

Beweis: Wir betrachten

u|Ω\Sδ(Γ) =

{
u− auf Ω−

u+ auf Ω+ \ Sδ
.

Mit Calderon-Stein 1.2.6 setzen wir u|Ω\Sδ
zu einer Hm(Ω) Funktion fort:

u? := Eu|Ω\Sδ
. (6.4)

Somit ist

u? =


u− auf Ω−

Eu|Ω\Sδ(Γ) auf Sδ

u+ auf Ω+ \ Sδ

. (6.5)

Auf Sδ machen wir mit χδ den Ansatz

u|Sδ
= (u? + χδv)|Sδ

.

Da (u− u?)|Sδ
∈ Hm(Sδ) und nach 5.21 χδ|Sδ′

= distΩ+,Γ folgt mit Lemma 6.1.1

v|Sδ
=

(
u− u?

χδ

)
|Sδ

∈ Hm−1(Sδ)

und wiederum mit Calderon-Stein

v := Ev|Sδ(Γ) ∈ Hm−1(Ω).

Da außerdem nach Satz 5.20 χδ|Ω\Sδ
≡ 0 folgt schließlich Ψ := χδ · v ∈ H1

0 (Ω) und damit
die Behauptung. �

Aus dem Zerlegungssatz wird ersichtlich: ist u in H1
0 (Ω) ∩Hm(Ω+) ∩Hm(Ω−), dann ist

v ∈ Hm−1(Ω). Schränkt man v mit Hilfe eines Spuroperators, vgl. 1.2.7, γΓ(v) = v|Γ auf

das Interface ein, so ist v|Γ ∈ Hm−3/2(Γ). Wir wollen später ∂kv|Γ, k = 0, 1 mit klassischen
Quasiinterpolatoren auf dem Interface approximieren. Damit diese Ableitungen im starken
Sinn existieren, muss also m− 3/2− 2 > 0, d.h. m ≥ 5 sein. Dies ist z.B. für rechte Seiten
f ∈ L2(Ω) ∩Hm(Ω+) ∩Hm(Ω−),m ≥ 3 bei dem Modellproblem 4.1 der Fall.
Für die späteren Approxmationsabschätzungen ist noch das folgende Resultat von Bedeu-
tung, dessen Beweis man mit der Leibniz’schen Regel schnell verifiziert.

Lemma 6.1.2 (Abschätzung für gewichtete Funktion)
Es sei Ω′ ein Teilgebiet von Ω und u ∈ Hm(Ω′). Ist w eine m−reguläre Gewichtsfunktion,
so gilt

‖wu‖Hm(Ω′) � max
Ω′

w · ‖u‖Hm(Ω′) + ‖u‖Hm−1(Ω′). (6.6)
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6.1.2. Klassische Quasi-Interpolationsabschätzungen in der Maximumsnorm

Wir betrachten klassische eindimensionale Quasi-Interpolatoren auf stetigen Funktionen.
Es sei dazu I = [a, b] ⊂ R, a 6= b, und der Splineraum Bn

h(I) gegeben. Einen linearen
Operator Q ∈ L(C0(I),Bn

h(I) mit

Qu :=
∑
k∼Ω

(Qku) b
n
k,h (6.7)

nennt man einen Quasi-Interpolator der Ordnung k + 1, falls

• Q` ∈ L(C0(supp bn` ),R) mit |Q`| ≤ ‖Q‖‖u‖L∞(supp bn` )
, ` ∼ I

• Qp = p, ∀p ∈ Pk(I).

Die Operatoren sollen also lokal beschränkt sein und Polynome mit Totalgrad k repro-
duzieren. Wir benutzen solche Quasi-Interpolatoren später, um auf eindimensionalen Un-
termannigfaltigkeiten (konkret auf dem Interface Γ) des R2 Fehlerabschätzungen zu be-
kommen. Der nächste Satz gibt an, wie gut wir eine hinreichend glatte Funktion in der
Maximumsnorm mit uniformen Splines aus Bn

h(I) über einer äquidistanten Knotenfolge
τ` = `Z, ` ∼ I, und {` ∼ I} ∩ {a, b} = {a, b} mit einen Quasi-Interpolationsoperator
approximieren können.

Satz 6.1.2 (L∞-Fehlerordnung der Quasi-Interpolation)
Es sei Q : C0(I) −→ Bn

h(I) ein Quasi-Interpolant der Ordnung k+1 und I ′ :=
⋃

`∼I supp(b
n
`,h).

Ist u ∈ Ck+1(I), so gilt

‖u(j) − (Qu)(j)‖L∞(I) ≤ Cn,k‖Q‖‖u(k+1)‖L∞(I′)h
k+1−j , ∀j ≤ k, (6.8)

Beweis: Folgt z.B. als Spezialfall aus [48]. �

Einen Standardoperator können wir mit den wohlbekannten de Boor-Fix Funktionalen
explizit angeben. Sämtliche der folgenden Aussagen sind wohlbekannt und findet man
z.B. in [48]. Für hinreichend glattes u ∈ Cn(I) sind die de Boor-Fix Funktionale zu der
uniformen Knotenfolge (τk), k ∼ I durch

λ̃n
k,hu :=

1

n!

n∑
ν=0

(−∂)n−νΦn
h(ξk)∂

νu(ξk), k ∼ I (6.9)

definiert, hierbei ist Φn
h(t) := Πn

i=1(τi+1 − t) und ξk ∈ supp bnk,h. Die λ̃n
k,h bilden eine

duale Basis zur Spline-Basis von Bn
h(I), d.h. λ̃n

k,hb
n
`,h = δk,`, k, ` ∼ I und können für

Splines uh ∈ Bn
h(I) mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes durch duale Funktionen

λn
k,h : L2(Ik)→ R mit Ik = (τk, τk+1) repräsentiert werden:

λ̃n
k,hu

h =
(
λn
k,h, u

h
)
L2(supp bnk,h)

. (6.10)

Der mit den dualen Funktionen gebildete Operator Ξn
h ∈ L(C0(I),Bn

h(I))

Ξn
hu :=

∑
k∼I

(
λn
k,h, u

h
)
L2(supp bnk,h)

bnk,h (6.11)
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ist ein Quasi-Interpolations-Operator der Ordnung n + 1. Es existiert eine nur von n
abhängige Konstante Cn > 0, so dass∫

supp bnk,h

|λn
k,h|dt ≤ Cn,

vgl. [48]. Daraus folgt die lokale Beschränktheit.

Wir betrachten ein einfaches Beispiel für einen Quasi-Interpolationsoperator der Ordnung
2, der C2-Funktionen auf quadratische Splines projeziert und mit optimaler Ordnung in
der Maximumsnorm approximiert. Dazu legen wir eine spezielle Knotenfolge durch

τnk := (τk+1 + ...+ τk+n)/n, k ∼ I (6.12)

fest und definieren damit den Schoenberg-Operator QS : C0(I) −→ Bn
k,h(I) durch

QSu :=
∑
k∼I

u(τnk )b
n
k . (6.13)

Das resultierende Approximations-Verfahren nennt man auch Schoenberg-Schema.

Satz 6.1.3 (L∞-Fehlerordung des Schoenberg-Schemas)
Der Schoenberg-Operator QS 6.13 ist ein Quasi-Interpolator der Ordnung 2. Ist u ∈ C2(I)
und I ′ :=

⋃
k∼I supp(b

n
k,h), so gilt

‖u(j) − (QSu)
(j)‖L∞(I) � ‖u′′‖L∞(I′)h

2−j , j = 0, 1. (6.14)

Beweis: Den erste Teil der Behauptung findet man z.B. in [48], der Zweite folgt aus dem
vorigen Satz 6.1.2 �

Bemerkung 6.1.1 (Projektion auf periodischen Splineraum)
Die Approximationssätze 6.1.2, 6.1.3 bleiben auch richtig, wenn man anstatt Bn

h(I) den
meas(I)-periodischen Splineraum Bn

per,h(I) über R betrachtet und auf I geeignet einschränkt.

6.1.3. Quasi-Interpolation für weB-Splines

Wir benötigen noch einen Operator der L2-Funktionen auf Gebieten Ω ⊂ Rd in den weB-
Splineraum weBn

h(Ω) projizieren kann. Dieser soll mit einer Funktion w (vgl. Definition
2.3.1) gewichtete Polynome aus Pn(Ω) reproduzieren und lokal beschränkt sein, was uns
zur folgenden Definition führt.

Definition 6.1.1 (weB-Projektor)
Man nennt eine lineare Abbildung Qh ∈ L(L2(Ω), weBn

h(Ω)) mit

Qhu :=
∑
k∼Ω

Qh,k(u)B
n
k,h, Qh,k ∈ L(L2(Ω),R), k ∼ Ω

einen weB-Projektor der Ordnung n+ 1, falls

Qh(wp) = wp, ∀p ∈ Pn(Ω)
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und

‖Qhu‖Hν(Qk∩Ω) ≤ h−νMk, k ∼ Ω

wobei M(Ω, w, ν, n, u,Qk) <∞.

Mit Hilfe von dualen Funktionalen können wir solch einen Projektor explizit konstruieren,
vergleiche Satz 5.2 [44]:

Satz 6.1.4 (Duale weB-Spline-Basis)
Ist w eine Gewichtsfunktion der Ordnung γ, so existert zur weB-Basis von weBn

h(Ω) eine
duale Basis {Λn

j,h}j∼Ω mit folgenden Eigenschaften:

• Lokaler Support:

suppΛn
k,h ⊂ Qk wobei Qk ⊂ Ω ∩ suppBn

k , k ∼ Ω (6.15)

• Gleichmäßige Beschränktheit:

‖Λn
j,h‖L2(Ω) ≤ CΩ,w,nh

−d/2, j ∼ Ω (6.16)

• Biorthogonaliät: (
Λn
i,h, B

n
j,h

)
L2(Ω)

= δi,j , i, j ∼ Ω (6.17)

Der durch Qn
h : L2(Ω) −→ weBn

h(Ω) mit

Qn
hu :=

∑
k∼Ω

(
Λn
k,h, u

)
L2(Ω)

Bn
k,h (6.18)

definierte lineare Operator ist ein weB-Projektor. Dies zeigt der folgende Satz aus [44]

Satz 6.1.5 (Projektorabschätzung)
Es gilt Qn

h(wp) = wp, ∀p ∈ Pn(Ω). Ist w eine `-reguläre Gewichtsfunktion der Ordnung γ,
so gilt außerdem auf jeder Gitterzelle Q ∼ Ω

‖Qn
hu‖Hν(Ω∩Q) ≤ Ch−ν‖u‖L2(Q′), ν ≤ min{`, n}, (6.19)

wobei Q′ =
⋃

k∈I(Q) suppB
n
k ⊂ Ω.

Glatte Funktionen lassen sich optimal mit weB-Splines approximieren. Dies ist das Er-
gebnis des folgenden zentralen Satzes in der Approximationstheorie für weB-Splines, vgl.
[39],[45] und [44]:

Satz 6.1.6 (Jackson Ungleichung)
Es sei u ∈ H1

0 (Ω) ∩ Hm(Ω), w eine Standardgewichtsfunktion und der weB-Projektor
Qn

h ∈ L(L2(Ω), weBn
h(Ω)) gegeben. Dann ist

‖u−Qn
hu‖H`(Ω) ≤ CΩ,w,nh

m−`‖u‖Hm(Ω), ` < m ≤ n+ 1. (6.20)
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6.1.4. Fehlerabschätzungen auf Gitterzellen Q ∼ Ω, Q ∩ Γ = ∅

Als wichtiges Hilfsmittel dient uns die folgende praktische Variante des Bramble-Hilbert-
Lemmas:

Lemma 6.1.3 (Bramble-Hilbert)
Es sei Ω ein sternförmiges Lipschitzgebiet (vgl. Def. in [14]) mit diam(Ω) <∞, und eine
orthogonale Projektion Πn ∈ L(L2(Ω),Pn(Ω)) gegeben. Für u ∈ Hµ(Ω) und 0 ≤ ν < µ ≤
n+ 1 ist dann

|u−Πnu|Hν(Ω) ≤ Cn diam(Ω)µ−ν |u|Hµ(Ω). (6.21)

Beweis: Siehe z.B. für die Originalfassung von Bramble und Hilbert [13] oder eine erst
2012 von Reif gemachte Verallgemeinerung auf eine größere Klasse von Gebieten [73] . �

Aus dem Lemma folgt für einen d-dimensionalen Würfel W mit diam(W ) � h sofort

‖u−Πnu‖Hν(W ) � hµ−ν‖u‖Hµ(W ), 0 ≤ ν < µ ≤ n+ 1. (6.22)

Damit sind wir in der Lage den Fehler der weB-Splines lokal abzuschätzen.

Wir bringen als Nächstes eine für uns besser passende Version von 6.1.6 aus [39; 44] deren
Beweis nur ein wenig angepasst werden muss. Dazu sei im Folgenden Q aus der Menge der
für Ω relevanten Gitterzellen. Wir notieren uns noch mit Q′ :=

⋃
i∈I(Q) supp(B

n
h,i) ⊂ Ω,

sowie mit Q̃ einen minimalsten d-dimensionalen Würfel der Q′ enthält.

Satz 6.1.7 (Jacksonabschätzung auf Gitterzellen Q ∩ Γ = ∅)
Es sei Q̃ ⊂ Rd \ Ω−, u ∈ H1

0 (Ω) ∩Hm(Ω+) ∩Hm(Ω−), w eine Standardgewichtsfunktion
und der weB-Projektor Qn

h ∈ L(L2(Ω), weBn
h(Ω)) gegeben. Dann ist für ` < m ≤ n+ 1

‖u−Qn
hu‖H`(Q∩Ω+) � hm−`

(
‖u‖Hm(Q̃∩Ω+) + ‖Eu|Ω+/w‖Hm−1(Q̃)

)
, (6.23)

wobei Eu/w die Calderon-Stein Fortsetzung (1.2.6) von u|Ω+/w auf Rd ist. Ist Ω− = ∅, so
folgt der Jackson-Satz für weB-Splines 6.1.6.

Beweis:Wir setzen u+ = u|Ω+ , u+ = wv+, wobei nach 6.1.1 v+ ∈ Hm−1(Ω+) und notieren

Ev+ = ṽ+ ∈ Hm−1(Rd) für die Calderon-Stein Fortsetzung 1.2.6 auf Rd. Diese existiert,
da wir ∂Ω+ = ∂Ω∪Γ als hinreichend glatt voraussetzen. Auf Q∩Ω+ splitten wir mit Hilfe
des Operators Πn ∈ L(L2(Q̃),Pn(Q̃)) den Fehler u+ −Qn

hu
+ wie folgt auf:

u+ −Qn
hu

+ = wṽ+ − wΠn
hṽ

+ +Qn
h

(
wΠnṽ+ − wṽ+

)
(6.24)

und erhalten dadurch

‖u−Qn
hu‖H`(Q∩Ω+) ≤ ‖w(ṽ+ −Πnṽ+)‖H`(Q∩Ω+) + ‖Qn

h

(
wΠnṽ+ − wṽ+

)
‖H`(Q∩Ω+)

�︸︷︷︸
6.19

‖w(ṽ+ −Πnṽ+)‖H`(Q∩Ω+) + h−`‖w
(
ṽ+ −Πnṽ+

)
‖L2(Q′)

�︸︷︷︸
6.1.2

max
Q′

w ·
{
‖ṽ+ −Πnṽ+‖H`(Q∩Ω+) + h−`‖ṽ+ −Πnṽ+‖L2(Q′)

}
+‖ṽ+ −Πnṽ+‖H`−1(Q∩Ω+) =: I.
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Wir setzen δ = dist(Q̃, ∂Ω) und unterscheiden zwei Fälle um I abzuschätzen.

(i) δ ≤ h. Daraus folgt Q̃∩∂Ω 6= ∅. Da diam(Q′) � h ist außerdem wegen w � dist(·, ∂Ω)
auch maxQ′ w ≤ h. Wenden wir nun die Folgerung aus dem Bramble-Hilbert-Lemma
6.22 mit ν = `− 1&0&1 und µ = m− 1 auf die Summanden von I an, so folgt

I � hm−`‖ṽ+‖Hm−1(Q̃). (6.25)

(ii) δ ≥ h. Dann ist Q̃ ⊂ Ω+ und maxQ′ w � δ + h ≤ 2δ � δ. Wir können nun genauso
wie in (i) 6.22 anwenden, diesmal aber wegen der um eins erhöhten Regularität von
ṽ+ auf Q̃ mit µ = m und erhalten

I � δhm−`‖ṽ+‖Hm(Q̃) + hm−`+1‖ṽ+‖HmQ̃)

� δhm−`‖ṽ+‖Hm(Q̃) +

(
hm−`+1

δ

)
δ‖ṽ+‖Hm(Q̃) � δhm−`‖ṽ+‖Hm(Q̃)

�︸︷︷︸
6.1.1

hm−`
(
‖u+‖Hm(Q̃) + ‖ṽ

+‖Hm−1(Q̃)

)
.

Aus (i) und (ii) folgt der erste Teil der Behauptung. Ist Ω− = ∅, so ist Ω+ = Ω und
u+ = u ∈ H1

0 (Ω) ∩Hm(Ω). Wir erhalten dann aus (i),(ii)

‖u−Qn
hu‖2H`(Q∩Ω) � hm−`

(
‖u‖Hm(Q̃∩Ω) + ‖v

+‖Hm−1(Q̃).
)

Wir summieren über alle Q ∼ Ω+ und schätzen weiter ab:

‖u−Qn
h‖2H`(Ω) =

∑
Q∈Ω+

‖u−Qn
h‖2H`(Q∩Ω+)

�︸︷︷︸
Young,A.1

h2(m−`)
∑
Q̃∼Q

(
‖ṽ‖2

Hm−1(Q̃)
+ ‖u‖2

Hm(Q̃∩Ω)

)
� h2(m−`)

(
‖ṽ‖2Hm−1(Rd) + ‖u‖

2
Hm(Ω)

)
�︸︷︷︸

Stein 1.2.6

h2(m−`)
(
‖v‖2Hm−1(Ω) + ‖u‖

2
Hm(Ω)

)
�︸︷︷︸

6.1.1

h2(m−`)‖u‖2Hm(Ω+)

Hierbei haben wir beachtet, dass sich die Würfel Q̃ nur endlich oft überlappen und es sich
demnach um endliche Summen handelt. Damit ist alles gezeigt. �
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6.1.5. Auswirkung der eindimensionalen Quasi-Interpolation in Interfacenähe

Der Grundgedanke bei der Konstruktion des Raums Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) war, dass die weB-Splines

den glatten Anteil von u und die periodischen Splines auf dem Interface den
”
Sprung“ ap-

proximieren sollen. Der folgende Hilfssatz 6.1.8 ist ein wichtiger Baustein für das Hauptre-
sultat in 6.2.1. Er gibt grob gesprochen Aufschluss darüber, wie sich der Fehler des sprin-
genden Anteils der Lösung durch die eindimensionale Approximation auf dem Interface mit
einem Quasi-Interpolator auf einer kleinen Umgebung des Interface verhält. Dazu sei im
Folgenden Φ : S̃δ −→ Sδ ein glatter Diffeomorphismus, der das Rechteck S̃δ = [0, L)×[0, δ)
auf den Streifen Sδ und I = [0, L) auf das Interface Γ abbildet. Danaben betrachten wir
mit einem δ? > δ einen noch etwas größeren Streifen,

Sδ? := {x ∈ Ω : dist(x,Γ) < δ?} b Ω (6.26)

mit Ω± ∩ Sδ? 6= ∅ und nehmen an, dass die Forsetzung Φ−1 auf Sδ? glatt ist und S̃δ b
Φ−1(Sδ?), Sδ b Sδ? gilt. Der Streifen Sδ? ist also eine offene Umgebung des Interface und
beinhaltet den nur in Ω+ gelegenen Streifen Sδ. Für ein Ck-Interface mit k ≥ 2 und
hinreichend klein gewählten Parametern δ, δ? ist solch eine Konstruktion immer möglich.
Man parametrisiert dann einfach das zusammengezogene Interface

Γ? := {x ∈ Ω− : dist(x,Γ) = δ?} ⊂ Ω−

mit einer Kurve γ? ∈ Ck und mit der Normalen ν? ∈
[
Ck−1

]2
bildet man analog zu 5.1.2

den Ck−1-Diffeomorphismus Φ? : [0, L?)× (−δ?, δ?) −→ Sδ? mit

Φ?(s, t) := γ?(t) + s · ν?(t) (6.27)

und betrachtet Φ als Einschränkung auf das kleinere Rechteck S̃δ. Deshalb werden wir
im Folgenden für die Erweiterung von Φ auf den etwas größeren Streifen keine neue Be-
zeichnung einführen. Die Skizze illustriert den Sachverhalt, ∂Sδ ist gestrichelt und ∂S?

δ

durchgehend gezeichnet:

Γ

Γ
⋆

Ω
−
∩ Sδ⋆

Sδ

Ω
+
∩ Sδ⋆

Abbildung 6.1.: Der etwas größerer Streifen Sδ?



6.1 Vorbereitende Sätze 77

Es sei nun v ∈ Ck+1(Ω) und Ξk
h ∈ L(C0(I),Bn

L,h(I)) ein Quasi-Interpolator der Ordnung
k + 1 wobei 0 ≤ k ≤ n− 1. Wir bilden mit,

vh(x) :=

{ (
Ξk+1
h (v ◦ Φ−1)(0, ·) ◦ Φ

)
(x) für x ∈ Sδ?

0 sonst
, (6.28)

und der Gewichtsfunktion χδ ∈ H1
0 (Ω) ∩ C∞(Ω−) ∩ Cm(Ω+) aus 5.19 den gewichteten

Fehler
ϕh := χδv − χδv

h. (6.29)

In einer hinreichend kleinen Umgebung des Interface wird v durch die eindimensionale
Quasi-Interpolation vh in den Hν-Normen, ν = 0, 1, 2 optimal approximiert:

Satz 6.1.8 (Auswirkung der eindimensionalen Quasi-Interpolation)
Es ist ϕh

|Ω\Sδ
≡ 0 und

ϕh ∈ H1
0 (Ω) ∩ C∞(Ω−) ∩ Cmin{k,m}(Ω+). (6.30)

Speziell für n = 2, k = 1 und m ≥ 2 gelten für hinreichend kleines h und Quader Q ⊂ Ω
und m ≥ 2 die folgenden Abschätzungen:

‖ϕh‖H2(Q) � meas(Q)1/2, ∀Q ⊂ Ω+ (6.31)

‖ϕh‖Hν(Q) � meas(Q)1/2h2−ν , ν = 0, 1 ∀Q ∩ Γ 6= ∅. (6.32)

Beweis: Wir setzen im Folgenden zur Vereinfachung

Ξh(t) :=
(
Ξk+1
h ṽ(0, ·)

)
(t).

Wegen v ∈ Ck+1(Ω) ist ṽ = v|Sδ?
◦ Φ ∈ Cn+1(Sδ?) und damit sind ṽ(0, ·) und Ξh beide in

Ck+1(I). Die triviale Fortsetzung

Ξh(s, t) :=

{
Ξh(t), für (s, t) ∈ Sδ?

0 für (s, t) ∈ Ω \ Sδ?

ist dann offenbar in L2(Ω) ∩Ck+1(Sδ?) und damit vh ∈ L2(Ω) ∩Ck+1(Sδ?). Da außerdem
χδ ∈ Cm(Ω+) und auf Ω+ \ Sδ ≡ 0 ist, folgt χδ(v − vh) ∈ Cmin{m,n}(Ω+). Auf Ω− ist
χδ ≡ 0, vh ≡ 0, womit natürlich ϕh ≡ 0 und somit auf Ω− beliebig glatt ist. Da χδ global
in H1

0 (Ω) und auf Γ stetig zu Null geführt wird, ist χδ · vh ∈ H1
0 (Ω) woraus 6.28 folgt. Wir

setzen jetzt n = m = 2, k = 1. Wegen der Lebesgue-Standardabschätzung 1.9 und dem
Transformationssatz 1.2.2 ist für Ω? ⊂ Sδ? ∩ Ω+

‖ϕh‖Hν(Ω?) � ‖ϕh ◦Ψ−1‖H2(Ψ−1(Ω?)) � meas(Ω?)1/2 max
|α|≤ν

‖∂αϕ̃h‖L∞(Ω̃?), ν = 0, 1, 2.

(6.33)
Es genügt also im Wesentlichen die Größen ‖∂αϕ̃h‖L∞(Ω̃?), |α| ≤ 1, 2 abzuschätzen. Wegen

Ξh ∈ C2(I) ist ∣∣∣∣d`dtΞh(t)

∣∣∣∣ � 1, t ∈ Γ̃, ` = 0, 1, 2
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und da χ̃δ, ṽ ∈ C2(Ω?) folgt

|∂αϕ̃h(s, t)| � 1, (s, t) ∈ Ω̃?, |α| ≤ 2

und damit
‖ϕ̃h‖C2(Ω̃?) � 1. (6.34)

Es sei jetzt Q ⊂ Ω+. Dann ist

‖ϕh‖2H2(Q) = ‖ϕh‖2H2(Q∩Sδ)
+ ‖ϕh‖2H2(Q∩(Ω+\Sδ))︸ ︷︷ ︸

=0

� ‖ϕ̃h‖2H2(Φ−1(Q∩Sδ))
�︸︷︷︸

6.33,6.34

meas(Φ−1(Q ∩ Sδ))

� meas(Q ∩ Sδ) � meas(Q), (6.35)

woraus wir 6.31 erhalten.

Wir betrachten jetzt ∂αϕ̃h, |α| = 0, 1 auf dem Streifen S̃δ. Unter der Berücksichtigung,
dass χ̃δ(s) = s, 0 ≤ s < δ und Ξh nur von t abhängt und somit ∂s(Ξ

h) ≡ 0 ist, erhalten
wir

ϕ̃h = sṽ − sΞh = s · (ṽ − Ξh)

∂tϕ̃
h = s · ∂t(ṽ − Ξh)

∂sϕ̃
h = (ṽ − Ξh) + s · ∂s(ṽ − Ξh) = (ṽ − Ξh) + s · ∂sṽ,

woraus

‖ϕ̃h‖L∞(S̃δ)
≤ ‖s‖L∞(S̃δ)

· ‖ṽ − Ξh‖L∞(S̃δ)
,

‖∂tϕ̃h‖L∞(S̃δ)
≤ ‖s‖L∞(S̃δ)

· ‖∂t(ṽ − Ξh)‖L∞(S̃δ)
,

‖∂sϕ̃h‖L∞(S̃δ)
≤ ‖ṽ − Ξh‖L∞(S̃δ)

+ ‖s‖L∞(S̃δ)
· ‖∂sṽ‖L∞(S̃δ)

, (6.36)

folgt. Auf S̃δ ist offenbar

‖s‖L∞(S̃δ)
= O(s) und ‖∂sṽ‖L∞(S̃δ)

= O(1), (6.37)

damit hängt die Fehlerordung von ‖ϕ̃h‖H1(S̃δ)
also nur noch von

‖ṽ − Ξh‖L∞(S̃δ)
(6.38)

und
‖∂t(ṽ − Ξh)‖L∞(S̃δ)

(6.39)

ab. Die auf dem transformierten Interface eingeschränkte Funktion ṽ(0, ·) ist offenbar
in C2(Γ̃) und können wir wegen 6.1.2 mit dem Quasi-interpolanten Ξ2

h der Ordnung 2
abschätzen:

‖∂j
t

(
ṽ − (Ξ2

hṽ(0, ·))
)
‖L∞(Γ̃) ≤ C‖Ξ2

h‖‖∂2
t ṽ‖L∞(Γ̃′)h

2−j , 0 ≤ j ≤ 1. (6.40)
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Wir untersuchen jetzt wie sich diese eindimensionale Approximation in einer kleinen Um-
gebung des Interface auswirkt und betrachten zunächst den in Ω+ gelegenen Streifen. Zur
Abschätzung auf S̃δ setzen wir

x = (0, t), ξ := (s, 0), für 0 ≤ s < δ

sowie
φ̃(s, t) := (ṽ − Ξh)(s, t)

und erhalten mit elementarer Analysis (vgl. A.2)

φ(s, t)− φ̃(0, t) =

∫ 1

0
∇
(
φ̃(Θs, t)

)
· (s, 0) dΘ =

∫ 1

0
∂sṽ(Θs, t))s dΘ,

woraus sich für 6.38

‖ṽ − Ξh‖L∞(S̃δ)
≤ ‖ṽ − Ξh‖L∞(Γ̃)︸ ︷︷ ︸

=O(h2), 6.40

+s · ‖∂sṽ‖L∞(S̃δ)︸ ︷︷ ︸
=O(1)

= O(h2 + s) (6.41)

ergibt. Die Abschätzung für 6.39 folgt analog durch

∂t

(
φ̃(s, t)− φ̃(0, t)

)
=

∫ 1

0
∇
(
∂tφ̃(Θs, t)

)
· (s, 0) dΘ =

∫ 1

0
∂s,tṽ(Θs, t))s dΘ.

Damit ist

‖∂t
(
ṽ − Ξh

)
‖L∞(S̃δ)

≤ ‖∂t(ṽ − Ξh)‖L∞(Γ̃)︸ ︷︷ ︸
=O(h), 6.40

+s · ‖∂s,tṽt,s‖L∞(S̃δ)︸ ︷︷ ︸
=O(1)

= O(h+ s) (6.42)

und mit 6.36 folgt

‖ϕ̃h‖L∞(S̃h)
= O(sh2 + s2),

‖∂tϕ̃h‖L∞(S̃δ)
= O(sh+ s2),

‖∂sϕ̃h‖L∞(S̃δ)
= O(h2 + s).

Für s ≤ h ist somit

‖ϕ̃h‖Hν(S̃h)
� meas(S̃h)

1/2h2−ν , ν = 0, 1. (6.43)

Es sei jetzt Q ∩ Γ 6= ∅ mit Q ⊂ Sδ? und Q ∩ Ω+ ⊂ Sh. Dann ist Q? = Φ−1(Q) ∩ S̃δ ⊂ S̃h.
Nach 6.30 ist ϕh

|Q ∈ H1(Q) und ϕh
|Q∩Ω− ≡ 0. Damit ist

‖ϕh‖2Hν(Q) = ‖ϕh‖2Hν(Q∩Ω−)︸ ︷︷ ︸
=0

+‖ϕh‖2Hν(Q∩Ω+)

� ‖ϕ̃h‖2Hν(Q?) � meas(Q?)h4−2ν

� meas(Φ(Q?))h4−2ν � meas(Q)h4−2ν , ν = 0, 1.

Damit ist die zweite Ungleichung 6.32 gezeigt. �
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6.2. Satz vom Jackson-Typ für Funktionen mit singulären
Gradienten

Mit 6.1.1,6.1.7, 6.23 und 6.1.8 haben wir nun alle Hilfsmittel zusammen um zu zeigen,
dass der Raum uhΓ ∈ B1,2

w,χδ ,h
(Ω) für Funktionen aus u ∈ H1

0 (Ω) ∩ H5(Ω+) ∩ H5(Ω−) die

optimale Approximationskraft in der H1-Norm besitzt.

Satz 6.2.1 (Jackson Ungleichung für Funktionen mit singulären Gradienten)
Es sei u ∈ H1

0 (Ω) ∩H5(Ω+) ∩H5(Ω−). Dann existiert ein Interfacespline

uhΓ ∈ B1,2
w,χδ ,h

(Ω),

mit
‖u− uhΓ‖H1(Ω) = O(h). (6.44)

Beweis: Nach dem Zerlegungssatz 6.1.1 existieren Funktonen u? ∈ H5
0 (Ω), v ∈ H4(Ω) und

χδ = χ̃δ ◦ Φ−1 ∈ H1
0 (Ω) ∩ C2(Ω+), mit denen sich u durch

u = u? + χδv

darstellen lässt. Hierbei ist Φ (vgl. 5.11) der kanonische Diffeomorphismus aus Abschnitt
5.1.2, mit dem der Streifen Sδ := Sδ(Γ) auf das Rechteck

S̃δ := Φ−1(Sδ) (6.45)

und das Interface Γ auf Γ̃ = [0, L] abgebildet wird. Der Parameter δ sei hier so gewählt.
dass die Fortsetzung von Φ auf den Streifen Sδ? := {x ∈ Ω : dist(x,Γ) < δ?} mit einem
δ? > δ glatt ist, siehe auch 6.26. Die auf Sδ, S

?
δ transformierten Größen kennzeichnen wir

im Folgenden mit dem -̃Symbol. So schreiben wir z.B. für die transformierten Funktionen

ṽ := v ◦ Φ, Ψ̃ := (χδ ◦ Φ) · ṽ.

Mit Hilfe der periodischen B-Splines {b2k,h}k∼Γ̃ aus 5.17 und der dualen Basis {λ2
k,h}k∼Γ̃

6.10 bilden wir

Ξ2
hṽ(0, ·) :=

∑
k∼Γ̃

(
λ2
k,h, ṽ(0, ·)

)
L2(suppb2k,h)

b2h,k(t) ∈ C1(Γ̃) (6.46)

und daraus den gewichteten Quasi-Interpolanten der Ordnung 2

Ψ̃h(s, t) :=

{
χ̃δ(s, t) · Ξ2

hṽ(0, t) für (s, t) ∈ S̃δ?

0 sonst
.

Nach Satz 6.1.8, 6.30 gilt dann für den Fehler eh := Ψ−Ψh = χδv − Ψ̃h ◦ Φ−1 :

eh ∈ H1
0 (Ω) ∩ C∞(Ω−) ∩ C2(Ω+).

Mit dem weB-Projektor Q1
h : L2(Ω) −→ weB1

h(Ω),

Q1
hu =

∑
k∼Ω

(
u,Λ1

k,h

)
L2(Ω)

B1
h,k
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aus 6.18 setzen wir

uhΓ := Q1
hu

? +Ψh +Q1
h(Ψ−Ψh). (6.47)

Offenbar ist

Q1
hu

? ∈ weB1
h(Ω)

Ψh = Ψ̃h ◦ Φ ∈ χB2
h(Sδ)

Q1
h(Ψ−Ψh) ∈ weB1

h(Ω)

(6.48)

woraus wir

uhΓ ∈ B1,2
w,χδ

(Ω) = weB1(Ω)⊕ χB2(Sδ)

erhalten. Damit folgt

‖u− uhΓ‖H1(Ω) = ‖u? −Q1
hu

? +Ψ−Ψh −Q1
h(Ψ−Ψh)‖H1(Ω)

≤ ‖u? −Q1
hu

?‖H1(Ω)︸ ︷︷ ︸
=I

+ ‖eh −Q1
he

h‖H1(Ω)︸ ︷︷ ︸
=II

. (6.49)

Aufgrund der Glattheit von u? auf Ω erhalten wir wegen des Jackson-Satzes für weB-
Splines 6.1.6 für I.

‖u? −Q1
hu

?‖H1(Ω) ≤ CΩ,wh‖u?‖H2(Ω). (6.50)

Das bedeutet, dass die Konvergenzordnung nur noch von II. abhängt.

Dazu betrachten wir jetzt eh auf jeder für das Gebiet relevanten Gitterzelle Q ∼ Ω. Sei
dazu Q′ = ∪j∈I(Q)suppB

1
j,h ⊂ Ω der Support aller für Q relevanten weB-Splines und Q̃

ein minimales Quadrat, welches Q′ beinhaltet. Wir machen eine Fallunterscheidung nach
der Lage von Q̃.

(i) Q̃ ⊂ Ω−. Dann folgt wegen Q,Q′ ⊂ Ω− und eh|Q′ = 0

‖eh −Q1
he

h‖H1(Q) ≤ ‖eh‖H1(Q)︸ ︷︷ ︸
=0

+‖Q1
heh‖H1(Q) �︸︷︷︸

6.19

h−1‖eh‖L2(Q′) = 0. (6.51)

(ii) Q̃ ⊂ R2 \ Ω−. Wir setzen ρh := eh|Ω+/w und ρ̃h := Eρh für die Calderon-Stein

Fortsetzung von Ω+ auf R2. Aus Satz 6.23 folgt dann, wenn wir ` = 1 und m = 2
setzen:

‖eh −Q1
he

h‖H1(Q∩Ω+) � h
(
‖eh‖H2(Q̃∩Ω+) + ‖ρ̃

h‖H1(Q̃)

)
, (6.52)
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(iii) Q̃ ∩ Γ 6= ∅. In diesem Fall ist eh|Q̃ ∈ H1(Q̃). Wir benutzen 6.32 aus der Hilfs-

abschätzung 6.1.8 sowie die Standarabschätzung für den Projektor Q1
h aus 6.19

‖eh −Q1
he

h‖H1(Q) ≤ ‖eh‖H1(Q) + ‖Q1
he

h‖H1(Q)

�︸︷︷︸
6.32,6.19

h ·meas(Q̃)1/2 + h−1 ‖eh‖L2(Q̃)︸ ︷︷ ︸
�h2meas(Q̃)1/2,6.32

� h ·meas(Q̃)1/2. (6.53)

Durch Summieren über alle Q ∼ Ω erhalten wir mit den bisherigen Ergebnissen

‖eh −Q1
he

h‖2H1(Ω) =
∑
Q∼Ω

‖eh −Q1
he

h‖2H1(Ω∩Q) ≤
∑
Q∼Ω

Q̃⊂Ω−

‖eh −Q1
he

h‖2H1(Ω∩Q)︸ ︷︷ ︸
=0,6.51

+
∑
Q∼Ω

Q̃⊂R2\Ω−

‖eh −Q1
he

h‖2H1(Ω+∩Q) +
∑
Q∼Ω

Q̃∩Γ6=∅

‖eh −Q1
he

h‖2H1(Ω∩Q)

�︸︷︷︸
6.52,6.53

h2
∑
Q∼Ω

Q̃⊂R2\Ω−

(
‖eh‖2H2(Ω+∩Q) + ‖ρ̃

h‖2
H1(Q̃)

)
︸ ︷︷ ︸

=:Σ1

+h2
∑
Q∼Ω

Q̃∩Γ6=∅

meas(Q̃)

︸ ︷︷ ︸
=:Σ2

Da sich die beteiligten Quader nur endlich oft überlappen können wir die zweite Summe
abschätzen:

Σ2 � meas(Ω)

und weil Ω′ :=
⋃
{Q ∩ Ω ∼ Ω : Q̃ ⊂ R2 \ Ω−} ⊂ Ω+, folgt außerdem mit Calderon-Stein

1.2.6

Σ1 �
(
‖eh‖2H2(Ω′) + ‖ρ

h
+‖2R2

)
� ‖eh‖2H2(Ω+) � meas(Ω), (6.54)

und wir haben

‖eh −Q1
he

h‖2H1(Ω) = O(h
2)

gezeigt. In Verbindung mit 6.50 und 6.49 folgt die Behauptung. �

6.2.1. Bemerkung zu möglichen Verallgemeinerungen

• Abschwächung der Glattheitsvoraussetzungen:

Für unsere Beweistechnik ist etwas Glattheit von u auf den Teilgebieten Ω± not-
wendig, genauer benötigen wir u± ∈ H5(Ω±). Dies liegt daran, dass wir für die
L∞-Abschätzung von v auf dem Interface v ∈ C2(Ω) voraussetzen müssen. Möchte
man eine Verallgemeinerung für u± ∈ H2(Ω±) und Abschätzungen auf schwächere
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Normen, so müsste man v|Γ ∈ H1/2(Γ) und v|Γ ∈ H−1/2(Γ) abschätzen, was even-

tuell mit verallgemeinerten Quasi-Interplatoren auf den Räumen H1/2(Γ),H−1/2(Γ)
gelingt.

• Höhere Konvergenzordnung:

Der nahe liegende Gedanke, dass man bei glatten Funktionen Quasi-Interpolatoren
höherer Ordnung benutzt um höhere Konvergenzordnungen zu erhalten funktioniert
leider nicht so einfach. Wie man aus den Abschätzungen 6.43 erkennt, hängt die
Konvergenzordnung neben der Approximation des glatten Teils u? auf Ω durch den
weB-Projektor und der Quasi-interpolation von v|Γ auf dem Interface noch entschei-
dend von der Gewichtsfunktion χδ auf dem Streifen Sh ab.

6.3. Finite Elemente Analysis mit Interfacesplines

Wir wollen den Raum

Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) = span{Bn

h,k,Ψ
nΓ
h,ν}k∼Ω,ν∼Γ

als Ritz-Galerkin-Ansatzraum zur Approximation von 2d-Interfaceproblemen nutzen.

Hierbei beschränken wir uns auf das in 4.1 analysierte Modellproblem: Finde u ∈ H1
0 (Ω),

so dass
aα(u, v) = `f (v) ∀v ∈ H1

0 (Ω). (6.55)

Hierbei sind Ω± wieder die durch das Interface Γ getrennten Gebiete, f ∈ L2(Ω),

α(x) =

{
α+ für x ∈ Ω−

α− für x ∈ Ω+,
α± ∈ R+, α+ 6= α−, (6.56)

stückweise konstante Koeffizienten und

aα(u, v) :=

∫
Ω
α∇u∇v dx,

`f (v) :=

∫
Ω
fv dx.

6.3.1. Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) als Ansatzraum

Da nach Konstruktion Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) ⊂ H1

0 (Ω) ist, gilt für die Lösung u des Interfaceproblems
natürlich

aα(u, v
h) = `f (v

h), ∀vh ∈ Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω).

Ersetzen wir u durch ein mit den Koeffizienten U = (uk)k∼Ω ∈ R|{k∼Ω}|, σ = (σν)ν∼Γ ∈
R|{ν∼Γ}| gebildeten Spline

uh =
∑
k∼Ω

ukB
n
h,k +

∑
ν∼Γ

σνΨ
nΓ
h,ν

und testen wir mit vh ∈
{
Bh

k

}
k∼Γ
∪
{
Φh
ν

}
ν∼Γ

, so erhalten wir ein lineares Gleichungsstyem:
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∑
k∈Ω

ukaα(B
n
h,k, B

n
h,`) +

∑
ν∈Γ

σνaα(Ψ
nΓ
h,ν , B

n
h,`) = `f (B

n
h,`), ` ∼ Ω,∑

k∈Ω
ukaα(B

n
h,k,Ψ

nΓ
h,µ) +

∑
ν∈Γ

σνaα(Ψ
nΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ) = `f (Ψ

nΓ
h,µ), µ ∼ Γ.

Die zugehörige Galerkin-Matrix besteht somit aus vier Blöcken

Gh
Γ =

(
Gh

11 Gh
12

Gh
21 Gh

22

)
∈ R(|k∼Ω|+|ν∼Γ|)×(|{ν∼Ω}|+|{µ∼Γ}|)

mit

Gh
11 = aα(B

n
h,k, B

n
h,`)k,`∼Ω ∈ R|{k∼Ω}|2

Gh
12 = aα(Ψ

nΓ
h,ν , B

n
h,`)ν∼Γ,`∼Ω ∈ R|{ν∼Γ}|×|{`∼Ω}|

Gh
21 =

(
Gh

12

)>
∈ R|{k∼Ω}|×|{ν∼Γ}|

Gh
22 = aα(Ψ

nΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ)ν∼Γ,µ∼Γ ∈ R|{ν∈Γ}|×|{µ∈Γ}|

und damit lässt sich das System 6.57 durch

Gh
Γ

(uk)k∼Ω

(σν)ν∈Γ

 =

`f (B
n
h,`)`∼Ω

`f (Ψ
nΓ
h,µ)µ∼Γ

 (6.57)

ausdrücken.

Die eindeutige Lösbarkeit des Galerkin-Systems folgt aus dem nächsten Lemma, welches
von unabhängingen Interesse ist:

Lemma 6.3.1 (Positive Definitheit)
Es sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet, V h := span{φh

i }
nh
i=1 ⊂ H1

0 (Ω), dimV h = nh und
aα : H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) −→ R,

aα(u, v) :=

∫
Ω
α∇u∇vdx

mit elliptischen Leitkoeffizienten α ∈ [L∞(Ω)]d. Dann ist die zugehörige Galerkin-Matrix

Gh := aα(φ
h
i , φ

h
j )i,j=1,...,nh

symmetrisch und positiv definit.
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Beweis: Die Symmetrie von Gh folgt aus der Symmetrie der Bilinearform aα. Es sei
U = (U1, ..., Unh

) ∈ Rnh \ {0} und uh =
∑nh

i=1 Uiφ
h
i .

U>GhU =

nh∑
i=1

nh∑
j=1

aα(φ
h
i , φ

h
j )UiUj

= aα(

nh∑
i=1

Uiφ
h
i ,

nh∑
j=1

Ujφ
h
j ) = aα(u

h, uh)

≥ ε|∇uh|21 ≥︸︷︷︸
Poincaré 1.22

ε‖uh‖2L2(Ω)

Die vorletzte Abschätzung folgt aus der gleichmäßigen Elliptizität des Koeffizienten α 3.3
mit einer Elliptizitätskonstanten ε > 0. Da {φh

i }
nh
i=1 linear unabhängig sind und U 6= 0 ist,

folgt ‖uh‖2L2(Ω) > 0 und damit die Behauptung. �

Daraus ergibt sich die eindeutige Lösbarkeit des Galerkin Systems der schwachen Formu-
lierung des Interfaceproblems einfach und ohne dass wir auf die Blockstruktur von Gh

Γ

zurückgreifen müssen.

Satz 6.3.1 (Eindeutige Lösbarkeit des Galerkin-Systems)
Das zu der schwachen Formulierung des Interfaceproblems 6.55 gehörige Galerkin-System
6.57 ist eindeutig lösbar.

Beweis: Da die Menge
{
Bh

k

}
k∼Γ
∪
{
Φh
ν

}
ν∼Γ

nach 5.2.2 linear unabhängig ist, folgt die

Behauptung sofort aus dem vorherigen Lemma 6.3.1, wenn wir speziell V h := Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω)

wählen und die Basisfunktionen geeignet umnummerieren. �

Die mit den Koeffizienten (uk∼Ω, σν∼Γ) gebildete Lösung uhΓ ∈ Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) bezeichnen wir

als die Ritz-Galerkin-Approximation an die Lösung des Interfaceproblems.

6.3.2. H1-Fehlerabschätzung

Der von uns konstruierte Ansatzraum Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) besitzt für (n, nΓ) = (1, 2) gemessen

in der H1-Norm nach dem Jackson-Satz 6.2.1 des letzen Abschnitts für Funktionen u ∈
H1

0 (Ω) ∩H5(Ω+) ∩H5(Ω−) die optimale Approximationskraft. Daraus folgt nach dem
Céa-Lemma sofort die optimale Fehlerordung für den Ritz-Galerkin-Approximation mit
Interfacesplines:

Satz 6.3.2 (H1-Fehler bei Approximation mit Interfacesplines)
Es sei f ∈ L2(Ω)∩H3(Ω−)∩H3(Ω−) und uhΓ ∈ B1,2

w,χδ ,h
(Ω) die Ritz-Galerkin-Approximation

an die Lösung u des Interfaceproblems. Dann gilt

‖u− uhΓ‖H1(Ω) = O(h). (6.58)

Mit Interfacesplines lassen sich somit Interfaceprobleme auf glatten Rändern mit auf Ω±

glatten Koeffizienten α und auf Ω± stetigen rechten Seiten f optimal in der H1-Norm
approximieren.
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7. Implementierung

Bei der konkreten Umsetzung der von uns entwickelten Theorie in ein Computerprogramm
ergeben sich eine Reihe von numerischen und technischen Fragestellungen, auf die wir in
den nächsten Abschnitten kurz eingehen möchten. Für weB-Splines und glatte Approxi-
mationsprobleme in 2d (d.h. die zu approximierende Lösung ist hinreichend glatt) gibt
es bereits eine in Matlab programmierte Softwarebibliothek, die WEB-Toolbox [6]. Bei der
Assemblierung des weB-Blocks der Galerkin-Matrix können wir deshalb auf bereits imple-
mentierte Algorithmen zurückgreifen. Die theoretischen Hintergründe der Routinen welche
in der Toolbox für glatte Probleme programmiert worden sind, wurden z.B. in [44] und
[87] vorgestellt, weshalb wir uns diesbezüglich kurz fassen.

7.1. Gebietsmodellierung

Wir gehen davon aus, dass wir den Rand ∂Ω und das Interface Γ durch glatte, parametri-
sierte selbstdurchdringungsfreie Kurven γ∂Ω : I∂Ω ⊂ R −→ ∂Ω, γ : [0, L] −→ Γ darstellen
können. Das Interface sei hierbei nach Bogenlänge parametriesiert, d.h. ‖γ′‖ = 1. Konkret
lassen sich beispielsweise glatte geschlossene Kurven durch NURBS (N onuniform Rational
B -Splines) beschreiben und flexibel modellieren, insbesondere lassen sich Kegelschnitte
durch NURBS exakt darstellen, siehe für Details [48]. Eine beliebige NURBS-Kurve kann
nun wiederum durch stückweise zusammengesetzte rationale Bézierkurven dargestellt wer-
den. Dies bringt einige programmiertechnische Vorteile, da man nur Routinen implemen-
tieren muss die auf Polynomen operieren. Eine rationale Bézierkurve γ vom Grad n im
R2 wird durch Kontrollpunkte Ck ∈ R2 und Gewichte ωk ∈ R+, k = 0, ..., n mit Hilfe der
Bernstein-Polynome βn

k : [0, 1] −→ [0, 1],

βn
k (t) =

(
n
k

)
(1− t)n−ktk, k = 0, ..., n (7.1)

durch

γ(t) :=

∑n
k=0Cnωnβ

n
k (t)∑n

k=0 ωnβn
k (t)

(7.2)

parametrisiert. Wir gehen also im Folgenden davon aus, dass wir den Rand und das Inter-
face entweder als stückweise zusammengesetzte rationale Bézierkurven oder, falls möglich,
als explizite algebraische Gleichungen implementiert haben. Da die Intergrationsroutinen
zur Assemblierung der Galerkin-Matrix zellbasiert sind, benötigen wir eine Klassifizierung
der Lagebeziehung der Zellen des B-Spline Gitters Ωh und des Gitters der Zusatzsplines
Ωh
Γ in Bezug zum Rechengebiet.

89
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7.1.1. Zellklassifikation für B-Splines

Haben wir Ω durch Γ in Ω± unterteilt, so legen wir ein uniformes Rechteckgitter Ωh = Ωh,n

mit Gitterweite h über das komplette Gebiet Ω. Die Größe und die Anzahl der Gitterzellen
ist natürlich von der gewählten Gitterweite h und dem Grad n der Tensorproduktsplines
abhängig. Es werden hierbei zwangsläufig Zellen erzeugt, die für die weitere Berechnung
keine Rolle spielen (z.B. Zellen die zwar zum Träger eines relevanten Splines gehören,
die aber komplett ausserhalb des Gebiets liegen und die keinen für Ω relevanten Spline-
koeffizienten zugeordnet sind). Diese werden um eine einfache Datenstruktur zu erhalten
trotzdem in der Indexliste mitgeführt und die entsprechenden B-Splinekoeffizenten auf 0
gesetzt.

Wir klassifizieren die Zellen Q ∈ Ωh (vergleiche 2.3.2), mit:

1. Q ∩ ∂Ω 6= ∅ als Randzellen,

2. Q ∩ Γ 6= ∅ als Interfacezellen,

3. Q ⊂ Ω± als innere Zellen,

4. Q ∩ Ω = ∅ als äußere Zellen.

In der Grafik haben wir exemplarisch jeweils die Linke untere Ecke mit � für eine Rand-
zelle, mit • für eine Interfacezelle, mit 4 für eine inneren Zelle und mit ◦ für eine äußeren
Zelle markiert.

Ω
h

Γ

∂Ω

Ω
−

Ω
+

Abbildung 7.1.: Gebiet mit klassifizierten Zellen

Details zu Algorithmen der Zellklassifikation für Rand, inneren und äußeren Zellen findet
man detailliert in [44; 87] weshalb wir hier nicht weiter darauf eingehen wollen. Die In-
terfacezellen können mit den gleichen Routinen markiert werden. Mit dieser Markierung
kann man auch jeden für das Gebiet relevanten B-Spline bnk,h, k ∼ Ω klassifizieren um aus
der TPB-Splinebasis die weB-Basis zu erzeugen. Besitzt der Träger supp bnk,h mindestens
eine innere Zelle und schneidet keine Zelle des Trägers das Interface, so ist der B-Spline ein
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innerer B-Spline. Besteht der Träger nur aus äußeren und Randzellen, so wird der B-Spline
als äußerer B-Spline markiert. B-Splines deren Trägerzellen das Interface schneiden spielen
keine gesonderte Rolle und brauchen deshalb für die weB-Basis nicht extra klassifiziert zu
werden.

7.1.2. Gitter für Zusatzsplines

Für die Zusatzfunktionen benötigt man noch ein separates Gitter Ωh
Γ auf dem Streifen

Sδ =
{
x ∈ Ω+ : dist(x,Γ) < δ

}
. (7.3)

Hierbei ist δ > 0 so gewählt, dass Sδ b Ω die Nearest-Point-Eigenschaft bezüglich Γ be-
sitzt, siehe 5.1.1,5.1.2. Um die Besetzung der Galerkinmatrix klein zu halten und damit die
Lösbarkeit des Systems zu gewährleisten, sollte man δ möglichst klein wählen. Allerdings
zeigen numerische Tests, dass eine zu kleine Wahl von δ zu schlechteren Approximationen
im Vergleich größer gewählten δ führen kann, siehe auch Abschnitt 8.2.5 aus Kapitel 8.
Eine optimale Wahl von δ, d.h. die theoretische Bestimmung eines optimalen Werts ist
wahrscheinlich eine schwierige Aufgabe, weshalb man hier auf heuristische Werte angewie-
sen ist. Wir nehmen an, dass Nh := L/h ∈ N. Die Gitterzellen QΓ

µ, µ = 0, ..., Nh lassen
sich dann mit dem von Ω− nach Ω+ zeigenden Normalenvektor ν(t) = (−γ′2(t), γ′1(t)) sehr
einfach mit γ und den beiden Daten δ,Nh modellieren:

QΓ
µ = {x ∈ Ω+ : x = γ(t) + ν(t)s, 0 ≤ s ≤ δ, µh ≤ t ≤ (µ+ 1)h}. (7.4)

In der folgenden Skizze haben wir eine Gitterzelle QΓ
µ mit einem Punkt • markiert:

QΓ
µ

Ω
h
Γ

Sδ

Γ

∂Ω

Ω
−

Ω
+

Abbildung 7.2.: Gitter Ωh
Γ für die Zusatzsplines

7.2. Evaluierung der Basisfunktionen

Bei der Assemblierung des Galerkin-Systems sind die Basisfunktionen des Tensorprodukt-
splineraums Bn

h(Ω) sowie deren Gradienten an Punkten (x, y) ∈ Ω auszuwerten, weshalb
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wir an effizienten Evaluierungsalgorithmen interessiert sind. Wir gehen zuerst in 7.2.1 kurz
auf auf die Auswertung der weB-Splines ein, für eine ausführliche Behandlung verweisen
wir auf [44]. In 5.1.2 haben wir das Gewicht χδ für die Zusatzsplines mit Hilfe einer Blen-
defunktion ζ definiert, ohne diese explizit Anzugeben. Wir holen das in 7.2.2 nach und
gehen anschließend auf die Evaluierung der Zusatzsplines ein.

7.2.1. B-Splines

Bei den weB-Splines verzichtet man zunächst auf die Erweiterung und wertet nur die
wB-Splines aus. Ist w : Ω −→ R eine hinreichend glatte Gewichtsfunktion und

w(x, y)bnh,k(x, y) = w(x, y)bnh,k1(x)b
n
h,k2(y), k = (k1, k2) ∼ Ω (7.5)

ein für das Gebiet relevanter wB-Spline, so ist wie man leicht verifiziert

∇wbnh,k(x, y) =

(
∂w

∂x
bnh,k(x, y) + w(x, y)bnh,k2(y)

d

dx
bnh,k1(x),

∂w

∂y
bnh,k(x, y) + w(x, y)bnh,k1(x)

d

dy
bnh,k2(y)

)
. (7.6)

Aufgrund der Tensorpoduktstruktur bietet sich somit der de Boor-Algorithmus [21] zur
effizienten Auswertung der in 7.5 und 7.6 auftauchenden B-Splines an. Die Erweiterung
erfolgt durch Multiplikation der Galerkinmatrix mit einer geeigneten Erweiterungsmatrix,
worauf wir in 7.3.2 genauer eingehen werden. Wird ∂Ω durch eine algebraische Kurve re-
präsentiert bzw. etwas allgemeiner durch das Rvachev Funktionenkalkül, siehe 2.3.1 und
[72] erzeugt, so gestaltet sich die Auswertung der Gewichtsfunktion w in Randnähe als
problemlos, man muss nur die Funktionengleichung sowie den Gradienten von w imple-
mentieren. Bei Bézier-Darstellungen von ∂Ω ist eine explizite Angabe von w im Allge-
meinen nicht möglich, man ist somit auf numerische Methoden für die Auswertung von
w, ∂xw, ∂yw in Randnähe angewiesen. Hierauf wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen
und verweisen für eine detaillierte Darstellung auf [44] 8.3.

7.2.2. Zusatzsplines

Die Zusatzsplines

ΨnΓ
ν,h(x, y) =

{
χ̃δ

(
Φ−1(x, y)

)
b̃nΓ
h,ν

(
Φ−1(x, y)

)
für (x, y) ∈ Sδ

0 für (x, y) ∈ Ω \ Sδ
, (7.7)

mit Φ : S̃δ −→ Sδ ⊂ Ω,

(x, y) = Φ(s, t) := γ(t) + s · ν(t), (7.8)

wurden in 5.11 durch Tensorproduktbilung von univariaten Funktionen auf dem Rechteck
S̃δ = [0, δ) × [0, L) konstruiert. Die Abbildung Φ ist bei einem Cm-Interface ein Cm−1

Diffeomorphismus und bildet S̃δ diffeomorph auf den Streifen Sδ ab. Hierbei sind

b̃nk,h(s, t) = b̃nk,h(t), k ∼ Γ̃, (s, t) ∈ [0, δ)× Γ̃ (7.9)
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die von Γ̃ = [0, L) auf S̃δ = [0, L)× [0, δ) fortgesetzten univariaten periodischen B-Splines
5.17 und

χ̃δ(s, t) =

{
s für (s, t) ∈ [0, δ?)× Γ̃

sζm(s) für (s, t) ∈ [δ?, δ)× Γ̃
, 0 < δ? < δ (7.10)

eine auf [0, δ) univariate und ebenfalls auf S̃δ fortgesetzte Gewichtsfunktion χ̃δ (vgl. 5.1.4).
Für die Approximationstheorie war eine explizite Angabe der Blendefunktion ζm nicht
notwendig. Wir setzen ∆δ := δ − δ? und

ζm(s) :=

(
δ − s

∆δ

)m+1 m∑
i=0

(
m+ i

i

)(
s− δ?

∆δ

)i

. (7.11)

Für später notieren wir uns noch

d

ds
ζm(s) := −(m+ 1)(δ − s)m

(∆δ)m+1

m∑
i=0

(
m+ i

i

)(
s− δ?

∆δ

)i

+
(δ − s)m+1

∆δm+2

m∑
i=1

i

(
m+ i

i

)(
s− δ?

∆δ

)i−1

. (7.12)

Mit Induktion bestätigt man, dass ζm ∈ Cm(R), und zeigt elementar die geforderten Ei-
genschaften, d.h. ζm � 1 auf [δ?, δ], geht an der Stelle s = δ? glatt in 1 über und wird
an der Stelle δ glatt zu 0 fortgesetzt, vergleiche auch die Blendefunktion in [4] und Bild 5.5.

Ist (x, y) ∈ Ω\Sδ, so ist ΨnΓ
ν,h(x, y) = 0, wir beschränken uns deshalb nur noch auf den Fall

(x, y) ∈ Sδ. Um einen Zusatzspline an solch einer Stelle auswerten zu können, benötigt man
also die mit dem Randprojektor PΓ : Sδ −→ Γ 5.3, 5.14 darstellbare Umkehrabbildung
Φ−1 : Sδ −→ S̃δ,

(s, t) = Φ−1(x, y) := (dist((x, y),Γ), γ−1(PΓ(x, y))).

Im Allgemeinen wird man also zu gegebenen (x, y) ∈ Sδ das Urbild (s, t) nicht direkt
berechnen können. Mit Hilfe der Parametrisierung γ für das Interface und dem Normalen-
einheitsvektor ν kann man aber, da auf Sδ die Nearest Point Eigenschaft 5.1.1 gilt, (s, t)
numerisch bestimmen. Nach den Orthogonalitätsrelationen 5.7 ist

((x, y)− γ(t))(γ′(t)) = 0.

Dies ist eine nichtlineare Gleichung in der Variablen t, welche z.B. mit einem Newton-
Typ Verfahren effizient gelöst werden kann und wegen 5.8 ist s = ‖(x, y) − γ(t)‖. Ne-
ben den Funktionswerten benötigt man zum Aufstellen des Galerkinsystems noch die
Werte von den Gradienten der Zusatzsplines. Wir schreiben im Folgenden Φ−1(x, y) =
(s(x, y), t(x, y)) und zur Vereinfachung Ψ̃nΓ

h,`(s, t) = χ̃δ(s) · b̃nΓ
h,`(t). Für die Komponenten

des Gradienten

∇ΨnΓ
h,`(x, y) =

(
∂

∂x
ΨnΓ

h,`(x, y),
∂

∂y
ΨnΓ

h,`(x, y)

)
(7.13)

erhalten wir mit der allgemeinen Kettenregel nach etwas Rechnung

∂

∂x
ΨnΓ

h,`(x, y) =
∂Ψ̃nΓ

h,`

∂s
(s, t) · ∂

∂x
s(x, y) +

∂Ψ̃nΓ
h,`

∂t
(s, t) · ∂

∂x
t(x, y),

∂

∂y
ΨnΓ

h,`(x, y) =
∂Ψ̃nΓ

h,`

∂s
(s, t) · ∂

∂y
s(x, y) +

∂Ψ̃nΓ
h,`

∂t
(s, t) · ∂

∂y
t(x, y).
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Haben wir also (s(x, y), t(x, y)) numerisch bestimmt, so braucht man noch Module, welche

in der Lage sind
∂Ψ̃h,`

∂s (s, t),
∂Ψ̃h,`

∂t (s, t) sowie ∇s(x, y) und ∇t(x, y) berechnen zu können.
Für die Ableitung der Gewichtsfunktion nach s erhalten wir mit 7.12

d

ds
χ̃δ(s) =


1 für s ∈ (0, δ?)

ζm(s) + s d
dsζ

m(s) für s ∈ [δ?, δ)
0 sonst

. (7.14)

Auf dem Rechteck S̃δ bekommen wir somit

∂Ψ̃nΓ
h,`

∂s
(s, t) = b̃nΓ

h,`(t) ·
∂

∂s
χ̃δ(s)

∂Ψ̃nΓ
h,`

∂t
(s, t) = χ̃δ(s) ·

∂

∂t
b̃nΓ
h,`(t). (7.15)

Für die Auswertung der univariaten B-Splines b̃nΓ
h,`,

∂
∂t b̃

nΓ
h,` in t nutzen wir wieder den de

Boor-Algorithmus [21] und die Auswertung von χ̃δ,
d
ds χ̃δ in s lässt sich mit Hilfe der expli-

ziten Gleichungen 7.11, 7.12 für ζm, d
dsζ

m einfach mit Polynomroutinen implementieren.
Wege des Umkehrsatzes gilt für die Jacobimatrizen des Diffeomorphismus Φ

(JΦ)
−1 (s, t) = JΦ−1(x, y), (7.16)

konkret

(−ν(t)∂tγ(t) + s∂tν(t))
−1 =

(
∇s
∇t

)
(x, y). (7.17)

Offenbar ist ∇sJΦ−1(x, y) = (1, 0). Die Normale ν und ∂tγ stehen aufeinander senkrecht,
d.h. ν · ∂tγ = 0 und wegen ‖γ′‖ = 1 folgt

−ν(t)JΦ(s, t) = (1, 0), (7.18)

somit ist

∇s(x, y) = −ν(t(x, y)). (7.19)

Da wir zudem die Werte von ∇t(x, y) benötigen, invertiert man besser JΦ, was bei einer
2× 2-Matrix kein Problem ist. Wir setzen dazu

φ(t, s) := det JΦ(s, t) = −1− s
(
γ′1(t)γ

′′
2 (t) + γ′′1 (t)γ

′
2(t)
)

und erhalten daraus(
∇s
∇t

)
(x, y) =

1

φ(s, t)

(
γ′2(t) + sν2(t) −γ′1(t)− sν ′1(t)

−∂tγ(t)>
)
, (7.20)

was sich einfach implementieren lässt.
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7.3. Assemblierungsalgorithmen

Die Galerkinmatrix Gh
Γ für das Ritz-Galerkin-System

Gh
Γ

(uk)k∼Ω

(σν)ν∈Γ

 =

`f (B
n
h,`)`∼Ω

`f (Ψ
nΓ
h,µ)µ∼Γ


des zweidimensionalen Modellproblems aus 6.3 besitzt nach 6.3.1 die folgende Gestalt

Gh
Γ =

(
Gh

1,1 Gh
1,2

Gh
2,1 Gh

2,2

)
∈ R(|k∼Ω|+|ν∼Γ|)×(|{ν∼Ω}|+|{µ∼Γ}|) (7.21)

mit den Blöcken

Gh
1,1 = aα(B

n
h,k, B

n
h,`)k,`∼Ω ∈ R|{k∼Ω}|2

Gh
1,2 = aα(Ψ

nΓ
h,ν , B

n
h,`)ν∼Γ,`∼Ω ∈ R|{ν∼Γ}|×|{`∼Ω}|

Gh
2,1 =

(
Gh

1,2

)>
∈ R|{k∼Ω}|×|{ν∼Γ}|

Gh
2,2 = aα(Ψ

nΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ)ν∼Γ,µ∼Γ ∈ R|{ν∈Γ}|×|{µ∈Γ}|.

Bezeichnet für den Augenblick φ eine Größe die von den Basisfunktionen Bn
h,`, ` ∼ Ω,

ΨnΓ
h,ν , ν ∼ Γ der rechten Seite f und den springenden Koeffizienten α± der elliptischen

Bilinearform abhängen kann, so sind zur Assemblierung von Gh
Γ und der rechten Seite des

Galerkinsystems zweidimensionale Integrale der Form∫
Ω∩suppφ

φ(x, y) dxdy

auszuwerten. In 7.3.1 stellen wir eine Methode vor, wie wir solche Integrale mit einer
Gaußquadratur, welche die besondere Geometrie des zugundeliegenden Gebiets des In-
terfaceproblems berücksichtigt, auf Zellen hinreichend genau berechnen können. Die As-
semblierungsalgorithmen für die Blöcke der Galerkinmatrix betrachten wir in 7.3.2, 7.3.3
und 7.3.4 separat. Für solche Blocksysteme bietet sich neben den bekannten cg-Lösern
insbesondere das Schur-Komplement-Verfahren an, auf das wir kurz in 7.4.2 eingehen.

7.3.1. Gaußquadratur auf Quadern

Da die Basis von Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) aus Funktionen mit lokalen Trägern besteht, nutzen wir zur

Auswertung der bei der Assemblierung auftretenden Integrale im Wesentlichen eine Gauß-
quadratur auf Quadern aus dem R2 bzw. auf Teilgebieten, die glatt auf Quader transfor-
miert werden können. Den Schnitt zweier beteiligter Träger von Basisfunktionen können
wir nämlich immer als Summe von Zellen Q` sowie von Teilgebieten von Zellen auffas-
sen, welche wir auf einen Referenzquader transormieren können. Eine Gaußquadraturfor-
mel auf einen Quader erhält man leicht durch Tensorproduktbildung der ensprechenden
wohlbekannten eindimensionalen Gaußquadratur, welche wir schnell rekapitulieren. Für
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eine univariate Funktion φ : [−1, 1] −→ R erhält man nach der Wahl von Stützstellen
τi ∈ (−1, 1), i = 1, ..., n und positiven Gewichten ωi > 0, i = 0, ..., n (Gaußparameter) eine
Approximation an das Integral über [−1, 1]:∫ 1

−1
φ(x) dx ≈

n∑
i=1

ωiφ(τi). (7.22)

Mit Hilfe von Orthogonalpolynomen können die Stützstellen und Gewichte so gewählt wer-
den, dass 7.22 für p ∈ P2n−1(−1, 1) exakt ist, vgl. [38]. Für die meisten Orthogonalpoly-
nome existieren tabellierte Werte, siehe z.B. [80]. Durch die Abbildungen ω̃i = (b−a)ωi/2
und τ̃i = a + (b − a)(τi + 1)/2 lassen sich die Gaußparameter auch auf beliebige In-
tervalle [a, b] transformieren. Es sei nun Q = [a, b] × [c, d] sowie φ : Q −→ R mit
τi ∈ (a, b), i = 0, .., n, σj ∈ (c, d), j = 0, ...,m und ω̃τ

i , ω̃
σ
j > 0, i = 1, ..., n, j = 0, ...,m

so gewählt, dass
∫ b
a p(t) dt = (b − a)/2

∑n
i=1 ω

τ
i p(τ̃i) für p ∈ P2n−1(a, b) und

∫ d
c p(t) dt =

(d− c)/2
∑m

i=1 ω
σ
j p(σ̃j) für p ∈ P2m−1(c, d) ist. Dann ist∫ b

a

∫ d

c
φ(x, y) dxdy ≈ (b− a)(d− c)

4

n∑
i=1

m∑
j=1

ωτ
i ω

σ
j φ(τ̃i, σ̃j) (7.23)

für Polynome p ∈ P(2n,2m)(Q) exakt, siehe z.B. [38], Satz 6.5. Für φ ∈ C(2n,2m)(Q) gilt

mit Q(n,m)φ :=
∑n

i=1

∑m
j=1 ω̃

τ
i ω̃

σ
j φ(τ̃i, σ̃j) außerdem die Fehlerabschätzung∣∣∣∣∫

Q
φ(x, y) dxdy −Q(n,m)φ

∣∣∣∣ ≤ max
`∈{n,m}

{
22`(

2`
`

)
(2`)!

}(
‖∂2n

x φ‖L∞(Q) + ‖∂2m
y φ‖L∞(Q)

)
,

(7.24)
was man mit Hilfe von wohlbekannten univariaten Fehlerabschätzungen für die Gaußqua-
dratur [38] und verallgemeinerten Tensorprodukt-Fehlerabschätzungen, vgl. [34], zeigt.
Für glatte Funktionen kann man eine schnelle Konvergenz erwarten, siehe z.B. [38], Kap.6
für ein univariates Beispiel. Integrieren wir also über eine Zelle Q ⊂ Ω±, so können wir
die Stützstellen und Gewichte nach bekannten univariaten Formeln [38] berechnen und
die Tensorproduktformel 7.23 direkt anwenden. Es sei Q`, ` ∼ Ω eine beliebige relevante
Zelle des Rechengitters. Bei der Assemblierung der Blöcke Gh

1,1 und Gh
1,2 = (Gh

2,1)
> der

Galerkinmatrix für das Interfaceproblem können folgende Fälle auftreten

(a) Q` ∩ ∂Ω 6= ∅

(b) Q` ∩ suppΨnΓ
ν,h, ν ∼ Γ 6= ∅

(c) Q` ∩ Γ 6= ∅.

Bei (a) und (b) könnte man ad hoc die Integranten einfach auf Q` durch Null fortsetzen,
was aber zu einem gravierenden Genauigkeitsverlust der Quadratur führen kann. Man wird
deshalb Routinen implementieren, welche Schnittgebiete geeignet subdividieren und auf
Referenzquader transformieren können. Wir betrachten zuerst einen exemplarischen Fall
aus (a) und setzen dabei Ω` = Q`∩Ω. Bei hinreichend kleinen h kann man davon ausgehen,
dass ∂Q` von ∂Ω nur in zwei Punkten geschnitten wird. Ist γ∂Ω : [0, h] −→ ∂Ω ∩ Q die
lokale Parametrisierung des Randstücks ∂Ω ∩Q, so ist θ : [0, h]2 −→ Q ∩ Ω mit

θ(s, t) =

(
`1 +

vγ∂Ω(s)

h
, `2 + t

)
, ` = (`1, `2) (7.25)
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ein glatter Diffeomorphismus. Damit erhalten wir mit der Funktionaldeterminante
det Jθ(s, t) = |γ(t)/h|∫

Q`∩Ω
φ(x, y) dxdy =

∫ h

0

∫ h

0
φ(θ(s, t))|γ∂Ω(t)/h| dtds. (7.26)

Sind τ̃i, σ̃j ∈ [0, h], ω̃σ,i, ω̃τ,j , i = 0, ...n; j = 0, ...,m die Stützstellen und Gewichte bezüglich
[0, h]2, so ergibt sich die transformierte Quadraturformel∫

Q`∩Ω
φ(x, y) dxdy ≈ h2

4

n∑
i=1

m∑
j=1

ωτ
i ω

σ
j |γ∂Ω(τ̃j/h)|φ(θ(σ̃i, τ̃j). (7.27)

Im Allgemeinen können sich im Fall (a) beliebige unregelmäßige Schnittmuster bilden. Bei
hinreichend kleinem h stellen sich aber nur noch endlich viele Situationen ein, siehe z.B.
[5], Kapitel 6 für eine detaillierte Beschreibung und Implementierungsstrategien. Der Fall
(c) taucht z.B. bei der Assemblierung von Gh

11 auf. Ist Q` ∩ Γ 6= ∅, so hat man Integrale
der Form ∫

Q`

φ(x, y)dxdy

mit φ = αϑ, ϑ ∈ C∞(Q`) und entlang von Γ unstetigen Koeffizienten α auszuwerten.
Würde man in diesem Fall einfach einen Satz Gaußparameter für die Zelle Q` berechnen
und die Tensorproduktformel anwenden, so würde das wegen dem singulären Integranten
zu einem erheblichen Genauigkeitsverlust führen. Das Problem lässt sich aber leicht be-
heben, indem man auf Q+

` = Ω+ ∩ Q` und Q−
` = Ω− ∩ Q` die selben Prozeduren wie

bei (a) anwendet. Für (b) können, wie das folgende suggestive Bild zeigt ebenfalls eine
Vielzahl von Schnittmustern enstehen, welche sich mit Subdividierungsstrategien auch auf
(a) zurückführen lassen.

Γ

Ω
−

Ω
+

Qh
ℓ,ν = Qℓ ∩QΓ

ν

Qℓ

ν

k

QΓ
ν

ℓ

Abbildung 7.3.: Möglicher Schnitt von Trägerzellen unterschiedlicher Basissplines

Bei der Subdividierung ist auch darauf zu achten, dass in dem Schnitt Q` ∩ suppΨnΓ
ν,h

verschiedene Anteile von Interface-Gitterzellen QΓ
µ ∼ suppΨnΓ

ν,h enthalten sein können und
diese ebenfalls geeignet unterteilt werden müssen.



98 7 Implementierung

Auf eine detaillierte Beschreibung wollen wir an dieser Stelle verzichten und gehen davon
aus, dass wir Integrationsgebiete der Form Q` ∩ suppΨnΓ

ν,h, ν ∼ Γ geeignet zerlegen, auf
Standardquader transformieren und mit der Tensorproduktformel ohne Genauigkeitverlu-
ste integrieren können. Für den Block Gh

2,2 sind noch Integrale über die Gitterzellen der
Zusatzsplines

QΓ
µ = {(x, y) ∈ Ω+ : (x, y) = γ(t) + ν(t)s, 0 ≤ s ≤ δ, µh ≤ t ≤ (µ+ 1)h}, µ ∼ Γ

auszuwerten. Mit Hilfe des Diffeomorphismus Φ(s, t) = γ(t)+ν(t)s aus 5.1.2 lässt sich dies
aber einfach auf eine Integration über den Quader [hµ, h(µ+ 1)]× [0, δ] zurückführen:

∫
QΓ

µ

φ(x, y) dxdy =

∫ δ

0

∫ h(µ+1)

hµ
φ(Φ(s, t)) |det JΦ(s, t)| dtds. (7.28)

Mit den Stützstellen τ̃i ∈ [hµ, h(µ+ 1)], i = 1, ..., n, σ̃j ∈ [0, δ], j = 1, ...,m und Gewichten
hωτ

i /2, δω
σ
j /2 mit ωτ

i , ω
σ
j ∈ [−1, 1], i = 1, ..., n, j = 1, ...,m bekommt man schließlich die

Quadraturformel

∫
QΓ

µ

φ(x, y) dxdy ≈ hδ

4

n∑
i=1

m∑
j=1

ωτ
i ω

σ
j |det JΦ(σ̃i, τ̃j)|φ(Φ(σ̃i, τ̃j)), (7.29)

die für p ∈ P(2n,2m)(Q
Γ
µ) exakt ist.

7.3.2. Block Gh
1,1

Der Gh
1,1-Block tritt bei glatten Problemen, z.B. dem Poisson-Problem (α ≡ 1) [39; 40;

44; 45], als zu assemblierende Galerkin-Matrix auf, wir müssen deshalb nur kleine Anpas-
sungen bei der Integration über Interfacezellen vornehmen. Es ist zweckmäßig, nicht über
die im Allgemeinen unstrukturierte Indexmenge K = {k ∈ Z2 : k ∼ Ω} zu indizieren,
sondern über einen kleinsten Quader K ⊂ Z2 mit K ⊂ K. Jedem k ∼ K wird nun ein
wB-Spline wbnk,h zugeordnet und in der Ritz-Galerkin-Approximation uh =

∑
k∈K ukwb

n
h,k

werden dann einfach die Koeffizienten zu den Indizes k ∈ K \K auf 0 gesetzt und wbnk,h
auf Ω eingeschränkt. Eine erste Prozedur berechnet nach gewählten h ein Gitter Ωh über
Ω = Ω+ ∪ Ω− ∪ Γ und nimmt eine Zellklassifizierung nach 7.1.1 vor. Für Zellen Qz =
z+[0, 1]2h, ` ∼ Ω mit Qz ⊂ Ω± werden nun die Gaußparameter direkt nach 7.23 berechnet
und in einer Datenstruktur gespeichert. Die Gaußparameter von Randzellen Qz ∩ ∂Ω 6= ∅
werden mit Hilfe einer geeigneten Transformation θ 7.25 von [0, h]2 auf Q ∩Ω projieziert.
Interfacezellen Qz ∩ Ω 6= ∅ werden in Q±

z = Q` ∩ Ω± gesplittet und auf den Teilgebeiten
können wir mit dem Diffeomorphismus, vgl. Φ 5.11 und 7.8, ebenfalls geeignete Gaußpa-
rameter für die Zelle Qz bestimmen. Wir haben also für jede Zelle Q ∼ Ω einen Satz von

geeigneten Stützstellen (σi, τj)
NQ

i,j=1 und Gewichten ωi,j = ωσ
i · ωτ

j , i, j = 1, ..., NQ erzeugt.
Wir setzen Ω` = suppwbnh,` und Ω`,k = suppwbnh,` ∩ suppwbnh,k. Für wb

n
h,k, wb

n
h,`, k, ` ∈ K
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ist dann

aα(wb
n
h,k, wb

n
h,`) =

∫
Ω
α∇wbnh,k∇wbnh,` dxdy

=

∫
Ωk,`

α∇wbnh,k∇wbnh,` dxdy

=
∑

Q∼Ωk,`

∫
Q
α∇wbnh,k∇wbnh,` dxdy

=
∑

Q∼Ωk,`

NQ∑
i,j=1

αωi,j∇wbnh,k∇wbnh,`(σi, τj)︸ ︷︷ ︸
=:aQα (wbnh,k,wbnh,`)

(7.30)

und für die ersten |` ∼ Ω| Komponenten der rechten Seite von 7.21 bekommen wir analog

`f (wb
n
h,`) =

∫
Ωh

`

wfbnh,`dxdy

=
∑
Q∼Ω`

NQ∑
i,j=1

ωi,jwfb
n
h,`(σi, τj)︸ ︷︷ ︸

=:`Qf (wbnh,`)

. (7.31)

Damit erhalten wir für die Matrix Gh
1,1 = g1,1k,` , k = (k1, k2), ` = (`1, `2) ∈ K und die rechte

Seite F h
Ω := f`, ` ∼ Ω den folgenden Assemblierungsalgorithmus, vgl. [44], 8.8:

Algorithmus 1 (Assemblierung Gh
1,1-Block)

INPUT: Gh
1,1 ← 0, F h

Ω ← 0

FOR Qz = zh+ [0, 1]2h, z ∈ K, Qz ∩ Ω 6= ∅
FOR k ∈ z − {0, ..., n}2

fk ← fk + `Qf (wb
n
h,k)

FOR ` ∈ z − {0, ..., n}2
g1,1k,` ← g1,1k,` + aQα (wbnh,k, wb

n
h,`)

END

END

END

Wir haben den Block Gh
1,1 mit wB-Splines assembliert. Eine Assemblierung mit weB-

Splines erreicht man durch die Erweiterungsmatrix E = e?i,k, i, k ∈ K mit

e?i,k =


w(xi)

−1 für k = i
w(xi)

−1 · ei,j für k = j ∈ J (i)
0 sonst

, (7.32)

hierbei sind ei,k die Erweiterungskoeffizienten aus 2.24, J (i) die zur Menge der inneren
Indizes I(j) duale Indexmenge 2.21, 2.22 und xi der Mittelpunkt der Zelle Qi (vergleiche
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die Konstruktion der weB-Splines 2.3.3). Es ist dann

eGh
1,1 := EGh

1,1E> = aα(B
n
k,h, B

n
`,h), k, ` ∈ K

der mit der weB-Basis assemblierte Block und eF h
U = EF h

U die enstprechende rechte Seite,
siehe für Details und einen Beweis [39; 40; 44; 45; 87].

7.3.3. Die gemischten Blöcke Gh
1,2 und Gh

2,1

Die Einträge des Gh
12-Blocks werden mit den gemischten Faltungsintegralen

g1,2k,ν := aα(Ψ
nΓ
h,ν , wb

n
k,h), ν ∼ Γ, k ∼ Ω (7.33)

bestimmt. Wir beschränken uns auf die Assemblierung mit wB-Splines, da für hinreichend
kleines h die relevanten weB-Splines mit den wB-Splines übreinstimmen. Außerdem sind
nur Zellen Q ∼ Ω mit Q ∩ Sδ 6= ∅ interessant. In einem Preprocessingschritt 7.1.1 werden
diese Zellen markiert. Wir setzen

Ων,k := suppΨnΓ
ν,h ∩ suppwbnk,h.

Offenbar ist dann Ων,k ⊂ Ω+. Es sei jetzt Q eine Gitterzelle mit Q ∼ suppwbnk,h und

Q ∩ suppΨnΓ
h,ν 6= ∅. Wir gehen wieder davon aus, dass wir das Schnittgebiet ΩQ

ν,k := Q ∩

suppΨnΓ
h,ν durch eventuelleMQ

ν,k ∈ N Subdividierungen in Teilmengen ΩQi

ν,k mit
⋃MQ

ν,k

i=0 ΩQi

ν,k =

ΩQ
ν,k zerlegen, und mit Diffeomorphismen θi : [0, h]2 −→ ΩQ

ν,k als Bild von [0, h]2 dar-
stellen können, so dass die Integranden auf den subdividierten Teilmengen glatt sind.

Die von [0, h]2 via θi auf Ω
Q
ν,k transformierten Stützstellen (τ

Ω
Qi
ν,k

`1
, σ

Ω
Qi
ν,k

`2
)N`=1 und Gewichte

ω
ΩQ

ν,k

`1,`2
= ω

τ,Ω
Qi
ν,k

`1
· ω

σ,Ω
Qi
ν,k

`2
, `1,2 = 1, ..., N fassen wir nach einer eventuellen Umnumerierung

zu einem Satz Gaußparameter (τQ`1 , σ
Q
`2
), ωQ

`1,`2
, `1,2 = 1, ..., NQ mit NQ = NMQ

ν,k für das

Schnittgebiet ΩQ
k,ν zusammen. Für zwei Basisfunktionen wbnh,k,Ψ

nΓ
h,ν mit Ωh

k,ν 6= ∅ ist dann

aα(Ψ
h
h,ν , wb

n
h,k) =

∫
Ω
α∇ΨnΓ

h,ν∇wb
n
h,k dxdy

=

∫
Ωk,ν

α+∇ΨnΓ
h,ν∇wb

n
h,k dxdy

=
∑

Q∼suppwbnk,h
Q∩suppΨ

nΓ
h,ν 6=∅

∫
ΩQ

k,ν

α+∇ΨnΓ
h,ν∇wb

n
h,k dxdy

=
∑

Q∼suppwbnk,h
Q∩suppΨ

nΓ
h,ν 6=∅

NQ∑
i,j=1

α+ωQ
i,j∇Ψ

nΓ∇wbnh,k(τ
Q
i σQ

j )︸ ︷︷ ︸
=:aQ

α+ (Ψ
nΓ
h,ν ,wbnh,k)

(7.34)

und für Ωk,ν 6= ∅ setzen wir einfach aα(Ψ
h
h,ν , wb

n
h,k) = 0. Damit erhalten wir für die Matrix

Gh
1,2 den folgenden Assemblierungsalgorithmus, welcher die Einträge der Matrix in einer

dreidimensionalen Datenstrukur abspeichert.
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Algorithmus 2 (Assemblierung Gh
1,2, G

h
2,1-Block)

INPUT: Gh
1,2, G

h
2,1 ← 0,

FOR Qz = zh+ [0, 1]2h, z ∈ K, Qz ∩ Sδ 6= ∅
FOR µ ∈ ν − {0, ..., nΓ}

FOR ` ∈ z − {0, ..., n}2
g1,2µ,` ← g1,2µ,` + aQz

α+(Ψ
nΓ
h,µ, wb

n
h,`)

END

END

SET Gh
2,1 ←

(
Gh

1,2

)>
END

7.3.4. Block Gh
2,2

Zur Assemblierung des Gh
2,2-Blocks und der Komponenten F h

Γ = (fµ)µ∼Γ := `f (Ψ
nΓ
h,µ)µ∼Γ

der rechten Seite des Ritz-Galerkin-Systems 7.21 berechnen wir in einem Preprocessing-
schritt zunächst für jede Gitterzelle QΓ

ν , ν ∼ Γ der Zusatzsplines wie in 7.3.1 beschrieben

via der kanonischen Transformation Φ einen Satz Stützstellen (τQ
Γν

i , σQΓν

j ) und Gewichte

ω
QΓ

ν
i,j , i, j = 1, ..., N . Damit ergibt sich für Ων,µ = suppΨnΓ

h,ν ∩ suppΨnΓ
h,µ

aα(Ψ
nΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ) =

∫
Ω
α+∇ΨnΓ

h,ν∇Ψ
nΓ
h,µ dxdy =

∫
Ων,µ

α+∇ΨnΓ
h,ν∇Ψ

nΓ
h,µ dxdy

=
∑

QΓ∼Ων,µ

∫
QΓ

α+∇ΨnΓ
h,ν∇Ψ

nΓ
h,µ dxdy

=
∑

QΓ∼Ων,µ

N∑
i,j=1

α+ωQΓ

i,j ∇Ψ
nΓ
h,ν∇Ψ

nΓ
h,µ(σ

QΓ

i , τQ
Γ

j )︸ ︷︷ ︸
=:aQ

Γ

α+ (Ψ
nΓ
h,ν∇Ψ

nΓ
h,µ)

(7.35)

und

`f (Ψ
nΓ
h,µ) =

∫
suppΨ

nΓ
h,µ

fΨnΓ
h,µdxdy

=
∑

QΓ∼suppΨ
nΓ
h,µ

N∑
i,j=1

ωQΓ

i,j Ψ
nΓ
h,µ)(σ

QΓ

i , τQ
Γ

j )︸ ︷︷ ︸
=:`Q

Γ

f (Ψ
nΓ
h,µ)

. (7.36)

Wir erhalten daraus einen zu Gh
1,1 fast analogen Assemblierungsalgorithmus.
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Algorithmus 3 (Assemblierung Gh
2,2-Block)

INPUT: Gh
2,2 ← 0, F h

Γ ← 0

FOR QΓξ , ξ ∼ Γ
FOR ν ∈ ξ − {0, ..., nΓ}

fν ← fν + `
QΓ

ν
f (ΨnΓ

ν )
FOR µ ∈ ξ − {0, ..., nΓ}

g2,2ν,µ ← g2,2ν,µ + aQ
Γξ

α+ (ΨnΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ)

END

END

END

7.4. Systemlöser

Bei genauerer Betrachtung ist die assemblierte Matrix Gh
Γ des Ritz-Galerkin-Systems

zunächst nur formal zu interpretieren. Der Block Gh
1,1 wird nach Algorithmus 1 in ei-

nem 4d-Array mit M × N × 2n + 1 × 2n + 1 Einträgen, die rechte Seite Fh in einer
M × N -Matrix und die Blöcke Gh

1,2, G
h
2,1 in einem 3d-Array mit Λ ×M × 2n + 1 Ein-

trägen gespeichert. Hierbei haben wir zur Vereinfachung für die Anzahl der Elemente der
Indexmengen |K| = MN und |ν ∼ Γ| = Λ geschrieben. Der Vorteil bei dieser Speicherung
ist, dass nur Schleifen über rechteckigen Indexfeldern auftauchen, allerdings wird auch
für unbeteiligte B-Splines, deren Träger außerhalb von Ω liegt, Speicherplatz reserviert.
Damit man in der Lage ist, auf das System gängige Lösungsalgorithmen anzuwenden,
werden die Blöcke Gh

1,1, G
h
1,2 durch Umindizierung in ein 2d-Format umgewandelt. Spezi-

ell bei der Umwandlung von Gh
1,1 erzeugt jeder unbeteiligte B-Spline eine Nullzeile- und

Spalte. Damit das System lösbar bleibt, wird an dieser Stelle eine 1 auf die Hauptdiago-
nale gesetzt. Für eine detaillierte Darstellung der Transformation sei z.B. auf die in [6]
beschriebenen Programmpakete verwiesen. Nach Umwandlung ins 2d-Format erhalten wir
die folgenden Blöcke: Gh

1,1 ∈ RMN×MN , Gh
1,2 ∈ RMN×Λ, Gh

2,1 ∈ RΛ×MN sowie die rechte

Seite F h
U ∈ RMN . Der Block Gh

2,2 ∈ RΛ×Λ und die rechte Seite F h
σ ∈ RΛ müssen nicht

umgewandelt werden, da diese von vornherein im 2d-Format gespeichert werden.

7.4.1. Iterative Verfahren

Die Matrix Gh
Γ ist symmetrisch, positiv definit und schwachbesetzt. Bei der Lösung des

assemblierten Systems (
Gh

1,1 Gh
1,2

Gh
2,1 Gh

2,2

)(
U
σ

)
=

(
F h
U

F h
σ

)
(7.37)

kann man somit prinzipiell die Blockstruktur ignorieren und einen iterativen Löser wie
das cg-Verfahren (Conjugate Gradients) [79; 35]) anwenden, welches theoretisch nach
höchstens MN +Λ Schritten die Lösung liefert. Obwohl die Blöcke Gh

1,2, G
h
2,1 und Gh

2,2 für
h −→ 0 einen im Verhältnis immer kleiner werdenden Anteil der Galerkinmatrix ausma-
chen, können diese womöglich zu hohen Konditionszahlen des Gesamtsystems führen (u.a.
in Gh

1,2, G
h
2,1 verursacht durch beliebig kleine Schnitte von den Trägerzellen der B-Splines
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und Zusatzsplines). Um das System zu stabilisieren, lohnt es sich desahlb einen geeigne-
ten Präkonditionierer zu implementieren, siehe z.B. für Details zu pcg (Preconditioned
Conjugate Gradients) Verfahren [63; 79].

7.4.2. Ausnutzen der Block-Struktur

Aus der Symmetrie und positiven Definitheit von Gh
Γ folgt die Symmetrie und positive

Definitheit von Gh
1,1 und Gh

2,2, es ist also

U>Gh
1,1U � ‖U‖2, ∀U ∈ RMN

σ>Gh
1,1σ � ‖σ‖2, ∀σ ∈ RΛ.

Damit lässt sich der obere Teil des Systems 7.37 nach U auflösen:

U = (Gh
1,1)

−1F h
U − (Gh

1,1)
−1Gh

1,2σ (7.38)

und in den unteren Teil einsetzen:(
Gh

2,2 −Gh
2,1(G

h
1,1)

−1Gh
1,2

)
σ = F h

σ −Gh
2,1(G

h
1,1)

−1F h
U . (7.39)

Die Matrix
S :=

(
Gh

2,2 −Gh
2,1(G

h
1,1)

−1Gh
1,2

)
mit der rechten Seite

F̃ h
σ := F h

σ −Gh
2,1(G

h
1,1)

−1F h
U

ist das Schur-Komplement von Gh
Γ. Der numerisch schlecht konditionierte Anteil wurde

nun in das im Verhältnis zum Gesamtsystem kleine Λ × Λ-System Sσ = F̃ h
σ gepackt.

Wie man mit 7.38 schnell sieht, ist S ebenfalls symmetrisch und positiv definit [79], 7.39
lässt sich also ebenfalls mit einem pcg-Verfahren lösen. Bilden wir den Gh

1,1-Block der
Systemmatrix mit weB-Splines durch die Erweiterung, d.h. führen wir nachträglich die
Matrixmultiplikaton aus 7.32 durch, so ist die Matrix nach 2.3.1 gut konditioniert und
damit U aus 7.38 stabil bestimmbar. Die numerische Instabilität lässt sich somit zwar
- wie es bei singulären Problemen häufig vorkommt - nicht komplett vermeiden, aber
zumindest auf ein relativ kleines schlecht konditioniertes Problem reduzieren.





8. Computerexperimente

In diesem Abschnitt wollen wir unsere Theorie an einfachen Modellproblemen testen. Die-
se sollen einen ersten kleinen Überblick liefern. Das Programmpaket um die Experimente
durchzuführen ist nicht mit der Absicht auf größtmögliche Allgemeinheit programmiert
worden, sondern ist als Add On zu den bei uns im Fokus stehenden theoretischen Er-
gebnisse zu verstehen. So haben wir noch nicht alle Aspekte der Implementierung, wie
sie in Kapitel 7 für ein allgemeines Programm beschrieben werden, umgesetzt, z.B. be-
schränken wir uns auf einfache Geometrien mit analytisch beschreibbaren Rändern und
Interfacekurven anstatt allgemeine Bézierkurven zu implementieren. So dient uns als Inter-
face in allen Beispielen der Einheitskreisrand ∂B1(0), dies ermöglicht uns unter anderem
den Diffeomorphismus Φ und die Umkehrabbildung Φ−1 analytisch zu bestimmen sowie
mit Polarkoordinaten zu arbeiten. Dazu formulieren wir den elliptischen Operator aus 4.1
in 8.1 in Polarkoordinaten und geben die für die Modellbeispiele zur numerischen Be-
stimmung der Lösung wichtigen Größen an. Zu den eigentlichen Experimenten kommen
wir in 8.2. Wir nutzen B1,2

w,χδ ,h
(Ω) als Ritz-Galerkin-Ansatz und messen den Fehler in der

H1-Norm.

8.1. Interfaceprobleme mit analytischem Interface

Der elliptische Operator aus dem Modellproblem 4.1 lässt sich formal in Polarkoordinaten
(r, θ) ∈ (0,∞)× [0, 2π] als

−α
(
urr +

ur
r

+
uθθ
r2

)
(r, θ) = f(r, θ) (8.1)

schreiben. Sei Ω ⊂ R2 mit ∂B1(0) ⊂ Ω und Sδ b Ω d.h. das Interface Γ ist der Rand vom
Einheitskreis und der Streifen ist der Kreisring

Sδ = {(r, θ) : 1 ≤ r ≤ δ + 1, θ ∈ [0, 2π)}.

Damit sind die für die Evaluation der Zusatzsplines 7.2.2 wichtigen Größen elementar
durch

Φ(r, θ) = (x(r, θ), y(r, θ)) = (r cos θ, r sin θ)

Φ−1(x, y) = (r(x, y), θ(x, y)) = (
√

(x2 + y2), arctan(y/x))

∇r(x, y) = (cos(θ(x, y)), sin(θ(x, y)))

∇θ(x, y) =

(
−sin(θ(x, y))

r(x, y)
,
cos(θ(x, y))

r(x, y)

)
gegeben. Die von B1(0) nach Ω \B1(0) zeigende Normale auf ∂B1(0) ist ν : [0, 2π) −→ R2

mit ν(θ) = (cos θ, sin θ). Für radialsymmetrische Probleme, d.h. u(r, θ) = u(r), f(r, θ) =

105
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f(r) ist

∇νu(r, θ) = (
∂u

∂r

∂r

∂x
+

∂u

∂θ

∂φ

x
,
∂u

∂r

∂r

∂y
+

∂u

∂θ

∂θ

y
) · (cos θ, sin θ)

=
∂u

∂r
cos2 θ +

∂u

∂r
sin2 θ = ∂ru(r).

Mit stückweise konstanten Koeffizienten α± und rechter Seite f ∈ L2(Ω) ∩Hm(B1(0)) ∩
Hm(Ω \B1(0)) gelten für die Lösung u ∈ H1

0 (Ω)∩Hm+2(B1(0))∩Hm+2(Ω \B1(0)) dann
am Rand der Einheitskreisscheibe ∂B1(0) die besonders einfachen Sprungbedingungen

JuK∂B1(0) = lim
r→1+

u+(r)− lim
r→1−

u−(r)

Jα∇νuK∂B1(0) = α+ lim
r→1+

∂ru
+(r)− α− lim

r→1−
∂ru

−(r).

8.2. Modellbeispiele

Es sei u die exakte Lösung und

uhΓ = uh? +Ψh ∈ B1,2
w,χδ ,h

(Ω) (8.2)

der durch Ritz-Galerkin-Approximation erzeugte Interfacespline (vgl. Def. 5.2.1) eines

Modellinterfaceproblems auf Ω mit Interface Γ und kompakt enthaltenen Streifen Sδ. Hier-
bei bezeichnet uh? den weB-Spline Anteil (vgl. Def. 2.28)

uh? =
∑
k∼Ωh

ukB
1
k,h ∈ weB1

h(Ω) (8.3)

und

Ψh =
∑
`∼Γh

σ`Ψ
2
`,h ∈ χB2

h(Sδ) (8.4)

den Zusatzsplineanteil (vgl. Def. 5.31) von uhΓ sowie Ωh ⊂ Z2,Γh ⊂ Z die dazugehörigen
Indexmengen und uk, σ` ∈ R die durch den Approximationsprozess bestimmten Koeffizi-
enten.

In den Experimenten messen wir den relativen Fehler

ehH1 :=
‖u− uhΓ‖H1(Ω)

‖u‖H1(Ω)
(8.5)

und die Konvergenzrate

rhH1 := log2
‖u− uhΓ‖H1(Ω)

‖u− u
h/2
Γ ‖H1(Ω)

. (8.6)

Nach dem Jackson-Satz 6.2.1 sollte für den Ansatzraum B1,2
w,χδ ,h

(Ω) bei passend gewählten

Gewichten w,χδ die Konvergenzrate im Grenzfall limh→0 r
h
H1 = 1 sein.
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Bei den folgenden Modellbeispielen berechnen wir den relativen H1-Fehler sowie die H1-
Konvergenzraten zu den Gitterweiten h = hν = π/2ν , ν = 2, ..., 8. Um schnell erste Tests
durchführen zu können, haben wir auf die Erweiterungskonstruktion der B-Splines verzich-
tet und benutzen nur gewichtete Tensorproduktsplines. Zur Visualisierung der Ergebnisse
plotten wir zu einer gewählten Gitterweite h den Graphen des Interfacesplines uhΓ, sowie
seinen w-Spline uh? und Zusatzslpline Ψh anteil. Der Support der Zusatzsplines ist in allen
Beispielen der Kreisring Sδ = Bδ+1(0) \B1(0).

8.2.1. Modellproblem 1

Es sei Ω = B3(0) und Γ = ∂B1(0).

∂Ω

Ω
+

Ω
−

Γ

Abbildung 8.1.: Gebiete für Modellproblem 1

Wir betrachten das Interfaceproblem: Finde u ∈ H1
0 (B3(0)), so dass

−∇·(α∇u) = f
u|∂B3(0) = 0JuK∂B1(0) = 0Jα∇νuK∂B1(0) = 0

(8.7)

Wir benutzen Polarkoordinaten, wählen δ′, δ > 0 mit δ′ < δ < 1, betrachten

w(r, φ) := 9− r2

und setzen mit Hilfe der Blendefunktion ζm 7.11

χδ(r) =


r − 1 für r ∈ [0, δ′)

(r − 1)ζm(r − 1) für r ∈ [δ′, δ)
0 sonst

.

Die rechte Seite

f(r, θ) =


4α− für r ∈ [1, 1 + δ′)

−α+∂2
rrw + ∂rχδ(r) +

∂rw(r) + χδ(r)

r
für r ∈ [1 + δ′, 1 + δ),

−α+∂2
rrw(r) +

∂rw(r)

r
für r > 1 + δ

0 ≤ θ ≤ 2π
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liegt in L2(B3(0)) ∩C∞(B1(0)) ∩Cm(B3(0) \B1(0)) und ist radialsymmetrisch. Das Mo-
dellproblem lautet somit in Polarkoordinatendarstellung



−α
(
urr +

ur
r

)
(r, θ) = f(r) auf B3(0) \ {0}

u(3, θ) = 0 für 0 ≤ θ < 2π
u+(1+, θ) = u−(1−, θ) für 0 ≤ θ < 2π

α+u+r (1+, θ) = α−u−r (1−, θ) für 0 ≤ θ < 2π
lim
r→0

u(r, φ) existiert gleichmäßig in θ.

(8.8)

Die eindeutige Lösung des Modelproblems 8.8 ist

u(r, φ) = w(r) + χδ(r).

Wir haben uns hierbei natürlich zuerst u vorgegeben und daraus f bestimmt (so ist die Vor-
gehensweise bei allen Modellbeispielen bis auf Beispiel 2) . Nutzen wir zur Approximation
den speziellen Interfacesplineraum mit den Gewichten w für die Tensorprodukt-B-Splines
und die Fortsetzung χδ(r, φ) = χδ(r) als Gewicht für die Zusatzsplines, so erhalten wir

B1,2
w,χδ ,h

(B3(0)) = wB1
h(B3(0))⊕ χδB2

h(Sδ)

als Ansatzraum für die Ritz-Galerkin-Approximation. Offenbar liegt die Lösung nach Kon-
struktion im Ansatzraum B1,2

w,χδ ,h
(B3(0)). Die folgenden Plots verdeutlichen diesen Sach-

verhalt.

Abbildung 8.2.: Analytische Lösung u für Modellproblem 1
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Abbildung 8.3.: Interfacespline uhΓ (vgl. 8.2) für Modellproblem 1, h = π/24

Abbildung 8.4.: Gewichteter TP-Spline uh? (vgl.8.3) für Modellproblem 1, h = π/24

Abbildung 8.5.: Zusatzspline Ψh (vgl. 8.4) für Modellproblem 1, h = π/24
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Abbildung 8.6.: u− uhΓ für Modellproblem 1, h = π/24

Abbildung 8.7.: u− uh? für Modellproblem 1, h = π/24

Für alle Gitterweiten h = hν = π/2ν , ν = 2, ..., 8 ist der Fehler mindestens ≤10−3, wird
also ausschließlich durch Rundungsfehler und Fehler beim Lösen des LGS verursacht. Es
tritt als genau das ein, was man bei einer Lösung im Ansatzraum erwartet.

8.2.2. Modellproblem 2

Wir betrachten wie im ersten Beispiel ein Kreisgebiet Ω = B3(0) und setzen für das
Interface Γ = ∂B1(0).

Für eine radialsymmetrische rechte Seite f(r) = f(r, φ) ∈ C∞(B2(0) bekommen wir die
analytische Lösung in folgender Darstellung
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∂Ω

Ω
+

Ω
−

Γ

Abbildung 8.8.: Gebiet für Modellproblem 2

−α
(
urr +

ur
r

)
(r) = f(r)

=⇒ (rur)r = −rf(r)

α

=⇒ ru±r = C±
1 −

1

α±

∫ r

0
τf(τ) dτ

=⇒ u±(r) = C±
1 ln r + C±

2 −
1

α±

∫ r

0
σ−1

∫ σ

0
τf(τ) dτ dσ, C±

1,2 ∈ R.

Wir wählen f ≡ 1 und erhalten damit das auf Polarkoordinaten transformierte Testpro-
blem



−α
(
ur +

urr
r

)
(r, θ) = 1 auf B2(0) \ {0}

u(2, θ) = 0 für 0 ≤ θ < 2π
u+(1+, θ) = u−(1−, θ) für 0 ≤ θ < 2π

α+u+r (1+, θ) = α−u−r (1−, θ) für 0 ≤ θ < 2π
lim
r→0

u(r, φ) existiert gleichmäßig in θ

.

(8.9)

Setzen wir für die Koeffizienten α− = α|B1(0) ≡ 1, α+ = α|B2(0)\B1(0) ≡ 2, so können wir
mit 8.9 und den Rand- und Interfacebedingungen leicht die exakte Lösung zu 8.9 angeben

u(r, θ) =


−r2/4 + 5/8 für (r, θ) ∈ B1(0)

−r2/8 + 1/2 für (r, θ) ∈ B2(0) \B1(0)
1/2 für r = 0, 0 ≤ θ < 2π

. (8.10)

Die folgenden Plots veranschaulichen: ohne die Zusatzsplines wird eine deutlich schlechtere
Approximationsgüte bei gleicher Gitterweite erreicht. Man erkennt auch, dass die weB-
Splines einen Teil des Sprungs ausgleichen wollen, aber dies erst mit den Zusatzsplines
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gelingt. Dies verdeutlicht auch die Tatsache, dass −∇(α∇(Ψh) wegen JΨhKΓ 6= 0i.A. nicht
wohldefiniert ist. Erst zusammen mit dem glatten weB-Anteil u?h kann man mit uhΓ =
u?h + δΨh tatsächlich im starken Sinn das Residuum bilden. Da wir für die schnellen
Tests für den Gh

1,2-Block keine angepasste Gaußquadratur wie im 7 Kapitel vorgestellt

wurde, implementiert haben und wir mit der Gitterweite h8 = π/28 an die Grenzen der
Rechenkapazität gelangt sind, kann man die berechneten Konvergenzraten als Bestätigung
der Theorie betrachten.

Abbildung 8.9.: Analytische Lösung u für Modellproblem 2

Abbildung 8.10.: Interfacespline uhΓ (vgl. 8.2) für Modellproblem 2, h = π/26
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Abbildung 8.11.: Gewichteter TP-Spline uh? (vgl. 8.3) für Modellproblem 2, h = π/26

Abbildung 8.12.: Zusatzspline Ψh (vgl. 8.4) für Modellproblem 2, h = π/26

Abbildung 8.13.: u− uhΓ für Modellproblem 2, h = π/26
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Abbildung 8.14.: u− uh? für Modellproblem 2, h = π/26

h ehH1 rhH1

π/22 ≈ 0.7854 4.375 ·10−2

π/23 ≈ 0.3927 3.161 ·10−2 0.4687

π/24 ≈ 0.1963 2.376 ·10−2 0.4113

π/25 ≈ 0.0982 1.594 ·10−2 0.5762

π/26 ≈ 0.0491 1.006 ·10−2 0.6627

π/27 ≈ 0.0245 6.126 ·10−3 0.7140

π/28 ≈ 0.0123 3.631 ·10−3 0.7763

Tabelle 8.1.: H1-Fehler und Konvergenzrate für Modellproblem 2

8.2.3. Resümee

Bei der Implementierung haben wir uns noch nicht um die bei der numerischen Integration
der Faltungsintegrale

aα(Ψ
nΓ
h,ν , wb

n
k,h), ν ∼ Γ, k ∼ Ω (8.11)

auftretenden Genauigkeitsverluste gekümmert, welche durch die unstetigen Integranden
bzw. der nicht adäquaten Subdividierung von supp bnh,k ∩ ΨnΓ

h,ν supp, ν ∼ Γ, k ∼ Ω ver-
ursacht werden. Die relativ großen Träger der Zusatzsplines führen somit zu einer Ver-
schlechterung der Kondition, welche die optimale Fehlerordnung etwas beinträchtigt. Im
Rahmen der Rechengenauigkeit bestätigen jedoch die beiden numerischen Testbeispie-
le die Theorie gut. Eine Berücksichtigung der theoretischen Überlegungen aus Kapitel
7, also insbesondere die Behandlung der Schnittmuster, welche beim Schnitt der Träger
der verschiedenen Basisfunktionen entstehen und die bei der Assemblierung der Blöcke
Gh

1,2, G
h
2,1 eine wesentliche Rolle spielen vgl. 7.3.1,7.3.3, sowie die Lösung des Systems

mittels der Schur-Komplement Methode würde eine schöne Fortführung der Arbeit aus
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numerischer Sicht darstellen und sollte nochmal bessere Ergebnisse erzielen. Eine vielver-
sprechende Alternative könnten auch die erst kürzlich von Höllig und Hörner (siehe für
Details http://www.siam.org/books/fr26/ sowie [49]) entwickelten neuen rekursiven In-
tegrationsroutinen für die weB-Methode darstellen. Die dort entwickelte Methode ist zwar
nicht direkt zur Assemblierung der Gh

1,2, G
h
2,1-Blöcke anwendbar, könnte aber durch eine

geeignete Modifikation zur stabilen Auswertung der Integrale 8.11 benutzt werden. Auch
die Wahl des Offsetparameters δ, d.h. die Größe der Träger der Zusatzsplines wirkte sich
wie zu erwarten war auf die numerischen Rechnungen aus. Diesen Sachverhalt haben wir
bei den Testbeispielen nicht weiter thematisiert und natürlich ein heuristisch bestmögliches
δ gewählt. Hier könnte man in Zukunft noch den genaueren Zusammenhang untersuchen.





Zusammenfassung und Ausblick

Dieser Abschnitt enthält eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick
auf eine Vielzahl von Verallgemeinerungsmöglichkeiten.

1. Interfaceproblem

Wir betrachten beschränkte Gebiete Ω,Ω− ⊂ Rd mit Ω− b Ω mit glatten Rändern ∂Ω,
Γ := ∂Ω−, wobei wir Ω+ = Ω \ (Ω+ ∪ Γ) setzen. Den inneren Rand Γ bezeichnen wir als
das Interface. Die schwache Lösung des Interfaceproblems{

−∇·(α∇u) = f
u|∂Ω = 0

mit stückweise konstanten Koeffizienten

α(x) =

{
α+ für x ∈ Ω− ∪ Γ
α− für x ∈ Ω+,

α± ∈ R+, α+ 6= α−

liegt für f ∈ L2(Ω) ∩ Hm(Ω+) ∩ Hm(Ω−) in H1
0 (Ω) ∩ Hm+2(Ω+) ∩ Hm+2(Ω−), m ≥ 0.

Dieses Ergebnis folgt aus einem Shift-Theorem, das wir mit Hilfe einer Differenzenquotien-
tentechnik in 3.2.1 beweisen. In Literatur zu Finiten Elementen wird diese Aussage meist
mit Hilfe eines Resultats aus der Operatortheorie [77] in Verbindung mit [81] angegeben.
Für die Lösung des Interfaceproblems gelten die folgenden Sprungbedingungen entlang
des Interface (beachte: u|Ω± ist für m ≥ 0 mindestens H2-regulär),

JuKΓ = 0 in H1/2(Γ)Jα∇νuKΓ = 0 in H1/2(Γ),

woraus J∇νuKΓ 6= 0 folgt. Das bedeutet u /∈ H2(Ω).

2. Konstruktion von Zusatzsplines

Approximiert man die Lösung mit klassischen vernetzten Finite-Elemente-Verfahren, so
kann man im Allgemeinen nur eine Konvergenzordnung vonO(h1/2) erwarten. Wie man im
Eindimensionalen sieht, ist dieses Ergebnis ohne eine spezielle Behandlung der Elemente
in einer Umgebung der Singularität nicht zu verbessern, siehe 4.3. Auch mit den vernet-
zungsfreien, auf B-Splines basierenden Elementen aus weBn

h(Ω) ist aufgrund der Glattheit
der gewichteten B-Splines auf einer Umgebung des Interface im Allgemeinen kein besseres
Ergebnis zu erwarten. Deshalb erweitern wir den weB-Raum mit der linearen Hülle von
Zusatzsplines mit singulären Gradienten

ΨnΓ
ν,h(x, y) =

{
χ̃δ

(
Φ−1(x, y)

)
b̃nΓ
h,ν

(
Φ−1(x, y)

)
für (x, y) ∈ Sδ

0 für (x, y) ∈ Ω \ Sδ
,
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welche wir mit einem glatten Diffeomorphismus Φ : S̃δ −→ Sδ ⊂ Ω,

(x, y) = Φ(s, t) := γ(t) + s · ν(t),

durch Tensorproduktbildung von univariaten, auf Ecken des Rechtecks S̃δ = [0, δ)× [0, L)
definierten Funktionen konstruieren. Die Abbildung Φ ist bei einem Cm-Interface ein Cm−1

Diffeomorphismus und bildet S̃δ diffeomorph auf den Streifen Sδ ab. Hierbei sind

b̃nk,h(s, t) = b̃nk,h(t), k ∼ Γ̃, (s, t) ∈ [0, δ)× Γ̃,

die von Γ̃ = [0, L) auf S̃δ stetig fortgesetzten univariaten periodischen Splines (s.5.17) und

χ̃δ(s, t) =

{
s für (s, t) ∈ [0, δ?)× Γ̃

sζm(s) für (s, t) ∈ [δ?, δ)× Γ̃
, 0 < δ? < δ

eine auf [0, δ) univariate und ebenfalls auf S̃δ stetig fortgesetzte Gewichtsfunktion (vgl.
5.1.4). Außerhalb der Streifen wird χδ ≡ 0 gesetzt.

Aufgrund der Tensorproduktstruktur bleiben viele bekannte Eigenschaften der univariaten
B-Splines erhalten (vgl. 5.2.1):

• suppΨnΓ
k,h = Φ([0, δ)× [kh, (k + nΓ)h]) ⊂ Sδ

• ΨnΓ
k,h ≥ 0

•
∑
k∼Γ

βkΨ
nΓ
k,h = 0 =⇒ βk = 0, k ∼ Γ

•
∑
k∼Γ

ΨnΓ
k,h = χδ

• JΨnΓ
k,hKΓ = 0

• ∇νΨ
nΓ
k,hKΓ = −‖ν‖2b̃nΓ

k,h(t)

• Ψn
k,h ∈ H1

0 (Ω) ∩ C`(Ω+) ∩ C∞(Ω−), ` = min{nΓ − 1,m}.

3. Approximation mit Interfacesplines

Wenn Γ keine achsenparallelen linearen Segmente enthält (was keine wesentliche Ein-
schränkung ist), ist die Menge {Bn

k,h}k∼Ω∪{ΨnΓ
h,k}k∼Γ linear unabhängig (vgl. 5.2.2). Setzen

wir χδBnΓ
h (Γ) = span

{
ΨnΓ

k,h

}
k∼Γ

und bilden mit den weB-Splines die direkte Summe

Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) := weBn

h(Ω)⊕ χδBnΓ
h (Sδ),

so erhalten wir den Raum der Interfacesplines.

Für uh ∈ Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) zeigen wir in 5.2.3 die folgenden strukturellen Eigenschaften:

• uh ∈ H1
0 (Ω) ∩ C`(Ω+) ∩ C`(Ω−)
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• JuhKΓ = 0

• J∇νu
hKΓ = g ∈ HnΓ−1/2(Γ), g 6= 0.

Hierbei gilt für n > 1

g = ||ν(t)||2
∑
k∼Γ̃

βk b̃
n
k,h(t)

punktweise und für n = 1 noch im L2-Sinn.

Für den Raum B1,2
w,χδ ,h

(Ω) und u ∈ H1
0 (Ω) ∩ H5(Ω+) ∩ H5(Ω−) zeigen wir in Kapitel 6

einen Satz vom Jackson-Typ, d. h. es existiert ein uhΓ ∈ B1,2
w,χδ(Ω) mit

‖u− uhΓ‖H1(Ω � h.

Daraus erhalten wir mit dem Céa-Lemma 1.3.3 für f ∈ L2(Ω) ∩H3(Ω+) ∩H3(Ω−), wenn
wir B1,2

w,χδ ,h
(Ω) als Finite-Elemente-Ansatzraum nutzen, die optimale Konvergenzordnung

der Ritz-Galerkin Lösung uh an die Lösung des Interfaceproblems von O(h) in der H1-
Norm.

4. Aspekte der Implementierung

Die Umsetzung eines vernetzungsfreien Finite-Elemente-Verfahrens mit Interfacesplines
in ein robustes und schnelles Computerprogramm wird durch die Tensorproduktstruktur
der beiden Basistypen ermöglicht. Die beteiligten univariaten Splines lassen sich schnell
mit dem de Boor-Algorithmus [21] auswerten. Die Auswertung des Gewichts χδ birgt
auch keine Probleme und geschieht einfach mit Hilfe von Polynomroutinen. Lediglich die
Gewichtsfunktion w und der Diffeomorphismus Ψ sowie der Gradient ∇w und die Einträge
der Jacobimatrix JΨ müssen bei allgemeinen Rändern numerisch bestimmt werden. Da
wir die Ränder als glatt und durch Bézierkurven darstellbar voraussetzen, können die
benötigten Werte aber effizient mit einem eindimensionalen Newtonverfahren bestimmt
werden. Die Galerkinmatrix der diskretisierten Variationsformulierung

Gh
Γ =

(
Gh

11 Gh
12

Gh
21 Gh

22

)
∈ R(|k∼Ω|+|ν∼Γ|)×(|{ν∼Ω}|+|{µ∼Γ}|)

besteht aus vier Blöcken

Gh
11 = aα(B

n
h,k, B

n
h,`)k,`∼Ω ∈ R|{k∼Ω}|2 ,

Gh
12 = aα(Ψ

nΓ
h,ν , B

n
h,`)ν∼Γ,`∼Ω ∈ R|{ν∼Γ}|×|{`∼Ω}|,

Gh
21 =

(
Gh

12

)>
∈ R|{k∼Ω}|×|{ν∼Γ}|,

Gh
22 = aα(Ψ

nΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ)ν∼Γ,µ∼Γ ∈ R|{ν∈Γ}|×|{µ∈Γ}|.

Bei der Assemblierung der Matrix gehen wir blockweise vor (s. 7.3.2, 7.3.3, 7.3.4). Bei je-
dem Assemblierungsblock treten, bedingt durch die unterschiedliche Form der Trägerstruktur
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von weB-Splines und den Zusatzsplines, verschiedene komplizierte Schnittmuster auf. Bei
den Blöcken Gh

1,1 und Gh
1,2 bietet sich eine zellbasierte Integration an (s. 7.3.1). Zellen,

die von ∂Ω, Γ oder den Zellen der Zusatzsplines QΓ
ν , ν ∼ Γ, geschnitten werden, müssen,

um einen Genauigkeitsverlust durch unstetige Integranten bei der Gaußquadratur zu ver-
meiden, in geeigneter Weise subdividiert und auf ein Standardquadrat abgebildet werden.
Subdividierte Zellen bekommen dann für jedes Teilgebiet, welches abgebildet wird, einen
transformierten Satz Gaußpunkte. Der Block Gh

2,2 wird direkt auf den Zellen QΓ
ν , ν ∼ Γ,

assembliert. Die Transformation der Gaußpunkte gelingt hier mit dem Diffeomorphismus
Φ, mit dem die Zusatzsplines konstruiert wurden, besonderes einfach. Die bei der As-
semblierung enstehenden Datenstrukturen (Gh

1,1 ∼ 4d-Array, Gh
1,2 ∼ 3d-Array) werden

durch Umindizierung ins 2d-Format zurücktransformiert. Damit lassen sich gängige Löser
auf das System anwenden (oder man implementiert Löser, die auf dieser Struktur arbei-
ten können). Aufgrund von beliebig kleinen Schnitten der Träger von Zusatzsplines und
Tensorproduktsplines können Instabilitäten auftreten, weshalb man die Blockstruktur der
Matrix auch beim Lösen ausnutzen sollte. Eine Möglichkeit ist, das Schur-Komplement
zu bilden. Dabei wird das Gleichungssystem in zwei Systeme zerlegt. Das erste System
hat dieselbe Dimension wie der Gh

2,2-Block und das zweite wie der große Gh
1,1-Block. Die

instabilen Einträge tauchen nur noch im ersten System auf. Man löst dieses somit am
besten mit einem cg-Verfahren und einem geeigneten Präkonditionierer (z.B. SSOR, vgl.
[63]). Benutzt man weB-Splines für das zweite System, so ist das System stabil lösbar.

Im 8. Kapitel berechnen wir für ein paar einfache Modellbeispiele Ritz-Galerkin Appro-
ximationen aus einem Interfacesplineraum. Obwohl wir für die Tests nicht alle wichtigen
algorithmischen Aspekte wie in Kapitel 7 beschrieben implementieren, die zu einer nu-
merisch stabilen Berechnung führen, wird die Theorie im Rahmen der Rechengenauigkeit
bestätigt.

5. Verallgemeinerungen

Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse können in vielen Richtungen erweitert werden.
Wir halten uns an Strang & Fix [83] und trennen die Richtungen nach Mathematikertypen
aus den in Frage kommenden Fachgebieten:

• Aus der Sicht des reinen Mathematikers bzw. Approximationstheoretikers:

– Abschwächung des Jackson-Satzes (Satz ??) für Funktionen ausH1
0 (Ω)∩H2(Ω+)∩

H2(Ω−). Daraus würde bei der Approximation mit Interfacesplines die optimale
Konvergenzrate auch für Interfaceprobleme mit rechten Seiten in L2(Ω) folgen.

– Genauere Angabe der Konstanten in der Jackson-Abschätzung. Kann man zei-
gen, das

‖u− uhΓ‖H1(Ω) � h‖f‖L2(Ω)

, so erhält man mit Aubin-Nitsche (1.3.4) sofort die optimale L2-Konvergenzrate
von O(h2).

– Höhere Konvergenzordnungen. Dies wird aber nicht ohne eine zusätzliche Er-
weiterung der Interfacesplinebasis möglich sein. Siehe auch 6.2.1 für Gedanken
zu diesen Themen.
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– Betrachtung von allgemeineren Interfaceproblemen, z.B. mit k > 1 Interfaces,
k > 0 sich schneidende Interfaces, ein Interface, bzw. mit einem Interfaces,
welches den Rand schneidet, etc.

– Konstruktion von Zusatzsplines in drei oder beliebigen Dimensionen.

• Aus der Sicht des angewandten Mathematikers und Numerikers:

– Stabilisierung der Interfacesplinebasis. Eventuell gibt es einen ähnlichen Sta-
bilisierungsvorgang wie bei den Tensorprodukt-B-Splines. Dann könnte man
von vornherein das Ritz-Galerkin-System ohne Umwandlung in sein Schur-
Komplement mit einem cg-Verfahren lösen.

– Entwicklung eines optimalen oder hinreichend guten Präkonditionierers für das

”
kleine“ System aus der Schur-Komplement-Zerlegung.

– Bestimmung des optimalen δ für den Streifen Sδ der Zusatzsplines.

• Aus der Sicht des informatikaffinen Numerikers:

– Implementierung eines möglichst allgemeinen Programms, in dem unter ande-
rem die Gebietsränder und das Interface als allgemeine Splinekurven implemen-
tiert werden.

– Implementierung mehrerer Interfaces.

– Optimierung des Programmcodes, Entwicklung effizienter und stabiler Algo-
rithmen.

– Optimale Assemblierung der Galerkinmatrix, hier insbesondere die effiziente
Implementierung der mitunter komplizierten Schnittmuster.

– Heuristische Bestimmung des optimalen δ für den Träger Sδ der Zusatzsplines.

– Umsetzen des Programms in 3d.





Summary and Discussion

This section contains a short summary of the thesis as well as a discussion of possible
generalizations and further developments of the results achieved.

1. Interface Problem

We consider bounded domains Ω,Ω− ⊂ Rd,Ω− b Ω with smooth boundaries ∂Ω, Γ :=
∂Ω−, where Ω+ = Ω \ (Ω+ ∪ Γ). The inner boundary Γ is referred to as interface. The
weak solution of the interface problem{

−∇·(α∇u) = f
u|∂Ω = 0

with piecewise constant coefficients

α(x) =

{
α+ für x ∈ Ω− ∪ Γ
α− für x ∈ Ω+,

α± ∈ R+, α+ 6= α−

and right-hand side f ∈ L2(Ω) ∩ Hm(Ω+) ∩ Hm(Ω−) belongs to H1
0 (Ω) ∩ Hm+2(Ω+) ∩

Hm+2(Ω−),m ≥ 0. In a similar formulation, this statement is often quoted in the finite
element literature subject to interface problems and virtually in every paper referenced as
a by-product of an operator theoretical result (c.f. [77] in combination with [81]). Alterna-
tively we give a somewhat elementary but technical proof a applying difference quotient
technique, c.f. 3.2.1. For the solution of the interface problem, the following jump condi-
tions along the interface hold (keep in mind that u|Ω± is at least H2-regular for m ≥ 0),

JuKΓ = 0 in H1/2(Γ)Jα∇νuKΓ = 0 in H1/2(Γ),

therefore J∇νuKΓ 6= 0, which in general u /∈ H2(Ω) implies.

2. Construction of Supplementary Splines

An approximation with classical mesh-based finite elements provides only a convergence
rate of only O(h1/2). In one dimension, we can see that this rate cannot be improved
without a special treatment of the elements in a neighborhood of the singularity (c.f. 4.3).
Also, with the meshless b-spline-based elements from weBn

h(Ω), we generally cannot expect
a better result, due to the smoothness of the weighted b-splines in a neighborhood of the
interface. So, we enlarge the weB-space by the linear span of supplementary splines with
singular gradients

ΨnΓ
ν,h(x, y) =

{
χ̃δ

(
Φ−1(x, y)

)
b̃nΓ
h,ν

(
Φ−1(x, y)

)
for (x, y) ∈ Sδ

0 for (x, y) ∈ Ω \ Sδ
,
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which we construct with the aid of a smooth diffeomorphism Φ : S̃δ −→ Sδ ⊂ Ω,

(x, y) = Φ(s, t) := γ(t) + s · ν(t),

and a tensor-type product from two univariate functions defined on the edges of the
rectangle S̃δ = [0, δ) × [0, L). For aCm-interface the mapping Φ belongs to Cm−1 and
maps the rectangle S̃δ diffeomorph onto the strip Sδ. Here,

b̃nk,h(s, t) = b̃nk,h(t), k ∼ Γ̃, (s, t) ∈ [0, δ)× Γ̃

are the univariate periodic splines (c.f. 5.17) continuously extended from Γ̃ = [0, L) onto
S̃δ and

χ̃δ(s, t) =

{
s für (s, t) ∈ [0, δ?)× Γ̃

sζm(s) für (s, t) ∈ [δ?, δ)× Γ̃
, 0 < δ? < δ

is a weight function (c.f. 5.1.4) univariate on [0, δ) and, as well on S̃δ continuously exten-
ded. Outside the strip we set χδ ≡ 0.

As a consequence of the tensor product structure, many familiar properties of univariate
b-splines are remain (c.f. 5.2.1):

• suppΨnΓ
k,h = Φ([0, δ)× [kh, (k + nΓ)h]) ⊂ Sδ

• ΨnΓ
k,h ≥ 0

•
∑
k∼Γ

βkΨ
nΓ
k,h = 0 =⇒ βk = 0, k ∼ Γ

•
∑
k∼Γ

ΨnΓ
k,h = χδ

• JΨnΓ
k,hKΓ = 0

• ∇νΨ
nΓ
k,hKΓ = −‖ν‖2b̃nΓ

k,h(t)

• Ψn
k,h ∈ H1

0 (Ω) ∩ C`(Ω+) ∩ C∞(Ω−), ` = min{nΓ − 1,m}.

3. Approximation with Interface splines

If Γ does not contain any axis-parallel linear segments (not being a severe restriction),
then the set {Bn

k,h}k∼Ω∪{ΨnΓ
h,k}k∼Γ is linearly independent (c.f. 5.2.2). We set χδBnΓ

h (Γ) =

span
{
ΨnΓ

k,h

}
k∼Γ

and thus generate via the direct sum with the weB-space the space of

interfacesplines:

Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) := weBn

h(Ω)⊕ χδBnΓ
h (Sδ),

In 5.2.3 we show some structural properties for an interface spline uh ∈ Bn,nΓ

w,χδ ,h
(Ω) :

• uh ∈ H1
0 (Ω) ∩ C`(Ω+) ∩ C`(Ω−)
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• JuhKΓ = 0

• J∇νu
hKΓ = g ∈ HnΓ−1/2(Γ), g 6= 0

Here,

g = ||ν(t)||2
∑
k∼Γ̃

βk b̃
n
k,h(t)

holds for n ≥ 1 pointwise and for n = 1 in the L2-sense.

We prove in Chapter 6 a Jackson-type theorem for B1,2
w,χδ ,h

(Ω) and u ∈ H1
0 (Ω)∩H5(Ω+)∩

H5(Ω−), e.g. there exists a uhΓ ∈ B1,2
w,χδ(Ω) with

‖u− uhΓ‖H1(Ω � h.

As a consequence (thanks to the Céa lemma 1.3.3), for f ∈ L2(Ω) ∩ H3(Ω+) ∩ H3(Ω−)
and B1,2

w,χδ ,h
(Ω) as finite element space, we obtain the optimal convergence rate O(h) of

the Ritz-Galerkin solution uh to the exact solution in the H1-norm.

4. Computational Aspects

The conversion of a meshless finite element method with interface splines into a robust and
fast computer program is due to the tensor product structure of the different basis types.
The involved univariate splines can be evaluated quickly with the aid of the de Boor algo-
rithm [21]. The evaluation of χδ causes no problems either, and the job can be easily done
applying polynomial routines. Merely the weight w, the diffeomorphism Ψ, the gradients
∇w and the entries of the Jacobian JΨ have to be evaluated numerically in general. For
smooth boundaries, in a Bézier curve representation (as we assume), the required values
could be computed efficiently by a one-dimensional Newton-type procedure. The Galerkin
matrix of the discretizised variational formulation

Gh
Γ =

(
Gh

11 Gh
12

Gh
21 Gh

22

)
∈ R(|k∼Ω|+|ν∼Γ|)×(|{ν∼Ω}|+|{µ∼Γ}|)

consists of the four blocks

Gh
11 = aα(B

n
h,k, B

n
h,`)k,`∼Ω ∈ R|{k∼Ω}|2 ,

Gh
12 = aα(Ψ

nΓ
h,ν , B

n
h,`)ν∼Γ,`∼Ω ∈ R|{ν∼Γ}|×|{`∼Ω}|,

Gh
21 =

(
Gh

12

)>
∈ R|{k∼Ω}|×|{ν∼Γ}|,

Gh
22 = aα(Ψ

nΓ
h,ν ,Ψ

nΓ
h,µ)ν∼Γ,µ∼Γ ∈ R|{ν∈Γ}|×|{µ∈Γ}|.

So we assemble the Galerkin matrix blockwise, c.f. 7.3.2, 7.3.3, 7.3.4. In each assembly
block, due to the different kinds of supports of the participating weB- and supplemen-
tary splines, several distinct cut patterns occur. For the blocks Gh

1,1 a Gh
1,2, a cell-based

integration routine, is appropriate, c.f. 7.3.1. Cells which cut ∂Ω, Γ or an interface cell
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from the supplementary splines QΓ
ν , ν ∼ Γ, have to be subdivided suitably and map-

ped to a standard square in order to prevent a significant loss of accuracy by the Gauss
quadrature due to discontinuous integrands. Every subcell receive a set of transformed
Gauss points and weights. The assembly of block Gh

2,2 takes place directly on the cells

QΓ
ν , ν ∼ Γ. The transformation of the Gauss data is easily achieved by the diffeomorphism

Φ from the construction of the supplementary splines. The data structures (Gh
1,1 ∼ 4d-

array, Gh
1,2 ∼ 3d-array), created by the assembly, could be re-transformed to a 2d structure

by re-indexing. So, conventional system solvers can be used (or solvers are implemented
which be directly operate on the compact structure). As a consequence of arbitrary small
cuts of the supports of the two involved spline basis types, instabilities can occur. For
this reason, make use of the block structure of the matrix. One possibility is to form the
so called Schur complement decomposition, in which the equation system is divided into
two. The first one has the same size as the relative small Gh

2,2-block and the second one,

has the same size as the big Gh
1,1-block. So, the unstable entries occur only in the smaller

system which can be solved with an appropriate cg-method and a suitable preconditioner
(e.g. SSOR c.f. [63] ). The second system could be solved stably, if using e.g. weB-splines
for its assembly.

In chapter 8 we compute some Ritz-Galerkin approximations from an interface spline space
for simple model examples. Although we have not implemented all the important algo-
rithmic aspects yield a numerically stable computation as stated above (or more exactly
in chapter 7), our theoretical results are well confirmed within the limitations of compu-
tational accuracy.

5. Generalizations and Future Work

The results in this thesis could be extended in many directions. We follow Strang & Fix
[83] and separate the directions according to different kinds of mathematical disciplines.

• From a pure mathematician’s or approximation theoretical point of view:

– Weakening the Jackson theorem 6.2.1 for functions inH1
0 (Ω)∩H2(Ω+)∩H2(Ω−).

This would justify an optimal approximation of interface problems with right
hand-sides in L2(Ω) with interface splines.

– More precise information of the constants in the Jackson estimate 6.2.1. If we
are able to show that

‖u− uhΓ‖H1(Ω) � h‖f‖L2(Ω),

we immediately gain (thanks to Aubin-Nitsche, c.f. 1.3.4) the optimal L2 con-
vergence rate of O(h2).

– Higher convergence rates. This would probably not be possible without a further
extension of the interface spline basis. See also 6.2.1 for some thoughts on this
subject.

– Consideration of more general interface problems, e.g. with k > 1 interfaces,
k > 0 intersecting interfaces, a boundary intersecting interface etc.
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– Construction of supplementary splines in three (or arbitrary) dimensions

• From an applied mathematician’s or numerical analysist’s point of view:

– Stabilization of the interface spline basis. Perhaps an extension procedure as
with the tensor product b-splines on domains will lead to an stabilized basis
for the interface spline space. Then one could use a priori an ordinary cg-type
solver for solving the system stably also for small h without a Schur complement
decomposition.

– Development of an optimal or sufficiently well-working preconditioner for the

”
small“ system, resulting from the Schur complement decomposition.

– Determination of an optimal δ for the supports of the supplementary splines.

• From the point of view of a computer-science-orientated numerical analysist

– Implementation of a program being as general as possible (e.g. boundaries and
interface curves implemented as spline curves).

– Implementation of several interfaces.

– Optimization of the code, development of stable and efficient algorithms.

– Optimized assembly of the Galerkin matrix, in particular the efficient imple-
mentation of the occasionally complicated cut patterns.

– Heuristical determination of an optimal δ for the strip Sδ.

– Adapting the program in 3d.





Anhang

Hier stellen wir lose Sätze und Konzepte aus der elementaren Analysis und Funktional-
analysis zusammen, die nur an einzelnen Stellen benötigt werden und deshalb hier nach-
geschlagen werden können. Die Beweise finden sich in ähnlicher Darstellung in jedem
Lehrbuch über die genannten Themen, siehe z.B. zu Teil A [56],[57] und zu Tweil B [3].

A. Analysis

Satz A.1 (Young’sche Ungleichung)
Es ist für a, b ≥ 0, ε > 0

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2.

Satz A.2 (Mittelwertsatz)
Sei U ⊂ Rd offen, f ∈ C1(U) sowie x ∈ U und ξ ∈ Rd, so dass die Verbindungsstrecke
x+ θξ, 0 ≤ θ ≤ 1 in U liegt. Dann gilt

f(x+ ξ)− f(x) =

∫ 1

0
〈∇(f(x+ θξ)), ξ〉dθ.

Satz A.3 (Parsevalsche Gleichung)
Es sei f ∈ L2(0, 2π) und a0, ak, bk, k = 1, ...,∞ die reellen Fourierkoeffizinten der mit f
gebildeten reellen Fourierreihe. Dann ist

1

2
|a0|2 +

∞∑
k=1

(
|ak|2 + |bk|2

)
=

1

2π
‖f‖2L2(0,2π).

Satz A.4 (Abschneidefunktion)
Es sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und Ω0 b Ω. Dann existiert eine Abschneidefunk-
tion Funktion χ ∈ C∞

0 (Ω), so dass 0 ≤ χ ≤ 1 und χ|Ω0
≡ 1. Ist dist(∂Ω, ∂Ω0) = δ > 0,

dann kann χ so gewählt werden, dass

|∂αχ(x)| ≤ Cd,αδ
−|α|, |α| ∈ N, x ∈ Ω \ Ω0.

Definition A.1 (Ausschöpfung)
Es sei Ω ⊂ Rd. Mann nennt eine Folge von Mengen Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω3 ⊂ ... ⊂ Ω mit
Ω = ∪k∈NΩk eine Ausschöpfung von Ω.

Satz A.5 (Integration über Ausschöpfung)
Es sei u : Ω ⊂ Rd −→ R und (Ωk)k∈N eine Ausschöpfung von Ω, so dass u ∈ L1(Ωk), k ∈ N.

Dann ist u über Ω genau dann integrierbar, falls die Folge

(∫
Ωk

|u(x)|dx
)

k∈N
beschränkt

ist und es gilt ∫
Ω
u(x)dx = lim

k→∞

∫
Ωk

u(x)dx.
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130 8 Anhang

B. Funktionalanalysis

Definition B.1 (Schwache und schwach∗ Konvergenz)
Es sei (U, ‖ ·‖U ) ein unendlichdimensionaler Banachraum und (U ′, ‖‖U ′) der dazugehörige
Dualraum. Man sagt, eine Folge (uk)k∈N konvergiert schwach gegen ein u ∈ U , falls

lim
k→∞

|Fuk − Fu| = 0, ∀F ∈ U ′

und eine Folge (Fk)k∈N aus U ′ konvergiert schwach∗ gegen ein F ∈ U ′, falls

lim
k→∞

|Fku− Fu| = 0, ∀u ∈ U.

Lemma B.1 (Unterhalbstetigkeit der Norm)
Konvergiert eine Folge (uk)k∈N ⊂ U schwach gegen ein u ∈ U, so ist die reelle Folge
(‖uk‖U )k∈N beschränkt und die Norm ist unterhalbstetig, d.h.

lim inf
k→∞

‖uk‖U ≥ ‖u‖U .

Lemma B.2 (Kriterium für schwach∗ Konvergenz)
Sei U ein Banachraum und (Fk)k∈N eine Folge in U ′. Dann konvergiert (fk)k∈N genau
dann im schwach∗ Sinn gegen ein u ∈ U ′, falls die Menge {‖Fk‖U ′}k∈N beschränkt ist
und falls eine dichte Teilmenge V ⊂ U existiert, s.d. die Folgen (Fkv)k∈N für alle v ∈ V
Cauchyfolgen in R sind.

Wir bezeichnen mit U ′′ := {Φ : U ′ → R | ‖Φ‖U ′′ <∞} den Bidualraum von U ′. Hierbei ist

‖Φ‖U ′′ = sup
f∈U ′,‖f‖U′ 6=0

|Φf |
‖f‖U ′

. Die Abbildung i : U → U ′′ mit i(u) = Φu·, ΦuF := Fu ∀F ∈

U ′ nennt man kanonische Inklusion. Ist i bijektiv, so nennt man U reflexiv.

Folgerung B.1 (Hilberträume sind reflexiv)
Jeder Hilbertraum ist reflexiv und der schwache und der schwach∗ Konvergenzbegriff im
Dualraum stimmen überein.

Folgerung B.2 (Schwache L2-Konvergenz)
Es sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet und (uk)k∈N) eine Folge aus L2(Ω). Die Folge konvergiert
genau dann schwach, wenn (‖uk‖)k∈N eine beschränkte Folge in R ist und wenn für alle

φ ∈ C∞
0 (Ω) die Folgen

(∫
Ω
ukφdx

)
k∈N

Cauchy-Folgen in R sind.
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[46] K. Höllig und A. Hoffacker: Finite Element Analysis with weighted and isogeo-
metric b-splines. (LNCS Volume 6920), Springer-Verlag, (2012).
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Teubner, Stuttgart, (1982).

[87] J. Wipper: Finite-Elemente-Approximation mit WEB-Splines. Dissertation, Univer-
sität Stuttgart, (2005).


