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Einleitung

Bei elliptischen Dirichletrandwertproblemen der Form: Finde u : © ¢ R — R so, dass

V- (aVu) = f auf Q
u = 0 auf 00~

héngt es entscheidend von der Geometrie des Gebiets 2 und der Glattheit der Daten f, «
ab, welche strukturellen Eigenschaften wir bei der Losung der Variationsformulierung der
elliptischen Gleichung (falls eine existiert) erwarten konnen. So erhilt man beispielsweise
bei gleichmiiBig elliptischen Koeffizienten 0 < a € [C™F1(Q)]¢, rechter Seite f € H™(1)
und einem glatten Gebietsrand 9Q € C™*2,m > 0 nach dem wohlbekannten Weyl’schen
Lemma (Shift-Theorem) [24; 27] eine eindeutige Losung u € H™2(Q). Typisch fiir solche
elliptische Gleichungen ist es, dass sich Singularitdten der Daten auf die Losung {ibetragen.
Wir betrachten zwei Beispiele:

(ES) Elliptische Gleichungen auf nichtglatten Gebieten (d = 2)

Bei polygonalen Gebieten (d = 2) mit einem inneren Winkel > 7 treten sogenannte
Eckensingularititen auf, d.h. v ist selbst fiir oij; = 1 und f € C°°(§2) im Allgemeinen
nicht mehr in H?(2).

(IP) Interfaceproblem

Sind ©Q C RY, ein glattes Gebiet mit einer eingeschlossenen (d — 1)-dimensionalen
glatten Untermannigfaltigkeit, die Q in Q= € Q und QT = Q\ Q™ mit Q = QT U
Q™ UT aufteilt, sowie entlang von T' springende Koeffizienten a € [L>(Q2)]¢ mit
agtj = agr € C™HQF) und f € L2(Q) N H™(QT) N H™(Q) gegeben. Dann
ist u € HY(Q) N H™2(Q7) N H™2(QF) und [aV,u]r = 0, d.h. der Gradient in
Normalenrichtung v springt entlang von T, woraus u ¢ H?(f2) folgt.

Eine Losung fiir elliptische Randwertprobleme kann man nur fiir spezielle Geometrien
und Daten analytisch herleiten, im Allgemeinen ist man auf Approximationsmethoden
angewiesen. Wendet man bei den Problemen (ES) und (IP) einfach gewohnliche Finite
Elemente Approximationen fiir glatte Probleme an, so konvergiert zwar die Folge (u”),
der Ritz-Galerkin-Approximanten, d.h. ]llli% | — | H1(@) = 0, aber im Allgemeinen ,,zu
langsam®. Die Approximationen sind in diesem Sinne unbrauchbar. Der Grund dafiir ist,
dass u € H?(12) eine notwendige Bedingung fiir die optimalen Konvergenzraten in H' und
L? bei glatten FE-Verfahren ist.



2 Einleitung

1. Vernetzte Finite Elemente

Klassische Finite Elemente Verfahren fiir (glatte) Probleme auf konvexen polygonalen
Gebieten beruhen meist auf einer Vernetzung (bzw. Zerlegung in ,,Elemente®) des zugrun-
deliegenden Gebiets in einfache geometrische Objekte und nutzen stiickweise polynomiale
Funktionen als Basis fiir einen Ansatzraum. Krummlinige Gebiete miissen somit entwe-
der durch polygonale Gebiete approximiert werden (d.h. Randbedingungen werden nicht
exakt eingehalten), oder man verwendet in Randnihe spezielle sogenannte isoparame-
trische Elemente. Die Gebietszerlegung stellt oft noch (gerade in 3d) einen nichtrivialen
und zeitintensiven Preprocessingschritt dar. Zur eindeutigen Bestimmung eines Finiten
Elements wird in Abhéngigkeit der gewiinschten globalen Glattheitseigenschaften eine ge-
wisse Anzahl von Freiheitsgraden (=lokale Dimension) fiir die Elemente benétigt, und
die Erhohung der lokalen und globalen Glattheit des Ansatzraums geht mit einer entspre-
chenden Erhohung der Dimension einher, was zu sehr groflen Ritz-Galerkin-Matrizen fiihrt.
Obwohl die vernetzten Methoden schnell von Ingenieuren und Naturwissenschaftlern er-
folgreich in der Praxis fiir die verschiedensten Anwendungen und Simulationen angewendet
wurden, war man von theoretischer Seite aus immer bestrebt, vernetzungsfreie Verfahren
zu entwickeln. Gerade fiir komplizierte Simulationen aus der aktuellen Forschung wie dem
»Two Phase Flow*“ [32], bei denen sich das Simulationsgebiet mit der Zeit &ndert wiirden
vernetzungsfreie Ansétze sicherlich einen grofien Gewinn darstellen.

2. Splines als Finite Elemente

B-Splines spielen in vielen Teilgebieten der Mathematik (Numerik, Approximationstheo-
rie, Geometrische Modellierung) und in den Anwendungen (Computergraphik, Compu-
ter Aided Geometric Design (CAGD) uvm.) eine wichtige Rolle. Allerdings ist es auch
heute noch ein offenes Problem, auf allgemeinen Gebieten einen multivariaten B-Spline
anzugeben, den man als zufriedenstellende Verallgemeinerung der univariaten B-Splines
ansehen kann [67]. Auf einfachen Geometrien wie Rechtecken bekommt man jedoch sehr
einfach durch Tensorproduktbildung einen multivariaten B-Spline-Typ, der viele gute Ei-
genschaften der univariaten Splines beibeh#lt. So wurde aufgrund der guten Approxi-
mationseigenschaften frith versucht, durch geeignete Einschrankungen auf Gebieten die
innerhalb des Gitters liegen, einen vernetzungsfreien Finite Elemente Ansatzraum fiir el-
liptische Probleme mit Tensorproduktsplines zu erzeugen. Das erste Problem, das dabei
auftaucht, die Nichteinhaltung von Dirichletrandbedinungen, konnte durch die Multiplika-
tion mit einer geeigneten Gewichtsfunktion gelost werden [53]. Allerdings zeigte sich, dass
die Splinebasis durch die Einschrankung instabil wird und somit die numerische Losbarkeit
des Galerkinsystems nur fiir kleine Gitterweiten zufriedenstellend ist. Dies mag wohl der
Grund gewesen sein, warum B-Splines von vielen Mathematikern nicht mehr ernsthaft als
approximierende Elemente fiir die Losungen elliptischer Randwertprobleme in Betracht
gezogen wurden. Am Lehrstuhl fiir Numerik und Geometrische Modellierung der Univer-
sitdt Stuttgart beschiftigte sich eine Arbeitsgruppe von Mathematikern ab 1999 mit dem
,Finite Elemente Approximation mit B-Splines“-Projekt, dessen Ziel es war, einen auf
Tensorproduktsplines aufbauenden Splineraum mit einer stabilen Basis zu finden, der au-
Berdem fiir eine vernetzungsfreie Finite Elemente Approximation geeignet ist. Hollig, Reif
und Wipper [39; 40; 44] ist es schlielich durch eine Erweiterungsstrategie gelungen die



Basis zu stabilisieren und einen neuen B-Spline-Typ zu erzeugen (weighted extended B-
Spline = weB-Spline). Es wurde eine Approximationstheorie fiir diesen neuen Splinetyp
entwickelt, woraus sich ein vernetzungsfreies FE-Verfahren auf Gebieten mit krummli-
nigen Rindern ergibt, welches auf eine Vielzahl von glatten elliptischen Problemen [45]
angewendet werden kann. Da die Gebietsrander bei der Implementierung ebenfalls durch
Splinekurven représentiert werden, hat man somit eine interessante vernetzungsfreie FE-
Methode, die auf schnelle Splinealgorithmen zur Auswertung zugreifen kann. Aktuelle
Forschungsthemen des Splineprojekts sind u.a. Multigrid-Verfahren mit Splines [42; 47],
isogeometrische Approximation [46], alternative Stabilisierungsmethoden [66; 82|, die ge-
nerelle Approximation auf Gebieten mit Splines [82], Approximation gestreuter Daten und
Hole Filling [70], merhdimensionale Integration iiber NURBS-Gebiete [49], Implementa-
tion der weB-Methode bei 3d Randwertproblemen (das Programmpaket ldsst sich iiber
http://www.siam.org/books/fr26/ beziehen) und die FE-Approximation mit Splines
auf Gebieten mit Ecken [4]. Die vorliegende Arbeit entstand von 2009 bis 2012 ebenfalls
im Rahmen des Splineprojekts und untersuchte die Frage, ob man den weB-Raum so mo-
difizieren kann, dass es moglich ist, die global in H{ () liegende Losung u mit V,u ¢ L?(£2)
des Interfaceproblems (IP) optimal in H! zu approximieren.

3. Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist in die vier Abschnitte IILIII, IV mit jeweils zwei fortlaufend nummerierten
Kapiteln aufgeteilt.

I Folklore und Splines

Im ersten Kapitel des ersten Teils I werden die zum Verstéindnis der Arbeit we-
sentlichen Grundlagen knapp zusammengetragen. Es dient in erster Linie dazu, die
Notation festzulegen, und um grundlegende Resultate in der Form wie wir sie brau-
chen, zu sammeln, und ist eher zum Nachschlagen gedacht. Das zweite Kapitel ist
den Splinefunktionen gewidmet. An dieser Stelle skizzieren wir auch die Konstruk-
tion der weB-Splines nach und zitieren einige wichtige Satze.

II Elliptische Gleichungen mit unstetigen Koeffizienten

Hier untersuchen wir die strukturellen Eigenschaften der Losung von elliptischen
Randwertproblemen mit unstetigen Koeffizienten. Wir sehen uns also genau an,
was wir tiberhaupt approximieren wollen. Es werden hier natiirlich keine wesent-
lich neuen Ergebnisse présentiert, jedoch geben wir im dritten Kapitel einen mit
elementaren Mitteln gut nachvollziehbaren Regularitéitsbeweis fiir allgemeine ellip-
tische Gleichungen mit unstetigen Koeffizienten an, welcher auf einer etablierten
Differenzenquotiententechnik aus der Theorie partieller Differentialgleichungen be-
ruht, und den man nach Wissenstand das Autors so nicht in der Literatur findet.
Im vierten Kapitel beschrdnken wir uns auf ein etwas einfacheres Modellproblem
(was aber noch alle wesentlichen Schwierigkeiten beibehélt), untersuchen weitere
strukturelle Eigenschaften, die in diesen Gleichungen versteckt sind (— natiirliche



Einleitung

II1

v

Sprungbedinungen) und schauen uns an dieser Stelle im Eindimensionalen an, warum
glatte FE-Verfahren bei der Approximation i.A. keine optimalen Konvergenzraten
liefern kénnen. Ungefihr seit den 1970ern Jahren wurde versucht, Interfaceprobleme
mit den verschiedensten Diskretisierungsverfahren zu approximieren. Die meisten
beruhen auf finiten Differenzen und vernetzten Finite Elemente Diskretisierungen;
wir geben dazu am Schluss des vierten Kapitels einen kleinen Uberblick iiber die
wichtigsten Arbeiten und Ansétze zu diesem Thema. Ein wirklich vernetzungsfreier
FE-Ansatz fiir krummlinige Gebiete scheint noch nicht zu existieren.

Approximation mit Interfacesplines

Da die weB-Methode zwar ein vernetzungfreies, aber im derzeitigen Entwicklungs-
stand nur fiir glatte Probleme ausgelegtes FE-Verfahren ist, wird es im allgemeinen
nicht moglich sein Lésungen von Interfaceproblemen optimal zu approximieren. Wir
konstruieren deshalb im fiinften Kapitel spezielle Zusatzfunktionen (singulédre Zu-
satzsplines) mit denen wir den weB-Raum erweitern wollen. Dazu untersuchen wir
einige strukturelle Eigenschaften dieses Funktionentyps und bilden anschliefend mit
dem weB-Splineraum die direkte Summe und erhalten so den Raum der Interface-
splines. Die grundlegende Idee dahinter ist: Kénnen wir die Lésung in einen glatten
und einen springenden Teil zerlegen, so sollen die glatten weB-Splines den glatten
Teil und die Zusatzsplines den singuldren Teil approximieren. Im sechsten Kapitel
untersuchen wir die Approximationseigenschaften der Interfacesplines und beweisen
fiir Interfacesplines der Ordnung (1,2) einen Satz vom Jackson-Typ (dessen Namen
wir zu Ehren von Dunham Jackson und seinen klassischen Approximationsséitzen von
1911 [51], Verallgemeinerungen in [1], gewéhlt haben). Mit dem Céa-Lemma sind wir
damit in der Lage den Raum der Interfacesplines als Ritz-Galerkin-Ansatzraum fiir
eine Finite Elemente Approximaton des Interfaceproblems zu nutzen.

Numerik

Im numerischen Teil IV diskutieren wir einige wichtige Aspekte die bei der Imple-
mentatierung einer vernetzungsfreien Finite Elemente Approximation mit Interface-
splines zu beriicksichtigen sind und berechnen im achten Kapitel fiir Testbeispiele
Ritz-Galerkin Approximationen an die exakten Losungen und messen den H'-Fehler
und die H'-Konvergenzrate.
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discouraged if...he finds that he
does not have the prerequisites
for reading the prerequisites”

(P. Halmos)

Teil 1.

Folklore und Splines






1. Grundlegende Konzepte, Definitionen und
Satze

In diesem ersten Kapitel sammeln wir in knapper Form unter anderem Resultate {iber
Sobolevraume, z.B. [2; 24; 30], Approximation in Hilbertraumen sowie der klassischen
Finite Elemente Methode [11; 26; 14], welche man heute durchaus als Allgemeinwissen
(Folklore) in den angesprochenen Gebieten bezeichnen kann und bei uns eine tragende
Rolle spielen. Fast alle Aussagen findet man so oder in dhnlicher Form ausfiihrlich in
den angegebenen Referenzen, weshalb wir nur an speziellen Stellen noch weitere Literatur
hinzufiigen.

1.1. Etwas Notation

Wir bezeichnen mit Q ein Gebiet des R? und mit 9Q dessen Rand. Ist Q* C Q kom-
pakt enthalten, so notieren wir Q* € (). Zu einer Funktion u : 0 — R ist supp =
{rx € Q:u(x) # 0} der Triger von u auf Q. Ist & = (v1,...,24),y = (Y1, ..., yq) € R?, so ist
x-y={x,y)q = E?:l x;y; das euklidsche Skalarprodukt, ||z||q = v/(z,x)4 die induzierte
euklidsche Norm und ||z — yl|q die Standardmetrik auf dem RY. Mit einem Multiindex

a:=(ag,..,aq9) s €NJi=1,....d,|a| = Zle a; nutzen wir fiir hinreichend glattes «
das Symbol
N ol
0%y = 896«1117“.@301 = 7833?1...8$3du (1.1)

fiir die partiellen Ableitungen der Ordnung |a|. Sprechen wir von ,glatt“ oder ,hinrei-
chend glatt®“, so meinen wir den im konkreten Fall ben6tigten Mindestgrad an Glattheit.
Zur Vereinfachung schreiben wir wie iiblich bei konkreten Rechnungen nur die Koordina-
tenrichtungen an, nach denen tatséchlich abgeleitet wird also z.B. 0., u anstatt 910y oder
Dy ot = Uy 1 fiir DDy im zweidimensionalen Fall. Den Gradienten von u kennzeichnen
wir mit dem Nabla-Symbol

V= (g, Uy ..., Dy u) | (1.2)

und fiir eine glatte vektorwertige Funktion u : Q — RY mit @ := (u1, ..., uq) ', bezeichnen
wir mit

d
Vo = Zaxiui (1.3)
i=1

die Divergenz von u. Mit Hilfe des Gradienten und der Divergenz erhalten wir z.B. durch
Au :=V-(Vu) (1.4)

den Laplace-Operator. Existiert an 0 die nach aufien gerichtete Normale v € R? in einem
gewissen Sinn, so notieren wir fiir die Ableitung in Normalenrichtung kurz

Vou = (Vu,v)q,. (1.5)
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Sind Konstanten bei Abschitzungen fiir uns nicht relevant bzw. hingen diese nicht von
generischen Groflen wie z.B. der Gitterweite h oder einer zu approximierenden Funktion
u ab, so schreiben wir fiir a,b € R und Konstanten ¢, C' € RT fiir

a<Cb a>ch, cb<a<Ch

abkiirzend
a=<b, a>=b axb.

Sind X, Y Banachrdume mit Normen || - ||x, || - [[y mit X C Y und |Jully < ||u|lx, Yu € X,
so schreiben wir kurz X — Y. Wir sagen dann X ist stetig in Y eingebettet.

1.2. Funktionenraume

Zuniichst listen wir die Raume klassisch differenzierbarer Funktionen auf Gebieten ¢ R?
auf und fiihren eine Klassifikation fiir Gebietsridnder, wie es z.B. in [24] geschieht, ein.
1.2.1. Gebiete und klassisch differenzierbare Funktionen

Die wichtigsten Funktionenklassen stetig differenzierbarer Funktionen bezeichnen wir wie
folgt. Hierbei ist N = {0, 1,2,...} und Ny, := NU {o0}.

e C™(Q) :={u: Q= R:30% € C°Q),|a] <m e N}

o C°(Q) :=N2_,C™(Q)

e CI'(Q) :={ueC™Q):suppu € Q}

o C™(Q) :={u e C™(Q) : 0%uyq ist gleichmiBig stetig und beschrinkt, || < m € Noo}

o C™P(Q) == {u e C™() : sup,, W < 00,8 €(0,1],]a] <m € Ny}
Letzteren Raum nennt man Hélderraum mit Holderexponenten (3. Ist 8 = 1, so nennt man
eine Funktion C%! =: Lip lipschitz. Analog dazu ist Lip,,, 1 < m < |a| definiert. Den Fall
B = 0 ergiinzen wir noch durch C™%(Q)) := C™(Q). Die Holderriume fiir 8 > 0 spielen bei
uns nur fiir die Gebietsklassifikation und als verallgemeinerte Version eine kleine Rolle.
Da man v € C™(Q) und simtliche Ableitungen 9%u eindeutig auf Q stetig fortsetzen

kann, stimmen die Rdume C™(2*) und C™(Q2) fiir kompaktes Q* und beschrianktes Q2 mit
O* = Q iiberein.

Definition 1.2.1 (Gebiete der Klasse C™")

Wir sagen, ein beschrinktes Gebiet Q ist von der Klasse C™?,0 < m < o0, 3 € [0, 1] bzw.
o0 € C™P, falls es zu jedem & € O nach einer eventuellen glatten Transformation des
Koordinatensystems eine Umgebung

O¢ 1= {(!f,l“d) €R?: & = 7,24 = e(f) + Y, [yal < 65} ) (1.6)
wobei (Z,24) = (71, ..., Ta—1,74) € R, ¢¢ € Cm’B(B(;{(O)) — R, ¢¢(0) =& mit

By, (0) = {y = (y1, ., ya1) € R || < 55} (1.7)
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und eg, 6¢ € R gibt, so dass 9NN Og¢ = graph(ype), QN0 C Q fiir yg > 0 und QN0 C Q°
fiir yqg < 0. Ist ¢ eine stiickweise C™P_Funktion, so sprechen wir von stiickweisen C™B-
Gebieten und speziell fir B =1 von Lipschitzgebieten.

Insbesondere besitzt jedes C™P-Gebiet die Segmenteigenschaft, d.h. Q befindet sich nur
auf einer Seite von 0f), und geniigt auch einer Kegelbedingung. Fiir eine exakte Definition
siehe [86]. Beispielsweise wird im R? die Kegelbedingung bei stiickweise glatten Gebieten
mit einem inneren Winkel von 0 und die Segmenteigenschaft bei Polygongebieten mit ei-
nem inneren Winkel € (0, 27) verletzt. Dagegen sind Polygongebiete mit inneren Winkeln
< 27 lipschitz.

Glatte Rénder lassen sich lokal ,,geradebiegen, d.h. es existiert zu jedem Punkt des Rands
eine Umgebung, die diffeomorph auf die offene Kugel B1(0) := {z € R? : |jz||q < 1}
(genauso gut gehen natiirlich auch offene Wiirfel (0,1)9, vgl. [86]), abgebildet werden
kann. Genauer gilt:

Satz 1.2.1 (Lokales Geradebiegen)
Ein beschrinktes Gebiet Q C R ist genau dann in der Klasse C™P m € N, falls es offene
Mengen U,,v =1,...,N € N und C™P-Diffeomorphismen ®, : U, — B1(0) gibt, so dass

e O, (UNQ) = {(Y1,-,Yd-1,Ya) € B1(0) : yq > 0} =: B (0)
o O, (UNQY) ={(y1,--sYd—1,Ya) € B1(0) : yg < 0} =: B; (0)

e &,UNIN) ={(y1,.-sYd—1,Yd) € B1(0) : yg =0} =: B?(O)

1.2.2. Sobolev-Raume

Die Sobolev-Raume sind Teilrdume von (Lebesgue)-integrierbaren Funktionen, weshalb
wir uns kurz die LP - Rédume in Erinnerung rufen. Bezeichnen wir mit M () die Menge
aller iiber 0 (u)-messbaren Funktionen (bei uns: meas bzw. meas; ist das gewdhnliche
Volumen-Maf im R?) und setzen wir

1
P
ey = ( / <\u|Pda:)
9]

el oo ey = inf{ sup [u(@)|: N € Q, u(N) = o} ,

sowie

zeQ\N

so ist
LP(Q) := {u € M(Q) : ulpp) < oo} fiir 1<p<oo

der Raum der p-integrablen und
L>(Q) = {u € M(Q) : [|lul[ o) < oo}

der Raum der auf  wesentlich beschrankten messbaren Funktionen. Wie iiblich iden-
tifizieren wir dabei messbare Funktionen, die fast tiberall (f.ii.), d.h. bis auf einer Null-
menge auf € {ibereinstimmen, und kénnen somit zu den Faktorrdumen der resultierenden
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Aquivalenzklassen iibergehen. Ist u € C(Q) und Q kompakt, so ist offenbar ||ul| L=Q) =
max,eq |u(z)|, der Raum C(Q) ist dann beziiglich L>-Norm abgeschlossen. Durch | -
|r()s 1 < p < 0o werden die Riume LP(2) normiert und sind Banachréume. L?(€2) ist

Hilbertraum mit innerem Produkt
(u,v)r2(0) = / uv dz.
Q

Ist w € LP(Q),v € L1(Q), mit 1 < p,q < oo und % + % =1, so ist uv € L1(Q), und es gilt
die Holdersche Ungleichung

lwvll ) < llull e llvllLeo)- (1.8)

Ist 1 < p < g < oo und meas(f)) < oo, dann gilt die Lebesguesche Finbettung L1 < LP,
genauer ist
[ull e (o) < meaS(Q)l/p_l/q||U||Lq(Q), (1.9)

wobei ¢~ = 0 fiir ¢ = oo gesetzt wird. Die Lebesgue-Riume iiber Gebieten mit endlichem

Maf3 bilden also eine absteigende Inklusionskette.

Von gewisser Bedeutung sind auch noch die Radume der lokal-integrablen Funktionen
(Q) = {ue LP(Q) : VQo CC Q}. Fiir meas(2) < oo bekommt man z.B. LP(Q) —
(€2). Von groBer Bedeutung ist noch das Variationslemma: Ist u € L () und

loc
/ updr =0 firalle e C5°(Q), (1.10)
Q

dann ist u = 0 fast iiberall auf Q. Der Raum C™(Q) ist beziiglich der Sobolev-Norm

1/p

lullgmey == Y. [ (0%w)P’dz , 1<p<oo (1.11)
0<|a|<m Q

unvollstidndig. SchlieBen wir C™(€2) beziiglich 1.11 ab, so erhalten wir den Sobolev-Raum

H™(Q) = Om(q)lamre, (1.12)

Ist Q lipschitz, so kann C™(£) durch C™(Q) ersetzt werden. Fiir 1 < p < oo werden
H™P(),m € N, durch || - || gmsq) zu Banachrdumen. Fiir p = 2 ist H™(Q) := H™?(Q)
Hilbert-Raum mit innerem Produkt

(u,v) gm(Q) = Z /8"‘u8°‘vdm. (1.13)
Q

0<]al<m

Insbesondere gilt im Sinne linearer Isometrie H*P(Q) = LP(2). Eine andere Charakte-
risierung der Sobolev-Funktionen wird {iber das Konzept der schwachen Ableitung ei-
ner lebesgue-integrierbaren Funktion erméglicht. Fiir ein Lipschitzgebiet © C R? und
u € CY(Q) gilt der Gaufische Integralsatz

/(%iudm—/ uvido, i=1,...,d, (1.14)
Q o0
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wobei v := (v1,...,14) die auf 09 f.ii. existierende dufere Normale und do das klassische
Oberflichenmaf bezeichnet. Ersetzen wir u in 1.14 durch ein Produkt u-v mit u,v € C1(Q),
so ergibt sich bekanntlich die mehrdimensionale partielle Integration

/u@xivdx:—/axiuvdx—}—/ uvy; do. (1.15)
Q Q oN

Fir ¢ € C3°(©2) und u € C™(Q2) gelangen wir durch Induktion zu der folgenden Version

/ Oup dx = (—1) / ud“pde, |a] <m, (1.16)
Q Q
welche uns zur Definition eines verallgemeinerten (schwachen) Ableitungbegriffs fiihrt:

Definition 1.2.2 (Schwache Ableitung)
Es sei u € Li (Q). Man nennt eine Funktion 0%u € Li _(Q) (a-te) schwache Ableitung
von u, falls

/agwdx: (_1)a|/uaa¢dz, Vi € C°(Q). (1.17)
Q Q

Da jedes u € C™(Q)) auch schwach differenzierbar ist, stimmt die gewohnliche Ablei-
tung mit der schwachen Ableitung iiberein, weshalb der Index w nicht nétig ist. Aus dem
Variationslemma 1.10 folgt die Eindeutigkeit einer schwachen Ableitung. Setzen wir an
dieser Stelle W™P(Q) := {u € LP(Q) : 30%u € LP(NQ) fiir || < m}, dann gilt sogar fiir
beliebige Gebiete und 1 < p < oo nach Meyers und Serrin das bemerkenswerte Resul-
tat H™P(Q) = W™P(Q), vgl. [64]. Obwohl die meisten der nun gelisteten Resultate iiber
Sobolevraume H™P,1 < p < oo ihre Giiltigkeit behalten, beschrinken wir uns ab jetzt
meist auf den in dieser Arbeit relevanten Fall p = 2. Folgende Version der Produktregel
ist duBerst praktisch, vgl. fiir den ersten Teil [3] und den zweiten Teil [7].

Satz 1.2.2 (Sobolev-Produktregel)
Sind u,v € H™(Q), so ist uv € H™Y(Q), und es gilt

0%uv = Z (’a’>(6a_ﬁu)8ﬁv, V]a| < m. (1.18)
|B1<]a 141

Sind speziell im Fall m = 1 noch v € L*®(Q), Vv € [L™®(Q)]*, dann ist wo € H(Q) und
Og, (wv) = (Oy,u) v+ (Oz,v)u, i=1,...,d. (1.19)

Transformieren wir den Definitionsbereich einer Sobolevfunktion mit einem hinreichend
glatten Diffeomorphismus, so unterscheiden sich die entsprechenden Gréflien im Wesentli-
chen nur um multiplikative Konstanten. Genauer gilt der

Satz 1.2.3 (Transformationssatz)
Seien Q,Q C R? Gebiete und ® : Q — Q ein C™-Diffeomorphismus. Fir m € N ist dann

uo® e H™(Q), und es gilt

lull gy = w0 @ oy Yu € H™(S2). (1.20)
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Der beriihmte Einbettungssatz von Sobolev zeigt das Zusammenspiel von Raumdimension
und (schwacher) Differenzierbarkeit auf und klért die Frage, unter welchen Voraussetzun-
gen an diesen Groflen sich Sobolevraume in Rdume klassisch differenzierbarer Funktionen
einbetten lassen. Wir begniigen uns mit der folgenden Variante:

Satz 1.2.4 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Es sei Q C RY ein Lipschitzgebiet mit k,m € N. Fir m —k > d/2 existiert die stetige
FEinbettung

H™ () — C*(9),

d.h.

max [0%ull Lo () 2 ullzrm @)  Vu € H™ (). (1.21)

1.2.3. Randwerte und Sobolevrdaume mit positiver reeller Ordnung

Zu einem Lipschitzgebiet (2 gibt es nach Definition 1.2.1 endlich viele stetig differenzierbare
Funktionen ¢; : O; — R,0; C R%, O; offen mit 9Q C UZ 1 Oi, sowie Diffeomorphismen
¢; » O — B1(0),i = 1,...,N. Das lokale Koordinatensystem bezeichnen wir fiir jedes
i=1,...,N mit (Z,z,), wobei Z = (x1,....,2q—1). Dann ist (Z, p;(Z)) € 0. Eine Funktion
u : 0Q — R heiBt messbar auf 99, falls u;(Z) := (¢;(u))(Z, v;(Z)), messbar auf Oy, =
1,..., N ist und u heifit auf 99 integrierbar, falls usn messbar ist und das Integral

/ w;(T)do; ::/ (hi(w))(Z, pi(%)) /1 + |Vpil2dz
o2

existiert. Hierbei ist do; = \/1 + |V;|?dZ das lebesguesche Oberflichenmafl. Summieren
wir die endlich vielen Integrale, so gelangen wir zum Randintegral |, oo udo = Zf\; L a0 Wi do;

und damit zu dem durch L
P
lullzony = ( 10k do)
o0

normierten linearen Raum L?(99Q) := {u: 0Q — R : ||ul| 2 09) < 0o} . Randwerte von ei-
ner Funktion aus einem Sobolevraum kann man nun mit Hilfe eines Spuroperators sinnvoll
festlegen.

Satz 1.2.5 (Spursatz, 1. Version)
Zu einem Gebiet Q C R? der Klasse C™' gibt es zu jedem |a] < m — 1,m > 1 einen
etndeutigen stetigen linearen Operator

7% H™(Q) — L*(09)
mit der Eigenschaft v%u = 0%u|pq, fiir alle u € C™(Q).
1.2.5 Bei elliptischen Randwertproblemen mit Dirichletrand spielt der Raum
HE(Q) = kery™ (H™(2))

eine herausragende Rolle. H{"(Q2) ist als abgeschlossener Unterraum von H™(2) selbst
Hilbertraum. Diesen erhélt man z.B. auch durch den Abschluss H'(Q2) = C° (Q)”u”Hl(Q),
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das Variationslemma 1.10 behiilt somit auch fiir ¢ € HE(Q) seine Giiltigkeit. Fiir u €
H™(Q) ist die GroBe |u|gm(q) = \/Z\a|=m ||(90‘u||%2(m nur eine Seminorm. Wegen der

Poincaré - Ungleichung

lull gm () < [ulpm@@) Yu € Hy'(€2), meas(2) < oo (1.22)

ist diese aber fiir beschrénkte Gebiete in Hj"(€2) zur vollen Sobolev-Norm &quivalent. Mit
Hilfe eines Dichtheitsarguments und des Spuroperators lasst sich Gaufl 1.14 auf Sobolev-
funktionen iibertragen,

/ Op,uvde = / yuyvvdo — / wvg, dr Yu,v € HY(Q), i=1..d. (1.23)
Q oN Q
Oft ist es hilfreich, die Funktionen aus H™(2) auf ein gréBeres Gebiet fortzusetzen.

Satz 1.2.6 (Calderon-Stein-Fortsetzungen)

Es sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet oder Q = R%. Dann existiert fir Qo € Q mit
00 € O™ L1 und m > 0 ein von k unabhéingiger stetiger Operator £ : H* () — H* ()
mit der Eigenschaft Eulq, = u fir alle w € H*(Q). Es ist dann

[€ullgr ey 2 NNullar@), 0<k<m. (1.24)

Ist Q € Lip, so gilt der Satz immer noch, nur ist £ dann von k abhingig, vgl. [86].

Eine gewisse Verallgemeinerung der Holder-Rdume erhélt man durch das Konzept der
Sobolev-Réume mit (positiv) reellem Glattheitsgrad. Zerlegen wir s € RT durch s = m+e¢
mit m = [s] € Nund € € (0,1), so nennt man

H*(Q) = {u € H™Q) : |[u] o0y < 00}

den Sobolev-Raum mit Ordnung s. Hierbei bezeichnet

1/2

aO{ aa
lull sy = | llullfmg) + Z //‘ ’d—&-QE i dxdy

die in der Literatur als Sobolev-Slobodeckij-Norm bekannte GroBe. Der Raum H*(2) ist

ein Hilbertraum mit Norm || - || z7s() und dem inneren Produkt
(0%u 0% (x) — 0%(y
(u, ) s () = (U, ) grm(q) + Z // H “uly )?U(HCHZE 2) ( ))dfvdy.
|a|=m

Ist 00 € C! und s € R, so gilt die folgende Einbettung nach Rellich-Kondrachev [86)]
HY(Q) = H*(Q), Vs eR,s >s. (1.25)

Mit Hilfe der Sobolev-Réume mit reellwertiger Ordnung s > 0 lassen sich Sobolev-Réume
H*(T) auf glatten d — 1 dimensionalen Untermannigfaltigkeiten I' € R? definieren. Dies
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geschieht in &hnlicher Weise, wie wir die Lebesgue-Réume auf Ridndern eingefiithrt haben,
siehe Defintion 6.40 aus [24], oder [86]. Insbesondere ist H(T") = L?(T"), und die Gréfie

1/2

aa
1wl s (ry = Z 10%ul|75 o+ Z // ’d 1+2)e) dodoy

|| <[s] |ar| <[s]

ist eine Norm fiir H*(I') mit s = [s] + €, € € (0,1). Damit erhalten wir eine allgemeinere
Version des Spursatzes [30]:

Satz 1.2.7 (Spursatz 2. Version)
Es sei Q C RY und 0Q € C™',m € Ng. Dann existiert fir s <m + 1,5 —1/2 = { + € mit
e € (0,1) und £ € Ny ein komponentenweise linearer Operator

)4
V' H(Q) — [[HTV(09). (1.26)
j=0

Hierbes ist
'ygu = (M1, ..., yeu) = (u, Opu, ...,85u) Yu € C'Z(ﬁ),

und es gilt
1vjull rs—i-17200) = lullgs@), Yue€ H*(Q),j=0,.... L (1.27)

Das heifit 7,7 =0, ..., ¢ sind auf H*(Q2) stetig.

1.3. Ritz-Galerkin-Approximation in Hilbertraumen

Einen reellen Hilbertraum X mit innerem Produkt (-,-)x : X x X — R, (u,v) — (z,y)x
und induzierter Norm ||z||x := v/(z,z)x,z € X bezeichnen wir mit (X, | - ||x). Es seien
jetzt (U, ] - ||r) und ein weiterer Hilbertraum (W, || - |) gegeben. Durch

LUW):={A:U — W : Alinear und ||A|ly_w < oo} (1.28)
mit
[Allv—w == sup |l Au|w (1.29)
uelU
ullo=1

notieren wir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen A von U nach W. Ist speziell
W = R, so ist A ein lineares Funktional und man schreibt U’ anstatt £(U,R). Jedem
Element aus U’ la8t sich via (-,)y eindeutig ein Element aus U zuordnen. Dies ist das
Ergebnis des folgenden grundlegenden Satzes.

Satz 1.3.1 (Rieszscher Darstellungssatz)
Zu L € U' existiert genau ein u € U, so dass

l(v) = (u,v)y YveUl. (1.30)
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Betrachten wir anstatt eines inneren Produkts etwas allgemeiner eine Bilinearform
a:UxU—=R, wuvw a(u,v),

d.h. es wird von a nur die Linearitit in jedem Argument gefordert: a(au; + fug,v) =
aa(uy,v) + Ba(ug,v), a(v,aur + Buz) = aa(v,ur) + Ba(v,uz), Vui,uz,v € U,a, B € R, s0
nennen wir a stetig, falls es eine Konstante o > 0 gibt, so dass

la(u,v)| < o||lullv||v]v, Yu,v € U (1.31)
und koerziv, falls es ein k > 0 gibt, so dass
la(u,v)| > &llul|?, Yu € U. (1.32)

Ist a stetig und koerziv, so bezeichnet man a auch als elliptisch. Eine Verallgemeinerung
des Rieszschen Darstellungssatzes fiir Bilinearformen gelingt, wenn man fiir a die beiden
eben genannten Eigenschaften fordert:

Satz 1.3.2 (Lax-Milgram)
Ist a eine elliptische Bilinearform auf dem Hilbertraum U, so existiert zu jedem £ € U’
genau ewn v € U mit

a(u,v) =4L(v) YveU. (1.33)

Als Folgerung: Ist a dariiberhinaus eine symmetrische Bilinearform, d.h. a(u,v) = a(v,u)
Vu,v € U, so minimiert u das Funktional J(v) := Ea(v, v) — £(v).
Wir betrachten nun einen linearen und stetigen Operator A : D(A) C U — U mit Defini-

tionsbereich D(.A) sowie eine Menge V' C D(A) und stellen uns die Frage, unter welchen
Voraussetzungen es zu gegebenen f € U fiir die Operatorgleichung

{ Findeu € V, so dass (1.34)

Au = f

genau eine Losung existiert und ob diese stetig von den Daten abhingt. Mit anderen
Worten fragen wir nach der Wohlgestelltheit von 1.34 im Hadamardschen Sinn.

Von besonderem Interesse sind fiir uns solche Operatoren A € L£(D(A),U), fiir die sich
V C D(A) als ein in U stetig eingebetteter Hilbertraum herausstellt und 1.34 sich mit
Hilfe einer geeigneten V-Bilinearform a und eines von f abhingigen Funktionals £; € V'
in ein dquivalentes Variationsproblem umformulieren lésst:

{ Findeu € V, so dass (1.35)

a(u,v) =Llr(v), YveV.

Ist a eine elliptische Bilinearform auf V, so besitzt das Variationsproblem 1.35 nach 1.3.2
eine eindeutig bestimmte Losung in V. Setzen wir v = u, so folgt aus der Koerzivitéit von
a

Rllullf < av(u,w) =€) < [[glvllullv,

woraus wir sofort )
lullv- < —l1€¢ v (1.36)
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erhalten. Damit héngt die Losung stetig von den Daten ab und wir bekommen eine po-
sitive Antwort auf die Frage der Wohlgestelltheit der Operatorgleichung 1.34 bzw. des
zugehorigen Variationsproblems 1.35 als Folgerung aus dem Satz von Lax-Milgram 1.3.2.
Die von uns postulierte Voraussetzung V < U ist oft hinreichend dafiir, dass wir ¢y € V'
sicherstellen konnen. Es sei nun ein Problem der Art 1.34 in der Form eines dquivalenten
Variationsproblems 1.35 auf (V.|| - ||y/) mit elliptischer Bilinearform a und £ = ¢ € V'
gegeben und wir moéchten die eindeutige Losung u durch ein Element u” aus einem end-
lichdimensionalen linearen Unterraum Vj, = span{V,};—1 g4, C V mit dimV}, =d, € N
approximieren. Aus 1.35 folgt

a(u, ") = (M), Vol e V. (1.37)

Testen wir 1.37 mit den Basiselementen W;,j = 1,...,dp, so erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem

dp,

> a(WF, Whyu; = £(T)), j=1,....dp, (1.38)

i=1
welches wir kurz als

GU =F

mit der Galerkin-Matrix G := (a(V;, V;))i j=1,..4,, den Koeffizienten U := (uy, ...,udh)T
und der rechten Seite F := (£(¥1), ..., £(¥4, )T schreiben konnen. Fiir eine elliptische Bili-
nearform a ist das System eindeutig losbar, da dann G positiv definit und mithin nicht-
singular ist. Man nennt das mit den eindeutig bestimmten Koeffizienten u;,7 = 1,...,dy,
gebildete Element u" = Z;-iil u;jV; die Ritz-Galerkin-Approximation an die eindeutige
Losung u € V des Variationsproblems 1.35. Ist a ein inneres Produkt, so wird durch a auf
V die sogenannte ,Energienorm® || - || definiert und es ist u” die Bestapproximierende
aus V, an u:

|lu—u"|p = inf |u—o"|g. (1.39)

vhev,

Insbesondere ist ||v]|g < ||v||z, Vv € V, d.h. die Energienorm ist zu der zugrundegelegten
Hilbertraumnorm U &dquivalent. Fiir viele Probleme ist a nur eine elliptische Bilinearform
auf U, deshalb ist das folgende Resultat fiir die Finite Elemente Analysis von grundle-
gender Bedeutung. Es zeigt den wichtigen Zusammenhang des Fehlers der Ritz-Galerkin-
Approximation aus Variationsproblemen mit elliptischer Bilinearform mit dem Fehler der
Bestapproximation.

Satz 1.3.3 (Céa-Lemma [16])
Istu € V die eindeutige Losung des Variationsproblems 1.35 mit elliptischer Bilinearform
a auf V und ul € Vj, die Ritz-Galerkin-Approzimation. Dann gilt

K.
||u—uhHV < — inf ||u—vh||v, (1.40)
g ’UhEVh

wobei Kk, o die Ellipzititskonstanten 1.32 der Bilinearform sind.

Der ,,Aubin-Nitsche-Trick“, welcher auf einem Dualitdtsprinzip beruht, ermdoglicht es oft-
mals Fehlerabschétzungen fiir schwéchere Normen anzugeben:
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Satz 1.3.4 (Aubin - Nitsche Dualitéitsprinzip)
Es seien (V|| - ||lv), (U, || - |lv) Hilbertraume, V < U und uw € V die Lésung des Variati-
onsproblems 1.85. Dann gilt fir die Ritz-Galerkin Approzimation u” € V,

= wlly < Clu - uhuvsup{ inf [y — v||v} , (L41)
geUu vEV)

wenn jedem g € U die eindeutige Losung uy € V' des dualen Variationsproblems
a(v,ug) = (9,v)y, Yo eV (1.42)
zugeordnet wird.

Wie gut wir die Losung u approximieren kénnen, héngt nach dem Céa-Lemma also ent-
scheidend von der Approximationskraft des Raumes V}, ab. In der Finite Elemente Analysis
beschreibt der Parameter h meist die sogenannte Gitterweite und es wird fiir gew6hnlich
h € H:=QnN(0,1) gewdhlt. Da dann H offenbar abzéhlbar ist, konnen wir h selbst als
Index benutzen. Es sei (V},),c eine Folge von endlichdimensionalen Teilrdumen von V'
mit dim Vy, =dp € NJh € H. Gilt

lim inf |ju—2"|y =0, 1.43

lim inf fu— "y (1.43)
so besitzt die Teilraumfolge die Galerkin-Approrimationseigenschaft. Dies ist natiirlich
gleichbedeutend damit, dass fiir die zu (V},)),c g durch 1.38 eindeutig bestimmte Folge der
Ritz-Galerkin-Approximationen (up)pep

li — =0
Jim |un — ullv

gilt. Um ein numerisch sinnvolles Approximationsverfahren zu erhalten, sollte die Folge
(Vi) hen so beschaffen sein, dass sie neben der Approximationseigenschaft 1.43 auch garan-
tiert, dass die Ritz-Galerkin-Approximationen (up)pep in einer dem Problem angepassten
optimalen Ordnung gegen u konvergiert.

1.4. Klassische Finite Elemente

Eine gebriuchliche Wahl fiir die Ansatzraume (V}), der Ritz-Galerkin Approximation
sind vernetzte Finite Elemente Raume (FE-Rdume), welche auf einer Zerlegung des zu-
grundeliegenden Gebiets €2 basieren. Wir legen in dieser Arbeit den Fokus auf vernet-
zungsfreie Finite Elemente Methoden, weshalb dieser kurze Abriss iiber die klassischen
vernetzten Elemente nur dazu dient, die grundlegenden Philosophien beider Ansétze ver-
gleichen zu konnen. Bei der praktischen Konstruktion eines vernetzten FE-Raums wird
zunichst das dem Variationsproblem zugrundeliegende Gebiet Q C R? in endlich viele
nichtiiberlappende Teilgebiete T mit einfacher Geometrie, z.B. in Simplizes oder Cuboide
(konkret: Dreiecke oder Rechtecke im Fall d = 2 oder Tetraeder, Quader etc. im Fall d = 3)
vernetzt. Offenbar kann man mit solchen Netzen nur Polygone komplett ausschopfen, bei
Gebieten mit glatten Rdndern bekommt man bei groben Gitterweiten einen zusétzlichen
Approximationsfehler. Es gibt verschiedene Moglichkeiten dieses Problem zu behandeln,
z.B. durch Hinzunahme von speziellen (isoparametrischen) Elementen in Randnéhe [11].
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Hierauf wollen wir aber nicht weiter eingehen und beschréinken uns hier auf den Fall poly-
gonaler Gebiete. Unzihlige Arbeiten befassen sich alleine mit dem Design ,,guter” Netze.
Vor allem bei 3d Problemen ist dies bisweilen eine anspruchsvolle Aufgabe und erfreut
sich in der Forschung immer noch grofler Beliebtheit. Exemplarisch sei hier auf eine inter-
essante Arbeit verwiesen, die Netze fiir Teile des menschlichen Korpers in 2d und 3d mit
einer auf B-Splines basierten Methode erzeugt [85] oder [68]. In Kontrast dazu sind die
vernetzungsfreien FE-Methoden auf der Basis von Splines fiir glatte Gebiete konstruiert,
die Galerkin-Systeme sind im Vergleich relativ klein (=~ pro Basisfunktion ein Koeffizient)
und auch die Preprocessingschritte bei der Vernetzung entfallen.

Definition 1.4.1 (Zuléssige Vernetzung)
Sei Ty, eine endliche Familie von abgeschlossenen Teilmengen T = 0T UT® eines polygonal
berandeten Gebiets 2. Gilt

2. Fir T, T" ist T° N (T")° =0

3. Ist TNT' # 0, dann ist TNT' entweder ein Punkt oder eine gemeinsame Kante von
T und T,

so nennt man Ty, eine zulissige Vernetzung von Q). Hierbei bezeichnet h = maxper, {diam(7T")}
mit diam(T) := max, yer || — y||la die Gitterweite der Vernetzung.

Auf jedem T € T, werden nun die eigentlichen Finite Elemente definiert. Wir folgen der
klassischen Definition von Ciarlet [17]:

Definition 1.4.2 (Finites Element nach Ciarlet)
Ein Tripel (T,11,%,) heifst Finites Element, falls:

1. T C R? ist ein kompaktes Lipschitzgebiet.

2. Il :={f:T — R} ist ein linearer N-dimensionaler Funktionenraum.
3. X ={o1,...,0n}, wobei span{o;}¥, = L(II,R).

Die lineare Abbildung Zp; : II — R mit Zy(p) = (0y(p),...,on(p)) € RY ist bijek-
tiv, woraus man als Konsequenz sofort eine Basis {¢1, ..., ¢x} von II mit der Eigenschaft
oi(¢;) = 0i5, 1 <4, < N erhalt. Die Zahl N nennt man den lokalen Freiheitsgrad (bzw.
lokale Dimension) des Finiten Elements und Zy; kann als abstrakter lokaler Interpolations-
operator interpretiert werden. Eine gebrauchliche Wahl fiir II ist z.B.

Pu(T):=<p: T —R:plx)= Z Caryog®TH 29, Caypag ER 3L (1.44)
0<ay,....aq<k
al=k
d+k

der Raum der Polynome vom Totalgrad k£ mit N = dim Py(T") = ( I

) bei simplizialen

Elementen oder

P(T)={p:T = R:p(x)= Z Caryoog®Tt G, Canyag ER P, (1.45)

0<ai,...,aq<k
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der Raum der Polynome vom Grad k in jeder Koordinatenrichtung und N = dim Py (T") =
(k 4+ 1)? bei cuboiden Elementen. Durch geeignete Vorgaben von N-Werten in Punkten
(= Knoten) auf 0T oder auch in T° werden auf 2 stiickweise polynomiale Funktionen
eindeutig festgelegt, die abstrakte Interpolation ist dann nichts anderes als die Funkti-
onsauswertung an den N Knoten. Werden die Knoten so gew&hlt, dass mindestens ste-
tige Uberginge zwischen den Elemente erzeugt werden, so spricht man von Elementen
vom Lagrange-Typ bzw. von H!-konformen Elemente. Exemplarisch (aber keinesfalls re-
prisentativ, siehe [26],[11]) seien hier fiir Dreieck- und Viereckselemente im R? das lineare
Lagrange Element mit IT = P;(7") mit Dimension N = 3 sowie das quadratische Lagrange
Element Po(7") mit N = 9 genannt. Eine hohere globale Glattheit auf 2 kann mit Finiten
Elementen vom Hermite-Typ erzielt werden. Das sind Elemente mit entsprechenden In-
terpolationsforderungen fiir Richtungsableitungen in den Knoten auf 7. Wir wollen die
Approximationskraft von klassischen Finiten Elementen exemplarisch fiir eine zuléssige
Vernetzung 7;, mit Dreieckselementen auf einem Polygongebiet im R? mit dem linearen
Lagrange-Element skizzieren. Sei dazu u € H}(Q2) N H?(2) die zu approximierende Lésung
des zugrundeliegenden Variationsproblems 1.35. Als Ritz-Galerkin-Ansatzraum erhalten
wir mit diesen Setzungen

Vi, i={v € CJ(Q) : v € P1(T), T € Th}.

Die globale Stetigkeit sichert die H!-Konformitiit der Elemente, d.h. V}, C H}(£2). Bei
den linearen Lagrange Elementen kommen nur die Eckpunkte der Dreiecke als Knoten
vor. Bezeichnen wir die Menge der Knoten z € €\ 99 mit K°, so kann man zeigen:
Es existiert eine Basis aus Hutfunktionen {®1,...,®n, }, Ny := card K} von Vj, mit der
Eigenschaft ®;(z;) = ;5,25 € K7, i,j = 1,..., N, und die ®; besitzen damit einen lokalen
Tréger. Jedes v € V}, lédsst sich durch v = Z;V:"I v(2;)®; darstellen und wir kénnen einen

Interpolationsoperator
Np

Thu := Zu(zj)@j € L(C(Q), Vi)
j=1
festlegen. Ist nun noch (73)n>0 z.B. eine Familie von quasi-uniformen Triangulierungen,
d.h. h — 0 und es existiert ein w > 0, so dass jedes T' € T, einen Kreis mit Radius
pr > diam(T") /2w enthélt (diese Setzung schlieft beim Grenziibergang h — 0 entartete
Dreiecke aus, siehe fiir Details [11]), so gilt die H! a-priori Fehlerabschétzung

Hu _IhuHHl(Q) = h|u]279, h — 0.

Hohere Approximationsordnungen lassen sich fiir hinreichend glattes u durch eine ent-
sprechende Erhchung des Polynomgrades erreichen. Beispielsweise kann man zu uw €
H(Q) N H*(Q), k > 2 die H'-konformen FE-Riume

VIl ={vedQ):vr ePra(T)VT €T}, 1<0<k
und zugehorige Operatoren I;f_l € L(CY(%), Vf‘l) konstruieren, so dass
lu — Thullgioy = W Huleg, h—0,1 <<k

Einen Polynomgrad ¢ > k zu wéhlen ist hingegen nicht sinnvoll, da die Approximati-
onsordnung dadurch nicht erhéht wird. Bei praktischen Berechnungen ist dabei auch zu
beachten, dass ein hoher Polynomgrad zu sehr groflen Galerkin-Systemen fiihrt.






JIf this leaves you a bit wondering
what multivariate splines might
be, | am pleased. For | don't
know myself.*

2. Splines

(Carl de Boor)

In 2.1 fithren wir zuerst uniforme B-Splines einer reellen Verédnderlichen ein. Darauf auf-
bauend definieren wir in 2.2 multivariate Tensorprodukt B-Splines iiber d-dimensionale
Rechtecke und iiber beschrinkten Gebieten Q C R,

2.1. Univariate Splines mit dquidistanten Knoten

In den Standardwerken [21; 75] werden univariate B-Splines iiber allgemeine Knotenfolgen
durch dividierte Differenzen eingefiihrt und daraus eine Rekursionsformel (vgl. 2.4) fiir B-
Splines hergeleitet. Diese Rekursionsbeziehung wird in neueren Darstellungen auch gerne
als Definition benutzt. Damit lassen sich die etwas unhandlichen dividierten Differenzen
vermeiden. Wir folgen [44] und definieren die uniformen B-Splines iiber einen rekursiven
Mittelungsprozess der sich fiir theoretische Zwecke und auch als gewisse Verallgemeine-
rung fiir einen multivariaten B-Spline-Typ [23] eignet. Wenn nichts anderes angegeben ist,
findet man sdmtliche Aussagen dieses Abschnitts in [44; 87] oder dhnlich in [21; 75] und
in den dort angegebenen Referenzen.

Wir definieren @™ : R — R vom Grad n > 0 zur Knotenfolge Z mit Gitterweite 1 durch
x
O (z) = / " (o — 1)dt | (2.1)
r—1

mit
1 fir z€]|0,1
°(z) := Xj0,1) (%) = { 0 sonst[ )

rekursiv. Durch geeignete skalierte Translate von ®" erhalten wir die von Schoenberg in
[74] eingefiihrten Kardinal B-Splines.

)

Definition 2.1.1 (Uniforme B-Splines)
Man nennt die durch den Kardinal B-Spline erzeugten Funktionen

bpp(x) := @"(x/h — k) (2.2)
uniforme B-Splines zur Knotenfolge (T )rez := hZ,h > 0 mit Gitterweite h.

Aus der Darstellung 2.2 lassen sich viele grundlegende Eigenschaften herleiten. B-Splines
sind symmetrisch, d.h. bzvh(:c) = bZ,h(”+1_$)7 Vz € R, und auf ihrem Support supp by, ;, =
hlk,n+ k] nicht negativ und streng monoton. Auf h[(,£+1),l =k, ...,k+n—1 stimmt b} ,
mit einem Polynom vom Grad n iiberein und ist an den Knoten {hk,...,h(k +n)} noch
(n — 1)-mal stetig differenzierbar. Aus der Definition erhélt man leicht (differenzieren eine
Parameterintegrals) eine einfache Formel fiir die Ableitung eines B-Splines %bz’h(x) =

ht (bzzl(x) - kaLjrll h(:v)) Iterativ folgt

21
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d\* Zg (0
=1

Damit ldsst sich u.a. folgende Rekursionsdarstellung zeigen, siehe [87] oder fiir allgemeine
Knotenfolgen [21]

bj () = (nil) {(% = k) b @) + (n - % + k) bZ;Ll(x)} . (2.4)

Wir bezeichnen im Folgenden den Raum aller auf den Intervallen h[¢,¢ +1) C R, ¢ € Z
stiickweise polynomialer Funktionen vom Grad < n, die an den Knoten hZ noch (n — 1)-
mal stetig differenzierbar sind, als den Raum der uniformen Splines vom Grad n und
schreiben daftir B}!(R). Splines vom Grad n reproduzieren Polynome vom Grad n. Das
folgt aus der Marsden-Identitit [62]

n n n . n n e . t
keZ 7j=1

Damit zeigt man ), ., b, = 1, die B-Splines bilden also eine Partition der Eins [44], und

wir erhalten die lineare Unabhéngigkeit, d.h. insbesondere B} (R) = span {bz h}k .
") ke

Sei nun I := (a,b) C R,a # b und es bezeichne
{k~1}:={keZ:suppb}, N (ab)#0}

die Menge aller relevanten Indizes fiir I, wobei wir bei Indizierungen auch einfach kurz
k ~ I schreiben. Mit

Bir(I) := Span{b};h}kNl (2.6)

bezeichnen wir den Raum der uniformen Splines vom Grad n iiber I. Jedes u € B} (I)
lésst sich eindeutig als Linearkombination von B-Splines, deren Triager geschnitten mit [
nicht leer sind, darstellen. Es ist uj;, € Pn(ly) mit I, := h[(, £+ 1) N (a,b)fiir £ € Z und
in den Knoten hk € (a,b) N hZ ist u noch mindestens (n — 1)—mal stetig differenzierbar.
Manchmal ist es niitzlich die Intervallgrenzen so zu wéhlen, dass sie mit Knoten aus hZ
iibereinstimmen. Aus a,b € hZ folgt dann z.B. leicht dim B} (I) = card{k ~ I} N [a,b] +
n — 2, mit card{k ~ I} N[a,b] = (b—a)/h + 1.

2.2. Multivariate Splines

In [22] gibt Carl de Boor einen schonen Uberblick von den Anfingen in den 1970er Jah-
ren und den bis heute bestehenden Schwierigkeiten und offenen Problemen der multi-
variaten Splinetheorie. Die guten strukturellen Eigenschaften allgemeiner polynomialer
Splinerdume im Eindimensionalen lassen sich abgesehen von Rechteckgebieten nicht so
einfach auf allgemeine Gebiete ins Hoherdimensionale iibetragen, siehe z.B. [67; 82]. Fiir
viele Spline-Réume ist es bis heute z.B. noch nicht einmal gelungen die Dimension ge-
nau zu bestimmen. Einen guten Uberblick iiber den Stand der Forschung bis 2007 fin-
det man zum Beispiel in der Monographie von Mai und Schumaker [76]. Ein Analogon
zu den Schoenbergschen Kardinal-B-Splines [74], vgl. 2.1 und eine schéne multivariate
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Theorie, welche verbliiffende Querbeziehungen zur Kombinatorik und analytischen Zah-
lentheorie aufweisen, liefern die dhnlich wie Simplex-Splines [67] geometrisch definierten
Box-Splines [23; 37]. Im einfachsten Fall degenerieren Box-Splines zu den gewdhnlichen
und auch fiir numerische Fragestellungen interessanten Tensorproduktsplines, die wir in
2.2.1 durch Tensorproduktbildung der Raume B} (I) auf Rechtecken im R? gewinnen und
danach auf Gebiete geeignet einschrénken.

2.2.1. Splines auf Rechteckgittern

Seien dazu im Folgenden I; = [a;,b;] C R, a; # bj,h; € RT,i =1,...,d und IB%ZZ (I;) darauf
erzeugte uniforme Splinerdume vom Grad n; mit relevanten Indizes {k; ~ I;} C Z,i =
1,...,dsowie L := X ?:1 I; ¢ R%das durch I;,i = 1, ..., d induzierte d-dimensionale Intervall
und die dazugehérigen relevanten Indizes {(ki,...,kq) ~ T} = XL {k; ~ I;} C Z%. Mit
Hilfe von einfachen Techniken aus der multilinearen Algebra zeigt man, siche z.B. [75]
oder in der selben Notation wie hier [55]: Durch

d
®: By (1) x ... x By¢(Iz) — span {H bZ:hl(:vl)}
i=1 kinI;
mit
d
O(uy(21), oy ug(wa)) — [Juilws), w By, (L), i=1,..d
i=1
wird eine bilineare Abbildung definiert und

d
By (11) x ... x By¢(Iy) = span {H bZZhl(%)} .
kil

=1

Es ist dann dim (B} ([}) x ... x By4(Iy)) = Hle card{k; ~ I;} und man nennt

d
By he (Z) = X By (1))
i=1
Tensorproduktsplineraum und die Basiselemente H?Zl bZZ hi (zi) ki ~ I;y i =1,...,d Ten-
sorprodukt B-Splines (TPB-Splines). Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, lassen
wir die Zusitze TP/TPB auch weg. Ein Spline u" ¢ B, 7ha(Z) besitzt demnach die

Darstellung
d

uh(ycl, iy Tg) = Z Chky,...kq H bzlhl (z:)

(k... keq)~T i=1

mit Koeffizienten ¢, x, € R, (k1,...,kq) € Z%. Wir wollen in jeder Koordinatenrichtung
den gleichen Grad n sowie die gleiche Gitterweite h > 0 voraussetzen, d.h. wir nehmen
im Folgenden nq,...,ng = n und h1,...,hg = h an. Damit schreiben wir vereinfacht k =
(k1,. kg) € 2% 0 = (21, ..., 24) € R? und b () o= H?:l by! (%;) fiir die B-Splines.
Indem man die relevanten Indizes {k ~ Z} in jeder Koordinatenrichtung durch d—1 dimen-
sionale Hyperebenen verbindet, wird ein Gitter erzeugt und Gitterzellen auf Z induziert:
das sind d-dimensionalen Wiirfel mit Kantenlénge h :

Qe =Cth+[0,1]%h, €:=(l1,...0q) € {p € Z*: 3k € Z%,Q, C suppby .,k ~ I} (2.7)
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Hierbei ist zu beachten, dass die relevanten Indizes fiir die Gitterzellen i.A. nicht mit den
relevanten Indizises der TPB-Splines iibereinstimmen, sondern eine Obermenge bilden.
Die Indizierung mit ~ ist also immer kontextbezogen zu interpretieren.

Aufgrund der multiplikativen Struktur iibertragen sich viele Eigenschaften der univariaten
B-Splines miihelos auf die TPB-Splines, siehe [44; 75]. So besitzen diese beispielsweise
genauso wie im Eindimensionalen einen endlichen Trager

supp b, = kh + (0,n + D, k~T,

sind auf R? nicht-negativ und haben eine stiickweise polynomiale Struktur. Genauer
stimmt b}, auf @, mit einem Polynom aus P,(Q¢),f ~ Z iiberein. Fiir partielle Ab-

leitungen der B-Splines erhilt man offenbar 0%by ), = H;lzlf)g; %,.n(2i) und daraus nach
etwas Rechnung

b, = hH b, = b5 %), Va € RY mit|a| < 1. (2.8)

Durch Iteration dieser Formel lassen sich schnell partielle Ableitungen 1 < |a| < n herlei-
ten. Die Marsden-Identitdt 2.5 lasst sich durch beidseitige Tensorproduktbildung verall-
gemeinern, es ist fir z,t € R*, n € N

d d
[[@—t)=>" (H \PZV,h(tl/)) b () (2.9)

v=1 kezd \v=1
mit

- t
en(t) =h" kE+j7——].
ity = T (k- )

Damit lisst sich jedes p € Pp,(RY) in der Form p(z) = Y, cpa @ (k)bE , (), mit ¢ € Py (RY)
darstellen.

2.2.2. Splines auf Gebieten

Sei nun Q C R? ein Gebiet. Wir bezeichnen mit

{k ~Q} = {k € Z%: suppbj, NQ #0, k ~ 2%} (2.10)

die Menge aller fiir €2 relevanten Indizes. Aus der multivariaten Marsden Identitét, vgl. 2.9,
folgt unmittelbar die lineare Unabhingigkeit der Menge {b}. ), : k ~ Q} [44]. Den daraus
resultierenden linearen Raum

B () := span{by j, : k ~ Q}

bezeichnen wir als TP-Splineraum tiber €2. Fiir den Augenblick sei 2 = @ ein Quader aus
dem R? und das Gitter Q" des Splineraums B} (Q) sei so gewahlt, dass der Abschluss von
Q@ aus ganzen Gitterzellen besteht. Dann existiert zu jedem b po kb ~ Qeinl €70~

suppbj, , mit £h+]0, 1]dh =: Q¢ C suppby, , NQ. Es ist also mindestens eine Gitterzelle eines
jeden fiir @ relevanten Splinetréigers komplett in ) enthalten. Dann ist [|b}, ; [|2(q) = hm/2
und es existiert zu jedem Spline ein Funktional =; € L*(Q),j € {k ~ Q} (folgt z.B.
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aus Theorem 12.5 [75]) welches wir nach dem Riezschen Darstellungssatz 1.3.1 mit einer
Funktion Ay € L?(Q) identifizieren kénnen. Diese sind gleichmiflig in h beschrinkt, d.h.

H)‘?,hHL?(Q) = h™™? ynd supp( ’;h) C supp (b?h) NnaQ, (2.11)

siehe fiir Details [40; 44; 87]. Streng genommen existiert sogar zu jeder Gitterzelle eines
Splinetrégers so eine duale Funktion. Ist z.B. bei einem allgemeineren Gebiet (oder das
Gitter wie bei unseren Betrachtungen nicht angepasst) keine Gitterzelle eines relevanten
B-Splines komplett im Gebiet enthalten, so kann man keine gleichméflig beschriankten
duale Funktionen finden, deren Trager innerhalb des Gebiets liegt. Die gleichméfige Be-
schranktheit 3.7 geht dadurch im Allgemeinen verloren und damit auch die Stabilitét der
Basis [40; 87]. Fiir Z, := (A}, ) 12(@), k ~ Q gilt Zb} ), = Hﬁzlé Der damit gebildete
Projektor

L

Ppi=Y Sy by, € L(LX(Q), BR(Q))

ke@

reproduziert Polynome aus P, (Q), vgl. [40; 87]. Damit zeigt man die volle Approximati-
onskraft von B} (Q) [40; 44; 87] oder Satz 6.23

lu = Piullgmg) < h* " lull grgy: 0 <k < min(n,p), ueH™Q). (2.12)

Ist Q lipschitz, so konnen wir nach 1.2.6 jedes u € H™(Q2) auf einen Quader @ mit Q € @ zu
einem 4 € H™(Q) fortsetzen. Somit gilt 2.12 auch fiir allgemeine Gebiete Q € C%!. Bildet
man das Tensorprodukt mit allgemeineren Splinerdumen, d.h. mit nicht notwendigerwei-
se uniformen Knotenfolgen, unterschiedlicher Gitterweite h € Q% und unterschiedlichem
Splinegrad n € N? in jeder Koordinatenrichtung, so bleiben zwar aufgrund der multiplika-
tiven Struktur die strukturellen Eigenschaften der univariaten B-Splines konserviert, die
Approximationskraft aber nur auf sehr speziellen Gebieten erhalten, sieche W. Dahmen
[20] und fiir schone Beispiele und numerische Tests die Arbeit von N. Sissouno [82].

2.3. Splines als Finite Elemente

In 2.3.1 klaren wir, warum sich der TP-Splineraum aus 2.2 trotz optimaler Approximati-
onskraft 2.12 sich fiir einen Ritz-Galerkin Ansatz selbst fiir glatte Probleme im Allgemeinen
nicht eignet. Wir skizzieren in 2.3.2 und 2.3.3 einen Gewichtungs- und Stabilisierungsvor-
gang, vgl. dazu die Originalarbeiten [39; 40; 41], die Monographie [44] oder die schone
Zusammenfassung [45] und erhalten damit aufbauend auf den TPB-Splines einen stabilen
B-Spline-Typ, welcher sich bei vielen Problemen mit einer hinreichend glatten Losung fiir
eine vernetzungsfreie Finite Elemente Approximation auf glatten Gebieten einsetzen lésst.

2.3.1. Numerische Instabilitaten durch TPB-Splines als Ansatzfunktionen

Méchte man BJ(€2) als Ansatzraum einer Finiten Elemente Approximation in H{}(£2) nut-
zen, so stofit man auf folgende Schwierigkeiten:

e Da die Nullrandbedingung von den B-Splines im Allgemeinen nicht eingehalten wird,
ist BY(€2) kein konformer Ansatzraum fiir HJ ().
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e B-Splines mit ,kleinem* Trégeranteil (genauer meas(§2 N suppb}’,) << h?) haben
zur Folge, dass die Konditionszahlen der Galerkin-Matrizen beliebig grof} werden
konnen, siehe [39] und das nachfolgende Beispiel 2.3.1. Computerexperimente, die
diesen Sachverhalt am Poissonproblem illustrieren, findet man in [87; 65].

Beispiel 2.3.1 Die schwache Formulierung des Poissonproblems

{ —Au=f (2.13)

ujpn =0
lautet: Finde u € H}(?), so dass
(Vu, Vo)r2) = (f,0)r2) Yo € Hg(Q).
Setzen wir V' = BR(Q) = span{by, : k ~ Q}f und ul = >k Uk, mit U =
(u,...,uq, ), dp = card{k ~ Q} so erhalten wir die symmetrische und positiv definite

Galerkin-Matriz G, mit den Eintragen g;; = (Vb}, ;, Vb ) 12(q), 4, j ~ . Ihre Kondition
lasst sich deshalb mit dem Rayleigh-Quotienten

L UTG U W'

= = 2.14
durch )
supy R(U
i v 2.1
conds(Gp) infy R(0) (2.15)

bestimmen. Die relevanten Indizes der TPB-Splines erzeugen ein Gitter 0, C Z¢ diber €,
welches wir in sdmtliche Koordinatenrichtungen so verschieben kénnen, dass zwar keine
zusdtzlichen Splines mehr fiir das Gebiet relevant werden, aber der Trdgeranteil
meas(supp by , NQ) von Splines b}, in Randndhe, d.h. mit supp b}t , NQ°¢ # () beliebig klein
gemacht werden kann. Es sei nun h so klein gewdhlt, dass der ’Trdger von mindestens
einem TPB-Spline im Gebiet enthalten ist. Wir finden demnach Indizes i,j € {k ~ 7%},
so dass suppb;fh C Q,suppbzh N Q¢ # (0. Somit existiert ein von der Lage des Gitters
abhingiges pq, € R mit
PQy, |b2h|§{1(§2) = |b?,h|%11(§2)'

Fiir U = e;,¢e; folgt daraus

supR(U) > ‘b?h’%ﬁ(ﬁ) sowie inf R(U) < |b§”h\]2g1(9)
U ’ v 7

und aus 2.15

162 0
conda(Gp) > 55—
|bj7h|H1(Q)

> pQy, -
Durch eine entsprechende Verschiebung des Gitters kann pq, beliebig grofi werden.

Auf den ersten Blick scheinen also TPB-Splines keine gute Wahl fiir eine Finite-Elemente
Approximation zu sein.
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2.3.2. Gewichtung

Multiplizieren wir die TP-Splines mit einer geeigneten Funktion w : Q@ — R,w > 0 auf
Q und w = 0 auf 012, so erhalten wir den Raum der gewichteten TP-Splines

wB () := {wu:u e BL(Q)} (2.16)
Jeder Spline aus wBj () hélt Nullrandbedingungen auf 0f2 ein.

Definition 2.3.1 (Gewichtsfunktion)
FEine Funktion w :  — R heifit m-regulire Gewichtsfunktion der Ordnung v € Ny, falls

w(zx) =< dist(x, 0N)7 (2.17)

und
10%w| < Cypdist(-,0Q)771% |a| < min(y,m). (2.18)

Man nennt w eine Standardgewichtsfunktion fiir B} (Q2), falls
w(x) =< dist(x, 0Q) (2.19)
und w € C™(Q), m > n.

Diese Idee wurde bereits 1956 von Kantorowitsch und Krylow [53] fiir klassische Finite
Elemente vorgeschlagen. Die Definition lédsst sich auch leicht auf den Fall tibertragen, falls
nur auf einem Teil des Randes I' C 9 mit measy_1(I") # 0 Nullrandbedingungen gestellt
werden. Wahlt man die Distanzfunktion

d(xz,0Q) := inf dist ||z — yl|2 (2.20)
yeN

so erhiilt man offenbar eine Gewichtsfunktion der Ordnung v = 1. Wie man jedoch schon
bei einfachen Beispielen sieht, z.B. fiir das Kreisgebiet Q := {(z,y) € R? : 22 +¢? < 1},
ist d(-,00) zwar auf ) stetig, aber offenbar im Nullpunkt nicht differenzierbar. Die Di-
stanzfunktion alleine ist somit keine gute Wahl fiir w, da diese sonst die Approximations-
kraft von glatten Splines erheblich beeintrichtigen wiirde. Durch eine Gléattung ldsst sich
d(-,09) jedoch bei Gebieten mit glatten Réndern dennoch als Standard-Gewichtsfunktion
einsetzen [39; 44]. Bei Réndern, die sich aus Schnitten und Vereinigungen von algebrai-
schen Kurven (Nullstellenmengen einfacher Graphen) zusammensetzen, lassen sich durch
das R-Funktionen Kalkiil von Rvachev [72] sehr elegant Gewichtsfunktionen rein alge-
braisch konstruieren, siehe im Zusammenhang mit weB-Splines [40; 44]. M. Bofle hat in
[15] speziell Gewichtsfunktionen welche aus Schnitten und Vereinigungen von Quadriken
in 2d gewonnen werden kénnen theoretisch untersucht und eine Software entwickelt, die
Gebiete und Gewichtsfunktionen fiir solche Rénder berechnen kann. Eine Verallgemeine-
rung der theoretischen Ergebnisse aus [15] wird im Rahmen der Arbeit von [4] angege-
ben. Sind die Rénder selbst durch glatte Kurven parametriesierbar (z.B. durch NURBS-
Kurven und Fldchen in 2d und 3d, vgl. Def. 7.1), so ist eine analytische Bestimmung einer
Gewichtsfunktion kaum mehr moglich. Hier kann man mit Hilfe von lokalen Ansétzen
und nichtlinearen Gleichungslésern vom Newton-Typ Gewichtsfunktionen von beliebigem
Glattheitsgrad numerisch bestimmen [44].
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2.3.3. Stabilisierung durch Erweiterung

Wir kommen nun zur Behandlung der im letzten Abschnitt angesprochenen problemati-
schen B-Splines, bei denen keine Gitterzelle ihres Supports ganz im betrachteten Gebiet
enthalten sind. Bevor wir diese Konstruktion skizzieren, wollen wir noch eine niitzliche
Zell- und Basisklassifikation vornehmen.

Definition 2.3.2 (Klassifikation der Zellen und B-Splines)
Es sei Q € RY ein beschrinktes Gebiet und B} (). Man bezeichnet Zellen Qg, 0 ~ 2, fiir
die gilt:

e Q,NON #( als Randzellen

e Q; C Q als innere Zellen
o Yy C Q° als auler Zellen.

Ein B-Spline b} , (x) heifit innerer B-Spline, falls eine innere Zelle Q, existiert, s.d. Q; C
suppby ;. andernfalls sprechen wir von einem dueren B-Spline.

Durch diese Klassifikation kénnen wir insbesondere die Indexmenge {k ~ 2} aufteilen:
Wir bezeichnen mit

To = {k~Q: 3 7% mit Q, C QU supp bt (2.21)
die Indexmenge der inneren relevanten B-Splines

e und mit

Ja = {k ~ Q}\ o (2.22)

die Indexmenge der dufleren B-Splines.

Um eine brauchbare Approximationsgiite zu gewihrleisten, sollte P, (£2) in dem neuen
Raum enthalten sein. Ausgehend von dieser Forderung starten wir die Konstruktion. Jedes
p € Pn(2) kann nach der Marsdenidentitit 2.9 durch

p(z) =Y ai (k)b (x)

k~Q

mit ¢ € Pn(Q) dargestellt werden. Durch Aufsplitten der relevanten Indizes {k ~ Q}
erhalten wir

p(z) =Y gD (@) + D ai()bfa (). (2.23)

1€1q €T

Unter der Annahme, dass h hinreichend fein gewéhlt ist, finden wir ein £ € Zg, so dass
Z(j) == £+ {0,....,n}¢ C Ig.

Z(j) kann als Rechteckgitter aufgefasst werden. Mit den Lagrange-Faktoren

d n

Li(ﬂf):H H Ty — Ly, —

iy — 4, —
s P R S A
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erhalten wir die Darstellung des eindeutig bestimmten Polynoms p € P, (Q2), welches die
Daten (i, gj; (i))iez(j) interpoliert,

Blx)= Y ai(i)Li(x).

i€L(j)

Da offensichtlich p = ¢ ist, erhalten wir mit

d n .
ci=L) =] I -t (2.24)

iy, — b, —
v=1 pu=0,u+~, #i, v v H

GG =D e gii). (2.25)
i€Z(j)

Setzen wir 2.25 in 2.23 ein und vertauschen die Summen, so fithrt dies mit der zu Z(j)

dualen Indexmenge

J(i):={j€Ta:icI(j)}

auf

p(x) =Y ap(i) [ bin@) + Y eigbfp(e)
i€ln JET (1)
In dieser Darstellung von p tauchen die &ufleren B-Splines nicht mehr als Freiheitsgrade
auf.

2.3.4. Weighted Extended B-Splines (WEB-Splines)

Wir kombinieren die beiden Ansétze aus Gewichtung und Erweiterung und erhalten damit
einen Splineraum iiber Gebieten.

Definition 2.3.3 (Weighted Extended B-Splines)

Es sei Q C R ein beschrinktes Gebiet sowie die Indexmenge {k ~ Q} = Ig U Jq und eine
Gewichtsfunktion w : @ — R gegeben. Des Weiteren sei h hinreichend klein gewdhlt, so
dass Z(j) = £ +{0,...,n}* C Zq und J(i) existieren. Dann nennt man

w(x)

Bl (z) = pn(z)+ Y eibin(z) |, kelg (2.26)

w(@y) JeT(i)

einen weighted extended B-Spline (weB-Spline) vom Grad n. Hierbei bezeichnet xj den
Mittelpunkt von Q. C QN supp bz ;.-

Durch die Ankopplungsstrategie gelingt es also, dass die dufleren B-Splines nicht mehr
explizit als Freiheitsgrade, sondern nur noch implizit in der Basis des neuen Raums vor-
kommen. Da die Tensorproduktsplines iiber €2 linear unabhéngig sind, folgt automatisch
die lineare Unabhéngigkeit der Menge { By j, }k~. Die relevanten Indizes {k ~ 2} sind in
diesem Zusammenhang natiirlich im Kontext der Definition der weB-Splines zu interpre-
tieren. Wir bezeichnen mit

w B () = span{ By j, }r~0 (2.27)
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den von den weB-Splines {iber 2 aufgespannten Raum als weB-Raum und die Splines
uP () = upBp,(2) (2.28)
k~Q

mit ux € R,k ~ Q nennen wir we-Splines. Als wichtiges Ergebnis halten wir an dieser
Stelle noch fest:

Satz 2.3.1 (Stabilitit der weB-Basis [40])
Ist w eine (-requlire Gewichtsfunktion der Ordnung v, so gilt mit u = Y i Uk B} . und

U={ug}rwa € Reard{k~ - donn ist

hY = h¥?|U|l, v<t<n (2.29)

ey = 1]
HY(9) HY(9)

und
| Bipll2 ) = h/2p=¢, (2.30)

Die Normen der weB-Splines bleiben also gleichméflig in h beschriankt. Fiir das Poisson-
Beispiel mit Dirichletrand 2.3.1 lésst sich so z.B. mit der weB-Spline Basis conda(Gp) <
h~2 herleiten [40; 44; 87], die weB-Splines sind im Gegensatz zu den TPB-Splines nume-
risch stabil. Fiir die Galerkinmatrizen, welche bei Anwendungen aus der Kontinuumsme-
chanik auftauchen kann man conds(G,) < h~* nachweisen, siehe [45; 84]. Diese haben also
auch die gewiinschten asymptotischen Konditionszahlen, so dass die Galerkin-Systeme nu-
merisch 16sbar bleiben. Auf glatten Gebieten und bei geeigneter Gewichtsfunktion besitzen
die weB-Splines die volle Approximationskraft, siehe Satz 6.1.6, [40; 44].

2.3.5. Anmerkungen zu nonuniformen weB-Splines und alternativen
Stabilisierungstechniken

W eB-Splines iiber nicht uniforme Knotenfolgen lassen sich mit etwas Mehraufwand analog
zu 2.3.3 einfithren. Die Stabilitidt der Basis von nonuniformen weB-Splines wurde in [43]
gezeigt. Alternative Methoden zur Stabilisierung von B-Splines durch einfache Normierung
sowie deren Approximationseigenschaften wurden fiir den uniformen Fall in [65] diskutiert
und in [66] auf den nonuniformen Fall erweitert. Die Normierung fithrt in den meisten
Fillen auf eine stabile Basis, jedoch kann es bestimmte ungiinstige Schnitt- und Kno-
tenkonstellationen von B-Spline Trigern mit dem zugrundeliegenden beschrankten Gebiet
geben, so dass die B-Splines nicht stabilisierbar sind, siehe fiir Beispiele [65]. In [82] wur-
de nun kiirzlich (2011) eine neue Stabilisierungstechnik (lokales uniformes Kondensieren)
vorgeschlagen, mit der sich ein stabiler Spline-Raum iiber beschrinkten Gebieten auf der
Basis von Tensorproduktrdumen erzeugen lésst. Allerdings geht beim Kondensieren die
Tensorproduktstruktur des Raums verloren. Eine gemischte Methode aus Normieren und
Kondensieren (normierte lokal uniform kondensierte B-Splines) fiithrte auf einen Raum,
bei dem zumindest eine lokale Tensorproduktstruktur erhalten bleibt und damit Stabi-
litdt bewiesen werden konnte [82]. Diese Methode funktioniert prinzipiell in beliebiger
Dimension, jedoch kann man schon fiir d = 3 einfache Beispiele konstruieren, so dass die
Kondensierungsmethode nicht notwendigerweise zu einer stabilen Basis fithrt. Schéne Bei-
spiele und Computerexperimente, in denen die verschiedenen Stabilisierungsphilosophien
(Erweitern, Normieren, Kondensieren, Normieren und Kondensieren) in 2d numerisch un-
tersucht werden, findet man ebenfalls in [82].
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3. Elliptische Gleichungen mit unstetigen
Koeffizienten

Wir betrachten in 3.1 allgemeine elliptische Operatoren 2. Ordnung mit Dirichletrand, lei-
ten in 3.1.1 die Variationsformulierung des Randwertproblems her und geben in 3.1.2 an
unter welchen Voraussetzungen an die Daten die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
gesichert ist. Die Regularitéit der Losung bei hinreichend glatten Daten ist unter dem
Namen Shift-Theorem oder Weyl’sches Lemma wohlbekannt, und kann mit einer Diffe-
renzenquotiententechnik [29; 27; 24] gezeigt werden. In [81] zeigen Roitberg und Sheftel
vereinfacht gesprochen, dass elliptische Operatoren 2. Ordnung bei entsprechenden Daten
die Rdume H#*2 und H*, ;1 € N homoeomorph aufeinander abbilden. Mit Hilfe der Ergeb-
nisse einer vorhergehenden Arbeit von Sheftel [78] erhélt man damit ein zum glatten Fall
analoges Shift-Theorem fiir elliptische Gleichungen mit entlang einer d—1 codimensionalen
und in das betrachtete Gebiet eingeschlossenen glatten Untermannigfaltigkeit unstetigen
Koeffizienten. Wir bringen in 3.2 einen im Vergleich dazu elementaren Beweis mit Hilfe
der Differenzenquotiententechnik.

3.1. GleichmaBig elliptische Operatoren 2.0rdnung

Im Folgenden sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet sowie durch
Lu:=—V-(aVu)+ Vu+yu (3.1)

ein formal definierter Differentialoperator gegeben. Wir betrachten ein Dirchletrandwert-
problem:
Finde u : Q@ — R, so dass
Lu=f (3.2)
u‘ag =0.
Dieses ist offenbar im klassischen Sinn nur fiir hinreichend glatte Koeffizienten o =
(ij)ij=1,.d> B = (Bi)i,..a ij, 5,7 : & — R und rechter Seite f sinnvoll gestellt. Mit
den Daten

a € [, 8 = (B))iz1,.a € LX),y € L¥(Q), f € L} ()

konnen wir £ aber noch im schwachen Sinn interpretieren und Dirichletrandbedingung
ujpq = 0 wird dann als Spurbedingung aufgefasst. Wenn wir fiir die Leitkoeffizienten o f.ii
gleichmdfige Elliptizitdt voraussetzen, d.h. wenn eine Konstante € > 0 existiert, so dass

d

Y aij(@)&l gy eél® VEERY, (3.3)

3,j=1

so nennt man 3.2 gleichméBig elliptisch. Ein Randwertproblem der Art 3.2 ist insbesondere
dann elliptisch, wenn die Koeffizienten des Hauptteils, d.h. a f.ii. positiv definit ist.
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3.1.1. Variationsformulierung

Multiplizieren wir beide Seiten von Lu = f mit v € HZ () und integrieren anschlieflend
iiber €2, so erhalten wir

(Lu,v) 200y = (f,0)12(0), Yv € Hj(Q). (3.4)

Mit dem Greenschen Satz 1.23 und da die Spur von v auf dem Rand verschwindet, folgt
fiir die linke Seite

(Lu,v) 200y = (@Vu, Vo) 2y + (BVu + yu,v) 12y, Yo € Hi(Q).

Setzen wir
aa,p(u,v) = /QaVqu + (B - Vu)v + yuvdzx (3.5)
li(v) = /vada: (3.6)
so ist offenbar a, g eine Bilinearform auf H}(f2), und wegen
()] < N fll2) - Ivllzz) < I f ez - vl e @) (3.7)
ist £y € (HE ()
Eine Variationsformulierung von 3.2 lautet dann

{ Finde u € H(Q), so dass (3.8)

Ao, gq(u,v) =Lf(v), Vv e HOI(Q)

Das schwach gestellte Randwertproblem 3.2 und die Variationsformulierung sind dquivalent,
aufgrund der Herleitung des Variationsproblems ist jede Losung von 3.2 auch eine Losung
von 3.8. Die Umkehrung dieser Aussage findet man z.B. in [26], Proposition 3.3. Insbe-
sondere ist jede starke Losung des Variationsproblems auch eine starke Losung des Rand-
wertproblems.

Fiir spéter notieren wir uns noch, dass ein elliptischer Differentialoperator bei einer hin-
reichend glatten Koordinatentransformation elliptisch bleibt [27]:

Satz 3.1.1 (Elliptischer Operator unter glatter Transformation)

Es seien Q,Q C RY Gebiete und ® : Q —s Q ein C%-Diffeomorphismus. Ist £ € L(H (), L*(2))
gleichmdfig elliptisch mit Leitkoeffizienten o € [Cl(Q)]dXd, so ist der durch L- := L(-0®)
definierte und auf Hl(ﬁ) wirkende Differenzialoperator von zweiter Ordnung und ebenfalls
gleichmdfig elliptisch.

3.1.2. Existenz und Eindeutigkeit

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von 3.8 folgt offenbar mit Lax-Milgram 1.3.2,
wenn man fiir die Bilinearform a, g, noch die Elliptizitédt d.h. 1.31,1.32 nachweisen kann.
Dies wollen wir fiir einen gleichméfig elliptischen Differentialoperator £ mit 5 =~ =0
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und der zugehdrigen Bilinearform a = aq 0,0, skizzieren. Dass £ ein beschridnktes Funk-
tional auf H} () ist, haben wir bereits in 3.7 gesehen. Die Stetigkeit von a folgt aus der
wesentlichen Beschranktheit von « :

d
la(u,v)] < / Zai,]@juaiv dx
Q=1
< & max {llevijll oo @) } IVl L2y [IVOl L2 (0
= Null gy @)llvll @)

Die Koerzivitéit folgt aus der gleichméfigen Elliptizitat 3.3 von £, wenn wir £ = Vu setzen:

d
6‘VU|2 S Z ai,jé?ju&-u,

,j=1

womit wir nach Integration iiber (2

d
a(u,u) = /Q Z a; j0judiudr > EHVUHQL?(Q)

ij=1

erhalten. Den allgemeinen Fall erhédlt man mit Hilfe von der Poincaré-Friedrichs Unglei-
chung 1.22 und weiteren Minimalitdtsbedingungen an die Koeffizienten 3,~: Gilt

dCI?gf{HBiHLOO(Q)} + C*Y |l () < o, (3.9)

so folgt die Koerzivitét von a, g, siehe [24]. Dieses Ergebnis wollen wir im folgenden Satz
festhalten:

Satz 3.1.2 (Eindeutigkeit von Losungen elliptischer Gleichungen)

Es sei L ein gleichmifig elliptischer Differenzialoperator auf Hi(Q) mit o € [L™® (Q)]dXd ,B €
[L°(Q)])%, v € L®(Q) und f € L2(Q). Ist 8 = v = 0 oder gilt andernfalls 3.9, so besitzt
das Variationsproblem 3.8 genau eine Lisung.

Wir bemerken auflerdem, dass die Koeffizienten, insbesondere die Leitkoeffizienten a nicht
stetig zu sein brauchen um, die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von 3.8 zu
gewahrleisten.

3.2. Regularitdtstheorie

Im Folgenden seien QF, Q C R? mit Q= cC Q und QF = Q\ O~ beschriinkte Gebiete.
Den inneren Rand I' := 02~ bezeichnen wir hierbei als Interface. Fiir die Leitkoeffizienten
von L setzen wir

o, ;(z) fir zeQ” o
a;j(x) = a;rj(:n) fir ze€QF a;tj e C"HOE), m > —1 (3.10)
beliebig fiir z €T
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d.h., die a;; sind auf den Teilgebieten QF mindestens stetig differnzierbar. Wir setzen
ferner voraus, dass ]a;-fj(f) —a” (§)] #0,¢ € I'. Entlang von I' machen die Leitkoeffzienten
somit einen Sprung in Normalenrichtung. Fiir die Koeffizienten der Terme niederer Ord-
nung (3,7 setzen wir 3.9 und fiir « die gleichméfige Elliptizitit voraus, was die Existenz
und Eindeutigkeit des Randwertproblems sichert. Dass eine Losung bei unstetigen Leit-
koeffizienten im Allgemeinen nicht klassisch zu sein braucht, d.h. nicht in C?(2) N C°(£2)
liegt, zeigt schon das folgende eindimensionale Beispiel.

Beispiel 3.2.1 Wir betrachten Q := (=1,1) mit I' = {{}, £ € (—1,1), f(x) = = und das
etndimensionale Interfaceproblem

—(au) =2 firze (-1,1)
{ w(=1) = u(1) = 0 (3.11)
mit
[ 1)2 fir @z e(—1,¢]
ofr) = { 1 fir xe (1) (3.12)

Angenommen u wire in C%(—1,1)NC°[—1,1]. Dann ist —u"(z) = 2z, v < & und —u"(x) =
x, x > &, woraus man limg_,e— u"(x) = —2& und limg_,¢1 u"(x) = —§, folgert. Das ist ein
Widerspruch zur Stetigkeit von u” auf Q. Zumindest ist uw € H'(—1,1) aber nach dem
Sobolevschen Einbettungssatz 1.2.4 stetig, d.h. der Wert ug := u(§) € R ist wohldefiniert.
Wir splitten das Interfaceproblem in zwei Randwertprobleme A,B auf:

A { —u" =z firze(-1,§)
1 u(=1) = 0,u(€) = ue

5. { —2u" =2z firze (£1)
S u(§) = ug,u(l) = 0.

Als Losungen erhalten wir mit den Parametern a,b,c,d € R fiir

Aiu (2) =—2%/6 +ax+b, x€(-1,€)
und fiir

B:ut(z)=—-2*/3+cx+d, x€(1).
Interpretieren wir die rechte Seite als schwache Ableitung von au’, so ist au' € H'(—1,1)
und muss daher insbesondere auf dem Interface x = & stetig sein, d.h. wir bekommen
eine weitere Forderung durch —3/12¢2? 4+ a/2 = —£2 4 ¢. Das daraus resultierende lineare
Gleichungssystem mit den Unbekannten a,b,c,d,u¢ ist, wie man schnell sieht, eindeutig

losbar. Die damit gewonnene abschnittsweise definierte Funktion ist aber auch Losung der
schwachen Formulierung der Differentialgleichung 3.11, wie folgende Rechnung zeigt:

1 1 [€ 1q
/ au'v'dr = / u’v'da:—l—/ —u'v'dx
-1 2 -1 I3 2
1 € 1
== <u’v <, —/ vu”d:v) +u'v |§ —/ vu dw
2 1 ¢

— <;ul(§—) - u'(§+)> v(€) + /1 zvdr, Vv e Hj(—1,1).

-1

=0
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Die Losung ist somit auf (—1,1) stetig und auf den Teilgebieten (—1,&), (&, 1) glatt, die
Ableitung besitzt aber eine Sprungsingularitdt auf dem Interface. Dass dieses Verhalten
der Losung in einem verallgemeinerten Sinn bei entsprechenden Daten auch in hoheren
Dimensionen charakteristisch ist, zeigen wir im néichsten Abschnitt.

3.2.1. Die Differenzenquotiententechnik

Wir wollen mit der Differenzenquotiententechnik in diesem Abschnitt ein Shift-Theorem
fir die Losung des 3.2 mit den entlang von I' unstetigen Koeffizienten o ;,%,5 = 1,...,d
3.10 beweisen. Diese Technik ist in der Regularitéitstheorie partieller Differenzialgleichun-
gen mittlerweile Standard. Die folgenden Definitionen und Lemmata sind teilweise leichte
Verallgemeinerungen von klassischen Resultaten, wie sie z.B. in dem Klassiker von Gilbarg
& Trudinger [29] oder [24] zu finden sind.

Definition 3.2.1 (Schwacher Differenzenquotient) } .
Es sei Q € Q und u € L*(Q). Dann bezeichnet man fiir 0 < h < dist(2,Q),x € Q

D;hu(x) = h™ YN u(z + heg) — u(z)) (3.13)
als schwachen vorwdrtsgenommenen und
Dk_hu(x) = hH(u(z) — u(z — hey)) (3.14)

als schwachen rickwdrtsgenommenen Differenzenquotienten in der Koordinatenrichtung
k = 1,...,d. Hierbei bezeichnet ei, den k-ten Standardbasisvektor des R®. Fir hinterein-
andergeschaltete Differenzenquotienten in den Richtungen ki,...k,,n € N schretben wir

kurz
Dt ui=Dp" - Dt (3.15)

77777

Wir zeigen zuerst zwei einfache Rechenregeln fiir die schwachen Differenzenquotienten.

Lemma 3.2.1 (Diskrete partielle Integration und eine Produktregel)
Sei u,v € L*(Q),supp(v) C Q und 0 < h < dist(supp(v), Q). Dann gilt fir k =1,...,d

(a) (Partielle Integration)

<u, D,':hu> ey <D;hv,u> . (3.16)

(b) (Produktregel)
D (wv)(z) = u(x + hey) Dy "o (x) + v(x) D u(x) (3.17)

Beweis: Beide Behauptungen erhalten wir sofort durch direktes Nachrechnen:
(a)
/ u(z) D Mv(z)de = hl/ u(z)(v(z + heg) —v(z))dx
Q Q

- (f | uly=hept)dy - [ ua)olo)is)
- /Q D u(y)u(y)de (3.18)

wobei Q + hey := {x € R?: . = 2/ + heg, 2’ € Q}.
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(b) Wir setzen hier zur besseren Ubersicht z := x + hey.

DM u(a)o(@) = h" (u(er)olar) — ule)o(z)
B (ulay) u

0

Einen Zusammenhang des schwachen Differenzenquotienten mit der schwachen Differen-
zierbarkeit liefert das néchste Resultat.

Lemma 3.2.2 (Differenzierbarkeit und schwacher Differenzenquotient)

(a) D ull o) < 10kull oy, Yu€ HYQ) und k=1,..d.
(b) Eristiert fiir u € L*() und k; € {1,...,d},i=1,...,p € N ein C € N, so dass
IDE" 4 ull @y < C V0 < h < dist(,Q) V2 €

dann ist
1Oky... i ull L2 () < C- (3.19)

Beweis: (a): Da C1(Q) dicht in H'(2) liegt, geniigt es die Behauptung fiir u € C*(Q) N
H(Q) zu zeigen. Fiir C'-Funktionen wird 3.13 zu dem gewohnlichen Differenzenquotien-
ten und wir erhalten

h
D" u(x) = bt /0 O (x + Eep,)dE.

Wir setzen auf beiden Seiten der Gleichung Betrige, quadrieren und integrieren beziiglich
x iiber €2 und erhalten
h? /
Q

h
< hQ/h/ d 2ded
= A |Oku(x + e )|"dEdx

Holder 1.8

h
_ -1 2
= h /0 /Q|8ku(x+§ek) dxd

h
= h—l//~ |Opu(x)|2drdE
0 JQ+¢eey,

< l8kuliZag)

2
dx

h
/0 Oulz + Eey)d

1D a2 g

(b): An dieser Stelle benétigen wir Resultate iiber schwache und schwachx Konvergenz,
welche wir im Anhang in den Nummern A.5-B.2 zusammengestellt haben. L2(Q) ist als
Hilbertraum zu sich selbst dual und mithin reflexiv, insbesondere stimmen die schwache
und die schwach* Topologie iiberein. Da nach Voraussetzung HD,JcrlhkpuH L2(6y) beschrénkt
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ist, gibt es eine Nullfolge (h¢)sen, so dass DJrh‘Z AL im schwach* Sinn gegen ein g, .k, in

L?(Q) konvergiert. In L?(Q) ist dies gleichbedeutend damit, dass ( / ¢D+he udac)
LeN

fiir alle ¢ € C’go(Q) Cauchyfolgen mit Grenzwert [ Uk, ...k, dx sind. Mit der Regel der
Q

partiellen Summation 3.16 schlieBen wir hieraus:

. —h
(=1 Jim (w05 1,0)
..... kp¢)L2(Q)

— (uk17,..7kp7¢)L2(Q) ’

I (DW u, )
oo\ ek U ¢ L2(6) L2(5)

d.h. auf Q ist Uky o kp = 8k1,,..7kpu und wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm
(vgl. B.1)
L +h
198y 0l 2y < iminf 1Dl o) < C.
Wenden wir dieses Ergebnis auf die Folgeglieder einer Ausschépfung (€2,),en (vergl. De-
finition A.1) an, so folgt die Behauptung wegen Ok, ... x, () |0, = Oky,.. b, u(2m), m < n
aus A.5: C > lim,_yoo Hakl’.”’kpuHLQ(Qu) = Hakl,.”’kpUHLQ(Q). O

3.2.2. Shift-Theorem fiir elliptische Gleichungen mit stiickweise glatten
Koeffizienten

Satz 3.2.1 (Shift-Theorem)
Es seiu € H&(Q) die Lisung des schwachen Interfaceproblems 3.2 mit gleichmdfig ellip-
tischen Leitkoeffizienten

<

oy oa(@) fir zeQ + m+1l/0%) A m+1
al’](x)_{ of (@) fir zeQt o;j € CTTHET), By € CTT(RY).

Sind fiir m > —1 die Rinder 0Q,T € C™*2 und
feLl>(QnH™QY)NH™(Q),

S0 18t
w € Hg(Q)NH™2(Q)n H™2(QT) (3.20)

Beweis: Aus [29; 24; 27| folgt bei hinreichend glatten Daten die innere Regularitt
Jullgrms20ey < Cs (I1flz2() + lullm) VO € QF, (3.21)

wobei die Konstante von § = dist(2*, 9§2) abhéngt, sowie die Regularitit bis zum &dufleren
Rand, d.h.

[ell gm2 @iy = N lmme2@4) + lullr o) (3.22)

fiir alle hinreichend kleinen Umgebungen U von 0f) gezeigt. Es bleibt also noch das Ver-
halten von wu in einer Umgebung des Interfaces zu untersuchen.
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(i) m=0:
Wir setzen g := f — - Vu — yu € L?(Q2), dann ist

/aVquda::/gvdx, Yo € H3 () (3.23)
Q Q

und g wird wegen || 3;| Lo () < 00, |||z (@) < 00, apriori durch die Daten und die Losung
beschrénkt:

lgllz2() = 112 (@) + 1wl o) (3.24)

Da das Interface mindestens aus der Klasse C? ist, finden wir nach 1.2.1 eine endliche
Uberdeckung von offenen Mengen U,,v = 1,...,N € N von I' und C?-Diffeomorphismen
®,,, welche U, auf B := B;(0) abbilden und das Interface lokal geradebiegen. Sei dazu U
eine solche Umgebung und ® der dazugehorige Diffeomorphismus. Wir kennzeichnen im
Folgenden alle auf B transformierten Grofen mit dem Tildesymbol ™. Dann ist ®(UNQT) =
B* und ®(UNT) = T. Zu B existiert nach A.4 zu jedem 1 € (0, 1) eine Abschneidefunktion
X = Xy € C§°(B) mit X|p, = Lx [genp= 0 und 0 < x < 1. Auferdem existiert ein
€ (n,1), so dass supp(x) = B,(0) = B,,. Der Differentialoperator £ = £ o ® ist nach
3.1.1 gleichméBig elliptisch auf B. Da @ = ®(u |y) € H}(B) und x auBerhalb von B,
verschwindet, ist offenbar v = D,;h(XQD,jhﬂ) € HZ(B). Wir setzen v in die rechte Seite
der transformierten Variationsgleichung ein und erhalten

d
> (@i,0;30,0:" (@ Df "))
ij=1

— _(» p=h( 2 ths
128, (gaDk (X" Dy, “))LQ(BM)-

Da offenbar
9, (D;}hw) — D' (9pw), 1<p,g<dweH(Gy) (3.25)

fiir Gebiete Gy, C G mit dist(0G, 0Gp) > 0 gilt, folgt mit der Rechenregel 3.16

L*(By)

d
/B > Dt (a;050) 0 (XQDljha)) == (9, D;;h(XQD;jhﬂ))
i

J=1
und durch Anwendung der Produktregel 3.17 auf der linken Seite nach Ausmultiplikation

d
/ Z ONJi,j (33 + hek)D,jhajﬁ . 81 (XzDz_hﬁ)) dz
Bujj=1

~ h A~
= - (a0"6CD) ,

d
=3 (D05 0 (*Di"a) )

L2(Bu)
i1 (Bp)

Aus
9;(x*Di ") = 2x0ix D + 20, D), i=1,...d (3.26)
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erhalten wir weiter

/ Z ONéi,j (.CE + hek)D,‘:hﬁju : XQD,‘:hajud:Z"
Bu ij=1

- ~—h h~
- _(g’D’f (0D u))LQ(Bu)

d
— Z (D,jhd,;,jaj&, 8{& (XQD;hﬂ>)

L2(B
) (By)

J/

=:A

d
—2 Z (Xdi,j(' + hek)D,jhajﬂ, al'XD]jhﬂ> L2(B,) =R (3.27)
ij=1

Aufgrund der Lokalisierung durch x verschwinden alle Integrale auerhalb von supp(x) =
By, in denen x als zu integrierender Faktor vorkommt und wegen measd(f) = 0 ist es un-
erheblich welche Werte @&; ; auf dem transformierten Interfacestiick (=Aquator) annimmt
und wir sie deshalb undefiniert lassen [25]. Da auBlerdem o?z?tj € CY(B%) ist, gelingt die

Abschétzung von A der rechten Seite von 3.27 fiir hinreichend Kleines h und k = 1,...,d—1:

A

IN

h ~ - 2 th~
(DZ,r &; 5051, Oju (X D,j u)>L2(BH)

1,j=1
d
= Z </ D,jhd,-dajﬁaiﬁﬁD:hudi—%/ D:hdi7j6ju8iuX2D:hud§:>
ij=1 \’Bu B
d
= Y (||thdi,j||L2(B;)+||thdi,j||L2(B;))/B 0;ud;ux? Dy i di
0

i,j=1

d
< 9 A ( 0y, 2D+h~)
- i,jnzl?.}.{.d{max{uaka J”LQ(Bi)}}i;l djuds, X" Dy L2(Bp)

d
< 2 { A } (afaf, 2D+h~) . 3.28
< 2 (sl lont) 3 (9508.00005) (3.28)

Wegen |0x(z)| =< dist(B,,0B)"! Vo € Bn,k € N (siche A.4) hingen die Betréige der
Ableitungen der Abschneidefunktion zwar vom Rand der Kugel B, nicht jedoch vom
Interface ab, so dass wir in den folgenden Abschétzungen generische Konstanten nur
implizit beachten. Erinnern wir uns noch an die Norm fiir vektorwertige Funktionen:

wll 2@ = S, [will 2y w € [LA(G)]Y, s0 ist
HakaLQ(G) < HVMHLQ(G)v k=1,..,d,we€ H1<G) (3.29)

Wir wenden nun die Abschitzung fiir A aus 3.28 und Cauchy-Schwarz auf die rechte
Seite von 3.27 an und schitzen danach die auftretenden Normen mit den oben gemachten
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Uberlegungen fiir k =1, ...,d — 1 ab:

R = gl IDg" (D7) o, + 106l 205 1060 D) 25,

XD 125, IV XD i 12(5,.)

vosiSane 2@ ID" (CDE ) s, + XD Fullza) | 9XDE il 23,
IVl z2s) {129xDF all 205, + IV DR il 25, }
< Nl IDF" (D7) 2, + IV D D25, | DF Ul 25,
IVl 2y {1DF" D) 225, + IXV(DF) 1205, }
S, oo (D) llraa, + VD ) |2, 10k 2
IVl 2y {10kl z2(5,) + XV (D) 25, |
= NalemalV (CDE) 2, + IV (D 0, Vil

IVl 2y {10kl z2(5,) + XV (D" @) 25, |

Wir benutzen Young A.1 mit der Elliptizitéitskonstanten €, und mit der a priori Abschéitzung
fiir g (3.24) schlieflen wir nach kurzer Rechnung aus der letzten Zeile der obigen Abschétzung

d
541' i+ hek D+h6~ﬁ 2D+h8,-&
Z ( 4 D" 051, X" Dy, )

L2(B
= (B,)

~ € ~
= (\|f||%2(3) + HuH%—Il(B)) + S VD Gz 5,

Aus der gleichméfligen Elliptizitat der &; ; auf B folgt damit

/ DVaPdz < (11 + lil ) ) - (3.30)

By
Mit 3.19 ist also §
Vi€ [L*(B)]", k=1,.,d—1

Den Operator £ kénnen wir wegen dem Sprung der Leitkoeffizienten in d- Richtung auf
B nicht divergenzfrei darstellen. Wir betrachten deswegen die Operatorglelchung Li= f
jeweils eingeschrénkt auf B*. Setzen wir a Bi Z 10505 ],i =1, ...d, so kénnen wir
L auf BE in nichtdivergenter Form schreiben:

d

—Zadd at —I—Zaiau + 50t = f*.

7,7=1 i=1
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Setzen wir &; = eq, so ist wegen der gleichméfigen Elliptizitidt der transformierten Leitko-
effizienten & (%) >¢ i 0,@ € BE, und deswegen

d d
_ 1 - _ T ;
837dui == E amﬁijui + E oot 5 - . (3.31)

dd \i,j=1 i=1

In Verbindung mit 3.30 und den Voraussetzungen an den Koeffizienten bedeutet das

103 455 24 = (I Flz2m) + lallns)) -

Damit ist 9 ja* € L?(B*), wegen 3.30 4= € H?*(B¥) und somit
uly€ H*U)NH*UNQT)NH>UNQ).

Da wir dies fiir jede Menge U aus der Uberdeckung von I' machen kénnen, folgt mit den
Resultaten iiber die innere Regularitdt 3.21 und der Regularitéit bis zum Hufleren Rand
011 3.22 die Behauptung fiir m = 0.

(ii) m > —1

Den Fall fiir beliebiges m > —1 erhalten wir durch Induktion und durch geeignet hinter-
einander geschachtelte Differenzenquotienten analog zu m = 0. Um noch mehr langwierige
und technische Rechnungen zu vermeiden, beweisen wir nur den Schritt von m =0 — m =
1 der alle wesentlichen Tricks enthélt. Der allgemeine Induktionsschritt wird daraus sofort
ersichtlich. Wir setzen dazu die folgenden Daten voraus:

i € C2(QF), Bi,y € CHQ), f e L2 Q)N HYQT)NHY(Q7), 90, T € C?

sowie u € HY(Q) N H2(QF) N H2(Q). Nach einer Lokalisierung (die transformierten
Groflen kennzeichnen wir wieder mit dem Tildesymbol ™) erhalten wir die schwache For-
mulierung auf der Kugel B := B1(0): ao(@,v) = (§,v)0.5,Yv € Hy(B), wobei wir § :=

d d
f — Z@&ﬂ — At und agp(a,v) := / Z &;;0;u0;v dT gesetzt haben. Wir wihlen wie-
i=1 Bij=1
der eine Abschneidefunktion x := x, € C§°(B) beziiglich (B,,B1),0 < n < 1 mit
supp x = B,(0) =: B,,0 <7 < pu < 1 und setzen einen Differenzenquotienten der Form
v=D."D;/"(x\*D"D"a) € H}(B), kt=1,..,d—1 (3.32)

in die schwache Formulierung ein [25]. Mit partieller Summation 3.16 folgt sogleich

Wir nutzen zweimal die diskrete Produktregel 3.17:

d
/ >~ D" (@ + hew) Dy Dy + D5} (D D) di
Brij=1
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= (3, D "D "0 D" D)) 125, -
Fiir die linke Seite erhalten wir daraus

/ Z aij(x + h(ex + €)D" D00 + D@, (- + hey) D05+
B

K 1,]
(Di"ai)(x + he) D01+ DM (D i) D; u}D (x2D;{ "D} "4) di
und wegen D;hD'Fhﬁ = D+hD+hﬂ, 8»Dihﬁ = Dihaﬂ sowie 9;x% = 2x0;x folgt weiter:
aij(z + h(ex + €)D" (DIM0;a) X2 D" Doy d 3.33
J ¢ Py
By 2,j=1
= (9, D;;hDZh(X2D;:thZhﬁ))L2(BH)

d
- 2 Z <6~Lij (.73 + h(ek + eﬂ)DZhD,—:hajﬁX, 8,-7Dth,‘:h71>

L2(B,,
ij=1 (Bu)

((Das)( + he) D 0gin, 0: (x* D D)

iM&

L?(By)

-

&
Il
—

. ha ~ hy+h
(DZF aij(’ —|—h6k)D: aju, 05 (X2D2_ Dl—: u))LQ(BH)

S

<
Il
—

AM& :M&

Il
—

b B~ _ 2 h h ~ o—
(D? Dy a0, 0 (x* Dy Dt u))LQ(BM) = h

.

)

Wir schiitzen mit Cauchy-Schwarz den ersten Term von R ab. Da fiir & € H'(B) N
H?*(B*) N H*(B™) offenbar Oyg = € L*(B*),k # d ([25]) bekommen wir wegen 3.16
und 3.2.2
(. D" D" (D D)) 12,

(D", DM OED D ) 2,
HDk QHLZ(BH)H@Z( 2D+hD+h >HL2(B)
(19kgll 2(5+) + 1Okl 2(B-)) (HVXQD;;MDZ%HL?(B#) + HXQthD;;FhVﬁHm(BM)) :

IN

IN

Da der Aquator ®(T'y) = B N {#q = 0} eine Nullmenge ist, a; ;€ C%*(B*), a* € H*(BY)
und der Differenzenquotient nur auf B wirkt, kénnen wir auf B* durch die zweiten
partiellen Ableitungen abschétzen. Wir beachten wieder ||[Vx| 2z = 1, x|lr2m) = 1
und erhalten:

R = ([1Okgll2p+) + 10k9ll12(5-)) (||D1thZhﬂ||L2(B#) + HXzDZhD/—:hVﬂHL?(BH))
D DV 2 s, | DE D 0|2,
+ (IVallas) + 1D Villa(s,) + 107" Vil 25, ) IVOEDE DE) | 25,
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Da 3; und 7 wesentlich beschriankt sind, erhalten wir fiir & # d auflerdem

(||ak9HL2(B+) + H3k9”L2(B—)) = ||f||H1(B+) + HJEHHl(B)— + ||ﬂ+”H2(B+) + [|@7 |25

Den Rest schitzen wir analog wie im ersten Beweisteil mit der Youngschen Ungleichung
mit einem geeignet gewéhlten € > 0 ab:

~ ~ - - 6 .
R < C{I 1) + 1P B oy + 15 ey + 1 Iz | + 5 IXDF D Vil

Setzt man & = D,thZhaiﬂ in die linke Seite von 3.33 ein und nutzt die gleichméfige
Elliptizitit aus, so folgt

| DDVl d < C (113 ey + 1 iscony + 15 oy + 1 W)

Bu

und damit aus 3.19 90,V € [LQ(B)]d,k,l # d. Wir schrinken den transformierten
Differentialoperator wieder auf B* ein und 1sen nach 82 dﬂi auf:

d

- 1 5 - S =

O i = aT{ > dlafoa) + Y05 ot + 5t + 7 (3.34)
dd " (i§)#(d.d) =1

Die rechte Seite kann wegen f € H'(BF),a* € H?*(BF) und den auf B¥ hinreichend
glatten Koeffizienten noch einmal nach 4 differenziert werden, damit ist 82’7 FRLAS L*(B%)
und @ € HY(B) N H3(BT) N H3(B™). Durch Riicktransformation erhalten wir also die
Behauptung fiir den Fall m = 1. Setzen wir fiir ein m > —1 die Daten

i € C™THQE), Bi,y € CTHQ), f € LA N H™(QT) N H™(Q7),0Q,T € O™

voraus, so erhalten wir den allgemeinen Induktionsschritt m — m + 1, indem wir analog
zu 3.32 einen Differenzenqoutienten der Form

v=Df" 4 (DR 1) ek £ d

in die entsprechende schwache Formulierung einsetzen und analoge Rechnungen ausfiithren.[]






4. Elliptische Interfaceprobleme

Wir formulieren in 4.1 ein einfaches Modellproblem, welches noch die wesentlichen Schwie-
rigkeiten, die bei der Approximation elliptischer Randwertprobleme mit unstetigen Ko-
effizienten auftauchen, beinhaltet und zeigen in 4.2 charakteristische Eigenschaften der
Losung. In 4.3 illustrieren wir warum man mit Standard Finite Elemente Verfahren keine
bessere Approximationsordnung als @(h'/2) in der H'-Norm erwarten kann und geben in
4.3.2 einen kleinen Uberlick iiber den Forschungsstand numerischer Approximationsver-
fahren fiir elliptische Interfaceprobleme an.

4.1. Modellproblem

Wir betrachten beschriinkte Gebiete 2, Q= € R? mit O~ € Q mit glatten Réndern 0Q,I" :=
90~ wobei wir O = Q\ (@~ UT) setzen. Den inneren Rand I' bezeichnen wir als das
Interface. Fiir d = 2 konnte das z.B. mit dem der von I" nach auflen gerichteten Normalen
v so aussehen:

Abbildung 4.1.: Gebiete QF und das Interface I fiir d = 2

Die schwache Interpretation der Aufgabe: Finde u € H}(£2), so dass

—V-(aVu) = f
4.1
{ uon =0 (4.1)
bezeichnen wir im Folgenden als Interfaceproblem. Hierbei sind
a(a?>—{a_ fir z€QF ar eR" o #« (4.2)

stiickweise konstante Koeffizienten.

47
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Fiir f € L?(Q) erhalten wir nach 3.1.1 die Variationsformulierung fiir das Interfaceproblem:
Finde u € H(Q), so dass

/aVqud:U:/fvdx, Yo € HY(Q). (4.3)
Q Q

Diese Aufgabe ist nach 3.1.2 eindeutig 16sbar und die Losung liegt bei hinreichend glatten
Rindern 99, T und f € H™2(Q) nach dem Shift-Theorem 3.2.1 auf den Teilgebieten QF
in H™2(QF).

Elliptische Gleichungen diesen Typs tauchen in den Anwendungen typischerweise bei der
mathematischen Modellierung von Vorgédngen in Natur und Technik auf, bei denen zwei
verschiedene Materialien (z.B. Metall, Gummi) oder Stoffe in verschiedenen Zusténden
(z.B. Wasser, Eis) durch ein Interface voneinander getrennt sind. Bei parabolischen Inter-
faceproblemen der Form

Ou(z,t) — V- (a(x)Vu(z,t)) = f(z,t)
auf dem Raum-Zeit Zylinder  x (0,7),T € R, T > 0 mit Anfangsrandwertbedingungen
u(z,0) =up(r) auf Q,u=0 auf 90 x(0,7)
und Sprungbedingungen (vgl. 4.2)
[ul =0, [aVu]=g(z,t) auf T x(0,7)

lassen sich auch (zeitabhiingige) instationéire Vorgénge modellieren, bei denen in jedem
Zeitschritt ein elliptisches Interfaceproblem als Zwischenaufgabe zu losen ist, siehe z.B.
[18] fiir eine Finite Elemente Losung und Referenzen fiir Anwendungen. Exemplarisch sei-
en hier der stationire und instationire Warmetransport zwischen inhomogenen Materia-
lien mit unterschiedlichen Wirmeleitkoeffizienten a® genannt, siche z.B. [61] fiir einfache
Testbeispiele, die mit einer Finiten Differenzentechnik (Immersed Interface Methode, vgl.
4.3.2) implementiert wurden. Bei der Diskretisierung von Navier-Stokes Gleichungen mit
der Projektionsmethode treten elliptische Interfaceprobleme ebenfalls auf, wenn z.B. zwei
Fliissigkeiten mit verschiedener Viskositit (z.B. Olblase in Wasser) in Wechselwirkung
stehen, siehe [66,67].

4.2. Sprungbedingungen und globale Regularitat

In Abhingigkeit von den Daten gelten fiir die Lésung Ubergangsbedingungen (Spriinge)
auf dem Interface, welche wir durch geeigneten Spuroperatoren ausdriicken kénnen. Wir
betrachten zunéchst die klassische Sprungdefinition. Zu ¢ € I' und s =: u* € C>(Q¥)
definieren wir den Sprung entlang von I' durch

[ulr(&) := lim ut(z)— lim u (2). (4.4)

z—€xeNt x—E,xeN™

Ist ' z.B. fiir d = 2 nach der Bogenlénge ¢ parametrisiert, so ist Jur = [u]r(¢) eine
univariate Funktion in ¢. Im schwachen Sinn wird der Sprung mit Hilfe von Spuroperatoren
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modelliert. Zum Beispiel existieren fiir u € H'(2) und I' € C! nach 1.2.7 Spuroperatoren
€ L(HY(QF), H/2(T)). Mit diesen definieren wir den Sprung von u entlang von I
durch

[ur = 7" (uh) =7~ (u7) € HYA(T), (4.5)

welcher fiir u* € C(QF) einfach die Einschrinkung von u® auf T' bedeutet, d.h. [u]r =
urll(:):) —u&(x) Fiir beschriinkte Gebiete stimmt dann wegen der Eindeutigkeit der stetigen
Fortsetzung von C°°-Funktionen auf den Rand die klassische Grenzwertdefinition 4.4 mit
der Spurversion iiberein. Eine Interpretation der Spuren von V,ut, V,u~ im H'/?(I')-Sinn
erfordert mindestens H?2-Regularitit der Losung auf den Teilgebieten Q*F. Dies ist nach
Satz 3.2.1 fiir f € L?(Q) und einem C?-Interface gewihrleistet. Im nichsten Satz zeigen
wir eine leicht allgemeinere Fassung von Theorem 6.4.1 aus [8].

Satz 4.2.1 (Natiirliche Sprungbedingungen)
Es sei 00, T € C? f € L*(Q). Dann erfillt die Losung des Interfacproblems u die
natiirlichen Sprungbedingungen

[ulr =0 wund [aV,ulr=0 i HYXD). (4.6)

Beweis: Wir zeigen zuerst [u]r = 0. Da u € HJ(Q), existiert eine Folge u := (ug)gen C
C5°(Q), so dass limy o0 [lur, — ullg1(q) = 0. Offenbar ist u,f = (ug)jo+ € C*°(Q%) und
limy_yo0 ||ukjE — uiHHl(Qj:) = 0. Da I' hinreichend glatt ist, existieren nach 1.2.7 stetige
Spuroperatoren 4= € L(HY(Q)*, H'/2(T')), woraus wir v (up) — y5(u®),k — oo in
HY?(I') erhalten, was [u]r = 0 € H'/?(T') zeigt.
Es bleibt noch die zweite Sprungbedingung zu zeigen. Aus der Variationsformulierung 4.3
folgt

at VutVuds +a~ Vu Vuvdx — / fode =0 Yo e HY(Q) (4.7)

o+ Q- Q

und da u* auf QF zweimal schwach differenzierbar ist, folgt mit GauB 1.23 fiir die Integrale
auf der linken Seite von 4.7:

ot VutrVudr = —/ (aiAui) vde + a* / vE(v)y*E (V,,ui) do, Yv e HY(Q).

o+ o+ r
(4.8)
Setzen wir 4.8 in 4.7 ein und formen geschickt um, so erhalten wir
— / (aFAut + f|Q+) vdr — / (" Au™ + f|Q7) vdx (4.9)
Qt Q-

b [0t @) <y (0 T} eds —0, Vo )
T

Da aus —V (aVu) = f f.i.. auf Q offenbar —a*Au® = fiox f.ii. auf OF folgt, verschwinden
die ersten beiden Integrale aus 4.9 und da v beliebig gewéhlt werden kann folgt mit dem

Variationslemma 1.10 aus dem dritten Integral die zweite Sprungbedingung auf H'/2 ().
O

Satz 4.2.2 (Globale Regularitit)
Die eindeutige Losung u von 4.3 liegt fir 0Q,T € C™! und f € H™(Q),m > —1, in

HY?79Q) n H™2(Q7)n H™2(Q), ee (0,1/2] (4.10)



50 4 Elliptische Interfaceprobleme

Beweis: Nach dem Shift-Theorem 3.2.1 ist ujg+ =: u® € H*(QF) und damit nach 1.25
auch u* € H'*¢(QF). Fiir i = 1,...,d ist Q;u™ € HY(QF). Wir setzen

O™ auf QF

‘~:|: L 7 .

o;u™ = { 0 auf QF, i=1,...d.

Fiir die durch 0 auf ganz Q fortgesetzten Funktionen folgt aus [30] 0;a € H(Q),

. i =
l...,d. Mit GauB 1.23 folgt fiir alle v € H}(Q) und v € L(H(Q), H/?3(09Q)), v* €
L(H'(QF), H'*(T))

/ (Ou — O™ — Oyu v dx = / o;uv dr — O;uTvdr — o;u" vdx
Q Q Qt Q-

= / uojv dr — / udjv dr — / udjv dr
Q Q+ -
— / yuyuy; do + / yoyutv; do + / yuyu~ v; do
o0 on+ o0~

= /u@wdz/ u+8wdx/ u Ovdx
- /o ot _

’U‘BQ:O
+/’yv’yu+l/¢ da—/'yuvvui do.
r r

Da u = @t + = f.ii. auf Q und nach 4.6 [u]r = 0 ist, verschwinden séimtliche Integrale
auf der rechten Seite, so dass

/(&u — 0t — g yvdr =0, Yoe HHQ),i=1,..,d.
Q
Daraus folgt Vu € [H¢()]? und damit die Behauptung. O

Fiir unsere Zwecke ist es zwar bereits vollig ausreichend zu wissen, dass im Allgemeinen
u ¢ H%(Q) gilt. Davon unabhingig stellt sich an dieser Stelle jedoch die interessante Frage,
ob es nicht doch noch ein wenig glatter geht. Genauer: ob oder unter welchen Vorausset-
zungen an die Daten u € H?7¢(2),e € (0,1/2] liegt. Dies ist woméglich eine noch offene
und nicht trivial zu beantwortende Frage [25]. Im Eindimensionalen ist das Problem jedoch
schnell geldst: man sieht schon bei einfachen Beispielen (z.B. Heavisidefunktion, siehe auch
[24]) schnell, dass die globale Regularitét bei einer stiickweise glatten, aber springenden
Funktion nicht verbessert werden kann. Vermutlich werden in hoheren Dimensionen die
Verhiltnisse genauso sein.

Satz 4.2.3 (Klassisches Transmissionsproblem)
Ist die Losung u des Interfaceproblems 4.8 in HE(Q) N C?(Q7) N C*(QT), so lost diese
auch das Transmissionsproblem

—a"Au = f auf Q7
{—oﬁ'Au = f auf QF° (4.11)

mit den Randbedingungen [u]r = 0, [aV,u]r = 0 in C*(T) und ujgq = 0. Es gilt auch die
Umkehrung. Ist u Losung des Transmissionproblems, so ist u auch Lisung von 4.3.
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Beweis: Die Richtung , = folgt aus 4.2.1. Mit Gauss 7.3.1 zeigt man die Aquivalenz:
w e HY(Q) = w* = wiox € HYOE), vTwt —y~w™ = 0. (4.12)

Die Umkehrung folgt, wenn man die partielle Integration in 4.2.1 riickgidngig macht und
aus 4.12 u € H}(Q) schliefit. O

4.2.1. Bemerkung zur Regularitit bei einem stiickweise glatten Interface und
inhomogenen Sprungbedingungen

Ist T beispielsweise nur stetig oder lipschitz oder hat Of) eine einspringende Ecke mit
einem Winkel > 7, so kann man nicht mehr von H?-Regularitit auf den Teilgebieten
ausgehen. In den beiden Monographien [30; 31] werden viele Ergebnisse iiber elliptische
Randwertprobleme auf Gebieten mit einspringenden Ecken in 2d untersucht. Die fiir diese
Probleme entwickelte Regularitidtstheorie ist somit auch fiir elliptische Interfaceprobleme
interessant, wenn z.B. 0 glatt oder keine einspringende Ecke besitzt und das Interface
ein Polygon ist. In dieser Situation treten Eckensingularititen am Interface auf, welche
die Regularitiat der Losung mafigeblich beeinflussen. Stellt man keine zusétzlichen Bedin-
gungen an den springenden Koeflizienten o mit § < o < 6%, § > 0, so ist u aus 4.3
noch in A0 (Q*F), 0 < A(§) < 1 und A kann beliebig klein werden, wenn 6§ — 0 geht,
siehe fiir Details [69]. Die Sprungbedingungen 4.6 gelten dann immer noch, allerdings fiir
[aV,u]r nur als verallgemeinerte Spur in dem Dualraum H~Y/2(T") = (H1/2(F))/, siehe
fiir Details zu solchen Dualrdumen [30]. In [69] wurde z.B. kiirzlich gezeigt, dass man H/-
Regularitit auf den Teilgebieten erreichen kann, wenn « eine Quasi-Monotonie-Bedingung
einhélt. Die numerische Behandlung von elliptischen Gleichungen mit FEckensingularitdten
(ohne Interface) mit weB-Splines wird aktuell untersucht und in [4] verdffentlicht. Wir
haben in 4.2 die homogenen Sprungbedingungen am Interface alleine aus der Variations-
formulierung von —V-(aVu) = f erhalten. Fiir manche Anwendungen sind inhomogene
Spriinge [aV,u]r = g € H~'/?(T') interessant, diese miissen dann explizit gefordert wer-
den. Das inhomogene Problem ldsst sich auf das homogene zuriickfithren, was die Existenz,
Eindeutigkeit und Regularitit der Losung sichert, siehe [50] und die dort angegebenen Re-
ferenzen. Inhomogene Spriinge [u]r # 0 und [aV,u]r # 0 treten in natiirlicher Weise auf,
wenn man auch distributionelle rechte Seiten f € H~1(Q) zulisst. Die Losung liegt dann
aber offenbar global nicht einmal mehr in H*(£2).

4.3. Numerische Verfahren fiir Interfaceprobleme

Klassische FE-Verfahren fordern fiir eine optimale Approximationsordnung in der H' und
L? Norm mindestens globale H2-Glattheit der Losung. Fiir das Interfaceproblem koénnen
wir jedoch, wie wir gesehen haben, selbst bei einem beliebig glatten Gebietsrand, Interface
und rechter Seite im Allgemeinen nur globale H%/2¢ ¢ € [1/2,0) Regularitiit erwarten.

4.3.1. FE-Approximation im Eindimensionalen

Wir illustrieren zuerst kurz die Situation im Eindimensionalen mit linearen Elementen und
verifizieren, dass man ohne Tricks bestenfalls eine Approximationsordnung von O(hl/ 2
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in H! erwarten kann, durch eine simple Modifikation aber dennoch die optimale Appro-
ximationsordnung erhélt. Sei dazu I = (a,b) C R,a < b und £ € (a,b). Wir setzen
Im =(a,&),I" = (&0b) und T’ = {£}. Die Aufgabe des eindimensionalen Interfaceproblems
lautet somit fiir o= € R*, a™ # o, a(z) := a®,r € I* : Finde u € H{(a,b), so dass

u(a) = u(b) = (4.13)

Aus dem Shift-Theorem 3.2.1 wissen wir, dass zu diesem Problem genau eine Losung u €
Hi(a,b) N H?(a,&) N H?(£,b) existiert. Wir vernetzen I mit einer uniformen Knotenfolge,
d.h. wir setzen h := (b —a)/N mit einem N € N und 7, := a + kh,k =0, ..., N, wodurch
wir das Gitter A := {a = 179 < ... < 7y = b} erhalten. Wir wollen « mit einem Element
aus

Vh = {’U € Co[a, b] : U|(.,.%,7 ) S Pl(Tk,Tk+1),k = 0, ...,N — 1,1)(@) = ’U(b) = 0}

Ti+1

approximieren. V}, stimmt offenbar im Eindimensionalen mit dem Splineraum Bj(A) :=
Span{b}b i }k~a liberein, die B-Splines b,ll ok~ A sind dann die Hutfunktionen

T —T
Tk fiir x € [Tk,TkJrl)
1 Th+1 — T
@ =9 nlh-o
—=—— fiir T € [Tpa1, Thio)
Tk+2 — Tk
Wir setzen v
Tu = u(r;)b},. (4.14)
i=0

Dann ist offenbar 7 € E(CO(I),B(I)JZ(A)) und wie man schnell bestitigt Zp = p,Vp €

PL(I). Der Operator Z bildet stetige Funktionen auf den Splineraum B}(A) ab und ist
ein einfaches Beispiel eines Quasi-Interpolations-Operators. Der folgende Satz zeigt, dass
wir die Losung des Interfaceproblems in der H' und L?-Norm optimal mit Elementen
aus B (A) approximieren konnen, solange nur ¢ mit einem inneren Knoten aus A\ {a, b}
iibereinstimmt.

Satz 4.3.1 (Approximation des Interfaceproblem fiir d = 1)
Es seiu € H} (a,b)NH?(a, & )NH?(E,b) die Losung des eindimensionalen Interfaceproblems
4.13 und Tu € B{(A) gegeben.

o Ist& e A\ {a,b} so gilt

lu — Zull p2(ap) = P21 F 1 L2(0p) (4.15)
|w = Zull griap) =PI FllL2(ap) (4.16)

o [st&# A, dann ist

lu = Zull g1 gapy = 021 F 1|2 (ap)- (4.17)
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Beweis: Wir zeigen zuerst 4.15 und 4.16 mit Hilfe von elementarer Fourieranalysis wie
es z.B. in dem klassischen Buch von Strang & Fix [83] geschieht. Nach den Sobolevschen
Einbettungsitzen 1.2.4 ist Hg(I) < C°(T) und H?(I*) — C'(I%), so dass wir u auf T als
stetig und u® auf IF als stetig differenzierbar ansehen konnen. Sei nun &€ € A\ {a,b}, d.h.
E=mfireinie {i=1,..,N — 1}. Interpolieren wir u vermége dem Interpolationsopera-
tor Z an den Knoten 7,7 =0, ..., N, so ist Zu € IB%(A) der eindeutig interpolierende Spline
an u, welcher die Nullrandbedingung erfiillt. Wir betrachten die Differenz u* = u — Zu
sowie diese eingeschriankt auf einem beliebigen Intervall I; = [7,7j11],j ~ A der Lénge
h mit u} = (u— Iu)| I Da u* auf I+ stiickweise stetig differenzierbar, bzw. auf jedem I;
sogar stetig differnzierbar ist und u}(7;) = uj(7;4+1) = 0 gilt, kénnen wir v} als ungerade
2h-periodische Funktion fortsetzen und somit in jedem Intervall I; als reine Sinusfourier-

reihe entwickeln:
> kmx
Fu*(z) := bpsin | — | .
u*(x) kgzo ksm< N )

Wir beachten, dass wegen (u;)’ = u' — C; mit einer Konstanten C; € R, so dass 0*u* =

u" € L*(I;),j = 0,..., auf I;,j = 0,..., N. Durch gliedweises Differenzieren von Fu*
erhalten wir

. = kb, km g S
O Fu* = 7, cos <h> und O Fu” = Z(h) sin <h>

k=1 k=1

Da v} e H 2(I;) N CY(1;) folgt mit der Parsevalschen Gleichung A.3 sofort
T D o
LQ(IJ) - I, - 9 k
’ k=1

h krx
1 k=1

* * h > kmx

sy = f e =53 (7).

J k=1

Die Reihenglieder kénnen wir wegen k > 1,
ANAS h\! k2 kr\*
w=i(3) G- (G) e (i) =(7) %
2 2 2
(n) =) (5)
h m h

abschétzen, woraus sich nach Summation iiber k

durch

B h? .
HU*H%%IJ-) < ﬁHaQU*HB(Ij) und HaU*H%mj) < EHQ%*HL?(I]-); J=0,..N
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ergibt. Damit ist
il b4
6 B aay = D I 22y < Z 122,
7=0

h4 "2 "2 2 2
o (”u 120 + llu HL?(&,b)) = (P*IflL2(ap))

~~
3.24
und
N h2 N
106 2200y = DO N2z < —5 D " lZeqa,
=0 j=0

2
= (Mlfll2(an))”
3.24

h?
< 5 (e By + 1 o)

woraus sich die optimalen Fehlerordnungen 4.15 und 4.16 ergeben.

Um 4.17 zu zeigen nehmen wir nun an, dass das Interface nicht mit einem inneren Knoten
ibereinstimmt, also & ¢ A gilt. Dann ist { € I; = [7j, 741] fiir ein j € {1,..., N — 1}. Auf
dem Interface macht v’ einen Sprung der Hohe

— u/(€=) — ' (€+)
und auf I; ist der interpolierende Spline konstant, d.h.

(Iu)?lj = Kj € R.
Das bedeutet aber, dass auf I;

|Ou]| = |u’ — K| =

po|

gilt und daraus folgt insbesondere

/ —dx < / |(u — Zu) |Pdz = ”8“*||2L2(Ij)'
I;
Das bedeutet aber nichts anderes, als dass auf I; die Ungleichung
J
[0u*]| 21y > 5\/5

besteht. Bei den restlichen Intervallen erhalten wir analog zu den vorherigen Uberlegungen

10u*|| L2 ((ap)\1;) = O(R),
was schlief$lich 4.17 zeigt. g

Stimmt das Interface also mit einem Interpolationsknoten iiberein, so ,merkt“ das appro-
ximierende Finite Element den Sprung von u' am Interface nicht und die Approximati-
onsordnung bleibt optimal. Mit analoger Argumentation wie im Beweis von 4.3.1 sieht
man auch im hoherdimensionalen Fall, dass man keine bessere Approximationsordung als
O(h!/?) fiir eine das Interface ignorierende Vernetzung erhilt, siehe z.B. fiir einen Beweis
im Zweidimensionalen [33]. Bei weB-Splines sind die Verhéltnisse &hnlich, da die relevan-
ten Splines auf einer Gitterzelle Q, N T" # () glatt sind, siehe dazu auch die numerischen
Ergebnisse in Kapitel 8.
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4.3.2. Ein Uberblick iiber existierende Approximationsansitze und
numerische Verfahren

Aufgrund der Vielzahl an moglichen Anwendungen in den Materialwissenschaften, Fluid-
und Thermodynamik etc. war man durch die immer leistungsfahiger werdenden Computer
bestrebt, numerische Losungen von elliptischen Interfaceproblemen zu erhalten. Vom ma-
thematischen Standpunkt aus gesehen interessiert natiirlich der Nachweis der Konvergenz
und die Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren am meisten, welche oft eine grofle Her-
ausforderung darstellen. Viele mathematische Anséitze sind theoretisch sehr reizvoll und
elegant, aber praktisch nicht einfach in ein effizientes Computerprogramm zu implementie-
ren und werden deshalb von den Anwendern meist ignoriert. Andererseits werden manch-
mal praktikable Losungen vorgeschlagen und mit experimentellen Methoden untermauert,
jedoch fehlt dann dort oft der analytische Nachweis, ob die Methode iiberhaupt konver-
giert. Kin populédrer Variationsansatz fiir elliptische Interfaceprobleme mit inhomogenen
Sprungbedingungen wurde 1970 von Babuska [9] vorgeschlagen. Hier wird das Interface-
problem in ein dquivalentes Minimierungsproblem iiber ein erweitertes Ritz-Funktional
umformuliert. Genauer gesagt werden die Sprungbedingungen in das gewodhnliche Ritz-
Funktional inkorporiert und iiber dieses wird minimiert. So erhilt man ein FE-Verfahren
fiir das die optimalen Konvergenzordnungen in H' und L? nachgewiesen werden kénnen,
was aber praktisch schwer umzusetzen ist. Davor gab es aber natiirlich schon Ansétze wie
wir in 4.3.1 im eindimensionalen Fall skizziert haben: Legt man die Knoten der Elemente
passend auf das Interface, so erhélt man bei geeigneten Daten wieder die optimale Kon-
vergenzordnung, vergleiche hierzu z.B. eine neuere Arbeit aus 2009, welche diese Methode
etwas verallgemeinert [52]. Die Vernetzung von den Teilgebieten QF, so dass die Knoten
der benachbarten Elemente am Interface zusammenfallen, ist allerdings ein schwieriger
und rechenzeitintensiver Preprocessingschritt. Bramble & King betrachteten 1996 in [12]
inhomogene elliptische Interfaceprobleme mit glattem Interface und Gebietsrand. Thr FE-
Ansatz beruht darauf, den Rand und das Interface durch Polygonale-Liniensegmente zu
approximieren und die Randdaten geeignet auf die Linienstiicke zu transferieren. Die Ver-
netzung auf den beiden resultierenden polygonalen Gebieten QZ, 2, muss an das Interface
angepasst werden. Mit dieser Methode konnten die optimalen Konvergenzraten in der H'!
und L2-Norm fiir quasiuniforme Triangulierungen und lineare Elemente gezeigt werden.
Die Implementation ist wahrscheinlich schwierig, so dass fiir diese Methode keine numeri-
schen Tests entwickelt wurden. Einen d&hnlichen Ansatz, allerdings ohne die Voraussetzung,
dass die Kanten der Elemente entlang des Interfaces iibereinstimmen miissen, verfolgten
1998 Chen & Zou in [18] fiir ein konvexes polygonales Gebiet Q C R? mit C2-Interface
I'. Sie approximieren zunéchst = durch ein Gebiet €2, mit polygonalen Rand I'j, dessen
Eckknoten alle auf I' liegen. Anschliefend wird  durch eine gewdhnliche quasiuniforme
Triangulierung mit Dreieckelementen vernetzt, mit der Ausnahme, dass von einem Element
hochstens zwei Knoten auf I' liegen. In der Arbeit konnte fiir H' die optimale Approxi-
mationsordnung von O(h) und fiir L? eine quasi-optimale Ordnung von O(h? - |logh|)
nachgewiesen werden und wurde auf parabolische Interfaceprobleme erweitert. In [36]
wurde 2002 von Huang & Zou eine Mortar Finite Elemente Methode fiir elliptische Inter-
faceprobleme entwickelt. Die Mortar-Methode wird bei der Behandlung von elliptischen
Randwertproblemen mit Finiten Elementen als Dekompositionsmethode schon erfolgreich
eingesetzt und dient vor allem zum Parallelisieren von Rechenschritten. Konkret wird
hier das Gebiet in mehrere Teilgebiete zerlegt und mit Hilfe von Ubergangsbedingungen
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an den Réndern kann die zugrunde liegende elliptische Gleichung auf jedem Teilgebiet
gestellt und berechnet werden, siehe fiir eine griindliche Einfithrung [71]. Bei der Mortar-
Methode fiir das elliptische Interfaceproblem wird fiir QF jeweils ein separates Netz mit
Gitterweiten h* generiert und die Elemente in der Umgebung des Interfaces durch so-
gennante Mortar-Bedingungen miteinander gekoppelt. Hierbei wurde gezeigt, dass man
O(maxh~,h*) in der H! und O(h* - h~ + max{h*,h~}) in der L2-Norm erhilt, was bei
der Wahl h™ = h™ ebenfalls optimal ist. Bei diesem Verfahren ist von Vorteil, dass man
die Triangulierungen auf QF unabhingig voneinander durchfithren kann, so dass dieses
prinzipiell fiir Dekompositionsmethoden gut geeignet ist. Allerdings erkauft man sich die-
sen Vorteil mit relativ komplizierten Ubergangsbedingungen am Interface. In den letzten
Jahren wurde noch die Immersed Interface Method, (IMM) populér, siehe hierzu die 2006
erschienene Monographie [61] von Z. Li und K. Ito. Diese Methode kann abgesehen von
den bei uns im Fokus stehenden elliptischen Interfaceproblemen auf eine Vielzahl von an-
deren Interfaceproblemen wie dem Stefan-Problem, Hela-Shaw-Flow, Navier-Stokes und
Stokes-Probleme mit singuldrer rechten Seite und sich mit der Zeit bewegenden Interfaces
und unzéhligen Anwendungen benutzt werden, siehe [60; 61] fiir Referenzen. Siehe auch
die 2012 erschienene Zusammenfassung iiber die IIM und viele weitere numerische Techni-
ken zur Losung von Interfaceproblemen [54]. Die IIM wurde zuerst fiir ein Rechteckgebiet
mit eingeschlossenem glatten Interface mit einer Finiten-Differenzen-Diskretisierung von
R.LeVeque und Z.Li zur Lésung von elliptischen Interfaceproblemen 1993 in [58] formu-
liert. Hier werden auflerhalb einer Umgebung des Interfaces standard Finite Differenzen
Methoden angewandt und die Differenzensterne in der Néhe des Interfaces geeignet ange-
passt, so dass diese die auftretenden Sprungsingularitdten behandeln kénnen. Die dabei
auftauchenden Gleichungssysteme sind unsymmetrisch und nicht positiv definit, was zu
ernsten Stabilitéitsproblemen der Losungsalgorithmen fithren kann, siehe [60; 61]. Viele
numerische Tests belegten die Wirkungsweise des Verfahrens, allerdings war der Nachweis
der optimalen Konvergenzordnung von O(h?) in der L*-Norm lange offen und konnte
unter bestimmten Voraussetzungen an die Losung und den Gitterpunkten 2001 in [59]
gezeigt werden. Fine Immersed Interface Methode wurde auch fiir Rechteckgebiete mit
eingeschlossenem glatten Interface als konforme und nicht konforme Finite-Element Me-
thode entwickelt und ist unter dem Namen Immersed Finite Element Method bekannt.
Der Vorteil hierbei im Gegensatz zur IMM ist, dass diese Methode auf symmetrische und
positiv definite Gleichungssysteme fiihrt. Die Rechtecke werden hier durch eine unifor-
me Triangulierung vernetzt und die vom Interface geschnittenen Elemente so modifiziert,
dass diese die Sprungbedinungen einhalten. Fiir die konforme Methode konnte die optima-
le Konvergenzrate in der H' Norm gezeigt werden [60], fiir den nicht konformen Ansatz
ist das ein noch offenes Problem. Eine wirklich vernetzungsfreie FE-Methode zur Appro-
ximation elliptischer Interfaceprobleme bei Gebieten mit glattem Rand und Interface, bei
der man die optimale Fehlerordnung erhélt und die man relativ einfach implementieren
kann, scheint noch nicht zu existieren.
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5. Erweiterung der Tensorproduktsplinebasis

Auf der Basis von weB-Splines wollen wir einen neuen vernetzungsfreien Ritz-Galerkin
Raum konstruieren, welcher fiir die Approximation eines zweidimensionalen Interfacepro-
blems geeignet ist. Wir setzen im Folgenden dazu voraus, dass das Interface glatt ist und
keine achsenparallele Stiicke enthélt. In diesem Fall brauchte man ndmlich an dieser Stel-
le fiir lineare weB-Splines keine Erweiterung der Basis, da bei einer geschickten Wahl
des Gitters die Gradienten der Splines selbst singuldr sind und den Sprung des Gradi-
enten in der Losung gut modellieren (siehe auch das eindimensionale Beispiel 4.3.1). Fiir
die Erweiterung statten wir w®Bj (2) mit zusétzlichen Funktionen aus, welche die spezielle
Struktur der Losung u berticksichtigen. Dahinter verbirgt sich der folgende Gedanke: wenn
es moglich ist w in einen glatten Anteil ©* und einen Teil ¥, welcher die Sprungsingularitét
des Gradienten entlang von I' enthélt in der Form

u=u"+"v (5.1)

zu zerlegen, so kénnen wir u* [40; 44](vgl. auch Satz 6.1.6) mit Elementen aus w*B} (£2)
optimal approximieren. Das solch eine Zerlegung plausibel ist, machen wir uns hier nur
an dem folgenden eindimensionalen Beispiel klar, und zeigen die allgemeine Aussage in
6.1.1. Auf Bild 5.1 erkennt man bei der univariaten Funktion u an der Stelle x = I einen
Knick, die erste Ableitung existiert somit nicht. Die gestrichelt gezeichnete Funktion u*
ist glatt, bilden wir die Differenz, u — u* (siehe Bild 5.2), so bleibt ein Anteil ¥ {ibrig, der
durch eine glatte Funktion v und einem Gewicht ys mit in x = I" springender Ableitung
dargestellt werden kann.

O QF Ss

r r :I- )
Abbildung 5.1.: Zerlegung der Losung, eindimensionales Beispiel

f Ss r + 0
Abbildung 5.2.: Springender Anteil ¥ = v — u* = x4v

99
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Die Approximation des singuldren Teils ¥ sollen zusétzliche singuldre Funktionen iiber-
nehmen, die wir in 5.1.2 explizit konstruieren und mit denen wir die weB-Basis erweitern.
Zur Konstruktion nutzen wir entlang des Interfaces univariate periodische B-Splines, die
wir auf einem J-Streifen Ss um das Interface geeignet fortsetzen, und mit einer weiteren
Funktion gewichten, deren Gradient in Normalenrichtung eine Sprungsingularitit langs I’
besitzt. Ein fiir diesen Zweck geeignetes Gewicht ys konstruieren wir explizit in 5.1.4. In
Satz 5.2.1 zeigen wir, dass diese neuen gewonnenen Funktionen aufgrund ihrer multiplika-
tiven Struktur auf S5 dhnliche Eigenschaften wie B-Splines besitzen. Wir erzeugen in 5.2.1
einen neuen Splineraum und bilden mit den weB-Splines w*B}(§2) die direkte Summe. Der
dadurch enstehende lineare Raum beinhaltet dann auf € stetige und auf Q*F eingeschrinkt
glatte Funktionen mit entlang von I' in Normalenrichtung springenden Gradienten.

5.1. Konstruktion von Zusatzsplines mit singuldren Gradienten

Ein wichtiger Baustein zur Konstruktion der Zusatzfunktionen bzw. der dafiir benttigten
Gewichte xs in 5.1.4 sind Distanzfunktionen. Deren grundlegende Differenzierbarkeitsei-
genschaften auf glatten Gebieten wollen wir in einem kleinen Abschnitt vorab zusammen-
fassen.

5.1.1. Glattheitseigenschaften der Distanzfunktion

Es sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet und M C Q eine (d — 1)-codimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R?. Dann bezeichnen wir dist(-, M) : @ — R, mit

dist ;= inf - 5.2
it M) = o =yl 5:2)

als Distanzfunktion beziiglich M. Insbesondere erhalten wir mit M = 9Q die gewohnliche
Distanzfunktion beziiglich des Randes aus 2.3.

Definition 5.1.1 (Nearest Point-Eigenschaft)
Es sei S die Umgebung einer R%-Untermannigfaltigkeit M und eine Abbildung

Pm: S —M (5.3)
gegeben. Existiert zu jedem x € S genau ein Pypx € M, so dass
dist(z, M) = dist(z, P, M), VxS,

so besitzt S die Nearest-Point (NP)-FEigenschaft und man bezeichnet die Abbildung P
als Randprojektor.

Satz 5.1.1 (Regularitét der Distanzfunktion in Randnihe [28])
Es sei Q C RY mit 090 € C™, m > 2. Dann ezistiert ein § > 0, so dass

S5(09) :={z € Q: |z —yla<dyec o} (5.4)

die NP-FEigenschaft besitzt und dist(-, 0Q) € C™(S5(99)).
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Als Folgerung erhalten wir: ist M C Q, M € C™,m > 0 eine in 2 eingeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit (= Interface) bzw. existiert ein Q= € Q mit 9Q~ = M und setzen wir
QF =Q\ (MUQ7), dann existieren §* > 0, so dass dist(-, M) auf den Streifen

SE(M) = {z € QF: |z —ylla < 5F,y e M} (5.5)

genauso glatt wie M selbst ist und Sgci (M) die NP-Eigenschaft besitzt. Fiir die Ein-
schrinkung der Distanzfunktion auf die Streifen setzen wir

dist®(-, M) :== diSt('7M)|S§Ei(M)
und konnen damit z.B. dist(-, M) abschnittsweise schreiben:

dist™ (z, M) fir e S (T)
dist(z, M) = { dist™ (z, M) fiir x € S;_(T), (5.6)
0 fir zel.

Mit Hilfe einer reguldren Parametrisierung konnen wir die Distanzfunktion zumindest
auf den Streifen analytisch angeben. Wir beschrinken uns auf den zweidimensionalen
Fall und nehmen an, dass M durch eine m-regulire Kurve v : [0,1] — 0Q,~(t) =
(71(£),72(t)),m > 0 parametrisiert wurde. Der von 2~ nach QT zeigende Normalenein-
heitsvektor v existiert dann in jedem Punkt auf M und wird durch —v(¢) mit v(t) =
—(v5(t), 71 (t)) dargestellt. Auf den Streifen Sgi (M) konnen wir damit dist(-, M) dann
ebenfalls explizit darstellen. Das ist das Ergebnis des néchsten Satzes, welches direkt aus
Satz 8.3 in [44] folgt.

Satz 5.1.2 (Explizite Darstellung der Distanzfunktion fiir d = 2)
Es seix € Sgti (M). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes T = 7(x) € [0, 1], fiir das die
Orthogonalititsrelationen

(@ = (7)) - (71(7),72(7)) = 0 (5.7)
gelten. Es ist dann
dist(z, M) = ||z — v(7)]] (5.8)
und fir den Gradienten gilt:
V dist(z, M) = Fv (7). (5.9)

5.1.2. Konstruktion des Tragers Ss

Wir betrachten wie im vorherigen Abschnitt beschrinkte C™-Gebiete ,Q~ C RZ,m > 0
mit 27 € Q und T := 9N~ und setzen QT = Q\ (2~ UT). Uns interessiert vornehmlich
der im Gebiet QT gelegene Streifen, weshalb wir einfach Sy := S;L (T") setzen. Es darf dann
dist™(-,T') € C™(S;) angenommen werden und die NP-Eigenschaft von S; garantiert die
Existenz eines O™ ! —Projektors

Pr: S(s — F,

so dass zu jedem z € S5 genau ein Prz € I' mit dist™ (z, ') = dist(x, Pra) existiert.
Des Weiteren konnen wir voraussetzen, dass I' durch eine geschlossene, positiv orientierte
und selbstdurchdringungsfreie C"*-Kurve

v:[0,L) CR—T, t— (7(t),72(t)) (5.10)
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dargestellt werden kann, so dass N := L/h € N ist. Andernfalls finden wir ein € > 0, so

dass (L + €)/h € N und wir kénnen mit Hilfe von «(t) := (ﬁ) -t das Interface durch

vyoa:[0,L+¢e) —T
parametrisieren. Mit der von I' in Q% zeigenden Normalen
—u(t) = (%(t), = (1)) € [C™ (0, L)]?
definieren wir auf dem Rechteck S; := [0,68) x [0, L) die Transformation

®:S; — Sj, (5.11)

(x1,22) = ®(s,1) :==(t) + s - v(t). (5.12)

Die Umkehrung von ® ldsst sich offenbar mit dem Projektor Pr und der Beobachtung,
dass 7 auf [0, L) umkehrbar und

s =dist"(z,T'), z € Ss (5.13)

ist, direkt durch
d1:8; — Ss (5.14)
mit
(5,8) = & L() = (dist(z, 1), 7~ (Pra))

angeben. Die Abbildung & ist somit ein C™~1.Diffeomorphismus, welcher das Rechteck
S5 diffeomorph auf den Streifen S5 abbildet.

[ R

Abbildung 5.3.: Transformation des Streifens Sj.

Dies versetzt uns nun in die Lage, auf der einfachen Geometrie eines Rechtecks Funktionen
zu definieren, welche wir via ® auf Ss glatt transformieren kénnen.
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5.1.3. Periodische Splines entlang des Interfaces

Auf dem Intervall I := [0, L) bilden wir mit Hilfe der uniformen Knotenfolge 7" := (t)) =
hk,k =0,...., N +n,n € N und den B-Splines b?h, k ~ I' den univariaten L-periodischen
Splineraum

%,h(f) = Zﬁki)z’h : /Bj - 6j+N7j - 07 7N ’ /Bk S R7k ~ f (515)
k~T
vom Grad n.
b;% o bp 1 bl21,72 bh.—1
TN s A\
< ;
............... froe

0 L
Abbildung 5.4.: Perodische B-Splines vom Grad 2 auf I = [0, L]

Wir setzen die B-Splines durch

b (s, t) == b u(t), k~T,s€l0,0) (5.16)

auf Ss fort und erhalten mit

" @) __{ b, (@7 N (x)) fiir @€ S5 LT (5.17)

- 0 fir z€Q\S;

auf  durch 0 fortgesetzte definierte Basisfunktionen fiir den Raum der L-periodischen
Splines entlang von I', welchen wir im Folgenden mit By 1(Ss) bezeichnen wollen.

5.1.4. Gewichtsfunktion mit Sprungsingularitit des Gradienten in
Normalenrichtung

Um den Sprung des Gradienten in Normalenrichtung auf I bzw. T' zu modellieren, konstru-
ieren wir als nichstes eine geeignete Gewichtsfunktion fiir den periodischen Splineraum.
Dazu fixieren wir ein §* € R mit 0 < §* < § und definieren

s fir (s,t) €0,0%) x f
Xs(s,t) = X§'(s,t) :== ¢ sC™(s) fir (s,t) €[6%,0) xT , (5.18)
0 sonst

wobei ("™ € C™(R) eine Blendefunktion mit ("™ (s) < 1 und der Eigenschaft, dass xs €
C"™(]0,00)) ist, also an den Stellen s = 6*, 4 genauso glatt wie ¢ in s bzw. 0 iibergeht. Fiir
die theoretischen Uberlegungen ist die Angabe von ¢ nicht notwendig, wir geben deshalb
erst im experimentellen Teil der Arbeit (vgl. 7.11,7.12), indem Auswertungen von y; eine
Rolle, spielen die explizite Gleichung einer Blendefunktion an.
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S
N

0 o* § s
Abbildung 5.5.: Blendefunktion ¢ fiir m = 1,5, 20

Mit Hilfe von ® und ys erhalten wir auf Q2 durch

| xs(@N(a)) fiir x € Ss
Xo(@) = { 0 fir  z€Q\S; (5-19)
schlieBlich eine Gewichtsfunktion x; : @ — R fiir B}  (S5).
0 o* 8 s
Abbildung 5.6.: Gewichtsfunktionen y; fiir m = 1,5, 20
Der folgende Satz listet ein paar grundlegende Eigenschaften von ys auf:
Satz 5.1.3 (Eigenschaften der Gewichtsfunktion ;)
(a) xs =0 auf Q\S;s. (5.20)
(b) Xss. =dist™(,T), fir 0<e<d" (5.21)
(c) xs € HYy(Q)NC™(OQT)NC®(Q™), aber x5 ¢ H*(Q). (5.22)

Beweis: Die Eigenschaften (a) und (b) folgen aus der Konstruktion von xs. Da xs5 an
den Anschlussstellen 9S. \ T',e = 4,0* nach Konstruktion C"™-glatt iiberfiihrt wird, und
wegen xs;p = 0 offenbar [xs[r = 0 ist, folgt mit (a) die Glattheit auf den Teilgebieten
und x5 € H}(Q). Da auflerdem s = dist*(z,T') und nach 5.8 Vdist™ (z,T') = —v/(7)) mit
einem eindeutig bestimmten 7 = 7(z) € T ist, folgt fiir ein beliebig, aber fest gewihltes
tel0,L):

[Voxs](t) = lim V,gxs(x) — lim V,4xs(x)
x—y(t) T (t) e —_—

zeQT z€Q™ =0 x5/ =0

= lim (O05(s(2)0s, (). O (5(2)Drs(a) - (1)

x—(t
zeQT

= lim —(v(t(2)),v(t) = |v(®)]*
=

Somit ist [V, xs]r # 0, weswegen s unmdoglich in H2(£2) sein kann. Damit ist (c) gezeigt.
O
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5.2. Der Raum der Interfacesplines

Mit den auf € definierten periodischen B-Splines 5.17 und der Gewichtsfunktion 5.19
bilden wir durch

() = xs(2)byl (2), k~T (5.23)

bivariate Funktionen \Ilkrh : 2 — R. Aufgrund ihrer tensordhnlichen Struktur besitzen
diese abgesehen von des durch die Gewichtung mit ys erzeugten Sprungs des Gradienten
in Normalenrichtung d&hnliche strukturelle Eigenschaften wie univariate B-Splines, weshalb
wir die \Ilzrh im folgenden als Zusatzsplines bezeichnen werden.

Satz 5.2.1 (Eigenschaften singulérer Zusatzsplines)
Die Funktionen @,  k ~ T besitzen die folgenden Eigenschaften:

(a) Lokaler Support:
supp WY, = ©([0,0) x [kh, (k + nr)h]) C Ss. (5.24)

(b) Positivitit:
W > 0. (5.25)
(¢) Lineare Unabhdngigkeit:
> BYL, =0= B, =0, k~T. (5.26)
k~T

(d) Quasi-Partition der Eins:

DU, =xs  auf Ss. (5.27)
k~I"
(e) Sprungeigenschaften.:
[Wnlr = 0 (5.28)
VU = ]2, ). (5.29)

(f) Regularitit: Es sei £ = min{npr — 1, m}. Dann ist

mn €HI(Q)NCHQT) NC™ Q). (5.30)
Beweis: Wir setzen im Folgenden = = (z1,x2) und bezeichnen mit v = (v1,12) die
Komponenten der von I' = 92~ nach auflen gerichteten Normale.
(a)
supp Wyl (21, w2) = {(21,22) = (5,1) : Xo(® ' (x)) - B (@ (2)) # 0}
= {(z1,22) = D(s,t) : Xs(s) - byL (1) # 0}

(«sw Ts(s) - By () # 0}
)

o
® ([0,6) x [kh, (k + nr)h]
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(b) Folgt aus (a) und der Definition von Xs, by,

(c) Esist

S B () = %s( (@) D B (@ (@) = X(s) S By (1),

Die Menge {I;Z pk~r ist linear unabhéngig, damit folgt die Behauptung.

(d)
3w (2) = Xsls) S B (1) = vs(a)

k~T k~T
N———’
=1

(e) Esseit € [0, L) beliebig gewéhlt. Dann ist

lim U7 () = lim ¥(s(2))b™ (t(x)) = 0.
s lt) k,h< ) zﬁ’y(t)X( () k,h( ()
xeQt zeQt —0 —t

Weil Wt o = 0 folgt 5.28 U7 = 0.

Wir zeigen jetzt die zweite Sprungeigenschaft 5.29. Offenbar ist V, U}, (x, y)m_ =0.
Mit elementarer Analysis und weil ®~1(z) = (s(z),t(x)), folgt fiir x € Ss:

O, Ul () = BZ%(t(m))@xls(x) + X5 (8(2)) 0, (H(2)) Ot (), i = 1,2.
Da nach 5.9 0,,s(x) = —v;(ty), 1 = 1,2 ist, erhalten wir daraus

O W () = — % (4(2) i (1)) + o (s(@)) OB, () it (@), i = 1,2.

Sei nun ¢t wieder wie oben gewéhlt, dann ist

V,UE 1) = lim V,nVPih(z)— lim V, UL = lim (VU (), v(t))e
[ k,h (t) 2o (t) (t) k,h( ) oy () t) * k,h w_w(t)( k,h( ), v(t))
zeQt TEN™ -0 QT
: 7nr o d nr
= lim | =05 (¢(2)) ri(t(2)) + Xs(s(z)) — bk, (6(2)) O, t(z) | 11(2)
z—=(1) ’ — ———dt
zeQt —v1(t) —0

Lt (4 Ost(z) | v(t)

= i LB (1) pa(()) + s(5(0))

z—(t)
zeQt —vi(t) —0

= @05, ().

Das war die Behauptung.

(f) Da ¥} | Q\ S5 =0, x5 € C™(Q) und byL € C"r—1(Q), ist UL auf Q~ glatt und
wegen 5.1.3 (c) auf Qt in C™ir{"rm} Global ist Wyl wegen 5.28 zwar in H(Q),
aber wegen 5.29 im Allgemeinen nicht mehr in H?((2) enthalten. O
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Die Menge {WU}", }i~r ist nach 5.26 linear unabhéngig. Wir bilden die lineare Hiille und
bezeichnen den linearen Raum

XB)" (Ss) == span{¥}"} }i~r (5.31)
als den Raum der singuléren Zusatzsplines vom Grad nr.

Satz 5.2.2 (Lineare Unabhingigkeit der Interfacesplinebasis)
Die Menge {B}}, }x~a U {‘I’Z,Fk}kNF ist linear unabhdngig.

Beweis: Die weB-Splines {B}, }x~q und die Zusatzsplines {\IJZ,Fk}kNp sind nach Kon-
struktion linear unabhéngig, vgl. Definition der weB-Splines in 2.28 sowie 5.26 aus Satz
5.2.1. Nehmen wir nun an, {BZL’h}kNQ U {‘IJZFk}kNp wire linear abhéngig, dann miisste sich
z.B. ein beliebiges ¥ € {\I/ZFh}kNF durch eine Linearkombination von weB-Splines darstel-
len lassen. Dies ist fiir den Splinegrad n > 1 nicht moglich, da nach Satz 5.29 [V, ¥]r # 0,
die partiellen Ableitungen der relevanten weB-Splines B,’; ok ~ suppV¥ entlang von I' in
Normalenrichtung fiir n > 1 aber mindestens stetig sind. Da wir voraussetzen, dass I’
keine achsenparallele Anteile enthélt, kann fiir n = 1 die Menge

T={tel:T'NQy=~(t),l~Q}

nur endlich viele Elemente enthalten. Es kann also [V, By, [(t) # 0, k ~ Q¢ nur fiir t € T
sein und da T eine Nullmenge ist, geniigt dies noch nicht einmal zur Darstellung des
Sprungs von [V, ¥]r im L2-Sinn. O

Mit diesem Ergebniss konnen wir mit xB," (S5) und w®B}(Q2) die direkte Summe bilden,
und gelangen so zu einem mit singuldren Funktionen angereicherten weB-Raum:

Definition 5.2.1 (Interfacesplines)
Man nennt

IB%ZT;I;,I(Q) = wBj () & xB;" (S5) (5.32)
den Raum der Interfacesplines vom Grad (n,nr) und seine Elemente Interfacesplines.

Zum Schluss fassen wir noch ein paar strukturelle Eigenschaften zusammen, die sich einfach
aus den Eigenschaften der Basiselemente ergeben.

Satz 5.2.3 (Glattheits- und Sprungeigenschaften von Interfacesplines)
Es sei u" € ngh(ﬂ),m > nr > 2 und £ = min{n — 1,nr — 1}. Dann ist
ul e HY(Q) n vt ncta). (5.33)

Insbesondere gelten auf I' die Sprungeigenschaften

[u"]r =0 (5.34)
[Vou"]r =g € HY2(T), g#0. (5.35)
Hierbei gilt fiirn > 1
g =1v®I > Brbi (1) (5.36)
k~T

punktweise und fiir n = 1 noch im L*-Sinn.
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Beweis: Es ist u" = uf + u} mit

h n h n
uy = E pkBrp und  uy = g BVl
k~$ k~T

Da uf € w’B(Q2) C C"1(Q) und u} € xB"(S5) C HE(Q)NCr—HQT)nCr—1(Q7) folgt
5.33 und 5.34. Es ist offenbar

Vo =Vl + Voui und  [ulf + 3] = [ul]r + [ub]r.

Fiir n > 1 ist V,uf € C%(Q), also [V, uf]r = 0 und

[[VV'UJ}QL]]F = [[Vl, Z 6kX6bZ,Fh]]F
k~T
= Z IBk [[VV\PZSL]]F
k~T
= IWIP®) D Bebis, ().
5.28 k~T

Da byl € C"r1(S;) < H"+1(S5), folgt mit dem Spursatz 1.2.7, dass g € Hrr=1/2(T)
und wegen nr > 2 mindestens stetig sein muss. Fiir n = 1 kann analog wie im Beweis zur
linearen Unabhéngikeit [[V,,u}f]]po # 0 nur fiir ein I'y) C T' mit meass(I'g) = 0 sein, somit
ist dann [V,u?]r = 0 f.ii. und 5.36 gilt dann noch im L2-Sinn. O



6. Satz vom Jackson-Typ fiir Funktionen
mit singuldren Gradienten

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass sich u € H}(Q) N H™(Q) N H™(Q) mit [V,u]r # 0
mit dem in 5.2.1 von uns konstruierten Raum IB%}U’?X(; (Q) fiir m > 5 optimal approximie-
ren lisst. Dies wird der Inhalt eines Satzes vom Jackson-Typ, den wir in 6.2 beweisen
werden. Damit der Beweis des Satzes lesbar bleibt, haben wir in 6.1 neben den von uns
bendtigten Techniken und Resultaten aus der Approximationstheorie fiir we B-Splines auch
Zwischenresultate des Haupttheorems 6.2 ausgelagert und in den Sétzen 6.1.1, 6.1.7 und
6.1.8 separat bewiesen.

6.1. Vorbereitende Satze

Motiviert durch die Annahme, dass sich u in
u=u"+v

mit u* glatt, [V, ¥]r # 0 zerlegen lidsst, haben wir in Kapitel 5 einen Raum aus einer
Basis von gewichteten Splines mit singuléren Gradienten konstruiert. Das solch eine Zer-
legung tatséchlich existiert, zeigen wir nun mit Hilfe der im vorigen Abschnitt definierten
Gewichtsfunktion yg 5.19 in 6.1.1.

6.1.1. Zerlegung der L6sung

Wir zeigen mit Hilfe des folgenden Lemmas 6.1.1 die Zerlegbarkeit von v in einen glatten
und einen springenden Anteil. Zur Illustration des Beweises konnen die Bilder 5.1,5.2 mit
dem univariaten Beispiel dienlich sein.

Lemma 6.1.1 (Regularitit von Quotientenfunktionen [39; 44])
Es sei uw € HY(Q) N H™(Q), w eine Standardgewichtsfunktion und v = wv. Dann ist
ve H" Q) und

|ul| grm (02)- (6.1)
Fiir jedes Teilgebiet Q' C Q mit dist(02,0Q) = § > 0 gilt

vl zrm-1(0) < Cuwn

ol gm0y < Cuwnd ™ {llwll grm ey + lull gm-1(0r)} 5 (6.2)

d.h. v e H™(Y).

Selbst bei glatten w verliert der Quotient u/w somit in Randnéhe eine Differenzierbar-
keitsordnung.

69
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Satz 6.1.1 (Zerlegungssatz)
Es existieren Funktionen u* € H} () N H™(Q),v € H™1(Q), ¥ € H}(Q), so dass sich u
durch

u=u*"+U (6.3)

mit U = s - v darstellen ldsst.

Beweis: Wir betrachten

_J um auf Q7
YO\Ss(T) = 4+ auf OF\ S5

Mit Calderon-Stein 1.2.6 setzen wir u|g\g, zu einer H™ () Funktion fort:

u* = Euo ;- (6.4)
Somit ist
u” auf Q7
u* = ¢ Eujg\syry auf Ss . (6.5)

ut auf Q1 \ Ss
Auf S5 machen wir mit x5 den Ansatz
sy = (u" + Xé”)|55 :

Da (u — u*)|g, € H™(Ss) und nach 5.21 Xs|5, = distg+ p folgt mit Lemma 6.1.1

Vg5 = <u_u > € H™(Ss)
X6 S5

und wiederum mit Calderon-Stein
v = Ev‘gé(p) € Hmfl(Q).

Da auflerdem nach Satz 5.20 Xojons; = 0 folgt schliefllich ¥ := ys - v € H}(Q) und damit
die Behauptung. O

Aus dem Zerlegungssatz wird ersichtlich: ist u in H}(Q) N H™(QT) N H™(Q7), dann ist
v € H™ (). Schréinkt man v mit Hilfe eines Spuroperators, vgl. 1.2.7, 4 (v) = vp auf
das Interface ein, so ist v € Hm_3/2(F). Wir wollen spéter 8k'l)|]_“, k = 0,1 mit klassischen
Quasiinterpolatoren auf dem Interface approximieren. Damit diese Ableitungen im starken
Sinn existieren, muss also m —3/2 —2 > 0, d.h. m > 5 sein. Dies ist z.B. fiir rechte Seiten
feL?2(Q)nH™QY)NH™(Q7),m > 3 bei dem Modellproblem 4.1 der Fall.

Fiir die spéteren Approxmationsabschétzungen ist noch das folgende Resultat von Bedeu-
tung, dessen Beweis man mit der Leibniz’schen Regel schnell verifiziert.

Lemma 6.1.2 (Abschitzung fiir gewichtete Funktion)
Es sei Q' ein Teilgebiet von Q und u € H™(SY). Ist w eine m—requlire Gewichtsfunktion,
so gilt

lwall rm(ery = maxw - [[ull ey + [ull gm-1 (). (6.6)
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6.1.2. Klassische Quasi-Interpolationsabschatzungen in der Maximumsnorm

Wir betrachten klassische eindimensionale Quasi-Interpolatoren auf stetigen Funktionen.
Es sei dazu I = [a,b] C R,a # b, und der Splineraum B} (I) gegeben. Einen linearen
Operator Q € L(CY(I), B} (I) mit

Qu:= Y (Quu) b}, (6.7)

k~Q

nennt man einen Quasi-Interpolator der Ordnung k + 1, falls
o Q€ L(C(suppdp), R) mit [Qe| < || Qlll|ull oo (suppy) £~ 1
e Op=p, VpePI).

Die Operatoren sollen also lokal beschrinkt sein und Polynome mit Totalgrad k& repro-
duzieren. Wir benutzen solche Quasi-Interpolatoren spéiter, um auf eindimensionalen Un-
termannigfaltigkeiten (konkret auf dem Interface I') des R? Fehlerabschitzungen zu be-
kommen. Der néchste Satz gibt an, wie gut wir eine hinreichend glatte Funktion in der
Maximumsnorm mit uniformen Splines aus B} (/) iiber einer dquidistanten Knotenfolge
7 = Z,¢ ~ I, und {¢{ ~ I} N{a,b} = {a,b} mit einen Quasi-Interpolationsoperator
approximieren kénnen.

Satz 6.1.2 (L°°-Fehlerordnung der Quasi-Interpolation)
Es sei @ : CO(I) — BY(I) ein Quasi-Interpolant der Ordnung k+1 und I' :=J,_; supp(b},,).
Ist u € C*(I), so gilt

[l — (Qu)(j)HLOO(I) < Cn,kIIQIIHu(k“)lhoo(p)hkﬂ_ja Vi <k, (6.8)

Beweis: Folgt z.B. als Spezialfall aus [48]. O

Einen Standardoperator kénnen wir mit den wohlbekannten de Boor-Fix Funktionalen
explizit angeben. Sdmtliche der folgenden Aussagen sind wohlbekannt und findet man
z.B. in [48]. Fiir hinreichend glattes v € C™(I) sind die de Boor-Fix Funktionale zu der
uniformen Knotenfolge (7%),k ~ I durch

AU = o Z RN () u(E), ko~ T (6.9)

definiert, hierbei ist ®}(t) = Il (mi41 — t) 1~1nd &k € suppby . Die S‘Z,h bilden eine
duale Basis zur Spline-Basis von B} (1), d.-h. A2, b}, = 6re k, £ ~ I und konnen fiir

Splines u" € By (7) mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes durch duale Funktionen
AR L?(I},) — R mit Ij, = (73, 7h41) reprisentiert werden:

Y h:(v h) . 1
khU kh U L2 (supp b ) (6.10)

Der mit den dualen Funktionen gebildete Operator =5 € L(C°(I),B}(I))

Shu=) ( " Uh)L2( b, (6.11)

ool supp bz,h)
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ist ein Quasi-Interpolations-Operator der Ordnung n + 1. Es existiert eine nur von n
abhéngige Konstante C,, > 0, so dass

/ |Nepldt < Cp,
supp bz,h

vgl. [48]. Daraus folgt die lokale Beschrénktheit.

Wir betrachten ein einfaches Beispiel fiir einen Quasi-Interpolationsoperator der Ordnung
2, der C%-Funktionen auf quadratische Splines projeziert und mit optimaler Ordnung in
der Maximumsnorm approximiert. Dazu legen wir eine spezielle Knotenfolge durch

T = (Tht1 + oo + Thpn)/ny, bk~ 1 (6.12)
fest und definieren damit den Schoenberg-Operator Qg : C(I) — By, (1) durch
Qsu =Y u(rf)by. (6.13)
k~1
Das resultierende Approximations-Verfahren nennt man auch Schoenberg-Schema.

Satz 6.1.3 (L°>°-Fehlerordung des Schoenberg-Schemas)
Der Schoenberg-Operator Qg 6.13 ist ein Quasi-Interpolator der Ordnung 2. Ist u € C?(I)

und I' := Jy,;supp(by. ), so gilt
9 = (Qsu) P ooy 2 ||| ok, 5 =0,1. (6.14)

Beweis: Den erste Teil der Behauptung findet man z.B. in [48], der Zweite folgt aus dem
vorigen Satz 6.1.2 O

Bemerkung 6.1.1 (Projektion auf periodischen Splineraum)
Die Approzimationssitze 6.1.2, 6.1.3 bleiben auch richtig, wenn man anstatt By (1) den
meas([)-periodischen Splineraum Bper n(I) dber R betrachtet und auf I geeignet einschrdnkt.

6.1.3. Quasi-Interpolation fiir weB-Splines

Wir benétigen noch einen Operator der L?-Funktionen auf Gebieten Q € R? in den weB-
Splineraum w®Bj () projizieren kann. Dieser soll mit einer Funktion w (vgl. Definition
2.3.1) gewichtete Polynome aus P,(2) reproduzieren und lokal beschrénkt sein, was uns
zur folgenden Definition fiihrt.

Definition 6.1.1 (weB-Projektor)
Man nennt eine lineare Abbildung Qp, € L(L*(2), w*By(2)) mit

Quui=> Qui(w)By,, Qur € LIL*(Q),R), k~Q
k~Q)

einen weB-Projektor der Ordnung n + 1, falls

On(wp) = wp, Vp e Pr(2)
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und
| Qnull v Qo) < h "My, Kk~ Q

wobei M (Q, w,v,n,u, Q) < 0o.

Mit Hilfe von dualen Funktionalen kénnen wir solch einen Projektor explizit konstruieren,
vergleiche Satz 5.2 [44]:

Satz 6.1.4 (Duale weB-Spline-Basis)
Ist w eine Gewichtsfunktion der Ordnung vy, so existert zur weB-Basis von weB} () eine
duale Basis {A},}jq mit folgenden Eigenschaften:

e Lokaler Support:

supp Ay, C Qr  wobei Qf C QNsupp BY, k ~ 0 (6.15)

o Gleichmdf$ige Beschrinktheit:

1Al 22y < Couwnh™ 2, j~Q (6.16)

e Biorthogonalidt:
( ioh ;‘fh)m(g) =05, 4,J~ (6.17)

Der durch Q7 : L*(2) — w®B7($) mit

Zu = Z (AZ,h’ u)LQ(Q) Bl?,h (618)
k~Q

definierte lineare Operator ist ein weB-Projektor. Dies zeigt der folgende Satz aus [44]

Satz 6.1.5 (Projektorabschitzung)
Es gilt Qf (wp) = wp,Vp € Pp(Q). Ist w eine L-regulire Gewichtsfunktion der Ordnung -y,
so gilt auflerdem auf jeder Gitterzelle QQ ~ )

H QZ’LL”HV(QQQ) < Ch_"HuHLz(Q/), v < min{ﬁ, n}, (619)
wobei Q' = Ukez(g) supp By, C Q.

Glatte Funktionen lassen sich optimal mit weB-Splines approximieren. Dies ist das Er-
gebnis des folgenden zentralen Satzes in der Approximationstheorie fiir weB-Splines, vgl.
[39],[45] und [44]:

Satz 6.1.6 (Jackson Ungleichung)
Es sei uw € HY(Q) N H™(Q), w eine Standardgewichtsfunktion und der weB-Projektor
on e L(L*(2),w*BR(Q)) gegeben. Dann ist

|lu — Q?LUHHZ(Q) < CQ7w7nhm_£Hu”Hm(Q), {<m<n+1. (6.20)
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6.1.4. Fehlerabschitzungen auf Gitterzellen Q ~ Q. QNI =

Als wichtiges Hilfsmittel dient uns die folgende praktische Variante des Bramble-Hilbert-
Lemmas:

Lemma 6.1.3 (Bramble-Hilbert)
Es sei Q ein sternformiges Lipschitzgebiet (vgl. Def. in [14]) mit diam () < oo, und eine
orthogonale Projektion II"™ € L(L*(Q), P™(Q)) gegeben. Fiir u € H*(Q) und 0 < v < p <
n+ 1 ist dann

lu —II"u| o () < Crn diam(Q)* |u| e (0).- (6.21)

Beweis: Siehe z.B. fiir die Originalfassung von Bramble und Hilbert [13] oder eine erst
2012 von Reif gemachte Verallgemeinerung auf eine grofiere Klasse von Gebieten [73] . O
Aus dem Lemma folgt fiir einen d-dimensionalen Wiirfel W mit diam(W) < h sofort

|u — " ul g wy 2 Y ull gy, 0<v<p<n+l (6.22)
Damit sind wir in der Lage den Fehler der weB-Splines lokal abzuschétzen.
Wir bringen als Néchstes eine fiir uns besser passende Version von 6.1.6 aus [39; 44] deren

Beweis nur ein wenig angepasst werden muss. Dazu sei im Folgenden () aus der Menge der
fiir Q relevanten Gitterzellen. Wir notieren uns noch mit Q" := U,¢ () supp(Byj;) C €,

sowie mit @ einen minimalsten d-dimensionalen Wiirfel der Q' enthélt.

Satz 6.1.7 (Jacksonabschitzung auf Gitterzellen Q NI" = ()

Es sei Q CRIN\Q, u e HY(Q)NH™QT)NH™(Q™), w eine Standardgewichtsfunktion

und der weB-Projektor Q7 € L(L*(), w*B}(Q)) gegeben. Dann ist fir £ <m <n+1
lu = Qpull gega+y = Wt (H“HHm(Qmm) + nglﬂJr/wHHmfl(Q)) ’ (6.23)

wobei Eu/w die Calderon-Stein Fortsetzung (1.2.6) von ujg+ /w auf RY ist. Ist Q= =0, so
folgt der Jackson-Satz fiir weB-Splines 6.1.6.

Beweis: Wir setzen u™ = ujg+,u™ = wv™, wobei nach 6.1.1 v € H™1(Q") und notieren
Evt =9t € H™Y(RY) fiir die Calderon-Stein Fortsetzung 1.2.6 auf R?. Diese existiert,
da wir 9QF = 9QUT als hinreichend glatt voraussetzen. Auf Q NQ* splitten wir mit Hilfe
des Operators TI" € £(L*(Q), P™(Q)) den Fehler ut — QPu't wie folgt auf:

ut — Qput = wit — wilio" 4 Q (wll"ot — wo™) (6.24)

und erhalten dadurch

lu = Qrullgegrary < w@® =T"07)|| gegna+y + 195 (WITTT — wo™) || geonat
+

= Nw(@ =11 gegrar) + b Nlw (57 = T"5Y) (|2
6.19

< masw {57 T | ognan + 10T "0 120 |
6.1.2
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Wir setzen § = dist(Q, 9Q) und unterscheiden zwei Fiille um I abzuschiitzen.

(i) & < h. Daraus folgt QAN # (). Da diam(Q’) < h ist auerdem wegen w = dist(-, 9Q)
auch maxg w < h. Wenden wir nun die Folgerung aus dem Bramble-Hilbert-Lemma
6.22 mit v =¢—-1&0&1 und p = m — 1 auf die Summanden von I an, so folgt

IR 5 ) g ) (6.25)

(ii) & > h. Dann ist Q c QF und maxg w = 6 +h < 20 < 4. Wir kénnen nun genauso
wie in (1) 6.22 anwenden, diesmal aber wegen der um eins erhchten Regularitéit von
% auf Q mit p = m und erhalten

L= 005 | gy + R T g,
hm—é-ﬁ-l

< ST g ) + <5> ST gy = O™ 10 g

m—{ + - Tha ~
2 (1 ey + 15 @)
6.1.1

Aus (i) und (ii) folgt der erste Teil der Behauptung. Ist 2~ = (), so ist QT = Q und
ut =wu € HH(Q) N H™(Q). Wir erhalten dann aus (i),(ii)

I~ Qtelliregrey = 0™ (Illgray + 0¥ i)

Wir summieren iiber alle Q ~ Q% und schiitzen weiter ab:

Z [w— QZH?—[@(QHQ-F)

[l — ZH?—N(Q)

Qeqt
2(m—0) o||2 3 e
ETR S D (AN My
Young,A.1 @~Q
= B0 (18 ey + o)
2(m—¢) 2 :
< R0 (ol + o)
Stein 1.2.6
2(m—{) 2
\j/ h ||u||H7n(Q+)
6.1.1

Hierbei haben wir beachtet, dass sich die Wiirfel Q nur endlich oft iberlappen und es sich
demnach um endliche Summen handelt. Damit ist alles gezeigt. O
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6.1.5. Auswirkung der eindimensionalen Quasi-Interpolation in Interfacendhe

Der Grundgedanke bei der Konstruktion des Raums BZ’;{E ,(Q) war, dass die weB-Splines
den glatten Anteil von u und die periodischen Splines auf dem Interface den ,, Sprung* ap-
proximieren sollen. Der folgende Hilfssatz 6.1.8 ist ein wichtiger Baustein fiir das Hauptre-
sultat in 6.2.1. Er gibt grob gesprochen Aufschluss dariiber, wie sich der Fehler des sprin-
genden Anteils der Losung durch die eindimensionale Approximation auf dem Interface mit
einem Quasi-Interpolator auf einer kleinen Umgebung des Interface verhélt. Dazu sei im
Folgenden & : S5 —» Sj ein glatter Diffeomorphismus, der das Rechteck S5 = [0, L) x0,9)
auf den Streifen Ss und I = [0, L) auf das Interface I' abbildet. Danaben betrachten wir

mit einem 0* > J einen noch etwas grofleren Streifen,
Ssr = {z € Q:dist(z,T) < 6"} € Q (6.26)

mit OF N S5« # ) und nehmen an, dass die Forsetzung ®~! auf S5« glatt ist und Ss €
®~1(Ss+), S5 € S« gilt. Der Streifen Ss+ ist also eine offene Umgebung des Interface und
beinhaltet den nur in Q7 gelegenen Streifen Ss. Fiir ein C*-Interface mit & > 2 und
hinreichend klein gewéhlten Parametern 6, 6* ist solch eine Konstruktion immer méglich.
Man parametrisiert dann einfach das zusammengezogene Interface

I :={x e Q :dist(z,I') =6} C Q"

mit einer Kurve v* € C* und mit der Normalen v* € [Ck*1]2 bildet man analog zu 5.1.2
den C*~1-Diffeomorphismus ®* : [0, L*) x (—0*,6*) — S5+ mit

D*(s,t) :=~"(t) +s-v*(t) (6.27)

und betrachtet ¢ als Einschrinkung auf das kleinere Rechteck Ss. Deshalb werden wir
im Folgenden fiir die Erweiterung von ® auf den etwas grofleren Streifen keine neue Be-
zeichnung einfithren. Die Skizze illustriert den Sachverhalt, 0Ss ist gestrichelt und 9.5}
durchgehend gezeichnet:

Abbildung 6.1.: Der etwas grofierer Streifen Sg«
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Es sei nun v € C*1(Q) und ZF € E(CO(I),IB%TLljh(I)) ein Quasi-Interpolator der Ordnung
k+ 1 wobei 0 < k <n — 1. Wir bilden mit,

o) :_{ (Egﬂ(mqﬂ)(o, .)oq>) (z) fiir z € Sge (6.28)

)

0 sonst

und der Gewichtsfunktion ys € H}(Q) N C>®(Q7) N C™(QT) aus 5.19 den gewichteten
Fehler

o = xov — x5 (6.29)
In einer hinreichend kleinen Umgebung des Interface wird v durch die eindimensionale
Quasi-Interpolation v in den H”-Normen, v = 0, 1,2 optimal approximiert:

Satz 6.1.8 (Auswirkung der eindimensionalen Quasi-Interpolation)
Es ist ga‘hQ\S& =0 und

SDh c H& Q) NC®OQ)N cmin{k,m} (Q-I—) (6.30)

Speziell fir n = 2,k =1 und m > 2 gelten fiir hinreichend kleines h und Quader QQ C £
und m > 2 die folgenden Abschdtzungen:

le"lh2@) = meas(@)'?, VQ c QF (6:31)
nghHHV(Q) < meas(Q)?h*V, v =0,1 YQNT #0. (6.32)

Beweis: Wir setzen im Folgenden zur Vereinfachung
=h(t) = (Efﬁlﬁ(o, -)) (t).

Wegen v € CFTH(Q) ist & = v|g,, 0 ® € C"™(S5+) und damit sind §(0,-) und E" beide in
C*+1(I). Die triviale Fortsetzung

h(s.1) = { =h(t), fiir (s,t) € Ss

- 0  fir (s,t) €Q\ S5
ist dann offenbar in L?(Q) N C**1(Ss) und damit v" € L2(Q) N C*+1(Ss+). Da auBerdem
xs € C™(QF) und auf QF\ S5 = 0 ist, folgt xs(v — o) € C™n{mrb(QF). Auf QO ist
x5 = 0,v" = 0, womit natiirlich ¢" = 0 und somit auf Q= beliebig glatt ist. Da y; global
in H(Q) und auf T stetig zu Null gefiihrt wird, ist x5 -v" € Hg(Q) woraus 6.28 folgt. Wir
setzen jetzt n = m = 2,k = 1. Wegen der Lebesgue-Standardabschétzung 1.9 und dem
Transformationssatz 1.2.2 ist fiir Q* C S5« N QT

[

le" 20y = Il 0 U™ | r2u-1(ey) = meas(2)"/2 max 090" (), ¥ =0,1,2.

|
(6.33)
Es geniigt also im Wesentlichen die Gréflen Hao‘@hH Loo($1) |a] < 1,2 abzuschétzen. Wegen
Eh € O2(I) ist

df
dt

Eh(t)‘ <1, tel,t=0,1,2
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und da ys, 9 € C?(Q*) folgt

0°G" (s, )| <1, (5,) € ", |a] <2

und damit
1% ||c2 %) =L (6.34)
Es sei jetzt Q C Q7. Dann ist
hy|2 hy2 h2
I HHZ(Q) = ¢ HH2(QOS5)+ I HH2(Qm(Q+\55))
=0
= 1@ G2 @-1(gnsy) = meas(® QN S5))
6.33,6.34
= meas(Q N Ss) < meas(Q), (6.35)

woraus wir 6.31 erhalten.

Wir betrachten jetzt 03", |a| = 0,1 auf dem Streifen Ss. Unter der Beriicksichtigung,
dass Ys5(s) = 5,0 < s < § und =" nur von t abhiingt und somit ds(Z") = 0 ist, erhalten
wir

woraus

”@hHLoo(gé) < HSHLoo(gé) o= Eh||Loo(§5)v
10 ~hHLoo(gé) <|s HLoo (S5)° 10¢(v — :h)HLoo(Sé)
105" | oo (35) < N8 = E™ | ooy + 150 ooy * 195011 oo 55 (6.36)
folgt. Auf Sy ist offenbar
||S||LOO(S6) = O(s) und ||5517||Lw(§6) = O(1), (6.37)

damit héngt die Fehlerordung von ||@"|| H1(§;) 21so nur noch von

1 = E"l oo (35) (6.38)
und

[0p(0 — Eh)HLoo(gé) (6.39)

ab. Die auf dem transformierten Interface eingeschrénkte Funktion ©(0,-) ist offenbar
in C%(I") und kénnen wir wegen 6.1.2 mit dem Quasi-interpolanten Z2; der Ordnung 2
abschétzen:

107 (5 = (E78(0,)) I ooy < CIERNNOFDN oo iy h* 7, 0 << 1. (6.40)
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Wir untersuchen jetzt wie sich diese eindimensionale Approximation in einer kleinen Um-
gebung des Interface auswirkt und betrachten zunéchst den in Q7T gelegenen Streifen. Zur
Abschéitzung auf Ss setzen wir

x=(0,t), £ :=(s,0), fir 0<s<$

Qz(s,t) = (0 — Eh)(s,t)

und erhalten mit elementarer Analysis (vgl. A.2)
R 1 R 1
o(s,t) = 3(0.0) = [V (3(05.0)) - (s.0)d0 = [ .5(Bs.1)s e,
0 0
woraus sich fiir 6.38

19 = 2l 5y < 18 = Z ey - 100l sy = OGP +5)  (6.41)

=0(h?),6.40 =0(1)
ergibt. Die Abschétzung fiir 6.39 folgt analog durch
~ ~ 1 _ 1
0, (3(s.1) — 4(0.1)) = / V (9:6(05.1)) - (s,0)de = / 0,505, 1))s dO.
0 0
Damit ist

196 (5= =) () < 190 =)oy 5 95l gy = Oht5)  (6.42)

=0(h),6.40 =0(1)
und mit 6.36 folgt
H@hHLm(gh) = O(sh? + %),
100"z = Olsh+ ),
1008 sy = O +5).
Fiir s < h ist somit
||S5hHHu(gh) < meas(S)Y2h*Y, v =0,1. (6.43)

Es sei jetzt Q NT # ) mit Q@ C Sz und Q N QT C Sy,. Dann ist Q* = ®~1(Q) N S5 C Sp,.
Nach 6.30 ist gon € H'(Q) und gpthm, = 0. Damit ist

h h h
[ H%{V(Q) = ¢ H%{V(QOQ*)"_H‘:O ||§{v(QmQ+)
—_———

=0
h472l/

X

1617 vy =< meas(Q")
= meas(®(Q*))h1™? < meas(Q)h*%, v=0,1.

Damit ist die zweite Ungleichung 6.32 gezeigt. g
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6.2. Satz vom Jackson-Typ fiir Funktionen mit singularen
Gradienten

Mit 6.1.1,6.1.7, 6.23 und 6.1.8 haben wir nun alle Hilfsmittel zusammen um zu zeigen,

dass der Raum uf € Bti@’h(ﬁ) fiir Funktionen aus u € H}(Q) N H>(QT) N H>(Q7) die

optimale Approximationskraft in der H'-Norm besitzt.

Satz 6.2.1 (Jackson Ungleichung fiir Funktionen mit singuliiren Gradienten)
Es seiu € H}(Q) N H5(QT) N H5(Q™). Dann existiert ein Interfacespline

mit

flu — U?”Hl(g) = O(h). (6.44)

Beweis: Nach dem Zerlegungssatz 6.1.1 existieren Funktonen u* € HJ(Q),v € H*(Q) und
xs = Xs 0 @71 € HY(Q) N C?(QF), mit denen sich u durch
u=u"+ xsv

darstellen ldsst. Hierbei ist ® (vgl. 5.11) der kanonische Diffeomorphismus aus Abschnitt
5.1.2, mit dem der Streifen S5 := S5(I") auf das Rechteck

S5 := ®7(S5) (6.45)

und das Interface I' auf I' = [0, L] abgebildet wird. Der Parameter § sei hier so gewihlt.
dass die Fortsetzung von & auf den Streifen Sz« := {x € Q : dist(x,I") < 0*} mit einem
0% > ¢ glatt ist, siehe auch 6.26. Die auf Ss, S} transformierten Gréflen kennzeichnen wir
im Folgenden mit dem ~Symbol. So schreiben wir z.B. fiir die transformierten Funktionen
Di=vo®, W:=(xs0®)-0.
Mit Hilfe der periodischen B-Splines {b7 ,}, i aus 5.17 und der dualen Basis {\? ,},
6.10 bilden wir
Z20(0,) = 3 (Vo 50,)) ot P 0) € O1(E) (6.46)
k~T ’
und daraus den gewichteten Quasi-Interpolanten der Ordnung 2
(s, 1) = | W50 E26(0,t) fiir  (s,t) € Sy
’ 0 sonst

Nach Satz 6.1.8, 6.30 gilt dann fiir den Fehler e := ¥ — 0" = y50 — 0P 0 &1
e e HY(Q)nC®(QT)nCcrQh).

Mit dem weB-Projektor Q} : L*(Q) — w°B} (),

Q}Lu = Z (u7 Allc,h)L2(Q) Bflz,k
k~Q
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aus 6.18 setzen wir

ul = Qlu* + U + QL (W — wh). (6.47)

Offenbar ist

(6.48)
woraus wir
uft € B}y’i@ (Q) = wB(Q) @ xB?(Ss)
erhalten. Damit folgt
[ — up|l o) = u* — Quur + ¥ — U* — Q) (¥ — ) || 1
< [lu* — Qput|l gy + lle" — Qhe" gy - (6.49)

=I =II

Aufgrund der Glattheit von u* auf € erhalten wir wegen des Jackson-Satzes fiir weB-
Splines 6.1.6 fir 1.

lu* = Quull (o) < Cowhllu*|lm2(a). (6.50)

Das bedeutet, dass die Konvergenzordnung nur noch von II. abhéingt.

Dazu betrachten wir jetzt e auf jeder fiir das Gebiet relevanten Gitterzelle Q ~ Q. Sei
dazu Q' = Uje I(Q)suppBJ{h C Q der Support aller fiir ) relevanten weB-Splines und @
ein minimales Quadrat, welches @' beinhaltet. Wir machen eine Fallunterscheidung nach
der Lage von Q.

(i) Q C Q. Dann folgt wegen Q, Q' C O~ und enjgr =0

le" — Qhe™ () < lle" L) +IQhenllmry = €2y =0.  (6.51)
6.19
=0 :

(i) Q c R?\ Q. Wir setzen p' := e‘hgﬁ/w und P = &pl fiir die Calderon-Stein
Fortsetzung von QF auf R?. Aus Satz 6.23 folgt dann, wenn wir £ = 1 und m = 2
setzen:

le" = Qhelam@ra) = b (1"l mz@nas) + 17" g) ) (6.52)
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(i) Q N T # 0. In diesem Fall ist eflé € H'(Q). Wir benutzen 6.32 aus der Hilfs-

abschéitzung 6.1.8 sowie die Standarabschétzung fiir den Projektor Q,ll aus 6.19

le" = Qe"lley < el + 1Qhe" (@)
< h-meas(Q)"*+h7! Heh”m((g)
6.32,6.19 —~
<h2meas(Q)1/2,6.32
= h - meas(Q)/2. (6.53)

Durch Summieren iiber alle @) ~ € erhalten wir mit den bisherigen Ergebnissen

h h h h h h
le" = Qnelling = Z le" = Qne" 3 (ang) < Z le" = Qe 7 ang)
Q02 Q% ~-
G —0,6.51
h h h h
+ > et = Qe naing + D lle" = Qhe" i ang)
Q~Q Q~Q
QCR2\Q~ QNI
h “h ~
< 02 Y (1 Br@ing + 182 g ) +h? Y meas(Q)
6.52,6.53 _Q~0 Q~Q
OCRA\Q- ONT£0
:?rl =:3

Da sich die beteiligten Quader nur endlich oft {iberlappen kénnen wir die zweite Summe
abschétzen:
Y9 =< meas()

und weil @ := | J{QNQ ~Q:Q c R2\ O} c O, folgt auBerdem mit Calderon-Stein
1.2.6
X =2 (HehH%{?(Q’) + ||/ﬁ”1§2> = [|e" |20+ = meas(€), (6.54)

und wir haben

le" — Qhe" I () = O(h?)
gezeigt. In Verbindung mit 6.50 und 6.49 folgt die Behauptung. U

6.2.1. Bemerkung zu moglichen Verallgemeinerungen

e Abschwichung der Glattheitsvoraussetzungen:

Fiir unsere Beweistechnik ist etwas Glattheit von u auf den Teilgebieten QF not-
wendig, genauer bendtigen wir ut € H°(QF). Dies liegt daran, dass wir fiir die
L>°-Abschiitzung von v auf dem Interface v € C?(£)) voraussetzen miissen. Mochte
man eine Verallgemeinerung fiir u* € H?(Q%) und Abschitzungen auf schwichere
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Normen, so miisste man v € HY2(I') und ur € H~Y2(I") abschiitzen, was even-

tuell mit verallgemeinerten Quasi-Interplatoren auf den Riumen H'/2(T"), H~Y/2(I")
gelingt.

e Hohere Konvergenzordnung:

Der nahe liegende Gedanke, dass man bei glatten Funktionen Quasi-Interpolatoren
hoherer Ordnung benutzt um héhere Konvergenzordnungen zu erhalten funktioniert
leider nicht so einfach. Wie man aus den Abschéitzungen 6.43 erkennt, hingt die
Konvergenzordnung neben der Approximation des glatten Teils ©* auf Q2 durch den
weB-Projektor und der Quasi-interpolation von vr auf dem Interface noch entschei-
dend von der Gewichtsfunktion ys auf dem Streifen S}, ab.

6.3. Finite Elemente Analysis mit Interfacesplines

Wir wollen den Raum

BZ:T)?;JL(Q) = span{Bﬁk? \I’Z,Fu}kNQ,VNF

als Ritz-Galerkin-Ansatzraum zur Approximation von 2d-Interfaceproblemen nutzen.

Hierbei beschriinken wir uns auf das in 4.1 analysierte Modellproblem: Finde u € Hg(Q),
so dass
ao(u,v) = L(v) Vv e H)(Q). (6.55)

Hierbei sind QF wieder die durch das Interface I getrennten Gebiete, f € L?(1),

teRtaT #£a, (6.56)

{ at fir z€Q~
a(r) =

N a
o~ fir z€QF,

stiickweise konstante Koeffizienten und

an(u,v) = / aVuVvdr,
Q
le(v) = ; fodz.

6.3.1. B""" , () als Ansatzraum

w7X67h

Da nach Konstruktion IB%ZT;(E L (Q) C Hg(€) ist, gilt fiir die Losung u des Interfaceproblems
natiirlich
ao(u,v") = Lp(v"), V" € BT, (Q).

W, X685

Ersetzen wir u durch ein mit den Koeffizienten U = (ug)puq € R~ 6 = (5,),or €
RH¥~T3 gebildeten Spline

ul = Z up By i, + Z A
k~Q v~T

und testen wir mit v € {B,’;}Mu {@L‘}VNF, so erhalten wir ein lineares Gleichungsstyem:
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> wpaa(Biy, Bry) + Y ovaa(Vh B, = Li(Bp,), £~

keQ vel
> uraa(Bh g Ui) + > 0uaa(WRL, URT) = (L), p~T.
keQ vel

Die zugehorige Galerkin-Matrix besteht somit aus vier Blocken

ah— (Gl Glz\ o Uk~ < ({om@} T} )
PA\Gh, Gh

mit

~ 2
Gl = ao (B i Bh o)k~ € RHF~
G}1L2 = aa(\pZ’Fy: BI?,Z)VNF,ZNQ € Rl{VNF}lXH(NQ}I
ah = (G?Q)T € RIE~}x|{r~TY]
Gh, = aa(\ysz \1;% Joml pt € RHPETHX{ner}|

und damit ldsst sich das System 6.57 durch

(ug) K~ L(By o)~
Gh = (6.57)
(UV)VEF ff(‘I’ZL);wr

ausdriicken.

Die eindeutige Losbarkeit des Galerkin-Systems folgt aus dem néchsten Lemma, welches
von unabhéngingen Interesse ist:

Lemma 6.3.1 (Positive Definitheit)
Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet, VI := span{¢h}i, C H}(), dim V" = ny, und
ao : HY () x HY(Q) — R,

aq(u,v) ::/aVqudx
Q

mit elliptischen Leitkoeffizienten a € [L°(Q)]%. Dann ist die zugehérige Galerkin-Matriz

G" = an(®}, &} )ij=1...nn

symmetrisch und positiv definit.
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Beweis: Die Symmetrie von G folgt aus der Symmetrie der Bilinearform a,. Es sei
U= (Ui,..,Uy,) € R®\ {0} und v = Y"1 U;pl.

1=
np  Np

UTG"U = ) aa(el, $)UU;

i=1 j=1
np np
= aaD_Uid}, Y U;dt) = aa(u”,u")
i=1 j=1

h h
> V" > eluFa g

Poincaré 1.22

Die vorletzte Abschitzung folgt aus der gleichméfligen Elliptizitat des Koeffizienten o 3.3
mit einer Elliptizitdtskonstanten ¢ > 0. Da {(ﬁzh}?:hl linear unabhéingig sind und U # 0 ist,
folgt ||uh||%2(ﬂ) > 0 und damit die Behauptung. O

Daraus ergibt sich die eindeutige Losbarkeit des Galerkin Systems der schwachen Formu-
lierung des Interfaceproblems einfach und ohne dass wir auf die Blockstruktur von G
zuriickgreifen miissen.

Satz 6.3.1 (Eindeutige Losbarkeit des Galerkin-Systems)
Das zu der schwachen Formulierung des Interfaceproblems 6.55 gehorige Galerkin-System
6.57 ist eindeutig ldsbar.

Beweis: Da die Menge {Blg}kwr U {@’V‘}VNF nach 5.2.2 linear unabhéngig ist, folgt die
Behauptung sofort aus dem vorherigen Lemma 6.3.1, wenn wir speziell V* := IB%ZZE ()
wiéhlen und die Basisfunktionen geeignet umnummerieren.

Die mit den Koeffizienten (ug~q,ou~r) gebildete Losung ult € IB%ZZE 5 (€) bezeichnen wir
als die Ritz-Galerkin-Approzimation an die Losung des Interfaceproblems.

6.3.2. H'-Fehlerabschitzung

Der von uns konstruierte Ansatzraum B™"T

wos 1 (§1) Desitzt fir (n,np) = (1,2) gemessen
in der H'-Norm nach dem Jackson-Satz 6.2.1 des letzen Abschnitts fiir Funktionen u €
HE(Q) N H3(QT) N HP(Q™) die optimale Approximationskraft. Daraus folgt nach dem

Céa-Lemma sofort die optimale Fehlerordung fiir den Ritz-Galerkin-Approximation mit

Interfacesplines:

Satz 6.3.2 (H'-Fehler bei Approximation mit Interfacesplines)
Essei f € L2(Q)NH3(Q7)NH3(Q7) und uft € IB%W}UQX(s 1 (Q) die Ritz-Galerkin-Approzimation
an die Losung u des Interfaceproblems. Dann gilt

= w10y = O(h). (6.58)

Mit Interfacesplines lassen sich somit Interfaceprobleme auf glatten Rindern mit auf QF
glatten Koeffizienten a und auf Q% stetigen rechten Seiten f optimal in der H'-Norm
approximieren.
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7. Implementierung

Bei der konkreten Umsetzung der von uns entwickelten Theorie in ein Computerprogramm
ergeben sich eine Reihe von numerischen und technischen Fragestellungen, auf die wir in
den n#chsten Abschnitten kurz eingehen moéchten. Fiir weB-Splines und glatte Approxi-
mationsprobleme in 2d (d.h. die zu approximierende Losung ist hinreichend glatt) gibt
es bereits eine in Matlab programmierte Softwarebibliothek, die WEB-Toolbox [6]. Bei der
Assemblierung des weB-Blocks der Galerkin-Matrix kénnen wir deshalb auf bereits imple-
mentierte Algorithmen zuriickgreifen. Die theoretischen Hintergriinde der Routinen welche
in der Toolbox fiir glatte Probleme programmiert worden sind, wurden z.B. in [44] und
[87] vorgestellt, weshalb wir uns diesbeziiglich kurz fassen.

7.1. Gebietsmodellierung

Wir gehen davon aus, dass wir den Rand 9€) und das Interface I' durch glatte, parametri-
sierte selbstdurchdringungsfreie Kurven vy : Isgo C R — 99, 7 : [0, L] — T darstellen
konnen. Das Interface sei hierbei nach Bogenlinge parametriesiert, d.h. ||7/|| = 1. Konkret
lassen sich beispielsweise glatte geschlossene Kurven durch NURBS (Nonuniform Rational
B-Splines) beschreiben und flexibel modellieren, insbesondere lassen sich Kegelschnitte
durch NURBS exakt darstellen, siehe fiir Details [48]. Eine beliebige NURBS-Kurve kann
nun wiederum durch stiickweise zusammengesetzte rationale Bézierkurven dargestellt wer-
den. Dies bringt einige programmiertechnische Vorteile, da man nur Routinen implemen-
tieren muss die auf Polynomen operieren. Eine rationale Bézierkurve v vom Grad n im
R? wird durch Kontrollpunkte Cj, € R? und Gewichte wy, € RT,k = 0, ...,n mit Hilfe der
Bernstein-Polynome g} : [0, 1] — [0, 1],

n

Br(t) = <k> (1—t)" %+ k=0,..,n (7.1)
durch

20 Cnwn B (2)
~y(t) := S N0 (7.2)

parametrisiert. Wir gehen also im Folgenden davon aus, dass wir den Rand und das Inter-
face entweder als stiickweise zusammengesetzte rationale Bézierkurven oder, falls moglich,
als explizite algebraische Gleichungen implementiert haben. Da die Intergrationsroutinen
zur Assemblierung der Galerkin-Matrix zellbasiert sind, bendtigen wir eine Klassifizierung
der Lagebeziehung der Zellen des B-Spline Gitters Q" und des Gitters der Zusatzsplines
Q’ll in Bezug zum Rechengebiet.

89
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7.1.1. Zellklassifikation fiir B-Splines

Haben wir Q durch I' in QF unterteilt, so legen wir ein uniformes Rechteckgitter Q" = Q"
mit Gitterweite h iiber das komplette Gebiet €. Die Grofie und die Anzahl der Gitterzellen
ist natiirlich von der gewahlten Gitterweite h und dem Grad n der Tensorproduktsplines
abhingig. Es werden hierbei zwangslaufig Zellen erzeugt, die fiir die weitere Berechnung
keine Rolle spielen (z.B. Zellen die zwar zum Tréiger eines relevanten Splines gehoren,
die aber komplett ausserhalb des Gebiets liegen und die keinen fiir 2 relevanten Spline-
koeffizienten zugeordnet sind). Diese werden um eine einfache Datenstruktur zu erhalten
trotzdem in der Indexliste mitgefiihrt und die entsprechenden B-Splinekoeffizenten auf 0
gesetzt.

Wir klassifizieren die Zellen Q € Q" (vergleiche 2.3.2), mit:

1. QNN # O als Randzellen,
2. QNT #0 als Interfacezellen,
3. Q C OF als innere Zellen,

4. QN Q=0 als dufere Zellen.

In der Grafik haben wir exemplarisch jeweils die Linke untere Ecke mit [J fiir eine Rand-
zelle, mit e fiir eine Interfacezelle, mit A fiir eine inneren Zelle und mit o fiir eine dufleren
Zelle markiert.

Abbildung 7.1.: Gebiet mit klassifizierten Zellen

Details zu Algorithmen der Zellklassifikation fiir Rand, inneren und &ufleren Zellen findet
man detailliert in [44; 87] weshalb wir hier nicht weiter darauf eingehen wollen. Die In-
terfacezellen konnen mit den gleichen Routinen markiert werden. Mit dieser Markierung
kann man auch jeden fiir das Gebiet relevanten B-Spline b, , k ~ Q klassifizieren um aus
der TPB-Splinebasis die weB-Basis zu erzeugen. Besitzt der Tréger supp b} , mindestens
eine innere Zelle und schneidet keine Zelle des Trégers das Interface, so ist der B-Spline ein
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innerer B-Spline. Besteht der Triager nur aus &ufleren und Randzellen, so wird der B-Spline
als &uflerer B-Spline markiert. B-Splines deren Tragerzellen das Interface schneiden spielen
keine gesonderte Rolle und brauchen deshalb fiir die weB-Basis nicht extra klassifiziert zu
werden.

7.1.2. Gitter fiir Zusatzsplines

Fiir die Zusatzfunktionen benétigt man noch ein separates Gitter Qlll auf dem Streifen
Ss={z € Q" : dist(z,T") <0} . (7.3)

Hierbei ist § > 0 so gewahlt, dass S5 € 2 die Nearest-Point-Eigenschaft beziiglich ' be-
sitzt, siehe 5.1.1,5.1.2. Um die Besetzung der Galerkinmatrix klein zu halten und damit die
Losbarkeit des Systems zu gewéhrleisten, sollte man § moglichst klein wéhlen. Allerdings
zeigen numerische Tests, dass eine zu kleine Wahl von § zu schlechteren Approximationen
im Vergleich grofler gewéhlten § fithren kann, siehe auch Abschnitt 8.2.5 aus Kapitel 8.
Eine optimale Wahl von ¢, d.h. die theoretische Bestimmung eines optimalen Werts ist
wahrscheinlich eine schwierige Aufgabe, weshalb man hier auf heuristische Werte angewie-
sen ist. Wir nehmen an, dass N, := L/h € N. Die Gitterzellen QE,M =0,..., N lassen
sich dann mit dem von Q™ nach Q% zeigenden Normalenvektor v(t) = (—~5(¢), 7} (t)) sehr
einfach mit v und den beiden Daten 9, N, modellieren:

QL = {2 € Q" 1o =(t) + v(t)s,0 < s < 5,uh <t < (u+ 1)), (7.4)

In der folgenden Skizze haben wir eine Gitterzelle QE mit einem Punkt e markiert:

Abbildung 7.2.: Gitter Qf fiir die Zusatzsplines

7.2. Evaluierung der Basisfunktionen

Bei der Assemblierung des Galerkin-Systems sind die Basisfunktionen des Tensorprodukt-
splineraums B} () sowie deren Gradienten an Punkten (z,y) € Q auszuwerten, weshalb
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wir an effizienten Evaluierungsalgorithmen interessiert sind. Wir gehen zuerst in 7.2.1 kurz
auf auf die Auswertung der weB-Splines ein, fiir eine ausfiihrliche Behandlung verweisen
wir auf [44]. In 5.1.2 haben wir das Gewicht x; fiir die Zusatzsplines mit Hilfe einer Blen-
defunktion ( definiert, ohne diese explizit Anzugeben. Wir holen das in 7.2.2 nach und
gehen anschlieffend auf die Evaluierung der Zusatzsplines ein.

7.2.1. B-Splines

Bei den weB-Splines verzichtet man zunéchst auf die Erweiterung und wertet nur die
wB-Splines aus. Ist w :  — R eine hinreichend glatte Gewichtsfunktion und

w (@, y)bp, (2, y) = w(z, y)by g, (©)b) 1, (), k= (K1, k2) ~ Q (7.5)

ein fiir das Gebiet relevanter wB-Spline, so ist wie man leicht verifiziert

Vwby p(z,y) = <8:Cbh7k($7 Yy) + w(z, y)by 1, (y)%bh,kl (z),
aibh,k(xv y) +w(z,y)bj , (x)jbh,kg (Z/)) : (7.6)
Y Y

Aufgrund der Tensorpoduktstruktur bietet sich somit der de Boor-Algorithmus [21] zur
effizienten Auswertung der in 7.5 und 7.6 auftauchenden B-Splines an. Die Erweiterung
erfolgt durch Multiplikation der Galerkinmatrix mit einer geeigneten Erweiterungsmatrix,
worauf wir in 7.3.2 genauer eingehen werden. Wird 0f2 durch eine algebraische Kurve re-
prasentiert bzw. etwas allgemeiner durch das Rvachev Funktionenkalkiil, siche 2.3.1 und
[72] erzeugt, so gestaltet sich die Auswertung der Gewichtsfunktion w in Randnéhe als
problemlos, man muss nur die Funktionengleichung sowie den Gradienten von w imple-
mentieren. Bei Bézier-Darstellungen von 0f ist eine explizite Angabe von w im Allge-
meinen nicht moéglich, man ist somit auf numerische Methoden fiir die Auswertung von
w, O,w, 0yw in Randnéhe angewiesen. Hierauf wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen
und verweisen fiir eine detaillierte Darstellung auf [44] 8.3.

7.2.2. Zusatzsplines

Die Zusatzsplines

nr [ X% (7N w) B (@7 (e, y)) i (2,y) € S5
%A%w_{ 0o fir  (z,9) €Q\ S5 (7.7)

mit@:&;—)&sCQ,
(z,y) = ®(s,t) :=v(t) + s - v(t), (7.8)

wurden in 5.11 durch Tensorproduktbilung von univariaten Funktionen auf dem Rechteck
Ss = 10,6) x [0, L) konstruiert. Die Abbildung & ist bei einem C™-Interface ein cmt
Diffeomorphismus und bildet S5 diffeomorph auf den Streifen S5 ab. Hierbei sind

bin(s.t) =bu(t), k~T,(s,t)€[0,6) xT (7.9)
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die von T' = [0, L) auf S5 = [0, L) x [0, §) fortgesetzten univariaten periodischen B-Splines
5.17 und -

- _ s fir (s,t) €[0,0%) xT
Xo(st) = { sC™(s) fir (s t) € [6%,6) x T

eine auf [0, §) univariate und ebenfalls auf S5 fortgesetzte Gewichtsfunktion x5 (vgl. 5.1.4).
Fiir die Approximationstheorie war eine explizite Angabe der Blendefunktion (™ nicht
notwendig. Wir setzen A := 6 — §* und

(" (s) = (5A_68>m+1§:<mji> (S;;*y. (7.11)

=0

0<0*<d (7.10)

Fiir spéter notieren wir uns noch

e = RS () (5

=0

(6= )™ &N (i) (5 60\
=1

1=

Mit Induktion bestétigt man, dass (" € C™(R), und zeigt elementar die geforderten Ei-
genschaften, d.h. ¢" < 1 auf [§*, 4], geht an der Stelle s = 6* glatt in 1 iiber und wird
an der Stelle § glatt zu 0 fortgesetzt, vergleiche auch die Blendefunktion in [4] und Bild 5.5.

Ist (z,y) € 2\ Ss, so ist ‘Ilzrh(x, y) = 0, wir beschrénken uns deshalb nur noch auf den Fall
(x,y) € Ss. Um einen Zusatzspline an solch einer Stelle auswerten zu kénnen, benstigt man
also die mit dem Randprojektor Pr : S5 — I' 5.3, 5.14 darstellbare Umkehrabbildung
oL S5 — Sg,

(5,1) = @} (w,y) = (dist((,3),1), 7~ (Pr(z,9)))-

Im Allgemeinen wird man also zu gegebenen (z,y) € Ss das Urbild (s,t¢) nicht direkt
berechnen kénnen. Mit Hilfe der Parametrisierung -y fiir das Interface und dem Normalen-
einheitsvektor v kann man aber, da auf S5 die Nearest Point Eigenschaft 5.1.1 gilt, (s,t)
numerisch bestimmen. Nach den Orthogonalitéitsrelationen 5.7 ist

((z,y) =v(®)(v'(1) = 0.
Dies ist eine nichtlineare Gleichung in der Variablen ¢, welche z.B. mit einem Newton-
Typ Verfahren effizient gelost werden kann und wegen 5.8 ist s = ||(z,y) — v(¢)||. Ne-
ben den Funktionswerten bendtigt man zum Aufstellen des Galerkinsystems noch die
Werte von den Gradienten der Zusatzsplines. Wir schreiben im Folgenden O (z,y) =
(s(z,y),t(z,y)) und zur Vereinfachung \IIZ,FK(S,t) = xs(s) b;;re(t) Fiir die Komponenten
des Gradienten

erhalten wir mit der allgemeinen Kettenregel nach etwas Rechnung
P ow, P oy, )
— g = L(s,t) - = L(s5,t) - ot
ax hyf(’fl"?y) QS (57 ) 8x5($’y) + ?t (S’ ) ax (mﬂy)7
o ovy, o ow,", o
— g = Ls,t) - — L(s,t) - —t(z,y).
8y h,é(‘ra y) 88 (87 ) 8y8(x7 y) + 8t (Sa ) 8y (l’, y)
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Haben wir also (s(z,y),t(z,y)) numerisch bestimmt, so braucht man noch Module, welche

in der Lage sind a‘gg"( t),%(s,t) sowie Vs(z,y) und Vit(z,y) berechnen zu kénnen.

Fiir die Ableitung der Gewichtsfunktion nach s erhalten wir mit 7.12

d 1 fir se (0,6%)
d—)@;(s) =< ("(s)+ sd%g“m(s) fir se[d%,0) . (7.14)
5 0 sonst

Auf dem Rechteck S5 bekommen wir somit

ourT . 9

S50 = B o -Xa(s)
A ) -,

8:"(5,75) = Xo(8) - 5;0(0): (7.15)

Fiir die Auswertung der univariaten B-Splines Ezrg, %I;Z? in ¢ nutzen wir wieder den de

Boor-Algorithmus [21] und die Auswertung von Xs, % Xs in s ldsst sich mit Hilfe der expli-
ziten Gleichungen 7.11, 7.12 fir "™, %Cm einfach mit Polynomroutinen implementieren.
Wege des Umkehrsatzes gilt fiir die Jacobimatrizen des Diffeomorphismus ®

(Jo) ' (s,t) = Jp-1(2,y), (7.16)
konkret

(—(OO(E) + sd(t) " = @j) (2,9). (7.17)

Offenbar ist VsJg-1(z,y) = (1,0). Die Normale v und 9y stehen aufeinander senkrecht,
d.h. v- 9y = 0 und wegen ||7'|| = 1 folgt

() Ja(s,1) = (1,0), (7.18)

somit ist

Vs(z,y) = —v(t(z,y)). (7.19)

Da wir zudem die Werte von Vit(z,y) benotigen, invertiert man besser Jg, was bei einer
2 x 2-Matrix kein Problem ist. Wir setzen dazu

o(t, s) = det Jo(s,t) = —1 — 5 (Y1 (£)75 (£) + 71 (£)75(t))

und erhalten daraus

<v5> (5.y) = 1 < Ya(t) + sva(t) =7 (t) — s (t)> ’ (7.20)

Vi (s, 1) —9y(t)"

was sich einfach implementieren lasst.
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7.3. Assemblierungsalgorithmen

Die Galerkinmatrix G? fiir das Ritz-Galerkin-System
(uk) ke Lr(By p)ene
G =
(@ ver) N ) ur

des zweidimensionalen Modellproblems aus 6.3 besitzt nach 6.3.1 die folgende Gestalt

h h
Gh — (gllz’l g}ll,2> c R(|k~9|+|u~F|)><(|{V~Q}|+\{M~F}|) (7.21)
2,1 2,2
mit den Blocken
G}llvl = aa(B,’;k, B;Z,Z)k,érwﬂ S R~}
Gla = aa(¥}0, Byl )unr nn € R~ x| {~2}|
T
GZ@ = (Gb) e RHA~2}x|{v~T}
Ghy = aa(UT, U7 ), p,p € RIVEDIXIEr,

Bezeichnet fiir den Augenblick ¢ eine Gréfle die von den Basisfunktionen B} ,,¢ ~ €,
U,T v ~ I' der rechten Seite f und den springenden Koeffizienten a® der elliptischen

Bilinearform abhéngen kann, so sind zur Assemblierung von G% und der rechten Seite des
Galerkinsystems zweidimensionale Integrale der Form

/ o(z,y) dedy
QNsupp ¢

auszuwerten. In 7.3.1 stellen wir eine Methode vor, wie wir solche Integrale mit einer
Gaufiquadratur, welche die besondere Geometrie des zugundeliegenden Gebiets des In-
terfaceproblems beriicksichtigt, auf Zellen hinreichend genau berechnen kénnen. Die As-
semblierungsalgorithmen fiir die Blocke der Galerkinmatrix betrachten wir in 7.3.2, 7.3.3
und 7.3.4 separat. Fiir solche Blocksysteme bietet sich neben den bekannten cg-Losern
insbesondere das Schur-Komplement-Verfahren an, auf das wir kurz in 7.4.2 eingehen.

7.3.1. GauBquadratur auf Quadern

Da die Basis von ]B%Z?(l;h(Q) aus Funktionen mit lokalen Trégern besteht, nutzen wir zur
Auswertung der bei der Assemblierung auftretenden Integrale im Wesentlichen eine Gauf3-
quadratur auf Quadern aus dem R? bzw. auf Teilgebieten, die glatt auf Quader transfor-
miert werden konnen. Den Schnitt zweier beteiligter Tréager von Basisfunktionen kénnen
wir ndmlich immer als Summe von Zellen ), sowie von Teilgebieten von Zellen auffas-
sen, welche wir auf einen Referenzquader transormieren kénnen. Eine GauB3quadraturfor-
mel auf einen Quader erhélt man leicht durch Tensorproduktbildung der ensprechenden

wohlbekannten eindimensionalen Gauflquadratur, welche wir schnell rekapitulieren. Fiir
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eine univariate Funktion ¢ : [-1,1] — R erhélt man nach der Wahl von Stiitzstellen
7; € (=1,1),i = 1,...,n und positiven Gewichten w; > 0,7 = 0, ..., n (Gauparameter) eine
Approximation an das Integral iiber [—1,1]:

/_1 o(x) dx ~ Zwi¢(7i)' (7.22)

Mit Hilfe von Orthogonalpolynomen kénnen die Stiitzstellen und Gewichte so gewéhlt wer-
den, dass 7.22 fiir p € Paop—1(—1,1) exakt ist, vgl. [38]. Fiir die meisten Orthogonalpoly-
nome existieren tabellierte Werte, siehe z.B. [80]. Durch die Abbildungen @; = (b—a)w;/2
und 7; = a + (b — a)(7; + 1)/2 lassen sich die GauBparameter auch auf beliebige In-

tervalle [a,b] transformieren. Es sei nun @ = [a,b] X [c,d] sowie ¢ : @ — R mit
7 € (a,b),i = 0,.,n, 0; € (¢,d),j = 0,...,m und &],&07 > 0,i = 1,..n,j = 0,..,m

so gew#hlt, dass ffp(t) dt = (b—a)/23 " | wIp(F) fir p € Pap—1(a,b) und fcdp(t) dt =
(d—c)/23 1%, wip(G)) fir p € Pam—1(c, d) ist. Dann ist

b pd —a o n o m
/a / o(z,y) dedy ~ (bl(d) > wiwie(F,65) (7.23)

i=1 j=1

fiir Polynome p € Pap 0m)(Q) exakt, siehe z.B. [38], Satz 6.5. Fiir ¢ € Cm2m)(Q) gilt
mit Q™™g =" > W] @I ¢(Fi, 65) auBerdem die Fehlerabschéitzung

223
x,y) dxd —Q("’m) ’< ma _— 85" (o) + |02 0o ,
[ oo dady = @U0| < e 3 o (1080l 1057l 0)

(7.24)
was man mit Hilfe von wohlbekannten univariaten Fehlerabschétzungen fiir die Gaufiqua-
dratur [38] und verallgemeinerten Tensorprodukt-Fehlerabschitzungen, vgl. [34], zeigt.
Fiir glatte Funktionen kann man eine schnelle Konvergenz erwarten, siehe z.B. [38], Kap.6
fiir ein univariates Beispiel. Integrieren wir also iiber eine Zelle Q C QF, so konnen wir
die Stiitzstellen und Gewichte nach bekannten univariaten Formeln [38] berechnen und
die Tensorproduktformel 7.23 direkt anwenden. Es sei (g, ¢ ~ £ eine beliebige relevante
Zelle des Rechengitters. Bei der Assemblierung der Blocke G?,l und G?’Q = (GSJ)T der
Galerkinmatrix fiir das Interfaceproblem kénnen folgende Fille auftreten

(a) QeNo#0
(b) QeNsupp ¥, v ~1 #0)
(c) QNI #0.

Bei (a) und (b) kénnte man ad hoc die Integranten einfach auf @, durch Null fortsetzen,
was aber zu einem gravierenden Genauigkeitsverlust der Quadratur fithren kann. Man wird
deshalb Routinen implementieren, welche Schnittgebiete geeignet subdividieren und auf
Referenzquader transformieren kénnen. Wir betrachten zuerst einen exemplarischen Fall
aus (a) und setzen dabei 2y = Q,NS2. Bei hinreichend kleinen h kann man davon ausgehen,
dass 0Qy von 02 nur in zwei Punkten geschnitten wird. Ist vpq : [0,h] — 0Q N Q die
lokale Parametrisierung des Randstiicks 922 N @, so ist 6 : [0, h]? — Q@ N Q mit

0(s,t) = (el + “7"3}‘;(5),62 + t) L= (01,0) (7.25)
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ein glatter Diffeomorphismus. Damit erhalten wir mit der Funktionaldeterminante
det Jo(s,t) = |7(t)/h]

h h
/Q Ol dady = /0 /0 6(0(s, 8))von(t)/h] dids. (7.26)

Sind 7, 65 € [0, h], &g, @7 5,7 = 0,...n; j = 0, ..., m die Stiitzstellen und Gewichte beziiglich
[0, k]2, so ergibt sich die transformierte Quadraturformel

h2 n m
[ ot dudy = 530S e a5 Wl 07 7). (7.27)

i=1 j=1

Im Allgemeinen konnen sich im Fall (a) beliebige unregelméfige Schnittmuster bilden. Bei
hinreichend kleinem & stellen sich aber nur noch endlich viele Situationen ein, siehe z.B.
[5], Kapitel 6 fiir eine detaillierte Beschreibung und Implementierungsstrategien. Der Fall
(c) taucht z.B. bei der Assemblierung von G%; auf. Ist Q, N T # (), so hat man Integrale
der Form
¢z, y)dxdy
Qe

mit ¢ = ad, ¥ € C*°(Qy) und entlang von I' unstetigen Koeffizienten o auszuwerten.
Wiirde man in diesem Fall einfach einen Satz Gaufiparameter fiir die Zelle () berechnen
und die Tensorproduktformel anwenden, so wiirde das wegen dem singuléren Integranten
zu einem erheblichen Genauigkeitsverlust fithren. Das Problem lésst sich aber leicht be-
heben, indem man auf QZ =QtNQ,und Q, = Q" NQ die selben Prozeduren wie
bei (a) anwendet. Fiir (b) konnen, wie das folgende suggestive Bild zeigt ebenfalls eine
Vielzahl von Schnittmustern enstehen, welche sich mit Subdividierungsstrategien auch auf
(a) zuriickfiihren lassen.

Abbildung 7.3.: Moglicher Schnitt von Tragerzellen unterschiedlicher Basissplines

Bei der Subdividierung ist auch darauf zu achten, dass in dem Schnitt ¢, N supp \IIZI;Z

verschiedene Anteile von Interface-Gitterzellen QE ~ supp U}, enthalten sein kénnen und
diese ebenfalls geeignet unterteilt werden miissen.
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Auf eine detaillierte Beschreibung wollen wir an dieser Stelle verzichten und gehen davon
aus, dass wir Integrationsgebiete der Form @)y N supp \IJZFh, v ~ I' geeignet zerlegen, auf
Standardquader transformieren und mit der Tensorproduktformel ohne Genauigkeitverlu-
ste integrieren konnen. Fiir den Block GQQ sind noch Integrale iiber die Gitterzellen der
Zusatzsplines

Qu={(z,y) €9t (z,y) =7(t) +v(t)s,0 < s <G ph <t < (u+1h}, p~T

auszuwerten. Mit Hilfe des Diffeomorphismus ®(s,t) = v(t) +v(t)s aus 5.1.2 lisst sich dies
aber einfach auf eine Integration iiber den Quader [hu, h(pn + 1)] x [0, 6] zuriickfiithren:

6 rh(p+1)
/ d(z,y) dedy = / / O(P(s,t)) |det Ja(s,t)| dtds. (7.28)
QL 0 Jhu

Mit den Stiitzstellen 7 € [hu, h(p+1)],i =1,...,n, 6; € [0,0],5 = 1,...,m und Gewichten
hwy /2, 0w? /2 mit w],w? € [-1,1],i = 1,...,n,j = 1,...,m bekommt man schlieBlich die
Quadraturformel

h e ., L .
o o(a,y) dudy ~ - > wiw?|det Jo (6, 75)|6(8 (53, 7)), (7.29)
I i=1 j=1

die fiir p € P(gngm)(Qg) exakt ist.

7.3.2. Block G,

Der G?yl—Block tritt bei glatten Problemen, z.B. dem Poisson-Problem (« = 1) [39; 40;
44; 45], als zu assemblierende Galerkin-Matrix auf, wir miissen deshalb nur kleine Anpas-
sungen bei der Integration iiber Interfacezellen vornehmen. Es ist zweckméfig, nicht {iber
die im Allgemeinen unstrukturierte Indexmenge K = {k € Z? : k ~ Q} zu indizieren,
sondern {iber einen kleinsten Quader K C Z? mit K C K. Jedem k ~ K wird nun ein
wB-Spline wb};h zugeordnet und in der Ritz-Galerkin- Approximation u = Y okek ukwbgyk
werden dann einfach die Koeffizienten zu den Indizes k € K \ K auf 0 gesetzt und wby ),
auf Q eingeschriinkt. Eine erste Prozedur berechnet nach gewihlten h ein Gitter Q" iiber
Q=Q"UQ UT und nimmt eine Zellklassifizierung nach 7.1.1 vor. Fiir Zellen Q, =
z+[0,1]2h, £ ~ Q mit Q, C QF werden nun die GauBparameter direkt nach 7.23 berechnet
und in einer Datenstruktur gespeichert. Die Gauiparameter von Randzellen @, N 9§ # ()
werden mit Hilfe einer geeigneten Transformation 6 7.25 von [0, h]? auf Q N Q projieziert.
Interfacezellen Q, N Q # () werden in QF = Q, N QT gesplittet und auf den Teilgebeiten
konnen wir mit dem Diffeomorphismus, vgl. ® 5.11 und 7.8, ebenfalls geeignete Gaufipa-
rameter fiir die Zelle @), bestimmen. Wir haben also fiir jede Zelle QQ ~ 2 einen Satz von
geeigneten Stiitzstellen (O’Z‘,Tj)ﬁ\;-Qzl und Gewichten w; j = wf - w], 4,7 = 1,..., Ng erzeugt.
Wir setzen §y = supp wbj, , und €y, = supp wbj, , N supp wby, ;.. Fir wby ., wby ,, k, L € K
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ist dann
Ao (Wb o, Wby ) = /anvakabzyzdxdy
Q

= / aVwby,  Vwby, , drdy
Qe

= Z aVwby, ,Vwby , drdy
QL e Q
Ng
= Z Z awivijbZ’kaij(ai,rj) (7.30)
Qo Q¢ B,5=1

=:aQ (wbz,kabZ,e)

und fiir die ersten |¢ ~ Q| Komponenten der rechten Seite von 7.21 bekommen wir analog

ot = [ iy ey

4
Ng

= D D wigwfbh (o). (7.31)

Q~Q i,j=1

=03 (wby! )

Damit erhalten wir fiir die Matrix Gfl = g;’;, k = (ki,k2),¢ = (¢1,02) € K und die rechte
Seite F& := fy,¢ ~ Q den folgenden Assemblierungsalgorithmus, vgl. [44], 8.8:

Algorithmus 1 (Assemblierung G'f’l-Block)
INPUT: Gy 0, F} <0
FOR Q. = 2zh +[0,1]?h, 2 € K, Q. NQ # ()
FOR k € z — {0,...,n}?
fr e o+ L (wbp )
FOR / € z — {0, ...,n}>
1,1 L1, Qf in n
e 4 Grle + ad (Wb, why )
END
END
END

Wir haben den Block G?,l mit wB-Splines assembliert. Eine Assemblierung mit weB-
Splines erreicht man durch die Erweiterungsmatriz £ = e}, 1,k € K mit

w(w;) ! fiir k=1
e;k =< w(x) - ei; fir k=jeJ() , (7.32)
0 sonst

hierbei sind e; ;, die Erweiterungskoeffizienten aus 2.24, 7 (i) die zur Menge der inneren
Indizes Z(j) duale Indexmenge 2.21, 2.22 und z; der Mittelpunkt der Zelle @Q; (vergleiche
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die Konstruktion der weB-Splines 2.3.3). Es ist dann
‘Gl =EGYE" = an(Byy,, Bly), kleK

der mit der we B-Basis assemblierte Block und ¢F; g = SF(? die enstprechende rechte Seite,
siehe fiir Details und einen Beweis [39; 40; 44; 45; 87].

7.3.3. Die gemischten Blocke G/, und G,
Die Eintrage des G?Q—Blocks werden mit den gemischten Faltungsintegralen
Ge = ao(Uph wby), v~ Tk~ Q (7.33)

bestimmt. Wir beschrinken uns auf die Assemblierung mit wB-Splines, da fiir hinreichend
kleines h die relevanten weB-Splines mit den wB-Splines iibreinstimmen. Auflerdem sind
nur Zellen Q ~ Q mit Q N S5 # () interessant. In einem Preprocessingschritt 7.1.1 werden
diese Zellen markiert. Wir setzen

Q) 1= supp \IJZFh N supp wby, 5.

Offenbar ist dann Q,; C QF. Es sei jetzt Q eine Gitterzelle mit @ ~ suppwb}, und

@ N supp ‘IIZFV # (). Wir gehen wieder davon aus, dass wir das Schnittgebiet Q?k =QN
supp \I/ZFV durch eventuelle M Sk € N Subdividierungen in Teilmengen Q?;C mit U?i%k QQ}C =
Q?k zerlegen, und mit Diffeomorphismen 6; : [0,h]? — Q?k als Bild von [0,h]? dar-
stellen koénnen, so dass die Integranden auf den subdividierten Teilmengen glatt sind.
Die von [0, h]? via 6; auf Q?k transformierten Stiitzstellen (TZ 3}“,06232)5: , und Gewichte

Q; Qi
T7Q ) 0—79 : . . .
Wy "0y = Wy, vk "Wy, U’k,€172 = 1,..., N fassen wir nach einer eventuellen Umnumerierung

zu einem Satz Gauflparameter (Tg, ag), wg oo li2 =1, N@ mit N9 = NMVQk fiir das
Schnittgebiet Qka zusammen. Fiir zwei Basisfunktionen wb}} ., ¥} mit QZ , # 0 ist dann

WV

aa(‘I’Z,u7WbZ7k) = /QaV\I'ZTVVwbﬁkdazdy

= / ot VU Vwb . drdy
Qk,u ’ ’

Q~supp sz,h
n
QnNsupp ¥, 1 #0

o a "V Vwby, i, dedy
k,v

No
= Yo > atwlverrvwby (r20F) (7.34)
Q~supp UJb}?,h i,7=1

QNsupp \I/Z}:ﬁé@ Q
=:a
at

(\IIZ}; bt )

und fiir Q,, # 0 setzen wir einfach aa(\IIZ’V, wby, ) = 0. Damit erhalten wir fiir die Matrix

G}fg den folgenden Assemblierungsalgorithmus, welcher die Eintrige der Matrix in einer
dreidimensionalen Datenstrukur abspeichert.
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Algorithmus 2 (Assemblierung G’1172’ G’Q"l-Block)
INPUT: G1,, G5, « 0,
FOR Q. = zh +[0,1]?h,2 € K, Q. N Ss #
FOR p€v—{0,..,nr}
FOR / € z — {0, ...,n}>

911 91 + a0 (Vi whf)
END
END
SET Gl |  (G7,)"
END

7.3.4. Block GY,

Zur Assemblierung des GQQ—BIOCks und der Komponenten F! = (f,) r == ¢ f(\I/ZF#) T
der rechten Seite des Ritz-Galerkin-Systems 7.21 berechnen wir in einem Preprocessing-
schritt zunzchst fiir jede Gitterzelle QL,v ~ T' der Zusatzsplines wie in 7.3.1 beschrieben

Ty Qv .
via der kanonischen Transformation ® einen Satz Stiitzstellen (TiQ ,O'JQ ) und Gewichte

T
ng” ,4,7 =1,..., N. Damit ergibt sich fiir ,,, = supp \I/ZFV N supp \I/ZF#
ao(Vp0,, UyL) = /QaJrV\I/Z’FVV\I/ZL dxdy = /ﬂ a+V\I/Z7FVV\IIZL dxdy
I
— Z /F a+V\I/nyV\IIZL dxdy
QFNQu,u
N I I T
= > 3 atwd v v (of 1) (7.35)
QFNQV,H 7'7.]:1
=2, (V)T V)
und

() = / Uyt dady
supp\I!hr;L

N
1N n T T
= Y D edemed ). (7.36)

QL ~supp \IIZIL i,5=1

_ Qb g™
=i (\I!hSL)

Wir erhalten daraus einen zu G’f’l fast analogen Assemblierungsalgorithmus.
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Algorithmus 3 (Assemblierung GQQ-Block)
INPUT: G4, < 0, F{' < 0
FOR Q'¢, 6 ~ T
FORv € £ — {O, ...,nr}
fo 4 o+ €3 (T)
FOR p € £ — {0, ...,TIEF}
G = G+ g (U, UL
END
END
END

7.4. SystemlGser

Bei genauerer Betrachtung ist die assemblierte Matrix G{i des Ritz-Galerkin-Systems
zunéchst nur formal zu interpretieren. Der Block Gfl wird nach Algorithmus 1 in ei-
nem 4d-Array mit M x N x 2n + 1 x 2n + 1 Eintridgen, die rechte Seite Fj, in einer
M x N-Matrix und die Blocke G?,Q,G’il in einem 3d-Array mit A x M x 2n + 1 Ein-
tragen gespeichert. Hierbei haben wir zur Vereinfachung fiir die Anzahl der Elemente der
Indexmengen |[K| = M N und |v ~ I'| = A geschrieben. Der Vorteil bei dieser Speicherung
ist, dass nur Schleifen iiber rechteckigen Indexfeldern auftauchen, allerdings wird auch
fiir unbeteiligte B-Splines, deren Tréiger auflerhalb von € liegt, Speicherplatz reserviert.
Damit man in der Lage ist, auf das System gingige Losungsalgorithmen anzuwenden,
werden die Blocke Gill,la G}i2 durch Umindizierung in ein 2d-Format umgewandelt. Spezi-
ell bei der Umwandlung von G’f’l erzeugt jeder unbeteiligte B-Spline eine Nullzeile- und
Spalte. Damit das System l6sbar bleibt, wird an dieser Stelle eine 1 auf die Hauptdiago-
nale gesetzt. Fiir eine detaillierte Darstellung der Transformation sei z.B. auf die in [6]
beschriebenen Programmpakete verwiesen. Nach Umwandlung ins 2d-Format erhalten wir
die folgenden Blocke: Gfl"l € RMNXMN Gb € RMNxA, GQI € RMMN gowie die rechte
Seite Fj* € RMY. Der Block GQQ € RMA und die rechte Seite F* € RA miissen nicht
umgewandelt werden, da diese von vornherein im 2d-Format gespeichert werden.

7.4.1. lterative Verfahren

Die Matrix G’IE ist symmetrisch, positiv definit und schwachbesetzt. Bei der Losung des

assemblierten Systems
Gy Gl (UN _ (F
(Gg,l G}2L,2 o) \Fy (7.37)

kann man somit prinzipiell die Blockstruktur ignorieren und einen iterativen Loser wie
das cg-Verfahren (Conjugate Gradients) [79; 35]) anwenden, welches theoretisch nach
hochstens M N + A Schritten die Losung liefert. Obwohl die Blocke G?,Zv Géﬁl und GQQ flir
h — 0 einen im Verhéltnis immer kleiner werdenden Anteil der Galerkinmatrix ausma-
chen, kénnen diese woméglich zu hohen Konditionszahlen des Gesamtsystems fithren (u.a.
in G]f,m G}i1 verursacht durch beliebig kleine Schnitte von den Trégerzellen der B-Splines
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und Zusatzsplines). Um das System zu stabilisieren, lohnt es sich desahlb einen geeigne-
ten Priikonditionierer zu implementieren, siehe z.B. fiir Details zu peg (Preconditioned
Conjugate Gradients) Verfahren [63; 79].

7.4.2. Ausnutzen der Block-Struktur

Aus der Symmetrie und positiven Definitheit von G? folgt die Symmetrie und positive
Definitheit von Gfl und GQQ, es ist also

UtGhU = ||U|?, VU eRMN

O'TG}ilO' lo||?, Vo eRA

A

Damit ldsst sich der obere Teil des Systems 7.37 nach U auflésen:

U= (Gly) 'F) — (G1,) "Gl g0 (7.38)

und in den unteren Teil einsetzen:

(Gg,z - Gg,l(Glf,l)flGlfz) o=F}— Gg,l(G]ll,l)ilF[}}' (7.39)

Die Matrix
8= (Gha - GH.(Gh)TIGh,)

mit der rechten Seite
= h h h \—1h
Fy = F; — G2,1(G1,1) Fry

ist das Schur-Komplement von G{l. Der numerisch schlecht konditionierte Anteil wurde
nun in das im Verhéltnis zum Gesamtsystem kleine A x A-System So = Fé” gepackt.
Wie man mit 7.38 schnell sieht, ist S ebenfalls symmetrisch und positiv definit [79], 7.39
lasst sich also ebenfalls mit einem pcg-Verfahren l6sen. Bilden wir den G’il—Block der
Systemmatrix mit weB-Splines durch die Erweiterung, d.h. fithren wir nachtréglich die
Matrixmultiplikaton aus 7.32 durch, so ist die Matrix nach 2.3.1 gut konditioniert und
damit U aus 7.38 stabil bestimmbar. Die numerische Instabilitdt ldsst sich somit zwar
- wie es bei singuléren Problemen h&ufig vorkommt - nicht komplett vermeiden, aber
zumindest auf ein relativ kleines schlecht konditioniertes Problem reduzieren.






8. Computerexperimente

In diesem Abschnitt wollen wir unsere Theorie an einfachen Modellproblemen testen. Die-
se sollen einen ersten kleinen Uberblick liefern. Das Programmpaket um die Experimente
durchzufiihren ist nicht mit der Absicht auf grofitmogliche Allgemeinheit programmiert
worden, sondern ist als Add On zu den bei uns im Fokus stehenden theoretischen Er-
gebnisse zu verstehen. So haben wir noch nicht alle Aspekte der Implementierung, wie
sie in Kapitel 7 fiir ein allgemeines Programm beschrieben werden, umgesetzt, z.B. be-
schréanken wir uns auf einfache Geometrien mit analytisch beschreibbaren Réndern und
Interfacekurven anstatt allgemeine Bézierkurven zu implementieren. So dient uns als Inter-
face in allen Beispielen der Einheitskreisrand 0B;(0), dies ermdglicht uns unter anderem
den Diffeomorphismus ® und die Umkehrabbildung ®~! analytisch zu bestimmen sowie
mit Polarkoordinaten zu arbeiten. Dazu formulieren wir den elliptischen Operator aus 4.1
in 8.1 in Polarkoordinaten und geben die fiir die Modellbeispiele zur numerischen Be-
stimmung der Losung chhtlgen Groflen an. Zu den eigentlichen Experimenten kommen
wir in 8.2. Wir nutzen B'?  (Q) als Ritz-Galerkin-Ansatz und messen den Fehler in der

w,Xs,h
H!-Norm.

8.1. Interfaceprobleme mit analytischem Interface

Der elliptische Operator aus dem Modellproblem 4.1 lésst sich formal in Polarkoordinaten
(r,0) € (0,00) x [0,27] als

—a (4 =5+ 2F) (6) = £(r.6) (8.1)

schreiben. Sei  C R? mit 9B;(0) C 2 und S5 € 2 d.h. das Interface I ist der Rand vom
Einheitskreis und der Streifen ist der Kreisring

Sy =A{(r,0):1<r<d6+1,0€l0,2m)}.

Damit sind die fiir die Evaluation der Zusatzsplines 7.2.2 wichtigen Groéflen elementar
durch

O(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsinf)
o l(z,y) = (r(z,y),0(x,y) = (V(2? +y?), arctan(y/x))
Vr(z,y) = (cos(6(z,y)),sin(0(z,y)))
_(_sin(0(z,y)) cos(6(z,y))
I v

gegeben. Die von B1(0) nach Q\ B;(0) zeigende Normale auf dB1(0) ist v : [0,27) — R?
mit v(0) = (cosf,sinf). Fiir radialsymmetrische Probleme, d.h. u(r,0) = u(r), f(r,0) =

105
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f(r) ist
oudr _oudo uor ouh
Oordx 00 x ' Ordy 00 y

o 8U 2 au .. 92 o
= 5, Cos 0 + 5y S0 0 = O,u(r).

Vou(r,0) = ( ) - (cos8,sin @)

Mit stiickweise konstanten Koeffizienten a® und rechter Seite f € L?(Q2) N H™(B1(0)) N
H™(Q\ B1(0)) gelten fiir die Losung u € H () N H™2(B1(0)) N H™2(Q\ B1(0)) dann
am Rand der Einheitskreisscheibe 0B;(0) die besonders einfachen Sprungbedingungen

[ulop, @ = lim ut(r) — Jim ™ (r)
[aV,ulop, ) = aF Tl_i)r}lJr orut(r) —a” rl_i)l{l_ Oru™ (7).
8.2. Modellbeispiele
Es sei u die exakte Losung und
up =ul + U e B (Q) (8.2)

der durch Ritz-Galerkin-Approximation erzeugte Interfacespline (vgl. Def. 5.2.1) eines
Modellinterfaceproblems auf €2 mit Interface I' und kompakt enthaltenen Streifen Ss. Hier-
bei bezeichnet u/ den weB-Spline Anteil (vgl. Def. 2.28)

uh = Z Uszi,h € wB}(Q) (8.3)
k~Qh
und
V=" 0¥, € xB(Sh) (84)
{~Th

den Zusatzsplineanteil (vgl. Def. 5.31) von u’l’i sowie Q" c Z2,T" C Z die dazugehorigen

Indexmengen und ug, oy € R die durch den Approximationsprozess bestimmten Koeffizi-
enten.

In den Experimenten messen wir den relativen Fehler

h
U — Up||g1(Q
el = w (8.5)
[ull (@)
und die Konvergenzrate
lu — utll g @
TZI = 108y h/2 ©) (8.6)

|u — up HHl(Q)

Nach dem Jackson-Satz 6.2.1 sollte fiir den Ansatzraum B>

woys.h(§2) bei passend gewshlten

Gewichten w, ys die Konvergenzrate im Grenzfall limy_,q 7’?{1 =1 sein.
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Bei den folgenden Modellbeispielen berechnen wir den relativen H'-Fehler sowie die H'-
Konvergenzraten zu den Gitterweiten h = h, = 7/2¥,v = 2,...,8. Um schnell erste Tests
durchfiihren zu konnen, haben wir auf die Erweiterungskonstruktion der B-Splines verzich-
tet und benutzen nur gewichtete Tensorproduktsplines. Zur Visualisierung der Ergebnisse
plotten wir zu einer gewihlten Gitterweite h den Graphen des Interfacesplines u{i, sowie
seinen w-Spline u” und Zusatzslpline U" anteil. Der Support der Zusatzsplines ist in allen

Beispielen der Kreisring S5 = Bs41(0) \ B1(0).

8.2.1. Modellproblem 1
Es sei Q = B3(0) und I' = 9B4(0).

52

Abbildung 8.1.: Gebiete fiir Modellproblem 1

Wir betrachten das Interfaceproblem: Finde u € H{(B3(0)), so dass

—V-(aVu) = f
UjoBs(0) = 0 8.7
[v]oB, ) =0 ®.7)
[aV,ulop, @) =0

Wir benutzen Polarkoordinaten, wihlen ¢’,6 > 0 mit ¢’ < § < 1, betrachten
w(r,¢) =9 —r?

und setzen mit Hilfe der Blendefunktion ¢™ 7.11

r—1 fir 7 e€]0,d)
xs(r)=< (r=1¢™(r—-1) fir reld,od)
0 sonst
Die rechte Seite
4o~ fir rell,144)
Or
Flr,0) = { —at 0w+ 8rxs(r) + w(r): iGN 1+6,1+40), g<po<on
Orw(r)

—a T2 w(r) + fir r>149¢

r
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liegt in L?(B3(0)) N C>(B1(0)) N C™(B3(0) \ B1(0)) und ist radialsymmetrisch. Das Mo-
dellproblem lautet somit in Polarkoordinatendarstellung

-« (uw + %) (r,0) = f(r) auf Bs(0)\ {0}
u(3,0) = 0 fir 0<60<2rm
ut(1+,0) = u (1-,0) fir 0<f<2r
atul (1+,0) = au, (1-,0) fir 0<60<2rm
}i_% u(r,¢) existiert gleichméfig in 6.
\ (8.8)

Die eindeutige Losung des Modelproblems 8.8 ist
u(r, @) = w(r) + xs(r).

Wir haben uns hierbei natiirlich zuerst u vorgegeben und daraus f bestimmt (so ist die Vor-
gehensweise bei allen Modellbeispielen bis auf Beispiel 2) . Nutzen wir zur Approximation
den speziellen Interfacesplineraum mit den Gewichten w fiir die Tensorprodukt-B-Splines
und die Fortsetzung xs(r, ¢) = xs(r) als Gewicht fiir die Zusatzsplines, so erhalten wir

BL2

s (B3(0)) = wBj,(B3(0)) @ xsB3(S5)

als Ansatzraum fiir die Ritz-Galerkin-Approximation. Offenbar liegt die Losung nach Kon-
struktion im Ansatzraum Bi}’zxé (B3(0)). Die folgenden Plots verdeutlichen diesen Sach-
verhalt.

Abbildung 8.2.: Analytische Lésung v fiir Modellproblem 1
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Abbildung 8.3.: Interfacespline ult (vgl. 8.2) fiir Modellproblem 1, h = /24

Abbildung 8.4.: Gewichteter TP-Spline u” (vgl.8.3) fiir Modellproblem 1, h = 7/2*

Abbildung 8.5.: Zusatzspline ¥" (vgl. 8.4) fiir Modellproblem 1, h = /2%
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10’

@i
iy

-6

-10

Abbildung 8.6.: u — uft fiir Modellproblem 1, h = /24

Abbildung 8.7.: u — u” fiir Modellproblem 1, h = /2%

Fiir alle Gitterweiten h = h, = 7/2",v = 2,...,8 ist der Fehler mindestens <1073, wird
also ausschliefilich durch Rundungsfehler und Fehler beim Losen des LGS verursacht. Es
tritt als genau das ein, was man bei einer Losung im Ansatzraum erwartet.

8.2.2. Modellproblem 2

Wir betrachten wie im ersten Beispiel ein Kreisgebiet 2 = B3(0) und setzen fiir das
Interface I' = 9B1(0).

Fiir eine radialsymmetrische rechte Seite f(r) = f(r,¢) € C°°(B2(0) bekommen wir die
analytische Losung in folgender Darstellung
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052

Qt

Abbildung 8.8.: Gebiet fiir Modellproblem 2

f— (TUT)T = —
1 '
+ +
= = - — d
U, o ozi/o Tf(r)dr

1 s g
— ut(r) = Clilnr_"CQi_ai/ 0'1/ 7f(1)dr do, CfQER.
0 0

Wir wahlen f = 1 und erhalten damit das auf Polarkoordinaten transformierte Testpro-
blem

( _a (u + “7) (r,6) - 1 auf  By(0)\ {0}
u(2,0) = 0 fir 0<60<2rm
ut (14, 0) = wu (1-,0) fir 0<60<27m
atul(1+,0) = a u, (1-,0) fir 0<60 <27
lin% u(r, @) existiert gleichméBig in 6
r—
(8.9)
Setzen wir fir die Koeffizienten o™ = «a|p,(0) = 1, at = Q| B, (0)\B1(0) = 2, so kdnnen wir

mit 8.9 und den Rand- und Interfacebedingungen leicht die exakte Losung zu 8.9 angeben

—r2/4+5/8 fir (r,6) € B(0)
u(r,0) =< —r?/8+1/2 fiir (r,0) € Bo(0) \ B1(0) . (8.10)
1/2 fir »r=0,0<60<2r

Die folgenden Plots veranschaulichen: ohne die Zusatzsplines wird eine deutlich schlechtere
Approximationsgiite bei gleicher Gitterweite erreicht. Man erkennt auch, dass die weB-
Splines einen Teil des Sprungs ausgleichen wollen, aber dies erst mit den Zusatzsplines
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gelingt. Dies verdeutlicht auch die Tatsache, dass —V (aV(¥") wegen [¥"]r # 0i.A. nicht
wohldefiniert ist. Erst zusammen mit dem glatten weB-Anteil vy kann man mit u’ll =
uy + SW tatsichlich im starken Sinn das Residuum bilden. Da wir fiir die schnellen
Tests fiir den G?,Q—Block keine angepasste Gaufquadratur wie im 7 Kapitel vorgestellt
wurde, implementiert haben und wir mit der Gitterweite hg = 7/2% an die Grenzen der
Rechenkapazitét gelangt sind, kann man die berechneten Konvergenzraten als Bestétigung
der Theorie betrachten.

Abbildung 8.9.: Analytische Losung u fiir Modellproblem 2

Abbildung 8.10.: Interfacespline ult (vgl. 8.2) fiir Modellproblem 2, h = /26



8.2 Modellbeispiele 113

Abbildung 8.11.: Gewichteter TP-Spline u” (vgl. 8.3) fiir Modellproblem 2, h = 7 /25

Abbildung 8.12.: Zusatzspline ¥" (vgl. 8.4) fiir Modellproblem 2, h = 7 /26

|

Abbildung 8.13.: u — u{i fiir Modellproblem 2, h = /26
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0.02

0.015

0.01

0.005

Abbildung 8.14.: u — u” fiir Modellproblem 2, h = 7 /26

h h
h e T

7/2% ~ 0.7854 | 4.375 -1072

7/23 2 0.3927 | 3.161 -1072 | 0.4687

7/2% 2 0.1963 | 2.376 -1072 | 0.4113

7/2° ~ 0.0982 | 1.594 -1072 | 0.5762

7/2% 2~ 0.0491 | 1.006 -1072 | 0.6627

7/27 2 0.0245 | 6.126 -1073 | 0.7140

7/28 ~ 0.0123 | 3.631 -1073 | 0.7763

Tabelle 8.1.: H'-Fehler und Konvergenzrate fiir Modellproblem 2

8.2.3. Resiimee

Bei der Implementierung haben wir uns noch nicht um die bei der numerischen Integration
der Faltungsintegrale

ao(Vph,, whyy), v~T, k~Q (8.11)

auftretenden Genauigkeitsverluste gekiimmert, welche durch die unstetigen Integranden
bzw. der nicht addquaten Subdividierung von supp by, ; N \IJZFV supp,v ~ I', k ~ Q ver-
ursacht werden. Die relativ grofien Tréger der Zusatzsplines fithren somit zu einer Ver-
schlechterung der Kondition, welche die optimale Fehlerordnung etwas beintréchtigt. Im
Rahmen der Rechengenauigkeit bestétigen jedoch die beiden numerischen Testbeispie-
le die Theorie gut. Eine Beriicksichtigung der theoretischen Uberlegungen aus Kapitel
7, also insbesondere die Behandlung der Schnittmuster, welche beim Schnitt der Triger
der verschiedenen Basisfunktionen entstehen und die bei der Assemblierung der Blocke
G}ﬁz,G’il eine wesentliche Rolle spielen vgl. 7.3.1,7.3.3, sowie die Losung des Systems
mittels der Schur-Komplement Methode wiirde eine schéne Fortfiihrung der Arbeit aus
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numerischer Sicht darstellen und sollte nochmal bessere Ergebnisse erzielen. Eine vielver-
sprechende Alternative kénnten auch die erst kiirzlich von Hollig und Horner (siehe fiir
Details http://www.siam.org/books/fr26/ sowie [49]) entwickelten neuen rekursiven In-
tegrationsroutinen fiir die we B-Methode darstellen. Die dort entwickelte Methode ist zwar
nicht direkt zur Assemblierung der G?Q, G%l—Blécke anwendbar, konnte aber durch eine
geeignete Modifikation zur stabilen Auswertung der Integrale 8.11 benutzt werden. Auch
die Wahl des Offsetparameters 0, d.h. die Grofle der Triger der Zusatzsplines wirkte sich
wie zu erwarten war auf die numerischen Rechnungen aus. Diesen Sachverhalt haben wir
bei den Testbeispielen nicht weiter thematisiert und natiirlich ein heuristisch bestmégliches
6 gewéhlt. Hier konnte man in Zukunft noch den genaueren Zusammenhang untersuchen.






Zusammenfassung und Ausblick

Dieser Abschnitt enthélt eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick
auf eine Vielzahl von Verallgemeinerungsmoglichkeiten.

1. Interfaceproblem

Wir betrachten beschrinkte Gebiete ,Q~ C RY mit Q~ € Q mit glatten Réndern 05,
[ :=9Q~, wobei wir QT = Q\ (QT UT) setzen. Den inneren Rand I' bezeichnen wir als
das Interface. Die schwache Losung des Interfaceproblems

{ —V-(aVu) = f

ujpn =0
mit stiickweise konstanten Koeffizienten

+ . —
= {0 e TR e erta
liegt fiir f € L2(Q) N H™(QT) N H™(Q7) in HY(Q) N H™2(QT) n H™T2(Q7), m > 0.
Dieses Ergebnis folgt aus einem Shift-Theorem, das wir mit Hilfe einer Differenzenquotien-
tentechnik in 3.2.1 beweisen. In Literatur zu Finiten Elementen wird diese Aussage meist
mit Hilfe eines Resultats aus der Operatortheorie [77] in Verbindung mit [81] angegeben.
Fiir die Losung des Interfaceproblems gelten die folgenden Sprungbedingungen entlang
des Interface (beachte: ujg+ ist fiir m > 0 mindestens H 2 regulir),

[ulr = 0 in HY%T)
[aV,u]lr = 0 in HY*I),

woraus [V, u]r # 0 folgt. Das bedeutet u ¢ H?(12).
2. Konstruktion von Zusatzsplines

Approximiert man die Losung mit klassischen vernetzten Finite-Elemente-Verfahren, so
kann man im Allgemeinen nur eine Konvergenzordnung von (’)(hl/ 2) erwarten. Wie man im
Eindimensionalen sieht, ist dieses Ergebnis ohne eine spezielle Behandlung der Elemente
in einer Umgebung der Singularitét nicht zu verbessern, siche 4.3. Auch mit den vernet-
zungsfreien, auf B-Splines basierenden Elementen aus w*B} (12) ist aufgrund der Glattheit
der gewichteten B-Splines auf einer Umgebung des Interface im Allgemeinen kein besseres
Ergebnis zu erwarten. Deshalb erweitern wir den weB-Raum mit der linearen Hiille von
Zusatzsplines mit singuldren Gradienten

G (o) = { X (T @) O (@7 ay) far (zy) € S
e 0 fir  (2,y) € Q\ S5

117
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welche wir mit einem glatten Diffeomorphismus ® : S5 — S5 C Q,

(z,y) = @(s,t) := (1) + 5 - v(1),

durch Tensorproduktbildung von univariaten, auf Ecken des Rechtecks S5 = [0,4) x [0, L)
definierten Funktionen konstruieren. Die Abbildung @ ist bei einem C"™-Interface ein cm-1
Diffeomorphismus und bildet S5 diffeomorph auf den Streifen S5 ab. Hierbei sind

bpn(s,t) =bp,(t), k~T, (s,t) €[0,0) x T,
die von T' = [0, L) auf S stetig fortgesetzten univariaten periodischen Splines (s.5.17) und

- - s fir (s,t) €0,0%) x
Xs(s:1) _{ sC™(s) fir (s,t) € [6%,0) x T

eine auf [0,9) univariate und ebenfalls auf Ss stetig fortgesetzte Gewichtsfunktion (vgl.
5.1.4). AuBerhalb der Streifen wird ys = 0 gesetzt.

Aufgrund der Tensorproduktstruktur bleiben viele bekannte Eigenschaften der univariaten
B-Splines erhalten (vgl. 5.2.1):

e supp ¥} = @([0,0) x [kh, (k +nr)h]) C S

° \1121;120

> BT =0=8,=0, k~T
k~T

« D V=X
k~T"

[[‘I’Z,Fh]]F =0

VU I = = [vIPBR, (6)
o IR, € Hy(Q)NCHQT)NC™(Q7), ¢=min{nr —1,m}.
3. Approximation mit Interfacesplines

Wenn I' keine achsenparallelen linearen Segmente enthilt (was keine wesentliche Ein-
schrankung ist), ist die Menge {B]Zh}kNQU{\I’ZTk}kNF linear unabhéngig (vgl. 5.2.2). Setzen

wir x;B," (I') = span {qlzrh}kwr und bilden mit den weB-Splines die direkte Summe

B 1 (Q) = wBg(Q) © xsB," (S5),

so erhalten wir den Raum der Interfacesplines.

Fiir v’ € BZ’Z? 5 (€2) zeigen wir in 5.2.3 die folgenden strukturellen Eigenschaften:

e v c HY(Q)NCHQT)NnCHQ)
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o [u"lr=0
o [Vou"lp=ge H"™ V2T), g#0.

Hierbei gilt fiir n > 1

9= lvOIP Y Bubi ()

k~T

punktweise und fiir n = 1 noch im L2-Sinn.
Fiir den Raum IB%}U’?X&,Z(Q) und u € HY(Q) N H3(QT) N H5(Q™) zeigen wir in Kapitel 6

einen Satz vom Jackson-Typ, d. h. es existiert ein uft € Bua, () mit
h
lu = upl[gr = h

Daraus erhalten wir mit dem Céa-Lemma 1.3.3 fiir f € L2(Q) N H3(QF) N H3(Q7), wenn

wir Bifxa’h(ﬂ) als Finite-Elemente-Ansatzraum nutzen, die optimale Konvergenzordnung

der Ritz-Galerkin Losung u” an die Losung des Interfaceproblems von O(h) in der H!-
Norm.

4. Aspekte der Implementierung

Die Umsetzung eines vernetzungsfreien Finite-Elemente-Verfahrens mit Interfacesplines
in ein robustes und schnelles Computerprogramm wird durch die Tensorproduktstruktur
der beiden Basistypen ermoglicht. Die beteiligten univariaten Splines lassen sich schnell
mit dem de Boor-Algorithmus [21] auswerten. Die Auswertung des Gewichts y;s birgt
auch keine Probleme und geschieht einfach mit Hilfe von Polynomroutinen. Lediglich die
Gewichtsfunktion w und der Diffeomorphismus ¥ sowie der Gradient Vw und die Eintrége
der Jacobimatrix Jg miissen bei allgemeinen Rédndern numerisch bestimmt werden. Da
wir die Rénder als glatt und durch Bézierkurven darstellbar voraussetzen, kénnen die
benotigten Werte aber effizient mit einem eindimensionalen Newtonverfahren bestimmt
werden. Die Galerkinmatrix der diskretisierten Variationsformulierung

Gh.  Gh
n_ (Gl Glo\ C RUk~Ql T x({yn@) [+ {unT})
Gr <G§a Géz) <R

besteht aus vier Blocken

L2
Gl = aa(B}y Bi ki € R~
G?Z - aa<‘I’Z,Fng,e)u~r,e~Q € RHVNFHXHENQH’
G = (G?Q)T e R~ Ix|{r~T)]
Gly = aa(T), U3T )yur por € RIVETHXHED]

Bei der Assemblierung der Matrix gehen wir blockweise vor (s. 7.3.2, 7.3.3, 7.3.4). Bei je-
dem Assemblierungsblock treten, bedingt durch die unterschiedliche Form der Trigerstruktur
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von weB-Splines und den Zusatzsplines, verschiedene komplizierte Schnittmuster auf. Bei
den Blocken G’il und G}fg bietet sich eine zellbasierte Integration an (s. 7.3.1). Zellen,
die von 09, T' oder den Zellen der Zusatzsplines QL, v ~ T, geschnitten werden, miissen,
um einen Genauigkeitsverlust durch unstetige Integranten bei der GauB3quadratur zu ver-
meiden, in geeigneter Weise subdividiert und auf ein Standardquadrat abgebildet werden.
Subdividierte Zellen bekommen dann fiir jedes Teilgebiet, welches abgebildet wird, einen
transformierten Satz Gauflpunkte. Der Block GQQ wird direkt auf den Zellen QL,v ~ T
assembliert. Die Transformation der Gaufipunkte gelingt hier mit dem Diffeomorphismus
®, mit dem die Zusatzsplines konstruiert wurden, besonderes einfach. Die bei der As-
semblierung enstehenden Datenstrukturen (G}f,1 ~ 4d-Array, G’iQ ~ 3d-Array) werden
durch Umindizierung ins 2d-Format zuriicktransformiert. Damit lassen sich géngige Loser
auf das System anwenden (oder man implementiert Loser, die auf dieser Struktur arbei-
ten konnen). Aufgrund von beliebig kleinen Schnitten der Triager von Zusatzsplines und
Tensorproduktsplines kénnen Instabilitdten auftreten, weshalb man die Blockstruktur der
Matrix auch beim Losen ausnutzen sollte. Eine Moglichkeit ist, das Schur-Komplement
zu bilden. Dabei wird das Gleichungssystem in zwei Systeme zerlegt. Das erste System
hat dieselbe Dimension wie der GQQ—BIOCk und das zweite wie der grofie Gfl—Block. Die
instabilen Eintrage tauchen nur noch im ersten System auf. Man 16st dieses somit am
besten mit einem cg-Verfahren und einem geeigneten Priikonditionierer (z.B. SSOR, vgl.
[63]). Benutzt man weB-Splines fiir das zweite System, so ist das System stabil l6sbar.

Im 8. Kapitel berechnen wir fiir ein paar einfache Modellbeispiele Ritz-Galerkin Appro-
ximationen aus einem Interfacesplineraum. Obwohl wir fiir die Tests nicht alle wichtigen
algorithmischen Aspekte wie in Kapitel 7 beschrieben implementieren, die zu einer nu-
merisch stabilen Berechnung fithren, wird die Theorie im Rahmen der Rechengenauigkeit
bestétigt.

5. Verallgemeinerungen

Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse kénnen in vielen Richtungen erweitert werden.
Wir halten uns an Strang & Fix [83] und trennen die Richtungen nach Mathematikertypen
aus den in Frage kommenden Fachgebieten:

e Aus der Sicht des reinen Mathematikers bzw. Approximationstheoretikers:

— Abschwiichung des Jackson-Satzes (Satz ??) fiir Funktionen aus H (Q)NH?(Q7)N
H?(Q7). Daraus wiirde bei der Approximation mit Interfacesplines die optimale
Konvergenzrate auch fiir Interfaceprobleme mit rechten Seiten in L?((2) folgen.

— Genauere Angabe der Konstanten in der Jackson-Abschitzung. Kann man zei-
gen, das
h
|u —upl[ ) = Pl flle@)

, 50 erhiilt man mit Aubin-Nitsche (1.3.4) sofort die optimale L2-Konvergenzrate
von O(h?).
— Hohere Konvergenzordnungen. Dies wird aber nicht ohne eine zusétzliche Er-

weiterung der Interfacesplinebasis moéglich sein. Siehe auch 6.2.1 fiir Gedanken
zu diesen Themen.
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Betrachtung von allgemeineren Interfaceproblemen, z.B. mit k£ > 1 Interfaces,
k > 0 sich schneidende Interfaces, ein Interface, bzw. mit einem Interfaces,
welches den Rand schneidet, etc.

Konstruktion von Zusatzsplines in drei oder beliebigen Dimensionen.

e Aus der Sicht des angewandten Mathematikers und Numerikers:

Stabilisierung der Interfacesplinebasis. Eventuell gibt es einen #hnlichen Sta-
bilisierungsvorgang wie bei den Tensorprodukt-B-Splines. Dann kénnte man
von vornherein das Ritz-Galerkin-System ohne Umwandlung in sein Schur-
Komplement mit einem cg-Verfahren 16sen.

Entwicklung eines optimalen oder hinreichend guten Prikonditionierers fiir das
Hkleine System aus der Schur-Komplement-Zerlegung.

Bestimmung des optimalen § fiir den Streifen S5 der Zusatzsplines.

e Aus der Sicht des informatikaffinen Numerikers:

Implementierung eines moglichst allgemeinen Programms, in dem unter ande-
rem die Gebietsrinder und das Interface als allgemeine Splinekurven implemen-
tiert werden.

Implementierung mehrerer Interfaces.

Optimierung des Programmcodes, Entwicklung effizienter und stabiler Algo-
rithmen.

Optimale Assemblierung der Galerkinmatrix, hier insbesondere die effiziente
Implementierung der mitunter komplizierten Schnittmuster.

Heuristische Bestimmung des optimalen § fiir den Tréger S5 der Zusatzsplines.

Umsetzen des Programms in 3d.






Summary and Discussion

This section contains a short summary of the thesis as well as a discussion of possible
generalizations and further developments of the results achieved.

1. Interface Problem

We consider bounded domains Q,Q~ ¢ R% Q~ € Q with smooth boundaries 99, T' :=
90~ , where Ot = Q\ (T UT). The inner boundary I is referred to as interface. The
weak solution of the interface problem

{ —V-(aVu) = f

U =0

with piecewise constant coefficients

at eRY ot £a”

(2) = at fir z€Q Ul
A=Y o fir r € QF,

and right-hand side f € L*(Q) N H™(QF) N H™(Q7) belongs to H} () N H™2(QT) N
H™2(Q7),m > 0. In a similar formulation, this statement is often quoted in the finite
element literature subject to interface problems and virtually in every paper referenced as
a by-product of an operator theoretical result (c.f. [77] in combination with [81]). Alterna-
tively we give a somewhat elementary but technical proof a applying difference quotient
technique, c.f. 3.2.1. For the solution of the interface problem, the following jump condi-
tions along the interface hold (keep in mind that ujg+ is at least H 2_regular for m > 0),

[ulr = 0 in HY*T)
[aV,ulr = 0 in HY*D),

therefore [V, u]r # 0, which in general u ¢ H?(£2) implies.
2. Construction of Supplementary Splines

An approximation with classical mesh-based finite elements provides only a convergence
rate of only O(h'/?). In one dimension, we can see that this rate cannot be improved
without a special treatment of the elements in a neighborhood of the singularity (c.f. 4.3).
Also, with the meshless b-spline-based elements from w°B}! (€2), we generally cannot expect
a better result, due to the smoothness of the weighted b-splines in a neighborhood of the
interface. So, we enlarge the weB-space by the linear span of supplementary splines with
singular gradients

{ Xs (<I>_1(x,y)) Z)Z,FV (<I>_1($, y)) for (z,y) € Ss

v =
u,h(m’y) 0 for (z,y) € Q\ S5 '
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which we construct with the aid of a smooth diffeomorphism & : 5’5 — S5 C Q,

(z,y) = ®(s,1) :=(t) + 5 - (1),

and a tensor-type product from two univariate functions defined on the edges of the
rectangle S5 = [0,8) x [0, L). For aC™-interface the mapping ® belongs to C™ ! and

maps the rectangle S5 diffeomorph onto the strip Ss. Here,

7;7,1(5,75) = 527h(t), k~T, (s,t)€[0,0)xT

are the univariate periodic splines (c.f. 5.17) continuously extended from I = [0,L) onto
Ss and
s fir (s,t) €10,0%)

~ X "
X‘s(s’t):{ scm(s) fiir (s,0) €[50y x T 10 <0 <0

il

is a weight function (c.f. 5.1.4) univariate on [0,8) and, as well on S5 continuously exten-
ded. Outside the strip we set x5 = 0.

As a consequence of the tensor product structure, many familiar properties of univariate
b-splines are remain (c.f. 5.2.1):

e supp ¥}, = @([0,0) x [kh, (k +nr)h]) C S

° \1123“;120

Zﬁk\If’,;‘fh:O:ﬁk:O, k~T

k~T
o Z T = Xs
k~T
o [Ui5Ir=0
o VU Ir = —|v|?B5, (1)

o Uy, € HY Q) NnCHQ ) NC®(Q7), ¢=min{nr —1,m}.
3. Approximation with Interface splines

If T’ does not contain any axis-parallel linear segments (not being a severe restriction),
then the set { B}, }roU{ ¥} Ji~r is linearly independent (c.f. 5.2.2). We set xsB)," (T') =

span {\I/ZFh}k . and thus generate via the direct sum with the weB-space the space of

interfacesplines:

B () := wBL(Q) © xsB," (S5),

W, X6

In 5.2.3 we show some structural properties for an interface spline u” € IB%ZT;(I;h(Q) :

e v c HY(Q)NCHQT)NnCHQ)
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o [u"Jr=0
o [Voullr=ge H"™V2T), g#0

Here,

g=Ilv®I? Y Bibi ()

k~T

holds for n > 1 pointwise and for n = 1 in the L?-sense.

We prove in Chapter 6 a Jackson-type theorem for IB%iU’i((S ,(Q) and w € HY(Q)NH(QT)N
H®(Q7), e.g. there exists a ult € IB%}U’?X& (Q) with

lu = ut| g < A

As a consequence (thanks to the Céa lemma 1.3.3), for f € L2(Q) N H3(QT) N H3(Q7)

and IB;’QX& ,(€) as finite element space, we obtain the optimal convergence rate O(h) of

the Ritz-Galerkin solution u” to the exact solution in the H-norm.
4. Computational Aspects

The conversion of a meshless finite element method with interface splines into a robust and
fast computer program is due to the tensor product structure of the different basis types.
The involved univariate splines can be evaluated quickly with the aid of the de Boor algo-
rithm [21]. The evaluation of xs causes no problems either, and the job can be easily done
applying polynomial routines. Merely the weight w, the diffeomorphism W, the gradients
Vw and the entries of the Jacobian Jy have to be evaluated numerically in general. For
smooth boundaries, in a Bézier curve representation (as we assume), the required values
could be computed efficiently by a one-dimensional Newton-type procedure. The Galerkin
matrix of the discretizised variational formulation

ah — (Gl Glo)  RUE~Qp+onT )X (om0} [+ {a~T )
Po\ah ah

consists of the four blocks

<012
Gl = aa(Bii Bl ki~ € RFIE,
G?z - aO‘(\PZTng,E)VNF,éNQ S RHVNFHXHENQH’
Gy = (G’fg)T e RHA~X{p~TH
Gl = aa(W)0, WiT )y yor € RIVEDI<HHED]

So we assemble the Galerkin matrix blockwise, c.f. 7.3.2, 7.3.3, 7.3.4. In each assembly
block, due to the different kinds of supports of the participating weB- and supplemen-
tary splines, several distinct cut patterns occur. For the blocks Gfl a Gif,m a cell-based
integration routine, is appropriate, c.f. 7.3.1. Cells which cut 92, I" or an interface cell
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from the supplementary splines QL,v ~ T, have to be subdivided suitably and map-
ped to a standard square in order to prevent a significant loss of accuracy by the Gauss
quadrature due to discontinuous integrands. Every subcell receive a set of transformed
Gauss points and weights. The assembly of block GQL’Q takes place directly on the cells

U v ~T. The transformation of the Gauss data is easily achieved by the diffeomorphism
® from the construction of the supplementary splines. The data structures (G?,l ~ 4d-
array, G’ﬂ2 ~ 3d-array), created by the assembly, could be re-transformed to a 2d structure
by re-indexing. So, conventional system solvers can be used (or solvers are implemented
which be directly operate on the compact structure). As a consequence of arbitrary small
cuts of the supports of the two involved spline basis types, instabilities can occur. For
this reason, make use of the block structure of the matrix. One possibility is to form the
so called Schur complement decomposition, in which the equation system is divided into
two. The first one has the same size as the relative small GQZ—block and the second one,
has the same size as the big G"f’l—block. So, the unstable entries occur only in the smaller
system which can be solved with an appropriate cg-method and a suitable preconditioner
(e.g. SSOR c.f. [63] ). The second system could be solved stably, if using e.g. we B-splines
for its assembly.

In chapter 8 we compute some Ritz-Galerkin approximations from an interface spline space
for simple model examples. Although we have not implemented all the important algo-
rithmic aspects yield a numerically stable computation as stated above (or more exactly
in chapter 7), our theoretical results are well confirmed within the limitations of compu-
tational accuracy.

5. Generalizations and Future Work

The results in this thesis could be extended in many directions. We follow Strang & Fix
[83] and separate the directions according to different kinds of mathematical disciplines.

e From a pure mathematician’s or approximation theoretical point of view:

— Weakening the Jackson theorem 6.2.1 for functions in H} (Q)NH?(QT)NH?(Q7).
This would justify an optimal approximation of interface problems with right
hand-sides in L?(f2) with interface splines.

— More precise information of the constants in the Jackson estimate 6.2.1. If we
are able to show that

lu — utl| g0y = Rl fllz20),

we immediately gain (thanks to Aubin-Nitsche, c.f. 1.3.4) the optimal L? con-
vergence rate of O(h?).

— Higher convergence rates. This would probably not be possible without a further
extension of the interface spline basis. See also 6.2.1 for some thoughts on this
subject.

— Consideration of more general interface problems, e.g. with k£ > 1 interfaces,
k > 0 intersecting interfaces, a boundary intersecting interface etc.
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— Construction of supplementary splines in three (or arbitrary) dimensions
e From an applied mathematician’s or numerical analysist’s point of view:

— Stabilization of the interface spline basis. Perhaps an extension procedure as
with the tensor product b-splines on domains will lead to an stabilized basis
for the interface spline space. Then one could use a priori an ordinary cg-type
solver for solving the system stably also for small A without a Schur complement
decomposition.

— Development of an optimal or sufficiently well-working preconditioner for the
,small“ system, resulting from the Schur complement decomposition.

— Determination of an optimal § for the supports of the supplementary splines.

e From the point of view of a computer-science-orientated numerical analysist

Implementation of a program being as general as possible (e.g. boundaries and
interface curves implemented as spline curves).

Implementation of several interfaces.

— Optimization of the code, development of stable and efficient algorithms.

Optimized assembly of the Galerkin matrix, in particular the efficient imple-
mentation of the occasionally complicated cut patterns.

Heuristical determination of an optimal ¢ for the strip Ss.

Adapting the program in 3d.






Anhang

Hier stellen wir lose Satze und Konzepte aus der elementaren Analysis und Funktional-
analysis zusammen, die nur an einzelnen Stellen benétigt werden und deshalb hier nach-
geschlagen werden konnen. Die Beweise finden sich in dhnlicher Darstellung in jedem
Lehrbuch tiber die genannten Themen, siche z.B. zu Teil A [56],[57] und zu Tweil B [3].

A. Analysis

Satz A.1 (Young’sche Ungleichung)
Es ist fiir a,b>0,e >0
€ 1
b< —a®+ —b2.
ab < 2a + %

Satz A.2 (Mittelwertsatz)
Sei U C RY offen, f € CYU) sowie x € U und ¢ € R?, so dass die Verbindungsstrecke
x+0£0<0<1inU liegt. Dann gilt

1
fla+€) — flz) = /O (V(f(x +66)).)db.

Satz A.3 (Parsevalsche Gleichung)
Es sei f € L*(0,27) und ag, ag, by, k = 1,...,00 die reellen Fourierkoeffizinten der mit f
gebildeten reellen Fourierreihe. Dann ist

1 - 1
§!a0|2 + ) (lanl + [be]?) = %HfH%%o,%)'
k=1

Satz A.4 (Abschneidefunktion)

Es sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet und Qo € . Dann existiert eine Abschneidefunk-
tion Funktion x € C§°(Q), so dass 0 < x < 1 und x|q, = 1. Ist dist(99,080) = ¢ > 0,
dann kann x so gewdhlt werden, dass

10%x(2)] < Caad™?,  |al e N,z € Q\ Q.

Definition A.1 (Ausschépfung)
Es sei Q C R Mann nennt eine Folge von Mengen Q1 C Q9 C Q3 C ... C Q mit
Q = Ugen$% eine Ausschopfung von €.

Satz A.5 (Integration iiber Ausschépfung)
Esseiu:Q CRY — R und (Q)ren eine Ausschopfung von , so dassu € L' (), k € N.

Dann ist u iber Q genau dann integrierbar, falls die Folge </ u(m)dm) beschrinkt
Q

k keN

ist und es gilt

/Q wz)dz = lim | w(z)da.

k—o00 QL
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B. Funktionalanalysis

Definition B.1 (Schwache und schwach+ Konvergenz)
Es sei (U, ||-|u) ein unendlichdimensionaler Banachraum und (U', ||||y7) der dazugehorige
Dualraum. Man sagt, eine Folge (ug)gen konvergiert schwach gegen ein u € U, falls

lim |Fuy — Fu| =0, VFeU’
k—o00

und eine Folge (Fy)ren aus U’ konvergiert schwachx gegen ein F € U’, falls

lim [Fru — Fu| =0, YuecU.
k—o0

Lemma B.1 (Unterhalbstetigkeit der Norm)
Konvergiert eine Folge (up)reny C U schwach gegen ein u € U, so ist die reelle Folge
(llugllv)ken beschrinkt und die Norm ist unterhalbstetig, d.h.

liminf ||ug || > ||ullv-
k—o00

Lemma B.2 (Kriterium fiir schwachx Konvergenz)

Sei U ein Banachraum und (Fj)gen eine Folge in U'. Dann konvergiert (fi)ren genau
dann im schwachx Sinn gegen ein u € U’, falls die Menge {||F||v'}ren beschrinkt ist
und falls eine dichte Teilmenge V' C U existiert, s.d. die Folgen (Fxv)ken fir alle v € V
Cauchyfolgen in R sind.

Wir bezeichnen mit U” := {® : U’ — R | ||®||y» < oo} den Bidualraum von U’. Hierbei ist

)
@] = sup 2] . Die Abbildung i : U — U” mit i(u) = @y, P, F := FuVF €
rev | o 1 fllor
U’ nennt man kanonische Inklusion. Ist i bijektiv, so nennt man U reflexiv.

Folgerung B.1 (Hilbertriume sind reflexiv)
Jeder Hilbertraum ist reflexiv und der schwache und der schwachx Konvergenzbegriff im
Dualraum stimmen iberein.

Folgerung B.2 (Schwache L?-Konvergenz)
Es sei Q@ C R? ein Gebiet und (ug)ren) eine Folge aus L*(Q). Die Folge konvergiert
genau dann schwach, wenn (||ug||)ren €ine beschrinkte Folge in R ist und wenn fir alle

S 1e Folgen Uk PdT auchy-Folgen in R sind.
¢ € C3*(2) die Folg (/ od Cauchy-Folg R d
Q keN
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