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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Theorie des Ubergangszustands (engl. Transition State Theory, TST) [1-14] ist
eine aktuelle Theorie zur Bestimmung von Ratenkonstanten in Systemen, bei denen
zwischen zwei eindeutig festgelegten Zustéinden unterschieden werden kann. Durch die
Einfithrung einer Trennflache (engl. Dividing Surface, DS) lasst sich der betrachtete
Zustandsraum klassifizieren, wodurch sich geeignete unterteilbare Systeme untersuchen
lassen, was zu vielen Anwendungsmoglichkeiten, unter anderem in Bereichen der Atomphy-
sik, Diffusionsdynamik, Himmelsmechanik oder bei Bose-Einstein Kondensationen [15-19],
gefiihrt hat. Bei Anwendung auf die Chemie beschéftigt sich die TST mit dem Vorgang
von molekularen Reaktionen und ermoglicht so iiber das Bestimmen des Flusses durch die
im Phasenraum liegende DS das Ableiten von Ratenkonstanten. Dies gelingt durch die
Definition eines Ubergangszustands, also eines Zustands, der weder als Edukt noch als
Produkt identifiziert werden kann. Die normal hyperbolisch invariante Mannigfaltigkeit
(engl. Normally Hyperbolic Invariant Manifold, NHIM) entspricht dabei der Vereinigung
dieser Zusténde. Durch die Kenntnis der Dynamik der NHIM lésst sich der Phasenraum
unterteilen und in diesem stattfindende Reaktionen besser quantifizieren. Damit kann
unter anderem untersucht werden, unter welchen Bedingungen gewiinschte Eigenschaften
— beispielsweise das Beschleunigen des Reaktionsvorgangs durch dufseres Treiben des
Potentials — bei einer chemischen Reaktion erreicht werden. Die grundlegende Motivation
der vorliegenden Arbeit besteht darin, die Dynamik nichtlinearer Systeme, welche durch
die TST beschrieben werden konnen, zu untersuchen, um ein besseres Verstandnis fiir
solche Systeme zu erlangen. Dadurch soll erreicht werden, die Abhéngigkeit der Dynamik
von Systemparametern zu bestimmen, womit sich aus den Zustandsdnderungen resultie-
rende Ratenkonstanten gezielt beeinflussen lassen konnen. Dies ist im Hinblick auf die
Forschung sowie die industrielle Produktion von grofsem Interesse, da sich somit beispiels-
weise die Herstellung von Konsumgiitern, welche oftmals auf chemischen Reaktionen
basiert, verbessern lassen kann.

Zur Untersuchung solcher Systeme werden Methoden aus der Theorie der nichtlinearen
Dynamik verwendet. Als eines der jiingsten Forschungsgebiete der modernen Physik
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hat sie in vielen weiteren Bereichen, unter anderem in den Ingenieurs-, Wirtschafts-
und Sozialwissenschaften, bedeutungsvolle Beitrége geleistet, da ihre Methoden sich auf
Theorien, welche Differentialgleichungen mit nichtlinearen Anteilen enthalten, anwenden
lassen. In der vorliegenden Arbeit soll sie zur Untersuchung der Dynamik in einem
Modellsystem, welches sich eignet, um den Ablauf einer Reaktionskinetik zu beschreiben,
verwendet werden. Da solche Systeme sehr komplex sein konnen und sich daher nur selten
analytisch behandeln lassen, werden numerische Losungsverfahren zum Approximieren
der Dynamik verwendet.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit unterteilt sich in drei Hauptkapitel. Zu Beginn wird zunéchst der The-
menschwerpunkt in Form einer theoretischen Beschreibung vorgestellt. Im Anschluss
daran werden Methoden zur Losung erldutert, die entwickelten Methoden an einem
angewandten Beispiel verwendet und schlieflich die erzielten Ergebnisse beschrieben.

Kapitel 2 stellt zunéchst Grundlagen der in der Arbeit betrachteten TST sowie Methoden
zur Untersuchung von nichtlinearen dynamischen Systemen vor. Zu Beginn wird ein
Uberblick iiber die TST gegeben, wobei zum besseren Versténdnis der Arbeit grundlegende
Ideen aus der TST, wie z.B. das Einfiihren von Mannigfaltigkeiten im Phasenraum zur
Unterteilung des Systems, anhand eines eindimensionalen Beispielpotentials erklért
werden. Anschlieftend wird die NHIM eingefiihrt, welche in dieser Arbeit eine wichtige
Rolle spielt, da die auf ihr stattfindende Dynamik untersucht werden soll. Die zeitliche
Entwicklung dynamischer Systeme lésst sich im Phasenraum darstellen; fiir Systeme
mit zwei Freiheitsgraden wird hierfiir die bzw. der sogenannte Poincaré-Abbildung oder
Poincaré-Schnitt (engl. Poincaré Surface of Section, PSOS), eine Methode zur visuellen
Darstellung mehrdimensionaler Systeme, vorgestellt. Anschliefsend werden mogliche
erkennbare Strukturen in der PSOS erklért, welche Aufschluss iiber die Eigenschaften des
untersuchten Systems geben konnen. Periodizitdten lassen sich in den Poincaré-Schnitten
iiber Fixpunkte erkennen, welche durch das Auftreten von Bifurkationen entstehen kénnen.
Die fiir die Arbeit relevanten Arten von Bifurkationen werden kurz eingefiihrt. Zudem
wird ein allgemeines Beispiel aus der nichtlinearen Dynamik verwendet, um das Auftreten
von Bifurkationen zu beschreiben.

In Kapitel 3 werden die Methoden zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM vor-
gestellt. Dabei werden zwei grundlegende Algorithmen, der Velocity- Verlet-Algorithmus
sowie die binédre Kontraktionsmethode (engl. Binary Contraction Method, BCM), welche
zur Trajektorienpropagation und Stabilisierung der Dynamik benétigt werden, in kompak-
ter Form erklart. Hierflir werden jeweils die grundlegenden Iterationsschritte aufgezahlt
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und beschrieben, womit dem Leser ein besseres Verstindnis iiber die Entstehung der
Abbildungen erméglicht werden soll. Anschliefend werden zwei Verfahren, welche benutzt
werden kénnen, um Fixpunkte beliebiger Periode in der PSOS zu bestimmen, vorgestellt
und miteinander verglichen. Zuletzt wird die verwendete Simulationssoftware RODEQ kurz
vorgestellt.

Kapitel 4 beinhaltet das im Rahmen der Arbeit untersuchte Modellsystem, welches
einem periodisch getriebenen Potential mit instabilem Freiheitsgrad entspricht. Dieses
wird {iber einen Rang-1-Sattel konstruiert, an dessen Umgebung die NHIM angeheftet
ist. Es werden die in Kapitel 2 und Kapitel 3 vorgestellten Methoden und Verfahren
benutzt, um fiir unterschiedliche Systemparameter des Modellpotentials Poincaré-Schnitte,
Bifurkationsdiagramme sowie Abbildungen der Trajektorien im Orts- und Phasenraum
zu erzeugen. Auftretende Besonderheiten der Systeme in Form von Bifurkationen oder
sonstigem Verhalten werden dabei genauer beschrieben.

Zuletzt wird ein Uberblick iiber die Ergebnisse der Arbeit sowie ein Ausblick fiir kiinftige
Arbeiten in Kapitel 5 gegeben.






2 Theorie

2.1 Transition State Theory

Die TST ist eine im Allgemeinen auf klassischer Mechanik basierende Theorie zur Be-
schreibung der chemischen Reaktionskinetik. Dabei wird der Zustandsraum eines Systems
durch die Einfiihrung eines Rang-1-Sattels (welcher die Existenz eines instabilen Frei-
heitsgrades sicherstellt), in zwei Bereiche unterteilt, den Bereichen der Edukte (Teilchen,
welche noch nicht reagiert haben) und Produkte (Teilchen die reagiert haben). Diese
Bereiche liegen im Zustandsraum auf einer Energiehyperflache, womit sich jeder Kon-
figuration des Systems eine eindeutige Energie zuordnen lasst. Zustandsentwicklungen
lassen sich dann als ,Quasiteilchen” auf einer Energiehyperfliche beschreiben, wobei
die Dynamik durch die Existenz eines instabilen Freiheitsgrades im Folgenden genauer
beschriebene Eigenschaften aufweist. Die Hauptaufgabe der TST besteht darin, den Fluss
der Quasiteilchen im Phasenraum iiber den Sattel zu bestimmen, um beispielsweise das
Ableiten von Ratenkonstanten zu ermdglichen.

2.1.1 Beispiel-Potential in 1-d mit zugehoriger
Phasenraumstruktur

Chemische Reaktionen konnen dann stattfinden, wenn die Energie der reagierenden
Teilchen grofer ist als die durch das jeweilige System festgelegte Aktivierungsenergie
(siehe Abbildung 2.1). Die vorhandene Potentialbarriere bei #M4X wird durch die Existenz
eines Rang-1-Sattels gesichert und ermdglicht das Unterteilen der Zusténde in die Bereiche
der Edukte, der Produkte sowie den Ubergangszustéinden. Teilchen mit z < zMAX
werden den Edukten, Teilchen mit > #MAX den Produkten und schlieflich Teilchen
mit x = zMAX den Ubergangszustinden zugeordnet. Damit ein Teilchen reagieren
kann, muss es gewisse Anfangsbedingungen (z,v) besitzen, wobei  dem Ort und v der
Geschwindigkeit des Teilchens entsprechen. Betrachtet man zunéchst den einfachsten
Fall eines eindimensionalen statischen Systems, so existiert ein Fixpunkt bei z = aMAX,
dem Maximum der Barriere. Ein sich dort befindendes Teilchen mit v = 0 wiirde auf
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NHIM
[ ﬁbergangszustand j

Energie

l Produkt

Abbildung 2.1: Eindimensionales Beispielpotential zur Beschreibung einer chemischen
Reaktion. Dabei ist der Zustand, ob sich ein Teilchen zu den Edukten, den Produkten
oder zum sogenannten Ubergangszustand einteilen lisst, eindeutig iiber seine Reaktions-
koordinate und seine Geschwindigkeit festgelegt. Im Falle eines zeitabhédngigen Potentials
(grau gekennzeichnet) wird auch die NHIM zeitabhéngig, wobei die Positionen des Sattels
2MAX und der NHIM 2NH™ picht mehr an der selben Stelle liegen.

Reaktionskoordinate

der Barriere stehen bleiben und konnte somit weder den Edukten, noch den Produkten
zugeteilt werden.

Da es sich um einen instabilen Fixpunkt handelt, geniigt bereits eine infinitesimale
Storung, um das Teilchen aus seiner Gleichgewichtslage auf der Potentialbarriere zu
16sen, wodurch das Teilchen den Sattel verldsst und eindeutig den Produkten oder
Edukten zugeordnet werden kann. Instabile Fixpunkte, wie in diesem Fall vorliegend,
haben zur Folge, dass die in ihrer Umgebung stattfindende Dynamik ebenfalls instabil
ist. Ein an einer chemischen Reaktion teilnehmendes Teilchen wird sich dadurch nach
dem Uberqueren oder dem Abprallen an der Potentialbarriere mit zunehmender Zeit
exponentiell schnell vom Sattel entfernen.

Das im statischen Fall zunéchst trivial erscheinende eindimensionale Beispiel nimmt mit
zunehmenden Freiheitsgraden sowie einer Zeitabhéngigkeit sehr schnell an Komplexitat
zu, wodurch bei den meisten Systemen eine analytische Betrachtung nicht mehr moglich
ist. Bereits ein periodisches Treiben des eindimensionalen Potentials in Abbildung 2.1
wiirde dafiir sorgen, dass der urspriinglich auf der Potentialbarriere vorhandende Uber-
gangszustand nicht mehr mit dem Maximum des Sattels zusammenféllt und ebenfalls
zeitabhingig wird. Im Allgemeinen entspricht die Vereinigung aller Ubergangszustinde bei
n Freiheitsgraden, also einem 2n-dimensionalen Phasenraum, einer (2n —2)-dimensionalen
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Mannigfaltigkeit, welche durch eine Zeitabhéngigkeit eine zusétzliche Dimension bekommt.
Die Bestimmung dieser instabilen Mannigfaltigkeit stellt eine herausfordernde Aufgabe
dar, ist jedoch zur Quantifizierung der Reaktionskinetik von grofsem Vorteil.

Die TST behandelt Systemzustande als ,Quasiteilchen auf einer Potentialfliche, weswe-
gen es sich als sinnvoll erweist, die Zustdnde im Phasenraum zunéchst in verschiedene
Gebiete zu unterteilen. Im Falle eines eindimensionalen Systems wie in Abbildung 2.1
dargestellt, nimmt der Phasenraum eine Struktur wie in Abbildung 2.2 zu erkennen an.
Die im Phasenraum liegenden sich nicht schneidenden invarianten Kurven bestimmen
die Dynamik von moglichen Systemzustdnden. Durch den instabilen Freiheitsgrad lasst
sich jeder Zustand einem der folgenden Bereiche zuordnen:

e Zustande, welche fiir ¢ — 00 im Phasenraum divergieren, konnen einem der vier
Gebiete (I) — (IV) in Abbildung 2.2 zugeteilt werden.

e Zustédnde, die fiir t — —oo divergieren, fiir ¢ — oo jedoch konvergieren, liegen auf der
sogenannten stabilen Mannigfaltigkeit W;. Hierbei handelt es sich um Trajektorien,
die von einer Seite des Sattels kommen und ,junendlich* lange benétigen, um das
Maximum zu erreichen. Desto naher eine Trajektorie im Phasenraum an W liegt,
desto langer befindet sich diese in der Umgebung des Sattels. Zustédnde, die hingegen
fiir ¢ — —oo konvergieren, fiir t — oo aber divergieren, liegen auf der instabilen
Mannigfaltigkeit W,, welche bei Invertierung der Zeit die gleichen Eigenschaften
wie W, aufweist:

s {(x,v) € R?*| lim |z| < oo, lim [|v] < oo}
t—+o00 t—+o0

W, = {(x,v) eR?| lim_ o] < oo, lim o] < oo}
——00 ——00

e Zuletzt existiert im eindimensionalen statischen System genau ein Zustand, der fiir
t — +oo konvergiert; dieser Zustand entspricht der Schnittmenge aus W, N W,,.
Dieser Zustand ist instabil und entspricht dem auf dem Sattel ruhenden Teilchen.
Der trivial erscheinende Fall eines ruhenden Teilchens gilt nur fiir zeitunabhéngige
Systeme, im Falle eines periodischen Treibens wie in dieser Arbeit untersucht,
wiirde dieser Zustand nicht auf dem Sattel liegen.

Die Schnittmenge bestehend aus W, N W, entspricht der NHIM, deren Dynamik in der
folgenden Arbeit genauer untersucht werden soll. Streng genommen handelt es sich hierbei
aus mathematischer Sicht nicht um eine Schnittmenge, da die beiden Mannigfaltigkeiten
fiir alle Zeiten ¢ disjunkt bleiben, weswegen die Definition der NHIM als ,,Schnittmenge*

11
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Abbildung 2.2: Skizze eines zweidimensionalen Phasenraums zum eindimensionalen
Potential aus Abbildung 2.1, ibernommen aus [20]. Der Phasenraum lésst sich tiber
die stabile und instabile Mannigfaltigkeit W, und W, in vier Gebiete unterteilen. Der
Schnittpunkt, an welchem die beiden Mannigfaltigkeiten zusammenlaufen, bildet die
NHIM (hierbei durch ein schwarzes Kreuz im Zentrum gekennzeichnet); diese féllt im
statischen Fall mit der Position des Rang-1-Sattels zusammen. Der Sattel weist die
Eigenschaft auf, dass in der Umgebung liegende Teilchenbewegungen instabil sind und
sich exponentiell schnell vom ihm entfernen. Eine Einfiihrung der Koordinaten xg und zp
ermoglicht eine Unterteilung in Gebiete welche den Reaktanten oder Produkten zugeteilt
werden konnen.

der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeit W, und W, mit Vorsicht zu geniefien ist.

Die in Abbildung 2.2 dargestellten Gebiete (I) — (IV) werden tiber die geometrischen
Objekte W, und W, unterteilt:

e (I): Dieses Gebiet entspricht den nicht reagierenden Produkten: Die Teilchen laufen
von rechts auf den Sattel zu, besitzen aber nicht die ausreichende Energie, um
diesen zu iiberwinden.

e (II): In diesem Bereich liegende Teilchen stammen aus dem Bereich der Edukte und

gehen fiir endliche Zeiten iiber in den Bereich der Produkte. Diese Teilchen besitzen
also gentigend Energie, um den Sattel zu iiberwinden und somit zu reagieren.

12
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e (III): Sich hier befindende Teilchen entsprechen den Edukten, welche nicht geniigend
Energie besitzen, um den Sattel zu iiberwinden, weswegen diese Teilchen nicht
reagieren.

e (IV): Da bei chemischen Reaktionen sowohl Hin- als auch Riickreaktionen statt-
finden konnen, wird auch dieser Fall in Betracht gezogen. Die in Gebiet (IV)
liegenden Teilchen entsprechen Produkten, welche geniigend Energie besitzen um
die Aktivierungsenergie zu iiberwinden und somit zu Edukten ,zuriick” reagieren.

Um die Teilchen den Produkten oder Edukten zuordnen zu kénnen, wird der Phasenraum
tiber das Einfiihren von Schnittebenen bei xg und xp (in Abbildung 2.2 gekennzeichnet)
unterteilt. Durch den instabilen Sattel wird jedes auferhalb der Mannigfaltigkeiten Wi
und W, liegende Teilchen in endlicher Zeit eine der beiden Schnittebenen durchqueren
und kann somit den Produkten oder Edukten zugeordnet werden.

Das bisher diskutierte eindimensionale Problem lésst sich tiber die Einfiihrung von zusétz-
lichen Koordinaten auf mehrdimensionale Probleme erweitern. Zusétzliche Freiheitsgrade
werden als Badkoordinaten bezeichnet, der instabile Freiheitsgrad entspricht der Reakti-
onskoordinate und ist erforderlich, um die Systeme in zwei Bereiche zu unterteilen.

Zur Bestimmung von Ratenkonstanten muss der Fluss in den Gebieten (I) — (IV) in
Abbildung 2.2 bekannt sein. Dafiir wird eine DS konstruiert, welche einer an die NHIM
angehefteten Ebene entspricht. Der Fluss von Trajektorien durch die DS kann dann zur
Berechnung von Ratenkonstanten benutzt werden.

2.1.2 Normal hyperbolisch invariante Mannigfaltigkeit (NHIM)

Die NHIM ist zunéchst ein geometrisches Objekt, welches benutzt werden kann, um den
Phasenraum in bestimmte Bereiche zu unterteilen. Wie bereits erlautert, setzt sich diese
als Schnittmenge der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten W und W, zusammen.
Anschaulich gesagt entspricht die NHIM der Vereinigung aller im System mdoglichen Uber-
gangszustande, also denjenigen Trajektorien, welche fiir alle Zeiten weder den Edukten
noch den Produkten zugeordnet werden konnen. Die NHIM ist in n Dimensionen eine
(2n — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche bei periodischem Treiben des Potentials
eine zuséatzliche Dimension bekommt. Im Falle des zuvor besprochenen statischen 1-d
Potentials ist die NHIM 0-dimensional, also ein einzelner Punkt. Im Folgenden werden
die geometrischen Eigenschaften der NHIM erlautert [21]:

e Die Mannigfaltigkeit ist hyperbolisch, da sie durch Konstruktion iiber den Rang-1-
Sattel mindestens einen instabilen Freiheitsgrad besitzt. Die Bezeichnung normal
hyperbolisch steht fiir die Eigenschaft, dass einer der instabilen Freiheitsgrade

13
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gegeniiber den anderen besonders hervortritt, dieser Freiheitsgrad entspricht der
Reaktionskoordinate. Die restlichen Freiheitsgrade auf der NHIM werden als Badko-
ordinaten bezeichnet.

e [nvariant bedeutet, dass Trajektorien welche auf der NHIM liegen, diese Mannig-
faltigkeit fiir alle Zeiten nicht verlassen werden. Die Dynamik der Trajektorien ist
also auf den durch die NHIM festgelegten Unterraum beschrénkt.

e Durch die Einfiihrung des Objektes als Mannigfaltigkeit gibt es keine Einschran-
kungen auf euklidische Rdume, wodurch ,beliebig gekriimmte” Systeme untersucht
werden kénnen.

Trajektorien, die im Phasenraum in der Umgebung der NHIM propagieren, halten sich
umso lidnger in der Sattelregion auf, desto kiirzer der Abstand zur NHIM ist. Durch die
Kenntnis der Position der NHIM lasst sich somit bestimmen, zu welchem Zeitpunkt ¢ eine
Trajektorie mit festgelegten Anfangsbedingungen (x,v) reagiert. Durch die Propagation
von in der Umgebung liegenden Teilchen lassen sich somit durch den Fluss durch die DS,
einer an die NHIM angeheftete Flache, Reaktionsraten fiir das jeweilige System ableiten.
Daher besteht ein grofes Interesse darin, die auf der NHIM stattfindende Dynamik besser
zu verstehen, was das Ziel dieser Arbeit darstellt. Durch Verwendung von Methoden aus
der nichtlinearen Dynamik lassen sich gewisse Systemeigenschaften bestimmen. Diese
beziehen sich unter anderem auf die Integrabilitit des auf die NHIM eingeschrankten
Unterraumes, sowie Periodizititen der auf der NHIM liegenden Trajektorien. Hierfiir
verwendbare Methoden werden im folgenden Abschnitt 2.2 vorgestellt.

2.2 Eigenschaften dynamischer Systeme

Dynamische Systeme sind zunédchst einmal sehr weitlaufig definiert. Im Allgemeinen
wird dabei immer eine Menge an Systemzustédnden beschrieben, welche sich mit der Zeit
andern konnen, sofern kein zeitunabhéngiges System untersucht wird. Diese zeitliche
Anderung wird dargestellt durch eine Abbildungsvorschrift die vorgibt, wie sich die
Systemzustinde dndern. Zur Darstellung der Systemzustdnde bzw. Trajektorien wird der
Phasenraum verwendet. In mehrdimensionalen nichtlinearen Systemen bietet es sich an
zur Visualisierung der Trajektorien Poincaré-Schnitte zu verwenden, welche ein wichtiges
Werkzeug bei der Untersuchung dynamischer Systeme darstellen und somit Aufschluss
iiber die Integrabilitdt eines Differentialgleichungssystems geben kénnen.

14



2.2 FEigenschaften dynamischer Systeme

2.2.1 Poincaré-Schnitte zur Darstellung periodischer Bahnen im
Phasenraum

Die PSOS ist eine von Poincaré und Birkhoff entwickelte Methode [22| zur Untersuchung
von Trajektorien in einem System mit n Freiheitsgraden, wobei der Phasenraum 2n-
dimensional ist. Da eine Visualisierung solcher Systeme sich im Allgemeinen als sehr
schwierig erweist oder gar nicht erst moglich ist, stiitzt sich das Verfahren darauf, einen
Unterraum abzubilden. Die haufigste Anwendung findet diese Methode bei der Darstellung
von Systemen mit zwei Freiheitsgraden. Dabei wird oftmals eine der Ortskoordinaten
konstant gewéhlt, z.B. x = 0; die PSOS ¥ wird dann fiir eine feste Energie H(r,p) = E
gebildet durch eine iiber

Y={(r,p) eR*| 2 =0, H(r,p) = E} (2.1)

festgelegte Schnittebene mit den Orts- und Impulskoordinaten r = (z,y)” und p =
(pz»py)T. Hierbei wird eine Flidche im Phasenraum festgelegt und die Durchstofpunkte
der Trajektorie durch diese Flache dargestellt. Das zuvor kontinuierliche dynamische
System wird somit durch die so gewdhlte Abbildungsvorschrift diskretisiert.

Zur Untersuchung der Periodizitdt einer Variablen bietet sich eine alternative Moglichkeit
zur Erzeugung der PSOS durch Verwendung einer stroboskopischen Abbildung an: Im
Falle eines zeitabhéngigen, eindimensionalen Systems lasst sich diese iiber

Y ={(z,v,t) eR*| t,=nT,n €N, H(z,v) = E} (2.2)

konstruieren. Eine anschauliche Darstellung zur Konstruktion befindet sich in Abbil-
dung 2.3. Dabei werden in regelméfigen Absténden ¢, = nT mit n € N, wobei T" der
Periodendauer der stroboskopischen Abbildung entspricht, die Positionen der Koordi-
natentupel (x,v) im Phasenraum auf einer Flache aufgetragen. Die Vereinigung all dieser
Durchstofspunkte lasst sich dann in einer Ebene darstellen, womit sich Periodizitdten
und sonstige dynamische Eigenschaften erkennbar machen lassen.

Die Methode kann fiir beliebige Dimensionen n verwendet werden, jedoch erweist sie
sich in einem zweidimensionalen System am sinnvollsten da durch die Festlegung eines
Freiheitsgrades und der Energie die PSOS die Dimension n = 2 hat, was sich in einer
Ebene darstellen lasst.
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Abbildung 2.3: Skizze zur stroboskopischen Abbildung. Zur Visualisierung der Dynamik
wird in periodischen Abschnitten 7" eine Abbildung erstellt, wobei die in der Abbildung
rot gekennzeichneten Durchstofpunkte des durch zwei Koordinaten aufgespannten Unter-
raums in einer Ebene aufgetragen werden, wodurch die stroboskopische Abbildung durch
die Vereinigung aller Durchstofpunkte entsteht. Besitzt die blau dargestellte periodische
Trajektorie die gleiche Periodizitéit wie die stroboskopische Abbildung, lasst sich dies

in der stroboskopischen Abbildung als einzelner Punkt, dem sogenannten Fixpunkt,
erkennen.

2.2.2 Reguldre und chaotische Dynamik

Mit der zuvor eingefithrten Methode der stroboskopischen Abbildung lassen sich die Eigen-
schaften von im Phasenraum propagierten Trajektorien untersuchen. Sehr bedeutungsvoll
ist hierbei das Kriterium iiber die mogliche Integrabilitit der untersuchten Dynamik,
welche sich tiber torusformige Strukturen im Phasenraum ersichtlich machen lasst: Die
Trajektorien eines Phasenraums der Dimension 2n liegen, sofern das System vollsténdig
integrabel ist, auf einem n-dimensionalen Torus [23|. Dies hat unter anderem zur Folge,
dass sich fiir die n Freiheitsgrade auch n voneinander unabhéngige Erhaltungsgrofsen
finden lassen. Eine weitere Definition iiber die Integrabilitéit eines Systems lésst sich iiber
die kanonische Transformation der Hamilton-Jacobi-Gleichung formulieren [23]: Fiir eine
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integrable Dynamik lésst sich stets eine Transformation auf Winkel-Wirkungs-Variablen
finden:

(@,pi) = (0:,5:). (2.3)

Hierbei entsprechen ¢; und p; den kanonischen Variablen, welche iiber eine Erzeugenden-
funktion auf die Winkel- und Wirkungsvariablen 6; und 5; transformiert werden koénnen,
wobei die Wirkungsvariablen per Konstruktion Konstanten der Bewegung sind und den
Radien des n-dimensionalen Torus entsprechen. Die neuen Koordinaten kénnen dazu
verwendet werden, um eine Umlauffrequenz fiir die Bewegung der Trajektorien auf dem
Torus iiber

_ OH,
98,

zu definieren. Im Falle eines Systems mit zwei Freiheitsgraden existieren auf dem zweidi-
mensionalen Torus dann zwei Umlauffrequenzen w /5, deren Verhéltnis weitere Kenntnisse
iiber die Dynamik erbringen kénnen: Fiir den Fall w; /wy € Q liegen rationale Tori vor,
die Bewegung im Phasenraum ist periodisch. Dies ldsst sich bei einer Darstellung in der
PSOS durch eine feste Anzahl an Durchstoftpunkten ab einem gewissen Zeitpunkt 7' fiir
beliebig grofere Zeitpunkte ¢ > T ersichtlich machen, wobei T" der Periodendauer der
Bewegung auf dem Torus entspricht. Bei einem irrationalen Frequenzverhéaltnis hingegen
durchléuft die Trajektorie die gesamte ,Oberfliche des Torus, es liegt keine periodische
sondern eine sogenannte quasi-periodische Bewegung vor, fiir t — oo wird der gesamte
Phasenraum fiir eine feste Energie durchquert; die Bewegung ist ergodisch.

w; (S;) = const. (2.4)

Gewisse Systeme eignen sich dazu, um den Ubergang von einer reguliren zur chaotischen
Phasenraumstruktur zu beobachten: Bei Anderung eines Systemparameters lisst sich
eine Deformation bis hin zur Zerstérung der im PSOS erkennbaren Tori beobachten.
Zerstorte Tori sind durch stochastisch erscheinende Gebiete im PSOS zu erkennen und
haben zur Folge, dass die Eigenschaft der Integrabilitidt und der damit verbundenen
Losbarkeit des Differentialgleichungssystems zunichte gemacht wurde. Somit lassen sich
im System gezielt Ubergiinge vom Determinismus zum Chaos durch Anderung eines
Parameters beobachten.

Trajektorien in der PSOS, welche die gleiche Periodendauer wie die stroboskopische
Abbildung besitzen, sind als Fizpunkte erkennbar. Ein in einem dynamischen System
unter einer Abbildung invariant bleibender Punkt x wird als Fixpunkt bezeichnet. Als
Funktion formuliert bedeutet dies, x ist ein Fixpunkt, wenn

T(z) =z (2.5)
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fiir eine Abbildung T erfiillt ist. Eine solche Abbildung 7" kénnte z.B. die stroboskopische
Abbildung aus Abschnitt 2.2.1 sein. Fixpunkte z* vom n-ten Zyklus werden bestimmt
iiber mehrfache Anwendung der Abbildungsvorschrift:

T"(z*) :=T(T(...(z"))) = ... = a™. (2.6)

Untersucht man in der Physik ein dynamisches System, welches einem periodisch ge-
triebenen Potential unterliegt, so lassen sich durch eine solche Abbildung Trajektorien
finden, welche die gleiche oder ein Vielfaches der Periodendauer des Potentials aufweisen.
Bei der Untersuchung der Dynamik eines solchen Systems wird zwischen stabilen und
instabilen Fixpunkten unterschieden, wobei sich letztere dadurch auszeichnen, dass eine
in ihrer Umgebung stattfindende Bewegung instabil ist, wahrend stabile Fixpunkte von
ellipsenformigen Bahnen im PSOS umgeben sind.

Bei der Entstehung bzw. dem Verschwinden von Fixpunkten durch Anderungen eines
Kontrollparameters des Systems spricht man von einer Bifurkation. Bifurkationen kénnen
in verschiedenen Varianten auftreten, wobei die entstandenen und verschwundenen
Fixpunkte immer paarweise auftreten. Zwei haufig auftretende Bifurkationen sind die
Heugabel- sowie die Sattel-Knoten-Bifurkation [24], beide dargestellt in Abbildung 2.4.

Ein bekanntes Beispiel fiir das Auftreten von Bifurkationen ist die logistische Abbildung
[25], welche sich gut als Beispiel fiir den Ubergang zum deterministischen Chaos durch
das Andern eines Systemparameters eignet. Diese kann z.B. verwendet werden um ein
Populationswachstum zu beschreiben und ist definiert iiber

T(x)=rz(l—2z), mit z € [0,1], (2.7)

wobei fiir das Auftreten von Fixpunkten r € [0, 4] gelten muss. Bei den hierbei auftre-
tenden Bifurkationen handelt es sich um Heugabel-Bifurkationen, wobei diese, wie in
Abbildung 2.5 erkennbar, bei einem Kontrollparameter von r ~ 3,56 einen Ubergang
zum chaotischen System erzeugen.

KAM und Poincaré-Birkhoff Theorem

Eine in der nichtlinearen Dynamik wichtige Fragestellung ist das Verhalten von integra-
blen Systemen gegeniiber nichtintegrablen Stérungen. Dabei treten oftmals analytisch
schwer behandelbare Probleme auf. Zur Beschreibung der gestorten Systeme liefern zwei
Theoreme, das KAM-Theorem 26| sowie das Poincaré-Birkhoff-Theorem [23|, wichtige
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(a) — stabiler Fixpunkt (b) — stabiler Fixpunkt
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Abbildung 2.4: Darstellung zweier verschiedener Bifurkationstypen. Wahrend bei der
Heugabelbifurkation in (a) eine Periodenverdopplung eines zuvor vorhandenen stabilen
Fixpunktes auftritt sowie ein instabiler Fixpunkt hervorgeht, entsteht bei der Sattel-
Knoten-Bifurkation in (b) ein Fixpunktpaar, wobei zuvor kein Fixpunkt existierte. Dabei
ist der erste Fixpunkt stabil, wihrend der zweite einem instabilen Fixpunkt entspricht.

Resultate. Diese ermoglichen es, den Ubergang vom integrablen zum chaotischen Sys-
tem zu beschreiben. Im Folgenden sollen die Grundaussagen der beiden Theoreme kurz
vorgestellt werden, bei Bedarf wende sich der Leser an die oben genannten Referenzen.

Das nach Kolmogorov (1954), Arnold (1963) und Moser (1967) benannte KAM-Theorem
macht eine Aussage iiber die in der PSOS auftretenden invarianten Tori mit irrationalem
Frequenzverhéltnis. Sei H die Hamilton’sche Funktion eines ungestoérten integrablen
Systems und sei e H; mit € > 0 eine beliebige kleine Storung. Dann besagt das Theorem,
dass so gut wie alle Tori mit invariantem Frequenzverhéltnis eine endlich grofe Stérung
iiberleben und lediglich deformiert werden, d.h. fiir jeden irrationalen Torus existiert
ein € > 0, sodass der Torus nicht zerstort wird. Zunehmende Stoérungen fithren zur
Zerstorung der Tori, wodurch immer mehr Tori in Resonanzliicken auftreten. Das KAM-
Theorem kann hingegen keine Aussagen iiber das Verhalten der resonanten Tori gegentiber
Storungen des Systems treffen. Hierfiir lisst sich das nach Poincaré und Birkhoff benannte
Poincaré-Birkhoff-Theorem anwenden. Dieses besagt, dass invariante Tori bei Stérung
,zerbrechen” kénnen und zur Entstehung einer geraden Anzahl an neuen Fixpunkten in
den Poincaré-Schnitten fiihren. Mit zunehmenden Storungen kénnen in der Umgebung
der neuen Fixpunkte liegende rationale Tori ebenfalls wieder zerstort werden, was auf
selbstdhnliche, fraktale Strukturen fiihren kann.
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Abbildung 2.5: Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung. Dabei werden die
Fixpunktstellen x iiber den Systemparameter r aus Gleichung (2.7) aufgetragen. Durch
mehrmals auftretende Periodenverdopplungen in immer kiirzer werdenden Intervallen
beginnt bei r & 3,56 der Ubergang zum deterministischen Chaos.
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3 Numerische Verfahren zur
Untersuchung der Dynamik

3.1 Propagation der Trajektorien

3.1.1 Verwendung des Velocity-Verlet-Algorithmus

Zur Propagation der Trajektorien auf der NHIM bietet sich die Verwendung des Velocity-
Verlet-Algorithmus [27]| an. Dieser gilt als ein numerisch stabiler Integrator und ist so
konstruiert, dass die symplektische Struktur des Phasenraums erhalten bleibt, wobei
zusatzlich die Zeitreversibilitdt der Bewegungsgleichungen sichergestellt ist. Die Imple-
mentierung erfolgt iiber das Integrieren des Ortes x(t) sowie der Geschwindigkeit v(¢)
fiir diskret gewahlte Zeitschritte At

x(t + At) = x(t) + v(t) At + ?Aﬁ + O(A?) (3.1)
Vit + A) = v(t) + 2D AW\ L oAy, (3.2)

2

wobei sich die Beschleunigung aus der Kraft {iber

a(t) = —L = — (3.3)

bestimmen ldsst. Alle physikalischen Groéfsen sind dimensionslos gewéhlt, zusétzlich
wurde die Masse auf m = 1 gesetzt. Der Algorithmus eignet sich generell zum Integrieren
Newton’scher Bewegungsgleichungen; bei der Integration auf der NHIM muss jedoch die
Instabilitdt der Bewegung auf der Mannigfaltigkeit beachtet werden. Dies wird durch die
im néchsten Abschnitt 3.1.2 vorgestellte Methode beriicksichtigt.
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3.1.2 Projektion auf die NHIM iiber die BCM-Methode

Da in der vorliegenden Arbeit auf der NHIM propagierte Trajektorien numerisch integriert
werden miissen, diese jedoch instabil sind, muss die Propagation auf der NHIM mit einem
geeigneten Verfahren stabilisiert werden. Das im Folgenden vorgestellte Verfahren wurde
in &dhnlicher Form in Ref. 28] verwendet und stellt sich als eine geeignete Methode zur
Stabilisierung der Dynamik heraus.

Die Distanz zwischen der NHIM und einem in der Umgebung liegenden Orbit nimmt
mit der Zeit exponentiell zu. Um eine Trajektorie iiber lange Zeitraume auf der NHIM
zu halten ohne ein Stabilisierungsverfahren verwenden zu miissen, wire eine Wahl der
Anfangsbedingungen mit einer numerisch nicht mit vertretbarem Aufwand mdglichen
Genauigkeit erforderlich. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen und die Dynamik
auf der instabilen Mannigfaltigkeit zu stabilisieren, besteht darin, die Trajektorie auf
die NHIM zuriick zu projizieren. Durch die Riickprojektion wird das Weglaufen von der
NHIM unterbunden.

Die im Folgenden gewahlte Notation mit den hochgestellten Indizes ¢ = 0, 1 entspricht
den jeweiligen Zeitpunkten t° bzw. t* = ¢t + At. Ein Startwerttupel (xo,vg,yo,vg) einer auf
der NHIM liegenden Trajektorie wird mit dem Velocity-Verlet-Algorithmus mit einer aus
dem Potential resultierenden Kraft iiber den Zeitschritt At zu (z',0;,y",v}) propagiert.
Die Bewegung in Reaktionsrichtung ist instabil, weswegen die Phasenraumkoordina-
ten (z',v!) der Trajektorie nach dem Zeitschritt At durch die Phasenraumkoordinaten
(@NTM (Yt ol ), oy ™M (Yt o), t1)) der NHIM ersetzt werden miissen, wodurch die Tra-
jektorie zuriick auf die NHIM projiziert wird. Zur stabilisierten Propagation auf der
NHIM miissen daher fiir gegebene Trajektorienkoordinaten (y,v,) zum Zeitpunkt ¢ die
Phasenraumkoordinaten (zNH™(y, v, ), oNM(y v, 1)) fiir jeden Integrationszeitpunkt
t = nAt mit n € N bestimmt werden. Diese ersetzen dann jeweils die Koordinaten der
Trajektorie in Reaktionsrichtung, wodurch die Dynamik auf der NHIM stabilisiert wird.
Somit reduziert sich der (4 + 1)-dimensionale Phasenraum durch die Projektion auf die
NHIM auf einen (2 + 1)-dimensionalen Phasenraum, wobei die zusétzliche Dimension

jeweils durch die Zeitabhéngigkeit des Systems zustande kommt:

H (2N M (y v, 1), 0N ™M (y v, 1), 9,0y, 1) = HNM(y 0,08 (3.4)
Die Berechnung der neuen Position (zNF™M(y v, t), oYM (y v, 1)) geschieht iiber die in

Ref. [29] vorgestellte und auf einem Bisektionsverfahren basierende BCM, welche einen
effizienten Algorithmus zum Auffinden der NHIM fiir ein gegebenes (y, v,) zum Zeitpunkt
t darstellt. Im Folgenden wird die Funktionsweise der BCM kurz und knapp vorgestellt,
der interessierte Leser bediene sich an Ref. [29].
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3.1 Propagation der Trajektorien

Durch die Integration vorwarts und riickwéarts in der Zeit lasst sich eine beliebige im
Phasenraum liegende Trajektorie einer der in Abbildung 2.2 dargestellten vier Regionen
zuordnen. Diese Information wird benutzt, um die Position der NHIM {iber ein iteratives
Verfahren zu bestimmen:

1. Zunéchst wird fiir ein festes (y, v,) ein Viereck im Phasenraum (z, v,) in der Umge-
bung des Sattels konstruiert. Dabei muss je ein Eckpunkt in den in Abbildung 2.2
vorgestellten Gebieten liegen.

2. Fiir zwei benachbarte Eckpunkte wird der Mittelpunkt berechnet. Dieser Punkt
wird in der Zeit vor- und riickwarts propagiert, wodurch eine Zuordnung des
Mittelpunktes zu einer der in Abbildung 2.2 dargestellten Regionen ermdéglicht
wird.

3. Der Mittelpunkt ersetzt nun jenen Eckpunkt, welcher zur gleichen Region korre-
spondiert, wodurch das Viereck kontrahiert wird und weiterhin je ein Eckpunkt
in einem der vier Gebiete (I) — (IV) vorhanden bleibt. Sollte der Mittelpunkt in
keinem der beiden Gebiete der Eckpunkte liegen, wird dieser mit einem imple-
mentierten Fehlerverfahren in eines der Gebiete, in welchen die beiden Eckpunkte
liegen, verschoben.

4. Die Schritte 2 und 3 werden reihum fiir jede Seite des Vierecks wiederholt, bis der
Flacheninhalt des Vierecks eine gewisse Toleranz unterschritten hat. Der Mittelpunkt
des kontrahierten Vierecks entspricht dann der interpolierten Position der NHIM,
siehe Abbildung 3.1 zur Veranschaulichung des Algorithmus.

Die BCM eignet sich durch ihre hohe Recheneffizienz zur Berechnung der Positionen der
NHIM fiir beliebige Zeitpunkte ¢. Fiir gewisse Positionen (y, v,) treten jedoch Probleme
auf, da die Riickprojektion auf die NHIM durch interne Routinen innerhalb des Algo-
rithmus nicht funktioniert. Diese Einschrinkung hat zur Folge, dass nur ein Teil der um
den Rang-1-Sattel liegenden Dynamik untersucht werden kann. Zusétzliche Einschréan-
kungen gibt es bei der Wahl der Parameter, da beim Andern der Systemparameter bei
der Verwendung der BCM—-Methode zusétzliche numerische Probleme auftreten. Auch
dies hat zur Folge, dass die Systeme durch die gewahlten Verfahren nur fiir bestimmte
Parametersétze in der Umgebung des Sattels untersucht werden kénnen.

Die beiden zur Trajektorienpropagation benétigten Algorithmen sind tiber vorhan-
dene Routinen in dem in Abschnitt 3.3 erwédhnten Softwarepaket RODEQO implemen-
tiert und konnen hierfiir verwendet werden. Die Berechnung der Energien einzelner
Trajektorien ist trivial, da die Phasenraumkoordinaten bekannt sind. Als Startpunkt
wurde t° = 0 willkiirlich festgelegt, fiir ein beliebiges (y,v,) wurden die Positionen

(NHM(y 0, 10), oM (y v, 1)) berechnet und der Trajektorie als Startwert zugewiesen.
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= >

Abbildung 3.1: Skizze aus [29] zur Veranschaulichung der BCM-Methode. Dabei wird
iterativ die Seitenldnge des um die NHIM liegenden aufgespannten Vierecks halbiert,
wodurch das Viereck mit jedem Iterationsschritt kontrahiert wird. Damit kann nach
dem Unterschreiten einer festgelegten Genauigkeit iiber den Mittelpunkt des Vierecks
das Koordinatentupel (zNHIM oNHIM) fii; vorgegebene Badkoordinaten (y, v,) zu einem
Zeitpunkt ¢ bestimmt werden.
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3.2 Berechnung von Fixpunkten periodischer Bahnen

Anschliefend wurden die Trajektorien iiber eine vollstindige Periode mit At = 5,0 - 1073
propagiert. Ein Herabsetzen von At um eine Gréfenordnung konnte numerische Instabi-
litdten flir untersuchte Parametersétze teilweise beheben.

3.2 Berechnung von Fixpunkten periodischer Bahnen

Zur FErstellung der Poincaré-Schnitte werden mehrere dquidistant verteilte Trajekto-
rien mit den beiden in Abschnitt 3.1 vorgestellten Methoden iiber lingere Zeitrdume
integriert. Zur Bestimmung der dabei in der PSOS auftretende Fixpunkte eignen sich
zwei verschiedene Verfahren, welche im Verlauf der Arbeit implementiert und getestet
wurden. Beide Verfahren basieren darauf, eine Anzahl an Startwerttupeln (y°, 112) iiber
eine Periode auf der NHIM zu propagieren. Dabei lasst sich ausnutzen, dass Fixpunkte
der Periode T die Eigenschaft haben, unter stroboskopischer Abbildung mit gleicher
oder einem Vielfachen der Periode T invariant zu bleiben. Beide Verfahren kénnen iiber
SciPy [30] implementiert werden. SciPy ist eine auf Python basierende Open-Source
Software bestehend aus mehreren Bibliotheken zur Anwendung in der Mathematik sowie
in Natur- und Ingenieurswissenschaften.

3.2.1 Nelder-Mead-Minimierungsverfahren

Die erste Variante besteht darin, eine Funktion zu minimieren, welche die zuriickgelegte
Distanz im Phasenraum nach einer Periodendauer iiber

51Dy, Avy) = /(D)2 + (Bv,)2 = /(5T — y0)2 + (v — 02 (3.5)

berechnet. Die Indizes 0 und T stehen jeweils fiir die Positionen vor und nach der Propaga-
tion. Da Fixpunkte unter stroboskopischer Abbildung invariant sind, muss fiir diese 9; = 0
gelten und da §; > 0 gilt, lassen sich fiir diese beiden Bedingungen die Fixpunkte iiber das
Auffinden der Minima bestimmen. Hierfiir kann eine vorhandene Optimierungsroutine
aus der SciPy-Bibliothek verwendet werden. Als Minimierungsmethode kann das fiir
nichtlineare Probleme geeignete Nelder-Mead-Verfahren [31] verwendet werden. Dieses
Verfahren eignet sich zum Auffinden von Extremwerten skalarer Funktionen, ohne die
Ableitung zu bendétigen. Bei diesem Verfahren wird ein Simplex im n-dimensionalen Raum
iiber n+1 Punkte erzeugt (ein Simplex entspricht dem einfachsten Volumen, z.B. wére dies
bei N = 2 ein Dreieck), wobei dem Satz an Punkten ein Funktionswert zugewiesen wird,
welcher optimiert werden soll. Durch ein iteratives Ersetzen des ,schlechtesten Punktes
und Vergleich der Funktionswerte lasst sich dabei eine Optimierung des Funktionswertes
erreichen. Die Nelder-Mead-Methode benétigt als zusétzliche Angaben eine festgelegte
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Fehlertoleranz und einen Startwert, welcher in der Umgebung des Extremwerts liegen
sollte. Vorteilhaft an diesem Verfahren ist die besondere Stabilitdt und dass es ohne die
Ableitung der zu minimierenden Funktion auskommt, in manchen Fallen hingegen aber
nur langsam konvergiert.

3.2.2 Nullstellensuche

Bei der zweiten Variante wird eine mehrdimensionale Nullstellensuche durchgefiihrt. Die
zu minimierende Funktion ist der Differenzvektor nach einer Propagation und ist gegeben

durch
[ Ay (YT y°
88 = (1) = () = (1) (3.

wobei die Indizes 0 und T wieder fiir die Phasenraumkoordinaten vor und nach der
Propagation stehen. Zum Auffinden der Nullstellen lésst sich wieder eine vorhandene
Nullstellen-Such-Routine aus SciPy verwenden. Auch bei diesem Verfahren muss keine
Ableitung bekannt sein oder gebildet werden und wie beim Nelder-Mead-Verfahren muss
erneut ein Startwert sowie eine Toleranz zusatzlich zu der zu minimierenden Funktion
angegeben werden.

Zur Veranschaulichung der Fixpunktsuche wurde eine Reihe an Startwerten fiir ein System,
in welchem drei Fixpunkte auftreten, {iber eine Periode in Abbildung 3.2 propagiert.
Hierbei lésst sich eindeutig die Invarianz der Fixpunkte unter der Propagation erkennen.
Wie zuvor beschrieben, ist es moglich die in der Abbildung schwarz gekennzeichneten
Fixpunkte sowohl iiber ein Minimierungsverfahren als auch iiber eine Nullstellensuche zu
bestimmen.

Bei der Benutzung der beiden Verfahren zum Auffinden von Fixpunkten hat sich her-
ausgestellt, dass die Nullstellensuche fiir die untersuchten Systeme die bessere Methode
war. Der Hauptvorteil besteht in der schnelleren Konvergenz, was den Algorithmus fiir
Anwendungen recheneffizienter macht. Ein Nachteil konnte sich jedoch ergeben, sofern
ein hohes Auflosen der Bifurkationsstelle erforderlich ist: Algorithmen zum Auffinden
von Nullstellen, welche Tangentenbildungen benutzen, konnen bei doppelten Nullstellen
numerisch instabil werden. Bei den untersuchten Systemen traten solche Schwierigkeiten
jedoch nicht auf. Da beide Algorithmen ohne das Berechnen einer Ableitung auskommen
und sich auch sonst bei den benétigten Eingabewerten nicht unterscheiden, wurden fiir die
in der Arbeit angefertigten Berechnungen die schneller konvergierende Nullstellensuche
verwendet.
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Abbildung 3.2: Stroboskopische Abbildung fiir festgelegte Startwerte (3%, v)) iiber eine
Periode propagiert. Dabei wurde ein System gewé&hlt, in welchem drei Fixpunkte (zwei
elliptische sowie ein hyperbolischer) auftreten. Die in der Abbildung schwarz gekennzeich-
neten Fixpunkte lassen sich durch das Analysieren einer Propagationsfunktion auffinden,
welche sich als skalare oder vektorielle Funktion einfiihren lésst (sieche Abschnitt 3.2).

Die in Kapitel 4 erzeugten Poincaré-Schnitte wurden mit dem gleichen Parameter At
wie bei der Trajektorien-Propagation erzeugt. Verwendete Startwerte (y°, vg) wurden
aquidistant bei y = 0 mit verschiedenen v, aufgesetzt. Der Grund hierfiir war, dass
die aufgefundenen Fixpunkte stets auf der v,-Achse aufgetreten sind. In Systemen, in
denen auch aufserhalb der v,-Achse ,interessante” Bereiche aufgetaucht sind, wurden die
aquidistant aufgesetzten Startwerte dementsprechend verschoben.

3.3 Verwendete Simulationssoftware

Die durchgefiihrten Berechnungen wurden durch Verwendung des Softwarepakets RODEQ
(Abkiirzung fiir Reaction Dynamics and Exceptional Orbits), deren Entwickler in der
Masterarbeit von J. Reiff [32] vorgestellt werden, erstellt. Diese Software setzt sich aus
einem Backend in C++ sowie einem darauf aufbauenden Python-Frontend, was durch die
Verwendung von Cython ermoglicht wird, zusammen. Es ermoglicht so ein effizientes
und leicht anpassungsfahiges Losen von numerischen Aufgaben. RODEQ kann verwendet
werden fiir Simulationen von Systemen in mehreren Dimensionen sowie mit mehreren
Sétteln und bildet die Grundlage diverser bereits erstellter (|20, 28, 29, 32-37|, um ein
paar zu erwidhnen) sowie ausstehender Arbeiten.
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4 Modellsystem zur Untersuchung
der Dynamik auf der NHIM

4.1 Nichtlineares periodisch getriebenes Potential mit
Rang-1-Sattel

Das in vergangenen Arbeiten |20, 28] bereits untersuchte und in dieser Arbeit betrachtete
nichttriviale Modellsystem ist gegeben durch

2
w2

2
V(z,y,t) = Eyexp(—alz — &sin(w,t)]?) + 7@, y — —arctan(2z)| . (4.1)
m

Dieses Potential beschreibt eine zweidimensionale, periodisch oszillierende Energieland-
schaft, welche sowohl einen stabilen als auch einen instabilen Freiheitsgrad enthélt.

Da dieses System einen vierdimensionalen Phasenraum besitzt und nichtlineare Terme
enthalt, werden Methoden aus der nichtlinearen Dynamik zur Untersuchung in Betracht
gezogen. Ein Rang-1-Sattel wird durch eine Gaufs’sche Glockenkurve, welche periodisch
in z-Richtung oszilliert, erzeugt und stellt sicher, dass das untersuchte System mindestens
eine instabile Richtung besitzt. Diese Richtung wird als Reaktionsrichtung bezeichnet
und dem zugehorigen Freiheitsgrad die Bezeichnung der Reaktionskoordinate zugeteilt.
Die Oszillation des Sattels kann durch die Oszillationsamplitude z sowie die Frequenz w,
angepasst werden. Die Sattelbreite wird {iber a und die Sattelhéhe schlieklich iiber Ej,
festgelegt.

Um das System auf zwei Freiheitsgrade zu erweitern, wird die y-Koordinate als zusétzlicher
Freiheitsgrad in Betracht gezogen. Dieser Freiheitsgrad wird iiber einen harmonischen
Term in Gleichung (4.1) eingefiihrt und sorgt dabei fiir eine gebundene Bewegung entlang
der y-Richtung. Zusatzliche Freiheitsgrade neben der Reaktionskoordinate werden als
Badkoordinaten bezeichnet. Im Allgemeinen hat ein System mit n Freiheitsgraden daher
n — 1 Badkoordinaten.
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

Tabelle 4.1: Standardparametersatz, bei welchem das Potential fiir die Phase t = 0 in
Abbildung 4.1 dargestellt ist. Die verwendeten Parameter sind dabei alle dimensionslos
gewdhlt.

Ey, a T Wy wy
20 10 04 w 20

Die Kopplung der beiden Koordinaten entsteht iber einen y arctan(2z) Mischterm, wobei
die Starke der Kopplung der beiden Koordinaten sowie die Streckung des harmonischen
Terms y? iber den Parameter w, angepasst werden kann.

Die Struktur des so gewéhlten Potentials, welche benutzt werden kann, um eine chemische
Reaktion qualitativ zu beschreiben, ist fiir den Standardparametersatz aus Tabelle 4.1
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Abbildung 4.1 dargestellt. Die im Rahmen der angefertigten Arbeit
untersuchten Parameter sind die Oszillationsfrequenz w, sowie die Schwingungsamplitude
&, welche zu Anderungen im Verhalten des Rang-1-Sattels fiihren. Dabei zeigt sich zum
Beispiel, dass periodische Trajektorien fiir unterschiedliche Satteloszillationen verschiedene
Bewegungen auf der Potentialoberfliche durchfiihren, was in Abschnitt 4.3 genauer
diskutiert werden soll.

4.2 Poincaré-Abbildungen fiir verschiedene
Oszillationsfrequenzen w,

4.2.1 Fixpunkte mit einfacher Periode

Zur Darstellung der Trajektorien auf der NHIM werden Poincaré-Schnitte, welche in
Abschnitt 2.2.1 eingefiihrt wurden, durch die Verwendung von stroboskopischen Abbildung
realisiert. Da die NHIM aus dem gewahlten Modellpotential resultiert, hat diese ebenfalls
die Periodendauer T'. Es erweist sich als sinnvoll, fiir die stroboskopische Abbildung
ebenfalls eine Periodendauer von 7' zu wéihlen, so dass nach einer vollstdandigen Oszillation
der NHIM die Phasenraumkoordinaten (y,v,) abgebildet werden koénnen. Da die y-
Koordinate nach Gleichung (4.1) einen harmonischen Term enthilt, konnen im PSOS
ellipsenférmige Strukturen erwartet werden.

Zur Erzeugung der Poincaré-Abbildungen fiir die Phasenraumkoordinaten (y,v,) werden

mehrere Startwerttupel (z°,v2,4°,v),t°) benutzt um das Verhalten der Dynamik im

PSOS zu untersuchen, wobei t° = 0 willkiirlich gesetzt wird. In den untersuchten
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4.2 Poincaré-Abbildungen fiir verschiedene Oszillationsfrequenzen w,
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Abbildung 4.1: Potential aus Gleichung (4.1) dargestellt zum Zeitpunkt ¢t = 0 fiir
den Standardparametersatz aus Tabelle 4.1. Der im Zentrum liegende Sattel teilt den
Ortsraum in zwei Gebiete ein, welche entlang der Reaktionskoordinate in z-Richtung
verbunden sind. In Richtung der Badkoordinate y ist der harmonische Anteil, welcher

eine gebundene Bewegung ermoglicht, zu erkennen.
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

Systemen treten die aufgefundenen Bifurkationen stets bei y = 0 auf, weswegen es sich
als sinnvoll erweist, die Startwerte bei y° = 0 fiir sich #quidistant #nderende vg zZu
setzen. Die Koordinaten z° und v2 werden schlieRlich iiber die BCM-Methode [29] fiir
ein gegebenes (y°, vg) berechnet, sodass sich die Wahl der Startwerte lediglich auf die
Wahl unterschiedlicher vg—Werte beschréinkt. Die so auf der NHIM liegenden Trajektorien
werden anschlieftend iiber einen Zeitraum von rund 100 Schwingungsdauern propagiert
und im PSOS abgebildet. Fiir den Standardparametersatz ist dieser in Abbildung 4.2
dargestellt.

Die ellipsenférmigen Strukturen in der stroboskopischen Abbildung lassen auf eine
naherungsweise reguldire Struktur und somit auf eine fast-integrable Dynamik des unter-
suchten diskretisierten Systems schliefsen. Somit liegen die Trajektorien im Phasenraum
auf zweidimensionalen Tori. Fiir ein integrables System mit n Freiheitsgraden lassen
sich prinzipiell n Erhaltungsgrofen finden, wodurch das Losen der Bewegungsgleich-
ungen moglich wird. Dies bedeutet auch, dass sich eine kanonische Transformation zu
Winkel-Wirkungs-Variablen (6, .S) iiber eine erzeugende Funktion auffinden lésst, wo-
bei die Wirkungsvariablen die Radien des Torus beschreiben, wahrend die Winkel zur
Beschreibung der jeweiligen Position auf dem Torus benutzt werden [23].

Beim Standardparametersatz in Abbildung 4.2 ldsst sich bei der Position (y,v,) =
(0,0;0,72) ein elliptischer Fizpunkt erkennen. Dies wird dadurch ersichtlich, dass in der
Umgebung des Fixpunktes ellipsenformige Orbits vorhanden sind. Die dem Fixpunkt
zugeordnete Trajektorie nimmt hierbei eine besondere Bedeutung an: Da diese, aus der
stroboskopischen Abbildung ersichtlich, die gleiche Periodendauer wie die NHIM aufweist,
wird sie in Systemen, in welchen nur ein einzelner Fixpunkt auftritt, als Transition State
Trajektorie (engl. Transition State Trajectory, T'S Trajektorie) bezeichnet. Diese befindet
sich in der Umgebung des Rang-1-Sattels [20].

In der Umgebung der TS Trajektorie in Abbildung 4.2 sind teilweise Resonanzliicken
erkennbar, diese lassen sich folgendermafien erkléaren: Da es sich hierbei um ein integrables
System handelt, befinden sich die Orbits wie zuvor erwéhnt auf einem zweidimensionalen
Torus, wobei die Bewegung iiber zwei Winkel- 0/, und zwei Wirkungsvariablen S}/,
beschrieben werden kann. Diese Koordinaten lassen sich immer fiir integrable Systeme
einfithren. Geht man zunéchst von einem integrablen System mit einem Freiheitsgrad
aus, so liegt die Bewegung im zweidimensionalen Phasenraum auf einer Ellipse und ist
fiir jede beliebige Anfangsbedingung periodisch. Bei Erweiterung auf zwei Dimensionen
ist dies jedoch nicht mehr der Fall: Die Bewegungen der Trajektorien liegen nun auf
einem geschlossenen zweidimensionalen Torus, wobei sich den beiden ,,Umlaufrichtungen®
auf dem Torus die Umlauffrequenzen w; und w, zuordnen lassen kéonnen. Das Verhéltnis
dieser beiden Umlauffrequenzen wird als Windungszahl bezeichnet und bestimmt dann
die stattfindende Dynamik der Trajektorien auf dem Torus:
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4.2 Poincaré-Abbildungen fiir verschiedene Oszillationsfrequenzen w,

w
ZLeQ — periodische Bewegung

W2

w

“L¢Q — quasi-periodische Bewegung
w2

Quasi-periodisch bedeutet hierbei, dass die Trajektorien fiir ¢ — oo die gesamte Torus-
oberflache ablaufen, wihrend sich eine periodische Trajektorie nur auf einem bestimmten
auf der Oberfliche liegenden Orbit bewegt, also nur einen Teil des Phasenraums abléuft.
Dies macht sich in Form von sogenannten Resonanzliicken im PSOS erkennbar: Sollte eine
rationale Windungszahl auftreten, so liegt eine feste Anzahl an ,Durchstofspunkten” im
PSOS vor, da die Bewegung im Phasenraum periodisch wére; hierbei handelt es sich um
sogenannte rationale Tori. In der diskutierten Abbildung 4.2 lassen sich in der Umgebung
der TS Trajektorie nahezu rationale Tori erkennen, da die Durchstofspunkte der Orbits
sich jeweils nur um einen kleinen Bereich verdndern, was darauf schliefen ldsst, dass die
Windungszahl dieser Orbits nahe bei einer Zahl p/q, wobei p und ¢ betragsméfig kleine,
ganze Zahlen sind, liegen muss.

Bei Anderung der Oszillationsfrequenz des Potentialsattels zu w, = 0,757 in Glei-
chung (4.1) lésst sich ein interessantes Verhalten entdecken: Wahrend der bereits bekannte
elliptische Fixpunkt aus Abbildung 4.2 auf der v,-Achse nach unten wandert, ist auf der
v,-Achse ein Fixpunktpaar entstanden (siehe Abbildung 4.3); hierbei handelt es sich um
eine Bifurkation. Als Bifurkation wird das paarweise Auftreten oder Verschwinden zweier
Fixpunkte bezeichnet. Da die Bifurkation nicht bei einem zuvor bereits vorhandenen
Fixpunkt entstanden ist und sich aus einem stabilen und einem instabilen Fixpunkt
zusammensetzt, handelt es sich um eine Sattel-Knoten-Bifurkation [24]. Der bei v, = 0,76
auftretende Fixpunkt ist wieder ein elliptischer Fixpunkt, wéhrend der bei v, = 3,77
liegende Fixpunkt von hyperbolischer Art ist. Hyperbolische Fixpunkte sind instabil. In
der Umgebung liegende Trajektorien tendieren dazu, sich mit zunehmender Zeit vom
Fixpunkt zu entfernen.

In der Abbildung sind weiterhin Tori erkennbar, welche aufgrund der auftretenden Bifur-
kation in stark deformierter Form vorhanden sind, womit jedoch ein regulédres Verhalten
der Dynamik weiterhin bestehen bleibt.

Die bisherige ,,Definition” einer T'S Trajektorie hingegen weist sich als nicht eindeutig aus,
da durch das Auftreten weiterer Fixpunkte keine klare TS Trajektorie festgelegt werden
kann. Eine Moglichkeit bestédnde darin, zur Klassifizierung einer TS Trajektorie die
Energien der Orbits zu bestimmen, was bei der Betrachtung der Dynamik im Ortsraum
im nachfolgenden Abschnitt 4.3 genauer untersucht wird.
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM
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Abbildung 4.2: Stroboskopische Abbildung fiir die Frequenz w, = . Die torusartige
Struktur der PSOS lasst dabei auf eine fast-integrable Dynamik fiir das diskretisierte
System schliefen. Der hierbei vorhandene elliptische Fixpunkt bei y = 0,v, = —0,72 ist
mit einem schwarzen Punkt markiert und wird als TS Trajektorie bezeichnet, da diese
die gleiche Periodizitit wie die NHIM aufweist. In der Umgebung liegende Resonanz-
liicken lassen auf bestimmte Eigenschaften der Windungszahl schliefsen, siehe hierfiir in

Abschnitt 4.2.
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4.2 Poincaré-Abbildungen fiir verschiedene Oszillationsfrequenzen w,
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Abbildung 4.3: Fiir eine Frequenz von w, = 0,757 sind drei Fixpunkte bei y = 0
zu erkennen. Dabei handelt es sich um zwei elliptische Fixpunkte bei v, = —4,10 und
vy, = 0,76 sowie einem hyperbolischen Fixpunkt bei v, = 3,77. Die oberen beiden
Fixpunkte verschwinden in einer Sattel-Knoten-Bifurkation bei der kritischen Frequenz
w, = 0,802, siche Abbildung 4.8. Die in Abbildung 4.2 zuvor aufgetretenen torusartigen
Strukturen sind hierbei in stark deformierter Form vorhanden, was auf eine weiterhin
reguldre Dynamik schlieft.

35



4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

4.2.2 Invariante Kurve bestehend aus Fixpunkten bei w, = 0,27

Fiir noch kleiner werdende Frequenzen w, tritt ein weiteres interessantes Phinomen auf:
Bei einer Frequenz von w, = 0,207 ist ein kontinuierlicher Fixpunktring, erkennbar in

Abbildung 4.4 sowie Abbildung 4.5, vorhanden.

In Abbildung 4.4 wurde der Ubersichtlichkeit halber eine alternative Moglichkeit zur
Darstellung auftretender Fixpunkte gewahlt: Da die hierbei auf einem Ring liegenden
Fixpunkte im Vergleich zu den bisher untersuchten Systemen auch aufserhalb der v,-
Achse liegen, wurden Trajektorien mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen (°, 1)2) im
Phasenraum auf ein diskretes Gitter gesetzt (wobei die Trajektorien dquidistant aufgesetzt
wurden) und anschliefend auf der NHIM {iber eine vollstédndige Periode propagiert. Die
Distanz d, welche die Trajektorien wahrend dieser Zeit im Phasenraum zuriickgelegt
haben, ist definiert iiber

Y e 0

wobei (y",v,) dem Koordinatentupel im Phasenraum nach der Propagation entspricht.
Diese Distanz wird anschliefsend iiber eine Colormap aufgetragen. Da Fixpunkte die
Eigenschaft haben, unter stroboskopischer Abbildung der gleichen Periode invariant zu
bleiben, lassen sich diese in Abbildung 4.4 unter der Bedingung 6 = 0 erkennen. Wie
bereits erwdhnt, lassen sich durch diese Methode sowohl der urspriingliche elliptische
Fixpunkt im Zentrum, als auch eine ellipsenférmige Kurve bestehend aus Fixpunkten im
Phasenraum auffinden.

Das Auftreten der invarianten Kurve bei w, = 0,27 fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel
der Windungszahl w; /w, (wobei wy/, die Umlauffrequenzen auf dem Torus sind) fiir
die auf der Kurve liegenden Tori bei w, = 0,27 + 4§ fiir kleine § (siehe Abbildung 4.6):
Wihrend die in Abbildung 4.4 auf der Kurve liegenden Tori fiir w, —  gegen den Uhrzei-
gersinn im Phasenraum propagieren, laufen die Tori fiir w, + ¢ mit dem Uhrzeigersinn.
In Abbildung 4.6 wurde jeweils ein auf der Kurve liegender Fixpunkt (erkennbar am
schwarzen Kreuz) fiir leicht variierte Frequenzen w, £ ¢§ iiber eine Periode propagiert.
Dabei lésst sich fiir die beiden Frequenzen eine unterschiedliche Umlaufrichtung erkennen,
was zum Vorzeichenwechsel bei der Windungszahl fiithrt. Im Falle des resonanten Torus
bei w, = 0,27 gilt wy/we = 0.
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max

~0.,8 0,4 0,0 0,4 0,8 min = 0
y

Abbildung 4.4: Alternative Darstellung zum Auffinden von Fixpunkten. Hierbei wird
die Eigenschaft der Invarianz von Fixpunkten ausgenutzt: Farblich aufgetragen ist die
Distanz d, welche Trajektorien nach einer Periode T im Phasenraum zuriickgelegt haben,
wobei fiir Fixpunkte 6 = 0 gelten muss. Fiir niedrige Frequenzen (hierbei dargestellt ist
w, = 0,207) ist ein deformierter Ring, bestehend aus Fixpunkten, vorhanden. Der aus
der Bifurkation entstandene elliptische Fixpunkt im Zentrum ldsst sich auch fiir niedrige
Frequenzen weiterhin vorfinden.
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Abbildung 4.5: Stroboskopische Abbildung fiir eine Frequenz von w, = 0,207. Deutlich
erkennbar ist die aus Fixpunkten bestehende ellipsenférmige Kurve und der im Zentrum
liegende elliptische Fixpunkt in Ubereinstimmung mit der Darstellung in Abbildung 4.4.
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Abbildung 4.6: Anschauliche Erklarung zum Vorzeichenwechsel der Windungszahl
w1 /ws bei der in Abbildung 4.5 dargestellten invarianten Kurve bestehend aus Fixpunkten:
In den Abbildungen a) und b) wurde ein zuvor vorhandener Fixpunkt bei y = 0 (schwarzes
Kreuz) sowie in seiner Umgebung liegende Trajektorien fiir leicht variierte Frequenzen
w, £ 6 mit § = 0,001 iiber eine Periode propagiert. Dabei lésst sich erkennen, dass sich die
Umlaufrichtungen der quasiperiodischen Tori um den bei w, = 0,27 liegenden Fixpunkt
dndern, wodurch die Windungszahl einen Vorzeichenwechsel durchfiihrt, sieche Abbildung

c).
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

4.2.3 Elliptischer Fixpunkt mit doppelter Periodendauer

Bei einer Anderung der Oszillationsfrequenz zu w, = 0,557 lisst sich ein weiteres
interessantes Verhalten beobachten: Durch hoheres Auflosen der PSOS, dargestellt in
Abbildung 4.7, lésst sich ein Paar elliptischer Fixpunkte entdecken. Hierbei ist zu beachten,
dass es sich um einen einzelnen elliptischen Fixpunkt handelt, welcher bei v, = 0,35
zwischen y = —0,68 und y = 0,68 zu ,springen” scheint, da der Fixpunkt die Periode 27
hat, die stroboskopische Abbildung jedoch fiir alle Zeitpunkte T" erzeugt wird. Das bereits
zuvor angesprochene Fixpunktpaar, entstanden aus der Sattel-Knoten-Bifurkation in
Abbildung 4.3, ist bei dieser Frequenz weiterhin vorhanden: Wahrend der untere elliptische
Punkt (welcher vor der Bifurkation bereits existierte) sowie der obere hyperbolische Punkt
aus dem dargestellten Bereich fiir kleiner werdende Frequenzen auseinander laufen, bleibt
der bei der Bifurkation entstandene elliptische Fixpunkt im Zentrum bestehen und geht
bei kleiner werdenden Frequenzen gegen den Koordinatenursprung. Es ist daher zu
beachten, dass der hier dargestellte elliptische Fixpunkt nicht der aus Abbildung 4.2
urspriinglich bekannte elliptische Fixpunkt ist, sondern dass dieser aus der Bifurkation
entstanden ist und der vorherige elliptische Fixpunkt durch die Bifurkation aus dem
betrachteten Bereich des Phasenraums ,yverdréangt* wurde.

Die Entstehung des in Abbildung 4.7 zu erkennenden Fixpunktes der Periode 2T lésst
sich iiber das Poincaré-Birkhoff-Theorem [38] erkldren: Mithilfe des Theorems lassen
sich unter Verwendung von Poincaré-Schnitten Aussagen iiber das Verhalten resonanter
Tori gegeniiber einer Storung des Systems treffen. Die fiir w, = 0,207 auftretende Kurve,
bestehend aus Fixpunkten, ist unter stroboskopischer Abbildung invariant. Mit Zunahme
der Sattelfrequenz w, scheint diese Kurve zu verschwinden. Behandelt man das Andern der
Frequenz w, als eine Stérung des Systems, so lédsst sich mit dem Theorem die Entstehung
des in Abbildung 4.7 aufgefundenen ,Fixpunktpaares“ begriinden: Fiir ein System mit
w, < 0,557 existiert in der PSOS eine Kurve, bestehend aus rationalen Tori der Periode 27T,
welche mit zunehmender Frequenz zerstort wird. Nach dem Poincaré-Birkhoff-Theorem
resultieren aus dem Aufbrechen rationaler Tori eine gerade Anzahl an neuen Fixpunkten,
welche sich alternierend aus elliptischen und hyperbolischen Fixpunkten zusammensetzen.
Bei weiteren Storungen kann sich dieser Vorgang in der Umgebung der elliptischen
Fixpunkte wiederholen, wodurch sich selbst-dhnelnde Strukturen bilden kénnen. Die aus
dem Theorem folgenden hyperbolischen Fixpunkte sind durch die zu geringe Auflésung
der PSOS nicht darstellbar und kénnen daher in Abbildung 4.7 nicht erkannt werden.
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Abbildung 4.7: Stroboskopische Abbildung fiir w, = 0,557. In den Abbildungen (a) und
(b) sind Teilausschnitte der PSOS, dargestellt in (c), aufgetragen. Bei dieser Frequenz
treten erkennbare elliptische Fixpunkte mit doppelter Periode bei y = 0,68 und v, = 0,35
sowie y = —0,68 und v, = 0,35 auf. Da diese spiegelsymmetrisch um y = 0 liegen, wurde
einer der beiden Fixpunkte grofer dargestellt, wodurch mehr Details erkennbar sind.
In (c) ist die vergroRerte PSOS dargestellt, wobei der bekannte elliptische Fixpunkt im
Zentrum mit einfacher Periode bei y = 0,0 und v, = 0,50 liegt.
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

4.3 Bifurkationsdiagramm und periodische
Trajektorien fiir verschiedene w,

4.3.1 Sattel-Knoten-Bifurkation bei Variation von w,

Fiir ein besseres Verstiandnis des Systems wird ein Bifurkationsdiagramm erstellt. Dieses
lasst sich durch die Verwendung der in Abschnitt 3.2 diskutierten Nullstellensuche
erzeugen. Da die bisher gefundenen Fixpunkte ausschlieflich bei ¥y = 0 lagen und
fiir verschiedene Sattelfrequenzen w, entstanden sind, erweist es sich als sinnvoll, eine
Abbildung (siehe Abbildung 4.8) zu erstellen, in der die Phasenraumkoordinaten v,
der Fixpunkte gegen die Frequenzen w, aufgetragen sind. Der untersuchte Bereich von
0,717 < w, < 0,857 beinhaltet dabei das Entstehen der Bifurkation. Hierbei handelt es
sich um eine Sattel-Knoten-Bifurkation, welche sich iiber das Entstehen eines stabilen
und instabilen Fixpunktpaares, siehe hierfiir Abbildung 2.4, kennzeichnet.

Bei groferen Frequenzen konnte keine zusétzliche Bifurkation gefunden werden, wahrend
kleinere Frequenzen aufgrund von aufgetretenen numerischen Instabilitdten nicht im
Schaubild dargestellt sind. Die Beschreibung des Schaubilds erfolgt in Richtung kleiner
werdender Frequenzen w,: Der fiir den Standardparametersatz mit w, = 7 bereits
bekannte elliptische Fixpunkt nahe des Ursprungs in der PSOS wird beschrieben durch
eine immer stiarker monoton fallende Funktion. Beim Eintreten der Bifurkation bei w, =
0,8027 lauft der neu entstandene elliptische Fixpunkt fiir kleiner werdende Frequenzen
zum Zentrum der PSOS, weswegen beachtet werden muss, dass bei der Analyse der PSOS
die in der Umgebung des Koordinatenursprungs liegenden elliptischen Fixpunkte fiir
unterschiedliche Frequenzen zu unterscheiden sind (durch die Bifurkation wird sozusagen
der urspriingliche elliptische Fixpunkt im Zentrum durch einen ,neuen® elliptischen
Fixpunkt fiir geringere Frequenzen ,verdréngt“). Ein néchster Schritt zur Klassifizierung
der Fixpunkte besteht darin, die Trajektorien, welche diesen Punkten entsprechen, im
Orts- und Phasenraum zu untersuchen.

4.3.2 Trajektorien im Orts- und Phasenraum

Trajektorien integrabler Systeme lassen sich in zwei Bereiche einteilen, den quasi-
periodischen und den periodischen Bahnen. Quasiperiodisch sind solche Trajektorien, die
ein irrationales Verhaltnis der Umlauffrequenzen des im Phasenraum liegenden Torus
aufweisen, wahrend ein rationales Verhéltnis zu periodischen Bahnen fiithrt. Wahrend
im eindimensionalen Fall die NHIM mit der einzig existierenden periodischen Bahn
zusammenfallt, existieren in mehrdimensionalen Systemen ,unendlich viele* Trajektorien
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4.3 Bifurkationsdiagramm und periodische Trajektorien fiir verschiedene w,
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Abbildung 4.8: Bifurkationsdiagramm, wobei die Positionen der Fixpunkte v, iiber die
Systemparameter w, aufgetragen sind. Dabei ist der Frequenzbereich von w, = 0,717 bis
w, = 0,857 dargestellt, wobei sich die Fixpunkte jeweils bei y = 0 befinden. Die hierbei
auftretende Sattel-Knoten-Bifurkation mit einem stabilen und einem instabilen Fixpunkt
verschwindet bei der Frequenz w, = 0,8027.

43



4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

auf der NHIM. Wie in Abschnitt 4.2 bereits erwahnt, stellt sich durch das Auftreten
neuer Fixpunkte die bisherige Bezeichnung der TS Trajektorie [20, 39, 40|, also jener
Trajektorie, welche die gleiche Periodendauer wie der Rang-1-Sattel aufweist, als nicht
mehr eindeutig heraus. Fiir bestimmte Systemparameter wiirden unendlich viele solcher
Trajektorien existieren, wie z.B. bei dem aufgetretenen Fixpunktring fir w, = 0,27 der
Fall ist. Zur Bestimmung einer TS Trajektorie muss daher eine zusétzliche Eigenschaft
untersucht werden. Hierbei bietet es sich an, die Trajektorie, welche bei Mittelung iiber
eine Schwingungsdauer des Potentials die niedrigste mittlere Energie E aufweist, als
TS Trajektorie zu bezeichnen. Im Falle von periodisch geschlossenen Bahnen geniigt
es dem Virialtheorem [41] zufolge, die gemittelte kinetische Energie zu betrachten, da
die gemittelte potentielle Energie lediglich einem Vielfachen der gemittelten kinetischen
Energie entspricht. Somit kdnnte eine neue ,Definition” zur Bestimmung einer TS Tra-
jektorie folgendermafen lauten: Die TS Trajektorie entspricht demjenigen Orbit, welcher
die gleiche Periode wie der Rang-1-Sattel besitzt und unter diesen Orbits die niedrigste
gemittelte kinetische Energie Ey, aufweist.

Es folgen nun mehrere Abbildungen, in denen Trajektorien mit dem Standardpara-
metersatz fiir unterschiedliche w, auf der NHIM propagiert wurden. Dabei haben die
Trajektorien, welche mit den diskutierten Fixpunkten aus Abbildung 4.8 iibereinstim-
men, die gleiche farbliche Kennzeichnung. Trajektorien mit anderen Farben treten im
Bifurkationsdiagramm nicht auf.

Zur Veranschaulichung wurden zunéchst zwei Trajektorien fiir den Standardparametersatz
mit w, = 7 ber zwei Perioden propagiert. Bei den Trajektorien in Abbildung 4.9 handelt
es sich um die TS Trajektorie sowie eine weitere auf der NHIM liegende Trajektorie, welche
nicht periodisch ist. Wie zu erwarten, oszilliert die T'S Trajektorie auf einer periodischen
Bahn innerhalb des harmonischen Bereichs, wahrend Trajektorie 2 keine periodische
Bahn durchlauft. Die Schwingung von Trajektorie 1 scheint bei Betrachtung im Ortsraum
rein harmonisch zu sein, jedoch handelt es sich um eine ,yerzerrte” Bewegung, welche
durch die Zeitabhéngigkeit des Potentials zustande kommt und in den nachfolgenden
Abbildungen fiir grofer werdende Periodendauern und damit tragere Systeme ersichtlicher
wird.

Zur Klassifizierung der TS Trajektorie wurden fiir w, = 0,777, also einer Frequenz, die
in Abbildung 4.8 dargestellt wird, die Trajektorien der Fixpunkte sowie deren gemittelte
kinetische Energien untersucht, wobei die berechneten Energien in der Abbildungsunter-
schrift in Abbildung 4.10 aufgelistet sind. Die Trajektorien unterscheiden sich durch eine
relativ zueinander unterschiedliche Kippneigung. Wie im Orts- und Phasenraum ersicht-
lich, hat die Trajektorie 1, welche die kleinste Auslenkung aufweist auch die geringste
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4.3 Bifurkationsdiagramm und periodische Trajektorien fiir verschiedene w,
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Abbildung 4.9: Verhalten zweier Trajektorien im Orts- und Phasenraum fiir w, = m. In
dieser Abbildung sind zwei Trajektorien, welche {iber zwei Perioden propagiert wurden,
dargestellt. Dabei handelt es sich bei Trajektorie 1 um die TS Trajektorie mit einer
kinetischen Energie von Ei;, = 0,0331, wihrend die zweite Trajektorie einer beliebigen
nicht periodischen Trajektorie auf der NHIM entspricht.

Energie und wird somit fiir dieses System als TS Trajektorie gekennzeichnet.

Weitere interessante Sachverhalte zeigen sich fiir kleiner werdende Frequenzen: Fiir den
bei w, = 0,207 vorhandenen Fixpunktring wird zunéchst ein beliebiger auf dem Ring
liegender Punkt zur Propagation gewahlt. Nach einer vollstdandigen Periode ist erkenn-
bar, dass die Trajektorie eine mehrfache Oszillation in Richtung der Badkoordinate
durchgefiihrt hat, wie in Abbildung 4.11 zu erkennen ist. Im Gegensatz dazu oszilliert
die Trajektorie des im Zentrum liegenden elliptischen Fixpunktes in Reaktionsrichtung,
,schaukelt’ also wihrend einer Oszillation innerhalb des Sattels. Fiir kleiner werdende
Frequenzen geht die Schwingung des aus der Bifurkation entstandenen elliptischen Fix-
punktes in Abbildung 4.8 von einer Bewegung in Richtung der Badkoordinate (siehe
Abbildung 4.10), also des harmonischen Anteils, {iber in eine Schwingung in Richtung
entlang der Reaktionskoordinate, also iiber den Sattel des Potentials. Wahrenddessen
entstehen durch die grofer werdende Periodendauer des Potentials neue Trajektorien
mit gleicher Periode, welche wiahrend einer Periode mehrmals in Richtung der Badko-
ordinate oszillieren. Die Trajektorien auf dem Fixpunktring besitzen alle die gleichen
Energien, wiahrend die in Reaktionsrichtung oszillierende Trajektorie eine im Vergleich
dazu niedrigere Energie aufweist und somit fiir dieses System als TST identifiziert werden
kann.
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM

— Trajektorie 1
— Trajektorie 2
1 — Trajektorie 3 2 1

—— Trajektorie 1
— Trajektorie 2
— Trajektorie 3

—0,5 0,0 0,5 —1 0 1

Abbildung 4.10: Trajektorien der bei w, = 0,777 auftretenden Fixpunkte propagiert
iiber eine Periode. Dabei handelt es sich bei den Trajektorien 1 und 2 um die elliptischen
Fixpunkte sowie bei Trajektorie 3 um den hyperbolischen Fixpunkt. Die kinetischen
Energien der Trajektorien 1 bis 3 betragen Fiin = 0,0344, Eiin = 0,5657 sowie Fig, =
0,4021. Trajektorie 1 mit der niedrigsten kinetischen Energie wird damit als T'S Trajektorie
bezeichnet.
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4.4 Dynamik fiir verschiedene & und w,

—— Trajektorie 1
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Abbildung 4.11: Uber eine Periode propagierte Trajektorien fiir w, = 0,207. Trajektorie
1 entspricht dabei dem elliptischen Fixpunkt im Zentrum mit E, = 0,0706 wihrend
Trajektorie 2 einem beliebigen Punkt auf dem Fixpunktring mit Fig, = 0,2405 entspricht
(siche Abbildung 4.4).

Zur Darstellung des in Abbildung 4.7 gefundenen elliptischen Fixpunkts mit doppelter
Periodendauer wird, um eine geschlossene Bahn zu erhalten, in Abbildung 4.12 iiber zwei
Perioden propagiert. Dabei stellt die Bewegung eine mehrfache Oszillation in Richtung
der Badkoordinate dar. Der elliptische Fixpunkt mit einfacher Periodendauer im Zentrum
hingegen oszilliert in Richtung der Reaktionskoordinate, wobei sich das Andern der
Bewegungsrichtung beim Vergleich mit Abbildung 4.10 aus einer Schwingung in Richtung
der Badkoordinate zu einer Schwingung in Richtung der Reaktionskoordinate nun deutlich
erkennen lasst.

4.4 Verhalten der Dynamik fiir verschiedene
Oszillationsamplituden z und Badfrequenzen w,

4.4.1 Bifurkationsdiagramm fiir &

Zur weiteren Untersuchung der Dynamik bei unterschiedlich stark oszillierenden Rang-1-
Satteln wird der Parameter z, welcher die Amplitude der Schwingung festlegt, anhand
eines Bifurkationsdiagramms fiir verschiedene Werte untersucht. Hierfiir wird die Frequenz
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Abbildung 4.12: Im Vergleich zu den anderen Trajektorienabbildungen wird hier iiber
einen Zeitraum von zwei Periodendauern bei w, = 0,557 propagiert. Trajektorie 1
entspricht dabei wieder dem elliptischen Fixpunkt im Zentrum, wiahrend Trajektorie 2
dem Fixpunkt mit doppelter Periode, erkennbar in Abbildung 4.7, entspricht.

auf w, = 0,87, also nahe an der aus Abbildung 4.8 bekannten Bifurkation, gesetzt.
Dabei treten zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen mit jeweils einem elliptischen und einem
hyperbolischen Fixpunkt auf, welche bei £; = 0,47 und bei Z; = 0,65 entstehen. In
Abbildung 4.13 ist zusétzlich ein weiterer elliptischer Fixpunkt zu erkennen.

4.4.2 Bifurkationsdiagramm fiir w,

In Abbildung 4.14 ist ein weiteres Bifurkationsdiagramm fiir den Parameter w,, welcher
die Badfrequenz beschreibt, im Bereich zwischen w, = 1,84 bis w, = 1,97 fiir den
Standardparametersatz aus Tabelle 4.1 bei einer Oszillationsfrequenz von w, = 0,757
dargestellt. Erneut ldsst sich eine Sattel-Knoten-Bifurkation erkennen. Der im Zentrum
liegende elliptische Fixpunkt konvergiert fiir kleiner werdende w, gegen v, = 0.
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4.4 Dynamik fiir verschiedene & und w,
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Abbildung 4.13: Bifurkationsdiagramm fiir die Positionen der Fixpunkte v, iiber den
Systemparameter 7. Bei Anderungen der Oszillationsamplitude 2 treten im Bereich
zwischen z = 0,01 und z
Entstehungspunkte der Bifurkationen bei #; = 0,47 und bei 25 = 0,65 liegen. Das
Bifurkationsdiagramm wird fiir die in Tabelle 4.1 verwendeten Parameter mit w, = 0,87
erzeugt.

= 1,47 zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen auf, wobei die
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4 Modellsystem zur Untersuchung der Dynamik auf der NHIM
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Abbildung 4.14: Bifurkationsdiagramm fiir die Positionen der Fixpunkte v, iiber den
Systemparameter w, fiir w, € [1,84;1,97]. Der im Zentrum liegende schwarze elliptische

Fixpunkt konvergiert fiir w, — 0 gegen v, = 0. Die Bifurkationsstelle tritt bei w, = 1,89
auf.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn der Arbeit wurde in Abschnitt 2.1 die TST vorgestellt. Durch die Einfithrung
eines eindimensionalen Beispielpotentials mit Rang-1-Sattel konnten grundlegende Ideen
wie die Unterteilung des Zustandsraums in vier Gebiete, die Entstehung der stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeiten W, und W, die aus W, N W, resultierende NHIM
sowie deren mathematische Eigenschaften diskutiert werden. Im Anschluss wurden in
Abschnitt 2.2 Methoden zur Untersuchung von Eigenschaften nichtlinearer Systeme
eingefithrt und visuell dargestellt. Dabei wurde unter anderem die stroboskopische
Abbildung beschrieben, die eine wichtige Methode zur Untersuchung periodischer Bahnen
in Poincaré-Schnitten darstellt. Schliefslich wurden zwei Bifurkationsarten sowie die
logistische Abbildung vorgestellt — ein System, welches sich eignet, um den Ubergang
zum deterministischen Chaos zu beobachten.

Im Anschluss wurden in der Arbeit verwendete numerische Algorithmen und Verfahren
zur Erzeugung der Trajektorien und Poincaré-Schnitte in Abschnitt 3.1 und Abschnitt 3.2
vorgestellt. Der fiir die Integration benutzte Velocity-Verlet-Algorithmus als auch die
fiir die Stabilisierung der Trajektorien verwendete BCM-Methode zur Riickprojektion
auf die Mannigfaltigkeit wurden in kompakter Form beschrieben. Darauf wurden zwei
Methoden, welche im Verlauf der Arbeit implementiert und benutzt werden konnten,
um die Positionen (y, v,) der Fixpunkte fiir ein gegebenes (x,v,,t) zu bestimmen, vor-
gestellt und miteinander verglichen. Zur Berechnung der Fixpunktpositionen empfahl
sich schliefslich das Verfahren iiber die Nullstellensuche, da dieses schneller konvergierte
und eine ausreichende Genauigkeit fiir die Auflésung der Bifurkationen zur Verfiigung
stellte.

Um die vorgestellten Methoden anwenden zu kénnen, wurde in Abschnitt 4.1 ein Mo-
dellsystem eingefiihrt, welches so konstruiert ist, dass es mit Methoden aus der TST
und der nichtlinearen Dynamik beschrieben werden kann. Das periodische Treiben des
Rang-1-Sattels sowie das Erweitern auf zwei Freiheitsgrade sorgte fiir eine zusétzliche
Komplexitét, wodurch das System ausschliefslich mit numerischen Verfahren untersucht
werden konnte. Im Verlauf der Arbeit wurden die Parameter w, und z, welche benutzt
werden konnten, um Eigenschaften des Rang-1-Sattel zu verédndern, sowie die Badfre-
quenz w, so angepasst, dass verschiedene Dynamikverhalten auftraten, welche in den
Poincaré-Schnitten in Abschnitt 4.2 dargestellt wurden. Dabei ergaben sich Aufschliisse
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5 Zusammenfassung und Ausblick

iiber die Integrabilitdt der Systeme: Die aufgefundenen Torusstrukturen wurden fiir
keine der untersuchten Parameter zerstort, sondern lediglich deformiert. Das Vorhan-
densein von reguldren Phasenrdumen stellte somit die Existenz einer Erhaltungsgrofse
fiir die unter stroboskopischer Abbildung diskretisierte Dynamik sicher, wodurch sich
alle betrachteten dynamischen Systeme als integrierbar herausstellten. Die aufgetre-
tenen Tori waren in den meisten Fallen quasiperiodisch, besafsen also ein irrationales
Verhéltnis der Umlauffrequenzen und zeigten somit ein ergodisches Verhalten beim
Durchlaufen des Phasenraums fiir eine festgesetzte Energie. Es konnten jedoch auch
periodische Trajektorien aufgefunden werden, fiir w, = 0,557 wurde ein rationaler Torus
der Periode 2T aufgefunden. Die im System auftretenden Bifurkationen wurden stets als
Sattel-Knoten-Bifurkationen identifiziert, welche in Abschnitt 2.2.2 eingefithrt wurden.
Das Auftreten der Bifurkationen in den Poincaré-Schnitten fiihrte dazu, dass die TS
Trajektorie, eine Trajektorie, welche die gleiche Periodizitit wie die NHIM aufweist,
allein durch die Festlegung iiber die Periodendauer nicht mehr eindeutig war, weswegen
eine zusétzliche Eigenschaft der Trajektorien untersucht werden musste. Um eine neue
TS Trajektorie zu bestimmen, hat es sich angeboten, die iiber eine Periode gemittelten
Energien der Trajektorien zu berechnen und miteinander zu vergleichen. Diejenige Tra-
jektorie, welche dann schliefslich die geringste mittlere Energie aufgewiesen hat, konnte
als TS Trajektorie gekennzeichnet werden. Eine weitere interessante Dynamik ergab sich
durch Herabsetzen der Oszillationsfrequenz w,. Fiir w, = 0,207 konnte eine invariante
Kurve, bestehend aus Fixpunkten der Periode T', gefunden werden. Diese wurde mit
zunehmender Frequenz zerstort, was dem Poincaré-Birkhoff-Theorem zufolge in der
Entstehung einer geraden Anzahl an Fixpunkten resultieren miisste. Diese Fixpunkte
wurden aufgrund von zu geringen Auflosungen der Poincaré-Schnitte bislang noch nicht
aufgefunden. Bei w, = 0,557 wurde ein solcher, moglicherweise aus dem Zerstoren einer
invarianten Kurve entstandener elliptischer Fixpunkt der Periode 27" aufgefunden. Der
zugehorige hyperbolische Fixpunkt war durch die geringe Auflésung im PSOS nicht
auffindbar. Fiir die Anderung der Oszillationsfrequenz w,, der Schwingungsamplitude
des Sattels & sowie der Badfrequenz w, wurde jeweils ein Bifurkationsdiagramm fiir die
Intervalle w, € [0,717; 0,857], & € [0,01; 1,47] und w, € [1,84; 1,97] erzeugt. Dabei sind
in allen drei Fillen Sattel-Knoten-Bifurkationen aufgetreten, wobei bei Anderung von
2 eine Bifurkation sowohl in Richtung zunehmender als auch abnehmender Parameter
beobachtet wurde. Zuletzt wurde schlieklich die Dynamik der Trajektorien im Orts-
und Phasenraum untersucht. Die Parameterséitze der Systeme, fiir welche zuvor eine
PSOS erstellt wurde, wurden verwendet, um die Dynamik der vorgefundenen Fixpunkte
zu untersuchen. Fiir groftere Frequenzen fanden die Oszillationen mit Periodendauer T’
entlang der Badkoordinate, fiir kleiner werdende Frequenzen entlang der Reaktionskoor-
dinate {iber den Rang-1-Sattel hinweg statt. Zusétzliche periodische Bahnen oszillierten
in Richtung der Badkoordinate. Um die TS Trajektorie fiir das jeweilige System zu
bestimmen, wurden fiir alle Trajektorien schliefslich noch die gemittelten kinetischen
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Energien bestimmt.

Die aufgefundenen Ergebnisse fithren zu einem besseren Verstédndnis der Reaktionskinetik
des in Gleichung (4.1) vorgestellten Modellsystems. So lasst sich nun besser verstehen,
wie sich die stattfindende Dynamik durch Anderungen der Systemparameter gezielt
beeinflussen ldsst, was in einem eingeschréankten Bereich die Kontrolle der Raten, unter
anderem durch das Erzeugen von Bifurkationen tiber periodisches Treiben des Potentials,
ermoglicht. Diese Erkenntnis soll in Zukunft genutzt werden um Reaktionsraten gezielter
zu kontrollieren [42].

Die bisherigen Untersuchungen der Dynamik auf der NHIM durch Anderungen der
Parameter w,, £ und w, sind noch nicht abgeschlossen. Fiir die untersuchten Parame-
terbereiche trat stets eine reguldre Dynamik auf. Da es sich jedoch um ein nichtlineares
System handelt, sollte sich fiir bestimmte Parametersitze auch eine irregulare Dyna-
mik {iber stochastische Strukturen in den Poincaré-Schnitten erkennbar machen lassen.
Deterministisches Chaos tritt unter anderem dann auf, wenn viele aufeinanderfolgende
Bifurkationen stattfinden, siche Abbildung 2.5. Daher wére es durchaus moglich, dass fiir
Anderungen von w,, 2 und w, weitere immer dichter zusammenriickende Bifurkationen
auftreten, welche schliefllich zu deterministischem Chaos fiihren konnen. Solche Unter-
suchungen wurden durch numerische Einschriankungen der verwendeten Algorithmen
noch nicht getétigt. Zuletzt wire es sinnvoll, die Ratenkonstanten von Systemen mit
unterschiedlicher Anzahl an Fixpunkten mittels verschiedener Verfahren zu bestimmen,
um die Verfahren besser zu verstehen und miteinander vergleichen zu konnen.
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Glossar

PSOS

Poincaré-Abbildung oder Poincaré-Schnitt (engl. Poincaré Surface of Section):
Die Poincaré-Abbildung ist eine Methode, welche sich zur Visualisierung von
Phasenrédumen in dynamischen Systemen eignet. Dabei werden die Durchstofpunkte
durch eine im Phasenraum festgelegte Schnittebene dargestellt, wodurch das System
auf Integrabilitdt oder auftretende Periodizitdten untersucht werden kann.

BCM

Binére Kontraktionsmethode (engl. Binary Contraction Method): Iterativer Algo-
rithmus zur Bestimmung der NHIM im Phasenraum fiir ein gegebenes (y, vy, t).

Poincaré-Birkhoff-Theorem

Theorem, welches Aussagen iiber Tori mit rationalen Windungszahlen macht.
Demnach werden diese bei Storungen des Systems zerstort und erzeugen eine gerade
Anzahl an paarweise auftretenden hyperbolischen und elliptischen Fixpunkten.

KAM-Theorem

Theorem, welches Aussagen iiber die im Phasenraum liegenden Tori mit irrationaler
Windungszahl macht. Die Hauptaussage besteht darin, dass fiir eine kleine Stérung
fast alle Tori (diejenigen mit gentigend irrationalem Frequenzverhéltnis) die Stérung
,,iberstehen®.

DS

Trennflache (engl. Dividing Surface): Die Einfithrung einer Trennflache erméoglicht
das Untersuchen des Flusses der Teilchen im Phasenraum, wodurch Reaktionsraten
bestimmbar sind. Diese Trennflache wird an die NHIM angeheftet und unterteilt
den Phasenraum in Edukte und Produkte.
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Glossar

NHIM

Normal hyperbolisch invariante Mannigfaltigkeit (engl. Normally Hyperbolic In-
variant Manifold): Mannigfaltigkeit im Phasenraum, welche der Vereinigung aller
Ubergangszustinde entspricht. Teilchen, welche auf der NHIM liegen, werden diese
zu keinem Zeitpunkt verlassen und kénnen weder Edukten noch Produkten zu-
geordnet werden. Die Kenntnis iiber die Dynamik der NHIM wird benotigt zur
Konstruktion der DS.

TS

Ubergangszustand (engl. Transition State): Zustinde, welche sich auf der NHIM
befinden, werden als Ubergangszustinde bezeichnet.

TS Trajektorie

Transition State Trajektorie (engl. Transition State Trajectory): Bezeichnung fir
die auf der NHIM liegende Trajektorie, welche die gleiche Periodizitat wie die NHIM
aufweist. Beim Auftreten mehrerer solcher Trajektorien wird die Trajektorie mit
geringster gemittelter Energie {iber eine Schwingung als TS Trajektorie bezeichnet.

TST

Theorie des Ubergangszustands (engl. Transition State Theory): Theorie zur Be-
schreibung von Reaktionskinetik. Durch die Einfithrung eines Ubergangszustands
lassen sich Systeme in Subsysteme unterteilen. Dynamische Anderungen der Zu-
stdnde lassen sich dann iiber Ratengleichungen beschreiben.
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