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1 Einleitung

1.1 Motivation

Kurz nach dem Aufkommen der ersten elektrischen Netzwerke zum Betrieb von Gliithlam-
pen am Ende des 19. Jahrhunderts kam es zum sogenannten ,Stromkrieg* zwischen
Thomas Edison und seinem Ansatz zur Verwendung von Gleichstrom und Nikola Tesla
und seinem Vorschlag, direkt den durch die Generatoren erzeugten Wechselstrom zu
verwenden. Trotz einer Negativ-Kampagne durch Edison, dass Wechselstrom gefahrlich
sei, setzte sich Teslas Ansatz bis heute aufgrund einer héheren Ubertragungseffizienz
iber grofle Strecken und eine einfachere Transformierbarkeit des Stroms durch [1]. Die
Durchsetzung des Wechselstroms fithrte zu vielen weiteren Ansétzen, wie zum Beispiel
Teslas eigener Vision eines globalen, drahtlosen Energiesystems [2], einen mittels fokus-
sierter Mikrowellen betriebenen Helikopter der US-Armee [3] oder dem heute verbreiteten
kabellosen Laden elektronischer Gerate. Des Weiteren wird aktuell beispielsweise an einer
Aufladung von Elektroautos wahrend der Fahrt gearbeitet [4]. Trotz der langjahrigen
Forschung und grofien Verbreitung der kabellosen Energietibertragung gibt es immer noch
einige Probleme. So hingt beispielsweise die Ubertragungseffizienz bei der induktiven
Energieiibertragung, wie sie zum Beispiel fiir das kabellose Laden von Smartphones
verwendet wird, vom Abstand der beiden verwendeten Spulen ab [5].

Ein Ansatz, um dieses Problem zu umgehen, ist, die Ubertragungsfrequenz adaptiv anzu-
passen und damit die Ubertragungseffizienz zu erhohen. Ein weiterer Ansatz beruht darauf,
Eigenschaften nicht Hermitescher Quantensysteme auf ein elektromagnetisches System
zu iibertragen. Dafiir wird die aus der Quantenmechanik stammende P7T-Symmetrie auf
ein System aus zwei gekoppelten Schwingkreisen tibertragen. Im Fall der PT-Symmetrie
sind die Verluste durch Widersténde und der Gewinn durch eine Anregung in einem der
Schwingkreise ausgeglichen, wodurch sich stationére Zusténde fiir das System ergeben.
Dadurch ist im Vergleich zur aktiven Frequenzregulierung iiber einen grofieren Bereich ei-
ne hohe Ubertragungseffizienz realisierbar, ohne dass dabei aktive Komponenten benotigt
werden [5], weshalb diese Systeme deutlich einfacher realisierbar sind.

Das Ziel dieser Arbeit ist ein System aus zwei gekoppelten elektromagnetischen Schwing-
kreisen mit ausgeglichenem Gewinn und Verlust zu realisieren. Dazu kann, wie oben



1 Einleitung

beschrieben, eine fundamentale Symmetrie der Physik, die PT-Symmetrie, betrachtet
werden. Fiir die Realisierung von Systemen mit ausgeglichenem Gewinn und Verlust wer-
den in dieser Arbeit experimentell realisierbare Schwingkreise mit intrinsischen Verlusten
und einer duleren Anregung betrachtet. Dafiir wird der zur Beschreibung dieser gekoppel-
ten Schwingkreise verwendete Moden-Formalismus von Grund auf hergeleitet. Dadurch
konnen die effektiven Groflen, durch welche die gekoppelten Schwingkreise und deren
Symmetrie untersucht werden, auf die in den Schwingkreisen verwendeten Bauteile zuriick-
gefithrt werden. Neben der PT-Symmetrie wird zusatzlich noch die anti-P7 -Symmetrie
untersucht, bei der Gewinn und Verlust zwar auch symmetrisch, aber nicht ausgeglichen
sind. Fiir die Dimensionierung verschiedener P7 - und anti-P7T -symmetrischer Systeme
werden insgesamt drei verschiedene Kopplungsvarianten betrachtet und verglichen. Dabei
werden jeweils moglichst einfache Schwingkreise betrachtet, damit die in dieser Arbeit
theoretisch betrachteten Systeme auch einfach experimentell realisiert werden koénnen.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird zuerst die Theorie zur Beschreibung gekoppelter Schwingkreise her-
geleitet. Dazu wird im Abschnitt 2.1 nach einem kurzen Uberblick zur P7-Symmetrie
und der daraus resultierenden Eigenschaften fiir Gewinn und Verlust des Systems im
Abschnitt 2.2 ein idealer Schwingkreis betrachtet und fiir diesen eine Darstellung im
Moden-Formalismus hergeleitet. Anschliefend wird diese Beschreibung erst auf reale
Schwingkreise mit Verlust durch einen Widerstand und anschlieBend auf Schwingkreise
mit einem zusétzlichem Gewinn durch eine einlaufende Welle ausgeweitet. Im Abschnitt
2.3 wird die hergeleitete Moden-Darstellung verwendet, um zwei gekoppelte Schwingkreise
zu beschreiben. Dabei werden eine induktive und eine kapazitive Kopplung untersucht,
wobei fiir die kapazitive Kopplung zusétzlich noch der Fall betrachtet wird, in dem die
Induktivitat und die Kapazitat in einem der Schwingkreise negativ sind. Der Sonderfall
einer kapazitiven Kopplung mit negativer Induktivitat und Kapazitat wird betrachtet,
da diese im Vergleich zur kapazitiven Kopplung mit herkémmlichen Bauteilen grofiere
Freiheiten besitzt und dadurch sowohl PT-symmetrisch als auch anti-P7T-symmetrisch
sein kann.

In Kapitel 3 werden anhand der in Kapitel 2 hergeleiteten Modenbeschreibung die verschie-
denen gekoppelten Systeme mithilfe der hergeleiteten effektiven Groflen untersucht, sowie
unter welchen Bedingungen diese eine PT - oder anti-P7 -Symmetrie aufweisen. Zusatzlich
wird noch das allgemeine Verhalten eines P7T- beziehungsweise anti-P7T -symmetrischen
Systems betrachtet.

In Kapitel 4 werden fiir die in Kapitel 3 hergeleiteten Bedingungen an die effektiven
GroBlen beispielhafte Werte fiir die einzelnen Bauteile verwendet, um damit ein P7 - be-
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ziehungsweise anti-P7T -symmetrisches System zu realisieren. Bei dieser Dimensionierung
werden jeweils verschiedene Systeme zur Realisierung der verschiedenen Symmetrien
angegeben und verglichen, um die Eigenschaften und Einfliisse der einzelnen Grofien zu
untersuchen.

Abschlielend werden in Kapitel 5 die Befunde dieser Arbeit zusammengefasst und ein
Ausblick gegeben.

Als Ubersicht und Nachschlagemoglichkeit fiir die verschiedenen verwendeten GroSen
zur Beschreibung der Schwingkreise ist im Anhang A die Tabelle A.1 zu finden, welche
die wichtigsten in dieser Arbeit verwendeten Groflen sowie deren Definitionen und
Bedeutungen zusammenfasst.






2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel wird der Moden-Formalismus hergeleitet, mit welchem sowohl ein
einzelner, als auch zwei gekoppelte Schwingkreise einfach und elegant durch eine bezie-
hungsweise fiir den gekoppelten Fall durch zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster
Ordnung beschrieben werden konnen. Dabei kann der hergeleitete Moden-Formalismus
mit nur geringen Anpassungen auf alle in dieser Arbeit betrachteten Kopplungsvarianten
angewandt werden.

2.1 Grundlagen nicht-Hermitescher Quantensysteme

Im mathematischen Formalismus der Quantenmechanik werden Messgrofen durch Opera-
toren beschrieben, wobei die Eigenwerte der Operatoren den moglichen Messergebnissen
entsprechen. In der herkdmmlichen Quantenmechanik wird gefordert, dass ein Operator
Hermitesch ist (AT = A), da dies reelle Messwerte und damit einen unitiren Zeitentwick-
lungsoperator garantiert. Dies wird gefordert, da es die mathematische Folge hat, dass
das Betragsquadrat der Zustandsvektoren und damit zum Beispiel die Energie in einem
geschlossenen System erhalten bleibt, eine Forderung die alle geschlossenen Systeme
erfiillen miissen.

Zur Beschreibung offener Quantensysteme, welche mit ihrer Umgebung durch Teilchen-
oder Energieaustausch interagieren konnen, eignen sich oft komplexe Potentiale. Hier
beschreibt der Realteil das herkémmliche Potential und der Imaginérteil einen Gewinn,
falls dieser grofier null ist, oder Verlust, falls dieser kleiner null ist. Durch diese komplexen
Potentiale sind die zugehorigen Hamilton-Operatoren der Systeme im Allgemeinen aber
nicht mehr Hermitesch. Aufgrund dessen kann anstatt der Hermitezitdt des Operators
als Bedingung die PT-Symmetrie, welche im Abschnitt 2.1.1 eingefithrt wird, betrachtet
werden. Die P7T-Symmetrie beschreibt den Fall, dass Gewinn und Verlust in diesem
System ausgeglichen sind. Deswegen besitzt das System unter bestimmten Bedingungen
rein reelle Eigenwerte und damit stationare Zustdnde. Als Bedingung fir einen P7T -
symmetrischen Hamilton-Operator muss das Potential lediglich einen symmetrischen
Realteil und einen antisymmetrischen Imaginérteil aufweisen. Diese Phdnomene lassen
sich zwar auch explizit in der Hermiteschen Quantenmechanik beschreiben, indem die
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gesamte Umgebung etwa in Form eines Teilchenreservoirs beachtet wird, dies ist aber
deutlich komplizierter als eine effektive Beschreibung mithilfe komplexer Potentiale.

2.1.1 PT- und anti-P7-Symmetrie

Die PT-Symmetrie ist die Kombination aus zwei fundamentalen physikalischen Symme-
trien, unter welchen die meisten physikalischen Systeme invariant sind. P beschreibt den
Paritatsoperator, der einer Raumspiegelung entspricht. Dies kann durch

P:r——7, p— —pD (2.1)

beschrieben werden. 7 beschreibt den Zeitumkehroperator, welcher dem Umkehren des
Zeitpfeils entspricht. Dieser kann durch

T:P—=7 D= —D, i— —i (2.2)

beschrieben werden [6]. Neben der Umkehrung des Vorzeichens der Zeit ¢ bewirkt dieser
zusatzlich eine komplexe Konjugation, da durch Zeitumkehr ein Verlust des Systems zu
einem Gewinn wird und umgekehrt.

Ein System ist PT-symmetrisch, falls der Kommutator des P7T-Operators mit dem
Hamilton-Operator des Systems verschwindet, also [PT,H] = 0. Dies ist aquivalent zu
der Bedingung

PTH =HPT, (2.3)

also dass der Hamilton-Operator des Systems invariant unter der Wirkung des P7T-
Operators ist. Analog dazu kann die anti-P7T-Symmetrie durch das Verschwinden des
Antikommutators zwischen dem PT-Operator und dem Hamilton-Operator {PT,H} =0
definiert werden. Dies kann adquivalent durch die Bedingung

PTH = —HPT (2.4)

ausgedriickt werden, also dass der Hamilton-Operator des Systems unter der Wirkung
des PT-Operators sein Vorzeichen wechselt.

Ein PT-symmetrisches System besitzt eine exakte PT-Symmetrie, falls die Eigenzustan-
de des Hamilton-Operator gleichzeitig auch Eigenzustédnde des PT-Operators sind [6].
In diesem Fall ist das Spektrum rein reell. Aulerhalb dieses Bereichs ist das Spektrum
komplex, wobei jeweils zwei Eigenwerte zueinander komplex konjugiert sind. Die ent-
sprechenden Zusténde sind dadurch nicht mehr stationar, weshalb dies als gebrochene
PT-Symmetrie bezeichnet wird. Analog dazu kann fiir den anti-P7-symmetrischen
Fall die exakte anti-P7 -Symmetrie mit rein imagindrem Spektrum und die gebrochene
Symmetrie mit jeweils zwei Losungen, deren Realteile verschiedene Vorzeichen besitzen,
definiert werden. Aufgrund dessen treten in diesem Fall nie stationére Zustande auf.

10
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2.2 Beschreibung eines elektromagnetischen
Schwingkreises

In diesem Abschnitt wird der Moden-Formalismus zur Beschreibung eines idealen Schwing-
kreises, bestehend aus einer Spule und einem Kondensator, hergeleitet. Anschlieflend wird
diese Beschreibung auf Schwingkreise mit einem Widerstand und einer angeschlossenen
Transmission-Line erweitert. Dabei handelt es sich um einem Wellenleiter, wie zum Bei-
spiel einem Koaxialkabel, der an einen Frequenzgenerator angeschlossen ist. Abschlieflend
wird fiir den allgemeinen Schwingkreis, bestehend aus einem Kondensator, einer Spule
einem Widerstand und einer Transmission-Line eine Darstellung im Moden-Formalismus
hergeleitet.

2.2.1 Idealer Schwingkreis C

Ein idealer, verlustfreier elektromagnetischer Schwingkreis 4{
besteht lediglich aus einem Kondensator und einer Spu-
le, wie in Abbildung 2.1 dargestellt. Das Verhalten der
Stromstéirke und Spannung im Schwingkreis kann aus den
Gleichungen der Spule und des Kondensators hergeleitet

Abbildung 2.1:

werden: Idealer elektromagne-
e Der Strom / am Kondensator ladt oder entladt die- tischer Schwingkreis,
sen, wodurch sich die Spannung im Kondensator bestehend aus einem
andert, Kondensator der Ka-
av - _£7 (2.5) pazitdt C und einer
dt ¢ Spule der Induktivitat

wobei C' die Kapazitat des Kondensators beschreibt. L.

o Flieit ein Strom durch die Spule, so wird durch das dabei entstehende Magnetfeld
eine Gegenspannung in der Spule induziert, welche dem Stromfluss entgegenwirkt.
Aufgrund dessen ist die an der Spule anliegende Spannung proportional zur Ande-

rung der Stromstéarke,
dl U
— = 2.6
dt L (2:6)
mit der Induktivitat L der Spule.

Die beiden Gleichungen der Bauteile (2.5) und (2.6) konnen als zwei gekoppelte Differen-
tialgleichungen erster Ordnung betrachtet werden, anhand derer das System beschrieben
werden kann. Alternativ konnen die beiden Gleichungen auch mithilfe der Kirchhoff’schen
Gesetze zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung der Spannung U beziehungsweise

11



2 Theoretische Grundlagen

der Stromstéarke I umformuliert werden, woraus sich

d?U
d2r
ergeben. Dabei beschreibt
1
Wy = — (2.9)

VLC
die Eigenfrequenz des Schwingkreises. Die im Schwingkreis gespeicherte Energie oszilliert
zwischen der Spule in Form eines Magnetfelds, und dem Kondensator als ein elektrisches
Feld, hin und her. Aufgrund dieses Verhaltens kann der elektromagnetische Schwingkreis
analog zu einem harmonischen Oszillator mit der Eigenfrequenz wy beschrieben werden.
Das Losen der Differentialgleichung (2.7) liefert die allgemeine Losung der Spannung

U(t) = Upe™" + Uge ™0t (2.10)

woraus mithilfe von Gleichung (2.5) auch die Stromstarke
dU . iwot . * —iwot
I(t) = —CE = —iweCUe"™" + iwyCUGe "™° (2.11)

hergeleitet werden kann. Dieselben Losungen ergeben sich beim Lésen der Differential-
gleichung der Stromstérke (2.8) und das anschlieBende Einsetzen in Gleichung (2.6).

2.2.2 Beschreibung eines idealen Schwingkreises im
Moden-Formalismus

Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung des Schwingkreises ist die Einfiihrung einer
neuen Groéfe, um die beiden Gleichungen des Kondensators (2.5) und der Spule (2.6)
zu entkoppeln. Dafiir wird die neue Grofie a, die Mode des Schwingkreises mithilfe des
Vorfaktors «, als allgemeine Linearkombination der Spannung und Stromstéarke

a=U+al (2.12)

definiert. Einsetzen der Gleichungen (2.5) und (2.6) fiir Spannung und Stromstérke und
das Vergleichen mit dem urspriinglichen Ansatz liefert die Gleichung

df dU
[=L— —aC— 2.1
U+a T aC I (2.13)

welche durch das Teilen durch den Faktor aC' und Ausklammern der Ableitung auf der

rechten Seite zu ) : I
S I =— R — 2.14
&C(U+a> dt(U aC’) ( )

12



2.2 Beschreibung eines elektromagnetischen Schwingkreises

umgeformt werden kann. Um hieraus die gewiinschten Differentialgleichungen zu erhalten,
missen die Moden, welche jeweils dem Term in Klammern entsprechen, auf beiden Seiten
der Gleichung iibereinstimmen. Aus diesem Vergleich kann der Faktor

i
a=+—— 2.15
ol (2.15)
der Mode bestimmt werden. Das Einsetzen dieses Vorfaktors liefert die beiden ungekop-
pelten Differentialgleichungen erster Ordnung

da _
diti = twwpay, (2.16)

welche dquivalent zu den beiden Bauteilgleichungen (2.5) und (2.6) sind. Fiir die Moden

folgt damit
a4+ — \/*C <1/ :Eii [) (21;)

wobei der Vorfaktor \/g so gewéahlt ist, dass das Betragsquadrat der Amplitude |ai|2
der im Schwingkreis gespeicherten Energie entspricht.

Die Losungen der Differentialgleichung (2.16) kénnen direkt als ay = A4 (0)e™“0! ab-
gelesen werden. Um aber die Moden a4 in Abhéngigkeit der Stromstarke und Span-
nung darzustellen, kann erneut die Differentialgleichung (2.7) verwendet werden. Da
die Differentialgleichungen dasselbe System beschreiben, miissen auch deren Losungen
iibereinstimmen. Damit kann die allgemeine Losung der Spannungs-Differentialgleichung
(2.10) in die Definition der Mode (2.17) eingesetzt werden, was die beiden Loésungen

c
a; = \/;Ugewot, (2.18)

a_ = gUS‘e_i“Ot (2.19)
liefert. Daran ist erkennbar, dass die beiden Losungen der Mode jeweils proportional
zu dem Spannungsanteil mit positiver, beziehungsweise negativer Frequenz sind. Dies
folgt aus der Tatsache, dass die beiden Differentialgleichungen der Mode (2.16) zuein-
ander komplex-konjugiert sind. Dies muss auch fiir deren Losungen gelten, weshalb es
ausreicht im Folgenden lediglich eine der beiden Losungen a = a, zu betrachten, da
die negative Losung a_ = (a, )" der komplexen Konjugation der Mode a entspricht. Fiir
eine analoge Darstellung der Mode in Abhéngigkeit der Stromstérke kann die Spannung
durch das Einsetzen der allgemeinen Losung der Stromstarke-Differentialgleichung (2.8)
in die Gleichung (2.6) tiber die Stromstarke ausgedriickt werden. Das Einsetzen dieser
Darstellungen der Stromstarke und Spannung in die Definition der Mode liefert eine
Darstellung der Mode in Abhéngigkeit der Stromstarke.

13



2 Theoretische Grundlagen

2.2.3 Realer Schwingkreis mit Verlust C

Die in Abschnitt 2.2.1 hergeleitete Beschreibung des
Schwingkreises gilt nur fiir den idealen Fall, in welchem
die intrinsischen Widerstdnde der Bauteile, sowie die Wi-
derstande der Leitungen zwischen den Bauteilen vernach-
lassigt werden. Fiir die Beschreibung eines realen Schwing-
kreises wird der ideale Schwingkreis um einen Widerstand
R erginzt, der alle auftretenden Widerstande effektiv zu- Abbildung 2.2:

sammenfasst. Der daraus resultierende Schwingkreis ist in Realer elektromagneti-
Abbildung 2.2 dargestellt. Der Widerstand R enthélt zum scher Schwingkreis mit
einen den intrinsischen Widerstand des Schwingkreises, cinemn Widerstand R,
welcher durch

R

sowie einem Konden-

o 27 Rspule o, Rspule sator und einer Spule
= PA~"P T3 ant N =2Np T2 (2.20) wie in Abbildung 2.1.

abgeschitzt werden kann, da der Widerstand der Leitungen gegentiber dem Widerstand
der Spule vernachlassigbar ist. Dabei beschreibt p den spezifischen Widerstand des
verwendeten Leiters und rp..n; dessen Querschnittradius. Des Weiteren steht N fiir die
Anzahl der Windungen der Spule und Rgpy. fiir den Radius einer dieser Windungen.
Zum anderen kann durch ein zuséatzliches Bauteil ein weiterer Widerstand eingebaut
werden. In diesem Fall entspricht der Widerstand R der Summe aller intrinsischen und
externen Widerstande.

Analog zum idealen Schwingkreis kann die Differentialgleichung des realen Schwingkreises,

d2U U
o Tomg t waU =0 (2.21)

mithilfe der Kirchhoff’schen Gesetze, den Gleichungen (2.5) und (2.6) fir Kondensator
und Spule sowie des Ohm’schen Gesetzes U = RI hergeleitet werden. Dabei steht
YR = % fiir den Verlustfaktor des Widerstandes im Schwingkreis. Zur Bestimmung der
Ersatzfrequenz des Schwingkreises wird der allgemeine Ansatz der Spannung

U(t) = Upe™'t (2.22)
betrachtet. Einsetzen des Ansatzes (2.22) in die Differentialgleichung (2.21) liefert die

Ersatzfrequenz
W' =iyr +\JwE — 7. (2.23)

Abhéngig vom Betrag des Widerstandes ergeben sich zwei verschiedene Falle:

o Fir |wy| > |yg| ist die Wurzel reell, somit besitzt das Argument der Exponenti-
alfunktion einen Imaginérteil. Dieser Imaginéarteil beschreibt die Schwingung mit

14



2.2 Beschreibung eines elektromagnetischen Schwingkreises

einer modifizierten Frequenz und der negative Realteil beschreibt die exponentielle
Dampfung der Amplitude. Daraus folgt

U(t) — er—VRtez’\ fwi—~%t + Uge—'mte—i\ /wg—wlz%t' (224)

o Fur |wyg| < |ygr| ist Ersatzfrequenz w' rein imaginir. Dadurch ist der Exponent
in Gleichung (2.22) rein reell, wodurch keine Schwingung, sondern lediglich eine
exponentielle Zu- und Abnahme der Amplitude auftritt,

Ut) = er_(”’*+V ) + U;;e_(”"_ ”2%_“3)5 (2.25)

In dieser Arbeit werden nur schwach geddampfte Systeme mit |yg| < |wo| betrachtet,
weshalb die Schwingungsfrequenz im verlustbehafteten Fall

R~ (2.26)

w
eine rein reelle Grofe ist. Damit ldsst sich die Differentialgleichung der Mode im verlust-

behafteten Fall als 4
a .
i (i —vr) a (2.27)

schreiben. Die Spannung im verlustbehafteten Fall kann dadurch analog zum idealen
Ansatz (2.10) als
U(t) = Upe @0t 4 Ugemommlt, (2.28)

geschrieben werden.

Fiir sehr kleine Widerstande mit R < 2\/g kann die Ersatzfrequenz w’ durch eine
Taylorentwicklung der Wurzel genahert werden,

2 2
w:@ﬁiwo 1 RcziRiw()(HO(RO))mRin. (2.29)

2L 4L 2L 2L 2L

Das Einsetzen dieser gendherten Eigenfrequenz in den Losungsansatz (2.22) liefert die
genéherte Spannung

Ut) = e 18! (erwot + Uge’iwot) : (2.30)
Vergleichen mit der Losung des idealen Schwingkreises (2.10) zeigt, dass fur kleine
Widerstédnde die Spannung lediglich durch eine exponentielle Dampfung proportional zum
Verlustfaktor vz modifiziert wird. Durch das Einsetzen der gendherten Eigenfrequenz
(2.29) in die Moden-Differentialgleichung (2.16) kann diese fir einen verlustbehafteten
Schwingkreis ndherungsweise als

— = (lwy —Yr) @ (2.31)

geschrieben werden.
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2 Theoretische Grundlagen

2.2.4 Schwingkreis mit einlaufender Welle C

Bis jetzt wurde implizit immer die Annahme getroffen, 0

dass bereits Energie im Schwingkreis gespeichert ist, da
durch die bisher betrachteten Komponenten lediglich Ener-

gie durch den Widerstand an die Umgebung abgegeben —]
werden kann. Um dem Schwingkreis von aulen Energie
zufithren zu konnen, wird dieser an eine Transmission-
Line angeschlossen, was in Abbildung 2.3 dargestellt ist.

Dabei handelt es sich um einen Wellenleiter, wie zum Abbildung 2.3:
Beispiel ein Koaxial-Kabel, welcher mit einem Frequenz-

Realer elektromagne-
generator verbunden ist und eine einlaufende Welle der

. tischer Schwingkreis
Form s, = Spe™! erzeugt. Die daraus resultierende An- wie in Abbildung 2.2

regung einer Schwingung kann im Moden-Formalismus
durch den linearen Term (s, , mit dem reellen Proportio-
nalitdtsfaktor S beschrieben werden. Anschaulich kann
dies damit begriindet werden, dass sich die Schwingung im Schwingkreis und die einlau-

mit angeschlossener
Transmission-Line.

fende Welle nach dem Superpositionsprinzip additiv tiberlagern [7]. Neben der Anregung
durch die einlaufende Welle entsteht durch das Anschlieen einer Transmission-Line eben-
falls ein weiterer Verlustfaktor, da ein Teil der Welle reflektiert wird und den Schwingkreis
durch die Transmission-Line verlasst. Die Verluste durch einen im Schwingkreis vorhan-
denen Widerstand und durch die Transmission-Line werden in einen Ersatzwiderstand R
zusammengefasst. Damit kann der Ersatz-Verlustfaktor tiber

R

S 2t o 92.32
V= op = R Fext (2.32)

berechnet werden, der die Verluste durch den Widerstand vz und die durch die Trans-
mission-Line 7.y zusammenfasst. Mithilfe dieser Groflen kann die Differentialgleichung
der Mode mit einer einlaufenden Welle als
do _
dt
mit den effektiven Groflen (2.26) und (2.32) geschrieben werden.

i(w—7%)a+ Bsy, (2.33)

Analog zu einem getriebenen harmonischen Oszillator kann die Schwingungsmode a in
Abhéngigkeit der einlaufenden Welle s, dargestellt werden. Dazu wird eine einlaufende
Welle der Form s, = Spe™! mit der reellen Frequenz @ betrachtet. Nach einem Ein-
schwingvorgang, in welchem auch andere Schwingungen auftreten konnen, schwingt auch
der Schwingkreis mit der d&ufleren Anregungsfrequenz @. Durch das passende Wéhlen der
einlaufenden Welle, so dass diese die Verluste im Schwingkreis ausgleicht, kann die Mode
als a = Age™! dargestellt werden. Das Einsetzen dieser Ansétze fiir die einlaufende Welle
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2.2 Beschreibung eines elektromagnetischen Schwingkreises

und die Mode in die Differentialgleichung (2.33) liefert einen Ausdruck der Mode a in
Abhéngigkeit der einlaufenden Welle,

_ B
a= -

m&r. (2.34)

Auch der Vorfaktor f ist nicht unabhéngig von den Systemgrofien [7] und kann aus der
Betrachtung der Energieerhaltung hergeleitet werden. Dazu wird ein idealer Schwingkreis
ohne einlaufende Welle betrachtet, weshalb vz = 0 und s, = 0 gilt. Aufgrund dessen
ist die einzige auftretende Energieanderung der Verlust durch die auslaufende Welle in
der Transmission-Line. Da keine Schwingung von auflen angeregt wird, wird als Ansatz
fir die Mode a = Ape™ =7 mit der effektiven Eigenfrequenz @ betrachtet. Aus der
Betrachtung der Energieerhaltung folgt damit

SW = o = 23 jaP L~ s, (2.35)
da nach der Normierung der Mode |0L|2 der im Schwingkreis gespeicherten Energie W
entspricht. Da es sich um einen idealen Schwingkreis ohne einlaufende Welle handelt, ist
die einzig auftretende Energieanderung die der auslaufenden Welle s_. Neben dem bisher
betrachteten Schwingkreis kann zusétzlich dessen Zeitumkehr betrachtet werden, da die
Elektrodynamik in verlustfreien Medien zeitreversibel ist. Fiir eine klare Unterscheidung
der beiden Systeme werden die Groflen des zeitinvertierten Schwingkreises mit einem
Dach versehen. Durch die Zeitumkehr wird aus der reflektierten Welle des normalen
Schwingkreis s_ die einlaufende Welle im zeitinvertierten Schwingkreis

§+ = S_. (236)

Auflerdem ergibt sich die Mode des zeitinvertierten Schwingkreises aus der Mode des
normalen Schwingkreises durch das Anwenden des Zeitumkehroperators 7, was in diesem
Fall

a(t) = Ta(t) = a*(—t) = Ajel@tt (2.37)

liefert. Mithilfe der Ersatzfrequenz &' = w—i~y kann der Exponent der Exponentialfunktion
zusammengefasst werden, womit sich die zeitinvertierte Mode als a(t) = A%e™" schreiben
lasst. Aufgrund der analogen Struktur lasst sich die zeitinvertierte Mode ebenfalls durch
die im zeitinvertierten Schwingkreis einlaufende Welle 5, schreiben, wobei anstatt der
Frequenz w die Ersatzfrequenz &’ eingesetzt wird. Durch das Einsetzen der zeitinvertierten
Mode in die Differentialgleichung kann diese analog zu Gleichung (2.34), durch

8 B,

0= ——————5; = 2.38
a Z(CD/—CD)+:)/S+ 2'_}/8+7 ( )

in Abhéngigkeit der einlaufenden Welle angegeben werden. Aus dem Betragsquadrat der
Gleichung (2.38) kann der Vorfaktor § bestimmt werden, denn zum Zeitpunkt ¢ = 0
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stimmen das System und dessen Zeitinversion noch iiberein. Daraus folgt fiir diesen
Zeitpunkt |a|* = |a|® und |5,° = |s_|>. Zusammen mit Gleichung (2.35) kann das
Betragsquadrat der zeitinvertierten, einlaufenden Welle iiber die Mode dargestellt werden,
woraus sich

841" = [s_|* = 27 Ja/” (2.39)

ergibt. Einsetzen dieser Beziehung in das Betragsquadrat der Gleichung (2.38) ergibt die
Bezichung 3? = 27, woraus der Vorfaktor

b=V (2.40)

hergeleitet werden kann. Dabei kann die Phase von 3 vernachléssigt werden, da 5 und s,
nur als Produkt auftreten und die relative Phase zwischen den beiden Gréfien somit frei
wahlbar ist. Da hier der Sonderfall eines verlustfreien Schwingkreises betrachtet wurde,
enthélt der Verlustfaktor lediglich die externen Verluste durch die Transmission-Line,
welche als 7y bezeichnet werden. Das Einsetzen in die Gleichung (2.34) liefert somit
insgesamt

= - V 276xt (241)

—5
i@—w)+7"
als Ausdruck der Mode in Abhéngigkeit von der einlaufenden Welle.

Fiir eine moglichst einfache Beschreibung des bisher betrachteten Schwingkreises ist
es hilfreich, die Einkopplung von Energie durch die einlaufende Welle mithilfe eines
negativen Widerstandes zu beschreiben. Dadurch kann der Schwingkreis erneut nur durch
einen Kondensator, eine Spule und einen Widerstand beschrieben werden. Um dies zu
erreichen, wird ein effektiver Verlustfaktor 4 definiert, der sowohl die Einkopplung der
einlaufenden Welle als Gewinn, sowie die Verluste des Schwingkreises zusammenfasst und
damit auch negativ sein kann, falls mehr Energie eingekoppelt wird, als durch Verluste
verloren geht. Da sich durch die Einkopplung einer Welle auch die Eigenfrequenz des
Schwingkreises éndert, wird fiir diese ebenfalls eine effektive Grofle w eingefiihrt. Das
Einsetzen der effektiven Grofien in die Moden-Differentialgleichung (2.27) liefert

d

d—i —i(@+i)a (2.42)
als gewtinschte Darstellung. Um zu erreichen, dass sich der Schwingkreis tatséchlich so
verhélt, muss die einlaufende Welle s, passend gewéahlt werden. Ein Vergleich der beiden
hergeleiteten Differentialgleichungen des Systems (2.33) und (2.42) liefert

1 o -
s+ = g li@—w) =G =9)e (2.43)
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2.2 Beschreibung eines elektromagnetischen Schwingkreises

als Ausdruck fiir die einlaufende Welle s, zusammen mit dem hergeleiteten Vorfaktor
(2.40). Zusatzlich werden die Ansétze

a = Age™ It = Age 7 [cos(t) + i sin(wt)] (2.44)
54 = Spel@ Nt = Sye=7 [cos(it) + isin(wt)] (2.45)

fiir die Mode, die durch die effektiven Grofien @ und 4 beschrieben wird und die einlaufende
Welle, die von der Anregungsfrequenz @ und dem Verlustfaktor 4 abhéngt, betrachtet.
Das Einsetzen der Ansitze in die Gleichung (2.43) und Aufteilen in die Real- und
Imaginarteile liefert die beiden Gleichungen

AO e_(:?_:y)t
SO V 2’76)(1}

AO e_(;?_;/)t
wt = arcsin | —

SO V 2§ext

Da die beiden Gleichungen (2.46) und (2.47) iibereinstimmen miussen, konnen daraus
Bedingungen fiir das Verhaltnis der Amplituden 3—8 und fiir den Verlustfaktor der
einlaufenden Welle 4 hergeleitet werden. Des Weiteren kann mithilfe einer der beiden
Gleichungen (2.46) oder (2.47) die Anregungsfrequenz @ bestimmt werden, sodass sich
das System wie gewiinscht verhalt. Dabei féllt auf, dass die Anregungsfrequenz nicht
konstant ist, sondern dauerhaft angepasst werden muss, damit das System seinen Zustand
beibehélt. Da sich die Anregungsfrequenz aus der Mode und den Systemgréfien ergibt,
kann deren Form aber bereits zuvor bestimmt werden ohne dauerhaft die Spannung und
die Stromstédrke im Schwingkreis messen zu miissen, um dariiber die Anregungsfrequenz

adaptiv anzupassen.

@t = arccos [— (0 —w)sin(wt) + (¥ —7) COS(CDt))] , (2.46)

(0 —w)cos(wt) — (¥ —7) sin(djt))] . (2.47)

2.2.5 Allgemeine Beschreibung im Moden-Formalismus

Fir eine moglichst einfache Beschreibung des realen Schwingkreises mit angeschlossener
Transmission-Line wird fiir diesen ebenfalls eine Darstellung im Moden-Formalismus
hergeleitet. Dazu wird grundsétzlich analog zum idealen Fall vorgegangen (siehe Kapitel
2.2.2). Da der ideale Schwingkreis lediglich aus einer Spule und einem Kondensator
besteht, sind hier die Spannung und Stromstérke an den beiden Bauteilen betragsméafig
gleich grof. Im hier betrachteten Fall stimmt dies aber aufgrund des zusétzlichen effekti-
ven Widerstandes f{, der die Effekte des echten Widerstandes und der Transmission-Line
zusammenfasst, nicht mehr. Da die an den Bauteilen anliegenden Spannungen im Allge-
meinen nicht mehr gleich grof sind, werden im Folgenden die Spannung und Stromstéarke
am Kondensator betrachtet, wobei vereinfachend U = Ups und [ = I geschrieben wird.
Zusatzlich kann I = I¢ = I3 angenommen werden. Mithilfe der Kondensatorgleichung
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2 Theoretische Grundlagen

(2.5) kann die Stromstérke als I = —C’% geschrieben werden. Zur Darstellung der
Spannung U kann auflerdem
df
UL:U—UR:LE (2.48)

hergeleitet werden. Dafiir wurde fiir die erste Gleichheit das zweite Kirchhoff’sche Gesetz
und fiir die zweite Gleichheit die Spulengleichung (2.6) verwendet. Einsetzen dieser
Darstellungen in den allgemeinen Ansatz der Mode (2.12) und Teilen durch den Faktor
—C (I-Vl’ + a) liefert die Gleichung

d L 1
= (U _ CMI> - _m (U +al). (2.49)

Um daraus eine Differentialgleichung zu erhalten, miissen die beiden Klammern auf der
rechten und linken Seite der Gleichung iibereinstimmen. Daraus ergibt sich die Gleichung

L

fiir die Konstante «. Die Losungen der Gleichung lauten

v

oy = —1;‘ + i L, (2.51)
mit der Eigenfrequenz
0= /W — 32 (2.52)
in Anwesenheit eines Widerstandes und einer Transmission-Line. Der Vorfaktor o kann
weiter zu .
il jLLO‘i =5+ (2.53)

umgeformt werden. Damit kénnen die beiden Moden als

ay = F“f’ vo L (2.54)
8 & C (i + %)

dargestellt werden, wobei der Vorfaktor \/g % erneut so gewahlt wurde, dass das Betrags-
quadrat der Amplitude der im Schwingkreis gespeicherten Energie entspricht. Einsetzen
der Mode in den Ansatz (2.49), zusammen mit dem Vorfaktor (2.51), geteilt durch die
Induktivitat L, liefert die Moden-Differentialgleichungen

dai

= =i (0 + %) az (2.55)
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mit der effektiven Ersatzfrequenz &', welche die effektive Eigenfrequenz und den effektiven
Verlustfaktor zusammenfasst. Ein Vergleich mit der Moden-Differentialgleichung des
idealen Schwingkreises (2.16) zeigt, dass der ideale und der allgemeine Fall dieselbe
Struktur aufweisen. Der einzige Unterschied liegt darin, dass im allgemeinen Fall statt der
Eigenfrequenz des Schwingkreises wq die effektive Ersatzfrequenz &', bestehend aus der
effektiven Eigenfrequenz @ und dem Verlustfaktor 5, auftritt. Aulerdem gilt, genau wie
im idealen Fall, dass die beiden Moden a4 und deren zugehorige Differentialgleichungen
zueinander komplex konjugiert sind. Deswegen geniigt es erneut nur eine der beiden
Moden a = a, zu betrachten, da hieraus durch die komplexe Konjugation die andere
Mode berechnet werden kann.

Zur Darstellung der hergeleiteten Mode in Abhéngigkeit von Spannung und Stromstéarke
kann erneut der allgemeine Ansatz fir die Spannung

U(t) = Upe® )t 1 grel=i5-7)t, (2.56)

als allgemeine Losung der Spannungs-Differentialgleichung zweiter Ordnung (2.21) mit
dem effektiven Widerstand R betrachtet werden. Da Gleichung (2.56) die Spannung am
Kondensator beschreibt, kann mithilfe von Gleichung (2.5) eine allgemeine Gleichung der
Stromstarke am Kondensator

un:—{ﬂ@&—ﬁ)%amﬁﬁ—gd+&ﬁmdi@ﬂﬂ (2.57)

hergeleitet werden. Einsetzen von Spannung und Stromstarke in die Moden-Darstellung
(2.54) liefert die Mode in Abhéngigkeit der Spannung,

- 9@ (1 L 1w — 7) er(ié—’“y)t — \/ZWOUJF(LL)_ (2.58)

8 & W+ 2 iw+ 7%

Aus dieser Darstellung der Mode in Abhéngigkeit der Spannung kann auch eine Darstel-
lung in Abhéngigkeit der Stromstérke hergeleitet werden. Da die Spannungskomponente
U, = er("é*ﬁ)t proportional zu einer Exponentialfunktion ist, kann die Spannung auch
tiber ihre Ableitung geschrieben werden. Zusammen mit der Kondensator-Gleichung (2.5)
folgt damit

1 dU(t) 1 It

Us(t) = — = ——
+() io—5 dt iw—5 C

(2.59)

als Darstellung der Spannung in Abhéngigkeit der Stromstarke. Einsetzen dieser Bezie-
hung in die Modendarstellung in Abhéngigkeit der Spannung (2.58) liefert die Moden-

darstellung
11 L
— I (t) =1 =1 (¢t 2.60
e L =51 (2.60)
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in Abhéngigkeit der Stromstérke.

Insgesamt wurden nun zwei Moden-Differentialgleichung zur Beschreibung eines Schwing-
kreises, bestehend aus Kondensator, Spule, Widerstand und Transmission-Line, hergeleitet.
Zum einen die Darstellung mithilfe der effektiven Grofien (2.42), zum anderen die aus
dem allgemeinen Modenansatz hergeleitete Darstellung (2.55). Da diese Darstellungen
dasselbe System beschreiben, miissen auch die Differentialgleichungen iibereinstimmen.
Daraus folgt die Bedingung

&= w, (2.61)

dass die beiden hergeleiteten effektiven Eigenfrequenzen iibereinstimmen miissen. Der
effektive Verlustfaktor ¥ hangt dabei von der einlaufenden Welle s, ab. Wird die einlau-
fende Welle nach Gleichung (2.46) gewéhlt, so ist der effektive Verlustfaktor des Systems
konstant und die allgemeine Dynamik des Schwingkreises kann durch Gleichung (2.42)
beschrieben werden.

In der Herleitung der Modendarstellung wurde ein allgemeiner Schwingkreis bestehend
aus einem Kondensator, einer Spule, einem Widerstand und einer Transmission-Line
betrachtet. Aus diesem allgemeinen Ansatz konnen aber auch direkt die Moden fiir die
Spezialfille eines verlustbehafteten Schwingkreises ohne Transmission-Line und die eines
idealen Schwingkreises bestimmt werden. So gilt beispielsweise fiir einen verlustbehafteten
Schwingkreis ohne Transmission-Line, Yex.x = 0. Da aufgrund der fehlenden Transmission-
Line auch weder eine Ein- noch eine Auskopplung auftritt, gilt auch % = 0, wodurch die
effektiven Groflen mit denen des verlustbehafteten Schwingkreises iibereinstimmen, was
als @ = w und ¥ = 7 geschrieben werden kann.

2.3 Beschreibung gekoppelter Schwingkreise

Im Folgenden werden zwei Schwingkreise miteinander gekoppelt, die jeweils aus einem
Kondensator, einer Spule, einem Widerstand und einer Transmission-Line bestehen. Durch
die Kopplung kann Energie vom einen auf den anderen Schwingkreis tibertragen werden,
wodurch sich die in den Schwingkreisen gespeicherten Energien éndern. Zur Beschreibung
dieser Phidnomene wird der hergeleitete Moden-Formalismus ausgeweitet, um damit
auch zwei gekoppelte Schwingkreise beschreiben zu konnen. Bei den verschiedenen
betrachteten Kopplungsvarianten handelt es sich um eine induktive Kopplung iiber
die beiden Spulen, eine kapazitive Kopplung mithilfe eines weiteren Kondensators und
zusatzlich die kapazitive Kopplung fiir den Fall, dass die Induktivitit und die Kapazitéat in
einem der beiden Schwingkreise negativ sind. Bei der Spule mit negativer Induktivitét und
dem Kondensator mit negativer Kapazitat handelt es sich um komplexe Bauteile, deren
Wirkung aber analog zu einer Spule oder einem Kondensator mit negativer Induktivitét
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beziehungsweise negativer Kapazitiat beschreibbar ist [8, 9]. Aufgrund dieses Verhaltens
konnen diese Bauteil zur Vereinfachung in dieser Arbeit lediglich als effektive Bauteile
mit einer negativen Bauteilgrofie beschrieben werden.

2.3.1 Induktiv gekoppelte Schwingkreise
Gegenseitige Induktivitat

Die Kopplung der beiden Schwingkreise erfolgt durch die gegenseitigen Induktion in den
beiden Spulen. So erzeugt ein verdnderlicher Strom in der ersten Spule ein verédnderliches
Magnetfeld, welches eine Induktionsspannung in der zweiten Spule erzeugt und umgekehrt.
Ist As die von der zweiten Spule eingeschlossene Flache, so kann die Induktionsspannung
in der zweiten Spule mithilfe von

d dB, dl,
Uy=——(AB)) =—A =M— 2.62
2=~ ABy) dt dt (2.62)
berechnet werden. Die Konstante M bezeichnet dabei die gegenseitige Induktivitat und
héngt nicht nur von den beiden Spulen, sondern auch von deren Geometrie zueinander
ab. Dies ist zum Beispiel daran erkennbar, dass fiir die Stirke des Magnetfeldes einer
Spule, die wie in Abbildung 2.4a orientiert ist, nach dem Biot-Savart-Gesetz B ~ d%

fiir den Abstand d entlang der z-Achse der Spule gilt. Damit gilt fiir die im Magnetfeld
1

. . - 32
gespeicherte Energie Fg = o ™~

Fiir zwei Leiterschleifen kann die gegenseitige Induktivitat M mithilfe der Neumann-
dly - dl
/ / Lo (2.63)
\7“1 — 79
berechnet werden [10]. Werden diinne Spulen betrachtet, also Spulen deren Lénge vernach-
léssigbar gegeniiber ihrer Radien ist, so konnen diese mithilfe mehrerer Leiterschleifen
genahert werden, die sich ohne Abstand alle am selben Ort befinden. Damit kann die ge-
genseitige Induktivitdt der beiden diinnen Spulen mithilfe der Neumann-Formel genéhert
werden, indem Gleichung (2.63) mit den Windungszahlen der beiden Spulen multipliziert

wird. Im Folgenden wird die gegenseitige Induktion mithilfe dieser Naherung fiir zwei
Beispiele explizit berechnet.

Formel

Beispiel 1 Es werden zwei Leiterschleifen der Radien R; und R, betrachtet, welche
entlang der z-Achse verschoben sind, wie in Abbildung 2.4a dargestellt. Die Linienelemente
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(a) Beispiel 1 (b) Beispiel 2

Abbildung 2.4: Positionierung der beiden Leiterschleifen im Raum, fiir welche die
gegenseitige Induktion in den beiden Beispielen berechnet wird.

der Leiterschleifen konnen als
Ry, COS(SOk)
dly = | Ry sin(gg) (2.64)
0

geschrieben werden. Nach der Wahl des Ursprungs, wie in Abbildung 2.4a, gilt fiir die
Koordinaten der Leiterschleifen

Ry COS(%) Ry 008(902)
T = Rl Sin(gpl) y o — R2 Sin(ch) . (265)
0 d

Damit lasst sich die gegenseitige Induktivitat der Leiterschleifen als

2w 2
R1 Ry cos(p1 — o)

v=2//
dm )y \/R% + R3 — 2R Ry cos(p1 — @2) + d?

deprdes (2.66)

schreiben. Um daraus die gegenseitige Induktivitat der beiden Spulen zu erhalten, wird
das Integral (2.66) mit den Windungszahlen der Spulen N; und N, multipliziert.

Beispiel 2 Als zweites Beispiel werden zwei zueinander parallele Leiterschleifen mit
den Radien R; und R,y betrachtet, welche im Abstand d in der z-y-Ebene liegen, wie in
Abbildung 2.4b dargestellt. Aus der Wahl des Ursprungs folgt fiir die Koordinaten der
Leiterschleifen

Ry cos(ip1) Ry cos(ps) +d
r1= | Rysin(py) |, ro= Rysin(pa) |, (2.67)
0 0
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womit sich die gegenseitige Induktion der beiden Leiterschleifen als

21 21
Ry Ry cos(p1 — )

w-n ]
Am 0 ) \JR? + R3 — 2R1 Ry cos(ip1 — 2) + 6(d) + o2

deprdeps (2.68)

mit
d(d) = 2d Ry cos(p2) — Ry cos(p1)] (2.69)

schreiben lasst. Das Multiplizieren von Gleichung (2.68) mit den Windungszahlen der
Spulen N; und N, liefert die gegenseitige Induktivitit der beiden Spulen.

Mithilfe der gegenseitigen Induktivitdt kann auch die Induktivitat einer Leiterschleife
berechnet werden. Die Induktivitat einer Leiterschleife entspricht dabei der gegenseitigen
Induktivitdt zwischen zwei identischen Leiterschleifen im Abstand d = 0. Daraus kann
naherungsweise auch die Induktivitat einer Spule bestimmt werden, wobei die Rechnung
dafiir allerdings nicht trivial ist [11].

Beschreibung der Kopplung

Zur Beschreibung der beiden gekoppelten Schwingkreise, welche in Abbildung 2.5 darge-
stellt sind, wird die in Abschnitt 2.2.4 hergeleitete Darstellung der Differentialgleichung
(2.42) mithilfe der effektiven GroBen & und ¥ verwendet. Die gekoppelten Schwingkrei-
se, welche in Abbildung 2.5 dargestellt sind, lassen sich durch die beiden gekoppelten
Differentialgleichungen

da N 5
7dt1 = (i1 — Y1) a1 + K120z, (2.70)
da N 5
d7t2 = (ZUJQ - ’72) as + Ko1a7 (271)

beschreiben. Dabei geben die beiden Kopplungskonstanten k;; die Starke der Energieiiber-
tragung des [-ten auf den k-ten Schwingkreis an. Dass sich die Kopplungskonstanten als

Ch Cs
| | | |
0 B B D
Ly Lo
00— )
Ry Ry

Abbildung 2.5: Induktiv gekoppelte Schwingkreise
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einfache komplexe Zahlen schreiben lassen, liegt daran, dass die in dieser Arbeit betrachte-
ten Systeme lediglich eine schwache Kopplung besitzen, also |ky;| < @k, Aufgrund dessen
konnen die funktionalen Abhéngigkeiten der Kopplungskonstanten vernachlassigt werden
[7], weshalb sich diese als einfache komplexe Zahlen schreiben lassen. Ein Ausdruck fir
die beiden Kopplungskonstanten wird im Folgenden tiber die Energiebilanz der beiden
Schwingkreise hergeleitet.

Die Energie im zweiten Schwingkreis nimmt durch die Verluste am Widerstand Ry
und an der Transmission-Line ab, was durch die Leistung Pz mit dem effektiven
Widerstand }?2 beschrieben wird. Ein weiterer Verlustfaktor ist die auf den ersten
Schwingkreis iibertragene Leistung P,;. Gleichzeitig nimmt die Energie durch die vom
ersten Schwingkreis ibertragene Leistung P zu. Somit lésst sich die Energieinderung
im zweiten Schwingkreis insgesamt als

C(lj:EWQ = —PR2 + P12 — P21 (272)
schreiben. Die Verlustleistung Py durch den Widerstand und die Transmission-Line kann
durch die Betrachtung eines einzelnen, ungekoppelten Schwingkreises ohne einlaufende
Welle hergeleitet werden. In diesem System ist die einzige Energieinderung die Verlust-
leistung des effektiven Widerstandes, welche durch die Normierung der Moden mithilfe
der Differentialgleichung eines einzelnen Schwingkreises (2.42) ausgedriickt werden kann,

d 9
—P};Q = T ]a2]2 = =2 ’&2’2- (2.73)

Mithilfe der Normierung der Moden kann auch die gesamte Energiebilanz des gekoppelten
Schwingkreises berechnet werden,

d,
—las|” =a

dt

Ldasg n daj
I— a
24 P dt

= —2% \aQ\Q + Ko1a1a5 + K3 a7as, (2.74)

wobei die auftretenden Ableitungen der Moden mithilfe der Differentialgleichung (2.71)
ausgedriickt wurden. Ein Vergleich der beiden Ausdriicke der Energiebilanz liefert

P12 — P21 = /‘iglala; + :‘i;laiag (275)

fiir die durch die Kopplung effektiv tibertragene Leistung. Da die tibertragene Leistung ge-
nau wie die Moden der Schwingkreise oszilliert, wird im Folgenden der zeitliche Mittelwert
der tibertragenen Leistung betrachtet, welcher durch (...) dargestellt wird. Analog zu
Abschnitt 2.2.5 werden erneut die Spannungen und Stromstarken an den Kondensatoren
betrachtet, weshalb diese vereinfacht als U, = Ug, und I, = I¢, geschrieben werden.
Zusétzlich kann [}, = I}, = &, angenommen werden. Die vom ersten auf den zweiten
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2.3 Beschreibung gekoppelter Schwingkreise

Schwingkreis iibertragene Leistung P kann damit mithilfe der Definition der Leistung
als Produkt von Spannung und Stromstéarke durch

dIy, M

dt1]L2> = fl <U1]2 — R1]1]2> (276)

Py = (Up,IL,) = <M
dargestellt werden. Hierbei steht Uy, fiir die in der Spule des zweiten Schwingkreises
induzierte Spannung, welche nach Gleichung (2.62) iiber die Zeitableitung der Stromstérke
im ersten Schwingkreis I; dargestellt werden kann. Diese kann mithilfe von Gleichung
(2.6) weiter umgeformt werden, um die Zeitableitung der Stromstérke durch die an der
Spule anliegende Spannung auszudriicken. Abschlielend kann die an der Spule anliegende
Spannung mithilfe des zweiten Kirchhoff’schen Gesetzes als Uz, = U; — Uy, geschrieben
werden, wobei die am Widerstand abfallende Spannung mithilfe des Ohm’schen Gesetzes
iiber die Stromstérke dargestellt werden kann. Als allgemeinen Ansatz fiir die Spannung
wird eine Linearkombination der beiden Spannungen betrachtet, welche mit den beiden
Ersatz-Eigenfrequenzen «;, und @;* schwingen. Nach Abschnitt 2.2.4 kénnen diese iiber die
Mode dargestellt werden und sind zueinander komplex konjugiert, also U,! () = (U . (t)>*
Einsetzen der Gleichung (2.58) ergibt den Ansatz

Up(t) = ; (U,j(t) + Uy, (t)) = \/21—0“; [(icon, + ) ar + (i0k — i) ] (2.77)

fir die Spannung. Mithilfe von Gleichung (2.5) kann daraus auch ein allgemeiner Ansatz
fiir die Stromstéarke
dU(t) i

[k(t) = —Ck dt = _\/ﬁ (ak — CLZ)

hergeleitet werden. Das Einsetzen der Ansétze der Spannung und Stromstérke in den
Ansatz der Kopplungsleistung (2.76) liefert

(2.78)

M 1 y 1
P ~ 195 s * (s X * _ R - * *
12 2L, < T, Lywr (i1 + Y1) a1a5 — (i — 1) ajas) 1 VL, layas + a1a2]>
M N——
= oy T i — ) mdl = (i + ) afas) /B
) M ~ N * v .o %
=L (Gt i) may = (@ = ) ajaa) (2.79)

wobei fiir die zwei Umformungen jeweils die Definition der Eigenfrequenz (2.9) eingesetzt
wurde. Zusatzlich wurden in der Rechnung im ersten Schritt die Terme proportional zu
ajas und ajai im Mittelwert vernachléssigt, da diese mit den Frequenzen =+ (&1 + @s)
schwingen. Diese sind deutlich grofler als die Frequenzen der verbleibenden Terme
+ (&1 — W), weshalb die Terme proportional zu ajas und ajaj im Mittelwert ndherungs-
weise null sind. Da die beiden betrachteten Schwingkreise symmetrisch sind, kann die
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vom zweiten auf den ersten Schwingkreis tibertragene Leistung analog hergeleitet werden,

M
P21 ~ Zﬁ\/l—Lz <(<:)2 + Z’\?Q) CLT(IQ — ((::12 — Z’j/g) a1a§> . (280)

Mithilfe dieser Groflen kann die effektiv ibertragene Leistung als

M
Py — Py = @ﬁm ([(01 + o) +1 (71 — Fo)] aras — [(@1 + @2) — i (71 — Y2)] ajag)
(2.81)

geschrieben werden. Ein Vergleich mit der Gleichung (2.75) liefert einen Ausdruck fiir
die Kopplungskonstante

. M . . v w

Kol = Zﬁm [0 +&2) + i (71 — F2)] - (2.82)
Als Uberpriifung der Rechnung kann aus dem Vergleich auch die komplex-konjugierte
Kopplungskonstante x3, hergeleitet werden, welche tatsachlich mit der komplexen Konju-
gation der hergeleiteten Kopplungskonstante ko tibereinstimmt. Aufgrund der Symmetrie
der beiden betrachteten Schwingkreise kann die Kopplungskonstante

. M U o
NP [(@1 + @2) =i (1 — F2)] (2.83)

analog hergeleitet werden.

Aus dieser allgemeinen Betrachtung von zwei induktiv gekoppelten Schwingkreisen, wel-
che beide jeweils aus einem Kondensator, einer Spule, einem Widerstand und einer
Transmission-Line bestehen, kann auch die Kopplungskonstante fiir den Spezialfall von
zwei idealen, induktiv gekoppelten Schwingkreisen hergeleitet werden. Da die idealen
Schwingkreise weder einen Widerstand noch eine Transmission-Line enthalten, gilt 4, = 0.
Aufgrund dessen ist die effektive Eigenfrequenz @y nach Gleichung (2.52) dquivalent zur
Eigenfrequenz des idealen Schwingkreises wy. Dadurch vereinfachen sich die Kopplungs-

konstanten zu
M w;+ws

’%12:’%21:7'@ 9

(2.84)

2.3.2 Kapazitiv gekoppelte Schwingkreise

Im Gegensatz zum induktiven Fall werden die beiden Schwingkreise bei der kapazitiven
Kopplung direkt iiber einen weiteren Kondensator gekoppelt. Um die am Kopplungs-
kondensator abfallende Spannung durch die Spannungen der beiden Kondensatoren
in den Schwingkreisen ausdriicken zu kénnen, werden beide Schwingkreise zusétzlich,
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2.3 Beschreibung gekoppelter Schwingkreise

wie in Abbildung 2.6 dargestellt, geerdet. Diese Erdungen sind dquivalent dazu, die
beiden Schwingkreise leitend zu verbinden, was in Abbildung 2.6 gestrichelt eingezeich-
net ist. Diese Verbindung dient dazu, dass die am Kopplungskondensator anliegende
Spannung mithilfe der Kirchhoff’schen Maschenregel, in Abhéngigkeit der an den beiden
Kondensatoren der Schwingkreise anliegenden Spannungen, angegeben werden kann.

Daran ist auch erkennbar, dass die Position der Bauteile in den Schwingkreisen nicht
mehr beliebig ist. Tauschen zum Beispiel Kondensator und Spule im ersten Schwingkreis
die Positionen, so hangt die Spannung am Kopplungskondensator nicht mehr von der
Spannung am Kondensator C7, sondern von der Spannung an der Spule L; ab, wodurch
sich auch die Kopplungskonstante éndert. Da die Herleitung in allen Féllen analog verlduft,
werden in dieser Arbeit nur die in Abbildung 2.6 dargestellten Systeme betrachtet, in
denen sich die Kondensatoren der Schwingkreise zwischen den Erdungen und dem
Kopplungskondensator befinden. Die Kopplung kann wie im induktiven Fall durch
die beiden gekoppelten Moden-Differentialgleichungen (2.70) und (2.71) beschrieben
werden, wobei die Kopplungskonstanten ebenfalls aus der Energiebilanz der Schwingkreise
hergeleitet werden konnen.

Dazu wird analog zur induktiven Kopplung erneut die durch das Kopplungsbauteil, hier
ein Kondensator, tibertragene Leistung betrachtet. In diesem Ansatz der tibertragenen
Leistung

Px = (Ic Uc,) (2.85)

ist sowohl die vom ersten auf den zweiten Schwingkreis, als auch die vom zweiten
auf den ersten Schwingkreis tibertragene Leistung enthalten. Dies ist daran erkennbar,
dass die am Kopplungskondensator anliegende Spannung mithilfe der in den beiden
Schwingkreisen eingebauten Erdungen iiber die Spannungen an den Kondensatoren in
den beiden Schwingkreisen ausgedriickt werden kann. Aus der zweiten Kirchhoff’schen

L Ce L

1 2

Co—m—— g )
O —_ ()

0 - —] 0 )
R, = = Ry

Abbildung 2.6: Zwei kapazitiv gekoppelte Schwingkreise mit jeweils einer Erdung, um
die Spannung am Kopplungskondensator tiber die Spannungen an den Kondensatoren der
Schwingkreise darzustellen. Die Erdungen sind dquivalent dazu, die beiden Schwingkreise
leitend zu verbinden, was gestrichelt eingezeichnet ist.
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Regel folgt
Uco. = — (U1 + Us). (2.86)

Deswegen miissen nicht die einzelnen tibertragenen Leistungen betrachtet werden, sondern
der Ansatz Py enthélt bereits die beiden in der induktiven Kopplung betrachteten
Ubertragungsleistungen Pj, und P;. Deswegen kann die Kopplungskonstante mithilfe
dieser iibertragenen Leistung wie in Gleichung (2.75), als

Py = koja1al + K3 aias (2.87)

geschrieben werden. Die Stromstérke I, im Ansatz der Ubertragungsleistung kann mithil-
fe der Kondensatorgleichung (2.5) ebenfalls iiber die Stromstérken in den Schwingkreisen
beschrieben werden, woraus

dU (dUCl . dU@)  Co, Co

I = -’ — =——], — =1 2.
ce = —Cogr = Ce | =g dt ! 2 (2.:88)

folgt. Das Einsetzen der Ausdriicke fiir die Spannung (2.86) und die Stromstérke (2.88)
in die Ubertragungsleistung (2.85)

Ul Usl Ul Usl
11+21 12+22> (2.89)

Ch 4 Cy Cy

zeigt, dass neben der tibertragenen Energie noch zwei weitere Terme auftreten, die lediglich

PK:CC<

Groflen aus einem Schwingkreis enthalten und damit nicht mit der Kopplung zwischen den
Schwingkreisen zusammenhéingen. Aufgrund dessen wird fiir die Ubertragungsleistung

lediglich

(2.90)

betrachtet. Das Einsetzen der allgemeinen Ansédtze (2.77) und (2.78) fiir die Spannung
und Stromstirke in die Ubertragungsleistung (2.90) ergibt

»CC 1 L2 oy ol ok * 1 Ll o ol ok *
Py = —i <C’1”Ll (05 ag + whay) (a1 — ai) + 52\/[/—2 (Ofay + wyay) (as — a2)>

Cc
~ . 2 (0 * v Ik ok 2 (o) % oYY *
~ —i—/ L1Lo <w1 (Waray — Wyrajas) + w; (Wyajas — & a1a2)>
Ce 1
. 2/ 2 % * 2 v /% 21 *
=l <(w1w2 — Wy ) ayay — (w1w2 - wgwl) a1a2> : (2.91)
V 0102 20.)1(4.)2

wobei im zweiten Schritt erneut alle Terme proportional zu ajas und ajaj, wie in
Gleichung (2.79), vernachlissigt wurden. Ein Vergleich der Ubertragungsleistung mit
der alternativen Darstellung (2.87), welche aus der Energieerhaltung hergeleitet wurde,
liefert die Kopplungskonstante

. CC’ 1 20/ 29/
- c - — w2 2.92
Ko1 i T 2o, <w1w2 w5, ) ( )
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2.3 Beschreibung gekoppelter Schwingkreise

Der Vergleich liefert ebenfalls x3,, welches tatséchlich der komplexen Konjugation von
ko1 entspricht. Aufgrund der Symmetrie der beiden Schwingkreise kann die Kopplungs-
konstante

C 1
Ko = i (wiwy — wis) (2.93)

C
vV Ol CQ 2&)1&]2

analog hergeleitet werden.

2.3.3 Kapazitiv gekoppelte Schwingkreise mit negativer Kapazitat
und negativer Induktivitat

Neben der kapazitiven Kopplung von zwei herkommlichen Schwingkreisen, wie sie in
Abschnitt 2.3.2 betrachtet wurde, kann zuséatzlich der Spezialfall betrachtet werden, dass
sowohl die Induktivitat als auch die Kapazitat in einem der beiden kapazitiv gekoppelten
Schwingkreise negativ sind. Bei diesen Bauteilen mit negativen Bauteilgroffen handelt
es sich um komplexe Bauteile, die sich aber wie ein Kondensator oder eine Spule mit
negativer Kapazitiat beziehungsweise negativer Induktivitidt verhalten. Experimentell
konnen solche Bauteile beispielsweise mithilfe von Negative-Impedance-Converter und
Negative-Impedance-Inverter realisiert werden [8, 9, 12]. Zur Vereinfachung werden diese
Bauteile in dieser Arbeit lediglich als Kondensatoren oder Spulen mit negativer Kapazitét
beziehungsweise negativer Induktivitdat dargestellt. Dieser Sonderfall der kapazitiven
Kopplung ist insofern interessant, da ein solcher Schwingkreis trotz der negativen Bauteile
eine positive Eigenfrequenz (2.9) besitzt. Des weiteren unterscheiden sich die Kopplungs-
konstanten im Vergleich zur herkdémmlichen kapazitiven Kopplung, wodurch sich auch
die Dynamiken der beiden Systeme voneinander unterscheiden. Das in Abbildung 2.7
dargestellte System besteht aus zwei kapazitiv gekoppelten Schwingkreisen mit negativer
Kapazitdt und negativer Induktivitat im zweiten Schwingkreis. Die Differentialgleichungen
des Systems sind identisch zu dem Fall mit gewohnlichen Bauteilen. Da die Differential-

L, ﬁ“ Ly <0
__O—tw B n—) )
(O — ——(0,<0
. O0— - — )
R, = = Ry

Abbildung 2.7: Kapazitiv gekoppelte Schwingkreise mit negativer Induktivitat und
negativer Kapazitiat im zweiten Schwingkreis, wobei die gestrichelte Verbindung dquivalent
zu den beiden Erdungen ist.
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gleichungen dieselbe Struktur wie das in Abschnitt 2.3.2 betrachtete System besitzen,
kénnen auch die Kopplungskonstanten analog bestimmt werden. Dazu wird erneut die
effektiv durch die Kopplung tibertragene Leistung (2.87) betrachtet, welche alternativ
auch tiber die Spannungen und Stromstéirken wie in Gleichung (2.90) dargestellt werden
kann. Fir die Stromstarke und die Spannung werden erneut die Ansétze (2.77) und (2.78)
betrachtet. Aufgrund der negativen Kapazitdt im zweiten Schwingkreis, folgen fiir die
Spannung und die Stromstarke im zweiten Schwingkreis

1
L(t) =+ (ag + a3), (2.94)
V2L
1
Us(t) = Hi——— (0hFag — Whay) . (2.95)
A/ 2 |Cg |CU2
Die Vorzeichen 4 stammen daher, dass die Gleichung 22 = —1 die beiden Losungen

x = =1 besitzt. Dabei konnen die Vorzeichen der Stromstarke und Spannung im zweiten
Schwingkreis unabhéngig voneinander gewéhlt werden. Dadurch ergeben sich zwei Félle
mit jeweils verschiedenen Kopplungskonstanten:

Fall 1 Besitzen die Stromstarke (2.94) und Spannung (2.95) des zweiten Schwingkreises
dasselbe Vorzeichen, so liefert das Einsetzen dieser Ansitze in die Ubertragungsleistung
(2.90) die Gleichung

Ce 1

P =+ 2 P N T A N o %
o C1 |Cs| 2wy wo <w1 (a1 — a7) (Wy"ag — Whay) — wj (a2 + az) (@y"ar + W1a1)>
C 1
T c <(wfd)§ + wgaﬂl*) ajay + (wfa;é* X w%dxi) a*{a2> , (2.96)

/Ol ’02‘ 2(,4)1(,4)2

wobei im zweiten Schritt erneut die Terme proportional zu a;as und ajaj wie in Abschnitt
2.3.2 vernachlassigt wurden. Die beiden Vorzeichen + konnen dabei physikalisch als ein
Phasenunterschied zwischen den beiden Moden der Schwingkreise interpretiert werden.
So entspricht das negative Vorzeichen einem Phasenunterschied von 7 zwischen den
Moden der Schwingkreise. Damit beschreiben die beiden Losungen eine Kopplung ohne,
beziehungsweise eine mit einem Phasenunterschied von 7w zwischen den Moden. Aus einem
Vergleich mit dem aus der Energicerhaltung abgeleiteten Ansatz der Ubertragungsleistung
(2.87) kann die Kopplungskonstante

(1) Cc 1 2 vt 207/
Ky = F wywy + wiw 2.97
21 /701 Gl S ( 2W1 1 2) ( )

bestimmt werden. Analog folgt fiir die zweite Kopplungskonstante

(1) Ce

1
Kig =+
/Cl ‘C2| 2&)1&)2

(whed! + wish) . (2.98)
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Fall 2 Besitzen die Stromstérke (2.94) und Spannung (2.95) verschiedene Vorzeichen,
so liefert das Einsetzen dieser Ansitze in die Ubertragungsleistung (2.90)

Ce 1

P = 2 % o % o~ % 2 * oy o/ %
e C1 |Cy| 2wiwe <wl (a1 — ay) (@y'az — @pap) + wj (az +az) (@y'ar + W1a1>>
C 1
~F c <(—w%o‘3§ + w%c&i*) ajay + (—wf@é* 4 wgmg) a*{a2> , (2.99)

/C’l |C’2| 2&)1&)2

wobei im zweiten Schritt ebenfalls die Terme proportional zu ajas und aja; wie in Ab-
schnitt 2.3.2 vernachlissigt wurden. Im Vergleich zu der Ubertragungsleistung (2.96) des
ersten betrachteten Falls &ndern sich hier lediglich die Vorzeichen der ersten beiden Terme
des Mittelwerts. Auch hier kann aus dem Vergleich mit dem aus der Energieerhaltung
abgeleiteten Ansatz der Ubertragungsleistung (2.87) die Kopplungskonstante

C 1
k) = ¢ (wiy — wich) (2.100)

:F
/C'1 |C'2| 21 w9

bestimmt werden. Analog folgt fiir die zweite Kopplungskonstante

C 1
R = C (whh — wiaf). (2.101)

/Cl ‘C2| 2wW1Ws

2.3.4 Beziehung zwischen den Kopplungskonstanten

Im Sonderfall der konservativen Kopplung, in welchem die gekoppelten Schwingkrei-
se keine Energie mit der Umgebung, beispielsweise durch einen Widerstand oder eine
Transmission-Line, austauschen konnen, hiangen die beiden Kopplungskonstanten o
und k9 voneinander ab. Aus der Betrachtung der Energieerhaltung kann ko = —k3;
hergeleitet werden. Dazu werden erneut zwei ideale Schwingkreise ohne ein- und auslau-
fende Wellen betrachtet. Durch das Fehlen von Widerstdnden und Transmission-Lines
erfolgt der einzige Energieaustausch durch die Kopplung zwischen den Schwingkreisen.
Da im idealen Fall keine Energie verloren geht, bleibt die Gesamtenergie in den beiden
Schwingkreisen erhalten. Aufgrund der Normierung der Moden kann dies als

d
¢ (laaf* +Jaof?) = 0 (2.102)

geschrieben werden. Diese Ableitungen kénnen durch das Einsetzen der Differentialglei-
chungen des idealen Schwingkreises (2.16) ersetzt werden, woraus sich die Bedingung

(/€12 + H;l) GT(ZQ + (FJTQ + fi21) al(z; =0 (2103)
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ergibt. Da diese Gleichung immer erfiillt sein muss und die Amplituden sowie die relative
Phase der Moden zum Zeitpunkt ¢ = 0 frei gewéahlt werden konnen, muss die Gleichung
unabhéngig von den Moden a; und ay erfiillt sein. Daraus folgt die Bedingung an die
Kopplungskonstanten

Kol = —Kj1y. (2.104)

Damit kénnen die beiden Kopplungskonstanten k15 und k9 iiber eine gemeinsame Grofie
k mittels k19 = Kk und k9; = —k* ausgedriickt werden.

Im Fall einer dissipativen Kopplung, in welchem das System Energie mit der Umgebung
beispielsweise tiber einen Widerstand oder eine Transmission-Line austauscht, gilt diese
Eigenschaft im Allgemeinen nicht mehr. Dies liegt daran, dass aufgrund der Interaktion
des Systems mit der Umgebung die Gleichung (2.102) nicht mehr gilt. Trotz dessen
besitzen auch manche dissipativ gekoppelten Systeme diese Eigenschaft, wie zum Beispiel
die in Abschnitt 2.3.1 betrachtete induktive Kopplung.
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3 Realisierung P7- und
anti-P7 -symmetrischer Systeme

Mit dem in Kapitel 2 hergeleiteten Moden-Formalismus konnen die auf verschiedene
Weisen gekoppelten Schwingkreise einfach mithilfe der beiden gekoppelten Differential-
gleichungen

da VY "
ditl = (i1 — ¥1) a1 + ik12as, (3.1)
da N . .
ditQ = (g — Yo) ag + ko101 (3.2)

beschrieben werden. Hierbei wurden, im Gegensatz zu den Gleichungen (2.70) und (2.71),
die Kopplungsterme zusétzlich mit der imagindren Einheit ¢ als Vorfaktor definiert,
um eine Darstellung analog zu einem offenen Zwei-Mulden-System zu erhalten [13].
Um die beiden Darstellungen zu unterscheiden, werden die Kopplungskonstanten in

diesem Kapitel als ki = —iky geschrieben. Dazu kéonnen die Differentialgleichungen
auch vektoriell mit einer 2 x 2-Matrix A durch

d aq aq

— =A 3.3

i o =2 L 63
mit

A= [m%f o Rz ] (3.4)
1R21 Wy — 72

geschrieben werden. Dieses Matrixmodell ist mathematisch dquivalent zu der Matrixdar-
stellung eines offenen Zwei-Mulden-Systems [11, 13]. Damit kann ein zu den gekoppelten
Schwingkreisen dquivalentes Quantensystem, welches ebenfalls durch die Matrixgleichung
(3.3) beschrieben wird, betrachtet werden. Der Hamilton-Operator dieses Systems kann
aus dem Vergleich der Matrix-Differentialgleichung mit der zeitabhéngigen Schrodinger-
Gleichung

O
h— =H 3.5
o = Hy (35)
erhalten werden. Dieser Vergleich liefert
H=ihA=h| 1" T2 (3.6)
—HRo1 —Wwz — 172
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3 Realisierung PT - und anti-PT -symmetrischer Systeme

und

) = [“1] . (3.7)

a2
Zur Vereinfachung kann durch eine geeignete Wahl der Einheiten & = 1 gesetzt werden.

Damit kann das Konzept der P7- und anti-P7T-Symmetrie durch die Betrachtung des
hergeleiteten effektiven Hamilton-Operators auf die gekoppelten elektromagnetischen
Schwingkreise iibertragen werden. Aufgrund dessen kénnen aus der Betrachtung der Sym-
metrie des effektiven Hamilton-Operators Bedingungen an die gekoppelten Schwingkreise
und deren charakteristische Grofien hergeleitet werden, unter denen sich das System PT-,
beziehungsweise anti-P7T -symmetrisch verhélt.

3.1 Bedingungen fiir P77 -symmetrische Schwingkreise

Nach Abschnitt 2.1.1 ist ein System P7T -symmetrisch, falls der Hamilton-Operator des
Systems invariant unter der Wirkung des PT-Operators ist. Das Einsetzen des effektiven
Hamilton-Operators (3.6) in die Bedingung (2.3) liefert die Matrixgleichung

(3.8)

y o o C y .
—Wsg + 172 —Ray; | —w1 — 1 —FR12
ok v Y] v 9] Y 9
—R]q —wy1 + 1N —Ra1 —Wy — 172

aus welcher durch Vergleichen der einzelnen Eintrége der beiden Matrizen die Bedingungen

&y = Do, (3.9)
M= —Y, (3.10)
/%12 = /vi;l (311)

fiur die effektiven GroBen abgelesen werden konnen. Die Bedingung (3.10) zeigt, dass
Gewinn und Verlust ausgeglichen sein miissen. Die Bedingung (3.11) ist hierbei dquivalent

zur Eigenschaft (2.104) einer konservativen Kopplung, da &y = —iky. Dies zeigt, dass
auch die dissipativen Anteile der Kopplungskonstanten ausgeglichen sein miissen. Damit
lassen sich die neuen Gréflen w = @y = Wy, 7 =Y = —% und kK = K19 = K3, definieren.

Mithilfe dieser Groflen kann der PT-symmetrische Hamilton-Operator als

W= T " (3.12)

—R* —w + 1y
geschrieben werden.

Im Folgenden wird untersucht, mit welchen der in Abschnitt 2.3 betrachteten Kopplungs-
varianten ein P7T -symmetrisches System realisierbar ist und welche Bedingungen an die
effektiven Groflen sich daraus ergeben.
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3.1 Bedingungen fiir PT -symmetrische Schwingkreise

Induktive Kopplung Nach Abschnitt 2.3.1 gilt fiir die effektiven induktiven Kopplungs-
konstanten (2.82) und (2.83)

M
iy = D+ o) — i (1 — ¥ 3.13
R12 I.L, (@1 4+ @2) —i (71— 2)] s (3.13)
y M . RV
Ko1 = [(wl + LUQ) +1 (’71 — ’}/2)] . (314)

2v/ Ly Lo

Mit den Bedingungen (3.9) und (3.10) vereinfachen sich die Kopplungskonstanten zu

%19 = 0 — 3.15

K12 T.L, (W Z”Y) ) ( )
M

Koy = 0+ 15 3.16

Ra1 T.L, (@ +19) ( )

fiir ein PT-symmetrisches System. Daran ist auch direkt erkennbar, dass die Kopplungs-
konstanten die Bedingung (3.11) erfiillen, weshalb sich diese durch

M o
VI @)

k=

(3.17)

zusammenfassen lassen.

Kapazitive Kopplung Fiir die effektiven kapazitiven Kopplungskonstanten (2.92) und
(2.93) gilt

o CC 1 21 21
- (WPl — W), 3.18
2O, Cy 2w (g - i) (3.18)

. Cc 1 oo 9o
Ko1 = —m2w1w2 <W1W2 — Woy ) . (319)

Mit den Bedingungen (3.9) und (3.10) vereinfachen sich die Kopplungskonstanten zu

2 2
y Co  wi—wj

K g
12 AV 0102 2W1WQ
Co w?—w? ,
Ro1 = — W — 17 3.21
21 CCy 2w ( ) ( )
fiir ein PT-symmetrisches System. Dies zeigt allerdings, dass die Kopplungskonstanten
die Bedingung (3.11) nicht erfiillen. Dadurch weist der effektive Hamilton-Operator keine
PT-Symmetrie mehr auf und wird deshalb nicht weiter betrachtet.

0 +), (3.20)
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3 Realisierung PT - und anti-PT -symmetrischer Systeme

Kapazitive Kopplung mit negativen Bauteilen Analog zum herkémmlichen kapazitiv
gekoppelten Fall vereinfachen sich die effektiven Kopplungskonstanten des ersten Falls
(2.97) und (2.98) durch die Bedingungen (3.9) und (3.10) zu

C 2 2
gl = 4 —¢ %+%@+W% (3.22)
12 /C, O, 2w1wa
C 2 2
T R e ek W) (3.23)
Cl |C’2’ 2(,01&}2
und die des zweiten Falls (2.100) und (2.101) zu
C 2,2
RO =40 LT 5 4 k), (3.24)
12 /Cl ‘C2| 2&)1(4}2
C 2,2
k) = Fi LR (g ). (3.25)
/C’l |C’2| 2&]1(.4.12

Dies zeigt dass die Kopplungskonstanten des ersten Falls die Bedingung (3.11) nicht
erfiillen, weshalb sich damit kein PT-symmetrisches System realisieren ldsst. Die Kopp-
lungskonstanten des zweiten Falls erfiillen die Bedingung (3.11), wodurch diese durch

2,2
Co  wi—w;

/C’l ‘02’ 2&)1&]2

zusammengefasst werden kénnen. Der Index zur Unterscheidung der beiden Féllen
wird dabei der Einfachheit halber vernachlassigt, da nur mit dem zweiten Fall ein
PT-symmetrisches System realisierbar ist.

R = +i (@ + i¥) (3.26)

Dies zeigt, dass es zwei verschiedene Moglichkeiten zur Realisierung PT-symmetrischer
Systeme gibt. Zum einen die induktive Kopplung zweier gewohnlicher Schwingkreise und
zum anderen die kapazitive Kopplung mit negativer Induktivitat und negativer Kapazitat
in einem der beiden Schwingkreise.

3.1.1 Exakte und gebrochene P7-Symmetrie

Die Energiecigenwerte des Systems sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
des Hamilton-Operators. Fir den PT-symmetrischen Hamilton-Operator (3.12) lauten

diese
By = -0+ \|R]? =32 (3.27)

Daran ist erkennbar, dass das System fur || > |7| rein reelle Energieeigenwerte und
somit eine exakte PT-Symmetrie besitzt. Fir den Fall |7| < |7] ist die PT-Symmetrie
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3.2 Bedingungen fiir anti-PT -symmetrische Schwingkreise

2_
1_ _
w0 1
I 1
/ \\ \\ /
/ \ \ /
/ \ \ 4
/ \ ~So —,/
—1 A // \\ i -
/
. — R(E,) . — 3(E4)
LY -—- R(E_) N -—- 3(E-)
-2 -1 0 1 2 =2 -1 0 1 2
K K

Abbildung 3.1: Real- und Imaginérteile der Eigenwerte des P7T-symmetrischen
Hamilton-Operators (3.12) fir die dimensionslosen Werte ¥ = 1 und @ = 0.

gebrochen und die Eigenwerte sind zueinander komplex konjugiert. Im Fall |5| = || ist
der Energieeigenwert zweifach entartet. Genauer gesagt handelt es sich dabei um einen
exzeptionellen Punkt, in welchem sowohl die Eigenwerte als auch die Eigenzustiande
gleichzeitig entartet sind [14]. Dieses Verhalten der Eigenwerte ist in Abbildung 3.1
dargestellt, welche den Real- und Imaginéarteil der beiden Eigenwerte fiir verschiedene
Betrige der Kopplungskonstanten zeigt.

3.2 Bedingungen fiir anti-P7 -symmetrische
Schwingkreise

Fiir ein anti-PT-symmetrisches System muss der Hamilton-Operator unter der Wirkung
des PT-Operators sein Vorzeichen wechseln. Das Einsetzen des Hamilton-Operators (3.6)
in die Bedingung (2.4) liefert die Gleichung

Gt il Ky ] il [cvl A (3.28)
—R12 —wi + 1 Ra1 wo + 172
woraus aus einem Vergleich der einzelnen Eintrége die Bedingungen
W1 = —Ws, (3.29)
T = Yo, (3.30)
Ria = —Ry; (3.31)
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3 Realisierung PT - und anti-PT -symmetrischer Systeme

fur die charakteristischen Grofien folgen. Die Bedingungen (3.30) und (3.31) zeigen, dass
Gewinne und Verluste im Fall der anti-P7-Symmetrie nicht mehr ausgeglichen sind.
Damit lassen sich die neuen Groflen w = Wy = —wq, ¥ = Y1 = Y2 und & = K13 = —Kj,
definieren. Mithilfe dieser Grofien kann der effektive Hamilton-Operator des anti-P7T -
symmetrischen Systems als

HAPT —

ok

K w — iy

e T 1 (3.32)

geschrieben werden. In der Literatur wird dieser oft auch in der Form

—iK w—iy|’ '
mit K = —ir geschrieben [15]. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass daran die Zusam-

menhénge zwischen der P7T- und anti-P7T-Symmetrie deutlicher ersichtlich sind, was am
Ende des Abschnitts 3.2.1 kurz diskutiert wird.

Auch in diesem Fall werden die verschiedenen Kopplungsmethoden auf Bedingungen an die
effektiven Groflen untersucht, unter welchen das jeweilige System eine anti-P7T-Symmetrie
aufweist.

Induktive Kopplung Das Einsetzen der Bedingungen (3.29) und (3.30) in die induktiven
Kopplungskonstanten (3.13) und (3.14) liefert k15 = 0 = R9y fur die beiden Kopplungs-
konstanten. Anschaulich bedeutet dies, dass eine anti-P7T-Symmetrie mathematisch nur
fiir ungekoppelte Schwingkreise moglich wire und somit in der Realitit kein anti-PT -
symmetrisches, induktiv gekoppeltes System realisierbar ist. Da die anti-P7T-Symmetrie
allerdings nur fiir gekoppelte Systeme sinnvoll ist, wird diese Kopplungsvariante im
Weiteren nicht mehr betrachtet.

Kapazitive Kopplung Fir die kapazitiven Kopplungskonstanten (3.18) und (3.19)
folgen mit den beiden Bedingungen (3.29) und (3.30)
CC w% + w% .
Rig = — S W+ Y), 3.34
12 m 20)2 ( ’Y) ( )
5 Co w?+wi .
Rop = W — 1y 3.35
2= e e 1) (3.35)
fiir ein anti-PT-symmetrisches System. Dies zeigt, dass die Kopplungskonstanten ohne
weitere Einschrankungen die Bedingung (3.31) erfiillen. Aufgrund dessen lassen sich diese
in einer Grofe als

2 2

B vV C’102 20.11(4.)2

mit £ = K19 = —K3, zusammenfassen.

k=

(& + i%) (3.36)
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3.2 Bedingungen fiir anti-PT -symmetrische Schwingkreise

Kapazitive Kopplung mit negativen Bauteilen Die Kopplungskonstanten der beiden
Falle (2.97) und (2.98) sowie (2.100) und (2.101) vereinfachen sich durch die Bedingungen
(3.29) und (3.30) zu

(1) C wf — w%

7Y = 4 m S (& + 1), (3.37)

gD = +i C(ﬁ@’ ij;::g (@ — i%) (3.38)
und

K2 = 4 \/%“jwz;’% (@ + i), (3.39)

(@ _ o, Co |w%+“3 (@ — i%) (3.40)

Kol =
21 /C’l |C’2 2(,01(,02

fiir ein anti-P7T-symmetrisches System. Im Gegensatz zum P7T -symmetrischen Fall in
Abschnitt 3.1 erfiillen lediglich die Kopplungskonstanten des ersten Falls die Bedingung
(3.31) ohne weitere Einschrankungen, weshalb diese analog zur herkémmlichen Kopplung
durch

2 2

/C’l |C’2| 2w1w2

zusammengefasst werden konnen. Da der zweite Fall die Bedingung (3.31) nicht erfullt
wird diese nicht weiter betrachtet, weshalb auch hier der Index zur Unterscheidung der

R = i (@0 + %) (3.41)

beiden Félle vernachlassigt werden kann.

Daraus folgt, dass auch es auch zur Realisierung von anti-P7 -symmetrischen Systemen
zwei verschiedene Moglichkeiten gibt. Zum einen die kapazitive Kopplung zweier her-
kommlicher Schwingkreise, sowie die kapazitive Kopplung mit negativer Induktivitat und
negativer Kapazitédt in einem der beiden Schwingkreise.

3.2.1 Exakte und gebrochene anti-P7-Symmetrie

Die Energieeigenwerte, als Nullstellen des charakteristischen Polynoms des anti-P7 -
symmetrischen Hamilton-Operators (3.32), ergeben sich zu

By = —iy £ iR — @2 (3.42)

Fir die exakte anti-P7T-Symmetrie, also ein rein imagindres Spektrum, muss somit
|R| > || gelten. Im Fall |k| < |@| ist die anti-P7T-Symmetrie gebrochen, wodurch die
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3 Realisierung PT - und anti-PT -symmetrischer Systeme

Realteile der Eigenwerte ungleich null sind und umgekehrte Vorzeichen besitzen. Auch
hier tritt, analog zum P7-symmetrischen Fall, fir |f| = || ein exzeptioneller Punkt auf.
Dieses Verhalten der Eigenwerte ist fiir verschiedene Werte der Kopplungskonstanten in
Abbildung 3.2 dargestellt.

Ein Vergleich der Energieeigenwerte des effektiven Hamilton-Operators im Fall der PT-
Symmetrie in Abbildung 3.1 und der anti-P7T-Symmetrie in Abbildung 3.2 zeigt, dass
in den beiden Féllen lediglich der Real- und Imaginarteil die Rollen tauschen. Dies
kann damit begriindet werden, dass bei der Multiplikation eines PT-symmetrischen
Operators mit der imaginiren Einheit ¢ der daraus entstehende Operator immer anti-P7T -
symmetrisch ist und umgekehrt. Dies kann beispielsweise an den Hamilton-Operatoren
eines PT- und anti-PT-symmetrischen Systems (3.12) und (3.33) durch

Z'HPT — HA'PT

(3.43)

K=K

beobachtet werden. Um diese Bedingung zu erfiillen, wird die Kopplungskonstante
fiir anti-P7T-symmetrische Systeme oft, wie in Gleichung (3.33), mit der imagindren
Einheit ¢ als Vorfaktor definiert. Dies zeigt, dass zwischen dem P7T-symmetrischen und
anti-P7T -symmetrischen Hamilton-Operator (3.12) und (3.32) die Grolen @ und ¥ die
Rollen tauschen, was sich auch in den jeweiligen Energieeigenwerten (3.27) und (3.42)

widerspiegelt.
2_
1_ -
w Q-
\ / h \
\ K / \
S PRe 7 \
-1 A e . // \\
Vs \
— R(E,) S/ — 3(E.) N
. -—- R(E_) 1% -—- 3(E-) AN
-2 -1 0 1 2 =2 -1 0 1 2
K K

Abbildung 3.2: Real- und Imaginarteile der Eigenwerte des anti-P7 -symmetrischen
Hamilton-Operators (3.32) fiir die dimensionslosen Werte ¥ = 0 und @ = 1.
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4 Dimensionierung der gekoppelten
Schwingkreise

In diesem Kapitel werden anhand der aus Kapitel 3 hergeleiteten Bedingungen die
Groflen fiir die einzelnen Komponenten der verschiedenen betrachteten gekoppelten
Schwingkreise gewahlt, um damit P7T- und anti-P7T-symmetrische Systeme zu realisieren.
Da sich die verschiedenen Symmetrien jeweils mithilfe verschiedener Systeme realisieren
lassen, konnen diese zusétzlich noch verglichen werden, um die Einfliisse der verschiedenen
Systemgrofien zu untersuchen. Die Grofen aus den Kapiteln 2 und 3 sind dabei so definiert,
dass die effektiven Groflen w, ¥ und & sowie die Energie, welche dem Betragsquadrat der
Mode a entspricht, alle die Einheit Hz besitzen. Eine Ausnahme bildet hier die Definition
(2.40), in der 4 und damit  dimensionslos sind.

Die Dynamik des gekoppelten Systems hangt lediglich von der Matrix (3.4) und damit
von den drei effektiven Grofen w, ¥ und & ab. Dabei beschreibt die effektive Eigenfre-
quenz, wie schnell die Moden und damit die Spannungen und Stromstéarken in den beiden
Schwingkreisen oszillieren. Die Differenz aus dem Betrag der Kopplungskonstanten und
dem effektiven Verlustfaktor gibt an, wie schnell die Energie zwischen den beiden Schwing-
kreisen hin und her oszilliert, falls der Zustand des Systems nicht stationar ist. Dieses
Phénomen ist an den Einhiillenden der Moden sichtbar und wird in Abschnitt 4.1.2 disku-
tiert. Durch Variation der effektiven Eigenfrequenzen kénnen die Frequenzen der Moden
verandert werden, allerdings beeinflusst dies auch den Betrag der Kopplungskonstanten,
da fiir alle Kopplungskonstanten der verschiedenen betrachteten Kopplungsvarianten

R~ “fj"’ gilt. Um nur den Betrag der Kopplungskonstanten zu verédndern, kann das

jeweilige Kopplungsbauteil modifiziert werden. Im induktiv gekoppelten Fall kénnen,
wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, der Abstand oder die Geometrie der Spulen variiert
werden, da die gegenseitige Induktivitdt und damit die Kopplungskonstante von der
Geometrie der beiden Spulen abhéngt. Das Verhalten der gegenseitigen Induktivitat in
Abhéngigkeit des Abstandes fiir zwei zueinander parallele Spulen, wie in Abbildung 2.4a,
ist in der Abbildung 4.1a dargestellt. Daran ist erkennbar, dass die gegenseitige Indukti-
vitdt M und damit die Kopplungskonstante £ mit zunehmendem Abstand zwischen den
Spulen abnimmt. Daraus folgt, dass die Kopplungskonstante und damit das Verhalten
der Moden ohne den Austausch von Komponenten der Schwingkreise lediglich durch

43



4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise

8 8
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T [T
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(a) Gegenseitige Induktivitat (b) Kapazitét eines Plattenkondensators

Abbildung 4.1: Abhéngigkeit der gegenseitigen Induktivitit M zweier Spulen und der
Kapazitiat C' eines Plattenkondensators vom Abstand d zwischen den Spulen, beziehungs-
weise den Kondensatorplatten.

Bewegung der Spulen verdndert werden kann. Im kapazitiv gekoppelten Fall kann der
Kopplungskondensator beispielsweise durch einen einfachen Plattenkondensator realisiert
werden. In diesem Fall kann die Kapazitat des Kondensators und damit der Betrag der
Kopplungskonstante ebenfalls durch das Verandern des Abstandes zwischen den beiden
Kondensatorplatten variiert werden. Fiir die Kapazitéit eines Plattenkondensators gilt
C= 606Té (4.1)
d
mit der Querschnittsflache der Kondensatorplatten A und dem Abstand d zwischen diesen.
Die daraus resultierende Abhangigkeit der Kapazitat und damit der Kopplungskonstanten
vom Abstand zwischen den Kondensatorplatten ist in Abbildung 4.1b dargestellt. Auch
diese nimmt mit zunehmendem Abstand ab, wobei diese im Vergleich zur gegenseitigen
Induktivitat etwas schneller abfallt. Dies ist zum einen in der Abbildung 4.1 erkennbar,
kann aber auch mathematisch begriindet werden, da nach Gleichung (4.1) C' ~ % gilt,
wohingegen die gegenseitige Induktivitdt M tber das Integral (2.66) vom Abstand d
abhangt.

Gemafl Kapitel 3 ldsst sich das System der gekoppelten Schwingkreise mithilfe der
zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (3.5) beschreiben, wobei die Wellenfunktion
in Gleichung (3.7) die Moden der beiden Schwingkreise enthélt. Durch Einsetzen des
Ansatzes 1(t) = 1 (0)e Pt in die zeitabhingige Schrédinger-Gleichung (3.5) kann die
zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

Ho) = B (4.2)
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4.1 Induktive Systeme ohne Gewinn und Verlust

hergeleitet werden. Diese entspricht der Eigenwertgleichung des effektiven Hamilton-
Operators, dessen Eigenwerte bereits in Kapitel 3 fiir sowohl im Fall der P7T- als auch
im Fall der anti-P7T-Symmetrie bestimmt wurden. Damit kénnen die Losungen der
zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung des Systems als

() = by (0)e P+, (4.3)
b () = (0)e ! (4.4)

geschrieben werden, wobei E, fiir die Eigenwerte und 4 (0) fiir die zugehorigen Eigenzu-
stande stehen. Dabei sind die Indizes der Energien so gewahlt, dass £, > F_ gilt, weshalb
¥, als der angeregte Zustand und ¢/_ als Grundzustand des Systems bezeichnet werden.
Aufgrund der Normierung der Moden gibt dabei das Betragsquadrat der einzelnen Kom-
ponenten des Zustandsvektors die in dem jeweiligen Schwingkreis gespeicherte Energie
an. Da sich die eventuelle Symmetrie der einzelnen Systeme auch in deren Energien zeigt,
werden diese im Folgenden neben den Moden fiir verschiedene Systeme betrachtet.

4.1 Induktive Systeme ohne Gewinn und Verlust

Vor der Betrachtung P7T - und anti-P7T -symmetrischer Systeme wird in diesem Abschnitt
zunédchst der Spezialfall induktiv gekoppelter Systeme betrachtet, in denen kein effektiver
Gewinn und Verlust auftritt. Anschaulich bedeutet dies, dass in jedem der beiden
Schwingkreise durch die Transmission-Line genauso viel Energie eingekoppelt wird wie
durch Verluste verloren gehen. Damit gilt fiir die effektiven Widerstande Ry, = 0, weshalb
die beiden Schwingkreise dquivalent zu zwei idealen Schwingkreisen, die lediglich aus
einem Kondensator und einer Spule bestehen, beschrieben werden kénnen. Dadurch,
dass effektiv keine Widerstédnde auftreten, bleibt die in den Schwingkreisen gespeicherte
Energie erhalten, weshalb dieses System damit einem abgeschlossenen, Hermiteschen
Quantensystem entspricht. Dies folgt auch aus dem Moden-Formalismus, da hier die
Bedingung, dass weder Gewinn noch Verlust auftritt, durch ¥ = 0 ausgedriickt wird.
Dadurch ist der effektive Hamilton-Operator (3.12) rein reell, da die Kopplungskonstante
(3.17) in diesem Fall ebenfalls eine reelle GroBe ist. Da der Hamilton-Operator reell und
symmetrisch ist, ist dieser automatisch Hermitesch. Dadurch lassen sich diese Systeme
sowohl mit der gewohnlichen Hermiteschen Quantenmechanik als auch mit dem in dieser
Arbeit betrachteten Moden-Formalismus beschreiben.

Realisierbar ist die Bedingung 4 = 0 nach Gleichung (2.46) durch eine geeignete Wahl
der beiden Anregungsfrequenzen. Daraus folgt mithilfe der Gleichung (2.52), dass die
effektive Eigenfrequenzen w; mit den Eigenfrequenzen der idealen Schwingkreise wy
tibereinstimmen. Damit ist die Bedingung (3.9) dquivalent dazu, dass die Eigenfrequenzen
der beiden idealen Schwingkreise identisch seien miissen, wodurch diese als wg = w; = wo
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4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise

zusammengefasst werden konnen. Damit vereinfacht sich die Kopplungskonstante (3.17)
zu

M

Wo-
VIiLy
Dies zeigt, dass die Kopplungskonstante mit der in Abschnitt 2.3.1 hergeleiteten Kopp-
lungskonstante (2.84) fir zwei induktiv gekoppelte ideale Schwingkreise iibereinstimmt.
Dies folgt daraus, dass fiir die effektive Widerstande in beiden Schwingkreisen Ry = 0 gilt
und das System somit effektiv durch zwei ideale gekoppelte Schwingkreise beschrieben
werden kann.

k=

(4.5)

Zur Untersuchung der Dynamik solcher Systeme werden im Folgenden zwei Systeme
exemplarisch betrachtet und verglichen.

System 1 Das erste System, welches in Abbildung 4.2 dargestellt ist, besteht aus zwei
symmetrischen Schwingkreisen, die jeweils einen Kondensator der Kapazitit C' = 240 pF
und eine Spule mit einer Induktivitdt von L = 740 mH enthalten und induktiv tiber die
beiden Spulen gekoppelt sind. Die verwendeten Spulen besitzen einen intrinsischen Wi-
derstand von Ry = 395 [16], der jeweils dem Gesamtwiderstand in den Schwingkreisen
entspricht, da keine zusatzlichen Widerstande eingebaut werden. Damit betragen die
Eigenfrequenzen der beiden Schwingkreise w, = 75,038 kHz. Platziert man die beiden
Spulen in einem Abstand von d = 20 cm parallel zueinander, so betriagt die gegenseitige
Induktivitat nach Gleichung (2.66) M = 6,193 mH, womit fir die Kopplungskonstante
mithilfe der Gleichung (4.5) £ = 0,628 kHz folgt. Die Moden und Energien, welche auf-
grund der Normierung der Moden deren Betragsquadraten entsprechen, konnen mithilfe
der Ansétze (4.3) und (4.4) berechnet werden und sind in Abbildung 4.3 exemplarisch fiir
den Grundzustand des Systems dargestellt. Um dieses System zu realisieren muss § = 0
gelten. Dies kann durch die passende Wahl der Anregungsfrequenz mithilfe der Gleichung

C’l = 240 pF Cy = 240 pF

Ly =740mH Ly = 740 mH

I—O)

Abbildung 4.2: Zwei induktiv gekoppelte, symmetrische Schwingkreise, die jeweils
aus einem Kondensator, einer Spule, einem Widerstand und einer Transmission-Line
bestehen.
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4.1 Induktive Systeme ohne Gewinn und Verlust
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(a) Betragsquadrat des Zustandsvektors (b) Moden der Schwingkreise

Abbildung 4.3: Real- und Imaginarteile der Losungen fiir die Moden a; sowie die
Energien \ak|2 der in Abbildung 4.2 dargestellten Hermiteschen, gekoppelten Schwingkreise
im Grundzustand.

(2.46) erreicht werden. Fiir Transmission-Lines mit Jext;1 = 0,1 und Jext;2 = 40 sind die
daraus resultierenden einlaufenden Wellen der beiden Schwingkreise in Abbildung 4.4
dargestellt. Die unterschiedlichen Amplituden der beiden einlaufenden Wellen liegen
an den verschiedenen Transmission-Lines in den Schwingkreisen. Da diese verschiedene
Verlustfaktoren 7ey.,, besitzen, miissen die einlaufenden Wellen verschieden grofie Verluste
ausgleichen, weshalb sich die Amplituden der einlaufenden Wellen unterscheiden.

Abbildung 4.3a zeigt, dass die Betragsquadrate der Moden \aklz, welche den in den
Schwingkreisen gespeicherten Energien entsprechen, konstant sind, weshalb es sich hierbei

2501

R(s+)

—2501

2501

3(s+)
o

—2501

00 01 02 03 04 05
t/ ms

Abbildung 4.4: Real- und Imaginarteile der einlaufenden Wellen s, zur Realisation
des in Abbildung 4.2 dargestellten Hermiteschen Systems.
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4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise

um einen stationaren Zustand des Systems handelt. Dies entspricht den Erwartungen,
da es sich bei dem hier betrachteten System aufgrund von ¥ = 0 um ein geschlossenes
Hermitesches System handelt und somit die Energie im System erhalten bleibt. Abbildung
4.3b zeigt zusatzlich die Moden der beiden Schwingkreise, welche beide mit der effektiven
Eigenfrequenz und konstanten Amplituden oszillieren.

System 2 Das zweite System, welches in Abbildung 4.5 dargestellt ist, besteht ebenfalls
aus zwei symmetrischen induktiv gekoppelten Schwingkreisen, wobei die Kondensatoren
je eine Kapazitat von C' = 500 pF und die Spulen je eine Induktivitdt von L = 511 pH
besitzen. Die dafiir verwendeten Spulen bestehen aus rpane = 0,101 mm dickem Kupfer-
draht der zu 36 Windungen der Radien R = 5cm gewickelt wird. Damit kann mithilfe
der Gleichung (2.20) der intrinsische Widerstand der Spulen von Ry = 6,175 berechnet
werden. Auch hier werden keine zuséatzlichen Widerstande verwendet, womit der Wider-
stand der Spulen dem Gesamtwiderstand des jeweiligen Schwingkreises entspricht. Damit
liegt die Eigenfrequenz der beiden Schwingkreise bei wy, = 1,978 MHz. Im Vergleich zu
dem in Abbildung 4.2 dargestellten System besitzen die verwendeten Spulen eine deutlich
geringere Induktivitat, wohingegen die Kapazitiat der Kondensatoren in derselben Gro-
Benordnung liegt. Die Bauteile wurden so gewéhlt, um einerseits ein System mit grofleren
Eigenfrequenzen wy, zu betrachten und zuséatzlich bewirken die kleineren Induktivitaten
einen grofleren Verlustfaktor vz, um auch dessen Effekte genauer betrachten zu koénnen.
Die fiir das Hermitesche System benétigten Anregungsfrequenzen kénnen erneut aus der
Gleichung (2.46) bestimmt werden. Mit einem Abstand von d = 20 cm zwischen den
Spulen betriagt die gegenseitige Induktivitat nach Gleichung (2.66) M = 1,685 pH, womit
fir die Kopplungskonstante (4.5) & = 6,524 kHz folgt.

Da auch in diesem System der effektive Verlustfaktor aufgrund der Wahl der Anregungs-

C’1 = 500 pF Cy =500 pF

L, =511puH Ly = 511pH

I—O)

Abbildung 4.5: Ein weiteres induktiv gekoppeltes System bestehend aus zwei symme-
trischen Schwingkreisen, analog zu dem in Abbildung 4.2 dargestellten System, wobei
die Induktivitdten der verwendeten Spulen drei Groflenordnungen kleiner sind, die Kapa-
zitaten jedoch in derselben Gréflenordnung liegen.
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4.1 Induktive Systeme ohne Gewinn und Verlust

R(a)

3(a)

0 5 10 15 20
t/us

Abbildung 4.6: Real- und Imaginéarteile der Losungen fiir die Moden a; und ay des in
Abbildung 4.5 dargestellten Systems.

frequenzen null ist, sind die Energien der Schwingkreise, analog zu denen aus Abbildung
4.3a, erhalten. Der Vergleich der Moden des Systems, welche in Abbildung 4.6 dargestellt
sind, mit denen aus Abbildung 4.3b zeigt, dass sich die beiden Systeme qualitativ gleich
verhalten. So betriagt die Phasendifferenz zwischen den beiden Moden jeweils genau 7
und auch die Phasendifferenz zwischen den Real- und Imaginarteilen der Moden liegt
jeweils bei 7. Der einzige Unterschied liegt in den verschiedenen Frequenzen der Moden,
welche fiir die des zweiten Systems in Abbildung 4.6 deutlich tiber der aus Abbildung
4.3b liegt. Dies liegt an den verschiedenen effektiven Eigenfrequenzen der beiden Systeme.

4.1.1 Rekonstruktion der Stromstarken und Spannungen der
Schwingkreise

Aus den Moden der jeweiligen Schwingkreise konnen mithilfe der Gleichungen (2.58)
und (2.60) sowie den allgemeinen Ansétzen (2.78) und (2.77) die Stromstiarke und
Spannung in jedem der Schwingkreise bestimmt werden. Damit lassen sich exemplarisch
die Spannungen und Stromstédrken des ersten Beispielsystems berechnen, welche in
Abbildung 4.7 dargestellt sind. Daran ist erkennbar, dass die Phasendifferenz zwischen
der Stromstarke und der Spannung 7 betragt. Dies folgt auch aus den Gleichungen
(2.10) und (2.11) fir die Stromstérke und Spannung aus der Betrachtung eines idealen
Schwingkreises in Abschnitt 2.2.1.

49



4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise

50+ 1,01
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Abbildung 4.7: Spannungen und Stromstérken des in Abbildung 4.2 dargestellten
Systems, welche aus den Moden-Loésungen berechnet wurden.

4.1.2 Allgemeine Losungen

Am Anfang des Kapitels wurden die beiden Loésungen der zeitabhéngigen Schrodinger-
Gleichung (4.3) und (4.4) fir die verschieden gekoppelten Systeme hergeleitet. Dies sind
aber nicht die einzigen Losungen, denn aus der Mathematik ist bekannt, dass wenn
¥, (t) und ¥_(t) Losungen einer Differentialgleichung sind, so ist auch jede Linearkom-
bination dieser beiden Losungen eine Losung der Differentialgleichung. Die Losungen
(4.3) und (4.4) werden dabei als reine Zusténde des Systems bezeichnet, da es sich um
Eigenzustinde des Hamilton-Operators handelt und diese somit erhalten bleiben. Die
Linearkombinationen dieser reinen Zustédnde werden als gemischt bezeichnet, da es sich
bei diesen im Allgemeinen nicht mehr um Eigenzustinde des Hamilton-Operators handelt,
wodurch diese Zusténde nicht erhalten bleiben. Aufgrund dieses Verhaltens sind solche
gemischten Zustédnde ungeeignet, um ein System auf Symmetrien zu untersuchen, da die
Zustande um den gemeinsamen Gleichgewichtszustand der beiden reinen Losungen oszil-
lieren und somit nicht stationar sind. Dies ist exemplarisch in Abbildung 4.8 dargestellt,
welche erneut die Moden des Systems aus Abbildung 4.2, sowie die in den Schwingkreisen
gespeicherten Energien zeigt. Dabei wurde das System allerdings nicht in einem seiner
Eigenzusténde 14 (0) prépariert, sondern der Fall betrachtet, in dem zum Zeitpunkt
t = 0 lediglich im ersten Schwingkreis Energie gespeichert ist. Abbildung 4.8a zeigt, dass
die Gesamtenergie Wyes = |a1]” + |ag|” erhalten ist. Da diese aber zwischen den beiden
Schwingkreisen hin und her oszilliert, ist dieser Zustand nicht stationér. Dies ist auch
an den Moden des Systems in Abbildung 4.8b zu sehen, da deren Amplituden ebenfalls
zu- und abnehmen. Dabei ist die Frequenz, mit welcher die Energie zwischen den beiden
Schwingkreisen hin und her oszilliert proportional zur Differenz der Kopplungskonstanten
zu dem effektiven Verlustfaktor.
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4.2 Dimensionierung P7T -symmetrischer Schwingkreise
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(a) In den Schwingkreisen gespeicherte Ener- (b) Moden der Schwingkreise
gien und Gesamtenergie Wees = |a1|* + |az|?

Abbildung 4.8: In den Schwingkreisen gespeicherte Energien |ax|? und deren Summe
Wees sowie die Moden ay, des in Abbildung 4.2 dargestellten Systems in einem gemischten
Zustand.

Zur Untersuchung der Symmetrien der verschiedenen Systeme werden deswegen lediglich
Eigenzustande der Systeme betrachtet.

4.2 Dimensionierung P77 -symmetrischer Schwingkreise

Im Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, dass ein P7T -symmetrisches System sowohl durch zwei
induktiv gekoppelte Schwingkreise, als auch durch zwei kapazitiv gekoppelte Schwingkreise
mit negativer Induktivitat und negativer Kapazitit in einem der beiden Schwingkreise
realisierbar ist. Deswegen werden im Folgenden beide Kopplungsvarianten untersucht
und verglichen.

4.2.1 Induktive Kopplung

Zur Untersuchung der verschiedenen Eigenschaften der induktiv gekoppelten Schwing-
kreise werden im Folgenden erneut die beiden Systeme aus Abschnitt 4.1 betrachtet und
so modifiziert, dass diese eine PT-Symmetrie aufweisen.

Zur Realisierung eines Systems mit einem nicht verschwindenden Verlustfaktor miissen
die einlaufenden Wellen nach Gleichung (2.46) mit ¥ # 0 gewéhlt werden. Im Fall ¥ < 0
wird mehr Energie durch die einlaufende Welle im Schwingkreis eingekoppelt als durch
Verluste verloren geht, wodurch die im Schwingkreis gespeicherte Energie zunimmt. Im
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4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise

Fall ¥ > 0 geht mehr Energie verloren als durch die einlaufende Welle eingekoppelt wird,
weshalb die Energie des Schwingkreises abnimmt. Fiir ein P7-symmetrisches System
mit ausgeglichenem Gewinn und Verlust muss also ein Schwingkreis einen effektiven
Verlustfaktor 4; < 0 und der andere einen mit 7, > 0 besitzen.

System 3 Als drittes Beispiel wird erneut das in Abbildung 4.2 dargestellte System
betrachtet, dieses Mal aber mit einem effektiven Verlustfaktor ungleich null. Des weiteren
wird erneut eine Transmission-Line mit Jex;1 = 0,1 im ersten Schwingkreis und eine mit
VYext:2 = 40 im zweiten Schwingkreis verwendet. Neben den intrinsischen Widerstanden
der Schwingkreise wird im zweiten Schwingkreis ein zusatzlicher Widerstand der Grofle
Radqa;2 = 100 Q2 zum Simulieren eines Verbrauchers eingebaut. Der effektive Verlustfaktor
des Systems wird als ¥ = —0,330kHz gewahlt. Da die betrachteten Schwingkreise sym-
metrisch sind, ist auch die Bedingung (3.9) erfiillt. Die bendtigten Anregungsfrequenzen
konnen mithilfe der gewdhlten Groflen tiber Gleichung (2.46) bestimmt werden. Damit
folgt nach Gleichung (2.52) w = 75,037 kHz fiir die effektive Eigenfrequenz des Systems.

Um das allgemeine Verhalten des Systems fir verschiedene Starken der Kopplung zu
untersuchen, konnen die Energieeigenwerte des Systems fiir verschiedene Werte der
Kopplungskonstanten analog zum Abschnitt 3.1.1, betrachtet werden. Da der Betrag der
Kopplungskonstante, wie in Abbildung 4.1a dargestellt, tiber den Abstand d zwischen den
Spulen variiert werden kann, kann damit das Spektrum des Systems tiber den Abstand
d zwischen den Spulen aufgetragen werden. Das Verhalten der Eigenwerte, welches in
Abbildung 4.9 dargestellt ist, zeigt, dass fiir Abstande d < 30,6 cm zwischen den Spulen
das Spektrum rein reell ist und somit das System eine exakte PT-Symmetrie aufweist.

~100 7 0.4
_90‘ ‘\‘\ 0’2<
No—80{ N
e . = ~ 0,0 |
o —70 W ':
—60 — R(E,) —0.21 3(E4)
---- R(E-) - 3(E-) T
-50 : : ~0,4 , ,
0 20 40 60 0 20 40 60
d/cm d/cm

Abbildung 4.9: Real- und Imaginérteile der Energieeigenwerte (3.27) des in Abbildung
4.2 dargestellten Systems mit auftretendem Gewinn und Verlust in Abhéngigkeit des
Abstands d zwischen den Spulen.
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4.2 Dimensionierung P7T -symmetrischer Schwingkreise

Fir Abstiande d > 30,6 cm ist das Spektrum komplex konjugiert, somit ist die Symmetrie
gebrochen. Diese Symmetrieeigenschaften zeigen sich auch in den Eigenzustanden fiir die
verschiedenen Absténde, welche in Abbildung 4.10 dargestellt sind. Im Fall der exakten
PT-Symmetrie sind die Betragsquadrate der beiden Moden gleich grof3, was bedeutet,
dass in beiden Schwingkreisen dieselbe Energiemenge gespeichert ist. Im Gegensatz dazu
sind die Energien im Fall der gebrochenen P7T-Symmetrie verschieden. Aulerdem fallt
auf, dass sich die beiden Zusténde lediglich im Bereich der gebrochenen PT-Symmetrie
dadurch unterscheiden, dass hier die Betridge der beiden Moden vertauscht sind.

Das Verhalten des Systems in den jeweiligen Féllen wird im Folgenden fiir zwei exempla-
rische Abstinde genauer betrachtet. Zur Untersuchung der exakten P7T-Symmetrie kann
beispielsweise ein Abstand von d = 20 cm zwischen den Spulen betrachtet werden. Die
Kopplungskonstante des Systems £ = (627,989 + 2, 762¢) Hz kann mithilfe der Gleichung
(3.17) berechnet werden. Damit kénnen mithilfe der Gleichung (2.46) auch die beiden
Anregungsfrequenzen bestimmt werden, welche in Abbildung 4.11 dargestellt sind. In
diesem Fall unterscheiden sich die Amplituden nicht nur aufgrund der verschiedenen
Transmission-Lines, sondern auch wegen der verschiedenen effektiven Verlustfaktoren
nach Gleichung (3.10). Die Energien in den Schwingkreisen, welche in Abbildung 4.12a
zu sehen sind, sind wie bereits in Abbildung 4.10, dargestellt, gleichverteilt und zeitlich
konstant, womit es sich hierbei um einen stationaren Zustand des Systems handelt. Die
Moden des Systems sind in Abbildung 4.12b dargestellt. Dabei fillt auf, dass im Vergleich
zu den Moden des Hermiteschen Falls aus Abbildung 4.3b die Phasendifferenz der beiden
Moden geringer ist als im Hermiteschen Fall, in welchem diese 7 betragt.

Zur Betrachtung der gebrochenen P7T-Symmetrie kann geméafi Abbildung 4.9 ein groflerer

1,0 1,0
0,81 0,81
N 0,61 N 0,61
3 &
0,41 0,4
0,21 0,21
— laul? — la1l?
—_ 2 - 2
0,0{ |az| ‘ ‘ ‘ : 0,0{ — |az| ‘ ‘ ‘ :
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
d/cm d/cm
(a) Grundzustand (b) Angeregter Zustand

Abbildung 4.10: Betragsquadrat der Komponenten des Zustandsvektors (3.7) des in
Abbildung 4.2 dargestellten Systems fiir die beiden Losungen der Energieeigenwerte.
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4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise
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Abbildung 4.11: Real- und Imaginérteile der einlaufenden Wellen s, zur Realisation
des in Abbildung 4.2 dargestellten Systems mit exakter P77 -Symmetrie.

Abstand von beispielsweise d = 40 cm zwischen den Spulen betrachtet werden. Dadurch
betrdgt die gegenseitige Induktivitat M = 0,868 mH, womit & = (88,018 + 0, 387:) Hz
nach Gleichung (3.17) berechnet werden kann. Auch hier folgen die Anregungsfrequenzen
aus der Gleichung (2.46). Aufgrund der gebrochenen Symmetrie sind Gewinn und Verlust
nicht mehr ausgeglichen, wodurch die Energie im ersten Schwingkreis exponentiell ansteigt,
wohingegen die Energie im zweiten Schwingkreis exponentiell auf null absinkt, wie in
Abbildung 4.13b dargestellt. Mathematisch folgt das daraus, dass die Eigenwerte (3.27)
komplex konjugiert sind, wodurch die Exponenten der Zustandsfunktionen (4.3) und (4.4)
neben einem Imaginarteil, welcher die Schwingung der Mode beschreibt, einen zusétzlichen
Realteil besitzen. Ist dieser Realteil grofler null, so nimmt die Norm des Zustands und

1,0
0,81 —
S
&
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©
0,4/
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- laal?
0,0 : : : , / : : ,
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t/ms t/ ms
(a) Betragsquadrat des Zustandsvektors (b) Moden der Schwingkreise

Abbildung 4.12: In den Schwingkreisen gespeicherte Energien |ag|* und Moden a;, des
Grundzustands des in Abbildung 4.2 dargestellten System im Fall exakter PT-Symmetrie.
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4.2 Dimensionierung P7T -symmetrischer Schwingkreise
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Abbildung 4.13: In den Schwingkreisen gespeicherten Energien |a;|* und Moden ay,
des in Abbildung 4.2 dargestellten System im Fall der gebrochenen P7T-Symmetrie.

damit die Energie mit der Zeit zu, wohingegen diese fiir ein negatives Vorzeichen mit der
Zeit abnimmt. Diese Zu- und Abnahme der Energie ist auch im Verhalten der Moden,
welche in Abbildung 4.13a dargestellt sind, erkennbar. So nimmt die Amplitude des ersten
Schwingkreises analog zu dessen Energie exponentiell zu, wohingegen die Amplitude der
zweiten Mode exponentiell auf null absinkt.

System 4 Als zweites Beispiel wird erneut das in Abbildung 4.5 dargestellte System
betrachtet, aber wieder mit einem nicht verschwindenden Verlustfaktor. Dazu wird analog
zum dritten Beispiel im ersten Schwingkreis eine Transmission-Line mit Yex1 = 0,1
und im zweiten eine Transmission-Line mit Jex.2o = 40 eingebaut. Es werden keine
zusatzlichen Widerstande eingebaut und der effektive Verlustfaktor des Systems wird als
¥ = —T7,500 kHz gewahlt. Da auch hier symmetrische Schwingkreise betrachtet werden,
ist die Bedingung (3.9) erfiillen, womit die effektive Eigenfrequenz nach Gleichung (2.52)
w = 1,978 MHz betragt. Fiir einen Abstand von d = 18 cm zwischen den Spulen betragt
die gegenseitige Induktivitat M = 2,229 nH, wodurch fiir die Kopplungskonstante nach
Gleichung (3.17) & = (8,630 — 0,0337) kHz folgt. Dabei wurde der Abstand zwischen den
Spulen im Vergleich zum zweiten System reduziert, da sonst die Kopplungskonstante
betragsméafig kleiner als der Verlustfaktor und somit die P77 -Symmetrie bereits gebrochen
ware. Mithilfe dieser Groflen kénnen die Moden der Schwingkreise berechnet werden,
welche in Abbildung 4.14 dargestellt sind.

Da auch hier aufgrund der exakten P7T-Symmetrie das Betragsquadrat der Moden
konstant ist, werden in Abbildung 4.14 lediglich die Moden des Schwingkreises dargestellt.
Im Vergleich zu den Moden aus Abbildung 4.12b fallt auf, dass die Phasendifferenzen
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4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise
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Abbildung 4.14: Moden des in Abbildung 4.5 dargestellten Systems im Grundzustand.

zwischen den beiden Moden a; und as in beiden Systemen jeweils unterschiedlich sind.
Im Hermiteschen Fall aus Abbildung 4.3b liegt diese bei exakt 7, wohingegen diese im
Fall der PT-Symmetrie geringer ist. Die Grofle der Phasendifferenz hangt dabei von dem
Verhéltnis der Kopplungskonstanten und dem effektiven Verlustfaktors ab. Dies kann
beispielsweise am Vergleich der beiden Abbildungen 4.12b und 4.14 beobachtet werden.
Die Phasendifferenz der Moden aus Abbildung 4.12b liegt knapp unter 7, wohingegen
diese in Abbildung 4.14 etwas iiber § betrédgt. Die Phasendifferenz héngt dabei von dem
Verhaltnis des Betrags der Kopplungskonstanten und des effektiven Verlustfaktors ab. In
Abbildung 4.12b betrigt des Verhéaltnis etwa 2, wohingegen dieses in Abbildung 4.14 bei
ungefahr 1,1 liegt. Dies zeigt, dass im Grenzfall S — 1 die Phasendifferenz zwischen den
beiden Moden gegen 7 und fiir den Grenzfall % — oo gegen 7 konvergiert. Dies stimmt
auch mit den Befunden aus Abschnitt 4.1 iiberein, da der Fall ohne effektiven Gewinn
und Verlust durch ¥ = 0 dem Grenzfall % — oo entspricht und damit die Phasendifferenz,
wie in Abbildung 4.3b zu sehen, tatsachlich 7 betragt.

4.2.2 Kapazitive Kopplung mit negativer Induktivitat und negativer
Kapazitat

Obwohl diese Kopplungsvariante nach Abschnitt 3.2 die Bedingungen fiir ein P7T-
symmetrisches System erfiillt, kann damit kein P7-symmetrisches System experimentell
realisiert werden. Dies liegt daran, dass fiir die Kopplungskonstante (3.26) & ~ w} — w3
gilt. Aufgrund dessen kénnen die beiden Schwingkreise nicht symmetrisch beziiglich dem
Betrag ihrer Eigenfrequenzen |wy| gewéhlt werden, da sonst & = 0 gilt und die beiden
Schwingkreise somit effektiv ungekoppelt sind. Nach Abschnitt 3.1 muss das System

zusétzlich die Bedingungen (3.9) und (3.10) erfiillen. Einsetzen der zweiten Bedingung in
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4.3 Dimensionierung anti-PT -symmetrischer Schwingkreise

die erste, zusammen mit den Gleichungen (2.52) und (2.61) liefert die Gleichung

\/w%—'vﬂ:\/w%—’“ﬂ & wl=ws. (4.6)

Diese ist aber nur erfiillbar, wenn die beiden Schwingkreise symmetrisch beziiglich
des Betrags ihrer Eigenfrequenzen |wy| gewéhlt werden. Dies hat nach der vorherigen
Betrachtung & = 0 zur Folge. Dies zeigt, dass mit der kapazitiven Kopplung mit negativer
Induktivitdt und negativer Kapazitat in einem der beiden Schwingkreise experimentell
kein PT-symmetrisches System aus zwei gekoppelten Schwingkreisen realisierbar ist.

4.3 Dimensionierung anti-P7 -symmetrischer
Schwingkreise

Geméf der Betrachtung der Energieeigenwerte des anti-P7 -symmetrischen Systems in
Abschnitt 3.2.1 muss fir eine exakte anti-P7T-Symmetrie |5 > & gelten. Der in dieser
Arbeit verwendete Ansatz der linearen Kopplung, wodurch die Differentialgleichungen der
gekoppelten Schwingkreise in der Form (3.1) und (3.2) geschrieben werden konnen, gilt
allerdings nur fiir den Fall der schwachen Kopplung |&| < wy. Obwohl dies im Fall der
exakten anti-P7T-Symmetrie nicht mehr erfiillt ist, wird der Einfachheit halber trotzdem
von einer nédherungsweise linearen Kopplung ausgegangen [15].

Geméfl Abschnitt 3.2 ist ein anti-P7T-symmetrisches System sowohl durch zwei her-
kommliche, kapazitiv gekoppelte Schwingkreise, als auch durch zwei kapazitiv gekoppelte
Schwingkreise mit negativer Induktivitdt und negativer Kapazitdt in einem der beiden
Schwingkreise realisierbar. Zum Vergleich der verschiedenen Kopplungsmoglichkeiten
wird das System 4.2 aus Abschnitt 4.1 fir die beiden verschiedenen Kopplungsvarianten
angepasst, um damit jeweils die anti-P7T-Symmetrie zu realisieren.

4.3.1 Herkommliche kapazitive Kopplung

Es wird erneut das in Abbildung 4.2 dargestellte System betrachtet, wobei die Schwing-
kreise jetzt kapazitiv gekoppelt sind, sodass sich die Kondensatoren der Schwingkreise
wie in Abbildung 2.6 jeweils zwischen der Erdung und dem Kopplungskondensator be-
finden. Um die Bedingung (3.30) zu erfiillen, welche anschaulich besagt, dass in beiden
Schwingkreisen ein effektiver Gewinn beziehungsweise Verlust auftritt, miissen beide
Schwingkreise einen effektiven Verlustfaktor 9 2 0 besitzen. Aufgrund dessen wird als
erstes Beispiel ein System betrachtet, in dem in beiden Schwingkreisen ein effektiver
Gewinn auftritt. Zusatzlich werden in beiden Schwingkreisen Transmission-Lines mit
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4 Dimensionierung der gekoppelten Schwingkreise

Yext:k = 0,1 betrachtet. Auch hier wird in keinem der beiden Schwingkreise ein zusétz-
licher Widerstand eingebaut, sodass der Gesamtwiderstand in beiden Schwingkreisen
jeweils dem intrinsischen Widerstand der Spulen entspricht. Zuséatzlich wird der effek-
tive Verlustfaktor erneut als ¥ = —330 Hz gewahlt. Mit der effektiven Eigenfrequenz
& = 75,037kHz aus der Gleichung (2.52) konnen erneut mithilfe der Gleichung (2.46)
die Anregungsfrequenzen bestimmt werden. Um das allgemeine Verhalten des Systems
zu untersuchen, kénnen analog zum Abschnitt 4.2 die Energieeigenwerte des Systems
fiir verschiedene Kopplungskonstanten betrachtet werden. Dazu kann die Kopplungskon-
stante iiber verschiedene Kapazitaten des Kopplungskondensators variiert werden. Die
daraus resultierende Abbildung 4.15, welche die Real- und Imaginarteile der Energie-
eigenwerte fiir verschiedene Werte der Kapazitiat des Kopplungskondensators darstellt,
zeigt erneut die verschiedenen Symmetriebereiche des Systems. So ist fiir Kapazitaten
Cc > 240 pF die anti-P7T-Symmetrie des Systems exakt, da hier die Eigenwerte rein
imaginér sind. Fiir Kapazitaten Cc < 240 pF ist diese hingegen gebrochen, da in diesem
Fall die Realteile der Eigenwerte ungleich null sind. Dieses Verhalten zeigt sich erneut
auch im Betragsquadrat der Zustandsvektoren, welche in Abbildung 4.16 ebenfalls fiir
verschiedene Kapazitaten des Kopplungskondensators dargestellt sind. Diese verhalten
sich analog zum P7T-symmetrischen Fall, der in Abbildung 4.10 dargestellt ist. Auch
hier sind im Fall der exakten Symmetrie die in den beiden Schwingkreisen gespeicherten
Energien gleich grof3, wohingegen sich diese im Fall der gebrochenen Symmetrie unter-
scheiden. Ebenfalls gleich ist, dass der einzige Unterschied zwischen dem Grund- und
dem angeregten Zustand darin liegt, dass im Bereich der gebrochenen Symmetrie die
Betrége der beiden Moden vertauscht sind.

Zur Betrachtung der exakten Symmetrie kann exemplarisch ein Kopplungskondensator

501 100
T N
¥ I
v 0 ' T 0 |
w // o \\
_50 T ’,//’ _ m(E+ ) B 100 | 3(E+ ) \\\\\\\
——————— i ---- R(E-) —— 3(E_) e
0 200 400 0 200 400
CclPpF Cc / pF

Abbildung 4.15: Real- und Imaginérteile der Energieeigenwerte des in Abbildung 4.2
dargestellten Systems in Abhédngigkeit der Kapazitat des Kopplungskondensators.
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4.3 Dimensionierung anti-PT -symmetrischer Schwingkreise
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Abbildung 4.16: Betragsquadrate ]ak\Q der Zustandsvektoren des in Abbildung 4.2
dargestellten Systems.

der Kapazitat Cc = 300 pF verwendet werden, wodurch fiir die Kopplungskonstante
(3.36) & = (93,798 — 0,413i)kHz berechnet werden kann. Die Moden des Systems
sowie deren Betragsquadrate sind in Abbildung 4.17 sowohl fiir den Grundzustand als
auch den angeregten Zustand dargestellt. Diese zeigt, dass keiner der beiden Zustédnde
stationar ist, da im Grundzustand die Energien in beiden Schwingkreisen exponentiell
auf null abfallen, wohingegen die Energien im angeregten Zustand beide exponentiell
zunehmen. Dies zeigt sich auch in den Amplituden der Moden in Abbildung 4.17b, wobei
die Realteile der Moden jeweils mit verschiedenen Vorzeichen zu oder abnehmen. Im
Gegensatz dazu ist der Imaginérteil einer der beiden Moden konstant null, wodurch
jeweils eine der beiden Moden eine rein reelle Grofe ist. Im Grundzustand ist die Mode
des zweiten Schwingkreises reell und der Imaginarteil der ersten Mode nimmt exponentiell
ab. Dagegen ist im angeregten Zustand die Mode des ersten Schwingkreis reell und der
Imaginarteil der zweiten Mode nimmt exponentiell zu. Dieses Verhalten folgt daraus,
dass im Fall der exakten anti-P7T-Symmetrie die Energiecigenwerte rein imaginér sind,
wodurch die Exponenten der Ansétze (4.3) und (4.4) rein reell sind. Dadurch tritt keine
Oszillation der Moden auf, sondern lediglich eine exponentielle Zu- oder Abnahme. Dies
zeigt, dass sich PT- und anti-P7T -symmetrische Systeme grundlegend anders verhalten,
obwohl sich die entsprechenden Hamilton-Operatoren geméfl Gleichung (3.43) nur um
eine imaginare Einheit unterscheiden. So sind die Energien in den Schwingkreisen in
beiden Fallen zwar zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleichverteilt, im P7T-symmetrischen Fall sind die
Energien aber konstant, wohingegen diese im anti-P7T -symmetrischen Fall exponentiell
zu- oder abnehmen. Auch die Moden unterscheiden sich, da im Fall der P7T-Symmetrie die
Maximalamplitude der Moden ebenfalls konstant sind und diese oszillieren, wohingegen
im Fall der anti-PT-Symmetrie die Moden nicht oszillieren und die Maximalamplituden
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Abbildung 4.17: Verhalten der Moden a; und der in den Schwingkreisen gespeicherten
Energien |ak|2 der in Abbildung 4.2 dargestellten kapazitiv gekoppelten Schwingkreise
im Fall exakter anti-P7-Symmetrie, wobei der angeregte Zustand jeweils gepunktet
eingezeichnet ist.

exponentiell zu- oder abnehmen.

Im Gegensatz dazu kann gemafl Abbildung 4.15 durch Verwendung eines Kopplungskon-
densators der Kapazitit Co = 100 pF ein System mit gebrochener anti-P7T-Symmetrie
realisiert werden. In diesem Fall gilt fiir die Kopplungskonstante nach Gleichung (3.36)
K = (31,266—0, 138i) kHz, wodurch sich das in Abbildung 4.18a dargestellte Verhalten der
Moden ergibt. Hier nimmt die Energie in den Schwingkreisen in beiden Moden exponenti-
ell zu, sowohl im Grund- als auch im angeregten Zustand. Dabei nimmt die Energie in den
Schwingkreisen unterschiedlich schnell zu. Der einzige Unterschied zwischen den beiden
Zustanden besteht darin, dass hier die beiden Moden die Rollen tauschen. Damit nehmen
auch die Amplituden der beiden Moden, die in Abbildung 4.18a dargestellt sind, exponen-
tiell zu, wobei die Moden zusétzlich eine Schwingung ausfithren. Die Schwingungen der
Moden stammen daher, dass die Energieeigenwerte im Fall der gebrochenen Symmetrie
zusitzlich jeweils einen Realteil besitzen, der die Oszillation der Moden beschreibt. Ein
Vergleich der Abbildung 4.18 mit Abbildung 4.13 des PT-symmetrischen Systems mit
gebrochener Symmetrie zeigt, dass diese sich sehr dhnlich verhalten. In beiden Fallen
oszillieren die Moden der Schwingkreise mit nicht konstanter Maximalamplitude. Der
einzige Unterschied besteht darin, dass im P7 -symmetrischen Fall die Maximalamplitude
einer Mode zunimmt und die Maximalamplitude der anderen abnimmt, wohingegen im
anti-P7T -symmetrischen System beide Maximalamplituden zunehmen. Dieser Unterschied
folgt aus den Bedingungen zur Realisierung der PT - beziehungsweise anti-P7T-Symmetrie,
welche in Kapitel 3 hergeleitet wurden. So miissen fiir die PT-Symmetrie nach der Be-
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Abbildung 4.18: Verhalten der Moden a; und der in den Schwingkreisen gespeicherten
Energien \ak|2 der in Abbildung 4.2 dargestellten kapazitiv gekoppelten Schwingkreise
mit einer gebrochenen anti-P7-Symmetrie.

dingung (3.10) die beiden effektiven Verlustfaktoren der Schwingkreise verschiedene
Vorzeichen besitzen, weshalb die Energie in einem der Schwingkreise zu- und im ande-
ren abnimmt. Dahingegen miissen fiir die anti-P7-Symmetrie nach Bedingung (3.30)
die beiden effektiven Verlustfaktoren tibereinstimmen, weshalb die Energie in beiden
Schwingkreisen zunimmt.

In den bis jetzt betrachteten Systemen trat in jedem der Schwingkreise ein effektiver
Gewinn auf. Im Gegensatz dazu kann auch ein System mit einem positiven effektiven
Verlustfaktor in beiden Schwingkreisen betrachtet werden. Dafiir wird der effektive Ver-
lustfaktor als ¥ = 0,273 kHz gewéhlt. Damit kann mithilfe der Gleichung (3.36) die
Kopplungskonstante £ = (93,798 + 0, 341i) kHz berechnet werden. Ein Vergleich der Mo-
den dieses Systems, welche in Abbildung 4.19b dargestellt sind, mit denen aus Abbildung
4.17 zeigt, dass sich diese qualitativ gleich verhalten. Der einzige Unterschied besteht in
den Imaginarteilen der Moden. In diesem Fall ist die Mode des ersten Schwingkreises
in beiden Zustanden rein reell und die Maximalamplitude der zweiten Mode nimmt
exponentiell zu oder ab. Dies folgt aus der Struktur der Wellenvektoren (4.3) und (4.4).

Da die Eigenwerte £, nach Abschnitt 3.2 rein imaginér sind und die Wurzel 4/ ]i%|2 — w?
in diesem System betragsmafBig deutlich grofler als der effektive Verlustfaktor ¥ ist, hat
die Anderung des Vorzeichens des effektiven Verlustfaktors keinen signifikanten Einfluss
auf den Exponenten der Ansétze (4.3) und (4.4) und damit auf die Zeitentwicklung der
Zustande des Systems. Die Unterschiede in den Imaginérteilen der Moden ergeben sich
aus den unterschiedlichen Eigenzusténden der beiden Systeme.
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Abbildung 4.19: Verhalten der Moden a; und der in den Schwingkreisen gespeicherten
Energien |ak|2 der in Abbildung 4.2 dargestellten kapazitiv gekoppelten Schwingkreise
mit exakter anti-P7T-Symmetrie und einem positiven effektiven Verlustfaktor.

4.3.2 Kapazitive Kopplung mit negativer Induktivitat und negativer
Kapazitat

Analog zum Abschnitt 4.2.2 erfiillt diese Kopplungsvariante zwar die mathematischen
Bedingungen aus Abschnitt 3.2, trotzdem lasst sich damit experimentell kein System aus
gekoppelten Schwingkreisen mit einer anti-P7-Symmetrie realisieren. Dies liegt erneut
daran, dass fiir die Kopplungskonstante (3.41) ebenfalls & ~ w? — w2 gilt und somit die
beiden Schwingkreise fiir ein gekoppeltes System erneut nicht symmetrisch beziiglich
ihrer Eigenfrequenzen |wy| gewdhlt werden dirfen. Dies steht aber im Widerspruch zu der
Bedingung (3.29), welche durch das Einsetzen der Gleichungen (2.52) und (2.61) ebenfalls
aquivalent zu Gleichung (4.6) ist. Daraus folgt, dass mit der kapazitiven Kopplung
mit negativer Induktivitat und negativer Kapazitat in einem der beiden Schwingkreise
experimentell weder ein PT-symmetrisches noch ein anti-P7T -symmetrisches System aus
zwei gekoppelten Schwingkreisen experimentell realisierbar ist.
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b Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, explizite Bauteile zur Realisierung von P7- und anti-
PT-symmetrischen gekoppelten Schwingkreisen zu bestimmen. Dafiir wurde der Moden-
Formalismus, mit welchem solche gekoppelten Systeme einfach beschrieben werden
konnen, von Grund auf hergeleitet. Um diese Schwingkreise auch experimentell realisieren
zu konnen, wurden nicht nur ideale Schwingkreise, sondern auch reale, experimentell
realisierbare Schwingkreise mit Verlusten betrachtet. Durch die vollstandige Herleitung des
Formalismus konnen die Bedingungen fiir die Symmetrien der betrachteten Systeme nicht
nur in Abhangigkeit der effektiven GroBlen des Moden-Formalismus angegeben werden,
sondern diese konnen auch direkt auf die Bauteilgrofien der einzelnen Schwingkreise
zuriickgefithrt werden, was die Dimensionierung der verschiedenen Systeme ermoglicht.

Zur Realisierung der PT- und anti-P7T -Symmetrie wurden drei verschiedene Kopplungsva-
rianten untersucht. Diese Untersuchung zeigt, dass sich PT-symmetrische Systeme einfach
durch zwei induktive gekoppelte Schwingkreise aus gewohnlichen Bauteilen realisieren
lassen. Fiir die Realisierung eines anti-P7 -symmetrischen Systems konnen zwei kapazitiv
gekoppelte Schwingkreise mit herkémmlichen Bauteilen betrachtet werden. Insgesamt
wurde also fiir beide Symmetrien jeweils ein experimentell realisierbares System gefun-
den. Da fiir beide Kopplungsvarianten lediglich gewohnliche Bauteile verwendet wurden,
sind die in dieser Arbeit exemplarisch betrachteten Schwingkreise einfach experimentell
realisierbar. Damit konnen Eigenschaften der P7T- und anti-P7T-Symmetrie an einfachen
Systemen beobachtet und untersucht werden. Ein weiterer Vorteil ist, dass gekoppelte
elektromagnetische Schwingkreise anschaulicher sind als Quantensysteme und damit
einen einfacheren Zugang zu diesem Themengebiet ermoglichen. Das betrachtete System
aus zwei kapazitiv gekoppelten Schwingkreisen mit negativer Induktivitdt und negativer
Kapazitédt in einem der Schwingkreise ist insofern interessant, da dieses System mit mini-
malen Anpassungen sowohl eine PT-symmetrische als auch eine anti-PT-symmetrische
Struktur aufweisen kann. FEine genauere Untersuchung zeigt allerdings, dass sich weder
die PT- noch die anti-P7T-Symmetrie experimentell mit diesem System realisieren las-
sen. Zusatzlich wiirden fiir diese Kopplungsvariante komplexe Komponenten, die sich
wie Kondensatoren und Spulen mit negativer Kapazitat beziehungsweise Induktivitét
verhalten, benétigt, was eine einfache experimentelle Realisierbarkeit ausschliefit.

Die Untersuchung der verschiedenen Symmetrien und ihrer Eigenschaften zeigt, dass
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5 Zusammenfassung und Ausblick

sich stationdre Zustédnde lediglich in PT-symmetrischen Systemen ergeben. Im Fall der
anti-PT-Symmetrie nehmen die Energien je nach Zustand des Systems exponentiell
zu oder ab. Dies zeigt auch, dass sich PT- und anti-P7T-symmetrische Systeme im
Fall der exakten Symmetrie grundlegend unterscheiden, wohingegen diese im Fall der
gebrochenen Symmetrie ein dhnliches Verhalten aufweisen. Sowohl in der P7T- als auch
in der anti-P7T-Symmetrie treten exzeptionelle Punkte auf, welche in dieser Arbeit aber
nicht genauer untersucht wurden. Aufgrund dessen konnte sich eine zukiinftige Arbeit mit
der Realisierung eines Systems zur Untersuchung dieser exzeptionellen Punkte befassen.
In der theoretischen Betrachtung zweier gekoppelter Schwingkreise wurde auflerdem der
Einfachheit halber die Annahme einer linearen Kopplung verwendet, welche aber eigentlich
nur im Fall |f| < wy gilt. Diese Annahme ist aber im Fall der exakten anti-P7 -Symmetrie
nicht mehr erfiillt. Aufgrund dessen konnte diese Annahme in einer zukiinftigen Arbeit
mit einem allgemeinen Ansatz einer nichtlinearen Kopplung tberprift werden. Aulerdem
wurden die zur Realisierung der Systeme benétigten duleren Anregungsfrequenz nur am
Rande betrachtet und aufgrund dessen nur numerisch bestimmt. In einer zukiinftigen
Arbeit konnen diese genauer beziiglich ihrer Eigenschaften und einer geschlossenen Form
untersucht werden.

Weitere mogliche Ansatzpunkte zukiinftiger Arbeiten sind die Untersuchung anderer
Kopplungsmethoden, zum Beispiel die Kopplung iiber einen zuséatzlichen Widerstand als
eine alternative Realisierungsmoglichkeit eines anti-P7 -symmetrischen Systems [15]. Des
weiteren konnen Systeme aus mehr als zwei gekoppelten Schwingkreisen als erweiterte
Moéglichkeit zur Energietibertragung untersucht werden. Fiir die Realisierung eines Sys-
tems zur Untersuchung der in dieser Arbeit betrachteten Symmetrien, konnen gekoppelte
Schwingkreise mit Potentiometern als Widerstéinde verwendet werden. Damit kénnen
durch eine geeignete Wahl der Transmission-Lines die verschiedenen Symmetriebereiche
des Systems ohne das Tauschen oder Bewegen von Komponenten, lediglich durch das
Verandern der Widerstande beobachtet werden.
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A Ubersicht der verwendeten GroBen

Symbol | Definition | Bedeutung
1 . . . . .
Wi oL Eigenfrequenz eines idealen Schwingkreises
- Eigenfrequenz eines verlustbehafteten Schwingkrei-
v Eigenfrequenz eines verlustbehafteten Schwingkrei-
w 2 _ X2
g V&% = Tk | ses mit angeschlossener Transmission-Line
T Frequenz der durch die Transmission-Line einlau-
fenden Welle
y Effektive Frequenz des Schwingkreises bei &uflerer
Wi 2 _ g2
V& T Tk Anregung
R Verlustfaktor durch die Widerstande im Schwing-
,YR;]C ges; k
2L kreis
Atk Verlustfaktor durch die an der Transmission-Line
o reflektierten Welle
= . Gesamt-Verlustfaktor durch den Widerstand und
Yk TYR;k + Vext;k . .. .
die Transmission-Line
Effektiver Verlustfaktor, der die Verluste durch Wi-
Vi derstand und Transmission-Line und den Gewinn
durch die einlaufende Welle zusammenfasst
/ - . Ersatzfrequenz bestehend aus der Eigenfrequenz
wy, Wk + VYR:k
und dem Verlustfaktor
o . o Effektive Ersatzfrequenz bestehend aus der effekti-
Wy, W + 1Yk ] '
ven Kigenfrequenz und dem effektiven Verlustfaktor

Tabelle A.1: Eine Ubersicht der verschiedenen, in dieser Arbeit verwendeten Eigenfre-
quenzen und Verlustfaktoren zur Beschreibung von Schwingkreisen.
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A Ubersicht der verwendeten GréBen

Wird lediglich ein Schwingkreis betrachtet, dann wird der Index k der Groflen weggelassen,
mit Ausnahme der Eigenfrequenz, welche als wy bezeichnet wird. In einem System aus
zwei gekoppelten Schwingkreisen beschreibt der Index k = 1,2 zu welchem der beiden
Schwingkreise die jeweilige Grofle gehort.
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