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Verhalten von Beton auf Zug, Teil 2
Behaviour of Concrete in Tension, part 2

Prof. Dr.-Ing. R. Eligehausen und Dipl.-Phys. G. Sawade, Stuttgart

3. Theoretische Uberlegungen

Zur Beschreibung des in den Versuchen beobachteten nicht-

linearen Verhaltens von zugbeanspruchtem Beton ist von bruch-

mechanischen Uberlegungen auszugehen. Dabei wird unter

Beachtung thermodynamischer Gesichispunkte (siehe [18]) von

folgenden Annahmen ausgegangen. Sie gelten fiir monoton

ansteigende Verformungen.

- Zur Erzeugung eines (Mikro-)Risses mit der Breite wj, ist eine
RiBsffnungsenergie G(wg) erforderlich.

-~ Die gesamte freie Energie eines Kdrpers entspricht der
Summe aus der elastischen Verformungsenergie und der
RiBbildungsenergie.

—~ Bei vorgegebenen Randbedingungen ergeben sich die Span-
nungen im Kdrper und die RiBbreite aus dem Le Chate-
lier'schen Prinzip, wonach die freie Energie einem Minimum
zustrebt.

—~ Die nichtlinearen Verformungen sind im RiB konzentriert, wah-
rend der restliche Bereich ein elastisches Verhalten aufweist.

Diese Annahmen werden im folgenden auf den einfachsten Fall,
einen Zugstab der Lange | mit konstantem Querschnitt A=1,
angewandt. Der Zugstab ist an einem Ende festgehalten (u=0),
und am anderen Ende wird ihm eine monoton ansteigende Verfor-
mung u, so aufgezwungen, daB sich ein homogener Spannungs-
und Verzerrungszustand Gber den Querschnitt ergibt.

Die erforderliche Energie zur Erzeugung eines Risses der Breite

wp im urspriinglich ungerissenen Beton betrégt:

Wa
G(wa) = [ g(w)-dw ()
[+]

mit

g (w) [\mm?] = spezifische RiBdffnungsenergie. Sie hangt nur
von der Betonzusammensetzung ab.

Die elastisch gespeicherte Energie ergibt sich zu

|
e
U—2EIU’ dx (3)
(+]
mit

E = Elastizititsmodul des zugbeanspruchten Betons
o = Spannung im Querschnitt

°=$(u1 — Wg), Wa < Uy )

Setzt man Gleichung (4) in Gleichung (3) ein, ergibt sich die
Gesamtenergie W zu

W=U+Gwy
Wr

W () = 5 Uy~ walt+ j g (W) dw (8)
(o]

Die Gesamtenergie hangt nach Gleichung (5) bei vorgegebener
Verformung u, nur von der RiBbreite ws ab. Die Minimalbedin-
gung lautet daher:

=~ S + g =0 ©)
Die RiBbreite betragt bei ungerissenem Beton wa = 0 und kann
nur Werte wy > 0 annehmen. Daher ist Gleichung (6) bis zum
Erreichen der kritischen Verformung u,

3. Theoretical considerations

For describing the experimentally observed non-linear behaviour

of concrete loaded in tension it is necessary to base oneself on

considerations of fracture mechanics. Taking account of ther-

modynamic aspects (see [18]), the following assumptions are

adopted; these are applicable to monotonically increasing defor-

mations:

- For producing a (micro-)crack of width wy the required crack
opening energy is G(wg).

- The total free energy of a body corresponds to the sum of the
elastic strain energy and the cracking energy.

~ For given boundary conditions the stresses in the body and

the crack width are obtained from Le Chatelier's principle

which states that the free energy strives to attain a minimum.
-~ The linear deformations are concentracted in the crack, while

there occurs elastic behaviour in the rest of the body.
These assumptions will now be applied to the simplest case,
namely, a tensile bar of length | and constant cross-sectional area
A = 1. The bar is fixed at one end (u = 0); at its other end a
monotonically increasing deformation u, is so applied that a
homogeneous state of stress and strain is obtained over the
cross-section.

For a given deformation u, the requisite energy for producing a
crack of width wp in the originally uncracked concrete is:
where: g(w) [N/mm? = specific crack opening energy, which
depends only on the composition of the concrete.
The elastically stored energy is:
where: E = moduls of elasticity of the concrete in tension

o = stress in cross-section
On substitution of equation (4) into equation (3) we obtain the total
energy vy as expressed by:
According to equation (5) the total energy will, for a given defor-
mation u,1 depend only on the crack width ws. The minimum
condition is therefore:
In uncracked concrete the crack width wg = 0 and can only

acquire values wy > 0. Therefore equation (6) is not soluble up to
the attainment of the critical deformation u, (i.e., the concrete
remains uncracked): .

At a deformation u = u, cracking begins. The associated stresses
are determined with the aid of equation (4), giving:

The maximum value of the stress - i.e., the lensile strength of the
concrete — is obtained for wg = 0, provided that (wa) <0,
as follows:

Equation (8) states that the tensile stress transferable across a
crack with a given width corresponds to the specific crack opening
energy. It can be determined by means of a centric tensile test.
The empirically obtained equation (1) is therefore to be regarded
as a characteristic “material law” for the concrete investigated in
this research.

According to equation (9) the tensile strength of concrete can be
determined only from the specific crack opening energy g(w). Itis
theorstically independent of the length of the specimen. In reality,
however, it is affected by the length of the specimen, because the
composition of the concrete in the specimen varies within certain
limits, so that the specific crack opening energy is non-uniformly
distributed through the specimen (statistical effect).

The foregoing theoretical considerations show that the non-linear
behaviour of concrete in tension must be regarded as due to
micro-cracking. The decrease in the stress transferable across the



390 BETONWERK + FERTIGTEIL-TECHNIK

HEFT &/1985

U.=é-g(“'u=0) @

nicht 1asbar; d. h. der Beton bleibt ungerissen. Bei einer Verfor-
mung u = U, beginnt die RiBbildung. Die zugehdrigen Spannun-
gen ergeben sich aus Gleichung (6) mit Gleichung (4) zu:

o (we) = g (Wa) ()
Den Hachstwert der Spannung — die Betonzugfestigkeit - erhalt

man fiir wg = 0, sofemgd%'l< 0 gilt, zu:
R
o(wa=0)=p,=g(Wa=0) ©)

Gleichung (8) besagt, daB die Ober einen RiB mit vorgegebener
Breite Gbertragbare Zugspannung der spezifischen RiBoffnungs-
energie entspricht. Sie kann im zentrischen bashmrpt
werden. Die empirisch gefundene Gleichung (1) ist daher als ein
charakteristisches Materialgesetz fir den hier gepriiften Beton
anzusehen.

Nach Gleichung (9) 148t sich die Betonzugfestigkeit nur mit Hilfe
der spezifischen RiBdfinungsenergie g(w) erklaren. Die Beton-
zugfestigkeit ist theoretisch unabhéngig von der Kérperlange. In
Wirklichkeit hangt sie jedoch von den Kdrperabmessungen ab, da
die Betonzusammensetzung im Korper in gewissen Grenzen
schwankt und damit die spezifische RiBdffnungsenergie ungleich-
maBig Gber den Kdrper verteilt ist (statistischer Effekt).

Die vorstehenden theoretischen Uberlegungen zeigen, daB das
nicht-lineare Verhalten von zugbeanspruchtem Beton als Foige
der MikroriBbildung anzusehen ist. Die Abnahme der Gber den
RiB Gbertragbaren Spannung mit zunehmender RiBbreite folgt
aus Grinden der Energieminimierung. Bei vollstandiger Trennung
der RiBufer (o(w) = 0) entspricht die pro RiB-Flache verbrauchte
Arbeit dern Wert Gy, der fiir einen Beton bestimmter Zusammen-
setzung konstant ist.

Diese energetischen Betrachtungen kdnnen auch auf Beanspru-
chungszustande mit Dehnungsgradienten Gbertragen werden. Sie
liefern dann das in [5] vorgeschlagene und in [19] verbesserte
RiBmodell (Bild 17).

4. SchluBfolgerungen

Die durchgefiihrten experimentelien und theoretischen Untersu-
chungen lassen folgende SchiuBfolgerungen zu:

1. Beton versagt bei zentrischer Zugbelastung nicht sprode,
sondem nach Erreichen der Hdchstspannung fallt die Gber-
tragbare Zugspannung bei zunehmenden Verformungen im
RiBbereich stetig ab. Bei Erreichen der Hochstspannung bildet
sich ein MikroriB, der bei dem hier verwendeten Beton i. a. um
die Zuschlage herumlief. Der Beton direkt neben diesem RiB
verhdlt sich praktisch linear-elastisch. Die nicht-linearen
Betonverformungen sind also in einem diskreten RiB konzen-
triert. Die Lastiibertragung nach Bildung eines Mikrorisses ist
hauptsachlich auf die riBlberbriickende Wirkung der groben
Zuschlage (Komverklammerung) zurlickzufihren.

2. Das Verhalten des Betons bei Zugbeanspruchung mit Deh-
nungsgradienten kann durch das in [5] vorgeschlagene und in
[19] modifizierte Modell beschrieben werden (Bild 17). Dieses
Modell folgt auch aus energetischen Betrachtungen. Bis zu
einer kritischen RiBdffnung sind die RiBufer spannungsfrei,
d. h. es liegt ein echter RiB vor. An diesen echten RiB schlieBt
sich die sog. RiBprozeBzone mit einem nicht-linearen Mate-
rialverhalten an. AuBerhalb der RiBprozeBzone verhalt sich
der Beton linear-elastisch, wobei die Zugspannung maximal
die zentrische Zugfestigkeit erreichen kann. Die Lange des
sichtbaren Risses héngt von der Beobachtungsmethode ab.
Bei sehr starker VergrdBerung fallt der Beginn des sichtbaren
Risses mit dem Beginn der RiBprozeBzone zusammen. Bel
Beobachtung mit dem bloBen Auge wird der sichtbare RiB
innerhalb der RiBprozeBzone enden.

3. Die Verteilung der Spannungen in der RiBprozeBzone hangt
von dem Zusammenhang zwischen (bertragbarer Zugspan-
nung und RiBbreite sowie dem Verlauf der RiBbreite Gber die
Lange der RiBprozeBzone ab. Der Zusammenhang zwischen
der Gber den RiB Gbertragbaren Zugspannung und der RiB-
breite (Bild 9) ist fir einen bestimmten Beton ein Materialge-
setz. Demgegendber wird der Verlauf der RiBbreite durch

crack with increasing crack width occurs in consequence of
energy minimization. When complete separation of the crack
faces has been achieved [o(w) = 0}, the energy consumed per
unit area is equal to the value G, which is constant for concrete of
a particular composition.

The energy considerations can also be applied to states of stress
with strain gradients. They then lead to the cracking model
propsed in [5] and [19] (Fig. 17).
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Flgi)ff. Stress distribution at the tip of a crack In concrete (sccording to
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Fig. 17. Répartition de la contrainte aux environs de la pointe d'une flssures
de béton (selon [19])

4, Concluslons

The experimental and theoretical investigations that have been
carried allow the following conclusions:

1. Concrete under centric tensile load does not undergo brittle
failure: instead, after the maximum stress has been aftained,
the transferable tensile stress decreases continously with
increasing deformations. When the maximum stress is
attained, a micro-crack develops which, in the concrete under
investigation, generally passed round the aggregate particles
and became wider with increasing imposed deformation. On
the other hand, the concrete directly beside this crack behaves
in a practically linear-elastic manner. Load transfer after micro-
cracking is mainly due to the crack-bridging effect of the
coarse aggregate (so-called aggregate interlock).

2. The behaviour of concrete under tensile loading in conjunction
with strain gradients can be described by means of the model
proposed by Hillerborg [5] and modified by Ingraffea [19]
(Fig. 17). This model is also arrived at on the basis of energy
considerations. Up to a critical crack opening displacement the
crack faces are stress-fres, i.e., there exists a real crack. This
real crack joins up with a so-called cracking process zone with
non-linear material behaviour. Outside this zone the concrete
exhibits linear-elastic behaviour, while the tensile stress can at
most attain the centric (direct) tensile strength. The length of
the visible crack depends on the method of observation
employed. With very powerful magnification the start of the
visible crack coinsides with the start of cracking process zone.
Viewed with the naked eye, the visible crack will end within the
cracking process zone.

3. The distribution of the stresses in the cracking process zone
depends on the relation between transferable tensile stress
and crack width and also on the behaviour of the crack width
over the length of the cracking process zone. The relation
between the tensile stress transferable across the crack and
the crack width (Fig. 9) is a “material law" for a particular
concrete. On the other hand, the crack width behaviour is
determined by geometric quantities. This means that the

length of the cracking process zone cannot be a value specific
to the material.
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geometrische GrdBen bestimmt. Dies bedeutet, daB die
Lange der RiBprozeBzone kein materialspezifischer Wert sein
kann [18].

4. Bedingt durch die betrachtliche Lange der RiBprozeBzone, ist
die nach der linearen Bruchmechanik bestimmte kritische
RiBfortschrittsenergie G, bei (blichen Abmessungen der
Betonbalken (250 cm) keine Materialkonstante, sondermn von
den Korperabmessungen abhéngig. Demgegenlber handelt
as sich bei der insgesamt zur RiBausbreitung verbrauchten
Energie Ge um einen materialspezifischen Kennwert. Er
betragt fir den verwendeten Beton G¢~0,10 N/mm.

5. Die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen stimmen
ausreichend genau mit denjenigen friiherer Arbeiten [12, 13,
15, 16] (berein.

6. Bei Verankerungen mit Kopfbolzen bilden sich Mikrorisse
deutlich vor Erreichen der Hdchstlast und verlangem sich
stabil mit zunehmender Last. Die Stelle der héchsten Zug-
spannung an der RiBspitze wandert somit vom Ort der
Lasteinleitung entlang des Mantels des spateren Bruchkegels
nach auBen. Bei Hochstlast hat sich der RiB an der hochstbe-
anspruchten Stelle so weit gedfinet, daB er vermutlich keine
Zugspannungen mehr (bertragen kann. Mit zunehmenden
aufgezwungenen Verformungen verlangert sich dieser Makro-
riB und schiebt die RiBprozeBzone vor sich her. Dieses Ver-
halten dirfte auch fiir Verankerungen mit anderen Befesti-
gungsmitteln (z. B. DObel) gelten.

7. Das nicht-lineare Verhalten des Betons im RiB erméglicht bel
Zugbeanspruchungen mit Dehnungsgradienten, wie sie z. B.
im Bereich von Kopfbolzenverankerungen oder im Bereich
von UbergreifungsstdBen auftreten, eine Spannungsumiage-
rung von hochbeanspruchten auf weniger ausgenutze Zonen.
Dies wirkt sich glnstig auf das Tragverhalten aus und macht
den Beton weniger anfallig gegenGber drtlich auftretenden
Zugbeanspruchungen. Es ist jedoch zu beachten, daB die
Betonzugfestigkeiten im Bauwerk stark streuen und durch
Eigen- und Schwankspannung ganz oder teilweise aufgezehrt
werden kdnnen. Daher sind die im Querschnitt auftretenden
Krafte wie bisher im allgemeinen durch Bewehrung aufzuneh-
men.

5. Zusammenfassung

In Beton- und Stahibetontragwerken wird die Zugfestigkeit des
Betons an vielen Stellen in Anspruch genommen. Die beschriebe-
nen experimentellen Untersuchungen an unbewehrien Zugkdr-
pern, Biegebalken und Kopfbolzenverankerungen und theoreti-
sche Uberlegungen zeigen, daB zugbeanspruchter Beton nicht
sprode versagt, sondem nach Uberschreiten der Hochstlast
infolge von Bildung diskreter Mikrorisse ein nicht-lineares Last-
Verformungsverhalten aufweist. Dieses Ergebnis stimmt mit
Untersuchungen anderer Autoren (berein.
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In plain and reinforced concrete structures the tensile strength of
the concrete is utilized at many points. The experimental investi-
gations on unreinforced tensile test specimens, flexural beams
and headed stud anchorages reported here, together with the
theoretical considerations presented, show that concrete loaded
in tension does not fail in a brittle manner, but shows distinct non-
linear load-deformation behaviour due to the formation of discrete
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