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§1

Tn diesem Artikel werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

M - Menge aller Polynome der beiden Argumente X und y Uber dem

Kérper der komplexen Zahlen;

HN-Menge aller Polynome, deren Grad nicht grdfer ist als N ;

Hﬁ-— Menge aller Polynome, deren Grad gleich N ist;

| m_n . )
Hmn Menge aller Polynome der Art x'y +4d , mit qesz+n_1

Zur Bezeichnung der Polynomkoeffizienten wird gewdhnlich der Buch-
stabe verwendet, der zur Bezeichnung des Polynomes selbst genom-
men wird und mit Indizes versehen, z.B.
i
e = E(X,Y) = Z €i-X ;\IJ s

. . J

1,J
fiir gewisse Koeffizienten hingegen, denen man in einigen Poly-

nomen begegnet, werden Einzelbezeichnungen angegeben (A, B usw.).

Fiir T sei das lineare Funktional J vorgegeben, z.B. mit Hilfe

der Doppelmomentenfolge {Ukl}

TGEYY) =, k, 120, 1, 2 .., (1.1)

Dann wird das Skalarprodukt (p,q) fiir p, g €I durch die Gleichung
(p, a) = J(pa) (1.2)

bestimmt. Es versteht sich, da® (p, q) immer ein bilineares
Funktional von p und q ist; doch (p, p) kann pei p % O auch

eine nicht positive Zahl sein.

Die Polynome p und g heifen orthogonal, wenn (p, q) = 0O

Bekanntlich ist die Anwendung des Schmidt - Orthogonalisierungs-
verfahrens auf die Doppelfolge mit der Umwandlung in eine einfache
Folge und dem Verlust der natlirlichen Symmetrie verbunden. Doch
gibt es eine Methode zur Aufstellung von zwel biorthogonalen Dop-
pelfolgen aus I, die diese Symmetrie bewahrt. Dabei wird eine

der Polynomfolgen: {pmn} vorgegeben durch die Bedingungen



] .
pmn€ I mn ° (1-3)
(pmn’ g) = 0 fir q 6Hm+n—1 s (1.4)
und die zweite {qkl} durch

k+1
Qep = 2 ol 1, 1) by gy 3 (1.5)

1=0
) = &8 . (1.6)

(A1 Piks1-1 ki

(mit 6ki-Krone0ker~Symbol). Offensichtlich existieren beilde Fol-
gen und sind eindeutig, wenn bei beliebigem nattirlichem N die Gram-
sche Determinante aller Monome xiyj mit 1+J < N wvon Null ver-
schieden ist. Es ist ebenfalls offensichtlich, daf aus (1.3) -
(1.6) folgt:

<pmn’ qkl) - CSmk 6nl

Wir nennen das Folgenpaar {p_.}, {q, .} eine normale biorthogonale
Polynomenschar bezliglich des FunktionalsJund der Basis (x,y). Bel

dem Ubergang zu den neuen Variablen

t11 1o

£

X + tigy + tiO :

{x =t
Z-y = t21x + t22y + tEO :

+ 0 (1.7)

>
1

t

21 “22

wird das Funktional J auf natirliche Weise im Raum T der Polynome

von X, y mit Hilfe der Gleichungen
T T4t T+t 05 (b T+t o7 +t,)0) = 1 (1.8)
11 12 10 21 22 20 k1l y

pestimmt, und wir kdnnen die normale biorthogonale Polynomschar

beziiglich des Funkbtionals J und der Basis (x, y) aufstellen. Die-

se Schar soll {p__1}, {akl} sein. Dann kann man die Verbindung

mn
swischen den beiden Scharen ausreichend einfach mit Hilfe der

Matrixfolge AN(N= 1,2,3, ...) formulieren.

AN-quadratische Matrix vom Typ (N+1, N+ 1), in der das 1 -te
Element der k - ten Zeile gleich dem Koeffizienten beil §N‘1+1

N-k+1 = k-1 . .
) (t21x + t22) ist. Es seil PN
Spaltenmatrix aus den Elementen pN,O’ pN-i,l’ e ee s pO,N , -und

analog dazu sind die Spaluﬂlh1fN, Q> Qg definiert. Man kann

im Polynom <t11X + t12



sich leicht davon lberzeugen, dab
— _ -1 — _ '
P. = A Puo 3 QN = Al Q (1.9)

(' - Transponierungszeichen).

Tm vorliegenden Artikel wird der Fall untersucht, wenn alle Polynome

p
mn
nung einer bestimmten Art sind. Auf natiirliche Weise dient zur Auf-

und dyq Eigenfunktionen einesDifferentialoperators zweiter Ord-

stellung dieser Theorie die Theorie der klassischen orthogonalen
Polynome (eine Variable). Deshalb ist die Aufzihlung einiger Eigen-
schaften der klassischen orthogonalen Polynome in der fir unsere
Jwecke geeigneten Form sinnvoll. Beweise werden nicht angefihrt,

da sie entweder offensichtlich sind oder leicht in Analogie zum Fall

dér Polynome zweier Argumente aufgestellt werden ko&nnen.

1) Fiir jedes nattirliche n hat die Gleichung
A(z) = a(x)z" + b(x)z' - nl(n-1)a"(x)/2 + p'(x) ]z = ©

o _ 2 - -
(mit a(x) = a X" + a;x + ag, b(x) = bx + Dy 25, b kom
plexe Zahlen und ka, + b,y $+0, k=0,1,2,...) als Ldsung ein
Polynom vom Grad n mit dem Koeffizienten 1 beim hdchsten Glied.

Wir bezeichnen dieses Polynom mit p_(x)
n

2) J selein linearesfunktional, das in der Menge aller Polynome von
x erklirt, nicht identisch gleich O und so beschaffen ist, dak

fiir jedes Polynom p gilt
J(ap' + bp) = 0,

und das Skalarprodukt sei mit Hilfe von (1.2) eingefilhrt. Dann

folgt aus m F n
('pm’pl’l) = 0

Die Existenz des Funktionals J folgt aus einer anderen, der vor-

hergehenden gleichwertigen Definition:

TG = u, ko= 0,1,2,...
mit  ug 40, und fir k = 0,1,2,... gilt die Gleichung

kaopk_1 + (kal-fbo)uK + (kag-kbl)uk+1 =0



%) Es existiert eindeutig bis auf einen konstanten Faktor eine Funk-
tion p(x) , die nicht gleich identisch mit O ist und zwar der-

art, daB die Gleichung p(x) A (z) =0 _selbstadjungiert ist, d.h.
(paz)" - (pbz)' = paz" + pbz'
Diese Funktion erftillt die Pearson - Gleichung
ap' = (b-a"lp
Wenn die Zahlen X, X2(X1 4 x2) existieren, dak

1im p(x) a(x) = 0 (i=1,2) ,
X Xy

dann 148t das Funktional J den Integralausdruck

L2
J(p) = [ “p(x)p (x)dx
*q
zu (es wird angenommen, daB der Integrationsweg eine Kurve ohne

Schlingen in der komplexen Ebene ist).

4) Die Polynome qn(x) , die fiilr jedes natiirliche n durch die Rod-
riguez - Formel definiert werden,

p—l(pan)(n)

b

qn(X) =

naben folgende Orthogonalititseigenschaft: wenn m<n , dann ist
(xm,qn) = 0 . Hieraus folgt, dah sich P, und q, nur durch einen

konstanten Faktor unterscheiden.

5) Mit Hilfeeiner linearen Argumenttransformation kann erreicht wer-
den, dap a(x) gleich einer der Funktionen: X2"1, X2, X oder
1 ist. Die Polynome pn(x) gehen bei dieser Transformation eigent-
lich in Jacobl -., Besselpolynome (wenn nach der Transforma-
tion b 3 0) oder in x" (wenn b, =0 ), Laguerre - oder Hermite-
polynocme Uber.

Tn § 2 dieses Artikels sind einige Analoga der Behauptungen 1 - il
fiir den Fall bewiesen, wenn A(z) durch einen linearen Operator
zweiter Ordnung in partiellen Ableitungen mit beliebigen Polynom-
koeffizienten ersetzt wird. Dabei ist die Existenz des Funktionals
J zu postulieren. Zu Beginn von § 3 prizisieren wir die Art der Ko-

effizienten des Operators so, dak die Menge der Eigenfunktionen



dieses Operators einen ausreichenden Polynomvorrat enthdlt. Dann
sind die Glieder der normalen biorthogonalen Schar bezliglich des
Funktionals J bel beliebiger Basis (x,y) die Eigenfunktionen die-
ses Operators. In diesem Fall kann man die notwendige und hinrei-
chende Bedingung flir die Existenz des Funktionals J finden und
(unter einigen zusidtzlichen Bedingungen) zeigen, daR es eine solche

Basis gibt, in der die Polynome’ eine gewisse Analogie der

a
Rodriguez - Formel besitzen. In § Mk%ird die Klassifikation der
Operatoren angefiihrt, flir die das Funktional J existiert und Prn 2
Ay q gleichartig definiert sind; die Normalformen der entsprechen-
den Gleichungen A(z) = O werden aufgezihlt. SchlieBlich wird die
Beziehung zwischen den blorthogonalen Scharen, welche diesen Nor-
malformen entsprechen, und den in der Literatur zu begegnenden
Polynomscharen geklirt und einige Probleme formuliert, die nach

Meinung des Autors der Untersuchung wert sind.

§ 2
++In diesem Paragraph untersuchen wir die Differentialgleichung

1 1" n 1 1 =
azy + 2bZXy + Clyy +odzg o+ ezy + Iz o, (2.1)

mit a, b, c, d, e, fe I . Wir bendtigen auch die mit dieser Glei-

chung verbundenen Operatoren D1 (i=1,2,3,4)

Dlp = ap% + bp§ + dp (2.2)
Dop = bpy *+ cpy + ep (2.3)
Dzp = Dyp - dp 3 (2.4)
Dyp = Dop - ep . (2.5)

Angenommen, das Funktional J, welches das Skalarprodukt (1.2) in I

bestimmt, besitze die Eigenschaft:

fir jedes pe Il
J(,p) = JDyp) = O (2.6)

(Die Existenz eines nichttrivialen Funktionals mit dieser Eigen-
schaft wird fiir einen bestimmten Einzelfall der Gleichung (2.1)
untersucht werden). Es zeigt sich, daf aus (2.6) eine gewisse



Orthogonalititseigenschaft der Lisungen folgt.

Theorem 1. Gleichung (2.1) habe bei f = f, die Ldsung u€ I
und bei f = f2 die Lsung vE€T 3 dann ist

((f1 - fg)uA,V) = 0

Beweis: Fir alle p, @ €I 1ist

]
o

1

J(aDyp) + J(pDzq)

JMD2p>+tﬂpDum

J (D, (pa))

J (D, (pa))

1
O

Aber dann ist
(<f1"f2) u, v) = J(fili'v> - J(u ~f2v)

1

-+

- A\ 1 1 A\ -
J<(D1ux + Dguy)v) + J((DlvX + Dzvy)u)

0

fig 1 1 - ' - 1 -
J(uXI) v o+ uy1%4v v!D,u vyIn4u) J(0)

3 X3

Folgerung: Wenn f,, £, €l £, 4 f,, dann ist (u,v) = O

O’

2. Wir wollen jetzt zeigen, daB man in einigen Fillen das
Funktional J, das die Eigenschaft (2.6) besitzt, als Integral lber
einem zweidimensionalen Bereich interpretieren kann. Bafilir brauchen

wir einige Hilfsbegriffe und Hilfssétze.

Gleichung (2.1) nennen wir formal selbstadjungiert, wenn sie mit

" 1" 1" — 1 —_ 1 =
(aZ)XX + 2(bz)Xy + (cz)yy (dz)X (ez)y + fz }O

ibereinstimmt; sie wird potentiell selbstadjungiert genannt, wenn
sie nach Multiplikation mit einer bestimmten Funktion p(x,y), die

nicht identisch gleich null ist, formal selbstadjungiert wird.

Wir fiihren die Bezeichnungen

g = d-a; - b§ 5 | (2.7)
h= e - b% - c§ ; (2.8)
a = ac - % ; (2.9)
8 = cg - bh ; (2.10)
vy = ah - bg (2.11)

ein. Man kann leicht erkennen, daB die im weiteren zu verwendenden



Gleichungen

ap + by go (2.12)

ha (2.13)

1l

bB + cvy

gelten.

Theorem 2. Gleichung (2.1) ist dann und nur dann potentiell selbst-

adjungiert, wenn eine der Bedingungen erfiillt wird:

ato0, By = Oy (2.14)
oder
@ = B =y =0 . (2.15)
Beweig. Man kann leicht verifizieren, daf Gleichung (2.1) dann und

()

lich wird sie dann und nur dann potentiell selbstadjungiert sein,

nur dann formal selbstadjungiert ist, wenn g = h = O . Folg-

wenn es eine Funktion p gibt, die die Bedingungen erfiillt (siehe.

(2.7), (2.8)):

pd - (pa), - (pb)§ = 0 ;
- LI | B
pe (ob)X (pc)y 0
oder
ap! + bp! = gp
X y (2.16)
] t —
pr + cpy = hp

Wenn (2.16) eine nichttriviale L&sung hat, dann gilt entweder (2.15)

oder 3 7 ¥
i - M 1 = L
(Inp); ==, (1np)y S

>

hieraus folgt (2.14).

Anmerkung. Die Eigenschaft der potentiellen Selbstadjungiertheit ist
eigentlich lokal. Wir haben nicht die exakte, sondern die kiirzere
globale Formulierung verwendet, da die einfache Natur der Koeffi-
zienten von Gleichung (2.1) es gestattet, leicht die notwendigen

Pridzisierungen vorzunehmen.

Theorem 3. Wenn Gleichung (2.1) potentiell selbstadjungiert ist, die
Funktion p die Bedingungen (2.16) erfiillt, die stlickweise glatte

geschlossene Kurve L den zweidimensionalen Bereich D begrenzt, fir

*)
*) im russischen Original nur: adjungiert (Anm.d.Ubers.)



jedes pell [[ pp dx dy existiert und die Gleichung
D

[ op (ady - bdx) = [ pp (bdy - cdx) = O (2.17)
# L

Agilt, dann erfiillt das Funktional
J(p) = [[ ppdxdy
D

die Gleichung (2.6).

Beweis. Wenn die Funktionen u, v zusammen mit den Ableitungen
erster Ordnung stetig auf D sind, dann folgt aus der Greenschen

Formel

fé uv! dxdy uv dy - [[ ulvdxdy ;
D

[

L
[[ uv! dxdy = - [ uv dx - [{ u! vdxdy
b ¥ L b ¥

Dann aber ist fiir ein beliebiges pe T
J (Dyp) = [[pDypaxdy =
1 D 1

= [ ep (ady - bdx) - [[ plap; + bp! - gp) dx dy
L D

und aus (2.17) und (2.16) folgt J(Dip) = 0 . Ganz analog dazu wird

die zweite Gleichung von (2.6) bewiesen.

Das Theorem 3 gestattet eine nattirliche Verallgemeinerung auf einen
unbeschrénkten Bereich. Einen gewissen Hinweis gzur Zusammenstellung
des Bereiches D einer konkreten Gleichung (2.1) liefert das folgende

Theorem,

Theorem 4. Wenn (2.14) gilt, L glatte Kurve ist und flir ein belie-
biges pell (2.17) erflillt wird, wobei p eine auf L analytische
Funktion ist, welche die Bedingungen (2.16) erflillt, dann ist in

allen Punkten dieser Kurve a(x,y) = O

Beweis. L sei durch eine parametrische Gleichung vorgegeben, wobei

in jedem Punkt gilt
Ix'(t)] + |y' ()] > o (2.18)

Da p beliebig ist, erhalten wir aus (2.17)
play' - bx') = p(by' - ex') = O (2.19)

in jedem Punkt (Xo,yo)e L . Wenn opo(x,,y,) = 0 und u(xo,yo) + 0,
dann folgt aus (2.16) leicht, daB alle Einzelableitungen der Funktion



p(x,y) dim Punkt (Xo,yo) zu null und p(x,y) £ 0 werden, was
einen Widerspruch ergibt. Wenn jedoch p(xo,yo) $ 0 , dann folgt
aus (2.19) und (2.18) wieder u(xo,yo) =0

Anmerkung. Die Analoga der Theoreme 2 - I k¥nnen auch in dem Fall
gelten, wenn die Koeffizienten von Gleichung (2.1) keine Polynome

sind.

Wir wollen jetzt zeigen, dak man in dem Fall, wenn (2.14) und eine
bestimmte Zusatzbedingung erfiillt wird, die Folge der Polynome
aufstellen kann, deren Glieder orthogonal sind zu den Polynomen
mit ausreichend niedrigen Potenzen und die durch ein bestimmtes

Analogon der Rodriguez - Formel bestimmt wird. Es seien 815 2y,

bi’ Cq5 Cp el festgesetzt, dak
a = a,a,, b = aibicl’ c = cyc, (2.20)
(solche Polynome existieren immers; man kann z.B. a; = ¢y = 1

annehmen). Dann werden auch die Polynome 0y S, €, K ,A vSllig

bestimmt, welche die Gleichungen

a = ajc oy = 015 =aye 3 B =cgk oy o= alk (2.21)
erfillen. Wenn (2.14) erfiillt wird, dann gilt
pl p'
.—_-._:)S: —K- WX: 2.\_
5 T > c (2.22)

Wir flihren noch die Operatoren

Dgp = 8py + (85 + ) p ;

Dgp = €pl + (s§ + M p

Dip = py + «s”1p = p_i(pp)é 3
Dgp = pg + re Tp = o'i(op)§

ein.
Theorem 5. Wenn das Funktional J die Bedingungen (2.6) erfiillt,

dann ist flir jedes pel
J(D5p) = J(D6p) =0 . (2.23)

Zum Bewels reicht es aus, anstelle von p in die erste Gleichung
(2.6) ¢, P einzusetzen, in die zweite Gleichung (2.6) aq by p
und die Ergebnisse unter Berilicksichtigung der Gestalt der Polynome

§ und k zZu subtrahleren.
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Theorem 6. WenninGleichung (2.1)dle Bedingung (2.14) und auRerdem

in (2.20)

aiy = Cix =0 , (2.204)
gilt, dann ist
m n
Uy = 0GR () (T €M e (2.25)
und bei k < m oder 1 < n
x“yt, @ ) =0. (2.26)

Beweis. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB aus (2.11) und
(2.22) die Vertauschbarkeit der Operatoren D7 und D8 folgt und
daBk die Gleichung

Qmﬁ = DT; Dlél (6™ &My (2.27)

gilt. Um die Inklusion (2.25) zu beweisen, reicht es zu zeigen, daR

flir alle. natlirlichen i, j

D, (6T edp) = &1 &g, qen (2.28)
und
i 5-1

D8 (Gi ej p) = & ¢ r, rell (2.29)

gilt, falls "p el
(2.28) folgt aus Gleichung

i j - i_i j N . "1 ]
D7(<S e p) 6, e’ (kp + 18] p + jde e.P * 8pL)

da (2.21) und (2.24)

- - - - 1 - 1 .
§e Ex a1 oy Cqt oy Cy 0y al_aix c 1l
ergeben. Analog wird (2.29) bewiesen.
Das heiBt, (2.25) ist bewilesen.

zum Bewels von Gleichung (2.26) bendtigen wir drei Eigenschaften der
Operatoren D7 und Dg, die wir nur fir D7 formulieren. Man kann er-
stens leicht verifizieren, daR (fiir die beliebig zweimal differen-
zierbaren Funktionen r und p)

- -1 1 1 - t ]
r D7135p = D5(6 pr(c + SX) +tpyr ;)fX) + Sgarxx

Hieraus folgt: wenn P;X = 0, q ¢, j-natlUrliche Zahl ist, dann

gilt -

D, Do (87 a) = D(68971 q), q e (2.30)
7T "b* 5 172 3 ) ’



vweitens kann man ebenfalls leicht verifizieren, daf
D.p = -
xDop = Do (xp) - p ,

hieraus folgt

k-1

k _
XD7 p = D7

(xDy p = (k - Vp) . (2.31)
Drittens ist filir jede Funktion p

D7(5p> = Dgp . (2.32)

Wir beweisen jetzt (2.26) fiir den Fall, wenn O < k < m . Es seil

8 = Xy an 5
aus (2.27) und (2.28) folgt
s = Fytolof (8™ ™ = x DY (v g (67 eM) =

= XKD$<6mp>, pel

Gleichung (2.32) liefert jetzt

k m-1
X,D7 D5

s =
Aus (2.31) finden wir

k=1 _m=2

[xD, D (6" 'p) - (m - 2) Dy (6™ p) ]

7

und, indem wir (2.3%0) mit r = x anwenden, erhalten wir
_ k=1m-2 m-2
s = x 1?7 D (87 “py)s Py el

Wir wiederholen diese Transformation noch k-1 mal und sehen, dab

m-k-1 m-k-1
Jetzt wendeniwir m-k=-1 mal (2.30) mit r =1 an, damit
g = D5q, g ell

Doch nach Theorem 5 ist

J(e) = I(Dga) = 0,
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was auch zu beweisen war. Der Fall 1 < n ist v8llig analog dazu.

Das Theorem ist bewlesen.

Desweiteren bendtigen wir noch einige Beziehungen zwischen den
Koeffizienten von Gleichung (2.1), die mit dem Kommutanten der

Operatoren D1 und D2 zusammenhédngen.

Theorem 7. Fir jedes p el 1ist

(D, D, = D, D) p = Ipy + jpg + kb, (2.33)
mit
i = Dgb - Dya ; (2.34)
j = Dyc - Dyb s (2.35)
k = Dge - Dyd (2.36)

(die Operatoren D. werden durch die Gleichungen (2.2) - (2.5) be-
stimmt) .
Der Beweis 148t sich auf einfache Berechnungen reduzieren. Ebenso

. einfach werden die im weiteren Verlauf verwendeten Gleichungen veri-

fiziert:
Dy = (a) + b&)u - b+ aj (2.37)
Dyo = (bi + c&)a - cil + bj (2.38)
DBB * Dyy = (gi + h&)a - hi +gj . (2.39)

Theorem 8. Wenn Gleichung (2.1) potentiell selbstadjungiert ist,
dann ist

(Dug - DBh)u + i + Jy =0 . (2.40)
Der Bewels folgt aus Theorem 2. Die Gleichung (2.14) ist gleichwer-
tig zu

apy — o'yB - oy’ +alyy =0,

wenn wir aber (2.37) und (2.38) verwenden, erhalten wir

f o NTR - I | - - | B -
uBy ayB oy, ayy = hDyo gDy a + (By Yo
- (ot 1 - { - ! | B | S : -
(axh + byh b g cyg + By yx)a + h(aj bi)
- g(bj - c¢i) = (Dyg - DBh)a + 1B + Jy

Wenn wir anstelle von (2.14) (2.15) haben, dann ist (2.40) offensicht-
lich.



Hinzugefligt sei, daB ein zu Theorem 8 umgekehrtes Theorem falsch

ist, da z.B. der Fall mdglich ist, daB o =1 =j =0, B 4 O

In einigen Fidllen kann man Gleichung (2.1) oder die mit ihr zusam-
menhingenden Polynome wesentlich vereinfachen, wenn man die Trans-
formation (1.7) verwendet. Es ist offensichtlich, daBR (2.1) dabei
wieder in eine lineare Differentialgleichung mit Polynomkoeffizien-
ten Ubergeht. Die Polynome, die mit der neuen Gleichung zusammen-
hingen und als Funktionen von X, y betrachtet werden, bezeichnen
wir durch den Buchstaben, der flir das entsprechende Polynom verwen-
det wird, das mit (2.1) zusammenhingt, jedoch mit einem Strich

versehen. AuRerdem werden wir Bezeichnungen des Typs

A(x,y) = a(x,y) = a(t11§ + t12§ + s tzii + t22§ + t5p)
verwenden.

Theorem 9. Beili der Transformation (1.7) geht Gleichung (2.1) in

aot__ ol SN _ Tt P Fr =
az'— + 2 bz == + cz 7y + dz = + ez 7 + Tz 0 (2.42)
Uber, wobeil
é‘ a hpnd A
— _1 ~ d' _.1 d —_ ~
a) Bl=ay B ]s|_J=a7| 2] T =15
c g
B) @ o= A%
i\ o, .1
c) (__= A 1A 1( )
s 1 in
| J
da) wenn fir Gleichung (2.1) ein nichttriviales Funktional

mit der Eigenschaft (2.6) existiert, dann ist dies flir Gleichung

(2.41) ebenso;

e) wenn Gleichung (2.1) potentiell selbstadjungiert ist,
dann auch (2.41).

Die Punkte a) - c¢) werden durch direkte Berechnungen bewiesen, wel-
che wir weglassen. Gehen wir zum Beweis von Punkt d) Uber. Die zu

(1.7) umgekehrte Transformation seil
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X = silx + 31237 + SiO 5

J Soq* * Bpo¥ * 8y
und das Funktional J im Raum der Polynome von x, y sei durch die
Gleichungen (1.1) bestimmt. Wir bestimmen das Funktional J im Raum

der Polynome von X, y mit Hilfe der Gleichungen

= =k =1, _ k 1
J(x7,y7) = J (8,1% + 8,57 + 819)" (854X + 5,7 + 85,5)7 = Vi s

Dann ist
k 1y _ = - - k - - 1
J(xy~) = J <t11X b LY F tiO) <t21X t Loyt t20)
und hieraus folgt, daR nicht alle Vij gleich null sind, wenn nicht

alle “ij gleich null sind. AuRerdem ist

ey o —— -2 .2 .
J(ap'= + bp's dp) = J{A ° (85,2 - 26, E,,D +
2
tEp0) (ByqPy + bogpg) + (Fbogfosa £ by b0 + byt
o b
_ - 1 \ -
E14%900) (BypPg + Tpopg)  + A T{Ep5d = by 5e)p)
-1

_ ' ! - 1 ! =
= A J[tzz(apx + bpy + dp) t12(bpX + cpy + ep) | 0
Afﬁnd analog dazu
j(gp'g + Ep'y + ep) = O

Zum Bewels von Behauptung e) nehmen wir an, daB es eine Funktion
p(x,y) gibt, die die Gleichungen (2.16) erfiillt. Es sei p(X,y) =

= p(x,y) . Dann kann man leicht verifizieren, daB
2p'= + Bp'= - B = b,,A "(ap', + bp'_ - gp) -
Px P y 22 X y
-t A—i(bp' + cp§ - hp) = O

X
Analog dazu wird die zweite Gleichung von (2.16) verifiziert. Nach
Theorem 2 ist Gleichung (2.41) potentiell selbstadjungiert. Das Theo-
rem ist bewiesen.

Folgerung. Wenn fir Gleichung (2.1) die Operatoren D1 und D2 kommu -

tieren, dann ist dies fiir Gleichung (2.41) ebenso.



Hinzugeflgt sei, daR Gleichung (2.24) bei der Transformation (1.7)
nicht erhalten bleiben kann. Deshalb ist es moglich, daB® nach der

Transformation die Funktion an , welche durch Formel (2.25) be-

stimmt wird, kein Polynom ist, und das Skalarprodukt (2.26) keinen
Sinn hat.

§ 3

Jetzt wdhlen wir eine bestimmte Klasse von Gleichungen (2.1) aus,
die sich dadurch auszeichnet, daB eine beliebige Gleichung dieser

Klasse genligend viele Polynomldsungen besitzt.

Theorem 10. In (2.1) sel der Koeffizient f vom natiirlichen Parameter

N abhingig,und bei jedem N haben wir f(N)E‘HO ; dann sind die gzwei

Behauptungen gleichwertig:

a) bel jedem N hat Gleichung (2.1) N+ 1 linear unabhingige L&sungen

aus HN , doch besitzt sie keine nichttriviale LOsungen aus HN_1 ;

b) Gleichung (2.1) sieht folgendermafen aus

2 1" "
(Ax® + a10% * 8pqY ¥ aoo>Zxx + 2(Axy + bioX * boly * boo)zxy *

2 1 1 |
+ (Ay“© + Cio¥ * e gy + coo)zyy + (Bx + doo)zX + (By + eoo)zy
- N(AN - A + B)z = 0 (3.1)
wobel
kKA + B+ 0, k=0,1,2, ... . (3.2)

Beweis. Behauptung a) sei erfiillt. Dann hat (2.1) bei Jedem N L&sungen

folgender Art:

‘ k
z = P (x,y) = x'y + ] z(mn,k,1)x y" (3.3)
k+1<N
m = 0,1, s, N 3;n=N-m

Wir bezeichnen mit a, b, ¢ (d, &) die Summen jener Glieder der Ko-
effigienten a, b, ¢ (d,e), deren Potenz grdRer als 2 (grdBer als 1)
ist. Dann folgt aus der Existenz der L®sungen der Art (3.3), dak bei

allen natiirlichen m und n die Gleichung
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a . m(m--l)xm_2yrl + 2D -mnxm_lyn_1 + -n(n-—1)>£lyn_2 +
+ d . mxm_iyn + e mcmyn_1 =0

erfiillt ist, woraus folgt, dab
Z=bp=c=d=¢=0,

d.h. a, b, cell,, d, e€l . Wir bezeichnen mit a°, bo, c® (a° ,eo)
die Summen jener Glieder der Koeffizienten a, b, ¢ (d, e) , deren
Potenz gleich 2 (gleich 1) ist. Dann erhalten wir flir alle natlirli-

chen m, n o) m-2 ._n o) m-1_n-1
a em{m - 1) x yo o+ 2b7 s mnx y +

n-2 m-1.n +
X y

+ % nin - 1) fny .+,do s m

+ e . nxmyn_1 + fm+n) xy™ = 0. (%.4)

Entsprechend Abschnitt 1 §1 schreiben wir a® = agoxg-rallxy-kaogyg
und analog dazu auch flr bo, co, do, e® . Wir nehmen an n = O

und erhalten aus (3.4)

m{m - 1)ao + md%x + f(m)x2 = 0 ;

hieraus folgt

+d

1
o,
t

8gp T 844 o1 = 05 f(m) =-mlmay —ay *d; )

Ganz analog dazu ist

Cho = Cqq = Gy = 0 F(n) =-nlne,-coptey,)
Folglich mubk gelten
a, =0, =h, dj =ey, =B, T(N) =-N(NA-A+B)

Wir setzen die gefundenen Werte der Funktionen a~, c,
in (3.4) ein und erhalten

Doy = Pgo = 0, by = A

Damit ist bewiesen: aus a) folgt, daB Gleichung (2.1) die Gestalt
(%3.1) hat.

Man kann sich ebenfalls davon {iberzeugen, dak (3.1) flir jedes natir-

liche m < N die Losung (3.3) hat. Daflir gentigt es zu bemerken, dab
v k1
Xy

)z
k1 =0 £t

dann und nur dann L&sung von Gleichung (3.1) ist, wenn



fiir alle natlirlichen k, 1 die Gleichung
{N(AN - A +B) - (k + 1) [A(k + 1) - A + B]}Zkl +

+c 1+2)(1+1)z -+(2b10k-+coil-+eoo)(1-+1)zk,1+1 +

10(
+(a10k+ 2bo

k-1,1+2

14—doo)(k +1) % aoi(k-FZ)(k-+1) 7 +

k+1,1 "t k+2,1-1

+ 2boo(k+1)(1+1)zk+1,l+1 +

0 : (3.5)

1

+ coo(l-+2)(l4-1)zk’l+2

+aoo(k-+2)(k4-1)zk+2’1:

erflillt wird, und dak man, wenn man in diese Gleidhung die passenden
Werte k, 1 einsetzt, schrittweise (in Reihenfolge der Abnahme der
Summe k + 1) die Koeffizienten =z(m, n, k, 1) aus (3.3) errechnen kann.
(Die Koeffigzienten k&nnen nicht eindeutig bestimmt sein, wenn wir
fliir ein bestimmtes N1<:N f(Ni) = f(N) haben.) Wenn beil einem be-
stimmten natiirlichen k Gleichung kA +B = O erfiillt wird, dann gibt
es solche natilrlichen Ni und N2, dag N1<<N23 N1+N2 = k+1 ; doch
dann ist f(Nl) = f(Ng) ,und Gleichung (3.1) mit N = N2 hat eine
nichttriviale Ldsung aus IIN1 , was der Bedingung a) widerspricht.
Damit ist der erste Teil des Beweises beendet.

Es sei jetzt b) erfiillt. Davon, daR (3.1) eine LOsung in der Form
von (3.3) hat, haben wir uns bereits tiberzeugt; aus (3.5) folgt, dab
(3.1) dann und nur dann eine nichttriviale L&sung aus My, hat,
wenn es ein solches N!'<N gibt, dak f£(N') = £(N) ist.

Doch hieraus folgt
(N +N'"=-1)A+ B =0 ,

was der Bedingung (3.2) widerspricht.

Dag Theorem 1st bewiesen.

Anmerkung. Aus (3.5) folgt, dak man Formel (3.3) flir die LOsung L
der Gleichung (3.1) noch prizisieren kann, und zwar indem man tiiber
jene Werte k, 1 summiert, flir die k+21 <m+2n, 2k+1 <2m+n
Wenn aber 8,4 % Cqy * 0 , dann kann man lber jene Werte k, 1 summie-

ren, flir die k<m , 1<n

Gehen wir Jjetzt zu der Frage Uber, ob es ein nichttriviales Funktio-
nal J fir Gleichung (3.1) gibt. Es zeigt sich, daR hier die Polynome
i, J aus Theorem 7 eine wichtige Rolle spielen. Man kann leicht

verifizieren, daf flir Gleichung (3.1) aus (2.34) - (2.36) folgt



kZO;i,j(?H

und dabei gilt

iio =T (Aboo * 801%0 ~ biobol> 5

loq = Aagg +aggby, = 355bgg * bgl T 851%1 3

ioo - aoob’_lo - a1oboo * bolboo T 801%0 3

J1o = 7 (Begy + bgyeyg - PioCo ¥ bio T 81,01,)
Jo1 ® 7 110

Joo ™ Poo%1 T Po1C00 * B00C10 T L16P60

Theorem 11.Das nichttriviale Funktional Jdas mit Gleichung (3.1) durch

die Beziehungen (2.6) verbunden ist, existiert dann und nur dann,
wenn flr jedes natlirliche N > O und jedes p €Hﬁ solche g und r

aus existieren, daR

Ty-1

ipy + Jpg = Dja + Dor (3.8)

bel Erfiillung dieser Bedingung wird das Funktional genau bis auf

einen konstanten Faktor bestimmt.

Es-sei bemerkt, daB aus (2.33) und (3.6) Gleichung (3.8) mit q = D2p
und r =-D1p folgt, doch erfiillen diese q und r nicht die Bedingun-

gen des Theorems, da sie zu Hﬁ+1 gehdren.

Den Beweis des Theorems fihren wir in drei Schritten durch und er-
halten beil8ufig noch einige notwendige und hinreichende Bedingungen

flr die Existenz des nichttrivialen Funktionals J.

a) Das Funktional J ist v8llig bestimmt durch die Doppelfolge
(1.1), und Gleichungen (2.6) kann man fiir Gleichung (3.1) als unend-

liches homogenes System der linearen Gleichungen

+
o3

+

GookHk-1,1 F PootMy 1.1 * 8gqKHy_ g 144 * (80K

t ooy ¥ Pgoliyyg g v A1)+ By g = 0 g

(3.9)

k + c + Db + (b1 k + ¢ .1 +
o

015 k-1,141
+ [A(k+1) + B]

boo Uk—l,l ooluk,l—i

te tCootHKe1,1-1 e 141

k,1 = 0,1,2,...

00 Mkl

interpretieren.
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Aus (3.2) folgt: wenn eine solche Folge Uberhaupt existiert, dann
kann man sie nach der Vorgabe Voo # 0 induktiv aufstellen (nach
der Summe k+1 ) , und das Verhdltnis Mg ' Hgg hidngt nicht von
oo ab. Angenommen, alle My q seien schon aufgestellt, fliir die
k +1 <N>0 . Aus (3.9) ist ersichtlich, daR UN+1,O und

Uo,N+1 jetzt eindeutig bestimmt werden, doch flir jedes der rest-
lichen ukl(k-kl = N+1) erh8llt man zwei Gleichungen. Wir werden
erldutern, wann diese Gleichungen widerspruchsfrei sind. Fiir (%.1)
lassen die Polynome Dlp und D2p (mit homogenen pé€ Hﬁ ) die

Darstellungen

- 2 1 1 ! - 1 .
Dlp = A(x P + xypy) + Bxp + Dlp = (MA + B) xp + Dlp ;

sz = (MA + B) yp + Dép R

]‘[I

k-1 1-1
v c g

zu, mit D,p, Dgpe'HM. Es sei p = Dann folgen aus

(2.6) die Gleichungen

JI(A (k-12+1) + B) xyp + Di(yp)] =

J[D, (yp)]

(NA + B) Hpp ¥ JEDi(yp)] =0
und

I[D,y(xp)] = (NA + By, + J[DI(xp) ] = 0

Das heiBt, bel der Berechnung von Mg gibt es dann und nur dann kei-

ne Widersprliche, wenn fiir das Monom p gilt
J[Di(yp) - DY(xp)] = O

Man kann leicht erkennen, daR diese Bedingung gleiohwertig‘ist zZU
J[D,(yp) - Dy(xp)] = O (3.10)

flir jedes pefIIN_,_l . Folglich ist die Forsetzung der Reihe dann und
nur dann m8glich, wenn der bereits aufgestellte Teil Gleichung (3.10)
erfillt.

B Angenommen, (3.10) sei flr jedes pE‘HN_1 erfillt; wir errech-
nen iy g flir k+1 = N+ 1 und verifizieren, ob (3.10) fiir jedes péfﬂﬁ
erfiillt ist. Dabei k®Snnen wir (2.6) nicht direkt verwenden, da
Dl(yp) eﬂﬁ+2 , und flr k+1 = N+ 2 die Momente Wy nocht nicht gefun-

. . . . . A
den sind. Aber es ist D,Dip, D,Dipely, 4 » und aus (3.6) folgt,



da (DiD - D2D1);)€HN . Deshalb sind die Transformationen

2

0

J(D,Dip) = J(D,Dip) = J(D,Dip - D,DIp) =

2
- LI - - -
J[Dy (Do - Axyp, - Ay“p] - Byp) - D,(D,p
- 2.1 - - 1 = - -
Ax“p) Axyp§ Bxp)] = J [(DlD2 D,D,)p

- Dl(AN + B) yp + D2(AN + B) xpy} =

J[(D1D2 —»D2D1)p ] - (AN + B)J[Dl(yp)— Dg(xp)]

zulfdssig. Hieraus ist klar, daB (3.10) dann und nur dann fiir alle
pe‘HN erfillt wird,.wenn
J (DiD

- = St
D2D1) P J (ip

» o+ dpl) =0 (3.11)

2

c) Jetzt ist klar: wenn es flr jedes p eHﬁ solch q, resHN_i
gibt, daR (3.8) erfiillt wird, dann folgt hieraus (3.11). Es bleibt
noch die umgekehrte Behauptung zu beweisen; es seli p = Py * Py-1

t - .
€y » Py-q € Iy-q 3

finden, da®

mit Py man kann leicht solche Ay >

IN-1 € y-1

~

Py = (AN + B)(xqy 4 + yry_4) 3 P = Dyay_4 + Doryoqg * P

mit Ee‘HN_l . Wenn wir Jjetzt anstelle von p das Polynom

p priifen und diese Uberlegung fortsetzen, dann erhalten wir, da®
p = Diq + D2r + Py

mit q, re'HN_l, poe~Ho . Hieraus ist ersichtlich, daR dann und nur

dann J(p) = 0 , wenn man q und r so widhlen kann, daB J(po) =

Z PoHoe = O » aber da p_g 3 0, ist dies gleichwertig der Gleichung
Pg = 0 . Man kann jedoch anstelle von p in dieser Uberlegung

(D1D2 - Dng)p = ipi + jp§ einsetzen.

Folglich gilt: wenn filir jedes" pGT[N (3.11) erflillt wird, so existie-
ren solche ¢, PG'HN_l , daB (3.8) erfiillt wird. Das Theorem ist
bewiesen.

Folgerung 1. Wenn die Operatoren D1 und D2 kommutieren, dann existiert

das nichttriviale Funktional J fiir Gleichung (3.1).

dann ist
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= Bi ;o0 d_ ] + e ] = Bj (3.12)

d eooloi 00 ooJio ooJol

oo T1o * 0o °?
d.h. i und j sind Linearkombinationen der Polynome d und e. Diese Be-

hauptung folgt aus Theorem 11, wenn man p = x und p = y annimmt.

DaBk (3.12) nicht hinreichend ist fiir die Existenz des nichttrivialen
Funktionals F, zeigt ein Beispiel, in dem (3.1) die Gestalt
2

+X) Z;X + 2 (xy+y+1)z"  + ng" + xz! + yz! - Ngz =0

(x
Xy vy X y

hat. Hier werden die Gleichungen (3.12) erfiillt; das System (3.9) lie-

fert (wenn man Hoo = 1  annimmt):
- = Q0 : = 0 —__1.. = Q - = Q -
Ho1 = Mao © 50 Mog T 5 Mqq 7 5 3 Moo * 5 Hzg 7 >
—2‘.- - -—O. —O. —._1. —1.
Hoqg =3 5 Mqp T Hoz =V 5 My = 95 Mzq 77 5 Hop 77 5
Miz = Hoy = 0 3

doch fiir Hzo liefern die Gleichungen (3.9) mit k = 3 , 1 = 1 und

k=2, 1 =2 verschiedene*Werte.

Anmerkung. Wenn man das Theorem auf konkrete Gleichungen anwenden will,
verwendet man manchmal geeigneterweise folgende Erdrterung.

Wenn q homogenes Polynom der Potenz k ist, dann ist
D,(a) = Qfa) + Qy(a) + Qz(a) ,

wobeil Qi(q) ebenfalls homogene Polynome sind, die durch die Glei-

chungen
Q(a) = (kA + B) xq ;
Q2(Q) - (aioX * aoiy)q% * <bioX * boly)q§ * dooq >
QB(q> ) aooq’}'{ ¥ booqu

bestimmt werden. Analog bestimmen wir mit Hilfe von D, die Operatoren

R,, R Ry . Es sei p = xy " m n =N > 1,
N-1

N-1
q:qu ) r:érk )

2,

wobeil dpes Ty homogene Polynome der Potenz k sind. Dann reduziert sich

die Bedingung (3.8) auf ein Gleichungssystem beziiglich q, r:



o . : : . .
Qulay_q) * Ry(ey_g) = Gypx v 3470 pp + (Gyg% + Joq9) Py 3

1 ' = T : t .
Qay_p) + Ryley ) + Qplay q) + Rolry 40 = 1,0p5 + Jo0Py 3

Q (aoy) + By (o) + Qplagyeyg) + By(rygpyq) *

2
) + Ry(r =0 (k= 3,b,...,N) ;
0

Qa0 N-k+2)

Q(a,) + Rylay) + Qg(ay) + Ry(ry)

Aus der ersten Gleichung des Systems kann man leicht -1 Ty-1
finden, aus der zweiten Ay-ns Tyop USW., und schlieRBlich aus. der
vorletzten Gleichung mit groRem Freiheitsgrad dgs Ty - Die letzte
Gleichung aber kann man in der Form

ao'oqio * boo(qol * rio> * Coorol * dooqoo * eooroo = 0. (3.13)

anschreiben. Wenn man fiir jedes m, n mit m+n > 1 solche dys Tys dyo
r finden kann, daB (3.13) erfiillt ist, und wenn zusftzlich (3.12)
erfiillt ist (was gleichwertig ist zu (3.8) bei m+n = 1), dann ist

klar, daf das nichttriviale Punktional J existiert.

Wir wollen jetzt einige Fille der Entartung des Funktionals J erdr-
tern. Das Funktional wird entartet genannt, wenn aus k > O Dbel
einer bestimmten Basis Mpq = 0 folgt. Es wird stark entartet ge-
nannt, wenn aus k+1 > O Wpq = 0O folgt. Es ist klar, daf die Gram-
schen Determinanten von den Monomen xkyl fiir das entartete Funktio-

mn® 9mn
Bedingungen (1.3) - (1.6) erfiillen, nicht eindeutig bestimmt.

nal zu null werden. Folglich werden die Polynome p die die

Theorem 12. Gleichung (3.1) hat dann und nur dann ein stark entarte-

tes nichttriviales Funktional, wenn bel einer bestimmten Basis gilt:

aoo - boo = Co0 T doo T €0 T O ) (3.14)

Der Beweis folgt aus der Betrachtung des Systems (3.9) flir k = 1 =
=03;k=1, 1=03 k=0, 1-=1

Theorem 13%. Wenn bel einer bestimmten Basis

aoo = boo = aoi - bol - doo =0 (3.15)

gilt, dann bestimmt Gleichung (3.1) das entartete nichttriviale Funk-

tional J.

Fiir den Bewels geniigt es, dasselbe System (3.9) bei Bedingung (3.15)

zu untersuchen. Wenn m > O und bekannt ist, da® Uy = 0 bel
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k>0 und k+1 <N ist, dann liefert das System .., y_ . =
B H

Mo, N+ 1-m = 0 . Die Momente Hoq werden immer eindeutig bestimmt.

Die notwendige Bedingung der potentiellen Selbstadjungiertheit, die

durch das Theorem 8 gegeben ist, hat fiir Gleichung (3.1) die Form

ig +Jy =0. (3.16)
Dies folgt aus den Gleichungen g% - h§ = B - 3A, g§ - h} =0,
Dug - DBh = 0 . Man kann sich leicht auch davon liberzeugen, dak die

potentielle Selbstadjungiertheit von Gleichung (3.1) aus (3.16) und
o ¥ O folgt. Insbesondere (3.16) wird erfiillt, wenn die Operatoren

D1 und D2 kommutieren.

Man kann zeigen, daf fir Gleichung (3.1) sich keine einzige der
Eigenschaften - "potentielle Selbstadjungiertheit" und "Existensz
des nichttrivialen Funktionals" - aus der anderen ergibt. So ist
Gleichung

(X2-F1) ng + 2xyz' + (yz-y) Z§y + B'xzé +

Xy
+ wy—B+2)%-—Nm—1+B)Z:O

potentiell selbstadjungiert (o = y(y-—xg-i), B =0, v = (B=-3)(y -
- x2-1), i =1y, j=0), doch wenn B % 3 ist, liefert das System
(3.9) einen Widerspruch fir u oq 3 und folglich existiert das nicht-

triviale Funktional J nicht. Gleichung

1 1 ' I =
VZ gy + xzyy + XZy + yzy Nz 0
ist nicht potentiell selbstadjungiert (a = xy, B = x2, Yy = y2,
i= -x, J =1y) , doch existiert das nichttriviale Funktional nach
Theorem 12.
Jetzt wollen wir eine bestimmte Eigenschaft der Funktionen an aus

Theorem 5 flir den Fall untersuchen, wenn die Gleichung die Gestalt

(3.1) hat.

Theorem 14. Wenn Gleichung (3.1) die folgenden Eigenschaften hat:

a) (2.14) wird erfiillt;
1 - 1 - .
b) ay = ¢y F 0 ;
c) es gibt solche Polynome ass 8y, bl’ Cqs Cps 8O dak die

Gleichungen (2.20) gelten und auRerdem



- 25 -

al = 2b! + b,c)

. I Tt vy '
. 1y‘01 1%y C2y Eé%lb +al b, , (3.18)

1x 1x71
dann erfillt das Polynom an » das durch Gleichung (2.27) bestimmt
wird, Gleichung (3.1) mit N = m+n

Die Beweisfiihrung schlieft damit, daB wir schrittweise die Differen-
tialgleichungen aufstellen, die von den Funktionen v, U, z erfiillt

werden, mit n n
vV=p3§ e (3.19)

(8,e sind in (2.21) bestimmt);

9 ™, 9 B
u = (53) (§§> Voo (3.20)
7 = p—lll (3.21)

und uns davon Uberzeugen, daR die letzte Gleichung mit (3.1) tiberein-
stimmt. Doch bevor wir zur Durchfilhrung dieses Vorhabens schreiten,
sei bemerkt, dak aus (2.12), (2.13) und (2.20) folgt:

ask +a, by A = gay 3 Dbyjc Kkt ey o= hog,. (3.22)

Wenn wir desweiteren (2.34), (2.35), (3.17), (2.20) und (3.18) kom-

binieren, erhalten wir

. _ 2 ' . t . - 2 1 _ !
Lo=ageq(aghiy, = bybjoey), J = a;cy(abbl Pigco)

_ - - .
Da a, = asc, aiblcl‘,‘folgt hieraus:
o Co_ 2., 2 . .o 2., 2
bl + aj = aibiycioc1 s cl + bj = aibix(ﬁ_al

Doch dann, wenn wir beriicksichtigen, daf a = a,cq 0, , erhalten wir

aus (2.37), (2.38)

- 1 . - t
D3a1 = ajab a3 D“al = clc2yoc1 . (3.23%)

Jetzt gehen wir zur Aufstellung der Gleichungen fiir v, u, z Uber.

a) Da man (3.19) in der Form

_ m n m+n
V.= pag ey ooy

anschreiben kann, so ist, unter Beriicksichtigung von (2.22),
: t = y ' k 3 1 T e
8,0,V [k + m(aixoc1 tagaf ) + na o, 1v 3

t - L v 1
e oV [\ + me o + n(ciyoc1 + ciuiy)]v



Wir multiplizieren die erste dieser (Gleichungen mit a5, die zweite

mit a,b, und addieren die Ergebnisse. Wir erhalten

171
t L F 1
ao, vl + bocivy = [agK + a;b A+ m(aj a0, +

1 oot ' ' 1' 't
+aaj, * baiy) + n(aaix + aibiciyoc1 + baiy)] v

Jetzt ist wesentlich, daR aus (3.22) und (3.23%) die Teilbarkeit des
rechten Teils der letzten Gleichung durch o, folgt, und infolge der
Bedingung a) des Theorems die Mdglichkeit zu kiirzen. (Der Sinn der
Bedingung (3.18) besteht darin, daR sie hinreichend ist fir (3.23).
Nachdem Kirzen erhalten wir

\ 1 - 1 1 1
avé + bvy =[g + mat + n(ala2X + a1b101y>] v

oder, wenn wir noch einmal (3.18) und (3.17) benutzen:
av! + bv! - (g + mai + 2nb§)'v =0

X y
Wir ersetzen an dieser Stelle g durch seinen Ausdruck aus (2.7) und
differenzieren beide Teile der gewonnenen Gleichung nach x, wobei
wir (3.17) berilicksichtigen. Wir erhalten

" n - — 1 - ! 1 ' | I
avi_+ bvxy [d + (m - 2)a; + (21? 1)by Jvg o+ vay

- [(2N - 3)A +B]v =0
Es ist offensichtlich, da® man auf ganz analoge Weise

bv! + cv! + blv! - [e+ (2m - 1)Db! + (n - 2)c!]v! -
Xy vy vVx [ ( ) br o+ ( ) el vy

- [(2N - 3)A +B Jv =0

erhalten kann. Wir addieren die zwei letzten Gleichungen und finden
die gesuchte Gleichung flr v:

" " "o - 1 - 1 T
avy. + 2bvXy + vy [d + (m 2)aX + (2n 2)by]vX

- [e + (2m - 2)b}'{ + (n - 2)05'7 ]vgf - [(UN - 6)A + 2B]v=0. (3.24)

b) Wir differenzieren beide 'Teile von Gleichung (%.24) m mal nach
x und n mal nach y. Wir berilicksichtigen die Potenz der Koeffizienten

von Gleichung (3.1) und Gleichung (3.47) und erhalten
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1" 1" 1" 1 1 — 1
auy  + 2buXy + cuyy + (2aX + Qby d)uX +

+ (201 + 2c) - e)u - [(N° - N - 6)A + (N + 2)Blu=0. (3.25)

¢) Aus (%.21) folgt (unter Bertlicksichtigung von (2.14):

uoc o,
ul = pla "Bz + zi)
1 - -2 2 ot - ' -1 1 1 .
ul, = p[u (B° + ag) uXB)Z t 20 "Bzl 4 ZXX] ;
" — -1 -2 T - 1 | - '
uxy = p[2 "o “(2By + uey ayB ooy uxy) 7+
-1 1 -1 1 "
t o Tyzl o+ oo Bzy + ny]
und die analogen Ausdriicke flr u&, u§y. Wir setzen diese Ausdrilicke in
(3.25) ein und erhalten nach Klirzen mit p
az!" 4+ 2Dbz!" + cz!' +
XX Xy Yy
-1
+ [2a ~(aB + by) + 2ay + 2b§ - d]z% +
-1 ' 1 t
+ [207 " (bB + cy) + 2by + 2¢cg e]zy + (%.26)

-2 2
+ {a “[a(p” + &Bé - déB) + b(2 Ry + GB§ - d&B +

2 )
| - ! | I \
ooyl - oaly) +oe(y” # Yy @yY)] +

-1 1 t ' | - -
+ [(2ax+2by d)B+(2bX+2cy e)y ]

- (N° - N -6)A - (N+ 2)Btz = 0.

d) Der Koeffizient bel Z% in Gleichung (3.26) wird einfacher,
wenn man (2.12) und (2.7) verwendet:

-1 1 - - 1 T -
2 o (ag + by) + EaX + Bby d = 2g + 2aX + Eby d = d
Analog dazu kdnnen wir uns davon Uberzeugen, dal der Koeffizient beil
z§ gleich e ist.

Jetzt vereinfachen wir den Koeffizienten bei z, wobei wir (2.12),
(2.13), (2.37) - (2.%9) und jene Tatsache berilicksichtigen, daB

g% = h§ = B - 3A 1ist. Auf diese Weise ermitteln wir, daf dieser
Koeffizient gleich

0 B [g o= (al + bg)a + bl - aj]+ylha-
- (g + eldas ol - bilh 4 o [ (g) + hyda - hi kg

"+ B(d - 2g) + y(e - 2n)] - (N, = N - 6)A - (N + 2)B =
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B (g - ay

_1[

0 PTi(b g+ cy) - j(ag + by)]+a I

+ y(h - b% - c&) - hi + gj + g(d - 2g) + yle - 2h) ] +
+ 2B - 6A - (N° - N - 6)A - (N + 2)B =
=0 P(hia - gia) +a T[g(2g-d) +y(2h-e ) -
Chi o+ g o+ g(d - 2g) + y(c - 2n) ]- (N° - N)A - NB =
= d_i(hi - gl -hi+gj)-N(NA-A4+B)-=

= - N(AN - A + B)
ist. So stimmt (3.26) mit (3.1) lberein, was auch zu beweisen war.

Theorem 15. Wenn Gleichung (3.1) die Forderungen a) - e) von Theorem
14 erfiillt und das Funktional J die Bedingungen (2.6), dann gibt es
solche konstanten Amn’ daB die normale biorthogonale Familie bezliglich
des Funktionals J aus den Polynomen Pmn’ welche in (3.3) definiert

wurden, und den Polynomen Anlemn besteht, wobeil an (2.25) bestimmt.

ell , da (2.24) aus (3.17) folgt.

an) einen Sinn. Es sei k+1 Z m+n

Beweis. Bemerkt sei, daR Qm
Deshalb hat das Symbol (P

Dann ist

n
kl?

(P> Q) =0

nach Theorem 1 (unter Berlicksichtigung von Theorem 14). Es sei k+1 =
= m+n, aber k<m. Aus (3.5) und (3.17) (was gleichwertig ist zu

8414 = Cqp ° 0) ist ersichtlich, da® Pkl Polynom der Potenz k bezliglich
x und der Potenz 1 beziliglich y ist. Doch dann erhalten wir nach Theo-

rem 6 wiederum (3.27). Es bleibt uns nur, Amn so zu wihlen, daR

(P A =1

k12 Me1 %er)
Wir wollen jetzt einige Prizisierungen von Theorem 9 filir @¢leichung
(3.1) untersuchen.

Theorem 16. Bei der Transformation von {(1.7) sind die Koeffizienten

A und B von Gleichung (2.1) und auch der Matrixrang

i

1 0l

1o
Jlo Joi

Invarianten.



Den Bewels erhilt man aus den Behauptungen a) und b) von Theorem 9

durch unkomplizierte Transformationen.

In den Theoremen 14 und 15 spielt die Bedingung (3.17) eine groRe
Rolle, die offensichtlich im Falle der beliebigen Gleichung (3.1)
bei der Transformation von (1.7) nicht erhalten bleibt. Mit der

Klirung dieser Frage befaBt sich das folgende Theoren.

Theorem 17. Wenn fiir Gleichung (2.1) die Bedingung

801 T %10 T Co1 T 2Py T B4g T Py 7O (3.28)

erflillt wird, dann ist nach Transformation von (1.7) ebenfalls

éol = ¢y, =0 (3.29)

wenn (3.28) nicht erfiillt wird, aber

3 (a -2b ,)c = (c - 2b
1o ol 1o ol 1o , (%.30)
5 (eqq = 2by)agy = (g, = 2607,

dann existiert eine Transformation von (1.7), nach der Gleichung (3.29)
erfillt wird; wenn keine der Bedingungen (3.28), (3.30) erfiillt wird,
dann existieren Transformationen, die sowohl auf (3.29) reduzieren

als auch nicht auf sie reduzieren.
Der Beweils griindet auf jener Tatsache (die aus Theorem 9 folgt), daB

- o 3 _ 2
8o1 = A “lag to, + (g - 2D ) to, 0, 4

_ 2 - 3 .
tlegy = 20y ) b tls + cq by, T

I 3 ) >
Cio = A “laggtay + (B - 2D )65, By +

i > 3
tlegg = 20y ) b by + ey BT, ]

Es ist klar, daB aus (3.28) (3%.29) folgt, unabhingig von den Werten
der Koeffizienten tij' Weder (3%.28) noch (3.3%0) seien erfiillt. Wir

untersuchen die Gleichung

3 2

a4 T+ (aio - 2boi)T + (co1 - 2blo)T t ey, T o , (%3.31)

und sie habe die zwel verschiedenen Wurzeln T4 To. Wenn wir annehmen,

dap

t t ,  to, =

o0 T T1tp 01 7 Tobgq



dann erhalten wir eine Transformatlon, die auf (5 29) reduziert. Die
Uberlegung ist analog fiir den Fall, wenn 81 = 845 T 2bo1 = 0. Doch
ist (2.30) notwendige und hinreichende Bedingung, damit alle Wurzeln

von Gleichung (3.31) gleich sind. Das Theorem ist bewiesen.

§ 4

Wir wollen jetzt die Klassifikation der Gleichungen (3.1), die die
Bedingung (3.2) erfiillen und ein nichtentartetes Funktional besitzen,
untersuchen. Die Gesamtheit dieser Funktionen wird in Klassen einge-
teilt, die beziiglich der Transformation (1.7) invariant sind, und es
wird flir jede Klasse eine bestimmte Gleichungsnormalform aufgezeigt

werden.

Theorem 18. Wenn (3.1) die Bedingung (3%.2) erfiillt und das dieser

Gleichung entsprechende Funktional J nichtentartet ist, dann ist die
Gleichung potentiell selbstadjungiert und 1Bt sich mit Hilfe der

Transformation (1.7) auf eine der unten auf'gefiihrten Gleichungen

reduzieren.
I) (X2 -x)z" o+ 2xyz" & (y2 - z" + (Bx +d_ ) z' +
XX Xy " vy ‘ 00 X

LI - —~
+(By+eoo)zy N(N -1+ B)z =0

(k + B £ 0 k = 0,1,2,...) ;

(dog # 0 3 e 7 0)
a = xy(1l - x -y) ;
-d_ ~-1 -—e_.-1 da~TeAqt+tB-1
p = x 00y 00 (1 - x - y) 00 00

2_n 1 _ 1
IT) x Zi, * 2X'yzXy + (v, y)zyy + (Bx + doo)zX +
+ (By + eoo>Z§ - N(N -1+ B)z = 0

(k +B# 0, %k =0,1,2,...) 3

(a_ 40 , e 4 0);

00 00
G = - Xy 3
~ Bte =2 e, 1 ,doo(y - 1)
p =X y exp '




- 31 =

2"

n 2 1" ]
IIT) x Zh. * 2xyzXy + (y° + X)Zyy + (Bx + doo)zx + (By +

+ e ) z§ - N(N-14+B)z =0

00
(k + B#0, k#0,1,2,...),
LD
(doo 7 0); o4 = X
2
_ Ay + 2e..x -~ 2d._.Xx
o = XB 3 exp 00 g 00
2 X
— 1" —_ 1" | 1 —_ -
Iv) Xzl yzy;y + (x + doo) z! + (y + eoo) Zy Nz 0
(dog # 0, e, 7 0) ;
o = Xy
-1-d -l-e
p=x %y % exp(-x-y)
" 1" 1 1 —_ -
V) 2'szy+yzyy+(X+doo>zx+(y+eoo)zy Nz =0
(ddo Z 0)
a = - x° ;
e =2 . d .y
p=x %%  exp (y+ 29
X
_ n - n ' v -
vI) X 22 Zyy + (x + doo) Zy *y Zy Nz = 0O
(A, # 0)
a = x
-1-doo 2
p = X exp (- x - &)
- " - " Ly 1 - . | . - .
VII) 2o Zgy tOXBL * ¥ 2g Nz = 0 ;
o =1 ;
Cl L2
+
o= exp (- XA
" 1 1 — - ‘
VIII) vy Zey T2 2%y t Xzl oty z§ Nz = 0 ;
o = -1 ;

©
T
0]
>
o
bt
<

I .
o
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2 — " 1"t 2 - it ' !
IX) (x 1)ZXX + 2>szxy + (y l)zyy + B}(zX + B;rz§ -

- N(N-1+B)z =20

(k + B0 , k =0,1,2,...) ;
a =1 - X2 - y2 5
B2
p= (1 -x% - g% °

Den Bewels beginnen wir damit, daR nach (2.9) und (3.1) gilt:

- 3 _ 2 2 3
o A‘Ciox + A (co1 2'b10):x v o+ A'(aio —22b01) Xy~ + A.aoiy +
2 2 .
* (Acoo'kaiocio bio)x * (alocoi'+aolcio— 2blobol— 2Aboo)xy *

2 2
+ - : -
* <Aaoo aoicol bol)y * (alocoo'kaoocio gbloboo) X+
' 2
* (aolcoo'Faoocoi_ 2bolboo)y * (aoocoo'-boo) : (4.1)

Nach Theorem (9) kann man die Kurve o = 0 mit Hilfe der Transfor-
mation (1.7) auf einige Normalformen reduzieren, denen die Normalfor-
men von Gleichung (3.1) entsprechen. AuBerdem ist es von Vorteil, die
Invarianz des Matrixranges, wie in Theorem 16 dargestellt, zu verwen-

den.

Die Fdlle der zu untersuchenden Gleichung werden so numeriert, daR
man nach der Nummer leicht die Eigenschaften der Gleichungen aufstel-

len kann, welche 1im jewelligen Augenblick verwendet werden.

1) 1 =j = O . Nach Folgerung 1 von Theorem 11 ist die Existenz
des nichttrivialen Funktionals in diesem Fall gesichert. Aus (3.7)

folgt, daB die Koeffizienten von Gleichung (%.1) das System

1o0 = Ragy + agqbyg — ag5bog + bgl__ 851%1 = 9 3

Jo1 7711 T Abgy FBg4Cq T Py T O

J.10 - ACoo * boocio - b10001 * bio T 846%0 T 03 (h.2)
1o T 200P10 T 210P00 * bolboo‘_ 851%0 © 0

Joo * Poo®01 T Po1%c0 * 200%106 T PioPoo = ©

erfiillen missen.

11) A # O ; ohne Verlust der Allgemeinheit kann man annehmen, daB
A =1



111) ae HB

1111) Gleichung

3

2 ‘ _
o 7 + a211 + u12T + GOB =0 , (4.3)

30

hat drei verschiedene Wurzeln (es ist ebenfalls = zul#ssig). Dann

kann man durch die geeignete Transformation (1.7) erreichen, da®

Qgy = o, O q =-1, 0,5 ==-1, Gug = 0oy = O p = 0
Aus (4.1) folgt, daR dann
c = 0 c = 2b -1 a = 2D -1 a = 0 ¢ = b2
1o > ol 10 2 1o ol > “o1l ? 00 1o °?
- B
850 7 Po1

Wir setzen dieser Werte in (4.2) ein und erhalten

blo - bol - boo =0

doch diese Werte der Koeffizienten liefern Gleichung I.

1112) Gleichung (4.3) hat eine zweifache und eine einfache Wurzel.

Dann kannman die Transformation (1.7) so wihlen, daB

Ozg = 05 0pg =71, 045 = dgy = 0y = 0gy =0
Aus (4.1) folgt

Cip o, Coq = 2b10 -1, a = 2bo

boo - b01<b10 - 1)

Wir setzen dieserWerte in (4.2) ein und erhalten

bio = boi = aoo =0

Wir sind bei Gleichung II angelangt.

111%3) Gleichung (4.3) hat eine dreifache Wurzel. Dann kann man .
erzlelen, daB
O35 = 1 5 @y = 04y = 05 = 0, =0

Aus (L4.1) folgt
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und das System (4.2) liefert

bol': aoo - boo =0

Folglich ist

a=x", b=Xxy+by x, cC= (y + blo) + X

Mit Hilfe der Transformation x = x , y =y = b10 kann man noch

vereinfachen, und wir gelangen zu Gleichung III.

112) a EHB . Dann ist offensichtlich

10 =0, €01 - 2bio 2 alo = 2bol 2 aoi =0,
und aus (4.2) erhalten wir
= N _ .2
g00 ~ bol > boo - biobol > Coo T blo

Wir haben ermittelt, dah

_ 2 _ _ 2
a = (x+b )%, b= (x+b N(y+by ) 5 ¢ = (y+by)
Nach Ersetzen der Variablen gelangen wir zu der Gleichung
IX2Z" + 2xyz" o+ y2z" + (Bx+d_ )z! + (By+e_ )z! -
XX Xy vy oo’ “x oo’ Ty
- N(N -1+ B)z =0 . (b.h)
Wenn dooeoo = 0 , dann ist, nach Theorem 13, das entsprechende Funk-
tional entartet. Wenn €50 # 0 , dann reduziert die Transformation
X = X + dooy 3V T e Y

(L.4) auf die Form (wir schreiben hier anstelle von X,y wieder x,y)

2 ; 2
X ZXX + 2 Xy zXy + y zyy

- N(N-1+B)z =0 |,

1 1 —
+ Bxzg + (By + 1)zy

und das Funktional ist aufgrund von Theorem 13 entartet.

12) A = O . In diesem Fall kann man von B = 1 ausgehen. Zur Ver-

einfachung der Notierung fiihrt man geeigneterweise die Matrix



g

£

alo blo aol bol aoo boo
k c b c b c

blo 1o ol ol 00 00

ein und bezeichnet mit Aij die Determinante, deren erste und zweite

Spalte mit der i -ten und j - ten Spalte dieser Matrix {ibereinstimmen.

Dann kann man (4.1) folgendermaBen anschreiben

2 o 2
A12X + (AlLl - A23)Xy + ABMy +

Q_
1

+

und das System (4.2) in der Form

1o1 7 7 Bq3 7By 2 0

Jo1 = - Aoz = 03

J10 7 By * 845 = 0

loo 7 Aig = B35 = 05

Joo = T Byg 7 bpg = O
121) el

1211) Die Kurve o = O ist eine zentrische Kurve.

mit Hilfe der Transformation (1.7) erreichen, daB

Jetzt ist

Aus den Gleichungen A oy T Al} = 0 folgt:

entweder ist b = b = 0 oder
1o ol
alo aol - 0
Cio Col

1 liefern

Doch die Gleichungen A23 =0 , A14

a10 451 = 1

¢ C

lo ol

(4.5)

(4.6)

Dann kann man
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Folglich muk blo = b01 =0 sein. Weiter ermitteln wir leicht
%00 boo " 0 T %1 T %10 T 0
a10001 =1
-1

Das heiBt a = a1,% > b = 0, c¢=a; v , doch kann man sich leicht
davon iliberzeugen, da® man mit Hilfe der geeigneten linearen Trans-

formation erreichen kann, da® Ay, = T 1 . Wir erhalten Gleichung IV.

1212) Die Kurve o = O 1ist eine parabolische Kurve. Dann kann
man ermitteln, dak

Wir kombinieren dieser Gleichungen mit dem System (4.6) und erhal-

ten
Thoy T Ay R Agy = Agg T Agg T A5 = Mgy =0
Aus den Gleichungen Alu =0 , A23 = 0 erhalten wir
2 2
blo boi T 2%10%51%10 01 ?
und aus A12 = 1, ABM = 0
b2 t? = a,_a C c + a C
lo "ol 10 "0l "1o "ol ol "ol
Deshalb ist a,1%51 = 0 und (da ABM = 0) bol = 0 . Aus A24 = -1
folgt dann b, c 4 = - 1, d.he ¢y Z 0 , aoq 0O und éda Ayy = 0)
844 * 0O . Weiter kann man leilcht 850 o, bOO =0, blo: i,
Coq = b1O ermitteln. So haben wir a =0 , b = +x , ¢ = C X Ty te
‘Die Transformation
X = £+ X ,
Yy = e XtV - ey

fiihrt uns zu Gleichung V.

122) o € Hé . Jetzt schlieBen sich dem System (4.6) die Gleichun-
gen A12 = ABM = A1u = 0 an. Einfacher kann man sagen, dab

a a b
re 10 1o ol ol> < 0 . 7)

bol Coi

oo °



und aupkerdem

A15 + A36 =0 , byg A25 =0 . (4.8)
1221) o € M) . Dann kann man erreichen, daB o, =1, o,y =
o = 0 , d.h. auper (4.7) und (4.8) haben wir zus&tzlich die Glei-

00
chungen A16 - A25 =1, A36 - A45 =0 , A56 = 0O . Die erste daven

zeigt, daR die Gleichung 815 % by = Cqp T 0 unmdglich ist. In
Verbindung mit der Bedingung A12 = 0 liefert dies, daB entweder
2

a 7 0 , bio = ka > CqT k"aq, s k # O . (4.9)

1o

oder

a = b = O s ;[ O (u.lo)

10 1o Cio

12211 Wngenommen,wir haben (4.9). Aus (4.7) folgt, daB b4 = ka s

_ .2 . . _
= k a,q - Die Glelchungen A16 A25 =

o1 1, A36 - AMB = 0 1liefern
entsprechend
alo(coo - 2kb o+ k2aoo) =1
5 (4.11)
aol<coo - 2kbOO + k aoo)": o ,

hieraus folgt 854 = Pgq T Cyq T O . Die erste der Gleichungen (4.8)

liefert Jetzt boo = kaoo , und die Gleilchung A56 = 0O hat die
Form 5
800(Coe = KaGg) = O

Wenn c__ = kgaoo , dann erhalten wir einen Widerspruch zu (4.11),
d.h. 8,5 © 0O und

a = a, X b = ka, X ¢ = koa, x + -1

- F0t - S8t o - 1 %10
Die Transformation
-1
- = _ = _ 2 = _
X = aj X 5 ¥ alokx + ( aio) y o+ (kdoo eoo)

fihrt uns zu Gleichung VI.

12212)Angenommen,wir haben (4.10). Aus (4.7) folgt a1 = boq T o,

- A2 =1

und aus der Gleichung Ai 5

6

16800 © 1 . (4.12)
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1
O

Andererseits liefert A36 - AMB = 0 1800 O, d.h. Co1
Doch dann ersehen wir aus AM6 + A25 , daB

01800 T O
was (4.12) widersprichty so ist dieser Fall unmdglich.

1222) acl_ . Jetzt gelten (4.7), (4.8) und noch die Gleichungen

=0, by = by =0, (4.13%)

Big = Bos 5

12221) o # O . Man kann annehmen, dafk o = 1 , d.h.

A56 = 1 . (41)4)
122214) In (4.7) sel der Matrixrang gleich O. Dann ist a = Ao »

b = bOO > C = Chq - Wenn o0 £ 0 , dann kommen wir mit Hilfe der
Transformation

Yoo = 1 - —

X = ————— X + ———————y — d , v =+V-¢ X - e
————— 00 00 00
€00 d ®o0

zu Gleichung VII. Wenn aber c = a = 0 , dann verwenden wir eine

00 00
Transformation der Art

(0]0] [0]¢)

X = V—-boo X + /boo y o+ tiB ; V= vVv-Db X - vb y o+ t23

122212) In (4.7) sei der Matrixrang gleich 1. Angenommen, ein
von O verschiedenes Element der Matrix befinde sich in der ersten
Zeile (wenn es in der ersten Zeile kein solches gibt, dann wenden
wir im voraus die Transformation x =y , ¥y = X an). Man kann
leicht erkennen, daf® dann kein einziger der Koeffizienten von I

a gleich null ist und daB eine solche Zahl existiert, daR

ol
b

!
~
©

b = ka = k a

1o lo °? Clo ol

lo °?

Aus (4,8) und (4.13) folgt Djg + byg = 0 A15 + A45 = 0 oder

1 boo 1 a4,
(a,, +kaq) § = (ay,*tka) c b = 0
©o0 00
Wenn wir (4.14) berlicksichtigen, sehen wir, dab a1, = ~kagy

In diesem Fall wird Gleichung A15 + A36 = 0 zu



: 2 _
aol(aook 2book * Coo) =0,

woraus folgt, daB k gleich der Wurzel von Gleichung

2 _
aOOT 2bOOT + COO = 0

Man kann verifizieren, daB alle Gleichungen (4.8), (4.13) erfiillt

sind. Folglich ist

a = aoi(-—kx +y) + a 5 b o= kaol(
2

c =k aol(-kx + y) + ¢

00 -kx + y) + boo 5

00
Mit Hilfe der Transformation

1
X (a X + t12y + 513

01)

W=

y = k(aol) X + [kt12 + (aol) 3]y + t23 R

wobei t12’ t13, t23 so gewdhlt werden, daR die freien Glieder in

den Polynomen a, d, € zu null werden, gelangen wir zu Gleichung VIII.

12222) o =0 . Da a, b, cell kann man annehmen, daR die Glei-

1 3
chung die Form

2
1 . n n ! T -
azXX 4 2kaXy + k azyy + de + ezy Nz 0]

hat, mit a = a1,¥ * a,4¥ » k- komplexe Zahl. Nach der Transformation
X = tllx + t12y + tlB 3y Yy = t21x + kt12y + ktl} + kdoo " 0

erhalten wir die Gleichung (anstelle von X,y schreiben wir wieder

X,y)

"2 (42 - Nz =0

_ 2,2y— _n -
t21 2t11t21k + tlﬁz) az + xz! + e

A ]
vy X “y

(hier werden die Bezeichnungen aus Theorem 9 verwendet). Nach Theorem

13 ist das Funktional J entartet.

Auch nur eines der Polynome i, j sei von O verschieden. Aus (3.12)
folgt, dak dann auch einer der Koeffizienten
1o (=- Joi>’ 1012 Jd10

von O verschieden ist.



i i

21) rg < 1o Ol) = 1 . (Nach Theorem 16 ist diese Gleichung be-
J10 Jo1

ziglich (1.7) invariant.) Dann kann man leicht erreichen, daf

110 % dgo1 = 0 und 1,434 = O + Es iel Jlo_# O (der Fall 1o1 Z 0
fihrt zu dieser Transformation x =y , y = x ). Nach (3.12) ist
ioo = 0 , und man kann leicht erkennen, daR durch die geeignete

Transformation erzielt werden kann, daR jlo = x . Folglich unter-

suchen wir den Fall, wenn 1 =0 , J = x

Wir verwenden (2.34) und (2.35) und kdnnen verifizieren, daB fiir Glei-

chung (3.1) die Gleichungen

D,i = b'i - a'j

3 v v
3 - —_ 1 - 1 H 1 — 1 2 .
DBJ + Dql = (cy bx):l + (aX by)J ; (4.15)
C s L
DMJ = C + bXJ

gelten.
In unserem Fall folgt hieraus

LI . = ot . = n!

ay =0 3 a-= (aX by)}( 5 b bix 3

daraus folgt: _
401 7 850 T boi - boo =0

(%3.12) 1liefert jedoch noch doo = 0 . Nach Theorem 13 ist das Funk-
tional J wieder entartet.

i1o ill :

22) rg )} = 2 . Jetzt kénnen wir erreichen, daB
J10 Jo1
i= -y, Jj=x , (4.16)

doch sind dabei alle Koeffizienten der Transformation (1.7) zu verwen-
den. Aus (3.12) und (4.16) folgt

d = = 0
00 eoo 2

und (4.45) und (4.16) 1liefern



y y
- - - t t | 1
a c (cy bX) y o+ (ax by) x
- 1 t
b ch + be .
und daraus
aoo - Coo 2 boo =0, aol - blo 2 Cio B bol

SchlieRlich kombinieren wir (4.16) mit (3.7) und erhalten die Bedin—.

gung ) P

Aaoo * bio * bol - alo

b = -1, (4.17)

ol ~ biocoi
Folglich miissen wir kldren, wann Gleichung

)Z"

X + b
XX

(ax° + a + 2 (Axy + by X + b _,y) zl o+

1o 109 ¥ 200 Xy

+ (Ay2 b X+ e ¥+ aoo>Z§y + sz% + Byz§ -

~N(NA - A +B)z =0, (4.18)
wobei (4.47) erfiillt wird, ein nichtentartetes Funktional J besitzt.

Zundchst ist klar, daR a, Z 0 , well im entgegengesetzten Fall das
Funktional nach Theorem 12 entartet ist. Unter Berlicksichtung der An-

merkung zum Theorem 11 mit N = 3 erhalten wir das System
= -_ 1 1 .
[ (2A + B)(xq2 + yrz) = ypy * xpy .
!
(A + B)(xq1 + yri) + (aiox + bioy) aby * (bioX +
1 1 1 = .
< tboqy)lagy v rh )+ (bogx+ e yy)ra, = 03 (4.19)
: : 1 !
B(qu * yro) * (alox * bloy>qix * (blox * bioy)(qix *

' t ' 1 — .
+ Pix) + (bolx + coly)riy + aoo(q2X + rgy) 0o ;

1 -
\ aoo(qix * riy) =0

Die letzte Gleichung ist gleichwertig zur Bedingung Qi * Tyq = 0
Wir sondern jetzt in der zweiten Gleichung die Glieder aus, die X2

und entsprechend y2 enthalten, und erhalten

I
O
-

a, q + b, (q + 2r, ) + b .1
{ 10%20 10911 20 01711 (1. 20}

Piodqq * boq(Ray, + ryy) + ey, =

I
O

Wenn jetzt p = e

(4.19)

ist, dann liefert die erste Gleichung von System



Goo * dop t T1g T Ton T 0 Qqy vy, # 0
und aus (4.20) folgt bio = 0 . Analog dazu erhalten wir bei p = y3
b01 = 0, bei p = ng und p = Xy2 entsprechend a4, = o ,
Coq * O . Jetzt liefert (4.47) Aaoo = -1 , und ohne Verlust der
Allgemeinheit kann man A = 1 , a,o ~ -1 annehmen. Doch dann geht

(4.18) zu Gleichung IX liber. Weil alle Fdlle erschdpft und, wie man
leicht verifizieren kann, alle ermittelten Gleichung I - IX selbst-

adjungiert sind, ist somit das Theorem bewiesen.

Wir wollen jetzt detaillierter die normalen biorthogonalen Familien
der Polynome, die mit den Gleichungen I - IX zusammenhingen, unter-
suchen. Fir diesen Zweck ist es von Vorteil, diese Gleichungen in &
Klassen einzuteilen: A (die Fille I, IX), B (IV, VI, VII),

¢ (II, V), D (III, VIII).

Die Klassen A, B, C enthalten Gleichungen, die auf einer gewissen
Basis die Bedingungen der Theoreme 14 und 15 erfiillen (in der Formu-
lierung von Theorem 18 sind die Gleichungen gerade auf einer solchen
Basis gegeben). Auf diese Weise kann maneine Folge Pmn finden, in-
dem man die Koeffizienten nach Gleichung (3.5) errechnet, und an
nach Formel (2.25). Der Ubergang zu einer anderen Basis wird nach
(1.9) durchgefilhrt.

Die Gleichungen von Klasse D erfiillen auf keiner einzigen Basis die
Bedingungen der Theoreme 14 und 15 (davon kann man sich leicht {iber-

zeugen, wenn man Theorem 17 verwendet).
Die Klassen A und B (und nur diese Klassen) enthalten Gleichungen,

00° eoo>
das skalare Produkt als Integral filir einen bestimmbten Bereich D der

flir die man (sogar bel einigen Werten der Parameter B, d

reellen Ebene interpretieren kann. Im Fall I ist der Bereich D ein
Dreieck, bel IX das Innere eines zentrischen nichtentarteten Kegel-
schnitts, bel IV - ein Winkel, bei VI - eine Halbebene und im Fall
VIII die ganze Ebene (dieses Ergebnis wurde in [9] dargelegt).

Die Klasse B (und nur diese Klasse) enthilt Gleichungen mit der
folgenden Eigenschaft: es existiert eine Basis (auf die dieser Basis
entsprechenden Gleichungsformen wurde in der Formulierung von Theorem
18 hingewiesen), auf der P und Q genau bis auf einen konstan-

mn mn
ten Faktor lUbereinstimmen, d.h. die biorthogonalen Folgen vereinigen

sich zu einer orthogonalen; dabei wird jedes Glied dieser Familie als
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- Produkt eines bestimmten klassischen orthogonalen Polynoms von x
mit einem klassischen orthogonalen Polynom von y ausgedriickt. Im
Fall IV sind beide Faktoren LAGUERREsche Polynome, bei VI der eine
ein LAGUERREsches Polynom, der andere ein HERMITE - Polynom und im
Fall VII beide HERMITE - Polynome. Hieraus folgt jedoch nicht, dahk
die Untersuchung der Familien Pmn’ an v61llig auf eine Theorie
der klassischen Polynome hinausliuft, weil der Ubergang zu einer
anderen Basgsis (Anwendung der Formeln (1.9))die Situation stark kom-

plizieren kann.

Die Polynome, die den Gleichungen der Klasse A entsprechen, lassen
sich auf keiner Basis auf das Produkt der klassischen Polynome zu-

rickflhren.
In der Literatur wurden Polynome untersucht, die den Gleichungen I,
IX entsprechen. Der Fall I wurde unter der Einschrinkung

B=1-4d - e (4.22)
00 00

von Appell untersucht [1, 2, 6, 7 ] ; die Polynome Pmn werden (ge-
nau bis auf einen konstanten Faktor) gewdhnlich durch Emn bezeich-
net, die Polynome an durch an . In 8 wurde gezeigt, dak Bedin-
gung (4.21) tberflissig ist, und die Biorthogonalitit in allen Fil-
len gilt, wenn die entsprechenden Integrale vorhanden sind. Wenn

man das Skalarprodukt mit Hilfe des Funktionals J bestimmen will,
dann ist diese Einschrinkung offensichtlich auch nicht notwendig.
(Die Bedingung (4.21) trat beil Appell deshalb auf, weil er von der
Theorie der hypergeometrischen Funktionen von zwei Argumenten ausgeht
und die Polynome durch ein Gleichungspaar charakterisiert. Dieses
Paar kann man ermitteln, wenn man im Beweils von Theorem 14 anstelle
von (3.24) die zwel vorhergehenden Gleichungen untersucht und alle
darauffolgenden Transformationen {iber jederleeichung im Einzelnen
durchfihrt. Wenn die Bedingung (4.21) erfiillt wird, dann charakteri-
sieren diese Gleichungen die hypergeometrischen Funktionen, und Emn

und an werden durch diese Funktionen ausgedriickt.

Der Fall IX wurde von HERMITE und anderen franzdsischen Mathematikern
untersucht [4 - 77 ; Pmn
gewShnlich durch Nmn’ Q

wird (genau bis auf einen konstanten Faktor)
. durch Umn bezeichnet. Flir die in der For-
mulierung von Theorem 18 gegebene Gleichungsform ist der Biorthogonali-

tdtsbereich der Einheitskreis. Die im vorliegenden Artikel dargelegte



Theorie erlaubt es, vom Kreis zur Ellipse und Hyperbel Uberzugehen
(im letzteren Fall sind die Koeffizienten in (1.7) imagindr).
gibt eine Theorie analoger Polynome fiir die k - dimensionale Kugel

[6,7]

Der Fall V sind HERMITE - Polynome von zwei Argumenten [3,6,7 ]

gewohnlich wird Pmn durch Gmn , an durch Hmn bezeichnet.

Zum Schluf wollen wir noch einige Fragen anschneiden.

1) Der Inhalt von § 2 und 3 kann leicht auf den Fall verallgemei~
nert werden, wenn die Zahl der Argumente grdfer als zwei ist. Wie

lautet das Analogon von Theorem 189

2) Eine natlirliche Verallgemeinerung von Theorem 10 erhilt man, wenn
man fordert, daR der Koeffizient f in (2.1) von den beiden natiirili-
chen Parametern m und n, f(m,n) GHO abhéngt , und daf flr jedes
Paar von m, n die Gleichung genau eine L&sung aus Hﬁn habe. Dann
wird die Gleichung in der Form

(a20x2-+a10x—kaoly-+a Yz !

1"
0o Xx-r2(b11xy-+biox-+boly-+b )z +

oo’ “xy

2 1" t | S
+ (002y ey X+e v+ )zyy + (dlox+doo)zX + (eoly+eoo)zy

-[m(m - 1) 8y, T 2mnb,, + n(n - 1)002-kmd10-+ne01]z = 0

angeschrieben.

Wie lauten die Analoga der Theoreme 11 und 14 fiir diese Gleichung?

3) Im Theorem 14 sind dieABedingungen a) - c¢) hinreichend. Wie lau-
ten die notwendigen Bedingungen dafir, daf das Polynom an Glei-
chung (3.1) erfiillt?

4) Gibt es die Mdglichkeit, die Forderung (2.6) fiir das Funktional J
80 zu verdndern, daR die Fundamentaltheoreme 1 und 6 erhalten blei-
ben, aber die Klasse der Gleichungen, die ein nichtentartetes Funk-
tional besitzen, grdfRer wird? Ist es insbesondere erlaubt, (2.6)

durch (2.23) mit einigen zus#tzlichen Bedingungen zu ersetzen?

5) Fir die Gleichungen der Klasse D wird das Polynom o nicht
mit Hilfe der Rodriguez - Formel ausgedriickt. Man kann zelgen (dies
wird in einem weiteren Artikel getan), daR im Fall VIII die Gleichung

v [ 2 n
A (¥53) = A o7 (x,y) (Wa_) (i) + <~8~> o (x,¥)

mn 9X 0X 3y

o~

gilt (& =e= 1) . Gibt es eine analoge Formel im Fall III?
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6) In den Fdllen VII und IX gibt es flir die Polynome P eben-

falls Formeln, die den Rodriguez - Formeln &hnlich sind (siehe [7],
12.5 (18) und 12'8,(20)5 (21)). Gibt es solche Formeln in den

Ubrigen Fidllen?

7) Bekanntlich sind die Besselschen Polynome nicht in irgendeinem
Teil der reellen Achse orthogonal, sondern im Einheitskreis der
xomplexen Ebene. Ist es erlaubt, das Funktional J flir die Gleichun-
gen der Klassen C und D als Integral flr einen bestimmten Bereich

des zweidimensionalen komplexen Raumes zu interpretieren?
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