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Kurzfassung

Das Separierbarkeitsproblem entspricht der Fragestellung ob fiir zwei Mengen X und Y
ein sogenannter Separator S existiert mit X € S und Y NS = (). Man sagt dann, dass S
die Menge X von Y trennt. Formale Sprachen kénnen durch pradikatenlogische Formeln
definiert werden. Ein bekanntes Logikfragment der pridikatenlogischen Formeln ist ¥g. Diese
Diplomarbeit beschéftigt sich mit der 3o-Separierbarkeit von reguldren Sprachen, d.h. mit
der Entscheidbarkeit ob fiir zwei regulédre Sprachen L; und Lo eine dritte Sprache S existiert
die durch eine Formel in Yo definiert werden kann und L; von Lo trennt. Grundlage dafiir ist
der Artikel Going Higher in the First-Order Quantifier Alternation Hierarchy on Words von
Thomas Place und Marc Zeitoun.
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1 Einleitung

1 Einleitung

Formale Sprachen stellen einen zentrales Gebiet in der theoretischen Informatik dar. Neben
der Komplexitéit der Mittel zur Beschreibung einer Sprache wie etwa die Chomsky-Hierarchie
flir Grammatiken werden viele verschiedene dquivalente Charakterisierung einer Klasse von
Sprachen verwendet. So ist etwa wohlbekannt, dass die reguldren Sprachen nicht nur durch
reguldre Grammatiken und reguldre Ausdriicke definiert werden kénnen, sondern auch diejenigen
sind, die sich durch einen nichtdeterministischen Automaten oder durch endliche Monoide
beschreiben lassen. Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung von formalen Sprachen ist
etwa die Pradikatenlogik. Dabei werden Worter als logische Strukturen und die durch eine
Formel erzeugte Sprache als die Menge aller Worter aufgefasst die eine Formel erfiillen. So
bewies Biichi etwa, dass die reguldren Sprachen genau diejenigen sind, welche durch eine
Formel in der monadischen Pradikatenlogik zweiter Stufe definiert werden kénnen. Ein weiteres
Resultat ist etwa Schiitzenbergers Theorem, dass die sternfreien Sprachen mit den Sprachen
iibereinstimmen welche durch aperiodische Monoide erkannt werden, welche wiederum mit den
Sprachen iibereinstimmen die sich durch das Logikfragment der pradikatenlogischen Formeln
erster Stufe mit dem zweistelligen Priadikat <, welches haufig mit FO[<] oder FO falls die
Verwendung des Pradikates < klar ist bezeichnet wird, fiir die lineare Ordnung ausdriicken
lassen [9] [5]. Eine weitere wichtige Hierarchie von Logikfragmenten in FO wird durch die
Anzahl der Quantorenalternierungen einer Formel ¢ € FO konstruiert. So ist eine Formel
im Logikfragment 3;, falls sie semantisch dquivalent zu einer Formel in Pranexnormalform
mit ¢ — 1 alternierenden Quantorenblécken ist und mit einem existenziellen Quantorenblock
beginnt. Analog werden die Fragmente II; bestehend aus den Negationen von Formeln X;,
sowie A; = ¥; N1II; und BY; als boolescher Abschluss von ¥; definiert. Eine wichtiger
Untersuchungsgegenstand in der theoretischen Informatik, ist die Ausdrucksfdhigkeit von
Logikfragmenten. Nach Simon [10] entspricht etwa BY; den stiickweisen testbaren Sprachen
und eine Charakterisierung von s findet sich in [1]. Unabhéngig davon stellen Thomas Place
und Marc Zeitoun in [8] einen Algorithmus zur Entscheidbarkeit der Mitgliedschaft einer
Sprache in ¥y vor. Dieser basiert auf einer Verallgemeinerung des Mitgliedschaftsproblem dem
sogenannten Separierbarkeitsproblem.

Das Separierbarkeitsproblem beschéftigt sich mit der Fragestellung ob fiir zwei Mengen
X und Y aus einer Klasse C ein Menge S aus einer Teilklasse Cy C C existiert fiir die
X CSund YNS =0 gilt [7]. S heiBt dann Separator und man sagt, dass S die Menge L,
von Lo trennt. Da formale Sprachen iiber endlichen Wértern als Teilmengen eines endlich
erzeugten freien Monoides A* iiber einem endlichen Alphabet A definiert werden, stellt das
Separarierbarkeitsproblem eine Verallgemeinerung des Mitgliedschaftsproblems einer Sprache
L C A* zu einer Klasse Cjy zu dar. Denn es gilt L € Cy gdw. es einen Separator S € Cy
gibt der L von seinem Komplement A* \ L trennt. [8] zeigten, dass ein Algorithmus existiert
der fir zwei beliebige reguldre Sprachen L, und Lo entscheidet ob ein Separator S € ¥o
existiert der L1 von Lo trennt. Die Idee des Algorithmus ist es innerhalb eines Monoides
M der zwei reguldre Sprachen L; und Lo erkennt genug Informationen zu berechnen um
das Ya-Separierbarkeitsproblem 16sen zu kénnen. Dazu verwenden sie sogenannte Y;-Ketten.
In der vorliegenden Arbeit wird der Algorithmus von Thomas Place und Marc Zeitoun [§]
vereinfacht, sowie die Beweise fiir dessen Korrektheit und Vollstdandigkeit. Des Weiteren werden
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einige Beweise die in [8] nicht ausgefithrt werden erbracht. In Abschnitt 2 werden bené&tigte
Grundlagen eingefithrt. In Abschnitt 3 werden Ys-Ketten und in Abschnitt 4 kompatible
Mengen von Yo-Ketten eingefithrt. Abschnitt 5 beinhaltet den Algorithmus, der Beweis fiir
die Korrektheit ist Abschnitt 8 und fiir die Vollstdndigkeit Abschnitt 9 vorbehalten. Fir
die Korrektheit benotigen wir Ehrenfeucht-Fraisse-Spiele, die in Abschnitt 6, und fir die
Vollsténdigkeit factorization forests, die in Abschnitt 7, eingefithrt werden. Die Notation und
Beweise halten sich eng an [8].

2 Grundlagen

Wir bezeichnen mit N immer die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive der 0. Fir jede
endliche Halbgruppe S existiert eine kleinste Zahl w € N\ {0}, der sogenannte Exponent von
S, so dass fur alle s € S die Potenz s idempotent ist, d.h. s = s* - s*. Wir schreiben w(S)
fiir den Exponenten von S bzw. w wenn die Halbgruppe S aus dem Kontext bekannt ist.

Mit A bezeichnen wir im Folgenden immer ein endliches Alphabet und mit A* das endlich
erzeugte freie Monoid iiber A. Eine (formale) Sprache ist eine Teilmenge eines endlich erzeugten
freien Monoides und deren Elemente heilen Worter. Fiir ein Wort w € A* bezeichne |w| die
Lénge des Wortes und alph(w) das Alphabet von w, d.h. die Menge aller Buchstaben aus A
die in w mindestens einmal vorkommen.

Eine Sprache L C A* heifit erkennbar gdw. es einen Monoidhomomorphismus « in ein
endliches Monoid M mit a~!(a(L)) = L gibt. Man sagt dann auch, dass M die Sprache
L erkennt. Durch Ersetzen von M durch das Monoid a(A*) in der Definition von a kann
0.B.d.A. « als surjektiv angenommen werden. Die reguldren Sprachen stimmen genau mit
den erkennbaren Sprachen iiberein und werden zwei reguldre Sprachen L; und Lo durch
zwei Monoidhomomorphismen «; @ A* — M; und as : A* — M, erkannt, so erkennt der
Monoidhomomorphismus a : A* — M; x My mit a(w) = (a1 (w), aa(w)), wobei M; x My mit
der komponentenweisen Multiplikation versehen ist, sowohl L als auch Ly. Siehe dazu etwa
[2].

Wir bezeichnen mit F'O das Logikfragment der pradikatenlogischen Formeln erster Stufe mit
einem zweistelligen Pradikatensymbol < und einstelligen Priadikatensymbolen P, fiir alle a € A.
Statt den atomaren Formeln P,(x) werden wir auch A(z) = a fiir alle a € A schreiben. Die
Quantorentiefe gr(¢) einer Formel ¢ ist die Maximaltiefe von ineinander verschachtelten
Quantoren die in ¢ vorkommt. So gilt in Gleichung (2) etwa gr(¢) = 3. Genauer wird die
Quantorentiefe folgendermafien definiert.

qr(¢) =0 falls ¢ quantorenfrei
qr(¢ A ) = max{qr(¢), qr(v)}
qr(—¢) = qr(¢)

qr(3z¢) = qr(Vop) = qr(¢) + 1



2 Grundlagen

Mit ¥; bezeichnen wir das Logikfragment, dass aus den Formeln in F'O besteht, welche eine
Pranexnormalform aus ¢ alternierenden Quantorenblécken beginnend mit einem Existenzblock
besitzen. D.h. v ist eine Y;-Formel falls

¢ = Ql,lxl,l T Ql,nlxl,n1Q2,1x2,1 e Q2,n2w2,n2 T Qi,lxi,l T Qxi,niwl (1)

gilt, wobei n; € N fiir alle j, sowie ¢r(¢') = 0 und Q; ;» = 3 fiir ungerades j und Q; ; =V fir
gerades j gilt. So ist z.B.

p=FIy(r <yAVz(x <z = y<zVy=2z2) AP (z)NPy(y) NJu(y <uA Py(u))) (2)
=dedyduVz(z <yAN(r <z = y<zVy=2z)AP(z)NPy(y) Ny <uA Py(u)))

eine Yo-Formel. Beachte, dass >; C 3,44 fiir alle ¢ € N gilt, da etwa n;+1 = 0 gewdhlt werden
kann. Wir definieren des Weiteren X;[k] = {¢ € £; | qr(¢) = k}.

Ein Wort w € A* wird als logische Struktur iiber einer Menge von Positionen U,, = {1, ..., |w|}
aufgefasst, wobei fiir alle a € A die einstelligen Pridikatensymbole P, als die Menge der
Positionen in w interpretiert werden an denen der Buchstabe a vorkommt und < als die {ibliche
Ordnungsrelation fiir N eingeschrénkt auf U,,. Fiir eine Formel ¢ bezeichne L(¢) = {w € A* |
w F ¢} die von ¢ definierte Sprache. Beachte, dass L(¢) nur definiert ist falls ¢ eine Aussage
ist, d.h. falls keine freien Variablen in ¢ vorkommen. So ist etwa die in Gleichung (2) definierte
Sprache L(¢) = A*abA*aA*.

Je nach Kontext bezeichnet man mit 3; auch die Menge aller Sprachen L C A*, die durch
eine Y;-Formel definierbar sind. Wir schreiben dann L € ¥; und sagen dass L eine X;-Sprache
ist. Analog sagen wir L ist eine 3;[k]-Sprache und schreiben L € ¥;[k] falls sie durch eine
Formel ¢ € ¥;[k] definierbar ist. Fiir zwei Formeln ¢, € ¥;[k] gilt offensichtlich ¢ V ¢ € ¥;[k]
und ¢ Ay € E;[k] mit L(¢ V ¢) = L(¢) U L(¢p) und L(¢p A ) = L(¢) N L(¢). Daher ist
die Sprachklasse ¥;[k] und damit auch ¥; beziiglich endlichen Schnitten und Vereinigungen
abgeschlossen. Sei ¢ € %;[k] und z eine Variable die nicht frei in ¢ vorkommt, dann ist ¢ = Jz¢
eine Formel mit ¢/ = ¢ und ¢’ € ;[k + 1], d.h. fiir jede Sprache L € X;[k] gilt L € 3;[k + 1].

Auf A* wird eine Quasiordnung gf eingefithrt. Fir zwei Worter wy, we € A* gilt wy gf wy gdw.
jede Sprache L € ¥;[k] die w; enthilt notwendigerweise auch we enthalten muss, d.h. fiir jede
Formel ¢ € Y;[k] gilt wy F ¢ = wq F ¢. Des Weiteren definieren wir die Aquivalenzrelation
Ef durch wy; =F wy gdw. wy <f wa A\ Wo gf wy. Offensichtlich gilt dass gf“ bzw. Ef“

K
Verfeinerungen von gf bzw. Ef sind, d.h. w; <f+1 W —> Wi <f wy bzw. wq E,’f“ wy —>

wy =F wy fur alle i,k € N und wy,ws € A*. Es ist wohlbekannt, dass es, bei gegebener

1
endlicher Signatur ohne Funktionssymbole, bis auf semantische Aquivalenz nur endlich viele
Aussagen ¢ € FO mit gr(¢) < k gibt. Bezeichne w; E’}O wy, die Aquivalenzrelation auf A*,
so dass w; und wy genau dann dquivalent sind wenn sie dieselben priadikatenlogischen Formeln
¢ erster Stufe mit gr(¢) < k erfiillen dann besitzt E’fvo einen endlichen Index. Siehe dazu etwa

[6] [3]-

Da ¥; C FO fiir alle i € N gilt und =k, einen endlichen Index hat, hat nun auch =¥ einen
endlichen Index. Wir bezeichnen mit [w]¥ = {w’ € A* | w’ =F w} die Aquivalenzklasse von
w. Die Quasiordnung <f ist nach Lemma 8 stabil bzgl. der Konkatenation und damit ist
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die Verkniipfung [wl]f[wg]f = [wwwg]f wohldefiniert und <¥ induziert eine stabile partielle
Ordnung sf auf A*/ Ef durch [wl]f <§“ [U)Q]f gdw. w <f wy. Falls das Level i der Quan-
torenalternierung bei den Relationen nicht angegeben wird soll im folgenden immer ¢ = 2
angenommen werden.

Die Idee des Algorithmus ist es innerhalb eines Monoides M der zwei reguldre Sprachen L;
und Lo erkennt genug Informationen zu berechnen um das Y»-Separierbarkeitsproblem 16sen
zu konnen. Dazu werden Yo-Ketten in Abschnitt 3 und kompatible Mengen von Ya-Ketten in
Abschnitt 4 eingefiihrt.

3 Ys-Ketten

Sei a : A* — M ein Monoidhomomorphismus und k£ € N. Eine Y,[k]-Kette fiir « ist
ein Element (si,s2) € M?, wobei M? das direkte Produkt mit der komponentenweisen
Multiplikation bezeichne, fiir das zwei Worter wy, we € A* existieren, so dass a(w;) = s1 und
a(wz) = so und wy<Kws gelten. Die Menge aller ¥ [k]-Ketten bezeichnen wir mit C*[a] und
fiir s € C*[a] sei s € C¥[a, B] fiir ein Alphabet B C A gdw. w; und wy mit der Bedingung
alph(w;) = alph(wy) = B gewéahlt werden konnen.

Ein Element s € M? heiit Yo-Kette fiir « falls s € C*[a] fiir alle k& und wir schreiben
Cla] fiir die Menge der Yo-Ketten fiir o, d.h. C[a] = NxC¥[a]. Des Weiteren definieren wir
Cla, B] = NkC*[a, B.

Proposition 1. Sei k > 1, dann gilt C*[a] = UpcaC¥a, B]. Des Weiteren gilt Cla] =
UBQAC[aaB]'

Beweis. Nach Definition gilt C*[a, B] C CF[a] fiir alle B C A und k¥ € N und damit
Cla, B] C Cla] fiir alle B C A. Es verbleibt also C*[a] C UBQAC’“[@,B] fir £ > 1 und
Cla] € UpcaCla, B] zu zeigen.

Sei nun k£ > 1 und (s1,s2) € C¥[a], d.h. es existieren nach Definition von C¥[a] zwei Worter
wy,wy € A* mit a(wy) = s1 sowie a(wy) = sy und wi<5ws. Aus wy<fwo folgt sofort,
dass ein Alphabet B C A existiert mit alph(w;) = alph(wz) = B. Denn wére alph(w;) #
alph(ws) dann lieBe sich im Widerspruch zur Definition von <% eine Formel ¢ € ¥y durch
¢ = Nacatph(uwr) F2La() A Aaca\arpn(uw:) "3 Fa(x) mit gr(¢) = 1 konstruieren, fiir die wy = ¢
und wsy ¥ ¢ gilt. Damit gilt (s1,s2) € C¥[a, B] fiir ein Alphabet B C A und damit C¥[a] C
Upca C*la, B].

Sei nun (s1, s2) € C[a]. Dann gilt nach Definition Yk € N (51, s2) € C¥[a] und damit existiert
fiir alle k > 1 ein By, C A derart, dass (s1,s2) € C¥[a, By| gilt. Da A ein endliches Alphabet
ist, gilt auch dass ihre Potenzmenge 24 endlich ist und nach Schubfachschluss muss nun ein
Alphabet B C A existieren mit B = By, fiir unendlich viele k. Sei dieses B nun geméf} dieser
Eigenschaft fest. Nach Definition von gf folgt offensichtlich w1 <§+1w2 — w <’§w2, d.h.
C**la, B] C C¥|a, B, fiir alle k € N und w1, ws € A* und damit gilt (s1,s2) € Cla, B]. O
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4 Kompatible Mengen von Yo-Ketten

Fiir ein Monoid M ist M? mit der komponentenweisen Verkniipfung ein Monoid. Analog
definieren wir eine Verkniipfung - in 2M° durch ST = {st € M? | s € S,t € T} fiir alle
S, T € 2M*, Dadurch wird 2M” wieder zum Monoid mit {(1,1)} als neutralem Element.

Proposition 2. Sei k € N und C, D C A beliebig aber fest und o : A* — M ein Monoidho-
momorphismus dann gilt

C¥la, C] - C¥[a, D] C C¥[a, C U D] (3)

sowie dass C*[a] ein Untermonoid und fiir alle B C A die Mengen C*[a, B] Unterhalbgruppen
von M? sind. Analog gilt

Cle, C] - Clay, D] C Cler, C U D] (4)

sowie dass Cla] ein Untermonoid und fir alle B C A die Mengen Cla, B] Unterhalbgruppen
von M? sind.

Beweis. Sei (s1,s2) € C*[a,C], (s},55) € CF[a, D] dann existieren w1, ws,w}, wh € A* mit
alph(w;) = alph(ws) = C und alph(w}) = alph(w)) = D und wi<bws und wi<bw)
und a(w;) = s1 und a(wz) = s2 und a(w]) = s§ und a(w)) = s,. Nach Lemma 8 gilt
dann wyw} <§wswh und da o ein Homomorphismus ist a(wiw}) = a(wy)a(w)) = s18) und
a(wowh) = alwy)a(wh) = sgsh. Damit gilt (s1,52)(sh,sh) = (518}, 5255) € C¥la] und aus
alph(wiw)) = alph(wawh) = C U D folgt (s15}, s255) € C¥[a, C' U D]. Sei jetzt B C A und
s,s' € C¥[a, B] dann folgt nun ss’ € C¥[a, B] und damit das C*[a, B] abgeschlossen ist. Die
Verkniipfung in dem Monoid M ist nach Definition assoziativ und damit auch die Verkniipfung
im direkten Produkt M? sowie deren Einschrinkung auf C¥[a, B]. Daraus folgt das C*[a, B] eine
Halbgruppe ist. Wir zeigen nun, dass C*[a] ein Monoid ist. Sei & = 0, dann ist ¥a[k] = {0, A*},
da die Tautologie (leere Konjunktion) und deren Negation (leere Disjunktion) die einzigen
Aussagen in Y[k] sind. Damit ist C°[a] = a(A*) x a(A*), wobei a(A*) als homomorphes Bild
eines Monoides ein Monoid ist und damit auch das direkte Produkt C°[a] ein Monoid ist. Fiir
k > 1 gilt nach Proposition 1 C¥[a] = Ugc 4 CF[a, B] und damit ist C¥[a] eine Halbgruppe.
Da a ein Monoidhomomorphismus ist gilt fiir das leere Wort € € a~(157) # ) und damit
ist offensichtlich das neutrale Element (1,7,13) € C*[a] und C¥[a] ein Monoid. Sei nun
s € Cla, O], 8 € C[a, D], dann gilt fiir alle k nach Definition s € C¥[a, C] und s’ € C¥|a, D]
und damit ss’ € C*[a, C' U D]. Nach Definition folgt nun ss’ € Cla, C'U D]. Analog wird nun
Cla, B] fiir alle B C A wiederum zur Halbgruppe und Cla] zu einem Monoid. O

4 Kompatible Mengen von >.,-Ketten

Eine Menge von Ys[k]-Ketten T C C¥[a, B] heiBt kompatibel falls gilt: Es existiert ein
wy € A*, so dass fiir alle (s1, s9) € T ein Wort wy € A* existiert mit wy <5ws und a(w;) = s1
und a(wg) = s9 und alph(w;) = alph(wy) = B.

Damit ,synchronisieren“ wir die ¥3[k]-Ketten in der ersten Komponente. Aus dieser Definition
folgt sofort das alle Yg[k]-Ketten in 7" dieselbe erste Komponente s; haben und dass jede
Teilmenge T" C T selbst wieder kompatibel ist.

11
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Wir definieren des Weiteren die Menge der kompatiblen Mengen von Ys[k]-Ketten (fiir ein
Alphabet B) durch

¢*la, B = {T € C¥[a, B] | T kompatibel} (5)
¢*la] = {T € C¥[a] | T kompatibel} (6)

Analog heiBt eine Menge von Yo-Ketten T C C[a, B] kompatibel falls T' € ¢¥[a, B] fiir alle k
und wir definieren

¢la, B] = () ¥[a, B] (7)

k
¢la] = (€ [a] (8)
k

Proposition 3. Sei k > 1, dann gilt €[a] = Upc,€¥[a, B]. Des Weiteren gilt €[a] =
UBgA ¢la, B].

Beweis. Der Beweis wird analog zum Beweis in Proposition 1 fiir >s-Ketten gefiihrt. Fiir
alle B C A und k € N folgt aus C*[a, B] C C¥[a], dass €*[a, B] C ¢¥[a] gilt und damit
¢la, B] C €[a] fiir alle B C A. Es verbleibt also ¢*[a] C Upcy @ [a, B] fiir k > 1 und
€la] € Upca€la, B] zu zeigen. Sei k > 1 und T € €¥[a], nach Definition gilt, dass T
kompatibel und T' C C*[a] ist. Nach Proposition 1 folgt, dass ein B C A existiert mit
T € C¥[a, B] und damit gilt nach Definition 7' € ¢*[a, B]. Sei also nun T € €[a], dann gilt
T € ¢¥[a] fiir alle k € N und damit existieren nun wieder fiir alle k¥ > 1 Alphabete By, mit
T € ¢*[a, By]. Nach Schubfachschluss gilt wieder, dass ein B C A existiert, so dass B = By,
flir unendliche viele k. Sei B C A nun wieder geméf dieser Eigenschaft fest. Fiir alle k € N
gilt C**'[a, B] C C*[a, B] und damit ¢**1[a, B] C €*[a, B] und damit T € ¢[a, B]. O

2
Analog zur Verkniipfung - in 2M * definieren wir nun die Verkniipfung - in 22" durch §-T =
2 2
{st € 2M? |seS,te T} fur alle S,T € 22" Dadurch wird 22" wieder zum Monoid und
analog zu Proposition 2 gilt nun Proposition 4 .

Proposition 4. Sei k € N und C, D C A beliebig aber fest und o : A* — M ein Monoidho-
momorphismus dann gilt

¢*la, B] - ¢*[a, €] C ¢k, BU C] ¢[a, B] - €[, C] C €[, BUC]

Des Weiteren gilt, dass €*[a, B] und €[a, B] Unterhalbgruppen und €*[a] und €[a] Untermo-
noide von 2™ sind.

Beweis. Folgt direkt aus den Definitionen in den Gleichungen (5) bis (8) und Proposition 2
analog zu Beweis in Proposition 2. Dabei wird verwendet, dass fiir zwei kompatible Mengen
T,T' die mit w bzw. w’ synchronisiert werden ww’ zur Synchronisierung der Ketten in 7" - T”
verwendet werden kann. O

12



5 Algorithmus zur Berechnung von ¥5-Ketten

Wir definieren den Abschluss einer Menge ¥ beziiglich der Mengeninklusion durch
1T={T|35e€%,TCS}

Offenbar gilt dass alle Mengen aus den Definitionen in den Gleichungen (5) bis (8) bereits
beziiglich der Mengeninklusion abgeschlossen sind.

Theorem 5. Sei o : A* — M ein Monoidhomomorphismus der zwei requldre Sprachen Ly, Lo

erkennt dann gilt: L1 ist genau dann von Lo durch eine Sprache S € Yo separierbar wenn
(a(Ll) X a(Lg)) N C[Oé] = @

Beweis. Sei (s1,s2) € (a(L1) x a(L2)) NCla] und S ein Separator der durch eine ¥3-Formel
der Quantorentiefe k fiir ein beliebiges k € N definiert wird. Aus der Definition von Cla] folgt
das zwei Worter wy, ws € A* mit wy ééwz und a(wy) = s; und a(wsz) = sg existieren. Da «
die beiden reguldren Sprachen L; und Lo erkennt folgt wy € L1 und we € Lo. Da L1 C S
gelten soll folgt wy; € S und damit nach Definition von <§ automatisch wg € SN Ly # () im
Widerspruch zur Annahme das ein Separator existiert. Um die Riickrichtung zu zeigen nehmen
wir nun (a(Lq) x a(L2)) NCla] = 0 an. Nach Definition der Erkennbarkeit von Sprachen gilt
|M| < oo und damit |a(L1)| < oo und |a(L2)| < oo. Sei also 0.B.d.A. a(L1) = {s1,...,sn}
und «(Lg) = {t1,...,tm}. Wir zeigen, dass sich fiir beliebige 1 < ¢ < n und 1 < j < m eine
Yo-Sprache S;; existiert die a=!(s;) von a~1(¢;) trennt. Da X5 gegeniiber endlichen Schnitten
und Vereinigungen abgeschlossen ist gilt offensichtlich dass U;<;<p, MN1<j<m Sij eine Xa-Sprache
ist die Ly von Ly trennt. Seien also 1 <4 <n und 1 < j < m fest. Da (s;, ;) ¢ Cla] folgt das
ein k € N existiert so dass fiir alle Worter w € a~1(s;) und v’ € a~1(t;) die Beziehung w £5 w’

. . s k . .
gilt und damit nach Definition von <5, dass eine Sprache S[w}g[w,}g € Yo mit w € kS’[w]zrﬂw,];2€ und

w' ¢ S[w]g[w/]g und damit auch mit [w]} € S[w}g[w,]gund [w’]’QC ¢ S[w]‘;[w’]‘; existiert. Da es nur
endlich viele Aquivalenzklassen gibt lisst sich der Separator S;; € 9 als endliche boolesche
Kombination

Sij = U N St

{[wl§lwea=1(si) } {[w5lw'ea1(t;)}

angeben. O

5 Algorithmus zur Berechnung von }»-Ketten

Sei o : A* — M ein Monoidhomomorphismus der zwei reguldre Sprachen L; und Lo erkennt.
Nach Theorem 5 reicht es aus C[a] zu berechnen um das Separierbarkeitsproblem fiir X9 zu
entscheiden. Der hier vorgestellte Algorithmus berechnet stattdessen €[«, B] fiir alle B C A.
Dies geniigt jedoch, da Cla] = Upgc 4 Cla, B] nach Proposition 1 gilt und s € Clo, B] gdw.
{s} € €[, B]. Der Algorithmus ist ein Fixpunktalgorithmus und startet mit Mengen von
trivialen kompatiblen Mengen 3% C €[, B] der Form 3% = {{(a(w), a(w))} | alph(w) = B}

13
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fiir alle B C A. Dann werden iterativ fiir j > 0 die Mengen J?l durch 3?1 =3 é UM ]j3 U ng
mit

Mp= U 33 9)
CuD=B
D}y = {1 {(1,a(w)) | alph(w) = B} - T* | T € 3}, } (10)

berechnet. Dabei bezeichne w den Exponenten der Halbgruppe 2M? | Offensichtlich gilt |2M 2] <
oo und J5 C 3?1 C 2M? fiir alle j > 0und B C A. Daher existiert fiir alle B C A ein j > 0,

~j+l A . . o~
so dass ljg' = J und von nun an bezeichnen wir diese Mengen mit J%.

2
Theorem 6. Seil >3- |M]|- 24l 22" Dann gilt

¢la, B] = ¢!, B] =| 3%

Theorem 6 behauptet also sowohl die Vollstdndigkeit als auch die Korrektheit des Algorithmus.
Fiir die Korrektheit gentigt es | 35 C Cla, B] zu zeigen, d.h. dass der Algorithmus tatséchlich
nur Mengen kompatibler Mengen von Ya-Ketten berechnet. Da €[a, B] C ¢![a, B] nach der
Definition in Gleichung (7) fiir alle € N und B C A gilt, geniigt es fur die Vollstandigkeit nur
noch €'[a, B] C| 3% fiir 1 > 3 - | M| - 214l 92y zeigen. In Abschnitt 8 wird die Korrektheit
und in Abschnitt 9 die Vollstdndigkeit bewiesen.

6 Ehrenfeucht-Fraisse-Spiele

Die Ausdrucksfihigkeit von Logikfragmenten kann durch sogenannte Ehrenfeucht-Fraisse-Spiele
ausgedriickt werden. Siehe dazu auch [6] [3]. Wir definieren hier Ehrenfeucht-Fraisse-Spiele fiir
die Logikfragmente ¥;, wie sie in Abschnitt 2 definiert wurden.

Sei i € N fest. Das Ehrenfeucht-Fraisse-Spiel fiir 32; wird von zwei Spielern, im folgenden Spieler
I und Spieler II genannt, auf zwei Wortern w, w’ € A* gespielt. Jeder der beiden Spieler hat &
Marken zur Verfiigung, die sie in k& Runden auf Positionen in den beiden Woértern verteilen.
In jeder Runde ist eines der beiden Worter w, w’ das sogenannte aktive Wort. Des Weiteren
existiert ein Zahler ¢ fiir die Quantorenalternierung der zu Beginn auf 0 gesetzt wird. Jede
Runde j lduft folgendermaflen ab

e Falls ¢ < 7 — 1 ist darf Spieler I, das aktive Wort austauschen, d.h. in diesem Fall wird,
falls w aktiv war nun w’ aktiv bzw. umgekehrt und ¢ wird um 1 inkrementiert.

e Spieler I sucht falls w aktiv ist eine Position z; in w bzw. falls w’ aktiv ist eine Position

2 in w' und legt seine Marke darauf.

e Spieler II legt analog im Wort das nicht aktiv ist seine Marke an eine Position m; in w
bzw. xz; in w.

14



6 Ehrenfeucht-Fraisse-Spiele

Falls nach der j-ten Runde fiir alle 1,/ < j die Bedingungen A(z;,) = A(2,) und x5, < xy,
gdw. 27 < 7, gelten wird weitergespielt, sonst gewinnt Spieler I. Spieler II gewinnt falls
Spieler I nach £ Runden noch nicht gewonnen hat.

Lemma 7. Fir alle k,i € N und w,w’ € A* gilt w <i~“ w' genau dann wenn Spieler II eine
Gewinnstrategie fiir ein 3;-Spiel iber k Runden besitzt, wobei w zu Anfang das aktive Wort ist.

Beweis. Siehe etwa [6], [3] O

Lemma 8. Sei k,i € N und wy,wa, w),wh € A* so dass wy <F wy und wi <F wl dann gilt
wiw] <F waw).

Beweis. Nach Lemma 7 hat Spieler IT Gewinnstrategien fiir die Spiele fiir w; und wy bzw. wj
und w) mit wy bzw. w) als zum Anfang aktives Wort. Spieler II kann diese beiden Strategien
zu einer Gewinnstrategie fiir das Spiel fiir die beiden Worter wiw] und wowh mit wywj als
aktivem Wort kombinieren. O

Lemma 9. Seien k, ki, ks € N mit ki, ke > 2F — 1. Seiv € A* dann gilt

. ki ok K
Vie N vt v

Beweis. Siehe etwa [12] O

Lemma 10. Seii € N, sei k,1,r,U',7" € N derart, dass I,7,I',7" > 2% und seien u,v € A*
derart, dass u <f v. Dann gilt

I !
vl” <f+1 oM ue”

Beweis. Wir zeigen v'v" <F v"uv” durch ein Ehrenfeucht-Fraisse Argument. Der Beweis
benutzt eine Induktion iiber k£ und eine Fallunterscheidung nach dem Wert des Zéhlers ¢ nach
der ersten Runde. Sei nun w = v'o” und w’ = v" uv".

Fall 1: Sei nach der ersten Runde ¢ = 1. Dann hat Spieler I w’ ausgewéahlt und es geniigt
w’ <f w zu zeigen. Wir wissen, dass u <f v gilt und aus Lemma 9 folgt N éf vl und
v <F "1 und damit nach Lemma 8 w' <F w.

Fall 2: Sei nach der ersten Runde ¢ = 0. Dies bedeutet, dass Spieler I an eine Position = in w
gespielt hat. Damit gilt, dass z in einer Kopie von v ist. w enthélt mindestens 2! Kopien
von v und aufgrund der Symmetrie kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, das rechts von x noch
mindestens 2¥ Kopien von v vorhanden sind. Wir definieren also nun die Antwort z’ von Spieler
IT in w’. Wir wihlen 2’ so, dass es zu einer Kopie v in w’ gehort und an derselben relativen
Position in v wie z in v steht. D.h. wir miissen noch die Kopie von v bestimmen in der z’
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liegt. Sei n die Anzahl der Kopien von v links von x, d.h. x ist in der n + 1 Kopie von v in
w. Falls n < 2871 — 1 ist, dann liegt 2’ in der n + 1-ten Kopie von v in w’. Andernfalls liegt
2’ in der 2¥~!-ten Kopie von v. Diese Kopien existieren immer da I’ > 2" ist. Sei w = wyvw,
und v’ = w!/vw!, wobei die Faktoren v den Kopien entsprechen in denen z bzw. 2’ liegen.

pVWq
Wir miissen also nur noch wy, gf;ll wy, und w, gf;ll wy, zeigen. Falls n < 2k=1 _ 1 gilt, dann

’ und damit offensichtlich wy, <f:11 w;,. Andernfalls bestehen w,

P P
und wl’) aus einer Konkatenation von mindestens 28~ — 1 Kopien von v und damit gilt nach

Lemma 9 w, gf;f wy,. Des Weiteren gilt w, = v
/

1,7 > 2F=1. Damit gilt nach Induktionsannahme w, <¥ Wy O

gilt nach Definition w, = w

’ ’ .
hy™ und wy = vuw™ mit I +r > 2F und

7 Simons Factorization Forest Theorem

In diesem Abschnitt wird Simons Factorization Forest Theorem vorgestellt. Beweise finden
sich etwa in [11] [4].

Sei M ein endliches Monoid und « : A* — M ein Monoidhomomorphismus. Ein a-factorization
Forest ist ein geordneter Baum dessen Knoten mit Wortern aus A* beschriftet sind, so dass
fiir jeden inneren Knoten x mit Kindern z1, ..., z, gilt, dass wenn die Kinder mit wq, ..., w,
beschriftet sind, dass dann x mit w = wy - - - w, beschriftet ist. Die Knoten lassen sich in drei
Typen einteilen.

e Blétter, welche mit einem Buchstaben a € A oder dem leeren Wort beschriftet sind.
e Bindre Knoten welche genau zwei Kinder haben.

e Idempotente Knoten diirfen eine beliebige Anzahl an Knoten haben, derart, dass fiir deren
Beschriftungen wy, . .., w, die Bedingung a(wy) = - -+ = a(w,) = e fir ein idempotentes
e € M erfiillt ist.

Ein a-factorization Forest fiir w ist ein a-factorization Forest dessen Wurzel mit w beschriftet
ist.

Theorem 11. Sei o : A* — M ein Monoidhomomorphismus in ein endliches Monoid, dann
existiert fir alle w € A* ein a-factorization Forest der Hohe h < 3|M| — 1.

Beweis. Siehe [11] [4] O

8 Korrektheit des Algorithmus

In diesem Abschnitt soll die Korrektheit des Algorithmus, d.h. | 35 C €la, B] fiir alle B C A
gezeigt werden.

Proposition 12. Sei B C A dann gilt 35 C ¢*[a, B] fiir alle k € N

16



8 Korrektheit des Algorithmus

Da nach Definition €[, B] = (), €*[a, B] gilt, folgt 3% C €[, B] aus Proposition 12 und
zusammen mit | €lo, B] = €[a, B] folgt dann | J; C Clo, BJ.

Sei also nun k € N, B C A und R € Jj beliebig aber fest, dann ist R € ¢*[a, B] zu zeigen.
Nach der Definition von Jj; existiert ein j € N so dass R € J% gilt und somit kénnen wir
vollstdndige Induktion nach j anwenden.

Sei R € 3% dann gilt offensichtlich R € ¢*la, B]. Sei nun dje Aussage Jég (’Zk[a, C] fur j > 0
und alle Alphabete C' C A bereits bewiesen. Sei nun R € 3‘?1 = 3% U Mfg U ng. Falls R € 339
dann gilt nach Induktionsannahme R € ¢*[a, B].

Sei R € Mg dann gilt nach Gleichung (9), dass zwei Alphabete C, D C A existieren mit
C U D = B, sowie kompatible Mengen T¢ € Jé und Tp € fﬂb, so dass R = T¢ - Tp gilt. Nach
Induktionsannahme gilt dann To € €¥[a, C] und Tp € ¢¥[a, D] und damit R = T¢ - Tp €
¢*la, O - €¥[a, D] C ¢¥[ar, B] nach Proposition 4.

Sei R € Dé , dann existiert nach Definition von D% in Gleichung (10) ein T' € 3{9 mit
R =T% {(1,a(w)) | alph(w) = B} - T%, wobei w der Exponent der Halbgruppe oM? g,
Wir wihlen b = w - 2% dann gilt 7" = T% nach Definition von w und damit R = T" .
{(1,a(w)) | alph(w) = B} - T". Nach Induktionsannahme gilt 7' € ¢¥[a, B] und damit haben
alle 3s[k]-Ketten in T dasselbe erste Element. Sei ¢; dieses Element. Nach Definition von
¢*la, B] gilt, dass ein u € A* existiert, so dass fiir alle (t1,t2) € €¥[a, B] ein uy € A* existiert
mit u<5us und a(u) = t; und a(uz) = t2 und alph(u) = alph(ug) = B.

Wir zeigen nun R € €¥[a, B]. Sei r € R, dann gilt 7 = (r1,72) = (t7?, tys0t,), wobei sy = a(w)
fiir ein w mit alph(w) = B und (8, t,), (t",ty) € Th = T%.

Sei w = u?" dann gilt nun a(w) = r1. Aus T € €¥[a, B] folgt T" € ¢*[a, B] nach Proposition 4
und damit existieren Worter wsy, wy,v € A* mit a(wy) = ty und a(wy) = ty und a(v) = so,
sowie alph(wy) = alph(wy) = alph(v) = B und u"<5w, und u"<5w, und damit gilt
a(wyvwsy ) = 5. Nun folgt Proposition 12 nach Lemma 13.

"
Lemma 13. u"u"<§w)vw,

. . . 1" g s
Beweis. Nach Lemma 8 gilt bereits uvu” <§whvows und somit ist nur noch vu<§u vu zu

zeigen. Da alph(v) = alph(u) = B gilt
v<h o (11)

und zusammen mit A = w - 228 und Lemma 10 folgt dann uhuhééuhvuh. O

17



Inhaltsverzeichnis

9 Vollistandigkeit des Algorithmus

Fiir die Vollstindigkeit miissen wir nun fiir alle B C A noch €[, B] C| 3% fiir 1 > 3 - |M| - 2/4l.

2
22" Jeigen. Dazu werden kompatible Mengen von Yo[k]-Ketten definiert die von einem Wort
w € A" erzeugt werden.

GE(w) = {(a(w), t2) € M? | 3wy € A*(a(ws) = o A w<Fun) | (12)

Aus dieser Definition folgt direkt G*(w) € €¥[a, alph(w)]. Andererseits folgt fiir alle B C A
und jede kompatible Menge T' € ¢¥[a, B], dass ein Wort w € A* existiert mit alph(w) = B
und 7' C G*(w).

Lemma 14. Sei wy - wpme1 € A" und k € N mit k > m dann gilt:

GFwi - wny1) © G wr) - G (wim1)

Beweis. Sei (s1,52) € GF(wy -+ wmy1). Nach Definition existieren wuy,us € A* mit uy =
w1 -+ Wiy und a(uy) = s1 und a(ug) = so und ug <Sus.

Ein einfaches Ehrenfeucht-Fraisse Argument liefert das w; und ug in w; = wi1 - U1 m41

und U2 = U1 U2m+1 mit Uy, = Wiy, ULm+1 = Wm4l und Ungg’LLQ’j fur alle j
zerlegt werden kénnen. Fiir alle 4,/ sei a(u;;) = s;; dann gilt (s14,82) € GF™(w;)
fir alle j und des Weiteren (s1,s2) = (s1,1,52,1) - (51,m+1,52,m+1) und damit (s1,s2) €
Gkim(’wl) o Gkim(wm_;_l) O

Wir definieren einen Monoidhomomorphismus 3 : A* — M x 24 durch 8(w) = (a(w), alph(w)).
Wobei M x 24 mit der komponentenweisen Verkniipfung (mq, B1)(ma, Ba) = (m1ma, B1 U Bs)

. . . . 2|M |2
versehen sei. Des Weiteren definieren wir x(h) = h - 22 .

Proposition 15. Sei B C A und w € A* mit alph(w) = B so, dass ein B-factorization Forest
fiir w der Héhe h existiert. Dann gilt G*(w) €| 3% fir alle k > x(h).

2
Wir werden Proposition 15 folgendermafien verwenden. Sei I > 3-|M]|- 24l . 227 und

T € ¢!a, B], dann existiert ein Wort w € A* mit alph(w) = B und T C G'(w). Nach
Theorem 11 hat w ein -factorization Forest der Hohe h < 3 - [M] - 214! und nach Proposition 15
folgt G'(w) €| 3% und damit T €] J und damit ¢![a, B] C| J%.

Wir zeigen nun Proposition 15. Sei also w € A* mit einem S-factorization Forest der Hohe h
2

sowie alph(w) = Bund k > h - 22" Wir zeigen es existiert T € % mit GF(w) C T und

damit G*(w) €] J%. Der Beweis ist ein Induktionsbeweis iiber die Hohe h des B-factorization

Forest. Dazu wird Lemma 14 verwendet um w entsprechend des p-factorization Forest fiir w

zu faktorisieren, wobei die Induktionsannahme fiir die einzelnen Faktoren von w bereits gilt.

Proposition 16. | J5 ist eine Unterhalbgruppe von oM?

18



9 Vollstandigkeit des Algorithmus

Beweis. Sind S1,5 € Jp dann existieren ji,j2 > 0, so dass S; € 33'31 und Sy € Jjé. Sei
0.B.d.A. j1 > jo dann gilt also S, 55 € 3131 und damit Sy - S5 € J ~]1+1 nach Gleichung (9) und
damit Sy - S2 € J5 nach Definition von J%. Aus der Abgeschlossenheit von J5 beziiglich der
Multiplikation folgt nach Definition von | nun auch, dass | J beziiglich der Multiplikation
abgeschlossen ist. O

Fall 1: Sei der Wurzelknoten des S-factorization Forest zugleich ein Blattknoten. Dann gilt
w = a fir ein a € A und h = 1. Damit existiert eine Formel ¢ = Jx(P,(x) AVyy = x)
mit L(¢) = {a} und damlt VYw € A*(a<bw = w = a). Damit folgt aber, dass G*(w) =
{(a(a),a(a))} € 3% CJ J% fiir alle k > 2 und damit auch fiir alle k > x(h) > 2 ist.

Fall 2 : Sei nun die Wurzel ein bindrer Knoten. Dann ldsst sich w in w = wiws, zerlegen mit
h(w1) < h—1und h(w2) < h—1 und alph(w;) = C und alph(ws) = D und CUD = B fiir zwei
Alphabete C, D C A. Aus r(h) — 1 > k(h — 1) folgt nach Induktionsannahme G*(")~1(w;) €|
J& und Gk ) Y(wsy) €l J%). Damit existieren T} € J& und T € J; mit Grth)— 1(w1) C Ty und
G”( )= L(wq) C Ty. Nach Gleichung (9) gilt 71 -T2 € % und damit G”(h) Hwy) - Grh-1 ¢| J5-
SchlieBlich gilt nach Lemma 14 G*() (w) C G*M =1 (wy) - G*M =1 (wy) und damit G“ )(w) €]
/A

Fall 3: Sei die Wurzel nun ein idempotenter Knoten. Dann ldsst sich w in wy, ..., w,, zerlegen
mit a(w;) = e fiir ein idempotentes e € M und ein B € A mit alph(w;) = B.

Sei e € M idempotent und B C A beliebig. Wir sagen u € A* besitzt eine (e, B)-Zerlegung
Uy, ..., Uy, falls folgendes gilt

® U="UL" " Un
o fiir alle 1 <1i < m gilt a(u;) = e und alph(u;) = B
o fiir alle 1 <7 < m gilt G””(h_l)(ui) ely

Dies bedeutet das 3(uj) = (a(u;),alph(u;)) fir alle j ein konstantes idempotentes Element
aus M x 24 ist und Proposition 15 fiir alle Faktoren u; bereits erfiillt ist.

Lemma 17. Besitze u eine (e, B)-Zerlegung ui, . . . , Um. Dann gilt G*(u; -+ -ujr) € {(e, a(w)) |
w e A* A alph(w) = B} firallek>1und1<j<j <m

Beweis. Offensichtlich gilt nach der Definition einer (e, B)-Zerlegung a(u;) = e fiir alle j <
! < j' und da e idempotent und « ein Homomorphismus ist folgt a(u;---ujy) = e und
damit nach der Definition in (12), dass G*(u; ---uj) = {(e,t2) € M? | Jwy € A*(a(w2) =
to Auj- - up<bws) € M} und aus uj - uj<5ws folgt alph(ws) = alph(u;---ujy) = B fiir
kE>1. O

Wir wollen G*() (w) €| J% zeigen. Da die Anzahl der Faktoren m in der (e, B)-Zerlegung von
w beliebig grof ist, ist k(h) — (m — 1) < k(h — 1) moglich und wir kénnen also nicht mehr auf
GFM) (w) € G (wy) - - - G (wy,,) schlieBen.
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Deswegen wird wy, ..., wy,, in eine beschrinkte Anzahl Teilzerlegungen von w partitioniert.
Zum Zweck der Partitionierung werden nachfolgend v-Sequenz und der Index einer Zerlegung
definiert.

Sei v = 2MP Sei 4 € A* derart, dass eine (e, B)-Zerlegung uq, ..., u,, existiert. Wir de-
finieren die sogenannte r-Sequenz an einer Stelle 1 < j < m — v durch die Sequenz
G (uy), ..., GFP D (u; + v) €] J%. Die Anzahl der unterschiedlichen v-Sequenzen in
U1, ..., Uy, nennen wir Index. Beachte, dass hochstens v¥*! viele paarweise voneinander
verschiedene v-Sequenzen existieren und der Index dadurch durch v**! beschrinkt ist. Der
einfacheren Schreibweise wegen definieren wir nun k = s(h — 1).

Lemma 18. Sei u € A* und besitze u eine (e, B)-Zerlegung uy, . .., Uy, mit Index g und sei

A

kE>2g+2+1)+k dann gilt Gk(u) €l Jp-

Wir werden Lemma 18 fiir den Beweis in Fall 3 folgendermafien verwenden. Wir wissen, dass w
eine (e, B)-Zerlegung wi, . .., wy,, besitzt. Da g < v¥*! zeigen wir x(h) = 2071 +2(v 4+ 1) + k,
2
denn aus Lemma 18 folgt dann G*") (w) €| J%. Es gilt 92N — gv® 5 gprtl 4 2(v+1) fir
2 2 2 ~
v > 2 und daraus folgt k(h) = h - 92?1 — g2?2IMI™ | (h—1)- 92 MI™ 5 gyl 4 2v+1)+k

Beweis von Lemma 18. Der Beweis benutzt eine Induktion iiber den Index g. Es gibt zwei
Falle, je nachdem ob eine v-Sequenz existiert die doppelt vorkommt oder nicht. Seien also alle
v-Sequenzen zu den Positionen 1 < j < m — v paarweise voneinander verschieden, dann gilt
m = g + v. Des Weiteren gilt nach Lemma 14

Gi“(u) C Gl%f(mfl)(ul) . ka(mfl)(um)

Aus k — (m — 1) > k folgt GF=(m=V(u;) €| J% fiir 1 < j < m und damit folgt dann mit
Proposition 16 G*~(m=D () - .. GF=(m=1(y,,,) €] J% und damit G*(w) €] J%. Komme nun
also mindestens eine v-Sequenz doppelt vor. Dann existieren zwei Indizes 1 < j < j <m —v
derart, dass die v-Sequenzen an den Stellen j und j’ identisch sind. Sei nun Ry, ..., R, diese
Sequenz. Wir koénnen j und j' derart wihlen, dass j minimal ist und j' maximal, d.h. das
keine Stelle 5 mit j* < j oder j/ < j existiert an der Ry, ... , Ryy1 auftritt. Wir zerlegen nun
u folgendermafien

V1 =Up...Uj—1
V2 = Uj...Uj 4y

V3 = Uj'4p41---Um

Nun gilt nach Lemma 14

GF(w) € GF2(01)GF2(02) GF 2 (v3)

Wir miissen also noch G]A“*Z(vl), Gi“*z(vg), G’%*Z(vg) €l Jp zeigen. Dann gilt nach Proposi-
tion 16 G*(w) €] J%. Nach Definition von j und j’ sind w1, ..., uj—1 und wjjpi1s- .. Un
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10 Zusammenfassung

(e, B)-Zerlegungen mit einem kleineren Index als g. Daher gilt nach Induktionsannahme
GF2(v1), G*2(vs) €1 5.

Wir betrachten nun G’%*Q(Ug) Es gibt wieder 2 Félle. Sei 5’ j+1/ dann gilt, dass uj, ..., uj4,
eine (e, B)-Zerlegung von vy der Linge d < 2(v + 1) ist. Da k—2—(d—1) >k und nach
Lemma 14 GF- 2(vg) C Gh—1- Ay ) - - - GR-1- d(u] 1) gilt kann analog zu obigen Fall wieder
Gh- 2(v9) €1 I gefolgert werden. Sei nun also 7' > j + v. Beachte, dass g > 1 ist. Damit folgt
nach Definition von & und & nun k — 2 — 2(v 4+ 1) > k und damit

GF2(v2) € G (uy) - G* (uj) GF(0)GF (uye) - - GF(ujis)
mit v = ujyy41---ujy—1 bzw. nach Definition von Ry,..., R, 41
GF2(03) C Ry -+ Rys1GH(v) R+ Ry (13)

Wir wollen nun Gleichung (10) anwenden. Da hochstens v = 21M ” Viele Elemente des Monoid
oM? existieren, existieren Indizes 1 < j1 < jo < v+ 1 mit Ry ---Rj, = Ry --- Rj,. Sei nun
Sl = R1 s le, SQ = Rj1+1 ce Rj2 und 53 = Rj2+1 s Ru+1 Nach Definition von 51, SQ, 53 gﬂt
Ry~ Ryy1 =51 (S2)” - Ss.

Durch Ersetzen von Rj - -- R,4+1 in Gleichung (13) erhalten wir
GF2(03) € 8y - (S2)” - S5 - GF(v) - Sy - (S5)* - Ss

Da uy - - uy, eine (e, B)-Zerlegung von u ist gelten G’;(v) C {(e,a(w)) | alph(w) = B} und
G*(u;) C {(e,a(w)) | alph(w) = B} fiir i € {j,...,j + v} U{j,...,5 + v} nach Lemma 17.
Damit ist auch Sg'G};(U)‘Sl C {(e,a(w)) | alph(w) = B}. Da die ¥s-Ketten in S in der ersten
Komponente e stehen haben gilt (S2)“ - {(e, «(w)) | alph(w) = B} - (S2)“ = (S2)” - {(1, a(w)) |
alph(w) = B} - (S2)” und damit

GF2(v) C S1 - (82)° - {(1, a(w)) | alph(w) = B} (82)° - S5

Es gilt S1, 52,53 €] J5 nach Proposition 16 und damit gilt nach Gleichung (10) (S2)“
{(1, a(w)) | alph(w) = B} - (S2)* € J5 und nach zweimaligen Anwenden von Gleichung (9)

S1-(S2)” - {(1,a(w)) | alph(w) = B} - (S2)“ - S5 €] I3 und damit G]%_Q(vg) el Jg. O

10 Zusammenfassung

Zuséatzlich zu [8] wurden in dieser Arbeit die Beweise fiir Proposition 1, Proposition 2 und
Proposition 3 gefithrt. Des Weiteren wurde der Algorithmus vereinfacht. Thomas Place und
Marc Zeitoun berechnen allgemeiner Yo-Ketten der Linge n, da sie etwa Yo-Ketten der Lange
3 fiur die Entscheidbarkeit der Mitgliedschaft einer Sprache zu B bendtigen. Durch die
Beschrankung auf Ketten der Linge 2 ergeben sich Verbesserungen in der Notation, des
Weiteren ergeben sich Vereinfachungen da nicht allgemein die Berechnung von Ketten der
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Lénge n + 1 auf Ketten der Lénge n fiir alle n zuriickgefithrt werden muss. Des Weiteren
ergeben sich in dieser Arbeit Vereinfachungen in der Notation daraus, dass [8] nicht direkt
mit Mengen von kompatiblen Mengen von s-Ketten im Algorithmus arbeiten, sondern mit
Funktionen die jedem Alphabet eine derartige Menge zuordnen. In [8] werden von Thomas
Place und Marc Zeitoun analog zu unserer Definition der Yo-Ketten allgemeiner Y;-Ketten fiir
1 € N definiert. Dabei wird <'§ in der Definition durch die Relation gf ersetzt. Die Autoren
erwéhnen, dass ihr Algorithmus nur fiir ¢ = 2 funktioniert. Der Grund ist, dass Gleichung (11)
deswegen gilt, da Spieler I im zum <} zugehorigen Ehrenfeucht-Fraisse-Spiel, das aktive Wort
nicht wechseln kann, d.h. Gleichung (11) ist also i.A. fiir <§ mit 5 > 1 nicht mehr erfiillt
und somit ist die Korrektheit des Algorithmus nicht mehr gewéhrleistet. Dies ist intuitiv
klar, da jede X;-Kette fiir ¢ > 2 auch eine ¥o-Kette sein sollte aber nicht notwendigerweise
umgekehrt. Umgekehrt sollte also die Berechnung aller 31-Ketten durch den Algorithmus an
der Vollstandigkeit scheitern. Dies passiert genau beim Induktionsanfang in Fall 1 bei der
Induktion tiber die Hohe des S-factorization Forest, da fiir einen beliebigen Buchstaben a € A
keine Formel ¢ € X1 mit L(¢) = {a} mehr existiert und damit nicht mehr auf G*(a) €| J% fiir
k > k(h) geschlossen werden kann. Alles Ubrige in der Arbeit entspricht mehr oder weniger
exakt Artikel [8].
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