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KYBERNETIK UKD THEORIE DER REGELUNG

Jakubovid, V.A.: Freguenzgangbedingungen fiir die absolute Stabilitit
von Regelungssystemen mit Hysterese

(Vorgelegt vom Mitglied der Akademie V.I. Smirnov am 18, IX. 1962)

Im folgenden bezeichnen wir, soweit nicht etwas anderes gesagt
wird, mit grofSen lateiniaschen Buchstsben die [1] -Matrizen, mit klei-
nen lateinischen Buchstaben die ‘2 ~-VYektorspalten (Ausnahme: { -
Zeit) und mit griechischen Buchetaben die ‘kelarverte. Die Matrisen,
Vektoren und Zahlen sind reell; I ist die Einheitsmatrix.

1%, Wir untersuchen die tysteme (s. (1-5) .. )

. (1)
wobei [3] die Hysterese- oder relais-Hysteresefurnktion ist

(8. Zeichnung 1, wo diese "Funktionen" fiir 4] dargcatellt'sind).
¥ir geben eine genaue Definition der Hysteresefunktion.

Definition 1. Wir beseichnen mit [51 die Lenge

der fir 161 stetigen Funktioren ‘7} s 80 dad {8] .
¥ir setzen voraus, daB: 1) jedem beliebigen [f} eine gewisge MHen-
ge [10] der "Anfangswerte der Hysteresefunktion” (s. Zeiehnung 1)
zugeordnet ist; 2) fiir beliebige (11] und (12] .  ein
Gperator (15J geyeben ist, der die Mon [14]. in
[15] darstellts 3) die Teziehun | ,
[le ‘ gelten, wobei fen] dieventspre-
chende Fumktion und (19 {hr Wert im Punkt [20]
15ty 4) wenn 121 bet 122]  ypq [23]

«A?g%} 24] ’§Z§§°i [25] ., damn [-6] «iég]v bel
' . und ° : bei °
gilt, wobei L300 .Bei Erfillung dieser Bedingungen be-
geichnen wir die Schar der Dnratcllgngng von 31] . als

s8tetige Hysteresefunktion. venn alle aiaat
Larstsllungan stetig aind, wird die Hyateresafuaktion gls s tark
"‘stetig bezeichnet. S

Es sind aueh endere Definitiea.n ahnliohan Lharaktern méglich,
z.B. solche, die sich durch Substitution von 32 ] durch 97
[34] ist, denn wird die Hysteresefunk-
tion als unstetig (oder als Helais-Hysteresefunktion) bezeichnet, Auf

ergeben. Wenn
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Zeichnung 1 eind die Darstellungen (in der iiblichen Interpretation) der
stark stetigen (a), der stetigen (b) und der unstetigen (o) Hysterese-
funktion *.

In diesem Beitrag wollem wir die Operatorenschar betrachten, die

nur die Bedingungen 1), 2) mit festem t =0 erfiilllem, wobei wir [553
bezeichnen, Im Falle, daB 36] ein stetiger &gerator

ist (insbesondere die Btark stetige Hysteresefunktion), wird der loka~
le Existenszsatz fiir die Gleichungen (1) gewbhnlich durch die Anwendung
des Prinzips von Sauder bewiesen *. Wenn {37] ein unsteter Opa=
[37} eine Relais~Hysteresefunktion
ist, bleibt der Beweis des Existenzsatses eine ungelBste mathematische
fufgabe. Bei Relaishysteresefunktionen braucht men zur Definition die
Kenntnis der LYsung des Systems (1); diese Definition kann analog der
Bestimmung der Ldaung von Differentislgleichungsaystemen mit unstetigen
rechten Seiten sein 9). lie weitere Ausfithrung ist richtig bei bew
liebiger Definition der Lisung, bei der: 1) die Lésung [38]
absolut etetige Funktion iety 2) in der Gleichung (1)
eine beliebige Funktion 1st, L in beliebigen endlichen Intervall intew
grierbar ist und gebunden [verbunden] mit den Beziehungen L40] , die
im folgendem noch formuliert werden; 3) die Gleichuns’gl) fast tiberall
erf.11t wird; 4) wenn die LBsung begrenszt auch fir (a1
sie suf den Intervall 42

rator ist und um so wmehr, wenn

eine

existiert,
erweitertar ist.

20, Vix satsﬂg wie gewdhnlich voraua; daiz fir ein beliebiges {43]
und ein bﬁl&ehiann‘{44] aus dem Existenzintervall
(2)
*
erfillt ist .
Definition 2, Das System (1) wird alsabsolwu t
8tabil Dbemeichmet, wemms 1) eine beliebiie L.8sung des Bystems (1)

fir 45] existiert und [46] vei L47 und 2) eine nur
von [48] abhiingige stetige wachsende unktion {49] TOLLEBe
geben fir (50}1 o existiert, so daB fiir jedes beliebige 51]
wobed £533 , 193] erfullt ist.

¥ir bozeiohnen £543
» Fir die absolnte Stabilitﬁt ist es notwenaig, GaB die Kure

’ b
ve {55] die reelle negative Halbachse nicht schnei-

det "7,
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Theorem l., Wir setzen voraus, daB das Spektrum der Hatrix P
in der offenen linken Halbebene liegt, {56] bei {573

Dsnn ist das System (1) absolut stabil, und dartiber hinaue existieren
[581 s wobei sie nur ven [59] : ahhﬁngon, 80 daB es

heiBts | ﬁ G )

¥ir weisen darauf hin, daB die Bedingungen des Theorems die Syste-
me (1) mit Hysterese~Nichtlinearititen (derart, wie sie auf Zeichnung 1
dargestellt sind) erfiillen, deren Kurven sich mit der Zeit verindern
kénnen, wobel eie imnerhaldb des festgelegten Sektors [603
bleiben. |

I a\f inition 3. Den Operator {611 bezeichnet man

als (+)-Operator, wenn die Beziehun (2) erfullt sind und fir eine
fe2

belicbige absolut stetige Funktion

[63] una L64]

des Integral
existiert, wobedi {65}

eine stetige, nicht kleiner werdende Funktion ist, [66] .

Ein biBchen ungensu nucgedrickt, ist die Hysteresefunktion ein
(+)=Operator, wenn der Flidchenzuwachs lings jeder belisbigcn Hysterese-
schleife positiv ist. Yenn aber der Flichenzuwachs lings einer belisw
bigen Hysteresgesghleife der Funktion [67] negativ igt, ist die Hye

steresefunktion Les] (+)=-Operator.

Lie Hysteresefunkiionen, die auf Zeichnung 1 dargestellt und um die
negativen lerteventsprechend erweitert sind, sind (+)-Operatoren (voraus-
gesetzt, da8 ihre Kurven sich in der Zeit nicht verindern). Wemn man auf
seichnung 1 b, © digrﬂichtungspfeilgf [Zeigorrichtungnn] verdindert, werw
den die Operatoren L3 (+)-Operatoren. Ls iaesen sich
ohne weiteres Beispiele fiir efontaif§$§{%413v liysteresefunktionen [70]

anfilhren, bei denen n] (+)=Operators
sind,

Theorem 2, %ir setzen vorasus, da des Spektrum der Hatrix
¥ in der linken offenen Halbebene liegt und entweder a') ’7?]
{+)=Uperator ist und b') die Kurve (73] bei (74]
in einer offenen Halbebene liegt, die durch eine durch den Koordinsten~
uraprungyierlaufendc und keine reelle negative oder imaginidre positive

Halbachse enthaltende Cerade begrenzt ist, oder a'') {75] .
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der Operator (76] (+);Gperstor ist und btt) die Bedin~
gung b') erfiilllt ist, wobei die Worte "imaginir positiv® durech "imagie
nir negativ" ersetst werden. Dann ist das System (1) absolut stabil.

Theorem 3. Wir setzen voraus, da8: 1) die Hatrix P einen
Null-Eigenwert hat und die iibrigen Werte in der offenen linkea Halb-
ebene liegen; 2) [77] bei (7e] und 3) (79]

Fir die absolute Stabilitiit des Systems (1) ist es hinreichend, wenn
[80] bei [81] oder die ?ggﬁagungon a'), b') oder

die Bedingungen a''), b'') von Theorem 2 fiir erfillt sind.

eniweder

Bemeyrkung, Bei den Vorauscetsungen fiir das Theorem gilt

y Wwobei £84 ] V .

[83]

Theorem 4. 7“ir setzen voraus, daBs 1) die Matrix P einen
Hull-Eigenwert, zwei rein imaginire Kigenwerte {35] hat ung ihre
ibrigen iigenwerte in der offenen linken Halbebeno liegen; 2) L86]
bei 87) « “ir stellen die Funktion {88]( in Form von {89]

dar, wobes 70 eine holo-
morphe Funkticn an der iraginiren Achse ist. Fiir die absolute Stabilie
tit des Systems (1) ist es hinreichend, wemn

(4)
und wenn bei [91] dle Bedingung a') und bei l92] die Bedine
gung 2'') von Theorem 2 erfiillt ist.
3°, Fir den Fall, cas 93) die Normaelfunktion ist
(dann sing [94] una [95] offensichtlich (+)~Operatoren),

sind die Auss:gen von Theorem 2 und 3 bekannt; sie stimmen mit dem XKri-
(10’ 11) iberein *. Theorem 4 ist such in diesenm
Falle neuj die Tieoreme 1-4 zeitigen auch dann ein neues Fesultat, wenn
die Lichtlinearitit die von t abhingige Normslfunktionm ist.

terium von V.M. Popov

Der Beweis der Theoreme l-4 uaterscheidet sich wesentlich von
(39* 1y und berunt auf den Ergebnissen von (*2), Zur Erliuterung der
“ethode fiihren wir einen (im Unterschied zu den Bewcisen fiir die Theo=
reme 2-4 ) sehr einfachen Beweis fiir Theorem 1. Fir [56] huben
#ir auf Grund des Systems (1) [97] ,#obeli

198] : ; . ¥ir fordern, daf L9g]

pei +300] una [301] ves (102] . Gemag (}2)
existiert die latrix {105} s, wenn die Bedingungen deg Thegrens
erfillt sind. Dabei gilt L104] fiir L105] . Polglich ist
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die L8sung fir {106]
(3).

DPle hinreichenden Bedingungen fiir dis Theoreme l-4 sind in bestimm-
tem Sinne optimal. So sind z.B. in Theorem 4 die Ungleichungen (107]
fiir die absolute Stabilitst notwendig, und die Ungleichungen (4)

erweiterbar, und es gilt die Abschitszung

mit dem Zeichen L108] #ind notwendig, demit man die absolute Stabi-
11t4¢ mit Hilfe der Funktion nach Ljspunov .109

mit der Ableitung [110] beweisen kann. DIie Ungleichungen (4)
sind notwendig und hinreichend dafiir, da8 die Ableitung 1] mini-
mal entartet. Die Funktion[llz] bezeichnet man
als minimal.entgrtst, wenn [115] ‘ und aug {114]
folgt, da8 £115J )und {116] in der Summe {117} der Ligenunter-

raume der iatrix P liegt, die den Kull- und rein imaginiren rigenwerten
entsprechen. jian kann beweisent da8 fiir eine beliebige Funktion (118]
der bezeichnetin Art, bei der 1193 y 8us [120] {121]

folgt, was die Bestimmung der minimslen Entartung erkliart.

Eingegangen am 15. IX. 1962
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FuBnoten

Im Falle b) ist die Darstellung unstetig, =.B, bei den Funk-

11255 y Gle ein Maximum im Punkte {124}
[125]

tionen hshen

unter der Vorsussetzung, daf

»

: 1) ,
Das gi%t sﬁlbatveratandlich auch fiir die Gleichungen 1126] ’
127

wobel die analog bestimmte Operatoren-

schar iber den Vektorfunktionen [128] iste

Diese Bedingung ist offensichtlich fiir die asuf Zeichnung 1
dargestellten Funktionen erfillt ( bei enteprachendei: g

satz zu der Defimition fiir die Werte (129] Jo Wir wel-
sen darauf hin, da8 der PFall {1301 angenommen

.werden kann, dann gilt fiir die weiterem Formeln 1513

L2 ]

*
Se 290

/ *
S« 291

hus.der Lineartheorie ist bekannt, daB diese Bedingung not-
wendig und hinreichend ist fiir die Stabilitdt aller Lineare
systeme (1) mit [13] . Die ‘mplitudenpha-
senkennwerte des linearen Teils des Syazoma[}ggien~bekann£-

lich experimentell gewonnen werden,

[134) ist die bekanrte notwendige Vorause
setzung fir die Stabilitét bei A.I. Lur'e (1).

Die Bedingung

Die Theoreme 1 und 2 eind in “irklichkeit ein neuer Beweis
fiir dieses Kriterium von Popov. lNehmen wir der Einfachheit
halber an, daB das Spektrum P in der offenen linken Halbe

ebene lisgt. Fir [155] _ haben wir
{lBG} s wobel {13?3

durch {1}83 ausgedriickt werden. Bei der Forderung,
dag entwe&ar;{159} oder 51403 er=
fiillt ist, erhalten wir {141] bei {142] s WOTaus

die absolute Stabilitét folgt. Kach den Theoremen 1 und 2 (1{)
existiert die Ldsung H_der sich ergebenden [gewonnener | Un-
gleichungen, wenn [143] : y was

Zu bewzisen war.,
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Anmerkung des ﬁggglggnggg

Uie hochgestellten Zahlen in [} wurden fortlaufend zur Xenmzelich~
nung der Formeln im Originsltext eingefiihrt.

Die vorte in [] sind eine Ubersetsungsvarisnte des vorhergehenden
Fortes, wobel in [} die wirtliche Ubersetzung gegeben ist.

iy die Bégriffe 'Bestimmung' und ‘Definition' wird im Russischen
das gleiche Wort (opredelenie) gebraucht, so daB es mbglich ist,
daB in der deutschen uLbersetzung unter diesen beiden Begriffen
sgchlich nicht immer richtig unterschieden wurde.



Hoxnaget Axagxemun nayk CCCP
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KHBEPHETHKA H TEOPHSI PEIYJIHPOBAHH A

B. A. AKYBOBHY

YACTOTHBIE YCJIOBUSI ABCOJIIOTHOA YCTOMYHUBOCTH
PE[YJIMPYEMBIX CUCTEM C TUCTEPE3UCHBIMH
HEJINHEAHOCT IMH

(I1pedcmasaeno axademuxom B. H. Cmuprosaim 18 1X 1962)

Huxe Mbl 0603HauaeM, eCiH He OTOBOPEHO MPOTHBHOe, OGOJBLIHMH Ja-
THHCKUMH OYKBaMH VX V-MAaTpPHIbI, MaJbIMH JATHHCKHMH O6ykBaMH v X l-Bex-
TOPH-CTONGUL (UCKJIOYeHHe: ¢ — BpeMs) H TIpeyeCKHMH — CKajsipHble BeJH-

YHHBI. ManHleI, BEKTOpbl H YHCJAd SABJSIOTCH BelleCTBEHHbIMH, [/ — efuHUY-
Had Marpuua. ’

1°. Byaem u3yuatb cucrembl (cM. (*°) u Ap.)
dZ/dt=P2+q(]) {s, (P()]p °=(2v I'), (1)

rie @[S, @], — THCTepesuCHas HWJH peJefiHO-THCTEPE3HCHAs QyHKuMsA
(cM. puc. 1, rae 3TH «pyHKuun» usoOpamens Aas o > 0). HaguM TouHOe
onpeje/ieHHe THCTEPe3HCHOH (QyHKUHH.

Onpegenenne 1. OCo3nauum yepes M, (fy, {}) MHONKECTBO Hempe-
PHIBHBIX Ha [f,, t;] GyHKuUMi o (f) Takux, 4t0 6 (¢,) = &,. [Ipexnonoxum, 4ro:
1) moGoMy o, MOCTaBJEHO B COOTBETCTBHE HeKoTOpoe MHOXecTBO €(g,) «Ha-
YajbHBIX 3HAuYeHHH THCTepeancHOd QyHKuMH» (cM. puc. 1); 2) ans moGbix
ti>t,>0 u ¢,6€(s,) ykazan omnepatop QL% @l ortoépamaxomuﬁ
Mo, (bo t1) B C(tys 1); 3) HMeOT MecTo COOTHOWeHHsI @ [S]n, Poly, = Por

~cp[o|f:, PoJt €€ (s (f)], rae cp{<:|§:, @,] — coorBercTByIOIlas (QyHKUHA H

cp[c[ﬁ:, @,l,—ee 3mauenme B Todke f, {,<CEIClhy 4) ecan o(t)=
=0, (£) €My, (£, t,) mpH b, <t uo(t) =0, (t) €M, (¢, 1) mpu t, E<C s
rae o, =0 (t,), 10 @lolfi @olt = @015, @ole i £, EE, W QIS @), =
=0, lf‘,, Q)¢ mpu £, ECH, TAE @, = Q[0 |§:, @, Tlpn BunonHeHHH
3THX YCJOBUH ceMeHCTBO OTOOpaxeHHH @ [- lﬁ, ¢,] OydeM HasbiBaTh He-

npepHBHO#l rucTepeésucHoil ¢yHkuued. Ecam Bce 3tn orobpa-
JKEHHSl HempepbiBHbI, TO THCTepe3HCHast GYHKIHMS Has3biBaercsi CHJAbHO
HenpephoiBHOI.

BoamoxHbl ¥ Apyrue, 6JM3KHE @O XapakTepy OINpeAeJieHHsi, HanpuMmep
noayuatouuecsi 3amenoit C (f,, #) Ha L(t,, t;). Ecau ¢[c|§;, @] €C (¢, t)»
TO rHcTepe3ncHast PYHKIHS Ha3blBaeTCsi PA3PLIBHOA (MJIM pefeilHo-rucTepe-
aucHoit). Ha puc. 1 usoGpaxeHnsl (nmoapasymeBaercsi oObluHasi HHTEpnpeTa-
uus) CHAbHO-HenpepbiBHasi (a), HempephiBHas (6) H paspbiBHasi (8) rucrepe-
3HCHBIE (YHKIHH *.

B HacTosuledl 3ameTke Mbl OyJleM paccMaTpHBaTh CEMEHCTBAa ONepaTopoB,
YAOBJIETBOPAIOULHE JIHILL YCI0BHAM 1), 2) ¢ GHKcHpOBaHHBIM £y == 0, mpH 3TOM
6ynem o6o3nauatnb ¢ [s, o] =@ [0 ]!, @o). B cnyuae, koraa ¢ [-,¢,] — nemnpe-

* B cayuae 6 orofpaxeHne pa3peIBHO, HampuMep, HAa QyHKuuax o (f), UMEOWUX MaK-
’
CHMYM B TOUKE Ga, NPH YCJIOBHH, YTO Qo= @, .
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pbiBHBI ONEpaTop (B YaCTHOCTA, CHJILHO HeNpepbiBHAs rHCTEpe3HcHas dynKuua),
JIOKaJIbHas TeopeMa CYUIeCTBOBaHHS Aisi ypaBHeHHit (1) JoKaseiBaeTcsi OGbIYHEIM
o6pasom npumenenneM npunuuna Illaynepa *. Eciu @ [-, go] — paspoiBubiil
onepaTop M, TeM Gouee, ecan @ [, @] — penefiHo-rucrepesncias QyHKUHS,
J0Ka3aTeIbCTBO TEOPEMH! CYLIEeCTBOBAHHSI OCTAeTCsl HEpelleHHOH MaTeMaTHde-
ckofi 3ajaueii. ns peseitHO-rHcTepesHCHBIX PYHKIMHA HYXKAaeTcs B onpejene-
HUM CaMo TMOHATHE pelleHHsi cucTeMbl (1); 5To onpeaeneRHe MOXeT ObITh aHamno-
THYHBIM ONPEAEsieHHIO pelleHHs cHcTeM AnddepeHIHanbHbIX YpaBHEHHH ¢ pas-
puiBHBIMH NpaBbiMH YacTaMH (*-°). [lanbHeiiliee H3OXKEHHE CNPABEANHBO NpH

» 6 8
plag) plag) . [N
//Jad ad
-, % V2 )
fm[ il h ‘»’r%»< /r’
4 / N
]
% ¢ 9 9 %6 9 %9 d
Puc. 4

n1060M OTIpele/ieHHH pelueHHs, PH KoTopoM: 1) peiienue z (f) — aGconIoTHO
HenpepsiBHas oyHkuus; 2) B ypasuenuu (1) ¢ ls, @) = (f) — npous-
BoNbHast GyHKUHSA, L-UHTErpupyeMas Ha Jlo60M KOHEYHOM HHTepBane, CBA3aH-
Hasi ¢ 6 (f) COOTHOIWIEHHAMH, KOTophie OpMyJHpYIOTCs HuXe; 3) ypaBHeHHE
(1) yRoBaeTBOpsieTcsl TIOYTH BCIOAY; 4) €c/iM pelleHHe CYLIeCTBYeT H OrpaHHyeHo
na [0, 1), To oHo npogo/KuMO Ha uHTepBan [T, v 1 ¢€), e > 0. v

2°. ByaeM, Kak o6bIYHO, IpeAnoaraTh, YTo A J060ro ¢y € € (o,) u a060T0
t >.0 43 uHTepBaNa CYULECTBOBAHHMSA BhLIMOAHEHO **

0<o(t)@lo, @), <wo (% @16, 9l,=0 npn o(t)=0. (2

Onpenenenne 2. Cucrema (1) HasbiBaercs a6CONWOTHO YycTO#-
yuBoii, ecau: 1) moboe pewenue cucremb (1) cymecrByer Ha [0, oo) H
z(t)—0 npu f—>oo0 M 2) CyllecTBYeT 3aBHCAlLAs TOJbKO OT P, g, 7, I,
HenpepuIBHAs Bo3pacTatomas OyHkuus ¥ (p), sanannas Ha [0, oo), $(0) =0,
Takas, yto Aas JoGoro ¢, €€ (s,), rae o, = (z(0), r), Bemonneno |z(f)|<<
< (z0)). 5 :

O6oznaunm Y (M) = (P —AD)7g, r), 'E(w)=1/p,+ Rey(iv), n(e)=
= olmy (i®). Jlas abcosoTHON YCTOMYMBOCTH HeOOXOAHMO, 4YTOObI KpHBas
E(@)+in(e), 0<{o<Coo, He mpecekana JeHCTBHTENLHOH OTpHLATENbHOR
TIOJIYOCH ***,

Teopewma 1. ITpednoacocum, umo cnekmp mampuysl P aexcum e omkpol-
moii aesoti noaynaockocmu, & (0) >0 npu 0 o < oo u + 0o > lim o® §(e) >0.

wW—00

Toeda cucmema (1) abcoaromno ycmotiuuea u, 6Goaee moezo, Cyuecmsyrom %,
%> 0, sasucawue auwb om P, g, r, p,, maxue, umo

l2(t) | <%~ [2(0)]. @)

* PasyMeeTcsi, 3TO 3Ke CNpaBeiauBo jas ypashewwil x = f(x, fol, rae f[x, fo] =
=f[x] 5. fol; — ananoruuHuM o6pa3oM onpejle/ieHHOE CeMeHCTBO ONepaTopoB HaX BEKTOPHHI-
M ynkunami x (), 0V L :

** 70 yCJOBHE, OYEBHAHO, BHNOJHEHO (NPH COOTBETCTBYIOUIEM JOOTpefieleHHH Ha 3Haue-
#us 6 < 0) AR rucTepesHCHHX QyHKUHMi, H306paenHbx Ha puc. 1. OrmeruM, uyro jomyc-
KaeTcs Cayuaii My = oo, TOTAa B AanbHeHmnx Gopmynax 1/pp = 0. ’

**¥* |3 nHHeilHOH TEOpMH M3BECTHO, YTO 3ITO YCJOBHE HEoOXOAMMO M HOCTaTOYHO ANS
ycToiiunBocTH Beex auHeliHnx cucrem (1) ¢ @ [6, Qo] = U5, O T . AMIIHTYRHO-DA30-
Bas XapaKTEPHCTHKA JHHENHOH yacTH CcHcTeMm [ — ) (iw)] MoxeT OhTb, Kak H3BECTHO,
noJiyueHa -3KCriepuMeHTaNbHO.

28%



OrMeTHM, 4TO yCIOBHSM TEOPEMBI YAOB/IETBOPSIOT cHeTeMsl (1) ¢ rHeTepeanc-
HBIMH HeJIMHEHHOCTAMH (THMAa W306paKeHHbIX Ha pHc. 1), rpaduku KoTophix
MOTYT MEHSITbCS CO BPEMEHeM, OCTaBasich B HUKcHpoBaHHOM cekTope 0 < 0¢
< B0

Onpenenenue 3. Oneparop @ [, @,] HasuiBaercst (4)-oneparto-
P OM, €C/IH BHINOJHEHb! COOTHOLIEHHS (2) H AN J11060i aGCONIOTHO Henpepbis-

t

Hoit GyHKuUMH S (£) Hp, € € [ (0)] cymecryer unterpan @ () &cp[s, Poleds (8)

0
H D) > — Py (13(0) ), rre P, () — HenpepriBHast, HeyObiBaowas GyHKIHS,
P, (0) = 0.

[‘oBopsi HECKO/NBKO HETOYHO, rHCcTepe3ucHas QyHKUHs aBaserca (-)-onepa-
TOPOM, €C/IH MpHpailleHHe MJOWAAH BAOJB JI060# ee NMeTiH THCTepe3nca noJo-
*uTenbHo. Ecau e npupawende nromazd BRoAb MoGOi NeTAH THCTEPe3Hca
dyukunu @ [o, o] orpunarensto, To (-)-onepaTtopom sBiseTCA THCTepesHC-
Hasi QyHKUHA PO — @ [0, g,l.

Tuctepesucuble GyHKUHU, H306pakeHHble HA PHC. | M COOTBETCTBYIOUIHM
00pa3oM NPoJo/IXKeHHblE Ha OTpHIATeNIbHblE 3HAYEHHS S, siBAsIOTCH (--)-onepa-
Topamit (npeanonaraeTcs, 4TO HX rpadHKH He MeHsIOTcsl Bo BpemenH). Ecuiu
Ha puc. 1, 6, 6 H3MEHUTb HanpasleHHs CTpPenok, To GyAyT (-)-onepaTopamu
onepatopbl ks — Plo, @pl. Jlerko npusectd npumepn Takke CHIbHO Henpe-
PHIBHHIX rucTepe3HcHblx ¢yHkuuit @lo, @, Takux, 4to pa —qls, @l Gyayr
( -}-)-oneparopami.

Teopema 2. Hpednosowum, wno cnexmp mampuyst P aexwcum 8 omxpoi-
modi aesod noaynaockocmu, a maxsce aubo a') @l -, ,l asrqemcs (+)-onepamopos
u6’) kpusas § (w) + in (o) pacnosoncena npu 0 < © < 00 8 KaxKoil-aubo omKpoL-
mod noaynaockocmu, 02panudenHod npamod, npoxo0awel «epe3 Havaro Koopou-
Ham u He codepacauielt delicmeumenbHoll 0mpuyarneabHol U MHUMOL ROAOKCUMENb-
nod noayoced, cubo a") p, == oo, onepamop p,6 — ¢ls, ¢,) sersemca (4)-one-
pamopom u 6") eunoaneno ycaosue 6') ¢ 3amenol €108 «MHUMOL NOAOK UMELbHOLY
Ha anumold ompuyamenvroids. Toeda cucmema (1) abcoaomno yemoduusa.

Teopewma 3. MIpednoroxcus, amo: 1) mampuya P umeem 000 Hyresoe
.COOCMBERHOE 3HAYEHUE U OCMAAbHble — 8 OMKPLIMOU  1e806 NOAYNAOCKOCHUL,
2)pio, 9,0 npu s(t)5=0 u 3) M= l?b:,qx(k)>0 *. JIaa abconomnol

yemodiuugocmu cucmemst (1) docmamouno, umobor 6oiao  ebinoanena  aubo
E@>0 npu 0o oo, aubo ycrosus a'), 6'), aubo ycaceus a’), 6)
imeopemor 2 0asn 0 < o < co.

3ameyanue. B npexnosoxenusix teopemsl E(0) = x,(0), rae x,(A) =
=%A)—T2/% Q) = —T? &(oo) = 1/p, n(o0)=1(q,7).

Teopema 4. [Ipednosoxcum, umo: 1) mampuya P umeem odno nynesoe,
06a HUCMO MHUMBLX COOCMBEHHBIX 3HadeNUA T iw, U ocmansuole ee COGCMBER-
Hble 3Hauenun aexcam ¢ omxpuumod nesotd noaynaockocmu; 2) (o, (p(,],#o
npu o(t)<=0. [pedcmasum ynkyuro v (A) 6 eude (M) = T2/A+ (ah +
+8)/ (A" + @) + %1 (A), 2de %1 (M) — Pynkyus, 2040MopPras Ha MRUMOL OCU-
Jas abcoromuodi yemotiuueocmu cucmemst (1) docmamodro, 4mobot

[0, a>0, —B(g 1)+ owd/u>0,

@
B —a) + a0} /e + Re (20 + i) 1a ()1 >0, 0000,

u 4mobut npu B>0 66120 gbinoaneno ycaosue a'), a npu B << 0 — ycaosue a")
meopemsl 2.

3°. B cayuae, xoraa q>{c, Q) = q>(d).-—06bl'-lHaﬂ dbyuxuus (toraa, Oqe‘_
BHAHO, [0, ;] H Py — @[3, Qo] — (+)-oneparoper) yTBepicaeHHs TE0
* YeaoBde T3>0 gBasercd H3BeCTHHM  HEOOXOJHMBIM  YCJOBHEM ycroitunBocTH
A. U. Nypse ().
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ypem 2 H'3 M3BECTHS — OHH COBNajaoT ¢ Kpurepuem B. M. Tlonosa (*°, 1) *,
Teopema 4 sBJsieTcs HOBOH H B 3TOM clyuae; Teopembl 1—4 1aloT HOBBIH pe-
3yJbTaT TaKXKe B CHAyYae, KOTJa HeJHHEHHOCTb — OObiuHas QyHKIUMS, 3aBH-
csmast ot L. :

JoxasarenbCTBO TeopeM 1—4 cymecrenHo otnnyHO or (*°, 1) u ocHo-
;BoiBaeTcsl Ha pesyJbTatax (*%). Jlns MMOCTPAaUMM MeTOXa TpHBeleM OYeHb
mpocToe (B oTiMYHE OT J0Ka3aTeJbCTB TeopeM 2—4) AOKa3aTeJbCTBO TeO-
pempt 1. Jlia Q= (Hz,z) nmeem B cuny cucremn (1)— Q= (Gz, 2)+
+29(g,2) +op,rne —G=P'H+HP, g=— Hq—r /2. TpeGyem, utobm
G — g8 >0 mpu pys00 u G>0, g=0 npn py= co. Cornacuo (*?)
marpuua H = H® >0 cymecrsyer, ec/i BIIOJHeHb YCJOBHS TeopeMmbl. [Ipu
sToM Q << —2xQ nas Hekoroporo x> 0. CienoBaTesbHO, pellenue npoaoJ-
xumo Ha (0, oo), u uMeer Mecto oueHka (3).

JocraToynbie ycJoBHS TeopeM 1—4 B onpejie/IeHHOM CMbIC/IE OMNTHMAJb-
nol. Tak, Hanpumep, B Teopeme 4 HepaBeHctBa [2>0, o> 0 Heo6xoauMbI
sl aGCOMOTHOH YCTOHYMBOCTH, a HepaBeHCTBa (4) €O 3HaKaMH > Heo6Xo-
JMMBl §JISl TOTO, 4YTOObl abGCOJIIOTHYIO YCTOHUYHMBOCTD MO)KHOthIJIO O06HapYXKHUTb

qnocpeacTBoM ¢yHkuuu Jlsnyxosa Buaa Q = (Hz, 2) + ¢ S glo,@lds(t) c
‘ o _
TPOH3BOJHOI £2<0. Hepasenctsa (4) HeoGXOAMMBI M JOCTATOWHH, HTOGHI

npo3BofHas Q Gblia MuHMManbHO BbipoXIeHa. DYHKHHuS Q=0Q,(z¢ <
< 0 HasbiBaeTcsi MHHHMaJbHO BHIpOXJeHHOH, ecau Inf[— Q, (0, ¢)/g®] >0
u 13 (2, 9) =0 crenyer, uto ¢ =0, a 2z Jexur B cyMMe £ COGCTBEHHBIX
NIOANPOCTPAHCTE MAaTpHLbl P, OTBeYalOUIMX HYJEBLIM M YHCTO MHHMMLIM COG-
CTBEHHBIM 3HAayeHHSM. MoXHO J0Kas3atb, 4TO Aas Jioboil dyHxuny Q yka-
3aHHOrO BHAA TakoH, uto (2, @) <0, u3 Q; (2, 0) =0 creayer z€ L, uro
\0GBACHAET OlpejieieHHe MHHHMAJbHON BbIPOXAEHHOCTH, o
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* Teopemm 1 m 2 (12) paoT no cymecTBy HOBoe JOKA3aTeJbCTBO 3TOrO KpuTtepus
Tlonoea. Ilycts, AN MPOCTOTHI, CMEKTP P JIEXHT B OTKPWTON JeBod noaynnockoctd. Has
) [

Q=(Hz,z2)+ O S P (cs) d's umeem —O (Gz,2)+ 29 (g, 2) + Y92+ @ (6 — P/po), Tae G, g, ¥

Y .
Rbipaxaiores uepes P, ¢, r, &, H. Tpe6ys, uto6u 6ui510 Brinonseno aubo v >0, 1 G — gg* >0,

nubo ¥ =0, g=0,G>0, nonyuum Q >0, Q<0 npu |2|50, orkyma Gyzer caeaosarsb
aGcomornasn ycroltunsocts. Ilo Teopemam 1 u 2 (*2) pemwenne H NOJYyYeHHBX HEepaBeHCTB
cymecrsyer, ecan | (0) + 81 (0) >0, 4 oo > lim 0 [§ (0) + ¥1 (w)] >0, yTo u Tpebo-

w00
BaNocCh A0Ka3arb.
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