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Einleitung

Das Konzept der Quanteninformationstheorie [31] hat in den letzten Jahren
in vielen Bereichen der Physik fiir Impulse gesorgt. Auf experimenteller Seite
wurden dabei enorme Fortschritte bei der kohédrenten Kontrolle von Quan-
tensystemen gemacht. Gleichzeitig wurde das Interesse erneut auf einige der
grundlegendsten und é&ltesten Konzepte und Fragen der Quantentheorie ge-
lenkt, wie Verschriankung, Dekohérenz oder die Problematik ihrer Interpreta-
tion.

Fiir die Realisierung eines Quantenrechners wurden die verschiedensten phy-
sikalischen Systeme vorgeschlagen, wie z. B. Spinresonanz [[L1, [11], Ionenfal-
len 9], Quantenpunkte [27] oder Josephson-Kontakte [43], um nur einige zu
nennen. Verbindendes Element all dieser Systeme und ein grofier Verdienst der
QIT ist eine gemeinsame, abstrahierte Beschreibung durch einige idealisierte
Elemente.

Der fundamentale materielle Baustein ist das Zwei-Niveau-System oder
Qubit, aus dem grofere Systeme (Quantenregister) modular aufgebaut werden
kénnen. Die Kontrolle geschieht in der Form von nur wenigen unitéren Trans-
formationen, die als logische Gatter wirken. Aus diesen kénnen komplizierte
Algorithmen gebildet werden, die von einem klassisch gesteuerten Kontroll-
system z. B. in der Form von Pulsfolgen auf das System ausgeiibt werden.

Eine weitere Gemeinsamkeit aller Modelle und ein grofies Hindernis fiir die
praktische Umsetzung eines funktionierenden Quantenrechners ist die Deko-
hérenz, die unweigerlich durch die Einbettung des Quantensystems in eine
Umgebung entsteht. Um dieses Problem zu 16sen wurden Methoden der Feh-
lerkorrektur entwickelt [44, 45|, ein weiterer Ansatz ist die Ausnutzung de-
kohérenzfreier Unterrdume [5(]. Beide Methoden sind mit einer Erhéhung
der benétigten Ressourcen verbunden, da nur ein Teil des Hilbertraumes fiir
die eigentliche Rechnung zur Verfiigung steht. Ein weiterer Zugang sind aus
der NMR entlehnte periodische Kontrollschemata, die zur Stabilisierung von
Quantenzustinden gegeniiber internen Wechselwirkungen |24, 46] oder Wech-
selwirkungen mit einer Umgebung [48] dienen kénnen.

Eine weitere Entwicklung der letzten Jahre ist das Konzept der Quanten-
thermodynamik [16]. Deren Ziel ist die Begriindung thermodynamischen Ver-
haltens aus der Quantenmechanik. Zentrale Frage ist dabei die Herleitung
des Zweiten Hauptsatzes im Rahmen der unitdren Theorie. Dazu kommen



2 Einleitung

die Definition thermodynamischer Gréfen wie Temperatur oder Druck, und
die Erkldrung fundamentaler thermodynamischer Prozesse wie z. B. die Ther-
malisierung zweier gekoppelter Systeme. Eine weitere Fragestellung ist die
Emergenz statistischer Effekte in sehr kleinen Quantensystemen [23].

In einem gegenldufigen Prozess wurden in den letzten Jahren auch verstérkt
Modelle aus der Thermodynamik in die Quantenmechanik iibertragen. So wur-
de unter anderem die Frage aufgeworfen, bis auf welche Grofe eine zyklisch
arbeitende Warmekraftmaschine hinunterskaliert werden kann. Diese Systeme
konnen dabei autonom arbeiten [47], die meisten der vorgeschlagenen Modelle
verwenden jedoch einen externen periodischen Treiber |14, 21]].

Drei Merkmale spielen also in ganz unterschiedlichen Zusammenhéngen im-
mer wieder eine zentrale Rolle

e cin modular aufgebautes (kleines) Quantensystem
e cin externer periodischer Kontrollmechanismus
e cine Umgebung bzw. ein Bad

Wir wollen uns im Folgenden der Beschreibung dieser Art von Modellen
zuwenden, und uns fragen, ob allgemeine Aussagen iiber Eigenschaften solcher
Systeme getroffen werden kénnen. Besondere Aufmerksamkeit liegt dabei im
Verhalten iiber lange Zeiten und der Frage, wie gewisse Eigenschaften des
ungetriebenen geddmpften Systems durch den Treiber beeinflusst werden.

Verschiedene Methoden wurden zur Behandlung offener Quantensysteme
entwickelt |4, 49|, wir werden hier die Beschreibung mittels einer Masterglei-
chung wéhlen. Fiir die Behandlung der hier vorliegenden periodisch getrie-
benen Systeme wird diese mit der Methode der Quasienergien bzw. Floquet-
Zustdnde kombiniert, benannt nach einem Theorem des franzosischen Mathe-
matikers Gaston Floquet (1847-1920).

Die vorliegende Arbeit ist folgendermafen aufgebaut. In Kapitel O wird
zunéchst die Herleitung der quantenoptischen Born-Markow-Mastergleichung
fiir das ungetriebene System kurz umrissen. In Kapitel ] wird die Darstel-
lung des getriebenen Systems iiber Floquet-Zustdnde eingefiihrt. Diese wird
dann auf ein einfaches Modellsystem angewandt, einem unterschiedlich getrie-
benen Qubit. In Kapitel Bl wird die Mastergleichung fiir das getriebene System
in der Darstellung der Floquet-Basis hergeleitet. Ferner werden Eigenschaften
des resultierenden Gleichgewichtszustandes und Unterschiede zum ungetriebe-
nen System diskutiert. Das Grenzverhalten fiir verschiedene Treiberparame-
ter wird ebenfalls betrachtet. In Kapitel @l wird eine effektive Temperatur zur
Beschreibung der Verteilung der Besetzungszahlen im Floquet-Gleichgewicht
definiert. Diese wird auch in den folgenden Kapiteln anhand spezieller Modelle
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diskutiert. In Kapitel Bl wird die Floquet-Mastergleichung auf ein getriebenes
Qubit angewandt. Die Voraussagen werden mit zwei weiteren Ansétzen vergli-
chen, einem unitar modellierten Bad und einer vereinfachten Mastergleichung.
Als weiteres Modell wird in Kapitel Bl eine getriebene Spinkette betrachtet, fer-
ner wird an diesem Modell das Konzept der effektiven Temperatur néher dis-
kutiert. In Kapitel[Mwird die Besetzungsverteilung eines getriebenen Teilchens
im Potenzialtopf betrachtet. Diese lasst sich ebenfalls sehr gut durch eine ef-
fektive Temperatur beschreiben, wenn auch nur abschnittsweise. In Kapitel
werden die Energiestrome diskutiert, die in einem allgemeinen getriebenen
dissipativen System auftreten kénnen. Der Warmestrom durch eine Spinkette
zwischen zwei Badern wird dann in Kapitel [l naher betrachtet. Hier zeigen
sich auch einige Grenzen fiir die Anwendbarkeit der Floquet-Mastergleichung.






1. Born-Markow-
Mastergleichung

Fiir die Beschreibung offener Quantensysteme gibt es zahlreiche Ansétze. Wir
verwenden hier die Methode der Mastergleichung. Aus der unitéren Dynamik
des Gesamtsystems aus System und Umgebung wird dabei eine nicht-unitére
reduzierte Bewegungsgleichung fiir das eigentlich interessierende System ab-
geleitet. Die genaue Beschaffenheit des Bades bzw. der Umgebung geht in die
reduzierte Beschreibung nur noch in der Form einiger weniger Parameter ein.
Im néchsten Abschnitt wird die Herleitung der Mastergleichung fiir ein un-
getriebenes System kurz wiederholt, in Kapitel Bl wird diese dann auf das
System mit periodischem Treiber erweitert. Die bei den spéter betrachteten
Systemen verwendeten Bad-Modelle werden in Abschnitt beschrieben.

1.1. Herleitung der Mastergleichung fiir ein
ungetriebenes System

Wir folgen bei der Herleitung der quantenoptischen Mastergleichung der Dar-
stellung in [7], mit besonderer Betonung auf den eingehenden Voraussetzungen
und Naherungen.

Das betrachtete System zerféllt in zwei Teile: das eigentlich interessierende
System S und eine (grofe) Umgebung, das Bad B. Zwischen beiden Teilsys-
temen soll eine schwache Kopplung wirken. Der Gesamt-Hamiltonoperator
lautet also

H = Hs + Hp + Hgp. (1.1)

Dabei bezeichnen Hg und Hp die Hamiltonoperatoren der jeweiligen Systeme.
Die Kopplung zwischen System und Bad wird durch den Wechselwirkungs-
Term

Hspg = ZAO‘ ® Bg (1.2)
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beschrieben. Die Operatoren A, wirken im Hilbertraum des Systems S, die
Operatoren B, im Raum des Bades (A,, B, seien hermitesch). Das Bad soll
sich im thermischen Zustand pp = e Pz /Zp befinden.

Nun betrachten wir die Zeitentwicklung des Gesamtsystems und leiten dar-
aus eine Bewegungsgleichung fiir den reduzierten Dichteoperator p des eigent-
lichen Systems ab. Dafiir erweist sich die Darstellung im Wechselwirkungs-
Bild als vorteilhaft. Der Gesamtsystem-Dichteoperator psp lautet dort

pse = U (t)pspU (1), (1.3)
mit
U(t) = Us @ Ug, Us(t) = e st (1.4)

Die ungestorte Zeitentwicklung der beiden Teilsysteme, die durch den Zeit-
entwicklungsoperator U(t) beschrieben wird, wird durch diesen Darstellungs-
wechsel heraustransformiert. Fiir die Zeitentwicklung des Dichteoperators im
Wechselwirkungs-Bild erhélt man die Liouville-von-Neumann-Gleichung

d i~

—psp = —— [Hsp, psB] - 1.5

3758 h[ SB, PsB] (1.5)
(Im Folgenden soll 1 = 1 angenommen werden.) Man erhélt daraus fiir psp
folgende Integrodifferenzialgleichung

t
Gosn == [ s sn (). 1 sns). psn )] (1.6
Diese Gleichung beinhaltet noch den Dichteoperator des gesamten Systems,
aukerdem héngt die momentane Anderung des Zustands von der vergangenen
Zeitentwicklung ab. Fiir schwache Wechselwirkung zwischen System und Bad
kann die Born-Néherung gemacht werden. Danach wird angenommen, dass
das System nur schwach auf das Bad zurilickwirkt, dieses also im kanonischen
Zustand bleibt, und sich zwischen den beiden Systemen keine Verschrinkung
aufbaut,

psB(t) =~ p(t) @ ps. (L.7)

Da im thermischen Zustand keine Eigendynamik stattfindet ist dabei g = pp.

Als weitere Vereinfachung wird die Markow-Annahme gemacht. Vorausset-
zung dafiir ist, dass die Badkorrelationszeit klein gegeniiber der Relaxations-
zeit des Systems ist, also 753 < 7r. Dann koénnen im Bad auftretende Ge-
déchtniseffekte vernachldssigt werden. Durch die Markow-N&herung wird zum
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Einen erreicht, dass im Integrand von ([CH) nur noch der momentane Dichte-
operator zur Zeit ¢ auftritt, ferner kann die Integrationsgrenze auf Unendlich
ausgedehnt werden, so dass die Bewegungsgleichung nicht mehr von einer An-
fangsbedingung zur Zeit ¢t = 0 abhéngt.

Man erhélt fiir die Zeitentwicklung des System-Dichteoperators g = Trg(pss)
schliefslich

d

=T [ ar (n(o), [Fsn(e — ), 0) © ] (1.8)

Wir betrachten an dieser Stelle die Transformation von Hgg in das Wech-
selwirkungs-Bild genauer. Diese ist besonders elegant durchzufiihren, wenn
man eine Zerlegung der Badoperatoren A in die Eigenoperatoren A(w) von
Hg vornimmt; diese ist gegeben durch

A= "Aw), Aw) = Y THpAlg. (1.9)

E' —E=w

Dabei nimmt w alle (positiven und negativen) Ubergangsfrequenzen im Ei-
gensystem von Hg an. Die Operatoren g und g/ sind Projektoren auf die
Eigenridume von Hg mit Energie E bzw. E’. Die Eigenoperatoren A(w) erfiillen
die Beziehungen

[Hs, A(w)] = —wA(w), [Hs, AT (w)] = wAT(w). (1.10)
Fiir die adjungierten Operatoren gilt
Al(—w) = AT(w). (1.11)

Daraus ergibt sich die Transformation der Eigenoperatoren in das Wechsel-
wirkungs-Bild zu

UlA(w)Us = e ' A(w),  UIAT(w)Us = et AT (w). (1.12)
Fiir den Operator A(t) erhilt man also

Aty =) e A(w), (1.13)

und damit durch Summation iiber alle in (L) auftretenden Kopplungsterme
schlieflich

Hsp(t) = e ' Ag(w) ® Bal(t). (1.14)
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Setzt man dies in Gleichung (CF)) ein, so erhélt man durch Ausfiihren der Spur
eine Gleichung fiir die Zeitentwicklung des Systems S

d —i(w—w’ ~ ~
Sh= IS e NG (Ag(w)pAl () — AL Ap(w)) +hc,

aff ww’

(1.15)

Goalw) = [ dsc**Ton (BL(5)Bs0)0n) = 570n() + isw(w)@ .

Die Eigenschaften des Bades gehen nur noch iiber die Parameter G,(w) in
diese Bewegungsgleichung ein.

An dieser Stelle fithren wir die sdkulare Niherung durch: dabei werden
in der Summe (CTH) nur Terme mit w’ = w behalten. Diese Naherung ist
gerechtfertigt, wenn die im System auftretenden Zeiten 7g (gegeben durch die
inversen Frequenzdifferenzen |w — w’|_1) kurz im Vergleich zur Relaxationszeit
sind, also 7¢ < 7r. Die Terme mit w # ' mitteln sich dann als schnell
oszillierende Beitrage heraus.

Damit folgt schlieflich die Mastergleichung in Lindblad-Form |18, 26]

d . o~ ~

FT [Hvis, p] + D(p). (1.17)
Die durch die Bad-Wechselwirkung verursachte Zeitentwicklung wird durch
zwei Anteile bestimmt. Der inkohérente Anteil ist durch den Superoperator D
(Dissipator) gegeben

D) = X vus(e) (As()pdbfe) - 5 UL ) . (119

waf

[ee]
voale) = [ dse T (BL(s)Bs(0)pn),
— 0o

mit den Lindblad-Operatoren A, (w) und den Dédmpfungskonstanten y,g(w).
Die Terme mit w > 0 beschreiben dabei Zerfallsprozesse mit einer Uber-
gangsfrequenz w, die Terme mit w < 0 entsprechende Anregungsprozesse. Die
Déampfungskonstanten folgen als Fourier-Transformierte der Badkorrelations-
funktionen und beinhalten auch die Abhéngigkeit der Systemdynamik von der
Badtemperatur T bzw. der inversen Temperatur 8 = 1/kgT. Der kohérente
Anteil der Dynamik ist durch den Lamb-Shift-Hamiltonian

His = Sap(w) Al (w)Ap(w) (1.19)

waf
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gegeben. Aus ([CIM) folgt, dass dieser mit dem Systemhamiltonian vertauscht
[Hs, Hys] = 0. (1.20)

Im quantenoptischen Fall kann der Lamb-Shift-Hamiltonian vernachlissigt
werden.

Wir werden die Mastergleichung spéter in der Regel direkt im Wechsel-
wirkungs-Bild betrachten und gegebenenfalls die erhaltenen Zusténde zuriick-
transformieren. Der Vollstdndigkeit halber soll hier aber auch noch die Form
der Mastergleichung im Schrédinger-Bild angegeben werden. Transformiert
man Gleichung ([CI) zuriick, so erhélt man zunéchst

d

3P = "iHs + UsHrsUS, p) + UsD(p)UL. (1.21)
Wegen ([CZ0) ist Hyg = Hys. Mit ([CI2) erhalt man dann

d )

q;P = ~iHs + Hus, p] + D(p). (1.22)

Der Superoperator D ist also in beiden Bildern identisch. Dies ist eine Folge
daraus, dass die Lindblad-Operatoren Eigenoperatoren sind: die auftretenden
Phasenfaktoren ¢! und e~1“* der transformierten Eigenoperatoren heben sich
jeweils paarweise auf.

1.2. Eigenschaften der Dampfungskonstanten

Die Dampfungskonstanten v,4(w) miissen im Prinzip aus einer mikroskopi-
schen Theorie des Bades bestimmt werden, oft werden jedoch auch empirische
Ansétze verwendet. Die fiir die spéteren numerischen Rechnungen verwen-
deten Funktionen werden in Abschnitt angegeben, eine grundlegende
Eigenschaft aller Bad-Modelle folgt im néchsten Abschnitt.

1.2.1. KMS-Bedingung

Fiir ein Bad mit kanonischer Verteilung folgt aus der Kubo-Martin-Schwinger-
Bedingung eine Beziehung zwischen den Raten von Zerfalls- und Anregungs-
prozessen derselben Frequenz [1]

Yap(—w) = e PMy5,(w). (1.23)
Damit gilt insbesondere fiir hohe Temperaturen (7" — oo bzw. 8 — 0)
Yap(—w) = Yga(w)- (1.24)

Wie bekannt sind in diesem Fall die Raten fiir Absorptions- und Emissions-
prozesse identisch.
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1.2.2. Spezielle Bad-Modelle

Zur Charakterisierung der verwendeten Bad-Modelle verwenden wir eine (em-
pirisch motivierte) Beschreibung iiber die spektrale Dichte [39], fiir die die
folgende Form angenommen wird

I(w) x w*O(w). (1.25)
Dabei ist #(w) die Heaviside-Funktion. Die Ddmpfungsraten sollen dann durch

Yap(w) = dap V(W) (1.26)
gegeben sein, mit

Y(w) = %. (1.27)

Der Parameter £ nimmt dabei fiir verschiedene Bad-Typen unterschiedliche
Werte an:

e Fir das dreidimensionale quantisierte Strahlungsfeld [d] erhélt man ein
Bad mit £ =3

w3 4

Y(w) = V0 =B Y =3 (1.28)

e Fiir die Annahme einer konstanter Zustandsdichte [H, 22] mit £ = 0 folgt

L ‘ (1.29)

Y(w) =0 ‘m .

Mit Ausnahme von Kapitel [d wird fiir alle spateren numerischen Rechnungen
die Ddmpfungskonstante (CZ8) des quantisierten Strahlungsfeldes verwendet.



2. Floquet-Basis

Wir wenden uns nun dem getriebenen System zu. Ein semiklassischer Treiber,
der selbst nicht als quantenmechanisches System modelliert ist, &ufsert sich in
der expliziten Zeitabhéngigkeit bestimmter Systemparameter, wie z. B. eines
magnetischen Feldes. Der Hamiltonoperator lautet nun

Hs(t) = Ho + Ha,(t). (2.1)

Die einzige Forderung an das System sei eine Beschrinkung auf periodische
Treiber mit der Treiberfrequenz €2, also

Hy (t+7) = Ha: (1), T =27/Q. (2.2)

Die Aufteilung in einen ungestérten Hamiltonian und einen Treiberhamiltoni-
an ist dabei einer gewissen Willkiir unterworfen, und wird auch fiir die rest-
lichen Betrachtungen dieses Kapitels nicht benétigt. Eine naheliegende Mog-
lichkeit ist, alle konstanten Beitrige in Hy zusammenzufassen, so dass

% /0 " Ha(t)dt = 0. (2.3)

Zur Beschreibung dieses Modells bieten sich die Floquet-Zustédnde an, die
eine dem periodischen System angepasste Basis darstellen. Dieser Zugang ist
nicht auf spezielle Modelle beschriankt, wie etwa Treiber, die nur eine klei-
ne Stérung darstellen, die Floquet-Zustédnde miissen dann aber in der Regel
numerisch bestimmt werden. Der Effekt des Treibers auf die Dynamik des Sys-
tems ist dafiir allerdings exakt in der Beschreibung enthalten, und der Zeit-
entwicklungsoperator kann in einer relativ einfachen Form dargestellt werden.

Explizit zeitabhéngige Systeme kénnen nach ihrer Komplexitit grob kate-
gorisiert werden. Am einfachsten sind Systeme zu behandeln, bei denen der
Hamiltonoperator mit seiner Zeitableitung vertauscht. Dies sind gerade die
Modelle, bei denen nur die Energieeigenwerte zeitabhéangig sind, wiahrend das
Eigensystem konstant bleibt. Dann lasst sich der Zeitentwicklungsoperator
ganz analog zum ungetriebenen Fall angeben [10]

[H(t), Hs(t)] =0 = Us(t) = e™# Jo Hs(t)at” (2.4)

11



12 2. Floquet-Basis

Fiir beliebige Hamiltonoperatoren nimmt der Zeitentwicklungsoperator jedoch
nicht diese einfache Form an, da &ef'() = F'(t)ef'(t) im Allgemeinen nur fiir
[F'(t), F(t)] = 0 gilt. Ferner gibt es Systeme, die diese Bedingung nicht erfiil-
len, bei denen aber durch einen Ubergang in ein mitrotierendes Koordinaten-
system (Rotating Frame) die explizite Zeitabhéngigkeit des Hamiltonoperators
heraustransformiert werden kann. In den meisten Féllen sind zeitabhingige
Systeme jedoch nicht geschlossen 16sbar.

Fiir jeden dieser drei Falle wird in Abschnitt ein einfaches Beispiel be-
trachtet.

2.1. Quasienergien und Floquet-Zustdnde

Die Methode der Floquet-Zustéinde hat ihren Ursprung in der magnetischen
Resonanz, wo sie zur Beschreibung von Spinsystemen in oszillierenden magne-
tischen Feldern entwickelt wurde. Einige grundlegende Eigenschaften dieser
Zusténde sollen hier zusammengefasst werden, ausfiihrlichere Darstellungen
finden sich in |41, 42].

Wir betrachten also ein System mit periodischer Zeitabhingigkeit des Ha-
miltonoperators,

Hs(t+ 7) = Hs(t), T =21/ (2.5)

Wir beschréanken uns dabei auf Systeme mit endlich-dimensionalem Hilbert-
raum. Fiir diese existieren Losungen der Schrédingergleichung der Form

(1) = e E()) . (2.6)

Der reelle Parameter £ wird als Quasienergie bezeichnet. Diese Form folgt di-
rekt aus dem Floquet-Theorem fiir lineare Differenzialgleichungen mit periodi-
schen Koeflizienten. Bei unendlich-dimensionalen Systemen kénnen Lésungen
dieser Form ebenfalls existieren, nicht aber notwendigerweise, siche [33, 40].
Die Floguet-Zustinde |E(t)) bilden fiir jede Zeit ¢ eine vollstdndige orthonor-
male Basis des System-Hilbertraumes und erfiillen die Bedingung

E(t+7) =€(t)), (2.7)

sie zeigen also dieselbe Periodizitdt wie der Treiberhamiltonian, so dass je-
weils nach einer Treiberperiode 7 bis auf eine Phase wieder derselbe Zustand
vorliegt. Sie konnen daher als quasistationdre Zustdnde betrachtet werden, die
fiir das getriebene System an die Stelle der Eigenzusténde treten. Entartete
Floquet-Zustédnde bilden einen quasistationdren Unterraum des vollstdndigen
System-Hilbertraumes.
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Nun soll eine Bestimmungsgleichung fiir die Quasienergien und Floquet-
Zustidnde abgeleitet werden. Dazu betrachten wir die zeitabhéngige Schrodin-
gergleichung, die mit 1) die folgende Form annimmt

Hp|E() = E|E®)),  mit Hp == Hg(t) — ih%. (2.8)

Dabei ist Hp der so genannte Flogquet-Hamiltonian. Aufgrund ihrer Periodizi-
tat konnen |E(t)) und Hg(t) als Fourierreihen geschrieben werden

oo

EW) = 3 et [u@), (2.9)
g=—00
o0
Hs(t)= Y 9 H@  mit HCD =[], (2.10)
g=—00

wobei die letzte Bedingung gewéhrleistet, dass Hg(t) selbstadjungiert ist; zur
vollstdndigen Bestimmung des Hamiltonoperators geniigt also die Angabe der
Koeflizienten mit ¢ > 0. Umgekehrt ergeben sich die Koeffizienten der Fou-
rierreihe aus

1 (7 _. 1 /7 .
[u@y = = / e M g(t))dt, HW == / e 1% Fg(t)dt. (2.11)
T Jo T Jo

Man erhilt nun aus (ZF)) eine zeitunabhéngige Eigenwertgleichung fiir den
Floquet-Hamiltonian

S0 () + 8k h) [u) = € ). (2.12)
J

Die Quasienergien und Floquet-Zustdnde kénnen also iiber das Eigenwertpro-
blem des unendlich-dimensionalen Floquet-Hamiltonians bestimmt werden.
Die Matrix-Darstellung von Hp ist gegeben durch

HO £ 2p0 H® H®@ H® H®

HED HO L0 HO H®@ H®

(Hp) = H(-2) H(ED H©) H® H®@
H(=3) H(=2) HED  gO) RO HM

H(Y H(=3) H(=2) HED HO _ 9250

(2.13)
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Fiir numerische Rechnungen wird die Fourierreihe bei einer endlichen Grenze
abgebrochen, die Summation erfolgt dann bis zur Ordnung +¢ax-

Die periodische Struktur von Hp fiihrt auch zu einer Periodizitét der Eigen-
werte: wenn £ Eigenwert ist, dann auch £ + nh{) mit n € Z. Die zugehorigen
Zustande |€) und |€ + nhQ) sind jedoch physikalisch &quivalent, wobei zwi-
schen ihnen der Zusammenhang

|E 4 nh§Y) = " &) (2.14)

besteht. (Dies entspricht einer ,Verschiebung® der Fourier-Koeffizienten um
n Positionen.) Die Floquet-Zustinde kénnen daher so gewihlt werden, dass
sdmtliche Quasienergien in einem Bereich der Breite A} liegen, z.B. in der
Zone

0<E < Q. (2.15)

Fiir ungetriebene Systeme mit Hg = konst fallen die Floquet-Zusténde und
Quasienergien mit den Energie-Eigenzustdnden bzw. -Eigenwerten zusammen.
Diese erfiillen Gleichung (ZH) mit |£(t)) = |E) = konst. Allerdings ist fiir
diesen Fall kein 2 definiert, eine freie Wahl einer Zone wie in Gleichung (ZTH)
ist nicht moglich.

Das Normquadrat der Floquet-Zusténde lasst sich darstellen als

EDIED) =S NP wobei AV = 3 (w®uH9) . (2.16)
q

k

Da es sich um Losungen der Schrédingergleichung handelt, ist die Norm erhal-

ten, es muss somit N2 = 0 fiir q # 0 gelten. Daher folgt (£(¢)|E(t)) = N2,
Die Normierungsbedingung fiir die Floquet-Zusténde lautet also

@) = W u®) =1. (2.17)

k

Bei einem getriebenen System verlieren die Energieeigenwerte ihre Bedeu-
tung, stattdessen kann jedoch eine mittlere Energie eingefiihrt werden [13],
mit () erhilt man

o /OT<€<t>\Hs (m]et)dt =D (€ — ah) (u?ul?) (2.18)

T
q

=&- Z qhQ (u' D [u(D) . (2.19)
q

&
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Schlieflich lésst sich der Zeitentwicklungsoperator Ug des getriebenen Sys-
tems mithilfe der Floquet-Zusténde in eine besonders einfache Form bringen

Us(t) = 3 et/ £, (1)) (£a(0)] (2.20)

[e%

2.2. Floquet-Zustande einiger Qubit-Modelle

Die Floquet-Zusténde fiir einige einfache Systeme, ndmlich ein Qubit mit un-
terschiedlichen Treiber-Typen, sollen nun etwas néher betrachtet werden. Man
erhélt hier eine Basis aus zwei zeitabhéngigen Floquet-Zusténden, fiir die sich
eine Darstellung iiber den Blochvektor anbietet, siche dazu auch Anhang [Al
Die Floquet-Zusténde sind zu jeder Zeit orthogonal zueinander, die zugehori-
gen Blochvektoren A und A_ erfiillen daher die Beziehung

A_(t) = —AL (). (2.21)

Die Zeitentwicklung dieser Zusténde lisst sich sehr anschaulich durch die Tra-
jektorien der Blochvektoren auf der Blochkugel darstellen.

Die im Folgenden betrachteten Modelle konnen zum Teil exakt gelost wer-
den, im Regelfall miissen die Floquet-Zustdnde jedoch numerisch bestimmt
werden. Der ungestorte Hamiltonoperator lautet in allen Fallen

Hy = hgaz. (2.22)

Dies entspricht einem Qubit mit Energieaufspaltung v. Dessen Eigenzustén-
de werden mit |—) und |+) bezeichnet. Der Einfachheit halber werden nur
Treiber-Modelle mit einer sinus- oder kosinusformigen Zeitabhingigkeit be-
trachtet, so dass in der Fourierreihe fiir Hg(¢) nur die Komponenten H(® (der
ungestorte Hamiltonian) und H*1) (der Treiber) auftreten. Die verschiedenen
Treiber lassen sich dann nach der Form von H) unterscheiden.

2.2.1. o.-Treiber

Eine periodische Anderung der Energieaufspaltung soll wegen der entspre-
chenden Form des Treiberhamiltonians Hy, o o, als ,,0,-Treiber” bezeichnet
werden. Dieses Modell ist insofern ausgezeichnet, als die Eigenzustdnde durch
die Treiberdynamik nicht verindert werden. Es erfiillt die Bedingung (4
und ist daher fiir beliebige Form der Zeitabhéngigkeit exakt 16sbar. Wir be-
handeln zunéchst die allgemeine Losung und kommen spéter wieder auf den
speziell sinusférmigen Treiber zuriick. Der Hamiltonian lautet dann

Hs = h{g + g(t)} 02, wobei g(t) = %G(t). (2.23)
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Die Funktion G(t) soll dabei die Bedingung G(t + 7) = G(t) erfiillen, somit
ist g(t) ebenfalls periodisch mit Q und dem zeitlichen Mittelwert Null.
Mit dem Ansatz
E)=F-®)]=), &) =F+(®) [4), (2.29)
erhélt man aus der Schrodingergleichung (Z8) folgende Losung fiir die Funk-
tionen f4
fi(t) = eFHEFEL/MHGO} (2.25)

Damit die Periodizitat der Floquet-Zustande gegeben ist, muss die Bedingung
fx(t+7) = fr(t) erfiillt sein. Damit folgt fiir die Quasienergien

Sy = h(k Q£ %), ky € 7. (2.26)

Man erhélt also mit der Wahl k4 =0

g =" ey = <e+i§(t)) , (2.27)

B e = ow)- (228)

Die Floquet-Zustande unterscheiden sich also nur durch eine Phase von den
Eigenzustédnden. Damit stimmen insbesondere alle Erwartungswerte mit den
Erwartungswerten der ungestorten Eigenzusténde iberein. Man erhélt fiir die
mittleren (und gleichzeitig auch momentanen) Energieerwartungswerte daher

Er =+

Ei= = (2.29)

Wir betrachten nun noch die Fourier-Koeffizienten |u(?)) der Floquet-Zu-
stdnde. Dazu sei der Treiber nun wieder sinusférmig, mit

g(t) = gsin O, also G(t) = —% cos Qt. (2.30)
Die Fourier-Komponenten des Hamiltonoperators sind dann
h
HO = h%az, HY = Zgo.. (2.31)
Fiir die Komponenten der Floquet-Zusténde erhdlt man aus (1)
1/ _. ; 1 /M
|U£g)> _ ;/O e—qute$1G(t) |i> dt = %/ e—upc—&-l(ig/Q) CoST ] |i>

igm

— ¥ T, (£9/9) |4, (2.32)
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Abbildung 2.1: Floquet-Zustinde fiir o.-Treiber: Normquadrate der Fourier-Kom-
ponenten |u(q)> fiir verschiedene Treiberparameter. links: g/Q = 1,
rechts: g/Q = 5.

mit den Bessel-Funktionen 1. Gattung, J,(z). Einige Eigenschaften dieser
Funktionen sind in Anhang [[ angegeben. Die Fourier-Koeffizienten sind al-
SO

@) = e J,(~g/) ((1)) ) = ¥, (0/9) (g’) . (2.33)

Die Normquadrate der |u(iq>) sind damit fiir beide Floquet-Zusténde identisch
<u(q)|u(q)> = Jg(g/Q). (2.34)

Die Verteilung der Fourier-Komponenten ist in Abbildung Tl fiir verschiede-
ne Treiberparameter gezeigt. Fiir einen tendenziell schwachen oder schnellen
Treiber mit g/Q < 1 treten nur Komponenten dicht bei ¢ = 0 auf; im Grenz-
fall g/Q2 — 0 verschwinden alle Beitrdge mit ¢ # 0, dann geht |E(t)) gegen
|u(iO )) = konst, und die Floquet-Zusténde fallen mit den ungestorten Eigenzu-
stdnden zusammen, |E1) = |+). Fiir g/Q > 1 verbreitert sich das Spektrum
beteiligter Fourier-Komponenten.

2.2.2. Rotating-Field-Treiber (RF-Treiber)

Ein weiteres geschlossen 16sbares Modell ist der Hamiltonian

Hg = h{gaz + g(og cos Ot + oy sith)} (2.35)
= h{gaz +g(oye™ ™ ¢ a_eim)} . (2.36)

Dieses Modell ist aus der Spinresonanz wohlbekannt [36] und beschreibt ein
Spin—%-Teilchen in einem sich drehenden Magnetfeld. Denselben Hamiltoni-
an erhélt man auch fiir ein optisch getriebenes System in Dipol-Ndherung,
vgl. (Z29), wenn man die Rotating Wave Approzimation (RWA) durchfiihrt.
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Die Fourier-Komponenten dieses Hamiltonians sind
HO = h%az, HY = hgo_. (2.37)

Durch den Ubergang in ein mitrotierendes Koordinatensystem kann die ex-
plizite Zeitabhéngigkeit heraustransformiert werden [37]. Wir wéhlen also fiir
die Floquet-Zustéande den Ansatz

E) = emiftta-/2 (gg) . (2.38)
Mit der Grofe

5= %(1/ —Q) (2.39)

als Maf fiir die Verstimmung zwischen Treiber- und Resonanzfrequenz des
Qubits lautet die Schrodingergleichung (X))

P\ _ (¢/m+s -9 \(h
1) = ) 2.40
() =1 (20" ents) (3 (240)
Die beiden Floquet-Zustinde |£4) folgen aus der Losung dieser Gleichung;

dabei muss berticksichtigt werden, dass die Bedingung der Periodizitdt der
Floquet-Zustéande erfiillt sein muss. Man erhélt dann

el
£ - h(% _JEER),  E(1) = /iv (_5+ f/W) o (241)

Q 1 /- 2152
e =5+ VAT, e = (T YRTT) e

mit der Normierung

N? =2(g? + 0% — 51/g% + 62). (2.43)

Die Abhéngigkeit der Quasienergien von der Treiberstiarke g ist in Abbil-
dung gezeigt. Fir die Blochvektoren A4 (t) der beiden Floquet-Zustande
folgt

1 gcos it
Ar(t) =t———= | gsinQt | . (2.44)
g2 + 52 5
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Abbildung 2.2: RF-Treiber: £ und E in Abhéngigkeit von g (v =1, Q = 1.2).

Abbildung 2.3: Zeitentwicklung der Floquet-Zustinde fiir RF-Treiber: |€_) (links)
und |€4) (rechts), fir /g = 1/2 (Blochkugel im Schrédinger-Bild).
Die Zeitentwicklung ist farbkodiert: von rot (¢ = 0) iiber gelb, griin,
blau zu violett (t = 7).

Thre Zeitentwicklung ist exemplarisch in Abbildung gezeigt: dargestellt ist
die Trajektorie auf der Blochkugel im Schrédinger-Bild fiir eine Treiberperi-
ode 7.

Fiir die Fourierreihe erhilt man hier fiir (ZZ1)) und ZZ2) jeweils nur zwei
Beitrige in der Fourierreihe, im Gegensatz zum o,-Treiber mit unendlich vie-
len Koeflizienten. Die entsprechenden Normquadrate ergeben sich zu

©, @0, _ 1 _ (0, (0)
W) = 5 = 5 = P, (2.45)
1 1 1 d -1 -1
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Die mittleren Energien der beiden Floquet-Zustédnde sind

2 2
By =4l P2+ (2.47)

2 g2 +a?
speziell fiir § = 0 hingt diese nur noch von der Treiberstéarke g ab, dann ist

Ei = +hg. (2.48)

2.2.3. o,-Treiber

Die in den letzten beiden Abschnitten besprochenen Modelle nehmen inso-
fern eine Sonderstellung ein, als sie geschlossen 16sbar sind. Fiir allgemeinere
Treiber-Typen und kompliziertere Zeitabhéngigkeiten haben die Quasienergi-
en und Floquet-Zustédnde keine so einfache Struktur mehr wie in diesen Féllen.

Als Beispiel fiir ein etwas allgemeineres Modell betrachten wir den Hamil-
tonian

Hs =h {ga + go, sin Qt} . (2.49)

Dieser Hamiltonian beschreibt z. B. ein Qubit im linear polarisierten elektro-
magnetischen Feld bei Dipol-Naherung [1l]. Fiihrt man hier die RWA durch,
erhélt man das Modell des letzten Abschnitts.

Die Fourier-Komponenten dieses Hamiltonoperators sind

HO — h%az, HO = %g% (2.50)

und die momentanen Eigenenergien

Ey = igwﬂ + 42 sin? Qt. (2.51)

Die Quasienergien und Koeffizienten der Floquet-Zustinde kénnen nume-
risch durch Diagonalisieren des Floquet-Hamiltonians ([ZI3]) berechnet wer-
den. Die Quasienergien als Funktion der Treiberstirke g und die mittleren
Energien der entsprechenden Floquet-Zustédnde sind in Abbildung 24 gezeigt.
Erwartungsgeméfs stimmen fiir g = 0 die Quasienergien und mittleren Ener-
gien mit den ungestorten Eigenenergien +v/2 {iberein.

Die Normquadrate der Fourier-Koeffizienten sind in Abbildung gezeigt,
die Zeitentwicklung der Floquet-Zustinde fiir dieselben Parameter in Abbil-

dung 01



2.2. Floquet-Zustande einiger Qubit-Modelle 21

1
0.4
0.2 0.5
E o E o
0.2 o5
-0.4
-1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
g g

Abbildung 2.4: o,-Treiber: £ und E in Abhéngigkeit von g (v =1, Q = 1.2).
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Abbildung 2.5: Floquet-Zustéinde fiir o,-Treiber: Normquadrate der Fourier-Kompo-
nenten |u(_q)> (links) und |uf)> (rechts) fiir g = 2, (sonstige Parameter
wie in AbbEA)). Quasienergien: £+ = £0.186.

Wie alle hier diskutierten Qubit-Modelle erfiillen die Fourier-Komponenten
der Floquet-Zustidnde die Beziehung

<u(,q)|u(,q)> = (uS:q)|uS:q)>. (2.52)

Dies liegt an der Symmetrie des ungestérten Hamiltonoperators und der ge-
wahlten Treiber. Da die Quasienergien so gewahlt worden sind, dass £ = —&
gilt, erhélt man mit Gleichung [T9) fiir die mittleren Energien der beiden
Zustdnde

E.=-F,. (2.53)
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Abbildung 2.6: Zeitentwicklung der Floquet-Zusténde fiir o,-Treiber: |E_) (links)
und |4 ) (rechts) (Schrodinger-Bild), Parameter wie in Abb. 201



3. Floquet-Mastergleichung

Mithilfe der im letzten Kapitel eingefiihrten Floquet-Zusténde wird nun die
Born-Markow-Mastergleichung auf ein explizit zeitabhingiges, periodisches
System verallgemeinert. Dieser Zugang ist unter anderem bekannt aus der
Beschreibung von getriebenen Rydberg-Atomen [2, 3] und des getriebenen
harmonischen Oszillators [24].

In Abschnitt Bl geben wir die Floquet-Mastergleichung fiir allgemeine Sys-
teme an und diskutieren einige Unterschiede zur gewohnlichen Born-Markow-
Mastergleichung. Unter bestimmten Voraussetzungen kann eine Pauli-Mas-
tergleichung abgeleitet werden, dies wird in Abschnitt diskutiert. In Ab-
schnitt werden einige allgemeine Eigenschaften des resultierenden Gleich-
gewichtszustandes besprochen. Anschlieffend betrachten wir das Verhalten fiir
die Grenzfille sehr grofler und kleiner Treiberfrequenzen.

3.1. Herleitung der Floquet-Mastergleichung
Der System-Hamiltonoperator sei nun explizit zeitabhéngig, also

H = Hgs(t) + Hp + Hsgg, (3.1)
wobei Hg(t) die Periodizitétsbedingung

Hs(t+7) = Hg(t), T =27/, (3.2)

erfiillen soll. In der angepassten Basis der Floquet-Zustdnde nimmt der Zeit-
entwicklungsoperator des d-dimensionalen Systems S die einfache Form (220
an

d
Us(t) = Y e " Ea(t)(Ea(0)], (3-3)

wobei sich die Floquet-Zustinde als Fourierreihen schreiben lassen

Ealt)) = 39 [u®). (3.4)

23
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Fiir allgemeine Hamilton-Modelle miissen die Floquet-Zustédnde bzw. deren
Fourier-Komponenten |[u(?) in der Regel numerisch bestimmt werden. Solan-
ge die Zeitabhéngigkeit des Treibers eine einfache Form hat, wie z. B. die
spater ausschliefslich verwendete sinusférmige Zeitabhéngigkeit, verschwinden
auch bei den Floquet-Zustdnden die Komponenten zu hohen Frequenzen. Die
unendliche Fourierreihe kann dann bei einer oberen und unteren Grenze ab-
geschnitten werden, und lduft dann iiber

q = —qmax; - - - s qmax- (35)

Damit kann nun die Transformation der Badoperatoren A aus (C2) in das
Wechselwirkungs-Bild bzw. Floquet-Bild durchgefiihrt werden. Mit der Defi-
nition

Lag = |€a(0)) (€5(0)] (3.6)
folgt
A(t) = U3() AUs (t Zel(g‘ﬁgﬁ)t a(t)[ AlEs(t)) Tap (3.7)
_ Ze—lwaﬁktAaﬁ ) of- (3.8)
afk

Dabei wurden die Ubergangsfrequenzen
Wapk 1= —(Ea — £ + k) (3.9)
und die Matrixelemente

Aap(k) =3 (@] AulHH) (3.10)

q

eingefiihrt. Die Indizes «, [ laufen iiber sdmtliche Basiszusténde, k lauft
von —oo bis co. Fiir numerische Rechnungen erhélt man nach Gleichung (B3)
aus dem abgeschnittenen Spektrum Beitrage mit —2¢max < k& < 2¢max-

Fiir die in die Mastergleichung eingehenden Lindblad-Operatoren A(w) wer-
den alle Beitridge mit derselben Frequenz zusammengefasst, vergleiche ([LCJ).
Zu einer gegebenen Ubergangsfrequenz werden also alle Operatoren I' o5 Aas (k)
summiert, fiir die die Bedingung wagr = w gilt,

> TapAap(k). (3.11)

Wagk=w
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Man erhélt dann A(t) nach Gleichung (8) wieder als Summe iiber alle auf-
tretenden Frequenzen

A(t) =) e Aw). (3.12)

w

Die Badoperatoren nehmen also im Wechselwirkungs-Bild dieselbe Form wie
beim ungetriebenen System mit konstantem Hg an, vergleiche mit ((CT3)). Die
Operatoren A(w) erfiillen dabei einige wesentliche Eigenschaften der ungetrie-
benen Eigenoperatoren, insbesondere gilt

A(-w) = Afw), und A=) Aw). (3.13)

Weitere Eigenschaften sind in Anhang[[langegeben. Anders als beim ungetrie-
benen System sind die Operatoren A(w) fiir das getriebene System allerdings
keine Eigenoperatoren zu Hs(t). Daraus ergeben sich einige Unterschiede, auf
die in Abschnitt genauer eingegangen wird.

Die weitere Ableitung der Born-Markow-Mastergleichung kann nun formal
wie in Kapitel [l durchgefiihrt werden. Man erhélt analog die Mastergleichung
fiir den System-Dichteoperator im Floquet-Bild

p=D(p) (3.14)

mit dem Dissipator (CIX)
D) = 1) (A1) - § LAT@)AW).7) ) (3.15)

Durch den Ubergang in das Floquet-Bild erhélt man also fiir den Dichteope-
rator trotz der expliziten Zeitabhéngigkeit des Hamiltonoperators eine Diffe-
renzialgleichung, die nicht mehr explizit von der Zeit abhéngt. Der Gleichge-
wichtszustand ergibt sich dann aus

D(p) = 0. (3.16)

Die in das Schrédinger-Bild zuriicktransformierte Mastergleichung folgt aus
Gleichung ([CZI)) bei Vernachldssigung des Lamb-Shift-Hamiltonians zu

p=—i[Hs(t), p] + D) (p,1). (3.17)
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Der Superoperator D) im Schrédinger-Bild lautet dabefl

PO = 3 ) (49260a" ) - 5 (A4S )01 )
(3.18)

mit den transformierten Lindblad-Operatoren
A (w) = Us(t) A()UL (1) = A (w,1). (3.19)

Der Dissipator hangt damit in der Regel explizit von der Zeit ab.

Die Lindblad-Operatoren A(w) beschreiben Ubergiéinge zwischen den Flo-
quet-Zustinden |£;). Dabei treten nach () nicht nur Uberginge mit den
entsprechenden Qua51energle Differenzen auf, sondern auch durch den Trei-
ber induzierte Uberginge unter Aufnahme oder Abgabe von k). Die Ra-
ten dieser voneinander unabhéngig wirkenden Dampfungskanéle werden zum
Einen durch die spektrale Badfunktion y(w) bestimmt, zum Anderen durch
die in (BI0) definierten Matrixelemente A,s(k), in die auch die Wechselwir-
kung zwischen Treiber und System in Form der Fourier-Komponenten der
Floquet-Zustéinde eingeht. Das zuniichst unbeschrinkte Spektrum der Uber-
gangsfrequenzen wird daher fiir ,normale”“ Modellsysteme auf einen Bereich
von einigen Bandern eingeschrénkt. Beispiele dafiir sind in Abbildung auf
Seite B3l zu sehen.

Nun soll noch auf die relevanten Zeitskalen eingegangen werden. Zu den be-
reits in der Herleitung der ungetriebenen Born-Markow-Mastergleichung be-
trachteten typischen Zeitskalen der Badkorrelationen (1), der Eigendynamik
des Systems (75) und der Relaxation in das Gleichgewicht (7g) kommt beim
getriebenen System die Treiber-Periodendauer 7. Da System und Treiber beim
Floquet-Ansatz als Einheit fungieren, tritt 7 einfach als weitere typische Zeit-
skala der Systemdynamik auf. Fiir die sdkulare Naherung muss also auch die
Bedingung 7 < 7R erfiillt sein. Zusammen mit der Bedingung fiir die Markow-
Néherung muss also folgende Beziehung der Zeitskalen untereinander gelten

™,T78, T K TR. (3.20)

'In den folgenden Kapiteln wird der Superskript beim Dissipator weggelassen; in den
wenigen Féllen, in denen D ausdriicklich den Dissipator im Schrédinger-Bild bezeichnet,
geht dies aus dem Kontext hervor.
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3.2. Unterschiede zur ungetriebenen
Mastergleichung

Auch wenn die Herleitung der Floquet-Mastergleichung in weiten Teilen formal
mit der Herleitung der ungetriebenen Mastergleichung tibereinstimmt, gibt es
doch einige prinzipielle Unterschiede zwischen diesen beiden Fillen. Das liegt
insbesondere daran, dass die Operatoren A(w) fiir das getriebene System keine
Eigenoperatoren zu Hg sind, es gilt im Allgemeinen also

[Hs(t), Aw)] # —wA(w),  [Hs(t), AT(w)] # wA (), (3.21)

im Gegensatz zu Gleichung ([CI0). Ebensowenig gilt hier die einfache Be-
ziehung (CIZ) zwischen der Darstellung der Lindblad-Operatoren A(w) im
Wechselwirkungs- und im Schrédinger-Bild. Das hat unter anderem zur Fol-
ge, dass der Lamb-Shift-Hamiltonian, sofern er nicht vernachléssigt wird, im
Allgemeinen nicht mehr mit dem Systemhamiltonian vertauscht

[Hs, Hys] # 0, (3.22)

vergleiche dazu Gleichung (([C20).

Ein weiterer wesentlicher Unterschied, der sich aus Gleichung ([BZI)) er-
gibt, betrifft die Zeitabhéngigkeit des Dissipators. Im ungetriebenen Fall ist
er weder im Schréodinger- noch im Wechselwirkungs-Bild explizit zeitabhéngig,
wegen der Relation (CIZ) nimmt er in beiden Bildern sogar dieselbe Form an,
siehe (LZZ). Bei der Floquet-Mastergleichung unterscheidet sich der Dissipator
in den beiden Bildern: im Wechselwirkungs-Bild erhélt man einen Superopera-
tor, der nicht explizit von der Zeit abhéngt, im Schrédinger-Bild folgt jedoch
ein explizit zeitabhéngiger Dissipator (BIH).

3.3. Mastergleichung fiir generisches Spektrum

Der Dissipator ([BIH) nimmt eine besonders einfache Form an, wenn die in
Gleichung () definierten Ubergangsfrequenzen wapk bestimmte Vorausset-
zungen erfiillen. Um dies zu zeigen, betrachten wir das typische Spektrum
dieser Frequenzen etwas genauer, zundchst der Einfachheit halber fiir den
Fall eines Zwei-Niveau-Systems (Qubit). Dort erhilt man zwei Quasienergien,
&y > &1, mit der Quasienergie-Differenz A := & — &;. Aus

Wapk = —(Ea — E5 + kQ) (3.23)
erhélt man systematisch entartete Niveaus fiir o = (8

Witk = wozk = —kE. (3.24)
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Dariiber und darunter befinden sich jeweils im Abstand A die Niveaus w1z

und way . Die Niveaus zu einem bestimmten k bilden also sozusagen ,Bén-
der*, die sich im Abstand 2 wiederholen (siehe Abbildung Bl). Fiir grofere

=T kQ

- - e - - - - — = — —

? _—

Abbildung 3.1: Spektrum der wqgs fiir ein Zwei-Niveau-System.

Systeme erhélt man ein dhnliches Bild: bei einem d-Niveau-System ergibt sich
in jedem Band ein d-fach entartetes zentrales Niveau und d(d — 1) Seiten-
linien, entsprechend den d(d — 1) moglichen Quasienergie-Differenzen (siehe
Abbildung B2).

Abbildung 3.2: Ein Band des Spektrums wqgy fiir ein Drei-Niveau-System.

Diese Bander konnen sich natiirlich im Allgemeinen iiberlappen, ferner kon-
nen weitere Entartungen auftreten, sowohl innerhalb eines Bandes als auch
zwischen Niveaus verschiedener Binder. Wenn ausschlieflich die durch ([B24)
gegebenen systematischen Entartungen vorliegen, soll das Spektrum als gene-
risches Spektrum bezeichnet werden.
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3.3.1. Dissipator-Matrixelemente

Die Matrixelemente des Dissipators kénnen fiir den Fall eines generischen
Spektrums direkt angegeben werden. Der Dissipator nach Gleichung (BIH),

D) = 3 9(0) (A)pAT) - 5 (AT)AW)7) ) (3.25)

setzt sich aus den Beitriigen fiir alle Ubergangsfrequenzen zusammen. Wir

betrachten zunéchst fiir ein gegebenes w die Matrixelemente eines einzelnen
Summanden D := ApAT — 1 {ATA, p},

. . * o~ 1 * ~ * ~
(i| D|j) = ZAikAjlpkl - E(AkiAklplj + Al A pir)- (3.26)
il

Da keine zusétzlichen Entartungen vorliegen, kénnen dabei nach Abbildung B2
fir die Operatoren A nur zwei Félle auftreten:
e A ist diagonal (a = f).

Dieser Fall tritt flir das systematisch entartete zentrale Niveau auf.
Fiir A folgt in diesem Fall

A=Azl aa- (3.27)

Mit A;; = 0;5As; erhdlt man damit fiir den Beitrag des entarteten Ni-
veaus zum Dissipator-Matrixelement

‘ ‘ L 1 -
(i D1 13) = {AuA3; = 5 (1Aal* + |45} 7is- (3.28)

e Genau ein Nichtdiagonalelement ist von Null verschieden (o # 3).
Dies ist fiir die Seitenlinien der Fall. Fiir jedes Niveau erhdlt man den
Lindblad-Operator
A= AupT0s. (3.29)

Mit A;j = Aagdiad;p folgt fiir den Beitrag der nicht-entarteten Niveaus
zum Dissipator-Matrixelement

. ) - 1 - -
(i| Drr 1) = [Aag|* {iabsapas 5Gispaj + 05ppis)}- (3.30)
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Insgesamt erhélt man also fiir jedes Band mit gegebenem k einen Beitrag D(k)
mit
(i D) |5) = 7(wr) (| D1 15) + Y ¥(wapr) (i Dir |j) (3.31)
a#B

dabei soll wy die Frequenz des zentralen Niveaus bezeichnen. Mit den Glei-

chungen (B28)) und B30) folgt also

. . " 1 .
(i1 D) 1) = Y {45 — 5 (14l + A1)} i (3.32)
1 N
~3 > V(wapk) [Aasl® (3is + 3;5)pi (3.33)
a#B
+ > Y(Wapr) [Aapl® Giadjapss- (3.34)
a#f

Nun muss nur noch iiber alle £ summiert werden. Fiir Diagonal- und Nichtdia-
gonalelemente verschwindet jeweils ein Teil der Terme, wir betrachten diese
Félle daher getrennt.

e Diagonalelemente:
In diesem Fall verschwindet der erste Term, (32, die Operatoren A
fir « = ( liefern somit keinen Beitrag zu den Diagonalelementen des
Dissipators (und beeinflussen damit also nur die Relaxation der Nicht-
diagonalelemente). Die Summen iiber o #  im zweiten und dritten
Term konnen auf o = (§ ausgedehnt werden, da diese Terme fiir die
Diagonalelemente keinen Beitrag liefern. Man erhélt schlieflich

Dii = > _{v(wije) [Ai; (R 5 — v(wjin) [Ai ()] pis }- (3.35)
ik

Die Diagonalelemente des Dissipators hingen also nur von den Diago-
nalelementen des Dichteoperators p ab.

e Nichtdiagonalelemente:
In diesem Fall verschwindet der dritte Term, [B34), man erhélt

Dij = iy { v(wi) Ais(k) A3, (k)
k
- % > " Y(waik) 1 Aai (B)* + Y(wajn) [Aaj (k)] } (3.36)

Es gilt also insbesondere

Dij o pij- (3.37)
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Wegen ([B3H) und [B3T) entkoppeln also die Bewegungsgleichungen (B4 fiir
die Diagonal- und Nichtdiagonalelemente des Dichteoperators.

Ein entsprechendes Resultat wurde bereits in [2] angegeben, allerdings un-
ter Vernachléssigung der generisch auftretenden Entartungen. Dies hat zwar
keine Auswirkung auf die Diagonalelemente des Dissipators, liefert jedoch ein
anderes Relaxationsverhalten der Nichtdiagonalelemente, da der erste Term

in (B30) fehlt.

3.3.2. Pauli-Mastergleichung

Wie im letzten Abschnitt besprochen entkoppeln also fiir ein generisches Spek-
trum die Bewegungsgleichungen fiir die Diagonalelemente und die Nichtdiago-
nalelemente von p. Oft sind nur die Diagonalelemente von Interesse, also die
Besetzungszahlen der Floquet-Zusténde |£;),

P; = pi, (3.38)

wir betrachten daher deren Bewegungsgleichungen genauer. Mit der Definition
der Ubergangsraten

wij =Y y(wijr) [Ai (k)| (3.39)
k

folgt aus ([B333) eine Pauli-Mastergleichung fiir die Besetzungszahlen

P, = Z wij Pj — wji Py), (3.40)

oder

Pi = Wiij, j = Wiy — (5” Zwm (341)

Der Gleichgewichtszustand P; = 0 ergibt sich dann aus

Wi Py = 0. (3.42)
Die Bedingung der Detailed Balance,

w;; Pj = wj; By, (3.43)

ist in der Regel beim getriebenen System nicht erfiillt.

Aus Gleichung B40) wird deutlich, dass die Raten w;; zu w;; = 0 gewéhlt
werden konnen. Die Beitrige A;; (k) haben daher keinen Einfluss auf die Dy-
namik der Besetzungszahlen P;.
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Die Raten w;; beschreiben also Ubergéinge vom Zustand |€;) zum Zu-
stand |&;). Fir w > 0 entspricht dies einer Relaxation unter Abgabe der
entsprechenden Ubergangsenergie. Mit der Badeigenschaft (ICZJ) und den in
Anhang [[] angegebenen Symmetrieeigenschaften folgt aus (B39) fiir die Rate
des umgekehrten Ubergangs

wii = Y e Py (wiin) [Ai ()| (3.44)
k

3.4. Grenzfall des ungetriebenen Systems

Die hier abgeleitete Mastergleichung beinhaltet auch den Grenzfall des unge-
triebenen Systems mit Hg = konst. In der hier verwendeten Notation ent-
spricht dies einer Treiberstéirke von g = 0.

Die in Kapitel ] eingefiihrte Darstellung behélt auch in diesem Fall ihre
Giiltigkeit, dabei treten die Eigenzustédnde an die Stelle der Floquet-Zusténde,
und die Eigenenergien an die Stelle der Quasienergien,

|Ei(2)) := | E;) = konst = |E;(t+ 1)) . (3.45)

Die Darstellung der Operatoren im Floquet-Bild entspricht dann der Darstel-
lung in der Eigenbasis von Hg.

In den entsprechenden Fourierreihen treten in diesem Fall nur die konstan-
ten Terme auf, also gmax = 0. Man erhalt fiir die Ubergangsfrequenzen WaBk
daher auch nur das zu k = 0 gehérende Band. Damit ergeben sich die bekann-
ten Ubergangswahrscheinlichkeiten der Pauli-Mastergleichung, vel. (B39,

2 _ )
wig = y(wij) A", wj = e iy (3.46)

Losung ist der kanonische Zustand mit
i _ = e Pwis (3.47)

also
P x e PEi. (3.48)

Dieser héngt anders als beim getriebenen System insbesondere nicht von der
speziellen Form der Ddmpfungskonstante y(w) ab.

In Abbildung wird der Ubergang zum ungetriebenen System noch ein-
mal deutlich. Gezeigt sind die Normen der Operatoren A(w) fiir ein getriebe-
nes Qubit bei verschiedenen Treiberstiarken. Fiir grofere Treiberstarken erhélt
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Abbildung 3.3: Qubit mit o,-Treiber: Spektralnorm der Operatoren A(w) fiir abneh-
mende Treiberstirke g (v = 1, Q = 1.2). Genauere Beschreibung des
Modells in Kapitel Bl

man relevante Beitrige auch zu hoheren Ubergangsfrequenzen, eine direk-
te Konsequenz des breit geficherten Spektrums |u(q)> der Floquet-Zustande.
Diese Uberginge verschwinden fiir kleiner werdende Treiberstirke, bei g = 0
treten dann nur noch die bekannten Ubergéinge zu w = +v auf, also die Uber-
génge zwischen den beiden ungestorten Eigenzustdnden.

3.5. Eigenschaften des Gleichgewichtszustandes

Aus der speziellen Form der Floquet-Mastergleichung folgen einige interessan-
te Eigenschaften des resultierenden Gleichgewichtszustandes.

3.5.1. Allgemeine Eigenschaften

Fiir ein generisches Spektrum folgt der Gleichgewichtszustand (oder ,quasi-
stationdre Zustand®) aus der Pauli-Mastergleichung fiir die Besetzungszahlen,



34 3. Floquet-Mastergleichung

als Losung der Gleichung
P, =W;;P; =0. (3.49)

Die Nichtdiagonalelemente des Dichteoperators verschwinden fiir diesen Fall
wegen ([B37), der Gleichgewichtszustand ist somit ein statistisches Gemisch
aus Floquet-Zustédnden,

=D bl =D PilE0)(E(0)]. (3.50)

%

Fiir ein Spektrum mit weiteren Entartungen muss die allgemeinere Form (B4
der Floquet-Mastergleichung verwendet werden, das Gleichgewicht folgt dann
aus

D(p) = p=0. (3.51)

Die Modelle fiir die numerischen Rechnungen wurden in der Regel generisch
gewahlt. Auch bei den betrachteten Modellen mit nicht-generischem Spek-
trum lieferte die Floquet-Mastergleichung immer einen diagonalen Zustand
der Form ([BA{). Typischerweise ist also die Diagonalitit des quasistationdren
Zustands in der Floquet-Darstellung gewahrleistet. Dies soll daher fiir die fol-
genden Diskussionen der Eigenschaften des quasistationdren Zustands auch
ohne allgemeinen Beweis vorausgesetzt werden.

Die spezielle Form B20) des Gleichgewichts bedeutet auch, dass sich sdmt-
liche Erwartungswerte additiv aus den entsprechenden Erwartungswerten der
Floquet-Zusténde zusammensetzen. Speziell folgt so z.B. fiir den mittleren
Energieerwartungswert des Systems

<&%e%AQ%@mt (3.52)
_NpEL (3.53)

mit den in Gleichung (ZI9) definierten mittleren Energien E; der Floquet-
Zustéande |&;).
Im Schrédinger-Bild lautet der quasistationédre Zustand

po(t) = Us(0)p* UL (1) (3.54)
=D RIEWNEW, (3.55)
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oder in der Bloch-Darstellung

AB(E) =" Pi(t), (3.56)

mit den Blochvektoren X;(t) der Floquet-Zusténde. Der Gleichgewichtszu-
stand ist also zeitabhéngig und insbesondere ebenfalls periodisch mit der Trei-
berfrequenz,

Pt +7) = p(8). (3.57)

Da im Gleichgewicht D = 0 gilt, verhélt sich das System so, als ob kein
Bad mehr vorhanden wére. Sobald also der quasistationédre Zustand erreicht
ist, folgt das System nur noch der durch den Treiber induzierten unitédren
Dynamik.

Das bedeutet auch, dass der Gleichgewichtszustand nicht von der Stérke
der Badankopplung abhéngt, diese geht nur in das Relaxationsverhalten ein.

3.5.2. Gleichgewicht fiir ' — ~

Wie im ungetriebenen System geht das Floquet-Gleichgewicht fiir grofte Tem-
peraturen gegen den vollstdndig gemischten Zustand. Fir T' — oo bzw. § — 0
erfiillt das Bad wegen (L24)) die Bedingung

Y(—w) = y(w). (3.58)

Damit lésst sich der Dissipator zum vollstdndig gemischten Zustand % 1 schrei-
ben als

1
D= > 1w)(AW)AT (@) - ATw)Aw)
+ A(—w) At (~w) — AT(—w)A(—w)). (3.59)
Der Term zu w = 0 verschwindet wegen der Hermitezitdt von A(0). Aus der
Symmetrie (EE4)) der Lindblad-Operatoren A(w) folgt also
1
d

Wie im ungetriebenen System ist also auch hier das Gleichgewicht fiir sehr
grofe Temperaturen der vollstdndig gemischte Zustand

D(=1)=0. (3.60)

pAs =1 =p%®, (3.61)
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Fiir die Ubergangsraten der Pauli-Mastergleichung (§40) gilt in diesem Fall
wegen (B4

Wj; = Wiy, (362)

woraus derselbe stationdre Zustand mit P; = 1/d folgt.

3.5.3. Gleichgewicht fiir 7' — 0
Fiir sehr kleine Temperaturen gilt wegen (([C23))

Y(—w) € y(w), fiir w > 0, (3.63)

so dass nur der Teil des Spektrums aus Abbildung Bl mit w > 0 zum Dissipa-
tor beitrigt. Beim ungetriebenen System bedeutet dies, dass Ubergéinge von
niedrigeren in hohere Eigenzustéinde unterbunden werden, da diese Ubergiinge
in der unteren Hilfte des Bandes fiir £ = 0 liegen. Das System relaxiert daher
in den Grundzustand.

Beim getriebenen System kénnen Uberginge in hohere Niveaus jedoch im
Allgemeinen treiberunterstiitzt stattfinden, da die entsprechenden Terme in
héher liegenden Bindern Beitrige liefern kénnen. Die Ubergangsraten Wij
der Pauli-Mastergleichung mit £; < &; verschwinden also in der Regel nicht,
siehe ([B3J). Das getriebene System nimmt daher im Gegensatz zum unge-
triebenen System auch fiir Temperatur Null in der Regel einen gemischten
Zustand ein, der zudem von den Badeigenschaften abhéngt, die sich in der
genauen Form von «y(w) &ufern.

Einige Beispiele fiir das Temperaturverhalten eines getriebenen Qubits sind
in Abbildung B0 auf Seite BIl zu sehen. Daraus wird noch einmal deutlich,
dass die Unterschiede zwischen getriebenem und ungetriebenem System ins-
besondere bei tiefen Temperaturen zum Tragen kommen, wahrend fiir sehr
grofte Temperaturen beide Systeme gegen den vollstdndig gemischten Zustand
gehen.

3.6. Gleichgewicht fiir Qubit-Modelle

Fiir das Qubit erhélt man zwei Floquet-Zusténde |€1) := |_) und |&2) := |€4).
Das generische Spektrum ist in Abbildung Bl auf Seite B8 gezeigt. Die Uber-
gangsraten der Pauli-Mastergleichung sind nach (F39)

wia = > y(wiak) [Aa(B)®,  wa =Y y(wark) [An (k). (3.64)
k k
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Damit erhélt man fiir die Besetzungszahlen der Floquet-Zustinde im Gleich-
gewicht

=1-P_. (3.65)

Im Floquet-Bild erhélt man also den quasistationdren Zustand

~ P_ 0
qs
pr = < 0 P+> ) (366)

oder in der Bloch-Darstellung
S Wiz — Way
A =(0,0, P, —P)=(0,0 ——2— "2, 3.67
0.0.P, — Py = (0,0, -2 ) (3.67)

Zu den Besetzungszahlen Py ldsst sich eine effektive Temperatur definieren,
diese wird in Kapitel B eingefiihrt.

Im Schrédinger-Bild erhédlt man fiir das Qubit aus ([BRH) und der Bezie-
hung A_ = —A4, siehe Gleichung [ZZII), den Gleichgewichtszustand

AE(8) = (Py — PO)AL(t). (3.68)

Qubit mit o,-Treiber
Beim o,-Treiber stimmen die Floquet-Zustande nach (E27]) bis auf eine durch
den Treiber gegebene Phase mit den Eigenzusténden |+) und |—) tiberein. Mit
E-(0) =W ) e (1) = e W), (3.69)
bzw.
AL ==£(0,0, 1) (3.70)
ergibt sich fiir die Bloch-Darstellung des Gleichgewichtszustandes daher
A% = (0,0, P, —P_). (3.71)

Man erhélt also einen konstanten Zustand, wie fiir das ungetriebene System.
Dies ist eine weitere Besonderheit dieses speziellen Modells. (Die Besetzungs-
zahlen unterscheiden sich jedoch in der Regel von denen des ungetriebenen
Gleichgewichts.)

Qubit mit RF-Treiber

Fiir den RF-Treiber erhilt man analog mit den Floquet-Zustanden ([ZZ4)) den
Gleichgewichtszustand

P _p gcosQt
AB(t) = ———— | gsinQt | . (3.72)

Va2 T
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3.7. Adiabatischer Grenzfall (2 < 1/m3)

Wir betrachten nun den Grenzfall eines sehr langsam (adiabatisch®) getrie-
benen Systems. Es soll also angenommen werden, dass die Treiberdynamik
so langsam im Vergleich zur Relaxationszeit verlauft, dass sich im System zu
jedem Zeitpunkt der momentane Gleichgewichtszustand einstellt, also der zu
den momentanen Eigenzustédnden gehdrende kanonische Zustand. Diese Situa-
tion widerspricht den fiir die Herleitung der Floquet-Mastergleichung getrof-
fenen Annahmen iiber die relevanten Zeitskalen. Um die sdkulare Naherung
durchfiihren zu kénnen, wird nach ([B20) vorausgesetzt, dass die Relaxation
des Systems iiber viele Treiberperioden erfolgt, also 7 < 7g. Fiir einen adia-
batischen Treiber gilt im Gegensatz dazu jedoch 7 > 7R.

Dass die Floquet-Mastergleichung auf diesen Grenzfall im Allgemeinen nicht
angewandt werden kann, soll am Beispiel des Qubits mit o,-Treiber illustriert
werden. Dieses sehr einfache Modell eignet sich dafiir besonders, da man hier
fiir die beiden verschiedenen Zugénge ein qualitativ unterschiedliches Verhal-
ten des Gleichgewichtszustandes erhilt.

Der ,adiabatische” Gleichgewichtszustand ergibt sich aus der kanonischen
Besetzung der Eigenzusténde |+) und |—) geméf der momentanen Energieauf-
spaltung. Aus dem Hamiltonoperator ([ZZ3)) folgen die zeitabhéngigen Ener-
gieeigenwerte zu

ho(t
Ei(t) = +h (g + g(t)) - i#. (3.73)
Damit erhdlt man die momentane Energieaufspaltung
v(t) = v+ 2g(t). (3.74)

Die Energieaufspaltung bestimmt nach der Boltzmann-Verteilung das Ver-
héltnis der Besetzungszahlen der beiden Eigenzustande, nach Gleichung (D))
folgt der Gleichgewichtszustand

ﬁﬁ;(t)) .

At) = (0, 0, —tanh (3.75)

Nun zum Vergleich der sich aus der Floquet-Mastergleichung ergebende
Gleichgewichtszustand. Aus der Losung der Pauli-Mastergleichung erhdlt man
die Besetzungszahlen Py der beiden Floquet-Zustéinde. Diese hdngen von den
gegebenen Systemparametern ab; hier ist jedoch nur von Bedeutung, dass Py
und P_ nicht von der Zeit abhéingen. Nach ([BZ)) erhélt man den Gleichge-
wichtszustand

A=(0,0 P, —P). (3.76)
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Die Floquet-Mastergleichung liefert also im Gegensatz zu (B70) einen kon-
stanten Zustand, unabhingig von allen Parametern.

Das bedeutet jedoch nicht, dass fiir den adiabatischen Fall die Floquet-
Mastergleichung fiir jedes Modell ihre Giiltigkeit verlieren muss. So liefert
z. B. die Mastergleichung fiir das in Abschnitt beschriebene Qubit mit
RF-Treiber fiir Q2 — 0 denselben Gleichgewichtszustand wie die Annahme
eines momentanen Gleichgewichts.

3.8. Grenzfall des schnellen Treibers (2 > 1/75)

Der entgegengesetzte Grenzfall ist der eines sehr schnellen Treibers, der nun
ebenfalls genauer betrachtet werden soll. Anders als beim adiabatisch getrie-
benen System tritt in diesem Fall kein prinzipieller Widerspruch zu den Vor-
aussetzungen der Floquet-Mastergleichung auf. Die Bedingung (B2Z0) an die
Zeitskalen wird weiterhin erfiillt, die Mastergleichung ist also weiterhin an-
wendbar.

Dariiber hinaus zeigt das System fiir diesen Fall ein besonders einfaches
Verhalten, das sich anschaulich verstehen lasst: fiir grofse Treiberfrequenzen,
d.h. fern aller Resonanzen des Systems, wird der Einfluss des Treibers bei
zunehmender Frequenz immer geringer, solange die Stérke des Treibers nicht in
gleichem Mafie wichst. Das System ist sozusagen zu ,trige”, um noch auf den
Treiber reagieren zu kénnen. Das Verhalten wird daher gegen das Verhalten
des ungestorten Systems gehen.

Dies soll explizit am Beispiel der Qubit-Modelle gezeigt werden. Dazu wer-
den die Floquet-Zustidnde in Abhéngigkeit von der Treiberstiarke betrachtet,
bzw. deren Zusammensetzung aus den Fourier-Komponenten \ugg)). Wie be-
reits in Kapitel B4l angesprochen, erhélt man fiir das ungetriebene System
nur die konstante Komponente |u(iO )), daher soll deren Verhalten nun naher
betrachtet werden. Fiir die behandelten Modelle sind die Normquadrate dieser
Beitrage nach ([Zh2) identisch fiir beide Floquet-Zustinde, wir lassen daher
die Indizes weg.

Fiir das Qubit mit o,-Treiber erhdlt man nach 34

(W) = J3(9/9), (3.77)

die Zusammensetzung der Floquet-Zustinde héngt also nur von dem Verhailt-
nis g/ ab.

Ahnliches gilt fiir das Modell mit RF-Treiber. Dessen Floquet-Zustinde
héngen zunichst von €2, g und v ab. Wir betrachten nun die Aufspaltung v als
fest vorgegebene Systemeigenschaft (durch die auch die charakteristische Sys-
temzeit 75 gegeben ist). Wenn dann der Treiber so gewéahlt wird, dass > v
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gilt, erhélt man mit § = —Q/2 aus Gleichung (ZZ0)

1 1
(uw©@[u©)y ~ 5 (1 + m) (3.78)

Dieser Ausdruck hiingt ebenfalls nur noch von g/Q ab.
In beiden Fillen gilt also

(uO)u®y -1, fiir g/ — 0. (3.79)

Aus Abbildung B4 wird deutlich, dass auch fiir o,-Treiber ein vergleichbares
Verhalten vorliegt. Fiir grofe €2, also 2 > g, verschwinden somit alle an-
deren Fourier-Komponenten |u(9) der Floquet-Zustinde, die dann mit den
ungestorten Eigenzustdnden zusammenfallen. Wie erwartet verhélt sich das
System somit wie im ungetriebenen Fall.

1

N2

Q

Abbildung 3.4: Normquadrat von |[u(®) fir Qubit mit o.-Treiber (—),
RF-Treiber (-----) und og-Treiber (—-—). Parameter v = 1, g = 2.

Dieses Ergebnis lésst sich auch im Zusammenhang mit der aus der magne-
tischen Resonanz bekannten Average Hamiltonian Theory verstehen |12, 20].
Eine ,stroboskopisch* beobachtete Zeitentwicklung des Systems kann in nullter
Néaherung durch den zeitlich gemittelten Hamiltonoperator beschrieben wer-
den. Dazu kommen weitere Terme, die aus den Kommutatoren des System-
Hamiltonoperators zu verschiedenen Zeiten resultieren. Bei gleichbleibender
Treiberstéirke wird die alleinige Beschreibung durch den mittleren Hamiltoni-
an fiir zunehmende Treiberfrequenzen immer besser.
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Wie im letzten Kapitel gezeigt wurde, verhélt sich also das getriebene System
in manchen Aspekten ganz #hnlich wie das ungetriebene System. So werden
wie im ungetriebenen Fall die Nichtdiagonalelemente des Dichteoperators (in
einer geeigneten Darstellung) weggedampft, so dass der Gleichgewichtszustand
ein statistisches Gemisch der Basiszusténde bildet.

Worin sich der getriebene Fall jedoch unterscheidet, ist die Verteilung, mit
der diese Zusténde besetzt werden. Fiir ein ungetriebenes System gilt fiir die
Besetzungszahlen der Eigenzustdnde im Gleichgewicht die kanonische Vertei-
lung (Boltzmann-Verteilung)

P, oc e PE oder In P, = —BFE; + c. (4.1)

Beim getriebenen System erhélt man jedoch in der Regel keine Boltzmann-
Verteilung mit der Temperatur der Umgebung. Das liegt vor allem daran, dass
wie in Kapitel B232 diskutiert die Bedingung der Detailed Balance nicht erfillt
wird.

Dennoch kann es sinnvoll sein, die Besetzung der Floquet-Zustiande durch
eine effektive Temperatur Beg zu charakterisieren. Dabei stellt sich zunédchst
einmal das Problem, welche Gréfse an die Stelle der Eigenenergien treten soll,
die fiir das zeitabhéngige System ihre Bedeutung verlieren.

Die sich zunéchst anbietenden Quasienergien sind allerdings nicht zur Cha-
rakterisierung der Verteilung geeignet, da sie (in gewissen Grenzen) willkiir-
lich gewdhlt werden koénnen, und somit keine absolute Ordnung der Flo-
quet-Zustande festlegen. (Auch eine Beschrankung der Quasienergien auf eine
bestimmte Zone der Breite {2 16st dieses Problem nicht, da der Nullpunkt
der Zone physikalisch nicht ausgezeichnet ist und willkiirlich gewdhlt werden
kann). Wir verwenden daher die mittleren Energien der Floquet-Zustinde,

siehe (ZI9)

E; = 1 /T<Si(t)\Hg(t)|£i(t)>dt. (4.2)
0

T

Diese sind unabhéngig von der Wahl der Quasienergien und stimmen im
Grenzfall eines sehr schwachen Treibers mit den Eigenenergien iiberein.
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£

Abbildung 4.1: Mittlere Energie fiir Floquet-Zustinde mit Quasienergie £, am Bei-
spiel der in Kapitel {l diskutierten Spinkette (n =5, Q = 0.8).

Dass im Regelfall zwischen mittleren Energien und Quasienergien kein einfa-
cher Zusammenhang besteht, illustriert Abbildung EETl Gezeigt sind die mitt-
leren Energien in Abhéngigkeit von den Quasienergien fiir eine Kette aus fiinf
Spins. Dieses Modell wird auch in Abschnitt als Beispiel dienen.

In den folgenden Abschnitten werden wir die effektive Temperatur anhand
der Verteilung der Besetzungszahlen P; als Funktion der mittleren Energi-
en der Floquet-Zustidnde einfiihren, zunéchst fiir den Fall eines getriebenen
Qubits, anschliefsend fiir grofere Systeme.

4.1. Effektive Temperatur fiir das
Zwei-Niveau-System

Fiir ein Zwei-Niveau-System bzw. Qubit kann durch eine geeignete Wahl der
Temperatur immer eine Boltzmann-Verteilung an die gegebenen Besetzungs-
zahlen angepasst werden. Wir verwenden die Bezeichnungen aus Kapitel BX6,
mit den Besetzungszahlen Py der Floquet-Zustiande und deren mittlerer Ener-
gie E+. Analog zum ungetriebenen Qubit, siehe (D), kann die effektive Tem-
peratur dann definiert werden als

1 P 1 1)

:_7111_*— — n )
E+—E_ P+ E+—E_ 1+)\3

et (4.3)

wobei A3 die z-Komponente des Blochvektors A% des Gleichgewichtszustandes
bezeichnet. Umgekehrt ergeben sich die Besetzungszahlen P, dann entspre-
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chend zu Gleichung (1)) aus
Py o e PenB (4.4)

Den mittleren Energien der Floquet-Zustande entspricht eine gemittelte, oder
effektive, Energieaufspaltung 7 des getriebenen Qubits

7= (B, —E_|. (4.5)

Die mittlere Energie im Gleichgewicht ergibt sich dann wie im ungetriebenen
Fall aus effektiver Temperatur und mittlerer Aufspaltung. Wenn die Bezie-
hung ZR3) erfiillt ist (und dies gilt fiir alle verwendeten Qubit-Modelle aus
Abschnitt Z2), und damit

Bel=" (4.6)

gilt, folgt der gemittelte Energieerwartungswert im Gleichgewicht mit (B3]
zu

(Es), = —% tanh Be;hy7

(4.7)
analog zu Gleichung ([0.4).

4.2. Effektive Temperatur fiir ein
d-Niveau-System

Fiir grofere Systeme kann eine effektive Temperatur nur noch ndherungsweise
eingefithrt werden. Als Beispiel fiir eine Verteilung sind in Abbildung die
Besetzungszahlen der Floquet-Zusténde fiir eine getriebene Spinkette gezeigt.
Fiir das ungetriebene System erhélt man eine kanonische Besetzung, in der
logarithmischen Auftragung also eine Gerade mit der Steigung —(. Fiir das
getriebene System weicht die Verteilung mehr oder weniger stark von der
kanonischen Verteilung geméf der Badtemperatur ab.

Wir definieren fiir diesen Fall die effektive Temperatur iiber die Anpassung
einer kanonischen Verteilung. Dabei ergibt sich Seg nach ) als die negative
Steigung der Regressionsgeraden zwischen In P und E.

Die so definierte effektive Temperatur beschreibt den Gleichgewichtszustand
zumindest ndherungsweise. Wie gut diese Beschreibung ist, hédngt vom be-
trachteten Modell ab, dies wird anhand der Spinkette in Kapitel Bl noch né-
her diskutiert werden. Auch bei Systemen, deren Besetzung global betrachtet
deutlich von einer kanonischen Verteilung abweicht, kann die Definition ei-
ner effektiven Temperatur fiir Teile des Spektrums sinnvoll sein. Dies wird an
einem Modell in Kapitel [d demonstriert.
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lgP -2

-1 0 . 1 2
E

Abbildung 4.2: Verteilung P(E), fiir die in Kapitel [ diskutierte Spinkette.



5. Getriebenes gedampftes Qubit

Wir betrachten nun das einfachste denkbare Modell genauer, ein Spin—%—
Teilchen (Qubit), das sich im Kontakt mit einem Bad befindet (siehe Ab-
bildung BTl). Als Treiber wihlen wir den in Abschnitt eingefiihrten
o.-Treiber. Der Systemhamiltonian lautet also

Hg = h{goz + go, sith} . (5.1)

Zunichst soll das Verhalten, das sich aus der Floquet-Mastergleichung ergibt,
mit zwei weiteren Modellen verglichen werden, einem vollstdndig unitar behan-
delten System-Bad-Modell und einer vereinfachten Lindblad-Mastergleichung.
Danach sollen einige Eigenschaften des Floquet-Gleichgewichtszustandes be-
trachtet werden, wie Abhéngigkeiten von der Badtemperatur oder von den
Treiberparametern.

%Q

Abbildung 5.1: Qubit-Modell.

- B

5.1. Relaxation in den quasistationdren Zustand

Wir betrachten die Relaxation in den quasistationdren Zustand fiir folgende
Modellparameter

v=1 ¢=01, Q=15 B=1. (5.2)

Das System soll zum Zeitpunkt ¢ = 0 im angeregten Zustand |+) des unge-
storten Hamiltonians préapariert sein.

Abbildung zeigt die Floquet-Zusténde fiir diese Parameter, dargestellt
ist die Zeitentwicklung auf der Blochkugel im Schrédinger-Bild fiir eine Trei-
berperiode 7. Fiir die Berechnung der Floquet-Zustéinde wurde eine Entwick-
lung bis ¢max = 25 verwendet.
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Abbildung 5.2: Floquet-Zusténde [€_) (links) und |E4) (rechts) fiir das Qubit (Zeit-
entwicklung auf der Blochkugel im Schrédinger-Bild), g = 0.1, Q =
1.5. Quasienergien: £+ = 40.496.

5.1.1. Floquet-Mastergleichung

Die Zeitentwicklung nach der Floquet-Mastergleichung wurde aus der Integra-
tion der Mastergleichung fiir den generischen Fall gewonnen. Die Badparame-
ter wurden gewéhlt als

v = 0.1, £E=3, A=o, +o0_. (5.3)

Mit den Fourier-Komponenten der Floquet-Zustdnde lassen sich die Matrix-
elemente A, g(k) berechnen, diese liefern dann die Matrixelemente des Dissi-
pators, (B30) und [B36). Aus den Raten wio = 0.153 und wq; = 0.0569 folgt
der Blochvektor des quasistationiren Zustands im Floquet-Bild mit (BX1) als

A% = (0, 0, —0.4587). (5.4)

Die Zeitentwicklung des Blochvektors iiber 10 Treiberperioden ist in Abbil-
dung zu sehen, sowohl im Floquet-Bild als auch zuriicktransformiert in
das Schrédinger-Bild. Der Anfangszustand |+) stellt eine Superposition der
beiden Floquet-Zustdnde dar, daher startet das System im Floquet-Bild au-
Rerhalb des Pols der Blochkugel. Die Nichtdiagonalelemente werden wegge-
dampft, der Endzustand ist dann ein Gemisch der beiden Floquet-Zustéinde.
Im Schrodinger-Bild hingegen oszilliert der quasistationire Zustand mit nicht
verschwindenden Nichtdiagonalelementen.

Die Stirke der Badankopplung wurde mit Absicht eigentlich auferhalb der
Giiltigkeit der Mastergleichung gewéhlt, um fiir die grafische Darstellung die
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Abbildung 5.3: Relaxation in den quasistationidren Zustand (Floquet-Masterglei-
chung), links: Blochkugel im Floquet-Bild, rechts: Schrédinger-Bild,
Zeitentwicklung bis ¢t = 107.

Relaxation zu beschleunigen; der quasistationdre Zustand ist dadurch nicht
betroffen. Im tatséchlichen Giiltigkeitsbereich verlduft die Relaxation deut-
lich langsamer als die Eigendynamik, der Blochvektor beschreibt dann im
Schrédinger-Bild eine ,,Schraube® mit sehr kleiner Ganghdhe.

5.1.2. Unitar modelliertes Bad

Die Voraussage der Floquet-Mastergleichung soll nun mit einem Modell ver-
glichen werden, dass ohne die verwendeten Bad-Ndherungen auskommt. Wir
nutzen dabei aus, dass ein (kleines) Quantensystem bereits unter unitérer Zeit-
entwicklung ein thermodynamisches Verhalten zeigen kann, wenn es geeignet
in eine grofere Umgebung eingebettet wird [E, E] Wir betrachten nun also
die Schrédingerdynamik fiir den folgenden Hamiltonoperator

H(t) = Hs(t) + Hp + 0 Hss. (5.5)

Fir die Umgebung verwenden wir das in [@] diskutierte Bad-Modell, siehe
Abbildung Bl Es besteht aus zwei Bandern dquidistanter Niveaus, der Ab-
stand der Bander sei A, die Breite der Bénder sei in beiden Féllen de. Zu
Beginn soll sich das Bad in einer zufélligen Superposition der Zusténde des
unteren Bandes befinden.

Die Anzahl der Niveaus in den beiden Béndern (insgesamt Ng) ist durch
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I de, N1

I de, No

Abbildung 5.4: Bad-Modell.

die Badtemperatur vorgegeben
1 efA
= ——=N Ny = —
1+efa™™ T 14eRA
Dadurch ergeben sich fiir das geddmpfte System das fiir diese Temperatur zu

erwartende Verhiltnis der Ubergangsraten. Fiir 3 = 1 und Ny = 1000 folgt
Ny = 267 und Ny = 733.

Um Energieaustausch zwischen System und Bad zu ermdglichen, miissen
die Eigenenergien des Bades auf das System abgestimmt werden. Nach (Z2]l)
betragt die momentane Energieaufspaltung des Qubits

v(t) = \/v? + 4¢%sin® Ot. (5.7)

Fiir die gewdhlten Parameter liegen die Eigenenergien zwischen 0 und 1.0198,
wir wihlen daher

A=101, &e=0.01. (5.8)

N() NB, Nl/No :eﬁA. (56)

Die Treiberstéirke g wurde relativ schwach gewéhlt, um zu vermeiden, dass
die erforderliche Breite der Béander des Bades zu groft wird. Da die maximale
Anzahl der Badniveaus fiir die numerische Simulation beschrankt ist, wiirden
die einzelnen Niveaus dann nicht mehr dicht genug liegen.

Fiir die Wechselwirkung Hgsg wird eine hermitesche Zufallsmatrix im Hil-
bertraum des Gesamtsystems verwendet. Deren Diagonalelemente werden aus
einer Normalverteilung mit Standardabweichung ¢ = v/2 gew#hlt, die Real-
und Imaginérteile der Nichtdiagonalelemente mit Standardabweichung o = 1.
Diese Art der Verteilung garantiert, dass die Invarianz unter unitéren Trans-
formationen gegeben ist [34]. Die Ankopplung des Bades an das Spinsystem
ist schwach (yo = 0.0025).

Die Zeitentwicklung wird durch numerische Integration der Schrédingerglei-
chung bestimmt. Wie zu fordern ist, relaxiert das Qubit fiir ¢ = 0 in den nor-
malen, der Badtemperatur entsprechenden Gleichgewichtszustand. Das Rela-
xationsverhalten fiir das getriebene Qubit ist in Abbildung gezeigt. Die
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Abbildung 5.5: Relaxation in den quasistationéren Zustand (Schrodinger-Bad). links:
Floquet-Bild, rechts: Schrédinger-Bild, Zeitentwicklung bis ¢ = 107.

Schrodingerdynamik zeigt prinzipiell dasselbe Verhalten wie die Floquet-Mas-
tergleichung, vergleiche mit Abbildung Fz3l Eine genaue Ubereinstimmung des
Relaxationsverhaltens kann nicht erwartet werden, dazu sind die beiden ver-
wendeten Bad-Modelle zu verschieden. Da das Bad des Schrédinger-Modells
endliche Grofe hat, zeigt der erreichte Gleichgewichtszustand deutliche Fluk-
tuationen. Zum Vergleich mit der Voraussage der Floquet-Mastergleichung
wurde daher der Blochvektor im Floquet-Bild fiir die Zeiten von t = 107
bis ¢t = 507 gemittelt. Man erhilt schliefslich aus der unitdren Dynamik

i 0.0005 4 0.0180
A% = | 0.0029+0.0178 |, (5.9)
—0.4408 + 0.0252

in sehr guter Ubereinstimmung mit (&2).

5.1.3. Mastergleichung mit vereinfachtem Bad-Modell

Als weiteres Modell betrachten wir eine vereinfachte Mastergleichung mit der
folgenden Form im Schrédinger-Bild, siehe ([C22)

p = —i[Hs(t), p] + D(p,). (5.10)

Nur ein Dadmpfungskanal soll wirken, vermittelt durch die beiden Lindblad-
Operatoren o4 und o_. In die Raten v(+w) geht die momentane Aufspal-
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tung v(t) des Qubits ein, siehe (B7),

1
Dp,t) =7+ (1) (0-pos = 5 {020} )
1
+9-(0)(opo- = 5 {o-01.p} ), (5.11)
mit
1 () 1= (£ (1)), (5.12)
Wie bei den anderen beiden Szenarien startet das Qubit im angeregten Zu-

stand. Die Zeitentwicklung, aus der numerischen Integration der Masterglei-
chung, ist in Abbildung B8l gezeigt. Der Zustand, der sich nach der anfingli-

Abbildung 5.6: Relaxation in den quasistationéren Zustand (vereinfachte Masterglei-
chung), links: Floquet-Bild, rechts: Schrodinger-Bild, Zeitentwicklung
bis t =47, g = 0.2, 70 = 0.5.

chen Relaxation einstellt, ist wieder periodisch mit €2, wie beim Gleichgewicht
der Floquet-Mastergleichung. Anders als dort zeigt der Zustand jedoch sowohl
im Schrédinger-Bild als auch im Floquet-Bild eine Zeitabhéngigkeit.

Ein weiterer Unterschied ist das Verhalten in Abhéngigkeit von der Badan-
kopplung. Bei der vereinfachten Mastergleichung verschwindet der Dissipator
im quasistationdren Zustand nicht, deshalb hdngt dieser auch von der Stér-
ke v der Ankopplung ab. Dabei ndhert sich fiir sehr schwache Badankopplung
der quasistationire Zustand an das Resultat der Floquet-Mastergleichung an.
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5.2. Eigenschaften des Gleichgewichtszustandes

Nach der Betrachtung des Relaxationsverhaltens wollen wir uns nun einigen
Eigenschaften des Floquet-Gleichgewichtszustandes zuwenden, und dabei ins-
besondere auch auf Unterschiede zum ungetriebenen System eingehen. Dazu
betrachten wir unter anderem die Parameterabhéngigkeit verschiedener Kenn-
grofen des quasistationdren Zustands, wie zum Beispiel der Purity.

5.2.1. Temperaturabhangigkeit

In Abbildung B ist die Temperaturabhéngigkeit der Purity P aufgetragen.
Sowohl das ungetriebene als auch das getriebene System nimmt im Fall grofser

1 0.75
P
0.5 S
P D? e o —
Vave -
N P
0.25 o
ot
Ve
s
0.5 0
0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.7: Purity (links) und gemittelter Bures-Abstand ([(C8) zum ungetrie-
benen Gleichgewicht (rechts) fir ¢ = 0 (—), g = 0.2 (),
g =03(—-),9 =04 (=--)und g = 0.5 (—--—). Treiberfre-
quenz Q = 1.2.

Temperatur (8 = 0) den vollstindig gemischten Zustand mit P = 1/2 an. Je-
doch unterscheidet sich das Verhalten fiir den Grenzfall T =0 (6 — o0), wie
bereits in Abschnitt ausgefiihrt: Wéhrend sich das ungetriebene Sys-
tem vollstdndig im Grundzustand befindet, also in einem reinen Zustand mit
P =1, bleibt das Floquet-Gleichgewicht in der Regel teilweise gemischt; der
erreichte Zustand héngt dabei von den Systemparametern ab.

Der Unterschied zwischen getriebenem und ungetriebenem System ist be-
sonders ausgepragt fiir grofse 8. Dies wird auch deutlich, wenn man den Bu-
res-Abstand ([CJ) zum ungetriebenen Gleichgewicht fiir dieselbe Temperatur
betrachtet. Da dieser zeitabhéngig ist (periodisch mit 7), bilden wir den Mit-
telwert liber eine Periode, siehe ebenfalls Abbildung B.71

Interessant ist, dass beim getriebenen System fiir bestimmte Parameter
Gleichgewichtszusténde auftreten kénnen, die unabhéngig von der gewéhl-
ten Badtemperatur vollstdndig gemischt sind (P = 1/2). Fiir die gewéhlten
Parameter ist das z. B. bei g = 0.4 der Fall.
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5.2.2. Abhingigkeit von den Treiberparametern

Wir untersuchen nun die Abhéngigkeit der effektiven Temperatur und der
Purity des Floquet-Gleichgewichts von den Treiberparametern g und 2. Die
Umgebungstemperatur betréigt bei allen Rechnungen dieses Abschnitts g = 1.

In Abbildung BEERlist die effektive Temperatur Geg des Qubits nach der Defi-
nition ([E3)) aufgetragen. Wir wollen zunéchst die Abhéngigkeit von der Trei-

Abbildung 5.8: Effektive Temperatur Beg des Qubits als Funktion von Treiberstéarke
und -frequenz. Der Wertebereich liegt zwischen Begq = 1 (schwarz)
und Seg & 2.1 (weil).

berfrequenz € fiir zunehmende Treiberstérke betrachten. Wie zu erwarten ist,
weicht fiir kleine g die effektive Temperatur nur geringfiigig von der Tempera-
tur des Bades ab. Dies gilt jedoch nicht bei der Ubergangsfrequenz des unge-
triebenen Qubits, wo eine scharfe Resonanz auftritt. Der Ubergang von g = 0
zu g > 0 verlauft dabei an dieser Stelle unstetig.

Fiir zunehmende Treiberstédrke lassen sich nun verschiedene Effekte beob-
achten. So entstehen zum Einen weitere Resonanzen bei kleinen Treiberfre-
quenzen. Als weiterer Effekt verbreitern sich die Resonanzpeaks mit zuneh-
mendem £2, und verschieben sich gleichzeitig zu etwas hoheren Frequenzen.
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Dies ist in der Abbildung besonders deutlich an den Resonanzen bei kleinen (2
zu sehen. (Die dort auftretenden ,Liicken* sind ein Artefakt der begrenzten
Auflésung von 0.01 fiir beide Parameter).

In Abbildung B9 ist die Abhéngigkeit von der Treiberfrequenz noch einmal
gesondert fiir einige Treiberstéarken g gezeigt. Deutlich zu sehen ist die Verbrei-
terung und Verlagerung der Resonanzen zu hoheren (2, ebenso das Auftreten
einer Vielzahl von weiteren Resonanzen bei geringen Frequenzen.
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Abbildung 5.9: Effektive Temperatur Beg in Abhéngigkeit von der Treiberfrequenz.
Fiir g =0.01 (—), g =05 (--)und g =1 (—--).

Wir betrachten nun den Zusammenhang der effektiven Temperatur mit der
Purity P des Gleichgewichtszustandes und der effektiven Aufspaltung v. Dazu
betrachten wir die Abhéngigkeit dieser Gréfen von der Treiberstéarke g fiir
einige Treiberfrequenzen, siche Abbildung B0 auf Seite

Solange im System keine Besetzungsinversion auftritt (und das ist hier nir-
gends der Fall), besteht im kanonischen Zustand zwischen der Purity und der
Grundzustands-Besetzung ein streng monotoner Zusammenhang. Mit wach-
sender Purity nimmt dabei die Besetzung des angeregten Zustands ab, und
damit auch die Temperatur, die inverse Temperatur Seg nimmt daher mit
wachsendem P ebenfalls zu. Beim Vergleich der oberen beiden Abbildungen
in Abb. fallen jedoch deutliche Abweichungen von dieser Erwartung auf.
So erhilt man fiir = 1 ein abnehmendes fBeg, trotz zunehmender Purity.
Fiir Q = 0.4 erhélt man bei der Resonanz ebenfalls ein gegenteiliges Verhalten
von Purity und effektiver Temperatur: der praktisch vollstdndig gemischte Zu-
stand zeichnet sich durch eine besonders ,kalte effektive Temperatur aus. Das
gleiche gilt auch bei der fiir 2 = 0.6 einsetzenden Resonanz. Das Verhalten
der Temperatur fern der Resonanzen lisst sich dagegen tendenziell gut durch
das Verhalten der Purity erkléren.
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Grund fiir dieses Verhalten ist die parameterabhéingige effektive Aufspal-
tung. Sie fithrt zu einem konkurrierendem Effekt: eine grofsere Aufspaltung 7
fiihrt zu einer hoheren Temperatur, also einer Erniedrigung von Beg. Dabei
divergiert fiir kleine Aufspaltungen die effektive Temperatur, so dass in der
Umgebung einer Entartung der mittleren Energien E. die effektive inverse
Temperatur stark anwéchst. Die Resonanzen von (g héngen also zusammen
mit den Nullstellen der effektiven Aufspaltung.

Ein interessanter Aspekt ist, dass fiir den bisher betrachteten Parameter-
bereich 0 < g < 1 die effektive Temperatur des Systems durch den Treiber
grundsétzlich kilter wird (fiir die inverse Temperatur gilt tiberall feg > ().
Das Verhalten fiir grofe Treiberstirken g ist in Abbildung BTl auf Seite
aufgetragen: In diesem Bereich werden die Resonanzen mit zunehmendem g
immer kleiner, die effektive Temperatur hingt aufferdem nur noch schwach
von der Treiberfrequenz ab. Gleichzeitig sinkt die effektive inverse Tempe-
ratur immer mehr unter die des Bades, das System wird durch den starken
Treiber also heifser.

5.2.3. Zeitabhingigkeit der Gleichgewichtszustiande

Einige Beispiele fiir die Zeitentwicklung des Gleichgewichtszustandes im Schro-
dinger-Bild sind in Abbildung auf Seite B zu verschiedenen Treiberstér-
ken gezeigt. Fiir sehr kleine g weicht der Zustand wie zu erwarten nur gering-
fiigig vom ungestorten Gleichgewicht ab. Vergleiche das Verhalten fiir etwas
grofiere g auch mit der in Abbildung BT aufgetragenen Purity fiir Q = 1.2.
Diese nimmt mit zunehmendem Treiber zunéchst ab, entsprechend der Bloch-
vektor-Lange, bis man bei etwa g = 0.4 den vollstdndig gemischten Zustand
erhélt. Fiir grofsere Treiber nimmt die Purity dann wieder zu.
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Abbildung 5.10: Abhéngigkeiten der effektiven Temperatur Beq, der Purity P und der
effektiven Aufspaltung 7 von der Treiberstirke g fiir verschiedene
Treiberfrequenzen. Q@ = 0.4 (—), Q@ = 0.6 (---), Q@ = 0.8 (—--),
Q=1(---),0=12(—-—).
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Abbildung 5.11: Verhalten von feg fiir grofe g. Fiir @ = 0.5 (—), Q = 0.75 (----+),
Q=1(---),02=125(-——) und Q=15 (—--—).
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g = 0.01

Abbildung 5.12: Zeitentwicklung der Gleichgewichtszusténde im Schrodinger-Bild
fiir verschiedene Treiberstérken, 2 = 1.2.






6. Lokal getriebene Spinkette

Die Anwendbarkeit der in Kapitel Bl definierten effektiven Temperatur auf
grofere Systeme als das Zwei-Niveau-System soll nun anhand des Modells einer
getriebenen Spinkette untersucht werden. Dazu wird die Beschreibung des
Gleichgewichtszustandes durch die Floquet-Zustinde mit einer alternativen
Beschreibung iiber die ungestérten Eigenzustédnde verglichen.

B

Abbildung 6.1: Getriebene geddmpfte Spinkette.

6.1. Modell

Die Spinkette besteht aus n Qubits, die iiber die Heisenberg-Wechselwirkung
miteinander gekoppelt sind. Die Aufspaltungen und Kopplungsstéirken seien
identisch fiir alle Spins. Fiir den Treiber sind nun viele Méglichkeiten denkbar,
wir betrachten hier die Situation, dass auf einen der Randspins ein o,-Treiber
wirkt, siche Abbildung Der Hamiltonian lautet also

n n—1
v , , . .
Hs(t) = 3 Zag) + MZ oW . gt 4 g5 sin O, (6.1)
Jj=1 j=1
mit
n =4, v=1, = 0.05, Gmax = 30, (6.2)

und unterschiedlichen Treiberparametern g und 2. Die Badtemperatur soll in
diesem Kapitel immer 5 = 1 betragen. Die weiteren Badparameter sind (vgl.

99
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Abschnitt [C2Z2)

A=Y 0P +oP c=3 =1, (6.3)
J

wobei 79 nur fiir die numerischen Berechnungen benétigt wird, der erreichte
Gleichgewichtszustand hingt von der Badstérke nicht ab.

6.2. Effektive Temperatur

Fiir dieses Modell soll nun die Anwendbarkeit der in Kapitel @] eingefiihrten
effektiven Temperatur genauer untersucht werden.

Wir betrachten dazu den Gleichgewichtszustand in zwei verschiedenen Be-
schreibungsmoglichkeiten. Die erste ist die Beschreibung iiber die Besetzung

der Floquet-Zustinde: die Verteilung P(F), also P; als Funktion der mittle-

ren Energie der Floquet-Zustdnde, E;. Sie ist fiir die getriebene Spinkette in
Abbildung gezeigt.

lgP -2

-1 0 _ 1 2
E
Abbildung 6.2: Verteilung P(E), fiir n = 5, p = 0.05, g = 0.2, Q = 0.8. Die Vertei-
lung entspricht einer effektiven Temperatur von SBeg = 1.26.

Wir vergleichen nun diese Verteilung mit einer Beschreibung iiber die unge-
triebenen Eigenzusténde: wir verwenden dazu die Verteilung der Besetzungen
der Eigenzusténde liber den Eigenenergien. Da sich diese Besetzungszahlen in
der Regel {iber den Verlauf einer Treiberperiode 7 &ndern, betrachten wir den
Mittelwert

5.1 (g ,
P, = /0<Ez‘p(t)‘Ez>dt. (6.4)

T
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Abbildung 6.3: Verteilung P(E), Parameter wie in Abbildung Die Verteilung
entspricht einer effektiven Temperatur von FB.g = 0.995.

Die Verteilung P(E) ist in Abbildung gezeigt. Die beiden Zugéinge unter-
scheiden sich sozusagen durch die Art der Mittelwertbildung: Eine der beiden
interessierenden Grofen ist jeweils zeitabhéngig, in der Floquet-Darstellung
liegen konstante Besetzungszahlen mit zeitabhéngigen Zustdnden vor, bei der
Beschreibung iiber die Eigenzusténde sind die Zusténde konstant, dafiir sind
die Besetzungszahlen zeitabhangig.

Die Verteilung P(E) zeigt ein interessantes Verhalten: auch wenn die Be-
schreibung {iber die Floquet-Zusténde, wie unten diskutiert, eine bessere Cha-
rakterisierung der Gesamtverteilung liefert, sind die mittleren Besetzungszah-
len innerhalb der Unterrdume gleicher Spin-Anregung in sehr guter Naherung
kanonisch verteilt. Die effektiven Temperaturen, die sich aus den Verteilun-
gen P(E) in den jeweiligen Unterriumen ergeben, liegen dabei bei ungefiihr
B8 =4.1bis §=4.4.

Wir vergleichen nun die in Kapitel Hl definierte effektive Temperatur aus
der Verteilung P(E) mit der Temperatur, die sich aus der Verteilung P(FE)
ergibt. Um quantitativ zu beurteilen, wie gut die Verteilungen durch eine ka-
nonische Besetzung beschrieben werden kénnen, betrachten wir jeweils das
Bestimmtheitsmafl R? der linearen Regression. Dabei ist R der empirische
Korrelationskoeffizient zwischen den Energien z; := E; und den Besetzungs-
zahlen y; := In P; (fiir die Verteilung P(F) entsprechend),

_ >oi(xi —T)(yi —7)
\/Ez(xz -7)%: Zz(yt —7)?
siehe |§]. Fiir den Wertebereich von R? gilt
0<R?<1, (6.6)

R (6.5)
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wenn die Verteilung exakt durch die Regression beschrieben wird ist R? = 1,
wenn kein linearer Zusammenhang besteht ist R? = 0. In Abbildung BEAist R?
fiir die Spinkette aufgetragen. Zwei Punkte fallen dabei auf:

1

R2

0.75 1 1.25
Q

Abbildung 6.4: Bestimmtheitsma R? fiir die Verteilungen P(E) (—) und
P(E) () fiir eine Spinkette (n = 5, u = 0.05, g = 0.2).

e Die Beschreibung iiber die Floquet-Zusténde ist fiir den gesamten Pa-
rameterbereich besser als die Beschreibung iiber die mittlere Besetzung
der ungestorten Eigenzustdnde. Es ist also gerechtfertigt, die Vertei-

lung P(F) zur Beschreibung des Systems zugrunde zu legen.

e In der Nédhe der Resonanz ) = v erhélt man in sehr guter Ndherung eine
kanonische Besetzung der Floquet-Zustdnde beziiglich ihrer mittleren
Energie; dort ist die alternative Beschreibung besonders aussagelos.

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dass sich fiir dieses Modell
(zumindest fiir bestimmte Parameterbereiche) die Gleichgewichts-Besetzungs-
zahlen der Floquet-Zustédnde in guter Naherung durch eine effektive Tempe-
ratur fBeg beschreiben lassen.

6.3. Parameterabhidngigkeit der effektiven
Temperatur

Wir betrachten nun die Abhéingigkeit der effektiven Temperatur von Trei-
berfrequenz und Treiberstirke. In Abbildung ist dazu Geg fiir die in Ab-
schnitt gegebenen Modellparameter aufgetragen.

Wie beim getriebenen Qubit in Abschnitt BEZ2 betrachten wir zunéchst
das Verhalten fiir kleine g, vergleiche dazu auch Abbildung B8l auf Seite B3]
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Abbildung 6.5: Effektive Temperatur (e der Spinkette von Treiberstirke und
-frequenz. Der Wertebereich liegt zwischen Beg &~ 0.7 und Seg ~ 1.9.

in der die Q-Abhéngigkeit fiir einige Treiberstdrken noch einmal gesondert
aufgetragen ist. Auch hier erhélt man einen Resonanzpeak bei Q = v, fiir Fre-

0.8

Abbildung 6.6: Abhéngigkeit von SBeg von der Treiberfrequenz 2 fiir verschiedene
Treiberstirken: g = 0.01 (—), g =0.5 (), g =1 (—--).

quenzen fern dieser Stelle weicht die effektive Temperatur nur geringfiigig von
der Temperatur der Umgebung ab. Dieses dhnliche Verhalten ist durchaus zu
erwarten, da die einzelnen Qubits der Kette nur schwach miteinander gekop-
pelt sind. Die Kopplung an die anderen Spins macht sich allerdings in einer
deutlichen Verbreiterung der Resonanz bemerkbar, wie durch einen Vergleich
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mit Abbildung auf Seite B3 gut zu sehen ist.

Anders als beim einzelnen Qubit tritt allerdings fiir zunehmende Treiber-
stirke weder ein Verschiebung der Resonanz auf, noch eine merkliche Verbrei-
terung des Peaks. Aufserhalb der zentralen Resonanz ist Beg nur schwach von
den Treiberparametern abhéngig, weitere Resonanzen scheinen nicht aufzutre-
ten. Ein weiterer Unterschied zum Qubit ist, dass in diesem Parameterbereich
effektive Temperaturen auftreten, die einer Erwérmung im Vergleich zum Bad
entsprechen.

Fiir grofe Treiberstéirken ergibt sich wieder ein &hnliches Bild wie beim
einzelnen Qubit, sieche Abbildung B7d Auch hier ist die Tendenz erkennbar,
dass fiir zunehmendes g das System immer heifser wird.

lgg

Abbildung 6.7: Verhalten von (g fiir grofe g und Q = 0.5 (—), @ = 0.75 (----),
0O=1 (—-—)’ 0= 1.25 (———) und Q = 1.5 (_.._).



7. Getriebenes Teilchen im
Potenzialtopf

Als ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der Floquet-Mastergleichung
betrachten wir nun ein getriebenes Teilchen im unendlichen Potenzialtopf.
Fiir das Modell des getriebenen harmonischen Oszillators wurde mit der Me-
thode der stochastischen Wellenfunktionen gezeigt, dass sich eine kanoni-
sche Besetzung der Floquet-Zustédnde einstellt [6]. Breuer et al. haben am
Potenzialtopf~-Modell demonstriert, dass fiir nichtharmonische Potenziale die
Besetzung der Floquet-Zusténde in der Regel von einer kanonischen Verteilung
abweicht |3, 22].

Hier soll zunédchst die von den Autoren beobachtete Verteilung beschrieben
werden, die eine interessante Form aufweist. Das zugrundeliegende Modell
wird im n#chsten Abschnitt genauer spezifiziert. Anschliefend wird dann in
Abschnitt das Konzept der effektiven Temperatur auf das Modell ange-
wandt und deren Parameterabhéngigkeit genauer betrachtet.

Der Hamiltonoperator lautet

R? d?
Hg(t) = o da2 + V(z) + A\rsinwt, (7.1)
mit
i
V(z) = ot ol <, (7.2)
oo, fir |a| > a.

Berechnet man fiir dieses Modell den quasistationiren Zustand, so erhélt man
fiir die in [3] verwendeten Parameter die in Abbildung [Tl gezeigte Verteilung.
Dargestellt ist die Besetzung der Floquet-Zustédnde aufgetragen iiber ihrer
mittleren Energie. Wie sich herausstellt, zerfillt die Verteilung in zwei Berei-
che: ein von den Autoren als ,Plateau” bezeichneter Bereich bei tiefliegenden
Zustanden, mit praktisch konstanter Besetzung, und ein Bereich exponentiel-
ler Abnahme fiir hoherliegende Zustédnde. Die Lage der Grenze zwischen diesen
beiden Bereichen ist dabei praktisch nicht von der Temperatur des Bades ab-
héngig, und wandert mit zunehmender Treiberstérke zu héheren mittleren
Energien. Die Verteilung oberhalb der Plateau-Grenze entspricht gerade der
einer kanonischen Verteilung mit der Temperatur des Bades.

65
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Abbildung 7.1: Besetzung der Floquet-Zusténde iiber deren mittlerer Energie. Eige-
ne Rechnung, Parameter wie in |i]: o = 20, g = 4.96; fiir Tempera-
tur 8 = 1.

7.1. Modell

In diesem Abschnitt wird das verwendete Modell genauer beschrieben, wir
folgen dabei im Wesentlichen [d], die Nomenklatur wird dabei an die hier
verwendete angepasst. Im Folgenden sei A = 1.

Breuer et al. fithren eine Transformation des Systems (IZ1I]) auf dimensions-
lose Grofen durch, mit

- - ~ V(aZ)
Z=x/a, t=wt, V(Z)= Pk (7.3)
Dies fiihrt schliefflich zum &dquivalenten Problem
Hg(t) = ! d2+V()+ in Qt (7.4)
s(t) = —5-93 x) + ga sin Qt, .
mit dem Potenzial
0, fi <1
Vi) =4 " ol <1, (7.5)
oo, fiir |z| > 1.
Die Modellparameter ergeben sich dabei zu
A
a=mdw, g¢g= a—, Q=1. (7.6)
w

Der Parameter « ist identisch mit dem entsprechenden Parameter in [H], die
Treiberstirke wird dort anstelle von g durch den Parameter 8 = g/« charak-
terisiert.
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Mit den bekannten Eigenenergien des Potenzialtopfs erhdlt man also fiir
den Hamiltonoperator in der Eigenbasis {|j)} des ungetriebenen Systems

Hs(t) = Ho + Ha:(2), (7.7)
mit
7T2j2
Hy = 1) (7 1 =1,2,3,... 7.8
o=l =123, (7.8)
Hy,(t) = gxsin Q. (7.9)

Die Darstellung des Ortsoperators z in dieser Basis ist nach [A]

<‘7|x‘k> I C [ B T fiir j — k ungerade. (7.10)

4 {0, fiir j — k gerade,
Gtk G-k’

Die Kopplung des Systems an das Bad der Temperatur (3 erfolgt ebenfalls
iiber den Ortsoperator, der Badoperator A ist also

A=z (7.11)

Der Einfachheit halber wurde in [d] ein Bad mit konstanter Zustandsdichte
gewdhlt, mit £ = 0, vgl. (CZ9), so dass sich die Dampfungsrate zu

! ‘ (7.12)

’Y(w) X ‘1 _ e*ﬁhw
ergibt. Wir werden zunichst dasselbe Bad-Modell verwenden, spéter werden
wir auch noch das Verhalten fiir ein Bad mit £ = 3 betrachten. Fiir die numeri-
schen Rechnungen muss der Hamiltonian abgeschnitten werden, dies geschieht
nach d Niveaus, die Fourierreihe der Floquet-Zustinde wird nach ¢y,.x Termen

abgebrochen.
Die Parameter fiir die folgenden Rechnungen sind

d=25, a=20, B=1, Q=1 guax =55, (7.13)

bei Treiberstéarken g zwischen 0 und 10.

Das im vorigen Abschnitt beschriebene Verhalten der Gleichgewichts-Ver-
teilung lasst sich plausibel machen, wenn man die Eigenschaften der Floquet-
Zustéande fiir dieses Modell etwas genauer betrachtet.

Abbildung [CZstellt einen Vergleich zwischen dem Spektrum des ungetriebe-
nen Systems und dem Spektrum der mittleren Energien der Floquet-Zusténde
an. Der Zerfall in zwei Bereiche ist deutlich zu erkennen: im unteren Bereich
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Abbildung 7.2: Vergleich des Spektrums {E;} der mittleren Energien der Floquet-
Zustande mit den ungetriebenen Eigenenergien {E;}. Parameter wie
in Abb. [T

wirkt sich der Treiber stark auf das System aus, wéhrend der Treiber auf
die Zusténde oberhalb der Plateau-Grenze offenbar kaum einen Einfluss hat.
Desweiteren ist in Abbildung auf Seite B9 gezeigt, wie sich die Floquet-Zu-
stdnde des getriebenen Systems aus den ungestorten Zustdnden zusammenset-
zen. Dazu ist der iiber eine Treiberperiode gemittelte Uberlapp |(j]€4 (t))|? mit
den Eigenzusténden |j) des ungetriebenen Systems aufgetragen. Im Plateau-
Bereich setzen sich die Floquet-Zustéinde praktisch aus allen tief liegenden
Eigenzustéinde zusammen, es ergibt sich eine hohe Vermischung dieser Zu-
stdnde. Fiir zunehmende Eigenenergien werden die Zustdnde immer weniger
durch den Treiber modifiziert, merkliche Beitrdge zu den Floquet-Zustdnden
gibt es nur noch durch die direkt benachbarten Zustidnde.

7.2. Effektive Plateau-Temperatur

Wir betrachten die quasistationdren Zustédnde dieses Modells nun genauer.
Die Abbildung [ auf Seite [ zeigt Verteilungen der Besetzung der Floquet-
Zusténde fiir verschiedene Treiberstdrken g, die Badtemperatur ist in allen
Féllen 6 = 1. Aus der Abbildung kann zum FEinen abgelesen werden, dass
die hoheren Zusténde nach einer Boltzmann-Verteilung mit der vorgegebenen
Badtemperatur besetzt werden, dies entspricht in der logarithmischen Auftra-
gung einer Gerade mit entsprechender Steigung. (Bei hohen Energien treten
fiir groke Treiberstarken merkliche Abweichungen von der Boltzmann-Vertei-
lung auf; diese Abweichungen sind ein Artefakt, das aus dem Abschneiden des
Spektrums resultiert.) Zum Anderen wird deutlich, dass der Plateau-Bereich
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Abbildung 7.3: Gemittelter Uberlapp |(j|€4(t))|> der Floquet-Zustéinde (sortiert
nach mittlerer Energie) mit den ungestorten Eigenzustinden des Po-
tenzialtopfs. Parameter wie in Abb. [[1l Dunkle Felder entsprechen
grokem Uberlapp.

je nach Treiberstéirke unterschiedlich stark ausgepragt ist. In [H] wurde bereits
berichtet, dass die Breite dieses Bereichs mit der Treiberstdrke zunimmt. Es
zeigt sich nun aufserdem, dass es sich nicht um ein Plateau mit identischer Be-
setzung handelt, sondern um einen Bereich, in dem ebenfalls ndherungsweise
eine kanonische Verteilung vorliegt, allerdings mit einer von der Badtempera-
tur verschiedenen effektiven Temperatur.

Wie in Abschnitt diskutiert, ldsst sich durch Anpassen einer exponenti-
ellen Verteilung eine effektive Temperatur SBeg fiir den Plateau-Bereich bestim-
men. Die Abhéngigkeit dieser effektiven Plateau-Temperatur von der Treiber-
starke g ist in Abbildung gezeigt. Flir ¢ = 0 erhdlt man natiirlich die
kanonische Besetzung aller Zustédnde. Fiir kleine g liegt die effektive Tempera-
tur noch nahe bei der Badtemperatur, das ,,Plateau” duflert sich nur in einem
leichten Knick in der Verteilung. Fiir grofere Treiberstidrken pendelt sich der
Wert schliefilich auf eine effektive Temperatur nahe bei Null ein. (Auffallend
ist der besonders niedrige Wert von B.g bei g = 5, dies entspricht gerade den
von Breuer et al. gewéhlten Parametern.)

Die bisherigen Resultate gelten fiir ein Bad mit konstanter Zustandsdichte,
& = 0. Wir betrachten nun im Vergleich dazu noch das Bad-Modell mit £ = 3,
das auch fiir den Rest dieser Arbeit verwendet wurde. Abbildung [0 zeigt
die Verteilung der Besetzungszahlen fiir verschiedene Treiberstérken, Abbil-
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Abbildung 7.4: Besetzung der Floquet-Zustéande iiber deren mittlerer Energie fiir ver-
schiedene g (¢ = 0.001,0.5,1,2,4,6,8,10).

1

Abbildung 7.5: Abhingigkeit der effektiven Plateau-Temperatur von der Treiberstér-
ke.

dung [Z7 die Abhéngigkeit der effektiven Plateau-Temperatur von der Trei-
berstérke. Der auffallendste Unterschied zum vorigen Modell ist, dass sich die
effektive Temperatur fiir groflere Treiberstdrken auf einen Wert einpendelt,
der deutlich von Null verschieden ist.
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Abbildung 7.6: Besetzung der Floquet-Zustéande iiber deren mittlerer Energie fiir ver-
schiedene g (g = 0.001,0.5,1,2,4,6,8,10), Bad-Modell mit £ = 3.

Abbildung 7.7: Abhéngigkeit der effektiven Plateau-Temperatur von der Treiberstér-
ke, Bad-Modell mit £ = 3.






8. Strome in periodisch
getriebenen Systemen

Wir betrachten nun die Energiebilanz eines allgemeinen getriebenen Systems,
das einer Lindblad-Mastergleichung gehorcht [26]

o= —i[Hs. o] + Do) (8.1)

Zunichst sollen keine weiteren Annahmen iiber den Hamiltonian Hg(t) und
den moglicherweise ebenfalls explizit zeitabhédngigen Dissipator getroffen wer-
den. Spéter wird dann speziell angenommen, dass Treiber und Lindblad-Ope-
ratoren periodisch sind.

Aus der Energiebilanz werden einige allgemeine Aussagen iiber die im Sys-
tem auftretenden Energiestrome abgeleitet. Dabei wird insbesondere auch auf
die fiir thermodynamische Maschinen typische Situation eingegangen, bei der
sich das System zwischen zwei Bédern befindet. Anschliefend soll ndher auf
die bei allgemeinen periodisch getriebenen Systemen auftretenden Stréme ein-
gegangen werden, und speziell auch auf Systeme, die sich nach der Floquet-
Mastergleichung verhalten.

8.1. Definition von Treiber- und Badstrom

Das getriebene System hat zwei ,Kontaktstellen®, iber die mit der Auflenwelt
Energie ausgetauscht werden kann. Moglich sind zum Einen Stréme zwischen
System und Bad und zum Anderen ,Strome* zwischen System und Treiber,
also die vom Treiber am System verrichtete oder aus dem System abgezogene
Arbeit. Die Definition der Strome erfolgt tiber die Energiebilanz des Systems.
Dazu soll zundchst der Erwartungswert eines beliebigen Operators X und
dessen Zeitableitung betrachtet werden

X :=Tr(Xp), X= %Tr(Xp). (8.2)

73
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Fiir die System-Zeitentwicklung nach der Mastergleichung (Bl) folgt

X = 1S ) 4 (4 Hs(0), ] X) + TH(XD(0). (8.3)

Aus der zyklischen Invarianz der Spur, Tr([Hs(t),p] X) = Tr([X, Hs(¢)] p),
erhélt man speziell fiir den Energie-Erwartungswert Eg

Fs = B 4 s (8.4)
mit

Sdr dHS ~diss

Bl = Tr(wp), Ediss .= Te(HgD(p)). (8.5)

Die Energiednderung des getriebenen Systems ist also gegeben durch einen
Treiber-Anteil Egr und einen Bad-Anteil Egiss (,,Treiberstrom* und ,Bad-
strom®). Aus diesen ergibt sich direkt die wihrend eines Zyklus vom Treiber
verrichtete Arbeit bzw. die aus dem Bad aufgenommene Wirme,

AW = / EEdt, AQ= / Edsqe. (8.6)
0 0

8.2. Strom bei zwei Badern

Bei Modellen zur Warmeleitung oder bei thermodynamischen Maschinen liegt
typischerweise eine Situation geméif Abbildung vor: ein zunéichst nicht
niher spezifiziertes System befindet sich im Kontakt mit zwei Béddern unter-
schiedlicher Temperatur. Diese werden durch zwei voneinander unabhéngige

Jl -]2
B1 L Hs(t) > B

Abbildung 8.1: System zwischen zwei Bédern.

Dissipatoren beschrieben, so dass D durch zwei Anteile ausgedriickt werden
kann

D =D, + Ds. (8.7)
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Der dissipative Anteil der Energiednderung des Systems, der Badstrom, kann
nun ebenfalls in zwei Beitrage aufgeteilt werden

E(Siiss _ Jl _ (]27 (88)
mit
Jy i=Te(HsDy), Jpi= —Te(HsDy). (8.9)

Die Definition ist geméfs der in der Abbildung vorgegebenen Pfeilrichtungen
gewahlt. Ein positiver Strom J; soll also vom Bad 1 in das System hinein
flieflen, wahrend ein positiver Strom Jy aus dem System heraus in das zweite
Bad fliefit.

Fiir das Verhéltnis der beiden Badstréme folgt im ungetriebenen Fall ei-
ne besonders einfache Beziechung. Da dann EZ" = 0 ist, gilt wegen (€4 im
stationéren Zustand

Ji1 = Jo, fiir Hg = konst, (8.10)

auch wenn es sich dabei um einen Nichtgleichgewichts-Zustand mit D # 0
handelt. Da sich die Systemenergie nicht dndern darf, miissen hinein- und
herausfliefsender Strom gleich grof sein.

8.3. Strome fiir einen allgemeinen
quasistationdren Zustand

Fiir ein periodisch getriebenes System kénnen speziell fiir die Mittelwerte der
Strome iiber eine Treiberperiode weitere Beziehungen abgeleitet werden. Es
wird dazu angenommen, dass sich nach einer anfinglichen Relaxationsphase
ein quasistationdrer Zustand der Form

Pt +7) = p™(0) (8.11)

einstellt. Diese Eigenschaft ist fiir das Floquet-Gleichgewicht immer erfiillt,
sie gilt aber auch allgemein bei Systemen, die als Modell fiir eine periodisch
arbeitende Maschine fungieren.

Wir betrachten nun die Mittelwerte der Stréme iiber eine Treiber-Periode.
Da sowohl Hamiltonoperator Hg als auch Dichteoperator p%® periodisch sind,
ist auch Fg periodisch, die mittlere Energieinderung muss also verschwinden,
<ES>T = 0. Aus der Energiebilanz &3l folgt daher die Beziehung

(), = — (B = — (] - ), (8.12)

T
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Diese Gleichung besagt einfach, dass im quasistationdren Zustand die ,Net-
to-Energie”, die vom Treiber verrichtet wird, ,gepuffert® durch das System
vollstandig in das Bad fliefst.

8.4. Strome im Floquet-Gleichgewicht

Der Floquet-Gleichgewichtszustand weist neben der Quasistationaritit weitere
Eigenschaften auf: so gilt hier D = 0. Daraus folgt, dass der Badstrom zu
jedem Zeitpunkt verschwinden muss

Efs =0 = FEg=FE3 (8.13)

Energie kann also ausschlieflich durch den Treiber zugefiihrt werden. Fiir den
Mittelwert tiber eine Treiberperiode folgt dann aus (12
(BEdy_=o0. (8.14)

Der Treiber kann also im Mittel weder Arbeit am System verrichten, noch
Arbeit aus dem System ziehen. Das bedeutet insbesondere auch, dass eine
funktionierende thermodynamische Maschine nicht durch dieses Modell be-
schrieben werden kann. Anschaulich l&sst sich dies durch die in das Modell
einflielende Trennung der Zeitskalen erklaren: Arbeit ldsst sich nur effektiv aus
den Bédern ziehen, wenn Treiberdynamik und Relaxation auf einer vergleich-
baren Zeitskala ablaufen. Dies widerspricht aber den Voraussetzungen (B220)
der Floquet-Mastergleichung.

Fiir ein Modell mit zwei Badern folgt fiir das Floquet-Gleichgewicht aufser-
dem, dass wegen Dy = —D; die beiden Badstréome zu jeder Zeit iibereinstim-
men miissen

Ji(t) = Jo(t). (8.15)

Ein Wérmestrom zwischen den zwei Badern fliefst also vollstdndig und ,unge-
bremst“ von Bad 1 durch das System zu Bad 2.

In Kapitel @ wird dieser Wéarmestrom durch das System n&her betrachtet.
Wir definieren dazu den mittleren Warmestrom

1 [ 1 [

J = lim —/ Ji(t)dt = lim —/ Tr(HgDy)dt. (8.16)
t'—oo t! 0 t'—oo t! 0

Wiéhrend die Differenz der Strome, der Netto-Strom (BH), periodisch mit 7

ist, trifft dies im Allgemeinen auf die Teilstrome nicht zu. Daher muss hier der

Langzeit-Mittelwert gebildet werden.
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8.5. Beispiel: Qubit mit o.-Treiber

Als Beispiel-Modell fiir den Zusammenhang von Bad- und Treiberstrom be-
trachten wir wieder ein einzelnes, an ein Bad gekoppeltes Qubit. Um das in
Abschnitt diskutierte allgemeine Verhalten beobachten zu koénnen, wird
zunéchst die vereinfachte Mastergleichung aus Abschnitt RT3l verwendet, auf
den Spezialfall der Floquet-Mastergleichung wird dann am Ende dieses Ab-
schnitts kurz eingegangen.

Wir betrachten den speziellen Fall des o,-Treibers, mit dem Hamiltonope-

rator ([ZZ3))
Hszh{g—i—gsin(lt}oz. (8.17)

Die Zeitentwicklung des Treiber- und Badstroms sind in Abbildung fiir ei-
nige Treiberperioden gezeigt. Nach einer anfinglichen Relaxationsphase stellt

Abbildung 8.2: Treiberstrom (——) und negativer Badstrom (———) fiir o.-Treiber
v =1 Q = 15 g = 02, v = 0.5). mittlere Strome:
(ES) = — (EJ™) = 0.008882.

sich im System ein quasistationédrer Zustand ein. Die Mittelwerte der Strome

erfiillen fiir diesen Zustand Gleichung ([EI2)

(E§"), = — (ES™), . (8.18)

Da bei diesem speziellen Treiber nur die Energieeigenwerte modifiziert werden,
die Eigenbasis jedoch konstant bleibt, ergibt sich ein quasistationérer Zustand,
der zu jedem Zeitpunkt diagonal in der Eigenbasis ist. Damit befindet sich das
Zwei-Niveau-System jederzeit in einem echten kanonischen Zustand, dessen
Temperatur sich aus Gleichung ([D3)) ergibt.
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In |47] wurde gezeigt, dass unter diesen Voraussetzungen fiir ein System
mit parameterabhéngigem Energiespektrum die Gibbs’sche Fundamentalform
gilt,

dEg = TdS + W, (8.19)

mit der in Gleichung (C4)) definierten von-Neumann-Entropie S des Systems.
Danach ergibt sich eine Anderung der inneren Energie des Systems aus zwei
Beitréigen, der Beitrag aus der Entropie-Anderung dS resultiert dabei aus
einer Anderung der Besetzungszahlen der Eigenzustinde. Die am System ver-
richtete Arbeit 6W ergibt sich aus der Anderung des Spektrums bzw. des
Hamiltonoperators, dies ist gerade die durch den Treiber verursachte Ande-
rung der Systemenergie, E‘Sir.

Fiir die wahrend eines Zyklus vom Treiber am System verrichtete Arbeit
gilt damit

AW = — f{ Tds. (8.20)

Sie ergibt sich also aus der im T-S-Diagramm eingeschlossenen Fléche. Das
T-S-Diagramm fiir das mit den Parametern der Abbildung getriebene
Qubit ist in Abbildung gezeigt. Tatséchlich stimmt wie zu erwarten die
aus Gleichung ([B20) erhaltene Arbeit bzw. Leistung mit dem erhaltenen Trei-
berstrom iiberein.

Abbildung 8.3: T-S-Diagramm fiir das Modell der Abb. (Umlaufsinn:
gegen den Uhrzeigersinn). Fliche AW = 0.0371804, Leistung
AW/T = 0.008876.

Fiir allgemeinere Treiber-Modelle, wie z. B. einen o,-Treiber, ist die Situa-
tion etwas komplizierter. Da dann der Systemzustand in der Regel nicht dia-
gonal in der momentanen Eigenbasis ist, ist die Fundamentalform (8T9) nicht



8.5. Beispiel: Qubit mit o,-Treiber 79

mehr anwendbar. Es ist dann nicht mehr mdoglich, ein aussagekraftiges T-S-
Diagramm aufzustellen.

Wir kommen nun noch einmal kurz auf die Floquet-Mastergleichung zu
sprechen. Abbildung zeigt fiir das gleiche Modell (BTT) das resultierende
Verhalten des Treiber- und Badstroms. (Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass
fiir die gewdhlten Parameter die Relaxationszeit von derselben Gréfenordnung
wie die Treiberfrequenz ist. Die Floquet-Mastergleichung ist nach (B20) fiir
diesen Parameterbereich eigentlich nicht giiltig. Hier sollen jedoch nur die
prinzipiellen Unterschiede zur vorigen Mastergleichung veranschaulicht wer-
den, und der quasistationére Zustand selbst hiangt von der Badkopplungsstér-
ke nicht ab.) Der Badstrom verschwindet hier nach einer Relaxationsphase,

Abbildung 8.4: Treiberstrom (——) und negativer Badstrom (———) fiir o.-Treiber
(Floquet-Gleichgewicht), Parameter wie in Abb. Mittlerer Trei-
berstrom: (E§")_ = 0.
wéahrend sich der Treiberstrom auf ein periodisches Verhalten mit Mittelwert
Null einpendelt, in Ubereinstimmung mit Gleichung (8I4), nach der in diesem
Fall der Treiber im Mittel keine Arbeit verrichtet. Da sich wegen des fehlenden
Energieaustausches mit dem Bad, bzw. wegen D = 0, die Entropie des Sys-
tems nicht dndert, erhdlt man fiir die Floquet-Mastergleichung entsprechend
auch immer ein T-S-Diagramm mit verschwindender Flidche. Im Gegensatz zu
den Ergebnissen geméf Abbildung B3 dissipiert hier der Treiber keine Warme
ins Bad.






9. Warmestrom durch eine
getriebene Spinkette

Wir betrachten nun eine typische Nichtgleichgewichts-Situation: eine Spinket-
te zwischen zwei Badern unterschiedlicher Temperatur. In einem makroskopi-
schen Koérper zwischen zwei Bédern tritt fiir diese Situation ein Warmestrom
auf, der dem Fourierschen Gesetz der Wiarmeleitung folgt. Auch fiir verschie-
dene quantenmechanische Systeme wurde die Giiltigkeit der Warmeleitungs-
gleichung bestétigt [29, 130, 34].

Es stellt sich daher die interessante Frage, wie der durch das System fliefsen-
de Strom von einem auf die Kette wirkenden Treiber beeinflusst wird. Wir be-
trachten dazu fiir den Floquet-Gleichgewichtszustand des getriebenen Systems
die Abhéngigkeit des mittleren Badstroms J von verschiedenen Treiberpara-
metern und Badtemperaturen. Es stellt sich heraus, dass sich der Strom auch

Abbildung 9.1: Wirmeleitung durch getriebene Spinkette.

fir das getriebene System in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Fourier-
schen Gesetz der Wirmeleitung befindet. Gleichzeitig zeigt das Modell aber
auch Grenzen der verwendeten Mastergleichung auf.

Ein dhnliches Modell wird auch als eine mogliche Realisierung einer ther-
modynamischen Maschine diskutiert [21]].

81
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9.1. Modell

Wir betrachten speziell eine Spinkette aus drei Qubits identischer Aufspal-
tung v, siehe Abbildung Diese sollen iiber die Heisenberg-Wechselwir-
kung schwach miteinander gekoppelt sein, der mittlere Spin wird durch einen
o-Treiber getrieben. Der Hamiltonian lautet also

3 2
Hg(t) = g Zagj) + MZ o). o0 4 g0 sin Q. (9.1)
j=1 j=1

Die Systemparameter seien v = 1 und p = 0.01, fiir die Treiberparameter g
und 2 werden verschiedene Werte verwendet werden.
An die beiden Randspins sollen zwei Biader mit den jeweiligen Temperatu-
ren 3 und (2 angekoppelt sein. Die verwendeten Badoperatoren sind
Al = ai” + 09), Ay = Uf’) + 0@, und & = 3. (9.2)
Die Badankopplung ~yy hat keinen Einfluss auf den Gleichgewichtszustand, fiir
die numerischen Rechnungen wurde ~9 = 0.1 gewé&hlt.
Das Modell entspricht der in Abschnitt besprochenen Struktur. Der
mittlere Strom von Bad 1 in Bad 2 folgt also im Floquet-Gleichgewicht aus

Gleichung (BT0) zu

1 [

J = lim —// Tr(HsDy)dt. (9.3)
t'—oo t 0

Fiir die numerischen Rechnungen wurde ¢ = 1007 verwendet. Das linke Bad

wird im Folgenden immer wéirmer gewahlt als das rechte (81 < (32), bei nor-

maler Warmeleitung erwartet man daher einen positiven Strom von links nach

rechts.

9.2. Zur Beschreibbarkeit von
Nichtgleichgewichts-Zustanden

Bevor im néchsten Abschnitt der Badstrom betrachtet wird, soll auf eine Ei-
genart der Modellierung durch die hier angewandte Mastergleichung hingewie-
sen werden: obwohl das System an zwei Béder unterschiedlicher Temperatur
gekoppelt ist, kann sich kein echter Nichtgleichgewichts-Zustand einstellen.
Um dies zu verdeutlichen, soll zundchst der Begriff des Nichtgleichgewichts
am ungetriebenen System prézisiert werden. Ausgangspunkt ist die allgemeine
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Mastergleichung (&). Fiir den stationdren Zustand gilt

d st
&P

i

:O’ h

[Hs, o] = D(p™). (9.4)

Im thermischen Gleichgewicht stellt sich ein statistisches Gemisch von Ener-
gieeigenzustinden ein, der Dichteoperator vertauscht somit mit dem System-
hamiltonian, und der Dissipator verschwindet, D(p%') = 0. Wenn das System
den Gleichgewichtszustand erreicht hat, verhélt es sich daher so, als ob das
Bad nicht vorhanden wére.

Anders fiir eine Nichtgleichgewichts-Situation, wie sie z. B. beim Ankoppeln
zweier Bader unterschiedlicher Temperatur auftreten kann. Kennzeichnend fiir
diesen Fall ist ein stationédrer Zustand, der nicht mit dem Hamiltonoperator
vertauscht, also [Hg, p**] # 0. Wenn das System dann zu irgendeinem Zeit-
punkt vom Bad abgekoppelt wird, so verldsst es den stationdren Zustand und
folgt seiner ungestorten Eigendynamik. Im Nichtgleichgewicht muss der Dis-
sipator also nach (@4l die Bedingung

D(p™) #0 (9-5)

erfiillen, das System wird in seiner Dynamik durch das Bad gehemmt. Anders
als im Gleichgewicht hingt damit der erreichte Nichtgleichgewichts-Zustand
auch von der Stéarke der System-Bad-Kopplung ab.

Das getriebene System im Floquet-Gleichgewichtszustand p% nimmt nun
eine Art Zwischenstellung zwischen diesen Situationen ein. Hier gilt

Lo = _Lipg), p%), D) =0 (9.6)
dtp - B stt), P71, P - Y .
Zwar vertauschen Dichteoperator und Hamiltonian nicht, dennoch verschwin-
det der Dissipator. Sobald also das System den quasistationdren Zustand er-
reicht hat, wird es nicht mehr durch das Bad beeinflusst, sondern entwickelt
sich nur noch nach der getriebenen Eigendynamik. Eine Nichtgleichgewichts-
Situation nach ([@I)), bei der das System in irgendeiner Form durch das Bad
gehemmt wird, lasst sich also im Rahmen dieser Modellierung nicht beschrei-
ben.

Dies liegt jedoch nicht an der Darstellung in den Floquet-Zustdnden, son-
dern an den Naherungen, die in die zugrundeliegende Born-Markow-Master-
gleichung eingehen, und lasst sich somit auch schon am ungetriebenen System
nachweisen. Dies soll an der oben vorgestellten homogenen Spinkette fiir den
ungetriebenen Fall vorgefiithrt werden. Man erhélt fiir dieses System einen sta-
tionéren Zustand, der diagonal in der Eigenbasis ist. In Abbildung sind
die Besetzungszahlen der Eigenzusténde aufgetragen. Wie zu sehen ist, verhélt
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Abbildung 9.2: Besetzungszahlen fiir die ungetriebene Spinkette mit (1 = 0.3,
B2 = 0.4. Die Verteilung entspricht einer Temperatur von
Bet = 0.3428.

sich das System so, als ob es an ein Bad einer mittleren Temperatur angekop-
pelt wére, mit einer entsprechenden kanonischen Verteilung. Auch die lokalen
Temperaturen der drei Spins zeigen kein Anzeichen eines Nichtgleichgewichts,
fir das man einen Temperaturgradienten erwarten wiirde [29]. Diese ergeben
sich nach (O3] aus den Besetzungszahlen der reduzierten Dichteoperatoren
und entsprechen fiir schwache Kopplung in guter Ndherung der Temperatur
des Gesamtsystems, siehe Abbildung Dies liegt daran, dass aufser dem

0.4
ﬁloc
- . —
0.3
1 2 3

Abbildung 9.3: Lokale Temperaturen der 3 Spins. Parameter wie in Abb.
(Randspins: Bioc = 0.3416, Binnen-Spin: Sioc = 0.3405).

Grundzustand |000) vor allem Zustédnde mit einer Anregung besetzt werden.
(Die Randspins sind geringfiigig kilter, da im niedrigsten angeregten Zustand
der Kette der mittlere Spin leicht bevorzugt ist.) Mit wachsender interner
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Wechselwirkung nehmen die lokalen Temperaturen der einzelnen Spins bei
gleich bleibender Badtemperatur hingegen zu. Fiir grofse Kopplungen ist be-
reits der Grundzustand in hohem Mafie verschrinkt, mit einer ausgeglichenen
Zahl von Spins in angeregten und nicht angeregten Zustédnden (dies ist eine
bekannte Eigenschaft der antiferromagnetischen Heisenberg-Kette [32]), die
reduzierten Dichtematrizen der einzelnen Spins liegen daher nahe beim voll-
stdndig gemischten Zustand.

Auch fiir die anderen in [29] betrachteten Typen interner Wechselwirkung
(Forster- und zufillige Wechselwirkung) erhélt man aus der hier verwendeten
(ungetriebenen) Mastergleichung kein Nichtgleichgewichts-Verhalten. Grund
dafiir ist letztendlich die sdkulare Naherung: sie fiihrt zu unabhéngigen Damp-
fungskanélen zwischen den Eigenzustédnden. Diese sind fiir die homogene Spin-
kette vollstéindig delokalisiert, daher lassen sich lokale Effekte wie z.B. ein
Temperaturgradient nicht beschreiben.

Ahnliches gilt selbst fiir inhomogene Systeme: hier kénnen zwar lokale Ei-
genschaften auftreten, nicht aber ein echtes Nichtgleichgewicht. In Abbil-
dung B4 sind dazu zwei Beispiele fiir Modelle mit unterschiedlichen Ener-

0.4 0.4

6loc 6loc

0.3 0.3

Abbildung 9.4: Lokale Temperaturen fiir inhomogene Spinketten.
Links: v1 = 0.8, 2 = 0.6, v3 = 1, Rechts: v1 =1, vo = 0.8, v3 = 1.
Badtemperaturen ebenfalls 51 = 0.3, 82 = 0.4.

gieaufspaltungen in der Kette gezeigt. Bei dem System mit drei verschiedenen
Spins stellt sich tatsdchlich ein Temperaturgradient ein, siehe den linken Teil
der Abbildung (ein Vertauschen der Badtemperaturen resultiert im entspre-
chend umgekehrten Gradienten). Das strukturell symmetrische Modell kann
jedoch keinen globalen Temperaturgradienten liefern, da die beiden Randspins
in den Eigenzustidnden gleichberechtigt auftreten, und damit bei der verwende-
ten Mastergleichung dieselbe Temperatur einnehmen miissen. Fiir beide Félle
erhélt man zwar eine Besetzung, die von der Boltzmann-Verteilung abweicht,
die stationdren Zustédnde sind jedoch diagonal in der Eigenbasis, eine Dyna-
mik wiirde also nach dem Abkoppeln der Béder nicht einsetzen. Die Master-
gleichung kann also auch bei inhomogenen Systemen nach (I) keine echten
Nichtgleichgewichts-Eigenschaften beschreiben.
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9.3. Fouriersches Gesetz der Warmeleitung

Wir betrachten nun den durch die Spinkette fliefenden Strom J in Abhéngig-
keit von den angelegten Badtemperaturen. Wie unten gezeigt wird, lasst er sich
durch das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung beschreiben, das einen linea-
ren Zusammenhang zwischen dem von Punkt 1 nach Punkt 2 fliekenden War-
mestrom J und der angelegten (kleinen) Temperaturdifferenz AT = To — T
herstellt [16]

J = —kAT. (9.7)

Die Wérmeleitfahigkeit « ist dabei positiv fiir eine normale Wérmeleitung mit
einem Strom vom wérmeren zum kilteren System.

Wir wéhlen hier eine Beschreibung iiber die inverse Temperatur 3. Die
beiden Béader sollen die unterschiedlichen Temperaturen 7 und (2 haben,
daraus folgen die Temperaturdifferenz und die mittlere Temperatur zu

AB = B2 — f, B = (B1+ B2)/2. (9.8)

Fiir kleine Temperaturdifferenzen AS < ( folgt dann fiir den Zusammenhang
mit der Temperatur T

AT ~ -AB/3*,  T=~1/p. (9.9)

Die Warmeleitungsgleichung lautet dann ausgedriickt in der inversen Tempe-
ratur

J = kAP, wobei kg 1= 1 /[ (9.10)

Fiir das betrachtete Modell zeigt Abbildung die Abhéngigkeit des Stro-
mes von der Temperaturdifferenz fiir verschiedene Treiberparameter. Die li-
neare Abhéngigkeit ([II0) ist sehr gut erfiillt, nicht nur fiir das ungetriebene
System mit g = 0, sondern auch fiir das getriebene.

Wie aus Abschnitt deutlich wird, handelt es sich hier nicht um eine
lokal definierte Warmeleitfahigkeit, da bei der verwendeten Modellierung kei-
ne lokalen Nichtgleichgewichts-Eigenschaften auftreten kénnen, wie etwa ein
Temperaturgradient. Das hier bestimmte k beschreibt nur die globale Wir-
meleitfadhigkeit der Spinkette als Ganzes.

9.4. Parameterabhangigkeit der
Warmeleitfahigkeit

Die Warmeleitfahigkeit x hidngt von verschiedenen Parametern ab. Beim ge-
triebenen System kommt dabei zu der auch schon im ungetriebenen Fall vor-
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0.001

-0.001
0
Ap

Abbildung 9.5: J(Ap) fiir verschiedene Treiberstérken g: g =0 (—), g = 0.2 (-
und g = 0.4 (—-—). Weitere Parameter: Q = 0.8 und 3 = 1.

handenen Temperaturabhingigkeit die Abhéngigkeit von den Treiberparame-
tern.

Wir betrachten zunéchst die Temperaturabhingigkeit «(3) fir das System
ohne Treiber. Dazu werden zu jeder mittleren Badtemperatur fiir vier unter-
schiedliche Temperaturdifferenzen zwischen A = 0 und 0.03 der Gleichge-
wichtszustand und der dazugehorige Dissipator D; (p*) berechnet, und damit
der Strom

J = Tr(HsDy ). (9.11)

Die Mittelung entféllt fiir diesen Fall. Aus Gleichung (I0) erhélt man da-
mit durch lineare Regression jeweils die Warmeleitfahigkeit. In Abbildung
ist k als Funktion der mittleren Badtemperatur 8 aufgetragen. Fiir kleine (8
wachst die Warmeleitfahigkeit linear mit der inversen Temperatur, x o< (.

0.03 0.03
0.02 0.02
K K
0.01 0.01
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
B T

Abbildung 9.6: x(3) und <(T) fiir g = 0, Wertebereich fir 8,7 von 0.1 bis 10.
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Dies entspricht einem 1/T-Verhalten fiir grofe Temperaturen

1
KX, fir > 1. (9.12)

Dieses prinzipielle Verhalten befindet sich in guter Ubereinstimmung mit der
Peierls-Boltzmann-Theorie der Warmeleitung in Isolatoren, die ebenfalls ein
1/T-Gesetz voraussagt [35]. Angesichts der starken Verschiedenheit der zu-
grundeliegenden Modelle ist dies durchaus ein iiberraschendes Ergebnis.

Wir betrachten nun die Warmeleitfahigkeit fiir das getriebene System. Die
Resultate fiir zwei verschiedene Treiberstérken sind in Abbildung [ gezeigt.
Wie sich herausstellt, zeigt die Warmeleitfadhigkeit beim getriebenen System
im Wesentlichen die gleiche funktionale Abhéngigkeit von der Temperatur
wie im ungetriebenen Fall. Der Einfluss des Treibers &ufsert sich vor allem
in der absoluten Grofe (dies wird auch bereits aus Abbildung deutlich).
Das System wirkt also in gewisser Weise als steuerbarer Warmewiderstand.
Ein auffallender Unterschied zum ungetriebenen System ist jedoch, dass fiir

0.02
K
0
0 2 4 6 8 10
B
0
K
-0.04
0 2 4 6 8 10
B

Abbildung 9.7: k() fiir g = 0.2 (oben) und g = 0.4 (unten), 2 = 0.8.
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gewisse Parameter auch eine negative Warmeleitfahigkeit auftreten kann: dies
entspricht einem anomalen Warmestrom vom kélteren zum wérmeren Bad, die
getriebene Spinkette wiirde in diesem Fall also wie eine Warmepumpe wirken.

9.5. Diskussion

Das Resultat, dass die getriebene Spinkette unter bestimmten Bedingungen
anscheinend als Wérmepumpe wirkt, stellt ein Problem dar. Zwar gibt es
weitere Hinweise darauf, dass dhnlich aufgebaute Systeme in der Tat als Wir-
mepumpe wirken kénnen [21]], im Rahmen der hier verwendeten Beschreibung
flihrt dieses Verhalten aber zu einem Widerspruch. Wie in Abschnitt dar-
gestellt wurde, gilt fiir das Floquet-Gleichgewicht ganz allgemein, dass der
Treiber iiber eine Periode gemittelt keine Arbeit am System verrichtet. Ei-
ne Wirmepumpe ohne Arbeitsaufnahme widerspricht jedoch den Gesetzen
der Thermodynamik. Wir haben jedoch auch festgestellt, dass die verwendete
Mastergleichung wesentliche Eigenschaften eines Nichtgleichgewichts prinzipi-
ell nicht modellieren kann, siehe Abschnitt Es liegt also die Schlussfolge-
rung nahe, dass es sich bei der gefundenen Funktion als Warmepumpe um ein
Artefakt der unzureichenden Modellierung handelt.

Andererseits erscheinen einige Aspekte der Vorhersagen sehr plausibel, wie
die Giiltigkeit des Fourierschen Gesetzes (auf globaler Ebene) und die Form
der Temperaturabhéngigkeit der Warmeleitfiahigkeit. Wir glauben, dass die-
se Resultate auch durch andere Methoden zur Beschreibung offener Systeme
bestétigt werden konnten. Dabei wiirde die Kombination mit der Floquet-
Darstellung sicherlich auch dort zu weiteren Einblicken fiihren.






Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten von dissipativen Quantensys-
temen betrachtet, die einem periodischen semiklassischen Treiber unterliegen.
Der Einfluss der Umgebung wird dabei durch eine Born-Markowsche Master-
gleichung beschrieben, die in einer dem periodischen System angepassten Ba-
sis, der Floquet-Basis, formuliert wird. Das Interesse liegt dabei vor allem auf
Modellsystemen, die auch im Zusammenhang der Quanteninformationsverar-
beitung betrachtet werden, modular aufgebaute Netzwerke bzw. Ketten von
Qubits. An diesen Systemen kénnen auch Phénomene der Thermodynamik
demonstriert werden, wie Thermalisierung, Wéarmeleitung oder das Konzept
der thermodynamischen Maschine.

Die Behandlung explizit zeitabhingiger Quantensysteme und deren Zeit-
entwicklung ist in der Regel mit einem hohen Aufwand verbunden. Nur in
den wenigsten Fillen lassen sie sich geschlossen 16sen. Wenn man sich nicht
auf Systeme mit schwachen Treibern und stérungstheoretische Methoden be-
schranken will, bieten fiir periodische Systeme die Floquet-Zusténde eine vor-
teilhafte Beschreibung. Diese dhneln in vielerlei Hinsicht den Eigenzustédnden
des zeitunabhingigen Systems, und bilden sozusagen eine Eigenbasis fiir das
gekoppelte System-Treiber-Modell.

Auch die Beschreibung der dissipativen Dynamik profitiert von dieser Dar-
stellung. Unter {iblichen Naherungen (Born-Markow, Sdkularnédherung) erhélt
man in dieser Basis eine Mastergleichung fiir den Dichteoperator, die nicht
mehr explizit von der Zeit abh#ingt. Sie beschreibt ein Verhalten, bei dem
das System in ein statistisches Gemisch der Floquet-Zustéinde relaxiert. Im
Schrédinger-Bild ist dieser Zustand ,quasistationér: zeitabhéngig mit dersel-
ben Periode wie der Treiber. Eine weitere Eigenschaft der Floquet-Master-
gleichung ist, dass das Bad im quasistationédren Zustand keinen Einfluss mehr
auf das System ausiibt; sobald dieser Zustand erreicht ist, folgt das System
seiner unitéren, getriebenen Dynamik. Da diese Eigenschaft dem Verhalten
im ungetriebenen Gleichgewichtszustand entspricht, wird in dieser Arbeit der
quasistationéire Zustand trotz seiner Nicht-Stationaritdt auch als ,Floquet-
Gleichgewichtszustand“ bezeichnet. Damit hingt auch zusammen, dass der
erreichte Gleichgewichtszustand nicht von der Groéfke der System-Bad-Kopp-
lung abhéngt.

Die Darstellung im Floquet-Bild bietet auch in numerischer Hinsicht einen
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enormen Vorteil fiir die Beschreibung des Langzeit-Verhaltens. Da die Mas-
tergleichung im Schrédinger-Bild explizit zeitabhéngig ist, muss in der Regel
eine numerische Integration iiber viele Treiberperioden durchgefiihrt werden.
Die Floquet-Mastergleichung liefert den Gleichgewichtszustand durch die Dia-
gonalisierung des zeitunabhangigen Dissipators.

Auch wenn die Mastergleichung in der Floquet-Darstellung die gleiche Form
wie die gew6hnliche Mastergleichung fiir das ungetriebene System hat, gibt es
doch einige Unterschiede. So ist der Gleichgewichtszustand zwar diagonal in
dieser Basis, die einzelnen Zusténde sind jedoch im Allgemeinen nicht nach
einer Boltzmann-Verteilung besetzt. Dies liegt daran, dass durch den Einfluss
des Treibers weitere Dampfungskanéle hinzukommen. Am deutlichsten wird
dieser Aspekt, wenn man das Tieftemperatur-Verhalten betrachtet. Wahrend
das ungetriebene System in den Grundzustand relaxiert, befindet sich das ge-
triebene System auch fiir diesen Grenzfall in der Regel in einem gemischten
Zustand, und nicht etwa in dem Floquet-Zustand mit niedrigster mittlerer
Energie. Fiir sehr grofse Temperaturen stimmt das Verhalten wiederum iiber-
ein, in beiden Féllen geht das System in den vollstdndig gemischten Zustand.

Fiir sehr schwach getriebene Systeme geht die Floquet-Mastergleichung in
die gewohnliche Born-Markow-Mastergleichung fiir das ungetriebene System
iiber. Fiir adiabatisch getriebene Systeme, also Systeme mit schneller Relaxati-
onszeit im Vergleich zur Treiberdynamik, verliert die Floquet-Mastergleichung
hingegen ihre Giiltigkeit, da die Voraussetzung der Sékularndherung in diesem
Fall verletzt wird.

Die Anwendbarkeit der Mastergleichung héngt nicht von der funktionalen
Form der Zeitabhéangigkeit des Treibers ab. Fiir alle hier betrachteten Modelle
wurde der Einfachheit halber ein harmonischer Treiber betrachtet, bei kompli-
zierteren Abhéngigkeiten wachst natiirlich auch die Komplexitit der Floquet-
Zustande, wodurch der numerische Aufwand erhoht wird.

An einem kleinen System, einem einzelnen Qubit, wurde die Voraussage der
Floquet-Mastergleichung mit einem Modell verglichen, bei dem keine Bad-Na-
herungen durchgefiihrt werden miissen. Dabei wurde das Qubit in ein groferes
Quantensystem eingebettet und die unitdre Dynamik des Gesamtsystems be-
trachtet. Beide Resultate stimmen sehr gut miteinander iiberein.

Obwohl die Floquet-Gleichgewichtszustidnde in der Regel nicht einer kanoni-
schen Verteilung geméaft der Badtemperatur folgen, kann es doch sinnvoll sein,
eine effektive Temperatur einzufiihren. Es bietet sich an, dazu die Besetzung
der Floquet-Zusténde als Funktion ihrer mittleren Energie heranzuziehen. Fiir
ein Zwei-Niveau-System lasst sich formal immer eine Temperatur definieren,
bei grofseren Systemen kann die betrachtete Verteilung jedoch stark von einer
kanonischen Verteilung zu einer effektiven Temperatur abweichen.

Am Modell einer getriebenen Spinkette wurde demonstriert, dass fiir dieses
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Modell die Besetzung der Zustéinde im Gleichgewicht besser durch die Flo-
quet-Zustande beschrieben wird als durch eine alternative Beschreibung iiber
die mittleren Besetzungszahlen der ungestorten Eigenzusténde. Insbesondere
wenn die Treiberfrequenz resonant zur Energieaufspaltung der einzelnen Spins
ist, erhélt man eine fast perfekte kanonische Verteilung der Floquet-Zusténde,
deren effektive Temperatur jedoch deutlich von der Badtemperatur abweicht.

Fiir das einzelne Qubit und die getriebene Spinkette wurde aufierdem die
Abhéngigkeit der so definierten effektiven Temperatur von den Treiberpara-
metern betrachtet. Dabei wurde beobachtet, dass fiir Treiberstarken bis et-
wa der Grofsenordnung der lokalen Aufspaltungen iiberwiegend eine effektive
Abkiihlung des Systems stattfindet, fiir stirkere Treiber wird das System zu-
nehmend heifser. Auffallend ist das Verhalten bei resonantem Treiber, wo eine
starke Abkiihlung auftritt.

Des weiteren wurde der Gleichgewichtszustand des getriebenen Potenzial-
topfs betrachtet. Wie bereits bekannt, zerféllt die Besetzung der Zusténde in
zwei Bereiche, ein ,Plateau” bei niedrigen Energien und die ungestorte kano-
nische Verteilung bei hohen Energien. Es wurden die effektiven Temperaturen
fiir den Plateau-Bereich betrachtet, dabei wurde beobachtet, dass sich die Pla-
teau-Temperatur mit zunehmender Treiberstarke schnell auf einen konstanten
Wert einpendelt. Dieser hangt dabei vom verwendeten Bad-Modell ab.

Im Hinblick auf mogliche Anwendungen ist eine Betrachtung der Energie-
bilanz des getriebenen Systems von Interesse. Fiir eine allgemeine Lindblad-
Mastergleichung mit zeitabhéngigen Parametern lassen sich unabhéngig von
der Annahme einer Sédkularndherung oder einer bestimmten Badstruktur Stro-
me definieren, die der vom Treiber verrichteten Arbeit bzw. der aus dem Bad
aufgenommenen Wiarme entsprechen. Fiir einzelne Modelle ldsst sich die ver-
richtete Arbeit auch aus dem T-S-Diagramm des Systems ablesen. Speziell fiir
den Floquet-Gleichgewichtszustand gilt dabei, dass der Treiber im Mittel kei-
ne Arbeit verrichtet. Eine funktionierende thermodynamische Maschine 14sst
sich also durch die Floquet-Mastergleichung nicht beschreiben.

Ein weitere Fragestellung ist der Einfluss eines Treibers auf typische Nicht-
gleichgewichts-Situationen, wie z. B. die Warmeleitung. Fiir eine getriebene
Spinkette zwischen zwei Badern mit geringer Temperaturdifferenz erhélt man
dabei einem Warmestrom, der dem globalen Fourierschen Gesetz der Warme-
leitung gehorcht, mit einer Warmeleitfadhigkeit, die von den Treiberparametern
abhéingt. Die Temperaturabhingigkeit der Wirmeleitfihigkeit zeigt ein Ver-
halten, das mit bekannten Resultaten in prinzipiellen Punkten iibereinstimmt.

Dabei werden jedoch auch Grenzen der hier verwendeten Mastergleichung
deutlich, die sich fiir bestimmte Parameter in einem unphysikalischen Verhal-
ten duflern. Dies liegt jedoch nicht an der Darstellung in der Floquet-Basis,
sondern an den Annahmen der zugrundeliegenden Mastergleichung, speziell
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der sdkularen N&herung. Diese fithrt fiir ungetriebene Systeme zu einer un-
abhingigen Dampfung in die Eigenzustdnde, wodurch bereits in diesem Fall
wesentliche Aspekte des Nichtgleichgewichts nicht beschrieben werden kénnen.

Zusammenfassend ergibt sich somit folgendes Bild: Die Floquet-Darstellung
bietet fiir das periodisch getriebene System viele Vorziige, wie etwa numerische
Vorteile bei der Bestimmung des Gleichgewichtszustandes und eine einfache
Form der Mastergleichung, aus der einige prinzipielle Eigenschaften dieses Zu-
stands direkt abgeleitet werden kénnen. Thre Grenzen jedoch werden besonders
deutlich an den Modellen, die im Kontext thermodynamischer Maschinen und
der Wiarmeleitung stehen. Probleme entstehen dabei durch die Forderung ei-
ner relativ starken Démpfung bzw. durch die Nichtgleichgewichts-Situation,
die beide nicht mit der Sikularniherung vereinbar sind. Eine Ubertragung der
Floquet-Darstellung auf eine Mastergleichung ohne diese Ndherung wéare wiin-
schenswert, und es ist zu hoffen, dass sich daraus weitere interessante Erkennt-
nisse iiber diese Modelle gewinnen lieffen. Nichtsdestotrotz liefert die Floquet-
Mastergleichung eine gute Beschreibung fiir eine breite Klasse von Modellen
(schwach geddmpfte Systeme an nur einem Bad). Denkbare Anwendungen in
diesem Zusammenhang kénnten z. B. auch die Bad-unterstiitzte Praparation
von Nichtgleichgewichts-Zustdnden sein, oder die stroboskopische Stabilisie-
rung bestimmter Zustéinde gegeniiber Dekohérenz.



English Overview

We consider dissipative quantum systems which are subject to a periodic dri-
ving force. We restrict ourselves to a semiclassical scenario, where the driver is
modeled by time-dependent parameters in the system Hamiltonian, like e. g.
varying external fields. Models of this kind are of interest in numerous fields
of physics. They play a role in quantum computing, e.g. for quantum regis-
ters that are stabilized against decoherence by applying pulse sequences, or in
the rather new field of quantum thermodynamics, where, under other things,
quantum systems are considered that implement thermodynamic machines.
In the following, we will study some general properties of these systems, using
a method based on the quasi-energetic states or Floquet states.

Floquet Master Equation
The general Hamiltonian for the considered scenarios is given by

H = Hs(t) + Hp + Hss, (1)
where Hg(t) is periodic with the driving frequency £2,

Hs(t+7) = Hg(t), T =21/ (2)

Hpg and Hgp are the Hamiltonian of the bath and the system-bath interaction,
respectively.

By Floquet’s theorem on differential equations with periodic coefficients the-
re exist for finite systems solutions to the time-dependent Schrédinger equa-
tion of the form

[p(t) =e € EWR), € +T) =), (3)

where £ is called “quasi-energy”. The quasi-energetic states |E(t)) are also cal-
led “steady states” or “Floquet states”. They form for any time a complete
set of basis states and in some respect take the place of the energy eigen-
states for the time-dependent system. Because of their periodicity, they can
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be decomposed into a Fourier series with the components |u(Q)>,

[e e}

) = 30 ), ) =1 [ eya @)

q=—00

It is of advantage to regard the density operator of the system proper in the
interaction or Floquet representation

p=Ui)pUs(t),  Us(t) = e " |E(t))(Ea(0)]. ()

In this basis, a master equation for the dissipative dynamics of the system can
be derived. The system-bath interaction is assumed to be of the form

HSB = ZAa ® Ba- (6)

One can now define transition frequencies between the quasi-energetic states
and corresponding matrix elements of the bath operator A,

wapk = —(Ea — Eg + k), (7)
Aap(k) =" (@ Ay . 8)

q

Making the Born, Markov and secular approximations, one gets a closed equa-
tion for the density operator of the system proper in the Floquet representation

with

D) = 390 (A@)A'@) - 5 (AT AW)7) ) (10)

w

The Lindblad operators A(w) stem from all terms A,g(k) that belong to the
same transition frequency

Aw) =Y Aap(k) |€a(0)) (E5(0)]. (11)

Wapk=w

This equation of motion does not depend on time explicitly. However, in the
Schrédinger picture the dissipator D shows an explicit time dependency.

The Floquet master equation results in a relaxation of the system into a sta-
tistical mixture of the quasi-energetic states. In the Schrédinger picture this
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state is “quasi-stationary”, meaning time-dependent with the same periodicity
as the driver. Another property of this master equation is that the bath has no
effect on the system in the quasi-stationary state: when this state is reached,
the systems follows only its driven unitary time evolution. This property re-
sembles the behavior of the undriven system in its equilibrium state, we will
therefore also call the quasi-stationary state “Floquet equilibrium”, despite its
time dependency. Another aspect that follows from this behavior is that the
reached equilibrium does not depend on the coupling strength between system
and bath, which only affects the relaxation dynamics.

The Floquet representation has also advantages for the numerical calculati-
ons, especially regarding the long-time behavior. Solving the explicitly time-
dependent Schréodinger picture master equation involves numerical integration
over many driver periods, whereas the Floquet master equation can be solved
by diagonalizing the time-independent dissipator.

The Floquet master equation has the same form as the master equation for
the undriven system, but there are some differences. The equilibrium state is
diagonal in the Floquet basis, like the undriven equilibrium in the eigenbasis,
but the quasi-energetic states are in general not occupied according to the
Boltzmann distribution. The reason are the additional damping channels that
are induced by the driver. This can be seen best in the low temperature limit:
whereas the undriven system relaxes into a pure state (namely the ground
state), the driven system relaxes even for zero temperature into a mixed state,
and not—as might be guessed—into the quasi-energetic state with the lowest
mean energy. For very high temperatures both systems end up in the totally
mixed state.

In the limit of a very weak driver the Floquet master equation approaches
the behavior of the common Born-Markov master equation for the undriven
system. For adiabatically driven systems, meaning that the driving is much
slower than the bath-induced relaxation of the system, the Floquet master
equation looses its validity; in this case the preconditions of the secular ap-
proximation are violated.

The applicability of the Floquet master equation does not depend upon the
special functional form of the time dependency of the driver. For simplicity
only, all models in this thesis are harmonically driven. A more complex driver
leads also to higher complexity of the quasi-energetic states, which increases
the numerical effort.
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Effective Temperature

As mentioned above, the Floquet equilibrium does in general not exhibit a
canonical occupation that corresponds to the bath temperature. Nevertheless,
it can be useful to introduce an effective temperature for the driven system.
It can be defined by fitting a canonical distribution with temperature SBeg to
the occupation of the quasi-energetic states depending on their mean energy.
This is always exact for a two-level system, larger systems are usually only
approximately described by the so-defined temperature. This aspect will be
considered in more detail for the driven spin chain.

Driven Damped Qubit

For a simple system, namely a single qubit, the predictions of the Floquet
master equation can be compared to a model where no bath approximations
are made. For this purpose the qubit is coupled to a larger quantum system
that acts as an environment. The behavior that follows from the unitary evo-
lution of this combined system-bath model shows very good agreement with
the relaxation behavior predicted by the Floquet master equation.

Locally Driven Spin Chain

We consider now the model of a driven spin chain, where the driver acts on
the first spin and the different spins interact via Heisenberg coupling, leading
to the Hamiltonian

n n—1
Hg(t) = g Zagj) +pu Z o). Ut 4 ol gin Ot. (12)
j=1 j=1

For this model the validity of the effective temperature is examined by compa-
ring the description using the quasi-energetic states with a description using
the mean occupation numbers of the undriven eigenstates. For both distribu-
tions the correlation coefficient for a fitted canonical distribution is calculated,
see figure [ For the considered parameter range it turns out that the equi-
librium state is always better described by the Floquet states than by the
eigenstates, especially near the resonance frequency of the spins, where the
occupation distribution of the quasi-energetic states is practically canonical,
but with a temperature different from the bath temperature.

The parameter dependency of the effective temperature for the single qubit
and the spin chain has also been considered. For driving strength up to about
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Figure 1: Coefficient of determination R? for the effective temperature of a spin
chain (n = 5, v = 1, p = 0.05, g = 0.2). R? is shown for a descripti-
on using the quasi-energetic states (—) and one using the undisturbed
eigenstates (---). A perfect fit to a canonical distribution leads to R* = 1.

the size of the energy splitting of the qubit there is an effective cooling for
both systems, especially near the resonance frequency. In the case of strong
driving both models show the tendency to become hotter and hotter.

Driven Particle in Box

Another interesting model is a driven particle in a box, with the Hamiltonian

h* a2

Hs(t) = ~ 9 2 + V(z) + A\ sinwt, (13)
where
Vi) = 0, for |z| <a, (14)
oo, for |a| > a.

This model has already been examined by Breuer et al. [H]. They found that
the occupation distribution of the Floquet states separates into two regimes:
for low energies there is a “plateau” of nearly equally occupied states, for high
energies the occupation follows the undisturbed Boltzmann distribution.

It turns out that the states in the plateau regime are not equally distribu-
ted, but can rather be described by an effective (inverse) temperature. This
effective plateau temperature depends on the strength of the driver. For weak
driving it is near the bath temperature and decreases to a seemingly constant
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value for stronger driving. The final value depends upon the chosen bath type:
for the bath model used by Breuer et al. it lies close to zero; this is not the
case for the bath model used throughout the rest of this thesis, see figure

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
ﬁeff ﬁeff
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
g9 g9

Figure 2: Dependency of the effective temperature Beg of the plateau regime on the
driver strength ¢ for two different bath models (bath temperature 8 = 1).

Currents in Periodically Driven Systems

Having in mind possible applications like thermodynamic machines, it is in-
teresting to consider the energy currents that occur in the driven system. For
a master equation in the general Lindblad form with time-dependent coeffi-
cients it is possible to define energy currents that correspond to the work done
by the driver and to the energy that is dissipated into the bath. For special
models the work during one cycle can also be calculated by the area in the
T-S-diagram. In the case of the Floquet equilibrium state it turns out that
the net work is always zero. Thus, a functioning thermodynamic machine can
not be modeled by the Floquet master equation.

Heat Conduction in Driven Spin Chain

Another interesting question is how e. g. heat conduction through a homoge-
neous chain is modified by a driving force. The system Hamiltonian for the
case of three spins is given by

2
PRI R 15

]:1 =

wlt

The chain is placed between two baths of slightly different temperature. It
turns out that the resulting heat current obeys Fourier’s law, i.e. that it is
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Figure 3: Heat current J as a function of the temperature difference between the
two baths, AS. It is shown for different driver strengths, g =0 (—),
g=02(-)and g=04 (——); for 0 =08, 5 =1.

proportional to the temperature difference of the baths, see figure Bl The heat
conductance—which is given by the slopes—depends on the driver parameters.
Its temperature dependency shows a general behavior that is in accordance
with common theories of heat conduction (namely a behavior like T~ for
high temperatures).

However, for this type of models some limitations of the used master equati-
on become obvious, leading to unphysical behavior like a negative heat conduc-
tance for some parameters. But this is due to the underlying master equation
and not to the chosen Floquet representation. Already for undriven systems
the secular approximation leads to independent damping channels between all
eigenstates, so that fundamental aspects of non-equilibrium states—for exam-
ple a temperature gradient—can not be described.

Conclusions

In summary, for a periodically driven system the Floquet representation offers
many advantages, like reduced numerical effort for calculating the equilibrium
state or a particularly simple form of the master equation, whence some fun-
damental properties of this quasi-stationary state can be deduced. However,
for the models that are discussed in the context of thermodynamic machines
or heat conduction, its limitations become obvious. Problematic is the need
for strong damping and the non-equilibrium scenario with two baths, both
of which are in contradiction to the secular approximation. Thus, applying
the Floquet representation to a master equation without this approximation
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seems very promising, and it can be hoped that this approach would lead to
further insights into these interesting models. Nevertheless, the Floquet mas-
ter equation can be used to describe a large class of models (weakly damped
systems with only one bath). Some additional applications of this type might
be the notion of bath-assisted preparation of non-equilibrium states, or the
stroboscopic stabilization of some given state against decoherence.



Anhang

A. Verallgemeinerter Blochvektor

Als Basis de§ d-dimensionalen Hilbertraumes dienen die d? — 1 Generatoren
von SU(n), A;. Die Generatoren erfiillen dabei die Spurrelationen

TrA; =0,  Tr(A\Ar) = 260 (A1)

Der Dichteoperator léasst sich dann durch den Kohéarenzvektor oder verallge-
meinerten Blochvektor A = ();) darstellen, mit

1. 1 Q N
p = 31+ 52/\3‘)\]', )\j :TI‘(p/\j). (AQ)
J

Speziell fiir ein Spin—%-System kénnen die Generatoren mit den Pauli-Opera-
toren identifiziert werden

5\1 = 0g, ;\QZUy, ;\3=O'Z. (A?))
Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in [2§].

B. Verwendete Darstellung der Pauli-Operatoren

Folgende Darstellung der Pauli-Operatoren und der Eigenbasis zu o, wird
verwendet

F=(5) M=) (B.1)
(00 e (0 ) (2 0) -

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

o+ = [E£)(Fl, (B.3)

. 0 0
oy = (Ux-f—lay):(l 0), o_ =

@fmw:@ @. (B.4)

N |
N
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C. Einige MaRe fiir Zustdnde

Purity (Reinheit)

Die Purity eines Zustandes ist

Plp) i=Te(s"), oder PON) = = + 5 AP, (1)
mit dem Wertebereich

é <pP<I. (C.2)
Speziell fiir ein Qubit

PO = 5(1+1AP). (C3)

von-Neumann-Entropie

Die von-Neumann-Entropie ist definiert als
S = —kgTr(plnp). (C.4)
Speziell fiir ein Qubit (Blochlinge A = |A|) folgt

kg, 41— M)A
= —1 _—
5= Ty

mit Werten zwischen S =0 (A =1) und S = kgIn2 (A =0).

Abstandsmal

Als Abstandsmaf fiir Dichteoperatoren dient die Bures-Metrik. Sie ist darstel-
lungsunabhéngig und genau dann Null, wenn die Zustdnde {ibereinstimmen.
Siehe z.B. auch [14].

D(p. ') == Tr((p— )2). (C.6)
In Bloch-Darstellung erhélt man zunéachst
1 N2
(=) =1 (Du=XA) (C.7)
J

und nach Spurbildung mittels ([(A))

1
D%quzgm—xﬁ. (C.8)
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D. Qubit-Gleichgewicht

Fiir den Gleichgewichtszustand eines ungetriebenen Qubits mit der Energie-
aufspaltung hv, Hg = %02, erhilt man bei Badtemperatur § aus der Boltz-
mann-Verteilung (ET)

1 1 0
eq _
P == 1 T efﬁhl’ (O eﬁhu) ) (Dl)
h 2r 1
A4 = (0, 0, —tanh %) , tanh z = Z%ﬁ. (D.2)

Umgekehrt erhilt man die einem Zustand entsprechende Temperatur zu

1. 1-X 1
- — — In(Py/P). D.
w1+ A ho n(Fo/P) (D-3)

B

Der Energieerwartungswert des Qubits betrigt im Gleichgewicht

o

(Hs)oq = —-5 tan (D.4)
E. Bessel-Funktionen
Einige Eigenschaften der Bessel-Funktionen 1. Gattung (siehe [19])
1 4 . .
Jn(z) = —/ e matiESNT gy € 7, (E.1)
2 J_.
Jon(2) = Ju(=2) = (~1)"Ju(2), (E:2)
(o)
J(2)+2) J(z) =1, (E.3)
n=1
Damit folgt fiir das in Gleichung (2232)) bendtigte Integral
| Y inm
— e inatlzeosTqy — 673", (2). (E.4)
2 J_ .

F. Eigenschaften der w,gs;, Aus(k) und A(w)

Aus den Definitionen (BH) und ([BI0) und der Hermitezitiat der Badoperato-
ren A ergeben sich einige Symmetrieeigenschaften

Wha,—k = —Wagk, (Fl)
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Anp(R) = Apa(=F),

AL (k) = Aaa(—Ek),  Ana(0) reell.
Die Operatoren A(w) erfiillen damit auch die Beziehung ([CITI)
A(—w) = At (w), A(0) hermitesch,

ferner folgt aus BI2) fiir ¢ = 0 die Eigenschaft (L3
A=) Aw).

Fiir die Spuren der einzelnen A(w) folgt aus

Tr A= Z e “ITr A(w) = Tr A = konst

die Eigenschaft

TrA, w=0,

0, sonst.

TrA(w) = {

(F.7)
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Symbolverzeichnis

{4, B}

H(D
Hg, Hsp

Antikommutator

Mittelwert {iber eine Periodendauer

Operator im Wechselwirkungs-Bild

Badoperator

Eigenoperator /Lindblad-Operator
Badoperator-Matrixelemente in der Floquet-Darstellung
inverse Temperatur, 5 = 1/(kgT)
Déampfungskonstante der Mastergleichung

Mafs fiir die Stiarke der Badankopplung
Bures-Metrik

Quasienergie-Differenz

Dissipator der Mastergleichung

Dimension des System-Hilbertraumes
Floquet-Zustand

mittlere Energien der Floquet-Zustdnde
Quasienergie, Qubit-Quasienergien

Projektor in Floquet-Basis

Treiberstarke

hermitesch konjugiert

Fourier-Komponente des System-Hamiltonoperators

Bad-Hamiltonoperator, System-Bad-Wechselwirkung
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Hg System-Hamiltonoperator

J mittlerer Strom

K, K3 Warmeleitfahigkeit

A Blochvektor

I Kopplungsstirke der Spinkette
v Qubit-Aufspaltung

n Anzahl Spins der Spinkette

Q Treiberfrequenz

w Ubergangsfrequenz

WaBk, Wk Ubergangsfrequenzen in der Floquet-Darstellung (wr = waak)

P Purity, P = Tr(p?)

P; Besetzungszahlen der Floquet-Zusténde
Gmax Grenze der Fourierreihe

p Dichteoperator

R? Bestimmtheitsmafs der linearen Regression
S von-Neumann-Entropie

T Treiber-Periodendauer

B Badkorrelationszeit

TR System-Relaxationszeit

TS typische Systemzeit

T Temperatur

|u(®) Fourier-Komponente eines Floquet-Zustands
Us System-Zeitentwicklungsoperator

wi;, W Ubergangswahrscheinlichkeiten /-matrix der Pauli-Mastergleichung

13 Badparameter (Exponent der spektralen Dichte)
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