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Summary

For all the decades since the introduction of exchange symmetry into quantum mechanics,
its description by the global and discrete group of permutations stands in opposition to
physics’ fundamental principle of locality. This principle is most prominently expressed
by the fact that all fundamental forces are described by Yang- Mills theories with local
and continuous gauge groups: U (1), SU (2), SU (3) and SO (1,3) for electromagnetic,
electroweak, strong and gravitational interactions respectively.

In this thesis, a proposal is presented how to deal with exchange symmetry by means of
tools of Yang- Mills theories, i.e. by means of local unitary symmetries and their equiva-
lence classes. The according potentials and field strength necessary for the invariance of
the theory under choice of a special representative of an equivalence class then incline the
effects of the existence of many indistinguishable states of a system of identical particles
on the measurable quantities, instead of the weighted sum over all the equivalent states
that is typical for the permutational approach.

The basic idea behind the Yang- Mills approach presented here, is seen in many books
on group theory: the congruence symmetries of regular polygons are given by restricting
the rotation group to finite angles. For instance, the rotational symmetry of an equila-
teral triangle is described by SO (2) with its rotation angle restricted to multiples of 7
over three; those of a square are described by SO (2) with a rotation angle restricted to
multiples of 7 over two.

For this idea to be made to work in a generalised form for quantum many particle sys-
tems, two major changes are done in the standard quantum description of such systems.
First, and most obvious, the gauge group is extended to the full unitary Lie group
U (N) (the local and continuous part of the unitary group generated from a Lie alge-
bra u (N)),where N is the number of independent degrees of freedom. So now, it does
not only embrace the subgroup of U (N) necessary for the description of interactions,
but contains enough elements to take into account other symmetries, which is to say
exchange symmetries, also. From this extension follow, straightforward and necessarily,
changes in all objects involving potentials like the gauge covariant derivatives or the field
strengths.

Secondly, the mathematical structure at the basis of the particle picture is no longer the
tensor product of the theory’s degrees of freedom, but rather their Whitney sum. This
change has far reaching implications for it cuts loose all connections to Fock spaces and
all the concepts derived from them, especially the according particle picture. In other
words, the usual mathematical structure for implementing the notion of a particle is not
available.
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Indeed, a major part of this thesis is concerned with establishing a particle picture so-
lely using the Whitney sum of the field degrees of freedom as its structure of reference.
Furthermore, it turns out that this particle picture and the restrictions which make the
additional symmetry elements (those which exceed the symmetries necessary for mo-
delling only the interactions) into representatives of exchange symmetry are so closely
related to each other that they are just two sides of the same medal. Demanding that a
notion of particles established with one representative of the equivalence class of state
vectors for the system holds with every other vector of this class leads inevitably to
exactly those restrictions of the new symmetries which lets them be exchange symmetry.
On the other way around, the full unitary Lie group offers far too much transformations
among the theory’s degrees of freedom to allow them to be distinct from one another;
only with appropriate restrictions a particle picture can emerge.

It should be mentioned that dismissing Fock space as a fundamental structure does not
only result in loosing the according particle picture but also in loosing the idea of how to
describe their creation and annihilation as well as the notion of a locality of processes.
This is, because to say one uses Fock space as a fundamental structure is to say creation
and annihilation operators are fundamental objects of the theory, which in turn is to say
one implements the idea of locality of processes by means of field quantisation. Put in
other words, the presented approach to exchange symmetry by extension of the unitary
symmetry of a system is done on the level of field theories.

Unlike for the notion of distinct particles, no replacements for creation and annihilation
processes or locality are yet available in the Whitney sum approach to many particle
systems; promising points of departure to develop such ideas in this approach, however,
do exist; see below for details.

Depriving oneself of the ability to describe creation and annihilation processes and loca-
lity in the fields may seem strange at a first glance. But since they are all implemented,
together with the particle picture of known theory, by the one mathematical method
introducing locality into field theory, which leads to serious problems like that of di-
vergencies, etc, a step-by-step introduction of all necessary ideas offers opportunities to
avoid some of the problems of standard theory.

The detailed connections between the two major mathematical structures and the phy-
sical ideas they are dedicated to imply are worked out in two respective parts of this
thesis.

First, there is a short outline of this thesis’ general mathematical framework of fibre
bundle theory, which settles notations used in the following.

After that, part I, i.e. chapter 2, gives the origin of the usage of the Whitney sum ar-
rangement of degrees of freedom for many - particle systems. It lies in what is known
as “Relativistic Schrodinger Theory” (RST). At the heart of RST is the Relativistic
Schrodinger Equation (RSE), a relativistic generalisation of the ordinary Schrodin-
ger equation, which equates the effect of the gauge covariant derivative D, on a high-

dimensional state vector ¥ = (1/)1, e @DN)T to the action of a gl (N, C)-valued one-
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form H, on W. This rather general equation is specialised to describe fields of Klein-
Gordon or Dirac type by contraction with an appropriate operator that is linked to
the unitary representation of the Poincaré transformation (this and similarly simplified
expressions read in full “unitary representations of the universal covering group of the
Poincaré transformation”) of W. It is in this contraction operator where the Whitney
sum approach as a fundamental ordering structure for the description of many particles
by ¥ becomes most manifest. For example, the operator I'* yielding the Dirac case of
RST, i.e. the case of N spinorical degrees of freedom, is the direct sum of N matrices y*:
' = @Y (y*),. This is the typical structure for an operator acting in a space of spinors
U which are the Whitney sums of N single spinors . Indeed, from I'* the generator of
the unitary representation of the Lorentz group for ¥ follows as [I'*, I'V]. Consequent-
ly, ¥’s unitary Lorentz group is the direct product of NV unitary representations of the
Lorentz group for a single spinor. Thus, of an object with 4N degrees of freedom every
four components are grouped together into one spinor making ¥ a column of N single
spinors, that is to say, a Whitney sum of N spinors.

In the light of the just explained connection of the contraction operator of the RSE to
the Poincaré group of W, the RSE itself may be regarded as a pre-Kemmerer type of
equation.

Of course, the contraction of H, with the contraction operator has to result in the mass
term of the kind of particles aimed at, or to be more correct: in a direct product matrix
of appropriate mass terms. This first constraint of H, is called the source equation due
to its expressions involving divergences of H,,.

A second constraint, the so- called integrability condition, which is a curl - type equation
in H,, is derived by equating an expression for the commutator of covariant derivatives
in terms of H, to, of course, F,,. Within RST, the set of both constraints is often re-
ferred to as the dynamics of H,.

The root all this has in the density matrix formulation of quantum mechanics can best
be seen from the way observable quantities are gained in chapter 2.4. For each observa-
ble quantity an appropriate operator is formulated and the trace of the product of this
operator and the intensity matrix Z, built from ¥ as shown in chapters 2.1. and 2.2,
gives densities whose spatial integrals finally result in measurable quantities.

In all of part I, exchange symmetry is treated such that RST is linked to the Hartree-
Fock theory. To the matrix part of the gauge covariant derivative additional matrices
are added that represent the group of permutations, albeit with space-time dependent
coefficients which are not the gauge potentials of the interaction as the connection to
Hartree - Fock theory suggests. Since these additional matrices are at the same time ge-
nerators of the group SU (N), they are added such that the matrix part of D, now looks
like that of a theory with full unitary symmetry U (V). However, it must be stressed
that it just looks like the gauge covariant derivative of an U (V) -symmetric theory but
actually it is not, because the new matrices are used as representatives of the group
of permutations, not as generators of the group SU (N). Therefore, no other symmetry
transformations than those of the group modelling the interactions are applied, or in
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other words, the equivalence class of system vectors is made solely with respect to the
group of interactions.

With this approach, difficulties arise. First of all, connecting RST to Hartree - Fock theo-
ry connects RST’s underlying Whitney sum to the product structure of standard theory,
i.e. two very different mathematical structures, and hence different concepts of particle
pictures etc. This in not very healthy, because the ideas spilling over from standard theo-
ry via this link do not fit in the framework of RST. First, usual Hartree- Fock theory
does not know space-time dependent coefficients for the elements of the permutation
group. This causes two mismatches in addition to the already stated problem of incom-
patible fundamental mathematical concepts when trying to take over standard theory’s
particle picture via the link. First here, using the extended gauge covariant derivative
throughout RST results in terms made of RST’s space - time dependent coefficients of the
permutation matrices in the source currents of the interaction gauge potentials, which
are completely unknown to standard theory. Secondly, the sources of the matter parts of
the Noether currents, being made from single degrees of freedom of ¥, now have sources
which involve the coefficients of the permutation matrices and are, again, only known to
RST. Both new things together make it impossible to use standard theory’s allocation
of charges to distinct degrees of freedom by currents, what is an essential part of the
particle picture in known theory.

At last, there is another point not really fitting. Adding additional terms in the matrix
part of the gauge covariant derivative following the pattern of the Lie algebra of U (N)
only delivers fermionic sign rules for the exchange of degrees of freedom. This is no pro-
blem if the matter part describes fermionic particles, but already in the always bosonic
part of gauge potentials and their field strengths these sign rules are mis- en- place.
The latter problem may be overcome by changing the way the extended gauge covariant
derivative of RST for the field strength is built so that the right signs are gained, i.e. in
extending the gauge covariant derivative, the pattern of the Lie algebra u (N) is dropped,
but the other problems still persist.

An extended summary of the criticism of the last three paragraphs is found part II, resp
chapter 3, where also a proposal is made how to avoid the difficulties just mentioned.
This can be done by using the su(N)-matrices from above really as generators of
SU (N), that is to say, as generators of a local Lie symmetry, and not as representation
matrices of the permutation group. This is clearly the idea introduced at the beginning:
the local and continuous Lie symmetry group of the theory is extended to embrace not
only interactions but in addition the exchange symmetry of a system. Its implications
on the theory are worked out in detail in part III, which comprises chapters 4 to 6.
Since the most natural framework for dealing with local symmetries is that of Yang-
Mills theories, the point of departure for all other developments is to find an appropriate
Lagrange density. As far as it is possible, this search is guided by the results of part
. Especially, it takes over the segmentation of the systems spinor, resp vector, into N
independent degrees of freedom by a Whitney sum type representation of W’s Poincaré
transformation. It deviates from part I in that it assumes right from the beginning the

10



Summary

maximal possible unitary Lie symmetry U (V). So all objects concerned with the gauge
invariance of the theory, like the gauge covariant derivative or the field strength, are
formulated right away with respect to the Lie algebra u (V) instead of extending them
later. A first general principle for this approach to describe exchange symmetry con-
sists in that not all elements of U (N) can be treated equal. If they were, no particle
characteristics could be assigned to each of the N degrees of freedom by means of the
sources of the field strength that could be maintained under all the numerous possible
transformations of U (V). So some of them have to be restrained whereas others can
still be applied in their original form. The latter are the group of symmetries E (N)
modelling the exchange interactions upon whose conserved densities, dedicated to them
by Noether’s theorem, the particle picture is to be built. The other symmetry elements
U (N)\ E (N) are restricted as far as it is necessary to do not interfere with the concepts
just established with £ (N).

The symmetry elements U (N) \ E (V) in general do not from a group, what may seem
strange at a first glance, but is not, since the group structure of the theory is alway that
of U (N) in which the restricted symmetry elements stay embedded. For the interacti-
on group, which, contrary to the restricted symmetry elements, is always a group with
Whitney sum structure like the Poincaré group for W, the embedding in U () says it
is always engulfed by other elements of the group U (N). So it shares its Whitney sum
structure with ¥’s Poincaré group, but it becomes just visible by the restrainement of
the engulfing parts of U (N), but never attains that pure form of WU’s Poincaré group.
Chapter 4 gives the general outline and general lines of implementation of this symme-
try splitting for the case of Dirac- type fields (4.1) and the case of Klein- Gordon fields
(4.2) along with the respective general form of conserved densities due to Noether’s
theorem, being utilisable due to the Lagrangian formulation of the theory. Among the
conserved quantities the current densities resulting from generators of unrestricted ele-
ments of U (N) are those to be kept gauge invariant under all allowed transformations
for they shall be the basis for the particle picture, whereas for those belonging to gene-
rators of restrained symmetry elements gauge covariance is sufficient. So these must not
be directly measurable.

In chapter 5 the general framework of chapter 4 is exemplified by specialising it to the
case of the spinorical degrees of freedom (IT'* = A* @ " @ y* ~» L = [['* TY] =
o & o™ @ o) with interaction group E (N =3) = U(1) x U (1) x U (1), so the
interactions between the spinors are of electromagnetic type.

First, a suitable basis for u (3) is chosen and their members are divided into a set a; 23
generating E (3) and a set [y ¢ generating U (3) \ E (3). All potentials, field strengt-
hs, currents and equations of motion etc. are formulated accordingly. The maintained
structure of u (3), resp U (3) in this example may best be seen from the field strength be-
longing to the generators . Despite the fact that interactions are electromagnetic they
do not reduce to rotational objects in the potentials of the interactions. They always
contain also terms resulting from the commutators of the s among each other. (Of
course, the field strengths associated with the (3, ¢ contain terms resulting from the

11
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commutators of the s among each other and especially terms from the commutators of
as and s, but this seems to be less surprising than the non-rotational structure just
mentioned. )

The central result of this chapter is to exemplify the close relationship between the esta-
blishment of a particle picture and a restriction of the elements of U (N = 3)\ E (N = 3).
As already stated, after building up a particle picture with one ¥, the question which
other U's are allowed, leads exactly to a restriction of the parameters A in the generating
expressions exp{A%(z)8;}, etc that makes the 3s generators of an exchange symmetry.
It should be stressed that the restrained As are not set to constant values. Within their
boundaries they still can vary over space- time.

Concerning the particle picture, there is another important result. Because of the full
unitary symmetry of the system the building elements of the Noether currents, the den-
sities made from single spinors of W, have sources when the single spinors overlap. In
addition, to all currents there are contributions of the potentials and field strengths of
the generators 3. Consequently, it is only possible to attribute spinors an own charge
e when all fields, spinorical as well as potentials, are sufficiently localised in their own
respective volumina of space. Put the other way around, for overlapping, i.e strongly in-
teracting spinors, there is no notion of distinct particles. This is the cause why in general
the field degrees of freedom of W are not called particles.

Another consequence of the particle picture relying on fields localised in separated volu-
mina is that any quantisation of RST is directly linked to the quantisation of space - time.
Chapter 5.2 shows another nice feature of the proposed description of exchange sym-
metry: The exchange symmetry between unlike particles vanishes without any further
assumptions imposed on the theory. This is, because the metric in the space where ¥
lives, contains a coupling matriz underlying the constraint of covariant constancy. Single
spinors of W are called different if their matching entry on the main diagonal of the coup-
ling matrix differs from that of the others. By virtue of the covariant constancy of the
coupling matrix, the exchange symmetry between spinors with unequal main diagonal
entries is ruled out.

Concerning the outlook chapters 5.3 and 5.4 there should be mentioned a promising
point for incorporating creation and annihilation processes into RST in 5.3. For this
purpose, the idea of embedding a Whitney sum structured group with elements of a
full unitary symmetry should be moved to the Poincaré group of W. Then, since there
is no particle picture anyway for overlapping field degrees of freedom, the restriction
on some of the group parameters A can be removed. With an additional dynamics for
the group parameters different subsets of the overall of group parameters can go into
(approximative ) restriction over different areas in space and time, and by this, segment
U in different ways, what is nothing else than giving a different particle content for every
different subset of group parameters going into restriction.

12



Kurzfassung

Seit ihrer Einfiihrung in die Quantenmechanik steht die Austauschsymmetrie wegen ihrer
Beschreibung durch die globale und diskrete Permutationsgruppe in Kontrast zum sonst
vorherrschenden Prinzip der Lokalitdt in der Physik. Dieses Verlangen wird am deut-
lichsten durch die lokalen und kontinuierlichen Eichgruppen der Yang- Millstheorien der
fundamentalen Wechselwirkungen zum Ausdruck gebracht: die Gruppen U (1), SU (2),
SU (3) und SO (1, 3) fiir jeweils die elektromagnetische, die elektroschwache, die starke
und die gravitative Wechselwirkung.

In dieser Arbeit wird eine Moglichkeit dargelegt, wie man die Austauschsymmetrie eines
Systems mit den Mitteln der Yang- Millstheorien beschreiben kann, d.h. durch lokale
unitéire Symmetrien und ihre zugehorigen Aquivalenzklassen. Anstatt durch die Einfiih-
rung der fiir den Zugang iiber die Permutationsgruppe typische gewichtete Summe iiber
alle d4quivalenten Zusténde des Systems werden die Auswirkungen der Tatsache, dafl ein
System vieler identischer Teilchen betrachtet wird, auf die mefibaren Groéflen hierbei
durch die Potentiale und ihren Feldstéirken getragen, die eingefiihrt werden miissen, um
die Invarianz der Theorie unter der Auswahl eines speziellen Repriisentanten der Aqui-
valenzklasse der Austauschsymmetrie sicherzustellen.

Die wesentliche Idee hinter dem hier Vorgestellten Yang - Millszugang zur Austauschsym-
metrie kann in vielen Biichern iiber Gruppentheorie nachgeschlagen werden: die Kongru-
enzsymmtrien eines reguldren Polygons sind durch die Beschrinkung des Drehwinkels
der Rotationsgruppe auf bestimmte Werte beschreibbar. Die Rotationsymmetrie eines
gleichseitigen Dreieckes zum Beispiel ist durch die Gruppe SO (2) gegeben, deren Dreh-
winkel auf Vielfache von % festgelegt ist; die eines Quadrates durch die SO (2), deren
Rotationswinkel nur Werte annimmt, die Vielfache von 7 sind.

Damit diese Idee in verallgemeinerter Form in Rahmen der quantenmechanischen Be-
schreibung von Vielteilchensystemen genutzt werden kann, sind zwei wesentliche An-
derungen in den Grundlagen der bisherigen Theorie vorzunehmen. Die erste und offen-
sichtliche Anderung besteht in der Erweiterung der Eichgruppe des betrachteten Systems
zur vollen unitéren Liegruppe U (V) ( genauer: zum vollen lokalen und kontinuierlichen
Teil der unitédren Gruppe, der aus der Liealgebra u (N) generiert wird ); N gibt die An-
zahl der unabhéngigen Freiheitsgrade des Systems an. Demnach umfafit die Eichgruppe
der Theorie jetzt nicht nur blof die Untergruppe von U (), die zur Beschreibung der
Wechselwirkungen notwendig sind, sondern enthélt jetzt auch genug Elemente, um wei-
tere Symmetrien, wie eben die Austauschsymmetrie, zu beschreiben. Diese Erweiterung
zieht selbstverstindlich entsprechende Verdnderungen in allen Objekten nach sich, die
Potentiale enthalten, wie z.B. die eichkovarianten Ableitungen oder die Feldstéarken.

13
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Die zweite grundlegende Anderung betrifft die mathematische Struktur, auf der das Teil-
chenbild beruht. Sie ist nicht langer das Tensorprodukt der Freiheitsgrade der Theorie,
sondern deren Whitneysumme. Die Konsequenzen dieses Wechsels sind duflerst weitrei-
chend, da durch ihn alle M&glichkeiten unterbunden werden das Konzept des Fockraumes
zu nutzen, um den Teilchenbegriff mathematisch darzustellen.

Folglich beschiéiftigt sich nicht der geringste Teil dieser Arbeit mit der Aufstellung mathe-
matischen Darstellung des Teilchenbegriffes, der auf die Anordnung der Freiheitsgrade
der Theorie in einer Whitneysumme als fundamentale mathematische Struktur zuriick-
greift. Dabei erweist es sich, dafl dieses Teilchenbild derart eng mit der Beschrankung
der neuen Symmetriefreiheitsgrade, die jene erst zu Vertretern der Austauschsymme-
trie werden lassen, zusammenhéngt, dafi beide Konzepte zwei Seiten derselben Medaille
sind. Verlangt man die Giiltigkeit des Teilchenbegriffes, der mit Bezug auf einen spezi-
ellen Vertreter der Aquivalenzklasse von Zustandsvektoren des Systems erstellt wurde,
auch fiir alle anderen Mitglieder der Aquivalenzklasse Giiltigkeit hat, fiihrt auf genau die
Einschrankungen der der neuen Symmetrien, die sie zur Darstellung der Austauschsym-
metrie machen. Andererseits bietet die vollstiandige unitéire Liegruppe deutlich zuviele
Transformationen der Freiheitsgrade des Systems, als dafl sie als deutlich voneinander
abgegrenzt betrachtet werden kénnen. Erst nach passenden Einschrinkungen der Sym-
metriegruppe ist dieses moglich.

Aufler dem Verlust der bekannten mathematischen Darstellung des Teilchenbildes hat die
geloste Verbindung zu den Fockrdumen auch den Verlust der bisherigen Beschreibung von
Erzeugungs- und Vernichtungsprozessen, sowie die bekannte ( storungstheoretische ) Dar-
stellung von Lokalisierung in Feldtheorien zur Folge, was schlicht daran liegt, dafl die
Nutzung des Fockraumkonzeptes gleichbedeutend mit der Nutzung von Erzeugungs - und
Vernichtungsoperatoren ist, deren storungstheoretisches Einbringen in eine Feldtheorie
durch die S-Matrix wiederrum &quivalent zur Behandlung der Bewegungsgleichungen
des Systems durch den Greensformalismus ist, also zur Einfithrung der Feldquantisierung.
Mit anderen Worten findet das Vorgehen in dieser Arbeit auf der Ebene der Feldtheorien
statt.

Anders als fiir den Begriff voneinander abgegrenzter Freiheitsgrade, sprich Teilchen, sind
bisher weder fiir die Beschreibung von Erzeugungs-und Vernichtungsprozessen noch fiir
die Beschreibung von Lokalitédt innerhalb einer Feldtheorie Alternativen im Whitney-
summenzugang zu Vielteilchensystemen ausgearbeitet; vielversprechende Ansatzpunkte
dazu existieren jedoch. Auf sie wird weiter unten noch Eingegangen.

Auf den ersten Blick mag die Aufgabe der Fahigkeit zur Beschreibung von Teilchen-
erzeugung - und Vernichtungsprozessen merkwiirdig erscheinen. Doch da sie, zusammen
mit dem bekannten Teilchenbild, durch die mathematische Methode eingefiihrt werden,
die den Begriff der Lokalitéit einbringen soll und die erhebliche Probleme mit sich bringt,
wie z.B. Divergenzen, bietet die schrittweise Einfiihrung aller notwendigen Konzepte die
Moglichkeit die Wurzeln einiger der bisherigen Probleme genauer auszumachen und sie
so zu umgehen.

Der Ausarbeitung des genauen Zusammenhanges zwischen den beiden gerade Vorgestell-
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ten wesentlichen neuen mathematischen Strukturen und den physikalischen Ideen, die
sie modellieren sollen, werden in dieser Arbeit jeweils eigene Teile gewidmet.

Vorher findet noch eine iibersichtsartige Einfithrung in den allgemeinen mathematische
Rahmen der Faserbiindeltheorie statt, in dem sich auch die beiden tragenden Ideen dieser
Arbeit wiederfinden; hauptséchlich um die im Folgenden verwendete Notation festzule-
gen.

Nach diese Einfithrung wird in Teil I, sprich Kapitel 2, der Ursprung der Nutzung
der Whitneysumme zur quantenmechanischen Beschreibung von Vielteilchensystemen
wiedergegeben. Er liegt in den Arbeiten zur relativistischen Schroédingertheorie. Das
Herz der RST stellt die relativistische Schrodingergleichung dar, die eine die relati-
vistische Verallgemeinerung der bekannten Schrédingergleichung ist. Sie setzt die Wir-
kung der eichkovarianten Ableitung D, auf einen hochdimensionalen Zustandsvektor
U = (¢1,...,\IIN)T mit der Wirkung einer gl (N, C)-wertigen Einsform H, auf ¥
gleich. Diese sehr allgemeine Gleichung wird mit einem Operator kontrahiert, der sich
aus der Form der unitdren Darstellung der Poincarétransformation (dieser und dhn-
lich vereinfachte Ausdriicke stehen fiir den vollstéindigen Ausdruck “unitédre Darstellung
der universellen Uberdeckungsgruppe der Poincarégruppe”) von ¥ bestimmt, um zu
einer Gleichung zu gelangen die Klein - Gordonfelder oder Diracfelder beschreibt. In die-
sem Kontraktionsoperator wird die Art, wie die Whitneysumme ihre Rolle als tragende
Ordnungsstruktur in der Beschreibung eines Vielteilchensystemes durch ¥ erfiillt, am
besten sichtbar. Betrachtet man beispielsweise den Operator I'*, der zum Diracfall der
RST fiithrt, d.h. zum Fall mit N spinoriellen Freiheitsgraden, so besteht dieser aus der
direkten Summe von N #-Matrizen: ['* = &2 (y*),. Dies ist der typische Aufbau eines
Operators, der in einem Raum wirkt, in dem Systemspinoren ¥ leben, die die Whit-
neysumme N einzelne Spinoren 1 sind. In der Tat folgt aus der Form von I'*, da} der
Generator der unitiren Darstellung der Lorentzgruppe von W [['* "] ist. Mithin ist also
U’s Lorentzgruppe das direkte Produkt aus N Lorentzgruppen einzelner Diracspinoren
1. Aus einem Objekt mit 4N Freiheitsgraden werden also jeweils vier Komponenten zu
je einem Spinor v zusammengefafit, wodurch ¥ zu einem Spaltenspinor aus N Einzel-
spinoren wird, sprich zu einer Whitneysumme aus N Spinoren .

Im Lichte des gerade am Beispiel dargelegten Zusammenhanges zwischen dem Kontrakti-
onsoperator der RSE und der Poincarégruppe von ¥ kann die RSE als Pra-Kemmerergleichung
angesehen werden.

Natiirlich muf die Kontraktion von H,, mit dem Kontraktionsoperator den Massenterm
der Bewegungsgleichung der gewiinschten Teilchensorte liefern, oder, um genauer zu sein,
in einer Massenmatrix, die das direkte Produkt der erforderlichen Massenterme ist. Diese
Nebenbedingung fiir H,, wird wegen ihrer Formen, die Divergenzterme von H,, enthal-
ten, Quellgleichung genannt.

Eine weitere Nebenbedingung ergibt sich aus der Herleitung eines Ausdruckes fiir den
Kommutator der eichkovarianten Ableitungen, unter Zuhilfenahme der RSE. Die eigent-
liche Nebenbedingung ergibt sich daraus, daf8 dieser Ausdruck natiirlich gleich F,, sein
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soll. Es ergibt sich die sogenannte Integrabilititsbedingung, die Rotationsausdriicke in H,
beinhaltet. Beide Nebenbedingungen zusammen werden in der RST auch als Dynamik
von H, genannt.

Den Ursprung der RST im Dichtematrixformalismus der Quantenmechanik 148t sich am
einfachsten aus der Art ersehen, in der in Kapitel 2.4. MefigroBlen konstruiert werden.
Zu jeder beobachtbaren Grosse korrespondiert ein Operator, aus dessen Produkt mit der
Intensitatsmatrix Z die Spur gebildet wird, was zu den Dichten fiihrt, deren rdumliche
Integrale schluBendlich die meBbaren Gréflen ergeben. Der Zusammenhang von Z mit ¥
wird in den Kapiteln 2.1 und 2.2 besprochen.

Im ganzen ersten Teil der Arbeit wird die Austauschsymmetrie auf eine Art behandelt,
die es erlaubt, die RST mit der Hartree- Focktheorie zu verbinden. Im Matrixanteil der
eichkovarianten Ableitung werden zusétzliche Matrizen eingefiihrt, die die Permutati-
onsgruppe vertreten. Sie werden dabei mit raumzeitabhéngigen Koeffizienten versehen,
die allerdings nicht, wie die Anbindung an die Hartree- Focktheorie erwarten 1a83t, die
Potentiale der Wechselwirkung sind. Da diese zusétzlichen Matrizen gleichzeitig Gene-
ratoren der Gruppe SU (N) sind, werden sie so eingefiigt, dal der Matrixanteil von
D, die Form annimmt, die er hétte, wenn er einer Theorie ensprénge, die vollstindig
U (N) - symmetrisch wére. Es ist jedoch ausdriicklich zu betonen, daf die eichkovariante
Ableitung nach dieser Erweiterung nur so aussieht als gehorte sie zu einer vollstédndig
U (N)-symmetrischen Theorie. Tatséchlich ist dem aber nicht so, denn die hinzuge-
fiigten Matrizen werden als Darstellungsmatrizen der Permutationsgruppe verwendet,
nicht aber als Generatoren der Gruppe SU (). Deshalb werden weiterhin keine ande-
ren Symmetrietransformationen zur Anwendung gebracht als diejenigen der Gruppe, die
die Wechselwirkungen modelliert. Anders gesagt, die Aquivalenzklasse der Systemvek-
toren wird weiterhin nur mit Bezug auf die Gruppe gebildet, die die Wechselwirkungen
tragt.

Dieser Zugang ist mit Problemen behaftet. Zuerst einmal enstehen durch die Verbin-
dung der RST mit der Hartree- Focktheorie Verbindungen der Whitneysumme, auf der
die RST aufbaut, mit der Produktstruktur der Standardtheorie. D.h. es treffen zwei
vollig verschiedene mathematische Konzepte aufeinander, und folglich auch grundsétz-
lich unterschiedliche Umsetzungen des Teilchenbildes und &hnlicher Konzepte. Dieses
Aufeinandertreffen fithrt folglich zu keinem guten Ende, da die von der Standardtheorie
heriiberschwappenden Ideen sich nicht in den Rahmen der RST einfiigen lassen, und
umgekehrt. Als erstes fillt auf, daf§ die Hartree- Focktheorie keine raumzeitabhéngigen
Koeffizienten fiir die Elemente der Permutationsgruppe kennt. Hieraus ergeben sich vor
allem die folgenden zwei Probleme (zusétzlich zu dem Eingangs schon besprochenen
Fehlen des Fockraumkonzeptes ), wenn die Umsetzung des Teilchenkonzeptes der Stan-
dardtheorie in die RST iibernommen wird: Zuerst einmal hat die Verwendung der er-
weiterten kovarianten Ableitung in allen Bereichen der RST Terme in den Quellstromen
der Potentiale der Wechselwirkung zur Folge, die aus den, nur der RST eigenen, raum-
zeitabhingigen Koeffizienten der Permutationsmatrizen bestehen. Weiterhin werden in
den Quellausdriicken der Materiedichten, die aus einzelnen Freiheitsgraden von ¥ beste-
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hen, Terme erzeugt, die die Koeffizienten der Permutationmatrizen miteinbeziehen, und
dementsprechend wieder nur der RST bekannt sind. Beide Arten von neu auftretenden
Termen machen es unmdoglich, die Art und Weise zu iibernehmen, in der die Standard-
theorie iiber die Strome einzelnen Freiheitsgraden einzelne Ladungen e zuzuordnen, also
eine Grofle, die einen einzelnen Freiheitsgrad als einzelnes Teilchen charakterisiert.
Abschlieflend ist noch ein weiteres Problem zu erwéhnen. Durch das Hinzufiigen der
Permutationsmatrizen nach dem Schema der Liealgebra von U (V) ergeben sich nur die
fermionischen Vorzeichen bei der Vertauschung von zwei Freiheitsgraden der Theorie.
Fiir einen fermionischen Materieanteil der Theorie stellt dies natiirlich kein Problem
dar, aber bereits im grundsétzlich bosonischen Anteil der Potentiale und ihrer Feldstér-
ken sind solche Vorzeichen vollig Fehl am Platze.

Das letzte Problem kann dadurch behoben werden, daff die Liealgebra u (N) nicht mehr
alleine das Muster vorgibt, nach dem die eichkovariante Ableitung erweitert wird. Mit
allgemeineren Schemata fiir diesen Vorgang 148t sich auch bosonisches Vorzeichenverhal-
ten bei der Vertauschung zweier Freiheitsgrade erreichen. Die anderen Probleme bleiben
dessen ungeachtet aber bestehen.

Eine ausfiihrlichere Darlegung der gerade geduflerten Kritik findet sich in Teil II, d.h.
Kapitel 3. Dort wird auch ein Vorschlag unterbreitet, wie die Probleme vermieden werden
konnen. Die Losung besteht darin, die su (V) - Matrizen von oben als die Generatoren der
Gruppe SU (N) zu verwenden, die sie sind, und nicht als ( rudimentére ) Darstellungsmatrizen
fiir die Permutationsgruppe. Dieses ist nichts Anderes als die zu Beginn geduflerte Idee,
die lokale und kontinuierliche unitdre Symmetriegruppe der Theorie so zu erweitern,
daf} sie nicht nur die Wechselwirkung des Systems beschreibt, sondern auch die Aus-
tauschsymmetrie des Systems mitumfafit. Die Folgen dieser Idee werden im Detail in
Teil ITI, bestehend aus den Kapiteln 4,5 und 6, herausgearbeitet.

Da der natiirliche Rahmen fiir die Arbeit mit lokalen Symmetrien der der Yang - Millstheorien
ist, besteht der Ausgangspunkt fiir alles Weitere darin, eine passende Lagrangedichte zu
finden. Soweit dies Moglich ist, orientiert sich diese Suche an den Ergebnissen aus Teil 1.
Vor allem wird die Segmentierung des Systemspinors bzw. Systemvektors in /N unabhén-
gige Freiheitsgrade durch eine whitneysummenartige Darstellung der Poincarétransfor-
mation von ¥ iibernommen. Abweichend von Teil I wird aber von Beginn an die maximal
mogliche Gruppe U (N) verwendet. Alle Objekte, die mit der Eichinvarianz der Theorie
in Zusammenhang stehen, d.h. die eichkovariante Ableitung und die Feldstarken, sind
also grundsétzlich mit Bezug auf die Liealgebra u (N) formuliert. Eine spétere Erweite-
rung findet zudem auch nicht mehr statt.

Das grundlegendste Prinzip des Yang- Millszuganges wird gleich nach der Aufstellung
der Lagrangedichte in seiner allgemeinen Form ausgefiihrt: Damit durch die U (N) Aus-
tauschsymmetrie beschrieben werden kann, diirfen nicht alle ihre Elemente gleich behan-
delt werden; wiirden sie es, konnte kein Teilchenbild auf der Basis der Strome aufgestellt
werden, das unter allen Transformationen der U (V) invariant bliebe. Nur durch die folge-
richtige Beschrénkung einiger Transformationen kann dieses verwirklicht werden. Andere
Teile der U (N) hingegen werden weiterhin in ihrer urspriinglichen Form angewendet.
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Sie bilden die Untergruppe E (N) von U (N), die die Wechselwirkung des Systems be-
schreiben, und deren Strome, die ihnen durch ihre Generatoren und das Noethertheorem
zugeordnet werden, die Grundlage des Teilchenbildes der RST sind. Die Transformatio-
nen, die zu U (N)\ E (N) gehoren, werden genau soweit eingeschrankt, dafi sie mit dieses
Teilchenbild nicht storen.

U(N)\ E(N) ist im Allgemeinen keine Gruppe. Das mag zunéchst wieder merkwiirdig
erscheinen, ist es bei ndherer Betrachtung aber nicht, da die eigentliche Strukturgruppe
der Theorie die U (V) bleibt bzw. ist, in die sowohl die beschréankten Transformationen
als auch die Wechselwirkungsgruppe eingebettet bleiben.

Die Wechselwirkungsgruppe hingegen ist natiirlich immer eine Gruppe, eine mit einer
Whitneysummenstruktur wie die der Poincarégruppe fiir W. Fiir sie besagt die Ein-
bettung in die U (), daf§ ihre Whitneysummenstruktur durch die Beschrinkung der
Elemente von U (N) \ E (N) nur sichtbar wird, aber nie die reine Form annimmt, wie
sie in er Poincarégruppe vorliegt.

In Kapitel 4 wird die allgemeine Formulierung dieses Prinzip der Symmetrieaufteilung,
sowie seine allgemeinen Umsetzung im Formalismus behandelt; in Kapitel 4.1 fiir Di-
racfelder und Kapitel 4.2 fiir Klein- Gordonfelder, beide Male zusammen mit den all-
gemeinen Formen der erhaltenen Dichten gemafl dem Noethertheorem, das wegen der
lagrangschen Formulierung der Theorie Anwendung finden kann. Da, wie schon mehr-
fach erwahnt wurde, unter diesen Erhaltungsgréfien den Stromen der Generatoren der
unbeschrankten Symmetrien der Wechselwirkungsgruppe als Grundlage des Teilchenbil-
des besondere Bedeutung zukommt, sind sie unter allen (erlaubten )Transformationen
invariant zu halten. Hingegen geniigt bei den Strémen der Generatoren der Elemente
der beschrankten Symmetrien Kovarianz. Als Folge davon diirfen sie allerdings nicht in
sie direkt und allein betreffenden Mefverfahren nachweisbar sein.

In Kapitel 5 wird dann der allgemeine Rahmen aus Kapitel 4 konkret auf ein Sys-
tem mit drei spinoriellen Freiheitsgraden (I'* = ~* @ v* @ y* ~ X = [[* TY] =
o @ o @ o) mit der Wechselwirkungsgruppe £ (N =3) = U (1) x U (1) x U (1),
die elektromagnetische Wechselwirkungen beschreibt, angewandt.

Als erstes wird dazu eine passende Basis fiir u (3) ausgesucht, deren Mitglieder in eine
Menge von Generatoren a5 3 der Wechselwirkungsgruppe F (3) und eine Menge von Ge-
neratoren (3, o der Elemente von U (3) \ E (3) aufgeteilt werden. Alle Potentiale, Feld-
starken, Strome, Bewegungsgleichungen, usw. folgen dieser Grundsteinlegung in ihrer
konkreten Ausformulierung fiir diesen Fall. Die stets beibehaltene Struktur der Gruppe
U (3), bzw. ihrer Liealgebra u (3) 148t sich am besten aus dem Beispiel der Feldstirken
beziiglich der Generatoren « ersehen. Ungeachtet der Tatsache, daf sie Tréager elektroma-
gnetischer Wechselwirkung sind, reduzieren sie sich nicht auf reine Rotationsausdriicke
in den Potentialen der Wechselwirkung. Sie beinhalten auch immer zusétzliche Terme,
die durch die Kommutatoren der (s untereinander enstehen. (Natiirlich enthalten die
Feldstéarken der 3s ebenso Terme, die aus den Kommutatoren der s untereinander re-
sultieren, neben denen, die aus den Kommutatoren der s mit den as hervorgehen, was
aber weniger {iberraschend ist als die Nichtrotationsstruktur der Wechselwirkungsfeld-
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stiarken. )

Das zentrale Anliegen des Kapitels 5 ist es, die enge Beziehung zwischen dem Teilchen-
bild der RST und den Beschrankungen der Elemente von U (N =3) \ E (N = 3) am
Beispiel aufzuzeigen. Wie schon erdhnt, fithrt die Frage, welche anderen Ws noch erlaubt
sind, nachdem ein Teilchenbild mit Bezug auf ein spezielles ¥ aufgestellt wurde, zu genau
den Einschrinkungen der Parameter A in den generierenden Ausdriicken exp {A* (x) 34},
usw., die die s zu Generatoren einer Austauschsymmetrie machen. dabei ist zu beto-
nen, dafl die Einschrinkung der As nicht bedeutet, dafl sie auf konstante Werte festgelegt
werden. Es verbleibt ihnen durchaus einiger Spielraum, um {iber der Raumzeit variieren
zu kénnen.

Hinsichtlich des Teilchenbegriffes ist noch ein weiteres Resultat von Bedeutung. Auf
Grund der verwendeten vollen unitdren Liesymmetrie besitzen die Einzelstromdichten,
die aus Einzelspinoren von ¥ bestehen, und die jeweiligen Noetherstrome aufbauen,
Quellen, wenn die einzelnen Spinoren iiberlappen. Zusétzlich gehen in alle Noetherstro-
me Terme ein, die rein aus Potentialen der Generatoren ( bestehen. Folglich ist es nur
dann moglich den Einzelspinoren von ¥ eine eigene Ladung e zuzuordnen, wenn alle
Felder, spinorielle wie Potentialfelder, in jeweils eigenen Volumina lokalisiert sind, die
sich nicht {iberschneiden. Andersherum gesagt existiert fiir sich {iberlappende, also stark
miteinander wechselwirkende Freiheitsgrade, was den allgemeinen Fall darstellt, kein
Teilchenbegriff. Aus diesem Grund werden die Feldfreiheitsgrade der Theorie im Allge-
meinen auch nicht als Teilchen bezeichnet.

Eine andere Konsequenz des Teilchenbegriffes, der auf Felder in separaten Raumvolumi-
na zuriickgreift, ist die dadurch zwangsldufige Verbindung der Quantisierung der RST
mit der Quantisierung der Raumzeit.

Kapitel 5.2 beschéftigt sich mit einer anderen erfreulichen Eigenschaft der Theorie. Die
Austauschsymmetrie zwischen ungleichen Teilchen verschwindet, ohne dafi Annahmen
iiber die bereits bestehenden hinaus gemacht werden miissen, da die Metrik im Raum
der Systemspinoren/ - vektoren eine Kopplungsmatriz enthélt, die der Bedingung der
kovarianten Konstanz unterliegt. Einzelspinoren/ - vektoren von W werden dann als ver-
schieden angesehen, wenn ihre zugehorigen Hauptdiagonaleintrige in der Kopplungsma-
trix voneinander verschieden sind. Durch die Bedingung der kovarianten Konstanz der
Kopplungsmatrix wird bereits die Austauschsymmetrie zwischen Einzelspinoren mit un-
terschiedlichen Hauptdiagonalelementen unterbunden.

Aus dem Inhalt de Ausblickkapitel 5.3 und 5.4 sollten die Besprechungen des Aus-
gangspunktes fiir den Einbau von Erzeugungs-und Vernichtungsprozefen in Kapitel
5.3 hervorgehoben werden. Zu diesem Zweck sollte die Idee die Whitneysumme einer
Symmetriegruppe mit Elementen einer einbettenden Gruppe maximaler unitirer Sym-
metrie zu ummanteln auf die Poincarégruppe von ¥ angewandt werden. Da es fiir sich
iberlappende Einzelspinoren/ - vektoren ohnehin keinen Teilchenbegriff gibt, kann die
Einschrankung einiger der Gruppenparameter A in diesem Fall problemlos fallengelas-
sen werden. Mithilfe von Bewegungsgleichungen der Gruppenparameter A kénnen dann
unterschiedliche Untermengen der Gesamtheit der Gruppenparameter iiber verschiede-
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nen Raumzeitregionen einer (nidherungsweisen ) Beschrankung unterliegen, wodurch W
in unterschiedlichen Weisen segmentiert wird. Dieses ist dann nichts anderes als ein un-
terschiedlicher Teilcheninhalt der Theorie fiir jede jeweilige beschrinkte Untermenge von
Gruppenparametern.
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Das heutzutage gingige Verfahren, um zu einer quantenmechanischen Vielteilchentheorie
zu gelangen, besteht in der Quantisierung von Feldtheorien: In den Theorien der Dirac-,
Klein - Gordon, elektroschwachen oder gluonischen Felder werden die Felder selbst durch
Operatoren, die sogenannten Feldoperatoren, ersetzt, die bestimmten Vertauschungsre-
lationen gentigen miissen. Die Auswahl dieser Relationen orientiert sich hauptséchlich an
der Forderung, daB sie Feldoperatoren definieren, die der Theorie eine Leiterstruktur ver-
leihen, wie sie von den Operatoren des quantenmechanischen harmonischen Oszillators
bekannt ist, da sich dadurch die Erzeugung und Vernichtung von diskreten Beitragen zu
Energie, Impuls, Spin oder ( Hyper- )Ladung beschreiben lassen. Gerade die letzten bei-
den Erhaltungsgréfien charakterisieren, neben der Masse, ein Teilchen einer bestimmten
Sorte. Durch die Leiterstruktur in diesen Groflen wird folglich der Begriff der Teilchen-
erzeugung - und vernichtung begriindet.

Weitere Kriterien fiir die Auswahl der Vertauschungrelationen sind die Mikrokausali-
tat, die zur Quantisierung von bosonischen Feldern mit Kommutatoren fiihrt, ferner die
Positivitat des Energieausdruckes, die die Quantisierung von fermionischen Felder mit
Antikommutatoren nach sich zieht, sowie besonders bei den elektroschwachen und gluo-
nischen Feldern die Bedingungen, die die Eichfreiheiten der Theorie stellen.

Das gerade umrissen wohlbekannte? Verfahren wurde zuerst nur auf freie Felder, d.h.
Felder die untereinander nicht wechselwirken, angewandt. Die obige Aufzidhlung von
Feldtypen stellt diese also beziehungslos nebeneinander. Ein wesentliches Problem der
Quantenfeldtheorie, kurz mit QFT bezeichnet, besteht darin, daf§ die Vertauschungsre-
lationen der Feldoperatoren ihre fiir die Leiterstruktur benétigte Form, die dem Vielteil-
chenbild zugrunde liegt, nur im Fall freier Felder annehmen.

Dieses Problem wird versucht zu umgehen, indem die Wechselwirkungen als Stérungen
des freien Zustandes eines Vielteilchensystems behandelt werden. Nocheinmal anders
und mathematisch etwas strenger gesagt, wird ein wechselwirkendes Vielteilchensystem
beschrieben durch eine Stérungsentwicklung seiner Zustandsfunktion um seinen freien
Zustand. Die Bemiihungen in dieser Hinsicht kulminieren in der Streumatrix ( scattering
matrix ) , kurz S-Matrix genannt. Mit ihr werden die urspriinglich nur fiir den freien
Zustand der Teilchen gedachten Vertauschungsrelationen fiir die Beschreibung wechsel-
wirkender Teilchen nutzbar gemacht.

In einer solchen stérungstheoretischen Behandlung der Wechselwirkung zwischen den

$Die Literatur zu diesem Thema ist vielzihlig, als Beispiele mogen [1-5] dienen. [1] enthilt im ersten
Band eine Ubersicht iiber die historische Entwicklung der Quantenfeldtheorie.
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Teilchen (Feldquanten ) kann sie natiirlich nur eine Ausnahme sein, nicht der Normal-
fall. Die zur S- Matrix gehorige Bildsprache der Feynmangraphen zeigt dieses auch sehr
deutlich: Wechselwirkung findet nur an den punktférmigen Vertices statt, an denen ver-
schiedene Teilchen einander streuen; den weit ausgedehnteren Teil der Graphen neh-
men die Phasen der freien Propagation der Feldquanten ein. Mit dieser Feststellung des
Ausnahmestatus der Wechselwirkung in der Stérungstheorie ist auch schon ihr Anwen-
dungsbereich umrissen: Es ist die Modellierung nur wenig bzw. nur fiir einen sehr kurzen
Zeitraum wechselwirkender Vielteilchensysteme, die eben deshalb durch den Austausch
von Energie und Impuls in einigen wenigen Streuprozeflen ihrer quantisierten Freiheits-
grade ausreichend gut beschrieben werden.

Streuprozefe als solche, wie sie in den grofien Beschleunigern stattfinden, sind ein Bei-
spiel fiir solche Systeme. Dabei ist der Begriff “Streuprozefl” in seine beiden Bestandteile
bei diesem Vorgang zu zerlegen. Die Streuung von mefibaren, urspriinglich freien, ein-
laufenden Teilchen in auslaufende, zu spéteren Zeitpunkten auch wieder nicht mehr in
Beziehung stehende, mefbare Zustéinde wird dadurch beschrieben, dafi die Vorgénge in
der Wechselwirkungszone durch die “internen” Streuprozefe der S-Matrix angendhert
werden. Die S(treu)- Matrix trégt ihren Namen also aus zweierlei Griinden. MeBSbar
sind allerdings nur der einlaufende und der auslaufende Zustand, die in der S-Matrix
zusammengefafiten modellierenden Zusténde sind es nicht. Thre Art und Anzahl hingt
direkt von der Ordnung der betriebenen Stérungsrechnung ab. Dafl dabei abgeschlos-
sen in jeder Ordnung fiir sich eine Anzahl genau definierter Teilchen vorhanden zu sein
scheint, liegt darin begriindet, dafl eben die Vertauschungsrelationen zum Einsatz kom-
men, die es im freien Fall ermoglichen von Teilchen zu sprechen. Im freien Fall ordnen die
durch diese Vertauschungsrelationen definierten Operatoren jedoch Ladung, Spin, Ener-
gie oder Impuls Freiheitsgraden zu, die geschlossen angegeben werden konnen, wahrend
sie in der Wechselwirkungszone Einzelobjekte mit Teilchencharakteristika versehen, die
(bestenfalls ) erst in der Gesamtheit der aufsummierten unendlich vielen Stérungsord-
nungen das Geschehen in der Wechselwirkungszone vollstandig beschreiben. Der Teil-
chenbegriff wird demnach in Teile der Theorie eingefiihrt, die fiir sich alleine nicht den
gesamten Zustand des Systems reprasentieren. Wie sich der Begriff einer abgeschlossenen
Einheit ("Teilchen”) mit den fiir sich alleine unvollstdndigen einzelnen Ordnungen der
Storungstheorie vertrégt, ist ungekliart, auch weil sich die QFT immer noch die Frage
gefallen lassen muf, gegen welchen geschlossenen Ausdruck die Storungsreihe eigentlich
konvergiert. Diese Ungereimtheit mufl dadurch abgemildert werden, daf3 die Einzelzu-
stande ( die einzelnen Ordnungen der Stérungsreihe ), die nach Art und Anzahl der Teil-
chen, die in ihnen enthalten sein sollen, durchaus stark voneinander verschieden sind,
nicht mefbar sein diirfen?.

$Das Teilchenbild der QFT gerit aber nicht nur durch die Paarung von Charakteristika vollstéindi-
ger Teilchen mit unvollstdndigen Feldern in Bedridngnis, denn in der Wechselwirkungszone ist die
Teilchendichte bedeutend hoher im Vergleich zum unendlich verdiinnten freien Zustand, in dem das
Teilchenbild begriindet wird, was zur Folge hat, daf} einige der charakteristischen Grofien nicht mehr
scharf bestimmt sind. Z.B. werden bei zwei Elektronen die Pole in den Integralen zur Festlegung
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Uber diese interpretatorischen Schwierigkeiten hinaus gerit die QFT mit ihrer storungs-
theoretischen Beschreibung von Wechselwirkungen in echte Probleme, wenn sie mit ge-
bundenen Zusténden konfrontiert wird, denn in solchen sind Wechselwirkungen eben
nicht die Ausnahme sondern die Regel. Unter den ohnehin nicht wenigen Schwierigkeiten,
die die Bethe - Salpetergleichung plagen, ist diejenige einen gebundenen Zustand mittels
der sich weit auflerhalb ihres eigentlichen Wirkungsbereiches befindlichen S-Matrix zu
beschreiben, nicht die geringste. Selbst fiir ein System mit der geringen Teilchenzahl
N = 2 konnen nur mit sehr starken Vereinfachungen der beteiligten Feynmandiagram-
me iiberhaupt Aussagen getroffen werden; siehe z.B. [1,2].

Die gerade angesprochenen Probleme der QFT, wie auch weitere, sind Fachkreisen durch-
aus bewufit, wie sich auf Tagungen, in Seminaren und selbst in der Lehrbuchliteratur
feststellen 148t. Teile der gerade geduferten Kritik finden sich in dhnlicher Form z.B.
in [2] im einleitenden Text zu dessen Kapitel 6. Erstaunlicherweise werden die proble-
matischen Punkte aber genauso gerne verdrdngt wie angesprochen, zu nicht geringen
Teilen sogar in direkter Abfolge. Als Beispiel hierfiir kann die Behandlung des Pola-
risationstensors in Kapitel 5.2. in [2] dienen. Dort wird zunéchst festgestellt, dal der
Polarisationstensor ( mathematisch ) schlecht definiert ist, da er gegen die urspriinglich
in der Theorie vorhandene U (1) - Eichinvarianz verstoit. In der Folge wird aber nicht et-
wa der Ursprung des Polarisationstensors betrachtet, um festzustellen, wie die fehlerhafte
Definition berichtigt werden kann, sondern es wird versucht mittels Regularisierung den
fehlerhaften Ausdruck zu retten. Anstatt also die urspriinglichen Annahmen, die zum
Polarisationstensor fithren und die ersichtlich mit dem sehr fundamentalen Symmetrie-
prinzip, d.h. der Eichinvarianz, in Konflikt stehen, zu iiberpriifen, werden nicht gerade
einfache Zusatzannahmen gemacht, um das fehlerhafte Objekt zu retten. Diese fiir die
QFT so typische Flucht nach vorne wird selbst in der neusten Auflage noch ohne einen
Hauch von (Selbst- ) Kritik angetreten.

Ein weiteres Beispiel findet sich in [6], wo klar festgestellt wird, dafl nur in nichtwech-
selwirkenden Systemen von Teilchen gesprochen werden kann und dafl dieser freie Teil-
chenbegriff fiir die Beschreibung von Wechselwirkungen ein Stiitzkonstrukt ist. Dieses
Stiitzkonstrukt wird aber in Kapitel VI: “Particles. Completeness of the Particle Pic-
ture” fiir grundlegend richtig zur Beschreibung von Wechselwirkungen erklért, trotz der
Tatsache, dafl selbst heutzutage noch Klarungsbedarf zu diesem Thema besteht, und,
wie der Author selbst ausfiihrt, noch Arbeit in dieser Hinsicht aussteht. Eine kritische
Betrachtung dariiber, ob das Stiitzkonstrukt des Teilchenbegriffes in der Wechselwir-
kungszone tatsichlich die richtige Grundlage bildet, fehlt dann auch hier. Angesichts
der nun mittlerweile mehrere Jahrzehnte andauernden Probleme mit der Stérungstheo-
rie ist die Uberpriifung ihrer Grundlagen aber mehr als iiberfillig.

Der Verdringungsmechnismus funktioniert zum Gliick nur bei drei von vier Wechselwir-
kungen, denn die Quellen des Gravitationsfeldes sind Energie und Impuls, die es selber
zur Geniige triagt. Es wechselwirkt deshalb mit sich selbst derart stark bzw. andauernd,

ihrer Massen unscharf
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dafl seine storungstheoretische Behandlung unmoglich ist, selbst fernab irgendwelcher
Beitrige von Materie-oder Eichfeldern zum Energie - Impulstensor. Es kann somit nie-
mals als so frei betrachtet werden, wie es fiir die Quantisierung der anderen Felder, z.B.
des Diracfeldes oder des elektromagnetischen Feldes, grundlegend notwendig war¥.

Die Probleme bei der Einfithrung diskreter Strukturen in die allgemeine Relativitdtstheorie
(ART) durch die bisherigen Methoden sind so massiv, dafl mit der Quantenloopgravita-
tion ein Weg zur Quantisierung der ART beschritten wurde, der mit dem alten Ansatz
wenig gemein hat [7].

Dieser Verwerfung traditioneller Vorgehensweisen schliefit sich diese Arbeit an.

Aus dem allgemeinen Aufgabenfeld einer Vielteilchentheorie, das die Festlegung eines
Teilchenbegriffes, die Beschreibung der Wechselwirkung zwischen den Teilchen, speziel-
ler die Beschreibung gebundener Zustédnde, die Beschreibung von Austauschphénome-
nen, Modellierung von Erzeugungs-und Vernichtungsprozefien sowie die Quantisierung
der vorhergehenden Vorgédnge umfafit, werden die ersten drei betrachtet. Bisher sind ja
die Erzeugungs-und Vernichtungsprozesse in Verbindung mit Teilchenbegriff unter dem
Dach der Quantisierung in den Mittelpunkt gestellt worden.

Erzeugungs-und Vernichtungsprozesse stehen also nicht im Vordergrund dieser Arbeit.
Vielmehr wird Wert darauf gelegt, eine Theorie zu formulieren, die bereits vor einer
Quantisierung genug Freiheitsgrade besitzt, um ein Vielteilchensystem beschreiben zu
kénnen. In der Standardtheorie ist dieses erst nach der Modenzerlegung der Feldopera-
toren nach einem geeigneten Funktionensystem, meist eine Fourierzerlegung, der Fall,
mit anderen Worten nach der Quantisierung. Weiterhin wird der Theorie eine maxi-
mal mogliche unitéire Liesymmetrie zugestanden, die soweit wie moglich unbeschrinkt
beibehalten werden soll. Beschrankungen werden ihr durch die Forderung nach einem
Teilchenbegriff auferlegt. Dieser soll aber gar nicht andauernd verfiighar sein, sondern
nur in speziellen Situationen. Hier ist zuerst einmal an sehr weit und damit ( fast ) nicht
miteinander wechselwirkende Freiheitsgrade der Theorie zu denken. “Freiheitsgrade” und
“Teilchen” sind demnach im Allgemeinen nicht miteinander synonym.

Die Situation (fast) nicht miteinander in Beziehung stehender Freiheitsgrade als “na-
tiirliche Umgebung” des Teilchenbegriffes ergibt sich, weil mit abklingender aufeinander
ausgeilibter Wechselwirkung der Freiheitsgrade eher zwanglos die Bedingungen erfiillt
werden, die die Freiheitsgrade der Theorie mit einem Teilchenbegriff in Einklang brin-

YDas Problem stark mit sich selbst wechselwirkender Eichfelder ist nicht alleine auf die Gravitations-
wechselwirkung beschriinkt. Auch die Quantenchromodynamik, kurz mit QCD bezeichnet, hat mit
einer flichenden Koppelungskonstanten ( running coupling constant ) zu kiimpfen, da die gluonischen
Felder dieser Theorie ebenso farbtragend sind, wie die Quarks und folglich aufler an die spinoriel-
len Felder auch untereinander koppeln. Allerdings tragt nicht jedes gluonische Feld jede Farbe, so
dafl nur bestimmte unter ihnen in Beziehung stehen, nicht alle, im Gegensatz zum Gravitationsfeld,
bei dem jede seiner Moden mit Energie und Impuls genau die Gréfen trigt, die sie mit allen ande-
ren koppelt. Aus diesem Grund ist die Kopplungskonstante noch renormierbar. Sie ist aber viel zu
grof3, als daf sie die Stérungstheorie nach Art der QED ( Quantenelektrodynamik) oder der elek-
troschwachen Theorie zulassen wiirde. Es kommen andere Methoden zum Einsatz, die aber dhnlich
problembehaftet sind, wie die der QED oder elektroschwachen Theorie sind.
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gen. Unter “Wechselwirkung” ist hier immer die Wirkung der ganzen unitédren Symmetrie
zu verstehen, nicht nur Teile davon, wie bisher {iblich, was der Grund fiir das Adjektiv
“erweitert” im Titel dieser Arbeit ist.

Ein Teilchenbegriff ist auch hier erreicht, wenn sich Erhaltungsgréfien genau einem Frei-
heitsgrad zuordnen lassen. Es werden speziell die gleichen ( Hyper- )Ladungen sein, fiir
die diese Zuordnung nicht immer moglich ist. Somit wird ein Weg gewéhlt, der entgegen-
gesetzt zu dem in der Standardtheorie beschrittenen verlauft: Zuerst wird ein wechselwir-
kendes System betrachtet, das in einem Grenzfall einen Teilchenbegriff hervorbringt, an-
statt erst in einem Spezialfall einen Teilchenbegriff zu begriinden, der dann mit viel Miihe
in den Fall mit Wechselwirkung eingebracht wird. Die Bedingungen, die die Freiheits-
grade beim hiesigen Vorgehen mit einem Teilchenbegriff zur Deckung bringen, kénnen in
die Wechselwirkungszone, dem Kernbereich der hier vorgestellten Theorie, iibernommen
werden, miissen es aber nicht. Sie sind auflerhalb des Grenzfalles freier Freiheitsgrade
auch recht restriktiv, weshalb ihre Beibehaltung eher hinderlich ist. Mit dem letzten
Satz wird beabsichtigt, dafl ein stdndig beibehaltener Teilchenbegriff, d.h. eine dauer-
hafte strenge Zuordnung bestimmter Gréflen zu nur einem Freiheitsgrad, Schwierigkeiten
bereitet, eben durch die Bedingungen, die er mit sich bringt und seine Aussetzung Er-
leichterung verschafft. Erhaltungsgrofien jeder Art sind dann unterteilungslos dem Sys-
tem als ganzem zugeordnet, einzelne Freiheitsgrade des Systems auflosende Messungen
nicht mehr moglich. Die Ungereimtheit, in einer nicht meBlbaren bzw. keine Messung,
die bestimmte Teile des Systems als autarke Einheiten herauslost, zulassenden Situation
einen Teilchenbegriff zugegen zu haben, der eine solche Vereinzelung scheinbar gestattet,
entsteht auf diese Weise gar nicht erst.

Die hohe Zahl an Freiheitsgraden sowohl im Anteil der materiellen® als auch der Wech-
selwirkung vermittelnden Felder, die die Theorie bereits vor der Quantisierung besitzt,
befreit die Beschreibung von Vielteilchensystemen noch in zwei anderen Punkten von
unnotigen Zwéngen.

Zum Ersten erlaubt eine hohe Anzahl an materiellen Freiheitsgraden eben die Verwen-
dung einer hochdimensionalen unitdren Strukturgruppe, die nur dann eingeschréankt
wird, wenn von Teilchen gesprochen werden soll, also zum Teilchenbegriff hin, nicht
von ihm ausgehend. Im Vergleich dazu existiert in der QFT, wie schon erwihnt, ein
Vielteilchenbegriff erst nach der Quantisierung. Diese wird aber in eine Feldtheorie mit
minimalen materiellen und potentiellen Feldfreiheitsgraden implementiert. So besitzt die
Lagrangedichte der QED gerade mal ein spinorielles Feld und ein Vektorpotential, die
QCD drei Spinoren und immerhin neun Vektorpotentiale, was aber immer noch wenig
ist, wie sich gleich zeigen wird. Die wenigen Felder bzw. ihre Feldoperatoren der Aus-
gangstheorie werden dann nach einem vollstédndigen Funktionensystem entwickelt, dessen
Koeffizienten zu den Basisfunktionen dann die eigentliche Grundlage fiir den Vielteil-

§“Materielle Felder” dient als etwas ungenauer Sammelbegriff fiir alle Felder, die keine Wechselwirkung
vermittelnden Potentiale sind. Mitunter wird, in Anlehnung an diesen Sammelbegriff, auch von
“potentiellen Feldern” gesprochen, wenn von Wechselwirkung vermittelnden Potentialen die Rede
ist.
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chenbegriff sind. Solche Vektorrdume sehr hoher oder sogar iiberabzéhlbarer Dimension
erlauben die Verwendung einer sehr viel groleren Strukturgruppe als die der anfénglichen
Theorie. Dieser hohe Transformationsfreiheitsgrad im Funktionenraum, dessen einzelne
Basisfunktionen wesentlich fiir die Begriffe der QFT sind, werden dadurch empfindlich
eingegrenzt, dafl der Funktionenraum nur zur Beschreibung einige weniger Felder ge-
nutzt wird. Sehr deutlich sieht man diese Restriktion beispielsweise bei der schon in die
Kritik geratenen Behandlung des Polarisationstensor in [2]. Dort werden aus der Eich-
freiheit des einen Vektorpotentials im Ortsraum, die entsprechenden Ausdriicke fiir alle
seine Fourierkoeffizienten im Impulsraum abgeleitet, was natiirlich soweit nicht falsch ist.
Bei Licht besehen wird damit aber aus den vielen moglichen unitdren Transformationen
im Impulsraum nur die wenigen herausgesucht, die denen der U (1) im Ortsraum ent-
sprechen. Zwischen genau diesen U (1) - Transformationen und dem Polarisationstensor
entsteht nun ein Konflikt, der durch Regularisierung umgangen wird.

Zum Zweiten erlaubt die Beschrédnkung der unitdren Symmetrie, die dem Teilchenbegriff
zugrunde liegt, auch die Aufstellung eines Begriffes des Austausches identischer Teil-
chen ( Freiheitsgraden, die mit identischen Charakteristika versehen sind ) innerhalb der
Strukturgruppe; sind die Teilchen nicht identisch, entfillt der entsprechende Teil der
Symmetriegruppe, ohne dafl weiter Annahmen, als die bei der Aufstellung der Theorie
bereist getroffenen gemacht werden miissen.

Damit befreit die hochdimensionale lokale unitére Strukturgruppe die Beschreibung von
Vielteilchensystemen von dem Zwang zusétzlich die globale Permutationsgruppe verwen-
den zu miissen. Deren Nichtlokalitédt hat ja seit ihrer Einfiihrung immer im spannungs-
geladenen Kontrast zum Prinzip der Lokalitdt der Physik gestanden.

Die gerade umrissenen Vorstellungen fiir eine Feldtheorie, die in der Lage ist ein System
mit vielen wechselwirkenden Teilchen/Freiheitsgraden zu beschreiben, werden in Teil 3,
dem Hauptteil dieser Arbeit, verwirklicht. Kapitel 4 hat die U (V) -symmetrische La-
grangedichte eines Systems mit N spinoriellen Freiheitsgraden ( Unterkapitel 4.1) oder
N skalaren Freiheitsgraden (Unterkapitel 4.2) zum Inhalt. Besonders in Unterkapitel
4.1 werden die Orte benannt, an denen die geduflerten Vorstellungen umgesetzt wer-
den sollen; soweit dieses schon in der allgemein Form des Kapitels 4 konkret moglich
ist, wird dieses auch getan. Meistens wird jedoch erst einmal ein Rahmen an Vorgaben
gezogen, den konkrete Modelle auszufiillen bzw. zu beachten haben. Als fundamentales
Beispiel eines solchen konkreten Modells wird in Kapitel 5 ein System mit drei spi-
noriellen Freiheitsgraden unter der Gruppe U (3) betrachtet. Wie seine Begriffe in die
Vorgaben aus Kapitel 4.1 eingebettet sind, wird griindlich behandelt. Diese Einbettung
in 4.1 bzw. die Entstehung des Systems aus 4.1 als Leitfaden nehmend, sollte es ohne
groflere Schwierigkeiten moglich sein, den Formalismus aus Kapitel 4 auch fiir Systeme
mit mehr Freiheitsgraden und hoherdimensionalen unitéren Strukturgruppen zu ver-
wenden. Die letzten beiden Unterkapitel 5.3 und 5.4 geben einen Ausblick auf solche
Systeme, sowie eine Ubersicht iiber die Teile der Theorie, deren Weiterentwicklung sehr
gute Moglichkeiten bietet Teilchenerzeugung und - vernichtung in einer Feldtheorie, d.h.
ohne gleichzeitige Quantisierung zu beschreiben.
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Mit Anordnung der Kapitel, 4 iiber die Lagrangedichte zuerst, gefolgt von 5 iiber ein
spezielles System, gibt der Aufbau des dritten Teils einen wesentlichen Charakterzug
der Theorie wieder: Aus einer Situation mit einigen wenigen, aber sehr grundséatzlichen
Prinzipien als Fixpunkte ensteht eine, in der sich einzelne Teile immer schérfer gegen-
einader abgrenzen und so ihre Bedeutung erhalten.

Wer sich die Grundlagen einer neuen Herangehensweise lieber an einem Beispiel erar-
beitet, kann auch mit Kapitel 5 beginnen; es ist ausfiihrlich genug, um auch alleine
verstiandlich zu sein, um sich erst danach Kapitel 4, besonders 4.1 zu widmen, und des-
sen Inhalt als Verallgemeinerung von 5 ansehen.

Entstanden ist der Inhalt des dritten Teiles im Umfeld der relativistischen Schrodin-
gertheorie, worauf sein Name und der Titel der Arbeit ja hinweisen. Diese Theorie
wird in Teil T beschrieben, was auch die Wurzeln beleuchtet, die der dritte Teil in der
( permutativen ) relativistischen Schrodingertheorie besitzt. Welche Entwicklungslinien
aus Teil I in Teil III nicht fortgesetzt werden und warum, schildert Teil II, d.h. Kapi-
tel 3. Die dort geduBerte Kritik ist in verteilter Form schon im ersten Teil zu finden.
Zusitzlich zu den zusammengefafiten Kritikpunkten wird in Kapitel 3 auch angegeben,
welche Ideen die kritisierten Punkte ablosen sollen. Aus der Zwischenbilanz entspinnt
sich dadurch ein Leitfaden, entlang dem sich der Rest der Arbeit bewegt. Kapitel 3
kann deshalb durchaus als Fortsetzung der Einleitung angesehen werden, in der die oben
geduferten Gedanken mathematischer formuliert werden, vor allem in Bezug auf die
Verwendung der hochdimensionalen Symmetriegruppe. Wer daran interessiert ist, kann
direkt im Anschlufl an diese Einleitung Teil II lesen, vor allem dessen letzten Abschnitte.
Eine Ausfithrung dieser Ideen ohne weitere Umschweife bietet die sich sofort anschlie-
Bende Lektiire des dritten Teiles.

Eine Arbeit wie diese entsteht natiirlich nicht im Alleingang. Deshalb mochte ich mich
bei den folgenden Personen ganz herzlich bedanken: Herrn Dr. M. Sorg gilt mein Dank
fiir die Aufnahme in seine Gruppe und die interessante Themenstellung. Weiterhin dan-
ke ich Herrn Prof. Dr. U. WeiB fiir die Ubernahme des Hauptberichtes zu dieser Arbeit,
obwohl sie nicht seinem eigentlichen Forschunggebiet zugehort. Ebenso danke ich Herrn
Prof. Dr. G. Wunner fiir die Ubernahme des Mitberichtes, sowie Prof. Dr. U. Seifert fiir
die Aufnahme am II. institut fiir Theoretische Physik.
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1.

Mathematische Vorbemerkungen

Wie jede Yang- Millstheorie ( Eichtheorie) basiert die relativistische Schrodingertheorie
mathematisch auf der Faserbiindeltheorie. In diesem Kapitel wird eine kurze Ubersicht
iiber deren wichtigsten Grundbegriffe gegeben sowie die im weiteren Verlauf dieser Arbeit
verwendete Notation eingefithrt. Die Darstellung stiitzt sich im wesentlichen auf [8-11],
in denen auch dieser kurze Uberblick vertieft werden kann.

1.1. Aligemeine Faserbiindel und Vektorbiindel

Die Bestandteile eins allgemeinen ( differenzierbaren) Faserbiindels B (E, 7, M, F, G)
sind die folgenden:

1.

2.

d.

Die “totaler Raum” E benannte differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Die “Basisraum” M genannte differenzierbare Mannigfaltigkeit. In der Physik ist M
entweder der Minkowskiraum R{ oder eine vierdimensionale riemannschen Man-
nigfaltigkeit M. Die Metrik g, = g (e,,e,) beider Riume weist die Signatur
— + ++, oder dquivalent + — ——, auf.

Die “Faser” oder auch “typische Faser” F' genannte differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Ist F' ein Vektorraum V* der Dimension &, z.B. C*, R* oder auch die Algebra
einer Liegruppe, wird das zugehorige Biindel Vektorbiindel genannt.

Die “Projektion” m benannte Surjektion

T FE— M. (1.1)
Deren inverse Abbildung
T (p)=F,2F (1.2)
peM,

ist isomorph zur Faser F' und wird deshalb auch direkt als Faser F' iiber p bezeich-
net.

Die als “Strukturgruppe” bezeichnete Liegruppe G. Sie wirkt von links auf die Faser.
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6. Schliellich noch das wichtigsten Element, die “lokale Trivialisierungen” genannten

Diffeomorphismen 7;, die jeweils iiber ihrem Element U; der offenen Uberdeckung
{U;} von M den Teil (U; x F) nach 7=1 (U;) abbilden

i Ux F—a Y U) , (1.3)
derart, daB fiir die Projektion 7 o 7; (p, f)

ToTi(p,f) = p (1.4)
peM

fer

gilt. Der Name “lokale Trivialisierung” riihrt daher, da 7;!, die inverse Abbildung
von 7;, 71 (U;) auf das direkte Produkt U; x F abbildet:

o N U) - U x F (1.5)
Ein Paar (U;,7;) wird eine Karte genannt und {(U;, 7;)} ein Atlas, wobei die U;
eine offene Uberdeckung von M sind: M = U;U;.

Der letzte Punkt zeigt, welches Ziel genau mit den Faserbiindeln verfolgt werden soll.
Zuerst einmal soll der totale Raum E durch Abbildung auf das direkte Produkt zweier
bekannter differenzierbarer Mannigfaltigkeiten handhabbar gemacht werden, auch im
Sinne eines Differentialkalkiils. Je nach Beschaffenheit des Basisraumes ist das nur lokal,
d.h iiber den offenen Teilmengen U; von M moglich. Im Zusammenspiel der nur lokal
moglichen Trivialisierungen mit globalen Objekten des Biindels lassen sich Aussagen
iiber die Beschaffenheit (der Topologie ) der Basismannigfaltigkeit M treffen.

Auch in der Physik verwendete globale Objekte eines Biindels sind die Schnitte s

s:M—FE, (1.6)

die M so in den Totalraum E abbilden, daf s (p) = s|, ein Element der Faser I’ (p) =
7=t (p) iiber p ist. D.h. es gilt

mos=idy . (1.7)

Zudem sollen die durch (1.5) und (1.6 ) definierten Abbildungen glatt sein. Ist die Faser
F ein Vektorraum V* der Dimension k, wird durch einen Schnitt s ein stetiges Vektorfeld
iiber dem Basisraum M angegeben, weshalb Schnitte fiir die Physik interessant sind. Das

elektromagnetische Feld (E , 5) € R®, Diracspinoren 1) € C* oder Klein - Gordonfelder

¢ € C* sind solche Schnitte; die lokalen Lorentzkoordinaten der allgemeinen Relativitéits-
theorie bestehen aus vier linear unabhédngigen Schnitten, die ihre Werte in den als Fasern
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betrachteten Tangentialriumen 7, M* annehmen, und Rahmen oder Koordinatenrahmen
genannt werden. Von ihren lokalen Darstellungen mittels der 7; iiber den U; und den
damit zusammenhéngenden Freiheiten oder Uneindeutigkeiten wird sofort zu sprechen
sein. Ein lokaler Schnitt s; ist ein auf einer offenen Teilmenge U; C M definierter Schnitt.
Er kann z.B. durch die Beschriankung eines globalen Schnittes auf eine offene Teilmenge
U; entstehen: s; = s| y,- Die Koordinatendarstellung durch eine lokale Trivialisierung
7; eines globalen Schnittes kann nur durch eine solche Restriktion angegeben werden.
Uber dem Durchschnitt U; N U, zweier offener Mengen U; und U; mit lokalen Triviali-
sierungen 7; und 7; besitzt solch ein restringierter Schnitt s demnach zwei verschiedene
Koordinatendarstellungen, die alleine schon wegen der Forderung nach Stetigkeit von s
auf verniinftige Weise miteinander in Beziehung stehen miissen. Die Art, wie sich dieser
Zusammenhang gestaltet, ist einer der Punkte, die Auskunft iiber die Beschaffenheit von
M geben. Schnitte sind in der Physik sehr wichtig, aber nicht die einzigen Objekte, die
auf F definiert werden konnen und durch die lokalen Trivialisierungen ihre Koordinaten-
darstellung erhalten, die iiber den Schnittmengen zweier offener Mengen von M ebenso
nicht vollig ohne Bezug zueinander sein diirfen. Es ist also sinnvoll die koordinatengeben-
den Abbildungen 7; selber miteinander in Beziehung zu setzen. An dieser Stelle kommt
die Strukturgruppe G ins Spiel. Dazu ist zunéchst zu Bemerken, dafl die Abbildung

T (P, f) =Tip (f) 1 F = Fp (1.8)
peM
fEF,

ein Diffeomorphismus von F’ nach F), ist. Uber U;NU ; lésst sich der Koordinatenwechsel
in der Faser von denen, die durch 7;, gegeben sind, zu denen von 7; , damit durch

tij (p)ETi,loTJp = F (1.9)

beschreiben. Die ¢;; (p) sollen Elemente der Gruppe G sein: t;; (p) € G. Sie kénnen als
glatte Abbildung von U; N U; nach G aufgefafit werden:

Mit ihnen wird der Koordinatenwechsel in der Faser folgendermafien ausgedriickt:

7j (p7f9> =7 (p, ZJ( ) fi) - (1.11)

Da sich nur die Elemente f € F dndern, die einem Element aus dem Totalraum FE
zugewiesen werden, aber nicht der Punkt p € M, kann (1.11) auch etwas schlanker
ausgedriickt werden:

fi=tij;)fi. (1.12)

$Die Tangentenbiindel TM der riemannschen Geometrie, die aus der Zusammenfassung TM =
U;TU; = Upeu,cmTpM aller Tangentialrdume einer riemannschen Mannigfaltigkeit M bestehen,
gehoren zu den bekanntesten Beispielen fiir Faserbiindel.
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Damit die t;; ihrer Aufgabe gerecht werden kénnen, miissen sie folgende Bedingungen
erfiillen:

ti = idp (1.13a)
tij (p) = t5;" (p) (1.13b)
tii (p) - tix (p) = tan (p) - (1.13¢)

Kann man fiir alle Ubergangsfunktionen ti; die Identitdtsabbildung wihlen, ohne die

Konsistenz des Biindels zu verletzen, ist das Biindel durch das direkte Produkt M x F
beschreibbar und wird trivial, weil eben global trivialisierbar, genannt.
Durch die ¢;; wird ein verniinftige Verbindung der einzelnen Koordinatensysteme 7; mit-
einander erreicht, die z.B die Stetigkeit der globalen Schnitte s auch in deren Koordina-
tendarstellungen s; garantiert. Andererseits eréffnet eine solche konsistente Aneinander-
klebung der einzelnen Fasern F,, durch die ¢;; (p) die Moglichkeit lokale Objekte, die tiber
einzelnen U; definiert sind, zu globalen zusammenzusetzen; etwa einen globalen Schnitt
s aus lokalen Schnitten s;

SZ'ZUZ'CM—>FUZ.,
dessen Faserkoordinaten der einzelnen s; durch Elemente ¢;; € G zusammenhéngen.

Nach diesem Muster lassen sich auch Biindel aus lokalen direkten Produkten U; x F
zusammensetzten

M = UZUZ 5

wenn man die Elemente (p, f;) € U; x F und (g, f;) € U; x F durch
(p. fi) ~ (¢, f;) , wenn p=gq und f; =1;fi ; t;; €G (1.16)
identifiziert, also die Aquivalenzklasse
E=X/~ (1.17)

mit ~ aus (1.16) bildet. Auf diese Weise lassen sich auch Biindel mit gleichen Struktur-
gruppen aber verschiedenen Fasern zueinander assoziieren, in dem in einem bekannten
Biindel seine Fasern F' lokal gegen andere F’ ausgetauscht werden, wobei der Rest,
vor allem die Strukturgruppe und ganz besonders die einzelnen Ubergangsfunktionen
tij(p), nicht verdndert werden. Anschliefend werden die lokalen Ausdriicke U; x F durch
(1.15)-(1.17) zum Faserbiindel B (E, 7, M, F', G) zusammengefiigt. G mufl natiirlich
auf die neue Faser " anwendbar sein.

Die Strukturgruppe G eines Biindels als Vermittlerin zwischen den lokalen Trivialisie-
rungen eins Biindels er6ffnet viel iiber die (topologische ) Beschaffenheit von M. Das
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Verfahren (1.15)-(1.17) ermoglicht es andersherum durch die Wahl der Strukturgrup-
pe G, die an der Aquivalenzrelation (1.16) entscheidenden Anteil hat, sich ein Biindel
mit gewiinschten Eigenschaften zu schaffen. Die Bildung von Biindeln die durch ihre
Strukturgruppe zueinander assoziiert sind, ist ein Beispiel dafiir, wie durch die Gruppe
G auf eine Faser [, die aus einem anderen Zusammenhang heraus, dem des Biindels mit
Faser I, als brauchbar angesehenen Eigenschaften der Gruppe G, iibertragen werden. In
der Physik sind solche Assoziationen die Paarung eines Prinzipalbiindels, dessen definie-
rende Eigenschaft die Gleichheit seiner Faser mit seiner Strukturgruppe ist, mit einem
Vektorbiindel, auf dessen Vektorfaser die Gruppe G in Vektorraumdarstellung wirkt.
Von besonderem Interesse an diesen Paarungen ist fiir die Physik der Identifizierungs-
prozefl (1.16) im Vektorbiindel, denn dadurch werden verschiedene Vektoren der Faser
durch die Wirkung einer Gruppe als zueinander dquivalent erklért. Ein Vektor der durch
~ (1.16) entstandenen Aquivalenzklasse von Vektoren beschreibt das zu modellierende
System ebenso gut, wie jeder andere Reprisentant dieser Klasse, in dem Sinne, dafl die
aus derartigen Vektoren konstruierten MeBgroflen invariant unter der Wahl des Repra-
sentanten der Aquivalenzklasse sind und der Rest der Theorie, wie z.B. die Bewegungs-
gleichungen, forminvariant unter der Wahl sind. Die Identifizierung aus (1.16) ist somit
nichts Anderes als der formale Ausdruck der Ideen der Fichinvarianz und der Fichkova-
rianz, die in der Elektrodynamik und der allgemeinen Relativitédtstheorie ihre mafigebli-
chen Wurzeln besitzen. Die Wahl eines Repréasentanten der Klasse dquivalenter Vektoren
wird in der Physik als Wahl einer Eichung bezeichnet. Vom Standpunkt der Physik aus,
wird in solchen Fichtheorien durch die Strukturgruppe G, die die Aquivalenzklasse der
Vektoren und damit die moglichen Wahlfreiheiten entscheidend mitbestimmt, die Art der
Wechselwirkung im betrachteten System benannt. In der (klassischen ) Elektrodynamik
ist G = U (1), in der allgemeinen Relativitdtstheorie ist G = SO (3,1). Zwei jiingere Ver-
treter der Eichtheorien sind die elektroschwache Wechselwirkung mit G = SU (2) und
die Quantenchromodynamik mit der Farbgruppe G = SU (3).

Dafl durch die Identifizierung in (1.16 ) durch Mitwirkung der Gruppe G tatséchlich die
Idee der Eichtheorien der Physik erfat wird, zeigen die folgenden Betrachtungen der
lokalen Trivialisierungen 7; und ihrer Ubergangsfunktionen.

Es seien {7;} und {7;} zwei verschiedene Sétze von lokalen Trivialisierungen desselben
Faserbiindels iiber dessen offener Uberdeckung {U;} von M. Jeder Satz lokaler Triviali-
sierungen besitzt seine eigenen Ubergangsfunktionen t;; und fz-j iiber U; N U;

tij = Tip © Tip (1.18a)
tij = Tipo Tip - (1.18b)

Es 148t sich aber auch eine Abbildung F' — F iiber einer offenen Menge U; alleine
definieren:

9 (p) =7, ©Tip (1.19)

Da {7;} und {7;} dasselbe Biindel beschreiben gehort g; (p) zwingend zu G. Aus dem
gleichen Grund sind sowohl ¢;; (p) als auch #;; (p) Elemente von G. Durch Einsetzen der
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beiden Einsoperatoren t; = 7, ' o 7;, und t;; = 7, 0 75, in (1.18b) erhéilt man das

Verhéltnis in G zwischen diesen drei Elementen von G:

ti; (p) = gi (p) o tij (p) 0 g; () . (1.20)

Die unterschiedlichen Satze {7;} und {7;} besagen nichts Anderes, als daf§ die lokalen
Trivialisierungen selbst iiber einer offenen Menge U; nicht eindeutig sind, wobei g; (p)
(1.19) zwei solche verschiedenen koordinatengebenden Abbildungen miteinander in Be-
ziehung setzt. Wéhrend die ¢;; immer dann Anwendung finden, wenn die Basismannig-
faltigkeit einen Wechsel der lokalen Trivialisierungen beim Wechsel erzwingt, weil {iber
zwei verschiedenen ihrer offenen Mengen U; und U; kein einheitliches Koordinatensys-
tem moglich ist, driicken die g; (p) im Gegensatz dazu eine Freiheit der Theorie aus.
Uber einem U; wird das Biindel durch {r;} genausogut beschrieben wie durch {7;}. Das
entspricht genau der Idee der Eichfreiheit in der Physik und da zwischen diesen Frei-
heitsgraden durch die Elemente g; (p) € G der Strukturgruppe vermittelt wird, werden
sie im Identifizierungsprozef ( 1.16 ) mit erfasst.

1.2. Prinzipalbiindel, assoziierte Vektorbiindel und der
eichkovariante Ableitungsbegriff

Da die Bildung des Paares aus Prinzipalbiindel und Vektorbiindel durch Assoziation fiir
Yang - Millstheorien ( Eichtheorien) von grundlegender Bedeutung ist, soll dieser Vor-
gang hier nocheinmal etwas genauer beleuchtet werden.

Prinzipalbiindel sind, wie gesagt, Faserbiindel deren Strukturgruppe zugleich ihre Faser
ist: P(E, 7, M,G,G). Sie werden héufig kurz mit P (M, G) bezeichnet.

Da Faser und Gruppe {ibereinstimmen, ist es durch das Produkt in der Gruppe si-
chergestellt, dafl ein Element der Gruppe auch von rechts sinnvoll an ein Element der
Faser multipliziert werden kann. Dadurch ergibt sich fiir ein u € 7! (U;), das durch
7, : Uy x G — 771 (U;) die Koordinaten 771 (u) = (p, g) erhilt, die anderen Faserbiindeln
unbekannte Abbildung von P x G — P

ua = 7; (p, g;a) (1.21)
uenH(U)
a,g; € G
peM. (1.22)

Die g; sind dabei Faserkoordinaten, die u durch 7;/7;"! zugeordnet werden, wodurch der
Eindruck ensteht, die Abbildung (1.21) wére abhéngig von den lokalen, nicht eindeutig
bestimmten Trivialisierungen. Wegen

ua = 75 (p, gja) = 7; (p, tjigia) = 7 (p, gia) (1.23)
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ist (1.21) tatsdchlich aber unabhingig von der Wahl der lokalen Trivialisierung. Die
Bedeutung diese Abbildung liegt in der Eigenschaft

7m(ua) =7 (u)=p, (1.24)

im Zusammenschlufl mit den Tatsachen dafl ua transitivist, d.h. fiir zwei uq, uy derselben
Faser gibt es immer ein a € G mit u; = usa, und dafl ua frei ist, also fiir ua = v mufl u
gleich dem Einselement e von G sein. Dadurch 148t sich eine ganze Faser als

71 (p) = {uala € G} (1.25)

angeben. Besonders interessant ist diese Moglichkeit bei der Betrachtung von (lokalen )
Schnitten eines Prinzipalbiindels, denn zu einem Schnitte s; (p) existiert genau ein u mit
u = 8; (p) gy- Nimmt man als definierende Eigenschaft einer lokalen Trivialisierung 7; die
Eigenschaft 7} (u) = (p, g.) an, ergibt sich fiir s; (p) der Ausdruck

si(p) =Ti(p,e) . (1.26)

In einem Prinzipalbiindel steht also die willkommene Moglichkeit offen, eine Faser mit
Hilfe der Gruppe G aus einem Element er Faser zu konstruieren und einen Schnitt s; (p)
durch Wahl einer geeigneten Trivialisierung als iiber einem Punkt dem Einselement der
Strukturgruppe zuzuordnen. Diese Eigenschaften sind duflerst niitzlich bei der Identifi-
kation von Elementen einer Vektorfaser und bei der Bildung eines sich wie die Vektoren
selber transformierenden Ableitungsbegriffes in einem Vektorbiindel, wenn beide Eigen-
schaften erst in ein Vektorbiindel iibertragen worden sind. Dazu wird zu P (M, G) ein

Vektorbiindel mit Faser F' = V* assoziiert, indem die Abbildung P x F’ S P x F mittels
G

(u, ) = (ug,97'f) (1.27)
u € P
fer,

definiert wird, durch die zwei Punkte (u, f), (v, f') € (P x F) durch
(', f") = (ug, g7 f) (1.28)

identifiziert werden. Das assoziierte Vektorbiindel B (E T, M, p(G),VE P) ist die Aqui-
valenzklasse P x V*. p(G) ist die k- dimensionale Darstellung der Gruppe G im Vek-
torraum V*; in B kommt dann die Ubergangsfunktion p (tij) zur Anwendung, wenn in
P t;; verwendet wird.

Die gerade geschilderte enge Beziehung zwischen einem Vektorbiindel und seiner Eich-
gruppe, die durch das assoziierte Prinzipalbiindel direkter Handhabung zugénglich ist,
kann auch vom Vektorbiindel ausgehend begriindet werden. Dazu werden seine Fasern
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F = V* lokal durch die Gruppe G unter Beibehaltung der Ubergangsfunktionen ersetzt
und der oben geschilderte (siehe (1.16 ) ) Konstruktionsprozefl eines Biindels aus lokalen
direkten Produkten angewandt wird.

Die enge Beziehung zwischen einem Vektorbiindel und seiner Strukturgruppe findet
sich im Ableitungsbegriff des Vektorbiindels wieder, der sich wie die Vektorfaser sel-
ber transformiert. Er kann auf genau den zwei Wegen hergeleitet werden, auf denen sich
ein Vektorbiindel und das Prinzipalbiindel seiner Strukturgruppe miteinander verbinden
lassen. D.h. man startet entweder damit, zuerst im Prinzipalbiindel eine Begrifflichkeit
fiir den Vergleich von Schnitten in infinitesimal benachbarten Fasern aufzustellen, der
nicht unwesentlich von den Eigenschaften (1.25) und (1.26 ) Gebrauch macht, und dann
ins Vektorbiindel verbracht wird. Oder man beginnt im Vektorbiindel, ausgehend von
der Tatsache, dafl der Konnexionsbegriff der riemannschen Geometrie, die Abbildung
D :X(M)xX(M) — X(M), zu nicht geringen Teilen Gebrauch von der Tatsache
macht, dal X (M) (die Menge aller Vektorfelder iiber M ) ein Vektorraum ist. Einen
der Rédume X (M) durch einen anderen Vektorraum, z.B. die Menge aller Schnitte eines
Vektorbiindels I' (M, E), auszutauschen, bereitet nur geringe Probleme und fiihrt zum
selben Ableitungsbegriff wie der erste Weg. In den meisten Biichern iiber riemannsche
Geometrie wird dieses auch angemerkt, siehe z.B [11].

Beide Herleitungen sind in der Literatur ausfiihrlich geschildert, die erste in [10] und
die zweite in [8], weshalb sie hier nicht nocheinmal widerholt werden miissen; Biicher
abzuschreiben ist eine Kunst, die seit dem Mittelalter zurecht an Ansehen verloren hat
(und [8] ist in diesem Kapitel ohnehin schon genug strapaziert worden. )

Das Bild der Abbildung I' (M, E) x X (M) — I' (M, E) ist der Vektor D,S

D,S =0,5+W*,w,S (1.29)
{w,} : Basis der Liealgebra der Strukturgruppe G

wenn S € I' (M, E) ein Element der Menge aller Schnitte ist, dessen Verdnderung entlang
eines Vektorfeldes X = X" (p) €, (p) € X (M) gerade betrachtet wird. Daf in (1.29) ein
Element der Liealgebra W, = W*,w, der Strukturgruppe G des Vektorbiindels auftritt,
ist nicht weiter verwunderlich, denn es wird die Verdnderung des Schnittes/Vektorfeldes
s in seiner lokalen Umgebung betrachtet, in der sich s| , an der Stelle p von einem in-
finitesimal benachbarten s|, an der Stelle p" aufier durch “echte” Veréinderungen auch
durch einen Koordinatenwechsel durch Wechsel der lokalen Trivialisierungen unterschei-
den kann, wobei dieser letzte Unterschied im Sinne eines Differentialkalkiils gar keiner
ist, da ggf. nur derselbe Vektor in verschiedenen Koordinaten ausgedriickt wird. Genau
diesen scheinbaren Verdnderungen wirkt W, entgegen, so dafi (1.29) nur mift, ob ein
Vektorfeld tatsichlich unterschiedlichen Punkten p, p’ unterschiedliche verschiedene Ele-
mente der Faser zuordnet. Gilt D, S = 0 findet derartiges nicht statt und das Vektorfeld
S heifit parallel, da nur ein S (p) = Sp von einem p, aus an alle anderen p € M ver-
schoben wird, also parallel verschoben wird. Die Gruppe G ist durch ihre Liealgebra
vertreten, da sie, um den Stetigkeitsbedingungen der Biindel, wie sie eingangs des Ka-
pitels geschildert wurden, nachzukommen eine Liegruppe mit kontinuierlich und stetig
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verdnderbaren Gruppenparametern sein muf. Bei infinitesimalen Vorgédngen geniigt es
vollauf ihre Liealgebra statt der ganzen Gruppe zu betrachten.

Um seiner Funktion nachkommen zu kénnen, mu8 W, sich inhomogen unter p (¢;;) €
p(G) (p(gi) € p(G)) transformieren

W, = p (tig) Wap (t5') = Oup (i) - p (65') - (1.30)

Dadurch transformiert sich D,.S wie S selber

S"=p(tiy)S (1.31)
(DuS) = p(ti;) DS (1.32)

was D, S den Namen eichkovariante Ableitung eintragt.
(1.29) kann auch in Komponenten geschrieben werden:

D,S" = (D,S)" = 9,8" + W, (wa)" ¢S (1.33)
S =.5"s,
{s,} : Basis fiir I' (M, E)

Analog zur riemannschen Geometrie kann man sich nach der Kommutativitéat der eich-
kovarianten Ableitung (1.29) fragen, wodurch man zur Biindelkrimmung, physikalisch
Feldstirketensor, R, gefihrt wird, die diese Kommutativitdt unabhéngig von einem
speziellen .S mifit:

D, DS =R,S = R pwaS (1.34a)
Ry = O W, — O W, + W, W, (1.34b)
R, = 0,W, — W, + W* W°, [wa,ws) (1.34c)

Verschwindet R, herrscht, wie in der allgemeinen Relativititstheorie, keine Kraft zwi-
schen den Teilen eines Systems, das durch eine Eichtheorie beschrieben wird. Es trans-
formiert sich homogen unter p (t;;) € G (natiirlich auch unter p (g;) € G)

R, = p(ti;) Rup (t') (1.35)

wodurch es wegen (1.34a) zum idealen Objekt wird, um das Potential W/, in eine unter
der Strukturgruppe eichinvariante Lagrangedichte einzufiihren.

Neben dieser sehr zielstrebigen Einfithrung der Biindelkriimmung R, gibt es im Rahmen
der Herleitung von D, aus dem Prinzipalbiindel noch eine, die den mathematischen
Hintergrund und genaue mathematische Art des Operators R, besser ausleuchtet; siehe
[9] oder [8].
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1.3. Whitneysummenbiindel

Aus bestehenden Biindeln kénnen auch neue konstruiert werden. Die Konstruktion, der

in dieser Arbeit zentrale Bedeutung zukommt, ist das Whitneysummenbindel. Es setzt
sich folgendermaBien aus zwei Vektorbiindel By (Ey, w1, M, V™, G1) und By (E2, mo, M, V3", G3)
iitber M zusammen: Seine Vorstufe ist das Produktbiindel, das durch die direkten Pro-
dukte seiner Bestandteile definiert ist:

BlXBQZ(ElXE2,7T1XWQ,MXM,‘/lmX‘/;L,G1XG2) . (136)

Die Projektion 7 x my wirkt dabei auf einen Punkt uq, us aus dem Totalraum F; X Es,
indem jeder Punkt von “seiner” Projektion nach M x M abgebildet wird

[71'1 X 7T2] (ul,u2) =T (ul) X o (UQ) = (pl,pg) e Mx M (137)
Uy, U € El,Eg .

Die Faser iiber (pi, ps) ist demnach

[ x me] ™ (prype) =t (p1) Xyt (p) = Vi, @ V3, (1.38)

Das Zeichen @& der direkten Summe bei der Zusammensetzung der Faser begriindet sich
damit, dafl wegen der Form (1.37) der Projektion des Produktbiindels B; x By bzw.
der daraus folgenden Form (1.38) seiner inversen Projektion jedes Element seiner Faser
lokal als

s
< ! ) = 51 () S92 (139)
S2

sy € V™ iiber py

so € V' iiber po
geschrieben werden kann, was genau die Form eines Vektors aus einer direkten Summe
zweier Vektorrdume ist.
DaBl Fasern iiber verschiedenen Punkten p; und ps zu einer Faser iiber (pi,ps) zusam-

mengefiigt werden, 1d3t sich durch eine Einschrinkung des Totalraumes E; x FEy auf
seine Untermenge | & Ey C Fy X Ey

E1 o) E2 = {(Ul,UQ) - E1 X E2| [7'('1 X 7T2] (ul,u2) =T (U1> = T (Ug) :p} (140)
verhindern. Mit anderen Worten sind nur Punkte aus F; x Ej zugelassen, die dieselbe
Projektion 7 (u1) = 7o (uz) = p1 = pa = p besitzen. Ein Whitneysummenbiindel By @ By
ist ein Produktbiindel mit Totalraum F; & F, (1.40)

Bi @ By = (E1® Es,q, M, V" @ V3", Gy x Gs) (1.41)
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bei dem wegen (1.40 ) auf das direkte Produkt des in beiden Biindel By und B; gleichen
Basisraumes M verzichtet wird. Da durch (1.40) in (1.41) nur die Fasern der Biindel
miteinander verkniipft werden, wird die Whitneysumme zweier Biindel mitunter auch
Faserprodukt genannt. Auf welche Weise genau die Fasern miteinander in Beziehung
gesetzt werden, zeigt ein Blick auf die Projektion ¢ = [m; X ma] (u1, ug) von By & Bs. Die
Faser iiber p von (1.41) ist auf Grund von

q = [m x m] (u1,u2) =p, (1.42)

und deren inverser Abbildung

¢t p)=[mxm] ()=t () @yt () (1.43)

die direkte Summe der beiden Vektorrdume Vi) & V', diesmal {iber demselben Punkt
p , im Gegensatz zu (1.39). Diese Vektorraumstruktur findet ebenso in den lokalen
Trivialisierungen von (1.41) wider. Sind 7y ; und 7o; zwei Trivialisierungen von B; und

B, iiber U; C M, dann ist
T ® 1o Uy x VT — 7L (U;) (1.44)

eine lokale Trivialisierung von By @& B, die die Vektorraumstruktur von Vi) & V5', €
E ® E2 auch bei der Abbildung auf lokale Koordinaten erhélt.
Die Ubergangsfunktionen tgl@BQ von (1.41) sind deshalb die direkten Produkte der

Ubergangsfunktionen von t1,; € G1 von By und ty;; € G von By
t51®B2 = tl,ij X t2,ij ; (145)

in Matrixschreibweise

t ) 0
sy — (P . 1.46
= (79 0 "
Die zu GP1¥52 gehorige Liealgebra t51952 ist dementsprechend die direkte Summe der
einzelnen Liealgebren t; und t; der Gruppen G; und Gs

B98P — ¢ oty (1.47)

und dies durchaus im Sinne der direkten Summe zweier Vektorrdume, da Liealgebren
tatsdchlich Vektorrdume sind.

Neben der direkten Summe V") @& V3!, seiner Vektorfasern, ist es auch die eng mit der
gerade genannten zusammenhéngende in ( 1.44 ) sowie diejenige in ( 1.47 ), die dem Whit-
neysummenbiindel seinen Namen verleihen.

Fiir Teil I1I dieser Arbeit, ihren wesentlichen Teil, ist es wichtig zu bemerken, dafl solche
blockdiagonalen Gruppen, die typisch fiir Whitneysummenbiindel sind, immer in héher-
dimensionalen Gruppen enthalten sind. So ist z.B. die Gruppe U (1) x U (1) x U (1) eine
Untergruppe der U (3): U (1) x U (1) x U (1) C U (3). In jedem Vektorbiindel mit einer
sehr reichhaltigen Strukturgruppe ist als Untergruppe also immer eine fiir ein Whitney-
summenbiindel charakteristische Gruppe enthalten.
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Teil 1.

Die permutative relativistische
Schrodingertheorie
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2. Eine Einfiihrung in die bisherige
Form der relativistische
Schrodingertheorie

Dieses Kapitel dient der Einfithrung in die bisher verwendete permutative Form der
relativistische Schrodingertheorie, die im folgenden kurz (p)RST genannt wird, de-
ren grundlegendes Anliegen es ist, eine relativistische Vielteilchentheorie auf der Ebene
der ersten Quantisierung, d.h. der feldtheoretischen Beschreibung der Materie und ih-
rer Wechselwirkungen, zur Verfiigung zu stellen, die sowohl die aus der nichtrelativis-
tischen Quantenmechanik bekannten Austauschphinomene als auch Mischungseffekte
im fluiddynamischen Sinn umfasst. Es sollen also diese Konzepte auf den Bereich der
relativistischen Feldtheorien verallgemeinert werden. Damit stellt sie sich in die immer
noch existierende Liicke zwischen den (relativistischen ) Einteilchen - Feldtheorien und
den daraus durch Zweitquantisierung folgenden Vielteilchentheorien. Denn zum einen
folgt selbst aus der erfolgreichsten dieser Theorien, der QED), in einem entsprechenden
Grenzfall keine befriedigende relativistische Vielteilchen - Feldtheorie, und zum anderen
haben sich die bisherigen Bemiihungen, ausgehend von den Einteilchen - Feldtheorien,
hier speziell die Arbeiten zur Bethe- Salpeter - Gleichung, als nicht aufschlussreich er-
wiesen. Somit ist also immer noch unklar, wie eine Vielteilchentheorie aus einer Einteil-
chentheorie folgen kann.

Da die RST zuerst einmal den Anspruch erhebt, die Mehrteilchenkonzepte der nichtrela-
tivistischen Quantenmechanik zu verallgemeinern, bleibt die von den quantisierten Feld-
theorien erfolgreich erfafite Teilchenerzeugung und - vernichtung zunéchst unberiicksich-
tigt. Dieser Frage im Rahmen der RST nachzugehen, was letztendlich den Anschlufl an
die Quantenfeldtheorien bedeutet, bleibt, trotz des Ausblickes in Unterkapitel 5.3, zu-
kiinftigen Arbeiten vorbehalten.

Die wesentlichen Ideen der RST werden am Beispiel spinloser Klein- Gordonfelder ein-
gefiihrt. Der Fall spintragender Felder wird im Anschluff daran anhand von Diracfeldern
eingefiihrt, wobei allerdings auf eine erneute ausfiihrliche Beschreibung der Grundge-
danken der RST, die bereits im Unterkapitel vorher besprochen werden, verzichtet wird.
Daran anschlieBend werden im Rahmen der RST Observable und erhaltene Groflen auf-
gestellt, die mit den vorhergehenden Ideen bis auf eine entscheidende Stelle im Einklang
sind.
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2. Eine Einfiihrung in die bisherige Form der relativistische Schrédingertheorie

2.1. Die Grundgleichungen der RST am Beispiel von
Klein - Gordonfeldern

2.1.1. Die Standardtheorie

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird ein (statistisches) Gemisch von k
Zusténden |y, >, die jeweils der Schrodingergleichung geniigen

L0 3
Zha—W’k >= Hlip >, (2.1)
t
und mit der Wahrscheinlichkeit p, auftreten, durch die Dichtematrix p beschrieben
po= > D (2.2)
k

pr = | ><l. (2.3)

Deren Bewegungsgleichung ergibt sich mittels der aus der Schrodingergleichung folgen-
den Zeitentwicklung fiir py

L0 -
Zhaﬂk = [H,pk} : (2.4)
zur von - Neumann - Gleichung
L0 ~
zhap = [H,p] . (2.5)

In Bezug auf ein vollstdndiges Orthonormalsystem {|u,, >} des Zustandsraumes werden
dabei die reellen, positiven Elemente p,,, der Hauptdiagonalen von p

Prn = Zpk < un‘wk >< ¢k|un >= Zpk ‘C,(f)‘z . (26>
k k

die die mittlere Wahrscheinlichkeit angeben, das System im Zustand |u, > zu finden,
deswegen auch als Population des Zustandes |u,, > bezeichnet. Die komplexen Eintréige
Pnm der Nebendiagonalen

k k

sind von ihrer Art her Interferenzterme, genauer gesagt der Mittelwert der Interferenz
zweier Zusténde |u, > und |u,, >, wenn sich das System in einem Mischzustand befindet.
Sie bilden damit ein Maf fiir die Kohérenz zweier solcher Zustdnde und werden deshalb
auch Kohdrenzen genannt.

Die Wahrscheinlichkeit, einen der Eigenwerte a,, bei einer Messung der entsprechenden
Observablen A zu erhalten, ldasst sich mit dem Projektor P, auf den zu a, gehorigen
Eigenunterraum &, angeben als

P(an) = tr{pP.} . (2.8)

44



2.1. Die Grundgleichungen der RS'T" am Beispiel von Klein- Gordonfeldern

Der Mittelwert einer solchen Observablen wird im Rahmen des Dichteoperatorformalis-
mus zu

< A>=tr{pA} . (2.9)

Eine ausfiihrlichere Darstellung des auf der Dichtematrix p basierenden Formalismus, der
hier nur in seinen wichtigsten Punkten angegeben ist, findet sich zum Beispiel in [12].

2.1.2. Die relativistische Schrodingergleichung und ihre
hamiltonsche 1- Form 'H,

Ein wesentliche Rolle beim Aufbau dieser Theorie spielt offensichtlich die Schrodinger-
gleichung (2.1), genauer: ihre spezielle Form. Die Zeitentwicklung des Zustandes |V, >
ist gleich der Wirkung eines unitéren Operators H. Daraus folgt dann unter Beriicksich-
tigung der Definition des neuen Objektes (2.2 ), des Dichteoperators p, vor allem dessen
Bewegungsgleichung (2.5). Eine relativistische Verallgemeinerung der oben geschilder-
ten Vorgehensweise benotigt also grundlegend erst einmal eine Bewegungsgleichung des
Typs (2.1) fiir die Zustidnde, die das Gemisch in analoger Weise zu (2.2) aufbauen
sollen. In dieser darf allerdings die Zeit gegeniiber den Raumdimensionen keine hervor-
gehobene Rolle spielen, der Differentialoperator % muss also durch a% = 0, ersetzt
werden. Neben dieser Lorentzsymmetrie spielen in der Physik natiirlich auch die lo-
kalen, unitdren Eichsymmetrien eine wichtige Rolle, da sie die Wechselwirkungen der
Materie beschreiben. Dementsprechend wird der Ableitungsoperator durch Aufnahme
eines Eichfeldes A, zur eichkovarianten Ableitung D, = 0, + A, erweitert. In Uber-
einstimmung mit der Tatsache, dafl lokale Eichsymmetrien in die Theorie aufgenom-

men werden sollen, wirkt dieser Operator auf den Schnitt eines Whitneyschen Sum-
menbiindels K (@filEi, q, M, N, (CY)', xN, (U(l))i), welches aus N Vektorbiindeln

K (Ei,pi, ME (€YY (U(l))’) gebildet wird, wenn N Klein- Gordon- Teilchen beschrie-
ben werden sollen

N
K (&Y B, M @l (€)' X, (0)) = @i (Bops MY (€)', (0))
i=1
(2.10)
Jedem der Teilchen ist also ein Vektorfaserbiindel x; mit Faser C' und unitérer Struk-
turgruppe U (1) iiber einer vierdimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit M} mit
Signatur (+ — ——) als Basisraum zugeordnet, das die Vektorraumstruktur seiner Faser
als Teil einer direkten Summe von N Vektorrdumen in die Faser von K einbringt. Ein
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2. Eine Einfiihrung in die bisherige Form der relativistische Schrédingertheorie

Schnitt ® in K besteht dann aus der direkten Summe von N Einteilchenschnitten ¢°.

¢ M} — E; mit pi¢' (at) = z* (2.11a)
N
©: M — E=E (2.11b)
=1
mit g® (xl“, . ,xN“) =p1o* (") = ... = pno" (2#) = 2¥
¢1
P=1 (2.11c¢)
¢N

N ,
Folglich ist die Transformationsgruppe der Vektorfaser € (C')" das direkte lokale Pro-
i=1

dukt der jeweiligen unitdren Gruppen U(1), G = x{U(1), und A, demgemi8 eine
N
1-Form iiber M}, die ihre Werte in € u’(1) annimmt. Damit die RST ihrem Anspruch,

i=1
eine Vielteilchentheorie zu sein, auch in dem Sinne gerecht wird, daf sie Austauschphé-

N
nomene beschreiben kann, mufi A, bzw. @ u’(1) noch mit Zusatztermen ummantelt
werden, die diese Aufgabe iibernehmen, dald%e Eichgruppe alleine hierfiir nicht geeignet
ist. Der Einbau solcher Zusatzterme ist der Inhalt des néchsten Teilkapitels 2.1.3. In
diesem Kapitel bleibt, wie bereits eingangs erwéhnt, die Aufmerksamkeit auf die Ent-
wicklung der relativistischen Schrédingergleichung gerichtet.

Ebenso wie die Zeitableitung in (2.1) ist dazu der Zeitentwicklungsoperator H durch
ein Objekt H, zu ersetzten, das keine der Raum - Zeit - Richtungen bevorzugt und na-
tiirlich die Entwicklung entlang der Koordinate beschreibt, die durch D, vorgegeben
ist. Vergleichbar mit A, gibt H,, die Verénderung des Schnittes ® von einer lokalen
Vektorfaser iiber einem Punkt z# € M zu den davon verschiedenen C¥ - Fasern iiber
Punkten 2’ € M in seiner Umgebung an, weshalb es als liealgebrawertige 1- Form {iber
M} aufgefait werden sollte. Da hermitische Entwicklungen solcher Art den Ubergang
von Gemischen zu reinen Zusténden und umgekehrt durch daraus folgende unitére Zu-
standsentwicklungen iiber groere Absténde unmdoglich machen, siehe z.B. [9], wird hier
ausdriicklich auf die Hermitizitét von H,, verzichtet, und damit auf die ( hier unerwiinsch-
te )Erhaltung der Norm des von ihr transportierten Vektors. Wegen fehlender weiterer
Forderungen an H,, besteht kein Grund diesem Objekt Werte in gl(/V) zu verweigern.
Zusammengefasst hat sich also folgende relativistische Verallgemeinerung der Schrédin-
gergleichung (2.1) ergeben, die darum so genannte relativistische Schriodingergleichung,
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2.1. Die Grundgleichungen der RS'T" am Beispiel von Klein- Gordonfeldern

die kurz RSG genannt wird:

ihcD,® = H,® (2.12a)
D,® = 9,0+ A, (2.12b)
=0 (2.12c)

A, =SAS " -9,8 -8 (2.12d)

H, € gl(N) (2.12¢)

H), = SH,S. (2.12f)

(2.12f) beruht natiirlich darauf, daf§ sich die rechte Seite von (2.12a) ebenso homogen
transformieren muss wie die linke Seite.

Die Freiheit, auf die Hermitizitét der sogenannten Hamiltonschen 1 - Form 'H,, verzichten
zu konnen, beruht darauf, dafl mit dieser 1- Form keine beobachtbare Grofie zusammen-
héngt, wie die Energie mit H in der konventionellen Quantentheorie. Natiirlich ist H,
nicht vollig beliebig; es unterliegt Einschrinkungen, die sich aus der Anbindung der RSG
(2.12a) an die Klein- Gordon- Gleichung ergeben. Eine solche muss existieren, da die
RST die bekannten relativistischen Feldgleichungen nicht ignorieren kann und auch gar
nicht ignorieren will. Durch Kontraktion der RSG (2.12a) mit ihcD,, = ihc (0, + A,)
hat also die Klein- Gordon - Gleichung fiir ¢

2

C
D'D,d = —ﬁ/\/lzcb (2.13a)
M = diag {ml,...,mN} (2.13b)
DM=0, (2.13¢)

so zu entstehen, daf fiir die einzelnen ¢° mit Masse m! jeweils eine eigene Klein - Gordon -
Gleichung in der bekannten Form folgt:

2

. I . .
D'D,o’ = (mi)? ¢ (2.14a)
Duﬁbi = (Duq))i = au¢i + (Au)ijgbj (2.14b)

Damit (2.13a) wie angegeben aus (2.12a ) folgt, muf fiir H,,

: 2
i, — Larg, = e (MC

D'H,, th H, zhc( - ) (2.15a)
D,/H,=0H,+[A, H,| , (2.15Db)

gelten. (2.15a) ist der Form nach eine Quellgleichung, was ihr eben diesen Namen
eintragt. Bei der Behandlung der Observablen der RST in Kapitel (2.4) wird dieser
mittelbare Zusammenhang von H, mit den im Massenoperator M zusammengefassten
beobachtbaren Teilchenmassen m’ entscheidenden Anteil an der Konstruktion von Er-
haltungsgrossen haben.
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2. Eine Einfiihrung in die bisherige Form der relativistische Schrédingertheorie

Neben dem Verhéltnis zwischen H, und M besteht auch eines zwischen H, und der
Biindelkriimmung F,,,, denn die linke Seite dieser aus den Ableitungen D, ® zusammen-
gesetzten Grosse

[D,D, — D,D,] & = F,,® (2.16a)
f/,l,l/ = a,uAu - auAp + [Al“ Ay] 5 (216b)

kann mit der RSG (2.12a ) umgewandelt werden, so daf} sich
D,H, — DyH, + é (H,, H,) = iheFo, (2.17)

ergibt, ihrer Form entsprechend Rotationsgleichung oder Integrabilititsbedingung genannt.
Zumindest (2.17) bindet H,, an eine dynamische Grosse, da die Eichfelder auch weiterhin
den verallgemeinerten Maxwellgleichungen

D'F,, = —4masT, , (2.18)

geniigen sollen, weshalb man das System aus Gleichung (2.15a) und (2.17) auch als
Bewegungsgleichungen der Hamiltonschen 1-Form H,, der Hamiltondynamik, ansehen
kann.

Uber (2.18) erbt J, die Antihermitizitét von F o, was bei der Zerlegung von J, in eine
Basis beachtet werden muf}, d.h. Basis und Entwicklungskoeffizienten miissen geméfl der
Antihermitizitétsforderung aufeinander abgestimmt werden.

Der Strom in (2.18) ist natiirlich nicht direkt mit den aus der konventionellen Quanten-
feldtheorie bekannten zu vergleichen, sondern besitzen einen Aufbau, der den Anspruch
der RST eine Mehrteilchentheorie zu sein, widerspiegelt. Dieser Punkt wird ausfiihrlich
in Unterkapitel (2.4 ) behandelt.

Nach diesen Vorbereitungen beziiglich der zum nichtrelativistischen Hamiltonian ana-
logen Hamiltonschen 1-Form, die unter anderem sicher stellen, daf§ jede Losung von
(2.12a) auch der Klein- Gordon- Gleichung (2.13a) bzw. (2.14a) geniigt, kann jetzt
die relativistische Verallgemeinerung von (2.2) und (2.5) vorgenommen werden. Die
hermitesche Intensititsmatriz Z (z)

Da(r) ® Op(x) (2.19a)
¢4 (2)0;5(x) (2.19b)

5% (2) = 18 (x) | (2.19¢)

bestehend aus Losungen von (2.12a), erfiillt die relativistische von N eumann - Gleichung,
kurz RNG

?

DI =+ Z-H,—H, I] (2.20a)
DI =0T+ AT, (2.20b)
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2.1. Die Grundgleichungen der RS'T" am Beispiel von Klein- Gordonfeldern

wenn
D, I*" =0 (2.21)

gilt, dhnlich wie fiir M (2.13c). Gegeniiber der Definition der Dichtematrix p (2.2) ist
(2.19a) etwas freier, da in Z Tensorprodukte aller Zustéinde ([, @ &5, A # B und
I44® 4, ® ®4 ) eingehen, withrend in p nur solche von Zustinden mit sich selbst Eingang
finden, den Termen I44®, ® ®4 in (2.19a) entsprechend.

Weiterhin kann in (2.20a ) auf Grund der fehlenden Hermitizitét von H,,, die Einschrén-
kungen der Hamiltondynamik (2.15a) und (2.17) fordern dies keineswegs, nicht in voll-
standiger Analogie zu (2.5) verallgemeinert werden, sondern nur (2.5 ) mit ausgeschrie-
benem Kommutator. Der wichtigste Unterschied besteht aber in der Lokalitit der Defi-
nition von Z (2.19a) gegeniiber der globalen von p (2.2). Das Tensorprodukt (2.19a)
wird in jeder Faser iiber dem jeweiligen Raum - Zeit - Punkt einzeln gebildet, wihrend
sich (2.2) als Tensorprodukt von Zustdnden aus globalen Hilbertrdumen versteht. Der
Mischungscharakter kann sich in der RST also in Abhéngigkeit der Komponenten der
Schnitte ® 4(x) von Punkt zu Punkt d&ndern. Diese Moglichkeit steht der konventionellen
Theorie auf Grund der globalen Definition (2.2 ) von p und der aus der Hermitizitét von
H folgenden Unitaritét der Zeitentwicklung nicht offen. Diese Lokalitét der RST bildet
auch den Kern der Diskussion der Beschreibung von Austauschprozefien in der RST im
néchsten Abschnitt.

2.1.3. Die Aufnahme von Austauschphanomenen in die Theorie
Die Erweiterung der eichkovarianten Ableitung

Bereits bei der Definition des Schnittes ® auf den die eichkovariante Ableitung wir-
ken soll, wurde ersichtlich, wie die RST den Anspruch, eine Vielteilchentheorie zu sein,
verwirklichen will. Jedem Klein- Gordon- Teilchen wird ein Schnitt ¢° in einem C!-

Vektorbiindel ; (E,-, pi, M2 (CY' U Z(1)) zugeordnet. Deren Gesamtheit wiederum wird
in einem Whitneyschen Vektorsummenbiindel zusammengefasst (@filEi, q, M},
eN, (CY, xN,U i(l), dessen Vektorraumstruktur seiner Faser die einer direkten Sum-

me der zugrunde liegenden lokalen Vektorfasern C! ist. Vom mathematischen Standpunkt
unterscheidet sich ein solcher Aufbau merklich von dem in der Standardfeldtheorie ver-
wendeten (anti- ) symmetrisierten Produkt des Satzes an Einteilchenwellenfunktionen
{l" >}, besonders im Hinblick auf die Einbindung der Zeit. Bei letzterem hiingt die
Gesamtwellenfunktion von allen Teilchenkoordinaten ab, relativistisch also von N Koor-
dinatensitzen z* und insbesondere von N Zeiten x°. Gerade dieser Punkt bereitet der
Bethe - Salpeter - Gleichung Schwierigkeiten. In dem in der RST das Whitneysche Sum-
menbiindel als geeignetes Mittel zur Beschreibung eines Vielteilchenzustandes gewéhlt
wird, entstehen solche Probleme erst gar nicht, da der Kern der Definition dieses Typs
von Faserproduktbiindeln gerade in der Schaffung einer Vektorfaser iiber einem ( Raum -
Zeit - ) Punkt der Basismannigfaltigkeit ( M) aus verschiedenen einzelnen Vektorfasern
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tiber demselben (Raum- Zeit- ) Punkt besteht. Gegeniiber der globalen Definition der
Vielteilchenwellenfunktion erleichtert die Verwendung der inhérent lokalen Faserbiindel-
theorie die Formulierung einer ebensolchen Vielteilchentheorie offensichtlich erheblich.
Eingedenk der grundsétzlichen Forderung nach Lokalitét physikalischer Theorien ist der
Wechsel von der Standardbeschreibung zur RST - Formulierung sicher begriindet. Na-
tiirlich konnen den Dichten, die aus Schnitten in solch lokalen Vektorfasern gebildet
werden, keine probabilistischen Deutungen mehr zukommen, sondern miissen im fluid-
dynamischen Sinn als Teilchendichten aufgefasst werden. Und obwohl dadurch die rela-
tivistische Verallgemeinerung der bekannten Vielteilchentheorie auf der Grundlage von
Analogieschliissen #dhnlich denen bei der Verallgemeinerung der Gemischformulierung
oben versperrt ist, besteht kein Anlass, alle von der Standardtheorie bekannten Konzep-
te zu verwerfen. Die wesentliche Neuerung, die durch die Tensorproduktwellenfunktionen
eingebracht werden, sind bei der Skalarproduktbildung Interferenzterme zwischen den
verschiedenen Einteilchenzustéinden. Eine Antwort auf die Frage, wie solche, in der Spra-
che der Teilchendichten “Uberlappungen”, auch in der RST entstehen kénnen, liefert die
Erweiterung der eichkovarianten Ableitung (2.12b). Thr Konnexionsanteil besteht zu-
néchst nur aus einer 1-Form A, ® dz*, die ihre Werte A, in der Liealgebra des direk-
ten Produktes der Einteilchensymmetriegruppen xX ,U*(1) C U (N, C) der Faser von

K (ng]\;lEh q, M{lv @i\il (Cl)l ’ XZZ\LIUZ(:[)> annimmt:

N
A =P AY (2.22a)
1
AW € (1) (2.22D)
N
A, e Pui(1) . (2.22¢)
1
In Matrixschreibweise wird die Anwendung von (2.22a) auf ® zu
A/(}) . 0 o! A,(})(ﬁl
A“é[):diag{Agl),...,ALN)}Qz L : : = :
o oA )\ ) aey

(2.23)
Ein Skalarprodukt des Vektors A,® mit ® liefert nur Produkte der jeweiligen Einteil-
chenwellenfunktion ¢* mit sich selbst

N
<PAL>=D- A=) HAV¢ . (2.24)
=1

Durch Hinzunahme von Nebendiagonaltermen kann dem abgeholfen werden. Terme die-
ser Art kénnen z.B. durch Elemente aus u (N, C) ohne &N u (1)

X, cu(N)\ ol u (1), (2.25)

50



2.1. Die Grundgleichungen der RS'T" am Beispiel von Klein- Gordonfeldern

eingebracht werden. Eine passende Stelle fiir die Eingliederung dieser Matrizen bietet
die eichkovariante Ableitung. Sie versteht sich dann als

Dy =0, + (A, + A, P, (2.26)

und wird als Permutationsableitung bezeichnet. Der Grund fiir die Namensgebung wird
im néchsten und tibernichsten Abschnitt sehr deutlich. In Komponenten lautet sie:

Dy¢' = (Du®)' = 80" + (A + X,)' 59 . (2.27)

Die Wahl der Basis fiir u (IV)

(2.26) zeigt die erwiinschten Folgen fiir das Skalarprodukt, was am deutlichsten in der
folgenden Basis, zunéchst fiir gl (N), zum Ausdruck kommt:

b
Xab = & R AR (2.28a)
(Xab))ij = iéiaébj ; {vaw} @ Basis fiur u(N) (2.28Db)
N
Qg = Xaa ; {04} : Basis fur @ (u(1)) (2.28c¢)
1
N
{Xae} ; d#e ; :Basis fir u(N)\ @ u(1) (2.284)
1
A+ X, = Aja, + XZEXde (2.28¢)

a,b,d,e=A{1,...,N} ; aber immer ; d#e.

Wegen o = —a® sowie !, = —x.q fiihrt die Forderung (A, + XM)T =—(A,+X&,) zu
folgenden Nebenbedingungen fiir antihermitesche Objekte in einer gl () - Basis

Av = A0 (2.292)
X=X, (2.29b)
und den folgenden zwei alternativen Formen fiir (2.28¢)
Ay + X, = Alag + Xon — XEd, (2.30a)
a,b,k,l=A{1,...,N} ; aberimmer ; k#1; k<
a 1 e ex
A+ Xy = Ao, + 3 (X;f Xde — X xZe) (2.30b)

a,b,d,e ={1,...,N} ; aber immer ; d#e.
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Also:
(Au + Xu) b = AZ (aa)ij¢j + X (Xde)i j¢j
(2.31a)
ALY +iX12g? + iX NN

IXN 4 XYY AN N

<P (A +By) P >=iA,010" +iX2 010" + .. +iX NV oneN T +iX  ono™
(2.31b)

An dieser Stelle sind nun erst einmal einige klarende Worte zum Doppelcharakter der Ele-
mente Y4 (2.28d) von u (N), die in ihrer Matrixdarstellung gemé8 (2.28b ) nur Eintrige
auf der Nebendiagonalen besitzen, angebracht. Zum einen stellen diese x4, Generatoren
der lokalen und kontinuierlichen Liegruppe SU (N) dar, zum anderen vertreten sie die
globale und diskrete Permutationsgruppe. Es ist letztere Funktion, die sie in (2.31b) er-
fiillen sollen, trotz der Tatsache, da8 sie iiber ihre ( gleichzeitige ) Mitgliedschaft in u (V)
in die Theorie eingefiihrt worden sind. Dieser gewichtige Punkt wird in Kiirze ausfiihrlich
besprochen. Zuvor soll noch die Betrachtung der hier gewéhlten Basis (2.28) fiir u (V)
abgeschlossen werden.

Selbstversténdlich kann fiir die Darstellung von u (N) auch die Basis

Qg = g = —a (2.32a)
)Z/(fz_) =i (Xk — Xik) = —X;(fl_ﬁ (2.32b)
ngr) = (xm + X)) = —X;(;lr) ) (2.32¢)

mit reellen Entwicklungskoeffizienten /1“ A, X I X (M Gerwendet werden, da die
Basis {@q, X4, Xz | Dereits die geforderte Antlhermltlzltat tragt:

(A, + X,) = A%a, + XCORGD 4 X Ok (2.33a)
.i.
(AaOéa—l-X +)kl & (+ +X Ykl .~ (l)) )

Gegeniiber (2.31b ) éndert sich dadurch aber nichts Wesentliches, denn die Koeffizienten
von ¢,¢’ und (;Sj(bi stehen bis auf ein Minuszeichen zueinander im selben Verhéltnis

(—XO X)) = — (RO + uzw)* , (2.34)
anstatt (2.29b). Genau genommen stehen die Koeffizienten beider Basen iiber
Re (iX}) = XM (2.35a)
m (iXF) = XM (2.35b)
XM = X 4 XM (2.35¢)
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in Beziehung zueinander, so daf in der Basis (2.28) der Sachverhalt etwas kompakter
und bequemer ausgedriickt werden kann.

Wie sich im Kapitel (2.4) iiber die Observablen der RST zeigen wird, tritt die Kom-
bination (2.31b) dort hiufig auf, so da auf diese Weise Interferenzterme der Art ¢;¢*
Eingang finden.

Die Permutationsgruppe innerhalb der Liealgebra u (V)

Vom formalen Standpunkt lésst sich ein eichkovariantes Objekt wie die Ableitung D, ® =
S1(D,®) additiv immer um andere eichkovariante Objekte, d.h. Objekte mit homo-
gendem Transformationsverhalten erweitern (~ SX,S!), ohne seine Transformati-
onseigenschaften zu verlieren. Die Frage ist nur wie viele Terme und in welcher Wei-
se dazugenommen werden sollen. Als Antwort darauf bietet sich bei Erweiterung der
eichkovarianten Ableitung, die auf einen N - komponentigen Schnitt ® angewandt wird,
die Vektorraumstruktur von u (/N) an, der Liealgebra der maximalen unitdren Grup-
pe, die eine N -dimensionale Vektorfaser besitzen kann. Das hierzu gehorige Biindel
kann dann natiirlich kein Whitneysches Summenbiindel sein. Anders gesagt: Die durch
A, € @f\;l (u(1))" € u(N) vertretene Eichsymmetrie der Vektorfaser des Whitney-
summenbiindels ist in u (N) eingebettet, schopft diesen einbettenden Vektorraum aber
keinesfalls aus. Die Erweiterung der eichkovarianten Ableitung zu (2.26 ) fiigt nun genau
die Art und Anzahl an Termen &), (2.25) hinzu, die im Matrixanteil von (2.12b) feh-
len, um u (V) ganz auszuschopfen. In diesem Sinne erhélt die Theorie eine vollstandige
u(N) - Struktur zusétzlich zu ihrer &Y u; (1) Eichsymmetrie. Diese u(N)- Struktur ist
der Hintergrund der Bezeichnung von (2.26) als “erweiterte eichkovariante Ableitung”,
d.h. speziell die Beibehaltung des Adjektives “eichkovariant” in der Bezeichnung von
(2.26)8.

Daf} diese Bezeichnungsweise, selbst ohne besondere Strenge an die Begrifflichkeiten an-
zulegen, falsch ist, zeigt ein Blick auf die Symmetrietransformationen der Vektorfaser
@, (C)', die mit der gerade geschilderten Erweiterung von (2.12b) zu (2.26 ) verbun-
den sind. .
Zuerst einmal besteht natiirlich immer noch die lokale, kontinuierliche x% , (U (N))’-
Eichsymmetrie, die durch die Generatoren {a,} (2.28¢), die @Y, (1 (1))" aufspannen,
erzeugt wird:

Spicn = e (M0 (2.36)

Diese Symmetriegruppe ist im Formalismus selber nur durch ihre Generatoren im Term
A, = A%,aq vertreten, der die Eichkovarianz der Theorie, speziell des Ableitungsbegrif-
fes, unter den Transformationen (2.36) sichert. Die Gruppe xX, (U (N))" selber tritt

$Solange keine Verwechslung mit der eigentlichen eichkovarianten Ableitung der Art (2.12b) moglich
ist, wird im folgenden im Zusammenhang mit der RST (2.26) sogar kurz eichkovariante Ableitung
genannt.
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explizit nicht auf. Thr Einflufl auf den Formalismus besteht darin, daf§ durch sie in jeder
Vektorfaser des Biindels mit den Elementen die sie aufeinander abbildet, eine Menge
von Elementen in jeder Faser gebildet wird, die in Bezug auf das durch das Faserbiin-
del beschriebene physikalische System &quivalent zueinander sind. D.h. der Formalismus
zur Beschreibung des Systems besitzt die gleiche Form und ein invariantes Skalarpro-
dukt, egal welcher Reprisentant der durch die Eichgruppe definierten Aquivalenzklasse
von Vektoren als Systemvektor ausgewéhlt wird. Diese Wahl darf lokal, also in den ver-
schiedenen Fasern durchaus unterschiedlich ausfallen. Als Preis fiir diese Freiheit, ist die
Ableitung um den Konnexionsterm A, zu erweitern, wodurch dann die Eichpotentiale
A®, in die Theorie eingefithrt werden, durch die sie sich dann von den Theorien unter-
scheidet, die die gerade angesprochene Freiheit bei der Wahl ihres Systemvektors nicht
besitzen, d.h. eine Eichgruppe nicht wirkt; siehe hierzu [10], [9] oder [8] fiir den Faser-
biindelformalismus im Detail.

Vollig anders dagegen verhilt sich die durch Terme X, = X%, in (2.26 ) neu eingefiihr-
te Permutationssymmetrie. Als diskrete Gruppe kann sie nicht wie die Eichsymmetrie
durch einen Satz von Generatoren erzeugt werden. In einem Vektorraum wird sie durch
Matrizen der Art Xge + Xed, Mit Xae, Xea aus (2.28) dargestellt’. Die in (2.26) neu
hinzugekommenen Terme reprisentieren also die Permutationsgruppe selber:

SPorm = XdeXde . (237)

Im Gegensatz zur Eichgruppe tritt die Permutationsgruppe demnach durch die yg4 im
Formalismus direkt auf.

Der Tatsache, dafl jedes ihrer Elemente mit einem eigenen Koeffizienten auftritt ist der
néchste Abschnitt gewidmet, im Augenblick liegt die Aufmerksamkeit auf den Matrizen
Xde Und ihren Auswirkungen.

Dadurch, daf in (2.37) alle Gruppenelemente Auftreten, die die Permutationsgruppe bei
Anwendung auf einen NV - dimensionalen Vektorraum besitzt, werden in die Beschreibung
eines NN - Teilchensystems alle mdglichen Permutationen der Komponenten ¢° innerhalb
des Systemspinors ( 2.11c¢) bei der Beschreibung des Systems verwendet. Die Symmetrie,
die die Permutationsgruppe in einerm Vektorraum erzeugt, d.h. die Menge an Vekto-
ren, die sie aufeinander abbildet, wird demnach grundlegend anders behandelt als die
Eichsymmetrie und ihre Aquivalenzklasse. Bei der Eichsymmetrie ist es egal welcher Re-
préisentant ihrer Aquivalenzklasse zur Beschreibung des Systems ausgewihlt wird. Die
Auswirkungen dieser Freiheit auf die Theorie tragt der Konnexionsterm A,,, siehe oben.
Als diskrete Gruppe kann die Permutationsgruppe nicht in den Faserbiindelformalismus
eingebunden werden. Da aber auch keiner der Vektoren, die durch Permutationen inein-
ander iiberfithrt werden kénnen, bevorzugt werden soll, wird der Ausweg gewéhlt, alle

§ Allerdings ist dies eine Darstellung die sich sehr auf das wesentliche der Permutationen beschrinkt,
denn aufler den permutierten FElementen ist im Bild der Abbildung nichts mehr vorhanden; die
Elemente, die nicht permutiert werden, werden auf die Null abgebildet. Fiir die Zwecke, zu denen
die x4 hier verwendet werden sollen, ist das aber ohne Belang.
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2.1. Die Grundgleichungen der RS'T" am Beispiel von Klein- Gordonfeldern

diese Vektoren in die Beschreibung des Systems direkt aufzunehmen. Dieses Vorgehen ist
natiirlich nichts anderes als das, welches das ( Anti- ) Symmetrisierungspostulat in der
Standardtheorie vorschreibt, siche z.B. [13], blo8 in einer fiir den hier dem Vielteilchen-
begriff zugrunde liegenden Whitneysummenformalismus angemessenen Form. Die Dis-
kussion im ersten Abschnitt dieses Teilkapitels, besonders nach (2.24 ), zeigt, daf diese
Analogie vollstindig gewollt ist.

Im Anteil A, + &), = Al a, + Xffexde der erweiterten “eichkovarianten” Ableitung (2.26 )
treffen also die Generatoren «, der Eichgruppe auf die Permutationsgruppe, vertreten
durch die x4 als solche. Da das Adjektiv “eichkovariant” aber nur jenen Ableitungen
vorbehalten ist, deren Zusatzterme iiber die partielle Ableitung hinaus alleine aus Ge-
neratoren einer durch eine Liegruppe beschriebene Symmetrie des Systems bestehen,
kann die Bezeichnung von (2.26) als eichkovariante Ableitung eigentlich nicht aufrecht
erhalten werden. Der Funktion ihrer Zusatzterme entsprechend, sollte sie besser als Per-
mutationsableitung bezeichnet werden.

Wie unterschiedlich die in (2.26 ) aufeinandertreffenden Symmetrien wirklich sind, zeigt
auch der Fakt, daf§ die Permutationsgruppe nicht nur diskret sondern auch global ist, im
volligen Unterschied zur lokalen Eichsymmetrie (2.36 ). Man sollte sich von den ortsab-
héngigen Permutationskoeffizienten Re (X deu) nicht dariiberhinwegtéuschen laflen. Sie
gewichten die Permutationen lokal nur unterschiedlich; das ihnen zugehérige Gruppen-
element Y4 + Xeq ist an allen Orten dasselbe. Dahingegen werden durch die ortsabhén-
gigkeit der A (x) in (2.36) an verschiedenen Orten tatséchlich verschiedene Elemente
der Eichgruppe erzeugt.

Daf diese beiden sehr unterschiedlichen Typen von Symmetrietransformationen iiber-
haupt in (2.26 ) zusammentreffen, liegt am bereits nach (2.31b) erwéhnten Doppelcha-
rakter der Matrizen x4. (2.28d ): sie sind einerseits Generatoren fiir die SU(N), wodurch
sie sich harmonisch in den Begriff einer eichkovarianten Ableitung einfiigen lassen, auch
wenn sie gar nicht in dieser Funktion verwendet werden sollen, und zum anderen stel-
len sie die Permutationsgruppe als solche dar. Eben dieser Doppelcharakter wird hier
ausgenutzt, um das ( Anti)- Symmetrisierungspostulat ohne grofleren Aufwand in die
Theorie einzugliedern. Da der Term X, mit keiner Liegruppe verbunden ist, muf er sich
zwangsweise homogen transformieren:

X =8X,57". (2.38)

Abschlieend bleibt dann zu sagen, dafl die Transformation S, die in den bereits ange-
gebenen Transformationsgesetzen fiir ®, A, Z, H, und dem gerade aufgestellten fiir A},
immer die Eichtransformation (2.36) ist bzw. bleibt. Die y4 haben an diesen Biindel-
transformationen aus den genannten Griinden keinen Anteil.

Die Erweiterung des Feldstarketensors

Die im letzten Abschnitt in die RST eingefiihrte Permutationsgruppe legt die Frage na-
he, ob dadurch die Bewegungsgleichungen der Materiefelder der RST einen Bezug zu den
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bekannten nichtrelativistischen Hartree und Hartree - Fockgleichungen erhalten. Dem ist
tatsichlich so; sie sind der nichtrelativistische Limes der Gleichung (2.13a), wenn in
ihr D,® in der im letzten Abschnitt erarbeiteten Form (2.26) verwendet wird. Dieser
Sachverhalt wird in [14] und [15] beschrieben. Allerdings tritt in der RST gegeniiber
der Standardtheorie eine Verallgemeinerung bei der Verwendung der Permutationsgrup-
pe auf. In der normalen Quantenmechanik wird sie in reiner Form verwendet, d.h. ihre
Elemente finden ohne ortsabhéngige Gewichtungskoeffizienten Verwendung. In der RST
hingegen wird laut (2.37) jedes Element yge 4+ Xeq mit einem eigenen Koeffizienten
Re (X de u) in die Theorie eingebunden, durch den es gegeniiber den anderen Elementen
gewichtet wird. Die Permutationsgruppe wird damit immer noch mit allen Elementen
in die Theorie aufgenommen, aber anders als bei ihrer Verwendung in der Standard-
theorie sind diese Elemente nicht vollig gleich gewichtet zueinander. Dieser Ansatz kann
durchaus als Verallgemeinerung der Hartree - Focktheorie angesehen werden, denn durch
Gleichsetzen eines Permutationskoeffizienten mit dem Eichfeld, das zwischen den von der
jeweiligen Permutation betroffenen Teilchen die Eichwechselwirkung vermittelt, erhélt
man die bekannte Form der Hartree- Fockgleichungen zuriick.

Zu der Tatsache, dal die Permutationen trotz der ortsabhéngigen Faktoren immer noch
global ausgefiihrt werden siehe den vorherigen Abschnitt.

Die Bewegungsgleichungen der neuen Felder X%, werden als erweiterte Maxwellglei-
chungen festgesetzt. Diese Definition stiitzt sich wieder auf den oben festgestellten Dop-
pelcharakter der Matrizen 4.

Um die Aufstellung der erweiterten Maxwellgleichungen in eben den grofleren Rahmen
einzubinden, den die Erweiterung der eichkovarianten Ableitung darstellt, wird das Prin-
zip dieser Ergénzung der eichkovarianten Ableitung um Permutationsterme auf den Feld-
stiarketensor iibertragen, in dem er um eine Permutationsfeldstirke ), erweitert wird;
Fow = Fuur+ Y

f/u/ + y;u/ - FG’MVQ{G —+ Y dee (239&)

fy,y = FauyOéa (239b)

Yo = Yy Xt (2.39¢)

fﬂu‘l’y}tl/ = (A +X ) a,/ (AM_I—XM) + [AM+XMaAV+Xu] (239d)
= (aqul _ a,,AZl + o d3@3Aa2Xd363 + d262 a3Xd263Aa3

ai doez ydses
+ X322 X5 ay,

doea dzes

+ (a Xde . aVXde Cdlel Aaszgegcchel XdzegAag

azdzes doezaz

Ccheg X3262X5363> Xdves (2396)

does dsee

56



2.1. Die Grundgleichungen der RS'T" am Beispiel von Klein- Gordonfeldern

ay _ ax ax ai az ydses al dzes pas
F,, = 8#‘4# —0,A7 + . dgegA“ X9+ 0., %Xu A? (2.39f)
al does vy dses
+ does d3e3Xu Xl/
dier  __ dier __ diey diey az ydses vdier doeax Aas
yaer, = 8#Xu 0, X' + C’azdgegA“ X CdzezagXu Al (2.39g)
dyez doez yrdses
_I_ Cdzez dgee X,u XI/
ai ay ay diey diey diez .
Cazdgee’ Cdzegag ? Cdzeg dses’ Cagdgeg ? Cdzegag ? Cdzeg dsee : Struktur— (239h)

konstanten von gl (V)

a;,dj, e =1,...,N aber immer d; # ey, .
Weiterhin gilt wegen der Forderung (fl?y + yW)T =—(Fu +Vw),
P =Fi (2.40a)
dier* __ erd
Yo =Yoo (2.40Db)

Anders als in der konventionellen Theorie wird (2.39f) auch dann nicht zu einem reinen
Rotationsausdruck, wenn nur eine abelsche Eichsymmetrie wie z.B beim Elektromagne-
tismus®, verwendet wird, bedingt durch die grundsétzlich nicht verschwindenden Kom-
mutatoren der Eichgeneratoren {a,} mit den Permutationsoperatoren {xg4} und deren
Kommutatoren untereinander, die durch die Strukturerweiterung Einzug erhalten. Be-
reits hier zeigen sich also erste Auswirkungen der zusétzlichen Terme.

An die Stelle der verallgemeinerten Maxwellgleichungen (2.18) tritt nun das Set aus
verallgemeinerten Maxwellgleichungen fiir ,, und Y,

D'F,, = 4miasT, ({a.}) = 4miask®, o (2.41a)
DY, = dmiasT, ({xac}) = dmiask®xqe . (2.41b)

Die Strome auf den rechten Seiten dieser beiden Gleichungen werden ausfiihrlich im
Unterkapitel 2.4 besprochen.

Wie schon bei den Materiefeldern wird die eichkovariante Ableitung der Feldstérken,
der Eichpotentiale A, und der Permutationskoeffizienten &), durch ihre erweiterte Form
ersetzt:

DEF L, = 0" Fu + [AM + X Flu) (2.42a)
DEYy = 0" Yy + A" + X V) (2.42b)
D)\XM = a)\XM + [.AA + XA, XM] . (242C)

§Mit dem bisher diskutierten Whitneybiindel 18t sich tatséchlich nur elektromagnetische Wechselwir-
kung beschreiben. Hohere Wechselwirkungen lassen sich mit der RST beschreiben, wenn anstelle der
U(1) hoherdimensionale Gruppen wie die SU(2) oder die SU(3) treten, wobei natiirlich die Vektor-

riume (C)" in (2.10) dann natiirlich durch (€?)" bzw. (C®)" zu ersetzen sind. Die Diskussion ab
(2.22) versteht sich dann entsprechend blockdiagonal.
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Obwohl die Permutationskoeffizienten X, keine Potentiale im Sinne einer eichinvarianten
Faserbtindeltheorie sind, muf} ihre Ableitung trotzdem wie in (2.42c¢) formuliert werden,
da sie sonst aus dem sonst verfolgten Schema der Theorie herausfallen wiirden. Dafl dieses
konsistent moglich ist, beruht, mal wieder, auf dem Doppelcharakter der Matrizen x4
(2.28d).

Die Komponenten der Ableitungen der Feldstérken (2.42a) und (2.42b)

D'E,, = (DFF,,)" = 0"F°,, + (A" + X*, FL))" (2.43a)

DYl = (D"Y,,) " = 0"Vl + ([A* + XF, D,,) (2.43D)

(2.43¢)

vor allem die Komponenten der Kommutatoren, lassen sich aus (2.39f) und (2.39g)

iitbernehmen. Es miissen nur sinngeméfl Potentiale und Koeffizienten durch Feldstérken
ersetzt werden. Gleiches gilt fiir die Komponenten der Ableitung (2.42c)

DX = (DyX,)™ = X% + ([Ax + Xy, X)) ™ (2.44)

Deren Kommutatorkomponenten kénnen sogar direkt aus (2.39f) und (2.39g ) abgelesen
werden.

Durch die Kommutatoren sind die Gleichungen (2.42a) und (2.42b) miteinander ge-
koppelt. Die der unitiren Liealgebra u (V) entliehene Struktur sorgt dafiir, bzw. wird so
konsequent angewandt, dafl der Permutationsteil der Theorie und der Eichanteil nicht
einfach nebeneinander her existieren. Dadurch ergeben sich aber Probleme bei der Inter-
pretation der Theorie, wie sich bei der Diskussion der Strome in 2.4 noch genauer zeigen
wird.

Zusammenfassung der Erweiterungen

Die zur Permutationsableitung erweiterte Ableitung (2.26 ) wird anstelle von (2.12b) in
den Bewegunggleichungen fiir  (2.12a) und (2.13a) verwendet bzw. ihre Komponen-
tenform (2.27) in (2.14a). Selbiges gilt in den Gleichungen der hamiltonschen 1-Form
H, (2.15a) und(2.17), d.h. die folgendermafien lautende erweiterte Ableitung von H,,
wird in Gebrauch genommen:

D)\H“ = (%\H“ + [.AA + X, H“] . (2.45)

Dieser Wechsel in der Bedeutung des Symboles D,, dndert an der Diskussion zur Ein-
fithrung von H,, die in dem Kapitel gefiihrt wird, in dem die besagten Gleichungen
angegeben werden nichts, so dafl ihre erneute Angabe nicht notwendig ist; es mufl nur
der Bedeutungswechsel von D,, beachtet werden, wenn die Gleichungen zur Beschreibung
von Systemen genutzt werden. Eine Ausnahme hiervon bilden die Gleichungen (2.16)
und (2.17), denn auf die linke Seite von (2.16a) geht, genauso wie in den Rest des
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Formalismus, D,, in der Form (2.26) ein. Auf der rechten Seite von (2.16a) mufl dann
natiirlich F,, + ), stehen

DD, —D,D,)® = (Fo + V) P, (2.46)
was dann zwangsldufig auch fiir die rechte Seite von (2.17) gilt:

D,H, — DyH, + é (Mo 1) = ihe (Fuy + V) (2.47)

Die ab jetzt geltende Verwendung der permutativen Form von D, bei Anwendung auf
Fuvs Y, A, und X, also vor allem in den erweiterten Maxwellgleichungen, und die
damit einhergehende strikte Anwendung der Strukturkonstanten der Algebra u (N) C
gl (N), die den Rahmen (zur Erinnerung: aber auch nur den, ausgeschlossen bleibt die
Eichtheorie, die sie mit sich bringen kénnte ) fiir die Einbindung der Permutationsgruppe
bildet, ist bereits im vorhergehenden Abschnitt eingefithrt worden.

Wer schon jetzt mehr iiber die Strome der Maxwellgleichungen (2.41) wissen moch-
te, sollte gleich zum iibernéchsten Unterkapitel 2.4 springen und die néchsten beiden
iiberspringen, die sich mit der RST im Diracfall und der Losung der Dynamik der ha-
miltonschen 1 - Form widmen.

2.2. Die Grundgleichungen der RST fiir Diracfelder
2.2.1. Die Bildung des Summenbiindels

Neben der Klein- Gordon - Gleichung existiert noch die Diracgleichung als Bewegungs-
gleichung fiir relativistische Felder. Auch sie soll mit der RSG (2.12a) in Verbindung
stehen, wobei natiirlich der Tatsache Rechnung getragen werden muss, daf} jetzt Spin tra-
gende Felder beschrieben werden. Dazu ist zunéchst einmal das grundlegende Whitney-
sche Summenbiindel aus Einzelbiindeln o; (Ei,pi, M, (€Y', (UP (1))Z> mit einer C*-
Faser und einer Darstellung der unitéaren Strukturgruppe, die die Spinstruktur der Faser
beriicksichtigt, aufzubauen

N
2 (@ B g, M @1, (€)' x X (U (1)) = @ o (B, M (€)', (0P (1))
=1

(2.48)
Jedem Teilchen wird also ein kompletter spinorwertiger Schnitt % zugeordnet. Die Ge-
samtwellenfunktion ¥ = (lzb, ey N@D)T besteht dann wiederum aus der direkten Summe

von N dieser Einteilchenschnitte. Im Prinzip kann ¥ noch in die Komponenten seiner
Einzelspinoren zerlegt werden ) = (43, 1%=2 y4=1 44" \ags aber in den allermeis-
ten Féllen nicht notwendig ist.

W M — E; mit p; (% (a")) = 2* (2.49a)
VoM S E (2.49b)
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mit @ (', ... a™) =p W (o) = ... = py M (aF) = 2*

v | W | = i | (2.49¢)

2.2.2. Die Baisis fiir u (/) im Diracfall

In Bezug auf die Darstellung der Eichgruppe und ihrer Liealgebra sowie deren Erwei-
terung zur Beriicksichtigung der Austauschwechselwirkung lésst sich hier folgende Dar-
stellung der Basis von u (N) sinnvoll nutzen:

Xap = @ RN VEYREERE (2.50a)

(Xan))ij = il4x46'a0; ; {xb} : Basis fiir gl (N) bei Anwendung auf ¥ (2.50Db)

N
al =xo, 5 {ay} : Basis fiir @ui (1) bei Anwendung auf ¥ (2.50c)

i=1

N
{ D . . . . . .
Xo.} 3 d#e ; {xa} : Basis fiir u(N)\ @ui (1) bei Anwendung auf ¥

i=1

(2.50d)

AR+ XD = A%al + X TxD, (2.50¢)

a,b,d,e={1,...,N} ; aber immer ; d#e.

Ersichtlich wird die Unterstruktur der Einzelspinoren %) nicht aufgelost; ein Potential
vermittelt Wechselwirkungen zwischen Teilchen also immer, in dem es auf den vollstén-
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digen zugeordneten Spinor wirkt, ohne dessen Substruktur zu verdndern. Ganz ohne
diese lasst sich eine Theorie von Spin tragenden Teilchen aber nicht aufbauen, denn die
Lorentzinvarianz des Einteilchenformalismus, die sich selbstverstéindlich auf die Vielteil-
chenformulierung {ibertragen muss, verlangt nach der Verwendung der +, - Matrizen in
Bilinearformen, wie dem Skalarprodukt zweier Spinoren, und spéter der Bewegungsglei-
chung fiir ¥. Da ¥ die direkte Summe von Einzelspinoren ist, ergibt sich die direkte
Summe von NN 7, - Matrizen als ihre natiirliche Verallgemeinerung auf den Vielteilchen-
fall, analog zu den Potentialen der Eichsymmetrie A,

N Yo o0 0
Du=@vn=| : - ¢ | =% Lavxam - (2.51)
1 0 -

Mit dem Verstédndnis der Eichwechselwirkungen (2.50) gilt dann

[T, A)+X] =0. (2.52)

2.2.3. Die Aufnahme von Austauschphanomenen durch die
Erweiterung der eichkovarianten Ableitung und des
Feldstdrketensors und die Folgen fiir die Hamiltondynamik

Die Erweiterung der eichkovarianten Ableitung

Das Skalarprodukt kann mit (2.50) folgendermaflen angeben:

<UL (A4 X)P T S=T - (AP + AP) T = A% D (aP) 7+ X% B (x2)' ;0

= iAW Lasa - " +iX7 0 L -3+
+ iXiLVN_l Nl_ﬂ . ]14><4 . N_l'éb —|—’LA£Y ]\ﬂ_b : ]14><4 : Nw

=AW +HiX)7 Wi XN VY
+iAN PN (2.53)

Sowohl die Wechselwirkungspotentiale A als auch die Austauschpotentiale X ge wir-
ken, wie schon erwédhnt, auf einen kompletten Einteilchenspinor %). Aus der letzten
Zeile wird ersichtlich, da anstatt der Diracdarstellung der Liealgebra uP (N) (2.50)
auch deren Klein - Gordon - Version ( 2.28 ) benutzt werden kann, vorausgesetzt man ver-
steht Ausdriicken der Art ((A, + &,))"; % als Multiplikation eines skalaren Elementes
((A,+ X,))"; an einen Spinor %). Im Folgenden wird deshalb die eichkovariante Ab-
leitung des spinorwertigen Schnittes W mit derselben Form der Liealgebra fiir u ()
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2. Eine Einfiihrung in die bisherige Form der relativistische Schrédingertheorie

angegeben, die schon beim CV - wertigen Schnitt ® verwendet worden ist

DU =9,V + AU + XPV (2.54a)
=0, + A,V + X,V (2.54b)
D, = (Dy0) = 8,0 + A%, ()’ ;%0 + X%, (xae)' 57 (2.54¢)

auch weil beide Darstellungen von u (V) (2.28) und (2.50) die selben Strukturkon-
stanten haben, weswegen ebenso der erweiterte Feldstédrketensor F,, + Y, der jetzt in
(2.16b) resp. (2.39a)-(2.40b) Verwendung findet, ebenso wie seine erweiterte eichko-
variante Ableitung, in beiden Féllen gleich behandelt werden kann.

Die Dynamik der hamiltonschen 1 - Form ’HB

Als Bezugsgleichung der RST zur Einteilchentheorie dient jetzt die Diracgleichung. Kon-
traktion der RSG des Schnittes W fiir Spin tragende Teilchen

iheD, VU = H,) ¥ (2.55a)
H,) € gl (4N) (2.55b)
HP =SH)S™, (2.55¢)

mit ['* hat also auf die Diracgleichung fiir ¥ zu fithren

ihel'"D, U = MPA¥ (2.56a)
MP = diag {m' Lixa, ..., m"Lyya} =diag {m', ..., m"} = M (2.56b)
DMP =0, (2.56¢)

deren Komponenten wiederum die Diracgleichung der Einzelspinoren %) sind, der die
Vielteilchencharakteristik fehlt, wenn (A, + X,) — A,

ihey" D% = m' % (2.57a)
Dt =" (D,¥) = 9,% + (A, + &X,)" ;% . (2.57b)

M ist dabei wieder der Massenoperator, fiir den bei Spin tragenden Teilchen das beziig-
lich der Anwendung des Eichpotentials (A, + X,) Gesagte gilt. Hinsichtlich H,, muss
jetzt die Bedingung

IHH) = Mc? (2.58)

gelten, was sich auch in der zu (2.47) dhnlichen Form

2
HPPH,) = —ikc (%) +3 (Fo +Y0) (2.59)

?

D'H,) — -
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ausdriicken lédsst. X# ist dabei der Generator der Lorentztransformation des Spinors W

S = i I (2.60)
dessen Gestalt aus dem Aufbau von W (2.49a ) - (2.49¢) und I'* (2.51) folgt. (FL, + V5
ist geméB(2.16a ) - (2.16b ) definiert mit ¥ anstatt ® und der erweiterten eichkovarianten
Ableitung statt der normalen, samt der daraus mit Hilfe der RSG (2.55a) herleitbaren
Rotationsbeziehung analog zu (2.46 ) mit D,, jetzt als 0, + (A, + X,.)

[D,D, —D,D,]V = (F,, + V) ¥ (2.61a)
T+ V0, =0, (A +X,) =0, (A, + X)) + [A, + X A, + X))
(2.61b)
i .
D,H,) — DJH, + — (M) HY) | =ihe (Fp, +Y0) - (2.61c)

Aus den Losungen von (2.55a) wird wiederum eine Intensitdtsmatrix gebildet

TP (2) = 1B (1)U 4 (z) @ Up(z) = [P (2)V 4 (z) @ (%(@ro) (2.622)
(Z°(x))'; = ([AB a(r) ® %@EB(x))"m = By (2)dyp ;. nm=0,...,3
(2.62D)

qVa(2")) = q¥p ((«") = 2"
B4 = 4B (2.62c)

Diese Intensitdtsmatrix erfillt die RNG

l

DI = &+ [T°H,) = H,T"] (2.63a)
N
=5 [TH, - H,T] (2.63b)
DI = 9,I° + [A} + X7, 1°] (2.63¢c)
wenn
DI =0, (2.64)

gilt. (2.62b) zeigt die Unterstruktur die ZP (2.62a) gegeniiber Z (2.19a) besitzt: Das
(i, j)te Element von ZP ist das (n, m)te Element des Blockes, der aus dem Tensorprodukt
der Einzelspinoren %@D(z) und %@E (z) besteht, das an die Stelle des Skalars [12¢%¢;p
(2.19b) tritt. Anders als die Eich-und Austauschpotentiale 16st demnach die Gemisch-
formulierung im vorliegenden Fall die Unterstruktur der Einteilchenspinoren also auf,
weshalb H,If eine echt gl (4V) - wertige 1- Form sein muss. Wéahrendessen bleibt die reine
Vielteilchenstruktur davon unberiihrt; auf den Gemischblock (2.62b ) wirkt das Potential

63



2. Eine Einfiihrung in die bisherige Form der relativistische Schrédingertheorie

A7)+ &P gemiB(2.63¢) immer noch der Struktur (2.50a ) folgend mit einem Potential-
wert (A7) + Xf)zj]l4x4 je Einzelspinor % bzw. g.

Je nach dem ob die Klein - Gordon - Gleichung (2.13a ) - (2.14b ) oder die Diracgleichung
(2.56a)-(2.57b) die Bezugsgleichung fiir die RST stellen, wird vom Klein - Gordonfall
oder vom Diracfall gesprochen. Da durch diese Angabe eigentlich klar ist, wie sich Z, 'H,,,
A, + X, und M verstehen, unterbleibt die Indizierung dieser Grossen, es sei denn beide
Félle werden verglichen oder nebeneinander verwendet. Der Verzicht auf einen eigene In-
dex des Klein - Gordonfalles und die nicht indizierten Ausdriicke des Diracfalles ( 2.54b ),
(2.57b) und (2.63b) sollen dieses zum Ausdruck bringen. Besonders der Wechsel zwi-
schen A7) + X und A + X bzw. der Basis (2.50) und (2.28) ist einfach genug um
zwischen den Darstellungen situationsabhéngig wechseln zu kénnen, ohne dafl die feh-
lende gesonderte Herausstellung der verwendeten Basis zu Verstédndnisproblemen fiihrt.
Héaufig wird im Folgenden deshalb auch von der Rotationsgleichung der RST gesprochen,
obwohl streng genommen zwei Varianten (2.17) und ( 2.61c) existieren. Ebenso werden
die die beiden Divergenzgleichungen (2.15a) und (2.59) als eine Gleichung angespro-
chen, wobei aus dem Zusammenhang immer klar wird, welche von beiden gemeint ist.

2.3. Eine formale Lésung der Dynamik der
hamiltonschen 1 - Form H,,

2.3.1. Der Klein - Gordonfall

Zum Abschlul soll, basierend auf [14], die innere Konsistenz der RST-Dynamik ge-
zeigt werden, bestehend aus der Bewegungsgleichung des Schnittes ® (2.12a)-(2.12e),
der Hamiltondynamik (2.15a), (2.17), der Eichfelddynamik (2.18 ) und schliefllich der
Bewegungsgleichung fiir Z (2.20a) fiir den Klein- Gordonfall sowie den analogen Aus-
driicken (2.54b), (2.55a), (2.55b), (2.58) bzw. (2.59), (2.61c) und (2.63a) fiir den
Diracfall. Dazu wird die Rotationsgleichung (2.17) gelost, in dem zu einem sehr allgemei-
nen Ansatz der gl (n)- wertigen 1- Form H,, ein Element (A, + X,) der U (N) - Struktur
addiert wird

H, =ihc ((0.9) g~ + (A, + X)) (2.65a)
geGL(N) . (2.65D)

Einen ersten Hinweis darauf, von welcher Art die Eintrage von ¢ sein werden, liefert
dessen Transformationsverhalten. Damit weiterhin ( 2.12f) bzw. (2.55¢ ) gilt, folgt wegen
(2.12d) und (2.38) fiir g

9 =S8y, (2.66)
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2.3. FEine formale Lésung der Dynamik der hamiltonschen 1-Form 'H,,

was klar das Transformationsverhalten einer vektoriellen Grosse ist.
Zunéchst ergeben sich mit (2.65a) die Losungen

o = o, (2.67a)
T=gg.qg" , (2.67h)

fir die RSG (2.12a) und die RNG (2.20a), wobei ®, ein konstanter N - Vektor und g,
eine konstante hermitische N x N - Matrix ist. Aus der Quellgleichung (2.15a) wird

2
0Dyg + 2 (A" + X) 09 + (A" + X7) (A + X,) g+ 0 (A, + X,) g = — (%) ’
(2.68)
was sich zu ;
W@w+<%$)g:0, (2.69)

zusammenfassen ldsst, vorausgesetzt man fat D, g als 9,9+ (A, + X,) g auf, womit aber
endgiiltig festgelegt wird, dal g Vektorcharakter hat, denn diese Formulierung macht
nur Sinn, wenn die einzelnen Spalten von g Vektoren sind. Mit anderen Worten sind die
Spalten von g Losungen @4 der vektoriellen Klein- Gordon - Gleichung (2.13a),

o' '
9= (21, ®r,...)= : : (2.70)
ONr N

Auf dieser Grundlage sind dann auch (2.67b) und (2.19a) identisch unter der Bedin-
gung, daf die Entwicklungkoeffizienten 742 aus (2.19a) und die Matrixelemente (g,)" 5
aus (2.67b) gleich sind

P = (g)" 5. (2.71)
Diese Identifizierung ldsst sich aus Sicht der Matrix g, nur komponentenweise durchfiih-
ren, da die /4% als Entwicklungskoeffizienten einen anderen mathematischen Charakter
besitzen als die Matrixelemente (g*)A B Gleichwohl sind aber beide Sétze von Zahlen
unter Vertauschung der Indices hermitesch und erfiillen in den Komponenten von (Z)*;
dieselbe Funktion:

(I)ij = ]ABWA@B = ¢Z (9*)k £¢*lj = <Z5iA (g*)A B¢*Bj . (2.72)

D.h. nun zusammengefasst, daf3 die eingangs des Abschnittes angegebene RST - Dynamik
die gewiinschte Form der Intensitdtsmatrix Z ohne besondere Definition liefert, ebenso
die Aquivalenz des Formalismus mit der bestehenden Klein - Gordontheorie ohne expli-
ziten Bezugnahme auf die Klein- Gordongleichung.
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2.3.2. Der Diracfall

Die Losung des Diracfalles verduft analog. Zuerst wird mit dem Ansatz

HB = ihe ((0,9°) ¢° 7" + (A, + &) (2.73a)
g° € GI(4N) , (2.73D)
(2.61c) gelost, was auf
U = ¢°v, (2.74a)
I° = 492970 = 993" (2.74b)

fithrt. Neben dem gleichbleibenden vektoriellen bzw. hier spinoriellen Transformations-
verhalten von ¢P ist auch die Multiplikation mit ~, dem spinoriellen Charakter von g
geschuldet. Aus (2.58) folgt damit

ihel* (9,9° + (A, + X,) g°) = M- ¢° (2.75)
was ebenso wie (2.68) die Zusammenfassung
ihel*D,g° = Mc? - g° | (2.76)

zuliisst, wenn man D,g° in der spinoriellen Weise 9,g° 4 (A] + X)) gP auffasst, also
gP spaltenweise als Losungen W4 der spinoriellen Diracgleichung (2.56a)

W W
=LV, )= : (2.77)
NMpr Mbrp
versteht. Damit sind wiederum (2.62a) und (2.74b) gleich und der Diracfall ebenso
eigenstandig wie der Klein - Gordonfall, vorausgesetzt

gq oo Ty
J— : : : K: Anzahl an Zustinden . (2.78)
IKI]14><4 e IKK]14><4

2.3.3. Systeme in denen die Teilchenzahl die Anzahl der dem
System zuganglichen Zustande iibersteigt

Das Problem der Inversen g~!, die notwendigerweise zu existieren hat, im Zusammen-
hang mit Teilchenzahlen die die Anzahl an Zustdnden iibersteigen und somit keine qua-
dratische invertierbare Matrix ergeben, lisst sich durch die konstante Matrix g, 16sen.
Sie allein bestimmt nédmlich, welche Teile von ¢ in die Intensitédtsmatrix Z aufgenom-
men werden, mit der dann die Observablen der Theorie gebildet werden; zum letzten
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Punkt siehe das ndchste Kapitel. Man kann also zunéchst mit einer beliebig dimensio-
nierten, invertierbaren (4)N x (4)N - Matrix g beginnen, um dann iiber die Eintrége von
der, bis auf die Hermitizitit keinen Bedingungen unterworfenen Matrix g, festzulegen
wieviele Spalten, d.h. verschiedene Zusténde N - Teilchenzustinde des Systems, in die
Beschreibung eingehen sollen. So wird zum Beispiel aus der anfanglichen Matrix

o't ' bl

g=\ o1 ¢ ur |, (2.79)
o7 O’
durch die Wahl
gi1 0 0
o=| 0 0. (2.80)
0 0 O

die Intensitatsmatrix

gL' 1O 1+ G2 1 1 g 10T + 9 10 1 g 0¥ T+ 920 10 1
T=| gud* 0™+ g5%0* o™ i ghd* 1071 + 9%0° 1197 11 grd 0% 1 + 95  1d 1
GhdP 10V 1+ 9% 110 11 g 0% + 95H0P 0% 1 ghdP 10 T 4 9P 11

(2.81)

¢'r ¢'1r
= a1 Cbzf ® ( oV o ¢ ) + g% ¢§H ® ( O ¢ ¥ ) ;
°r °rr

also ein 3 - Teilchensystem, dem zwei Dreiteilchenzustinde zur Verfiigung stehen.

2.3.4. Systeme in denen die Anzahl der dem System zugdnglichen
Zustdinde die Teilchenzahl iibersteigt

Bei Systemen mit einer grosseren Zahl an Zustéinden im Vergleich zur Teilchenzahl funk-
tioniert dieses Verfahren nicht, denn die Matrix g, ist im wesentlichen nichts anderes als
die Matrixanordnung der Koeffizienten 147, welche nur die Gewichtung, ggf. die Null-
gewichtung, der einzelnen Zustéinde bestimmt; die Teilchenzahl 148t sich hiermit nicht
regulieren. Zu diesem Zweck miissen die Eichpotentiale herangezogen werden, wobei hier
durch eine entsprechende Wahl der Generatoren bestimmte Teilchen vom betrachteten
Teil des Systems derart isoliert werden konnen, daf sie fiir dessen Dynamik keine Rolle
mehr spielen. M6chte man z.B. ein 2- Teilchensystem mit drei Zustédnden untersuchen,
startet man wie oben mit einer quadratischen, invertierbaren 3 x 3- Matrix

¢1 I ¢1 II ¢1 II7
g = Qﬁ ¢2H ¢21H ) (2-82)
¢§ <J53H <J531H
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die sich im Unterschied zu oben mit

gil 0 0
0 0 933
zur Intensitéitsmatrix eines 3- Teilchensystems mit drei Zustédnden verbindet
101 D1OT 1o} O o O e O ud*n
T =g | 0101 0107 0707 | +95 | Q*ud™u ud*n $ud* (2.84)
101 GloT oY Qo Q™ PP
O d i O ' rnd*
+ 9% | 10 P G rd® i
GPrird™ i QP rd* i GPrind® i
o' o'
=g | % | @ (o™ ¢*r ¢*1 ) +g%| *u | © (" n ¥ %)
P °11
¢'r11
+gfg P*rr | ® ( OV ¢ 0 ) .
111
Das iiberzdhlige Teilchen wird durch die Wahl der Generatoren als
1 0 0 000
ap=1| 00 0 , as=1| 0 i 0 (2.85a)
000 000
0 ¢ 0 000
xXi2=1 0 0 , Xo1=| 0 7 O , (2.85Db)
0 0 000

die ersichtlich eine Basis fiir gl (2, C) darstellen, aus dem betrachteten System entfernt,
denn durch die Permutationsableitung (2.26 ) in dieser Basis werden nur noch die ersten
beiden Teilchen durch Eich-und Austauschwechselwirkung aneinander gekoppelt, wah-
rend das dritte Teilchen als freies, d.h. von den anderen beiden nicht beeinflufites und
sie auch nicht beeinflussendes auftritt. Diese Aufteilung des Systems erscheint auch in
allen Observablen, so daf§ das nicht angekoppelte Teilchen nur auf sich selbst bezogene
Zusatzterme zum restlichen 2 - Teilchenproblem liefert.

Der etwas eigenartigen Auffassung der Ableitung von g und ¢gP wie sie nach (2.69)
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bzw. (2.76) beschrieben ist, ldsst sich mehr Vertrauen abgewinnen, wenn man sie als
kompaktere Schreibweise des vektoriellen

O, (A, +X,) - 0 0 D,
ol O | + 0 e (AL + A 0 33 , (2.86)
D 0 0 e (AL+ A Dy
bzw. des entsprechenden spinoriellen Ausdrucks
v, (AD 4 AD) ... 0 0 ¥,
o VY | + 0 e (AP XD) - 0 v, |,
U 0 0 (AE+X;?> Uy
(2.87)
betrachtet, dem die folgende Zuordnung zugrunde liegt,
S A A
g=| ¢r .. I ... dn (2.88a)

—g=(¢% .. ¢ . ONr P P 9N Py
v ... VN )" (2.88b)

g° = @1 %L %N (2.88¢)
Nyp o Mg Ny
—>g»D:(1'l7D] i@b] N@D] l'gbL %L N@DL
Wy o Wn . My )T (2.88d)

also die spaltenweise Abbildung der invertierbaren N x N - Matrizen auf den C¥, re-
spektive der invertierbaren 4N x 4N - Matrizen auf den C*V. In diesen Vektorrdumen
werden sich die Entwicklungskoeffizienten I8 aus (2.19b) und (2.62a) in Kapitel 4
als Komponenten einer Metrik erweisen, die eine reiche, iiber die Entwicklungskoeffizi-
enten hinausreichende Struktur besitzt, wodurch es dann moglich wird die Teilchenzahl
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ebenso wie die Anzahl an Zustédnden in diesem einen Objekt festzulegen, anstatt in zwei
getrennten, wie in (2.79) bis (2.85b ) geschehen.

2.4. Observable und Erhaltungsgrossen in der RST

In Fortsetzung der Verwendung des Aufbaus der nichtrelativistischen Gemischformulie-
rung als Modell fiir die Formulierung einer relativistisch invarianten sowie eichkovarian-
ten Theorie werden die den beobachtbaren Grossen der RST zugrunde liegenden Dichten
durch Spurbildung des Produktes der Intensitdtsmatrix Z mit einem zugehérigen Ope-
rator O gebildet,

O = tr{Z0} . (2.89)

Obwohl der RST die nichtrelativistische Gemischformulierung relativistisch verallgemei-
nern will, iibernimmt sie streng genommen nur die Vektorraumkonzepte der bekannten
Theorie, die dort erfolgreich sind, in die Vektorrdume der Faserbiindeltheorie, auf der sie
basiert. Durch solche formalen Analogieschliisse zwischen verwandten aber nicht vollig
gleichen mathematischen Konzepten entstehen natiirlich auch Unterschiede in den mit
physikalischer Interpretation versehenen Objekten der Theorien. Auf die in der Faser-
biindeltheorie angelegte Lokalitédt der Intensitdtsmatrix Z der RST gegeniiber der glo-
balen Definition von p (2.2) und (2.3 ) der konventionellen Theorie wurde schon direkt
nach der Festlegung von Z in (2.19a)-(2.19¢ ) eingegangen. Ein weiterer wichtiger kon-
zeptioneller Unterschied wird jetzt durch den Vergleich von (2.9) mit (2.89) sichtbar.
Dort wird der Mittelwert eines Operators gebildet, hier entstehen Dichten. Ersterer ist
Ausdruck der probabilistischen Natur der Standardtheorie, letztere sind eindeutig einem
fluiddynamischen Bild verhaftet. Dieser Unterschied spiegelt sich auch in der Behandlung
der klassischen Feldtheorien wieder. Sowohl die Materiefelder als auch klassische Felder,
wie das elektrodynamische, werden in der normalen Theorie der zweiten Quantisierung
unterzogen um so eine einheitliche, auf hermiteschen Operatoren und ihren Eigenwerten
als moglichen Messwerten beruhende, probabilistische, Grundlage zu erreichen. In der
RST dagegen werden Felder als mafigeblich betrachtet, aus denen dann zu Messgros-
sen gehorende Dichten konstruiert werden. Die Elektodynamik wird demgemé&fi auch
nicht mehr verédndert, sondern nur umformuliert, um als Eichfeld in die eichkovarian-
te Ableitung der Materiefelder eingehen zu kénnen. Entsprechend anders versteht sich
auch der Begriff der Operatoren O, die in (2.89 ) verwendet werden. Sie sind Matrixdar-
stellungen von Gruppen oder deren Liealgebren von Gruppen, die in den Vektorfasern
wirken, aus denen die materiellen Feldwerte stammen. Thre Anbindung an beobachtbare
Grossen entsteht durch die Verwendung der durch sie abgebildeten Felder zusammen
mit den Feldern selber sowie deren Ableitungen in den entsprechenden Dichten. Dieser
Zusammenhang ist deutlich mittelbarer als die direkte Postulierung der Eigenwerte als
mogliche Ergebnisse einer Messung in der herkémmlichen Theorie. Folglich sind auch die
Restriktionen denen sie unterliegen deutlich weniger unmittelbar bzw. eindeutig als die
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direkte Forderung nach Hermitizitat zur Sicherstellung reeller Eigenwerte an die Opera-
toren der probabilistischen Theorie. Es geniigt die sich durch (2.89) auf den Operator
O iibertragende Symmetrie der Dichte O.

Wegen der Bildungsvorschrift (2.89) und der Definition der Inentsitdtsmatrix (2.19a)
miisste O nicht mal in der im vorigen Kapitel aufgestellten Dynamik auftreten, um mit
den Feldern der Theorie, egal welchen, in Verbindung zu stehen. Die Erhaltungsgleichun-
gen der Dichten erfordern aber mindestens eine Quellgleichung fiir O, so dass die in den
Bewegugnsgleichungen auftretenden Operatoren wie H, und vg. natiirliche Kandidaten
zu dessen Konstruktion sind, sofern man nicht zusétzliche Divergenzgleichungen postu-
lieren mochte.

Anhand der Energie - Impulsdichte der Materiefelder (mat)TW und der Materiestromdich-
ten Kqp, Kgep soll dieses Verfahren erldutert werden. Dabei wird auch die Bedeutung der
Erhaltungsgleichung (2.15a) fiir eben die Erhaltung dieser beiden Dichten ersichtlich.
Fiir skalare Teilchen wird der materielle Energie - Impulsoperator (matmy folgendermaflen
aus der hamiltonschen 1-Form als dem Hauptkonstruktionselement und dem Massen-
operator zusammengesetzt:

(matyy, = 2—; {H M "M, + HLM"H, — g (M HY — M)} . (2.90)
Im Fall freier Teilchen erfiillt die daraus gebildete Dichte
(mat)p, = tr {Z - ™7} (2.91)
die Energie - Impulserhaltung
orma = tr{D" (I - ™7, )} =0, (2.92)

vermoge der Beziehungen (2.13c), (2.20a) und besonders der Quellgleichung (2.15a),
bzw. (2.56¢), (2.63a) und (2.59) fiir Diracteilchen; sind Koppelungen der Teilchen
durch Eichfelder oder ein externes Potential vorhanden, gilt (2.92 ) natiirlich nicht mehr,
da jetzt der Energie- Impulstensor natiirlich um einen Eichfeldanteil (ei°h>TW erweitert
werden muss, um die Energie- Impulserhaltung des gesamten Systems korrekt erfassen
zu konnen. Dieser wird aber nicht hier aus einem Operator abgeleitet, sondern in Kapitel
(4) im Rahmen des Noethertheorems angegeben, denn dieses Teilkapitel besitzt, neben
der Aufgabe einer kurzen Einfithrung in den &lteren Formalismus der RST, das haupt-
séchliche Anliegen, die zu den Lagrangedichten fithrende Idee zu schildern. Zu diesem
Zweck sind die beiden ausgewéhlten Beispiele aber ausreichend.

Auch an der Aufstellung der Operatoren, die zu eichkovariant erhaltenen Stromen k,,,
fithren, hat H,, Anteil. Aufler ihrer Bedeutung als Grundlage fiir die beobachtbaren La-
dungen des Systems zu dienen, kommt diesen Dichten die viel wesentlichere Aufgabe zu
in (2.18) die Quellen fiir die Eich-und Permutationspotentiale A, und &), zu stellen.
Streng genommen erwichst ihnen erst aus dieser Aufgabe die Bedeutung als Erhaltungs-
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grossen, da wegen

D"DVFy,,, =0 (2.93a)
DYDY e, =0, (2.93Db)
zwingend
D"kq, =0 (2.94a)
D"k4e,, =0 (2.94Db)

zu gelten hat. Es ist also nicht weiter erstaunlich, dafl neben der Hamiltonschen 1 - Form
die Basismatrizen «, der Liealgebra der Eichpotentiale und des Eichfeldstérketensors
sowie die Darstellungsmatrizen x4 der Permutationsgruppe nach denen X, und Y,
entwicklet werden, auf gleiche Art in die Definition der Geschwindigkeitsoperatoren ug,,
und w4, eingehen

1 _

Ugp = 52 (aaHu + Huaa) M (2.95a)
1 _

ude,u = @ (XdeH,u + HuXde) M_l y (295b)

welche dann die Stromdichten

kap = tr{Z - uq,} (2.96a)
kdeu =tr {I udw} (296b)

bilden, deren Erhaltung geméf}(2.94 )

D" kigy = tr {D" (T - tg)} = 0 (2.97a)
D'ligey = tr {D" (T - tgep)} = 0 | (2.97b)

neben (2.20a ) vor allem wieder (2.15a ) sicherstellt. Solche kovariant erhaltenen Grossen
lassen sich bekanntlich durch Aufnahme der auf den linken Seite von (2.97 ) auftretenden
Kommutatoren (Cde“2d363Aa1“}@3e3W und dhnliche) in die Strome zu echt erhaltenen
umwandeln:

jau - kau + lau (298&)
lay = Ca B3 A Yoo + Ca®2 %3 X gy Fos

+ Cad262 dgest262HY’d363“V (298b)

aujau =0 (298(3)

jdezx = kdeu + ldezx (298d)
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ldeu = Cdea2 dgeSAagu}/;lgeguu + Cded262 aSngeg‘uFag,uu
+ Cded2e2 dgenggeQM}/;laeguV (2988)
8 jaw =0 . (2.98f)

Die Namensgebung der Geschwindigkeitsoperatoren beruht auf der &lteren Darstellung
der RST, wie sie in [16] nachgelesen werden kann. Dort kann am Beispiel der Strome der
fluiddynamische Charakter der RST sehr gut gezeigt werden, wobei die Stromoperatoren
in die Strome gerade die Kinetik des Konstruktes einbringen, wihrend die Intensitéts-
matrix das “zu bewegende Fluid”, d.h die als Teilchendichte interpretierte Komponente
erbringt. In Grundziigen kann diese Konzept auch aus (2.96) abgelesen werden. Ge-
mé#B (2.19b) sind in der Intensitétsmatrix die Dichten |¢|* sowie Uberlappdichten der
Form ¢f4¢;3 enthalten. Diesen Dichten fiigen die Geschwindigkeitsoperatoren g, Uge,
gerade die zum Stromkonzept benttigte Kinematik hinzu.

(2.98¢) stellt die an die Hartree - Fockgleichungen angebundene Interpretation der RST
vor einige Probleme, denn durch diese Verbindung werden auch die Grundkonzepte des
Teilchenbildes in die RST eingefiihrt. Dazu gehort auch die Vorstellung, dafl die erhalte-
ne Ladung eines (massiven ) Teilchens vollstandig von dessen Wellenfunktion getragen
wird. (2.98c) widerspricht dieser Vorstellung, denn an diesem Erhaltungssatz nehmen
genauso die Potentiale A%, Koeffizienten X%, sowie Feldstéirken F,, und Y%, teil,
was durch die dauerhafte Verwendung der u (N)- Struktur verursacht wird. Dadurch
kann die Erhaltungsgrosse, die mit (2.98c) zusammenhéngt nicht mehr eindeutig dem
Materieanteil k%, zugeordnet werden. Diesen Punkt zu klédren ist eines der zentralen
Anliegen dessen was in dieser Arbeit noch folgt. Damit ist nicht die in Teilkapitel 2.1.3
in dessen Abschnitt iiber die Erweiterung des Feldstiarketensors beschriebene einfache
Variante gemeint, in der die X%, mit entsprechenden A®, identifiziert und die Struktur-
konstanten des Vektorraumes u(N), in den die &), eingefiigt sind, nicht beachtet werden.
Dieser Weg fiihrt zwar zu einer schnellen Losung des Problems, da jetzt die Stome (¢,
(2.98b) nicht mehr auftreten, nimmt der Theorie aber die gerade erarbeiteten Freiheits-
grade. Der Weg, der deshalb im Folgenden beschritten wird, besteht darin, die ganze
u (V) als Generatoren eine Liesymmetrie zu verwenden, d.h. die volle mogliche kontinu-
ierliche und im Rahmen der Faserbiindeltheorie auch lokal anwendbare Gruppe U (N)
zu verwenden, statt eine Permutationssymmetrie einzufithren. Dadurch verliert die RST,
beabsichtigt, die Anbindung an die Hartree- Focktheorie, behélt aber zusétzliche Frei-
heitsgrade in der Wechselwirkung, die iiber die reine Eichwechselwirkung hinausreichen.
Im iibrigen stellen die Beitrége (2.98b) zum Strom j,, (2.98c) den wesentlichen der
nach (2.18) in Aussicht gestellten Punkte dar, in dem der Strombegriff der RST von
dem in der Standardtheorie abweicht.

Im Diracfall lauten der materielle Energie - Impuls- Operator

1 _ _
(mat Dy — 1 {C, - H,+H, T,+T, - H,+H,-T,}, (2.99)
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und die Geschwindigkeitsoperatoren:

uy, =Tpal) (2.100a)
g, = LuXay - (2.100b)

An die Stelle der Quellgleichung (2.15a) tritt hier natiirlich ( 2.59 ), wenn es um die Frage
der Divergenzfreiheit der zugehorigen Dichten geht. Die Probleme bei der Interpretation
des echt erhaltenen Gesamtstromes j*P,, der sich aus Materie - und permutativ verwen-
deten u (V) - Anteilen zusammensetzt, besteht auch hier.

Mittels der Definitionen (2.19a) fiir Z und der RSG (2.12a), bzw. (2.62a) und (2.55a),
lassen sich diese Dichten konkrete Ausdriicke zuordnen, die ihre Verwandschaft mit den
entsprechenden Dichten der konventionellen Theorie zeigen:

(mat)T/u/ = EIAB {DugbgDVQSBm + DV¢€4DV¢Bm — Gw (DA¢£ADA¢Bm - C4¢€4¢Bn (Mz) m)}

- (MTH™, (2.101)

h - - - o
ka,u = %IAB ((bféxDu(me - Du¢€4¢Bm) (aa) n (M 1) ¢ (2102)

h - - . Con
k‘deu = %[AB ( QDMQSBW - Du¢f4¢3m) (Xde) n (M 1) / (2103)

i _ _ _ _
e D)TW - ZIAB {“¢A7#DV g + "wAVVDM " — Du A AV "V — D, n¢A7u n¢B}

(2.104)
ki, = i1 - 47 (00)" m ™ (2.105)
K = i1 4y (Xae)" m ™08 - (2.106)

Betrachtet man zunéchst die spinoriellen Ausdriicke (2.104 ) und (2.105 ), erkennt man,
dass an die Stelle der Produkte eines Spinors mit sich selbst, seiner eichkovarianten Ab-
leitung oder eines seiner Produkte mit Operatormatrizen, wie ?ZA;M, aus den bekannten
Dichten, jetzt Summen von Produkten treten, deren Summanden jeweils aus den Spino-
ren 4 aufgebaut sind die in der RST einem Teilchen zugeordnet sind, z.B.

VY, Dyt — b 47Dy " = W 47Dy W + 24Dy Rop + ... (2.107)

Dabei miissen in den Einzelprodukten nicht einmal gleiche Teilchenspinoren miteinander
multipliziert werden, wie der Ausdruck 2 AV (Xae)" m ™pp fiir nichtdiagonale Matrizen
Xde zeigt. Solche Terme sind durchaus auch in den bekannten Feldtheorien enthalten,
so z.B. aus der Quantenchromodynamik mit ihrem Spinortriplett und der Eichgruppe
SU(3). Dort sind sie aber immer mit kontinuierlichen, lokalen Eichwechselwirkungen
verbunden, wihrend sie in der RST in der bisher angegebenen Formulierung mit der
globalen, diskreten Permutationsgruppe zusammenhéngen; siehe in Teilkapitel 2.1.3 den
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Abschnitt iiber die Permutationsgruppe in der Liealgebra u (V). Hier sind solche Terme
die Quellen fiir die Permutationskoeffizienten X, da sie die Strome k%, auf der rechten
Seite der verallgemeinerten Maxwellgleichung fiir (2.41b) bilden, welche die X, bzw. die
Y. ja befolgen sollen. Zu diesem Zweck besitzten sie dann auch eine sinnvolle Form,
denn daBder Austausch zwischen zwei Teilchen vom Uberlapp ihrer Wellenfunktionen
bestimmt wird, ist sicher ein bedenkenswertes Konzept.

Zusétzlich zur Summenbildung iiber den Teilchenindex wird auch iiber die Zustandsin-
dices A, B summiert. (2.107) verallgemeinert sich also weiter zu

Uy Dyt — I 3 47, Dy "o (2.108)
=" (1¢17/1Du 17/}1 + ZwﬂuDu Z@Dl + .. )
+ 1% (@2%11711 1¢2 + 2@2”&19,, 2¢1 + .. ) + ...
Reduziert man die Summen auf nur ein Element gleichen Teilchen - und Zustandindexes,
erhélt man ersichtlich die Standardtheorie.

Es liegt nun Nahe die gezeigte Verallgemeinerung der Standardausdriicke direkt in den
konventionellen Lagrangedichten anzuwenden, was im iibernéchsten Kapitel geschieht.
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3. Zwischenbilanz und Ausblick auf die
folgenden Kapitel

Bisher wurde eine Vielteilchentheorie auf der Ebene der Feldtheorien vorgestellt, die zur

Beschreibung jedes Klein - Gordonteilchens ( Diracteilchens ) einen Summanden x; (Ei, Dis
M, (€)', (U(l))2> (Ui (E,-,pi, M, (€)', (UP (1))Z>) in der Whitneysumme (2.10)
((2.48)) zur Verfiigung stellt, bzw. dessen Faser C' (C*). Uber die in Teilkapitel 2.1.2
(2.2.3) vorgestellte hamiltonsche 1-Form H,, (H}, ) erhalten fluiddynamische Gemische,
denen in der Dichtemarixformulierung der bekannten Quantenmechanik dhnlich, Einzug
in die Theorie. Durch die Verwendung der in der Liealgebra enthaltenen Permutations-
gruppe werden in Teilkapitel 2.1.3 (2.2.3) Austauschphénomene in die Beschreibung
der Vielteilchensysteme aufgenommen. Als Folge davon lassen sich die Bewegunggsglei-
chungen der materiellen Felder (2.13a) ((2.57a)) mit A, + &, statt nur A, als re-
lativistische Verallgemeinerungen der Hartree- Fockgleichungen auffassen. Durch diese
Auffassung ergeben sich aber ernstzunehmende Probleme, denn dadurch wird die der
RST zugrunde liegende Summenstruktur mit der Produktstruktur der Standardtheorie
verbunden. Diese Produktstruktur der ( freien) Vielteilchenwellenfunktion ist wesentlich
fiir den Begriff eines einzelnen Teilchens in der QF T, wihrend das Whiteysummenbiindel
mit seiner additiven Struktur diese tragende Funktion in der RST {ibernimmt. Es wer-
den mit anderen Worten in der Anbindung der RST an die Hartree - Fockmethode zwei
grundsétzlich verschiedene Teilchenkonzepte miteinander in Verbindung gebracht, was
zwangsldufig zu Schwierigkeiten fithren muf3. Die fehlende Mo6glichkeit im Rahmen der
permutativen RST mit den Strémen I, (2.98b) (mit gleichem Aussehen im Diracfall
) konsistent umzugehen, ist ein deutliches Beispiel hierfiir.

Es steht somit die Frage im Raum, ob sich fiir eine Vielteilchentheorie auf der Ebene
der Feldtheorien eine eigenstiandige Idee eines einzelnen (oder besser, auch im Hinblick
auf das Kommende: vereinzelten ) Teilchens finden 148t, die alleine auf dem Konzept der
Whitneysumme beruht, ohne auf die Produktstruktur der QFT zuriickzugreifen.

Die Antwort auf diese Frage ist ja. Die Begriindung dieser Bejahung ist das Kernanliegen
dieser Arbeit und wird in den folgenden Kapiteln ausgearbeitet. Dazu wird von einem
Systemspinor ausgegangen, der aus N Diracspinoren besteht und somit als maximale uni-
tare Symmetriegruppe die Gruppe UP (N) zulisst. Deren Liealgebra wiederum ist der
Vektorraum der antihermitischen N x N - Matrizen uP (N). Das zugehorige Spinorbiin-
del ist demnach T (E,m, M{,C*,UP (N)). Im deutlichen und gewollten Unterschied
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3. Zwischenbilanz und Ausblick auf die folgenden Kapitel

zum Biindel (2.48) ist es kein Whitneysummenbiindel. Der wesentliche Unterschiewd
zwischen diesen beiden Spinorbiindeln liegt weniger in der Faser als in ihren Struktur-
gruppen. T (E, 7, M}, C*,UP (N)) besitzt die volle Gruppe UP (N) als Strukturgrup-

pe, wihrend ¥ (@filEi, g, M, @, (€Y', <N, (UP (1))2) (2.48) nur iiber die deutlich

einfachere Produktgruppe x2, (U b (1))2 verfiigt. Damit ist es diesem, wie auch allen
anderen Whitneysummenbiindel insbesondere unméglich, die einzelnen C*- Abschnitte
seiner Faser miteinander in Beziehung zu setzen.

Aus diesem Blickwinkel kann der Unterschied zwischen ¥ (2.48) und T (E, 7, M}, C¥
,UP (N)) auch so formuliert werden, da die Gruppe UP (N) die Faser das Biindels T
weit weniger stark segmentiert. Genau diese Eigenschaft soll zur Beschreibung des Aus-
tausches zwischen Teilchen dienen. Hieran wird der Bruch mit der bisherigen Form der
Theorie nun vollends sichtbar: Es wird von Anfang an von einer vollstindigen UP (N) -
Symmetrie der Theorie ausgegangen, mit vollstindiger Liealgebra uP (N), anstatt der
weit geringeren Liesymmetrie x; (UP (1))", deren Liealgebra & (uP (1))’ erst noch
auf die Algebra uP (N) erweitert werden mufl , damit Austauschvorgéinge beschreiben
werden konnen. Die neu hinzugekommenen Terme werden zudem als Vertreter der Per-
mutationsgruppe aufgefasst und nicht als Generatoren einer kontinierulichen Symmetrie.
Die Betonung der vollstindigen UP (N)-Symmetrie mit einer vollstindigen Liealgebra
uP (N) zielt genau auf diesen Punkt. Ab jetzt wird nicht nur eine komplette Liealgebra
uP (N) von Anfang an vorausgesetzt, sie wird von hier an auch als solche verwendet. D.h.
speziell ihre nebendiagonalen Matrizen werden als Generatoren der lokalen, kontinuier-
lichen SUP (N) verwendet. Damit sollen die Schwierigkeiten umgangen werden, die sich
bei der Vereinigung der Liesymmetrie xY, (UP (1))2 und der globalen Permutations-
gruppe unter dem Dach der Liealgebra uP (N) ergeben haben, und die am deutlichsten
durch die Schwierigkeiten der bisherigen RST mit den Stromen (2.98b) zum Ausdruck
kommen.

Da das Biindel T (E, m, M}, C*,UP (N)) kein Whitneysummenbiindel mehr ist, stellt
sich die Frage, welche Rolle diese Struktur in Folgenden noch spielen kann. Die Ant-
wort darauf wird ausnutzen, daf§ die Strukturgruppe x¥, (UP (1))" des Whitneysum-

menbiindels (2.48) eine Untergruppe von UP (N) ist, genauso wie @Y, (uP (1))" ei-
ne Unteralgebra von uP (N) ist. Die fiir ein Whitneysummenbiindel charakteristische
Form der Strukturgruppe ist demzufolge im Biindel T (E, 7, M}, C* UP (N)) enthal-
ten, und kann zutage treten, wenn die sie umgebenden SUP (N) - Elemente entsprechend
beschréankt werden. Um an dieser Stelle gleich einem Miflverstéindnis vorzubeugen: Da-
mit wird nicht gesagt, da3 die Generatoren dieser Symmetriefreiheitsgrade
wieder zur Dartstellung der Permutationsgruppe umfunktioniert werden. Die
Beschriinkung wird diejenigen Gruppenparameter A betreffen der UP (N),
mit denen die suP (N) C uP (N) Generatoren ihre SUP (N) C UP (N)-
Elemente erzeugen.

Anders gesagt ist das Whitneysummenbiindel ( 2.48 ) mit seiner Segmentierung der Faser
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als eine Art “Grenzwert” in T (E, 7, M}, C*,UP (N)) enthalten. Wie sich zeigen wird,
kann nur in diesem Grenzwert von einzelnen ( vereinzelten ) Teilchen gesprochen werden.
Die Whitneysumme ist also mafigebend fiir den Teilchenbegriff, ihre Struktur ist nur
nicht bestéindig realisiert. Das heiffit aber im Umkehrschlufl dal es nicht immer mdoglich
sein wird, von einzelnen Teilchen zu sprechen. Mit anderen Worten wird es umso weniger
moglich sein, von einzelnen Teilchen zu sprechen, je stirker die suP (N)-und SUP (N)-
Elemente der Theorie Einflufl nehmen. Hinter diesem Verschwinden des Teilchenbegriffs
steht dann auch das Verstédndnis von verwickelten Zustédnden in der Yang- Millsform der
RST.

Der letzte un der vorletzte Satz weisen eigentlich in die verkehrte Richtung, denn am
Anfang des letzten Absatzes wurden die Whitneysumme und mit ihr der Teilchengerift
ja als Grenzwert betrachtet, der sich aus der Situation mit stark am System beteiligter
SUP - Symmetrie ergibt, d.h. einer Situation in der von einzelnen Teilchen gar nicht ge-
sprochen werden kann. Sie wird sich auch als diejenige erweisen, in der alle Freiheitsgrade
( Freiheitsgrade diirfen in diesem Zusammenhang nicht mit den Teilchen eines Systems
identifiziert werden!) des Systems miteinander wechselwirken. Der formlae Ausdruck
dafiir diesen Zustand als den Ausgangspunkt fiir die Beschreibung eines physikalischen
Systems zu nehmen, von dem aus sich alles Weitere ergibt, ist der Ansatz das System
durch das Biindel T (E, 7, M}, C*N,UP (N)) mit der vollen Strukturgruppe UP (N) zu
beschreiben.

Damit ist das Vorgehen der Standardtheorie umgekehrt worden und der programmati-
sche Anspruch an diese Arbeit aus der Einleitung wird verwirklicht. Statt vom Begriff
freier Teilchen ausgehend die Beschreibung ihrer Wechselwirkung zu erarbeiten (ein
Weg, dem auch die permutative RST durch Bildung des Whitneysummenbiindels und
der Erweiterung der Liealgebra von dessen Strukturgruppe folgt ), wird der Begriff eines
wechselwirkenden Systems in die Mitte gestellt, dessen “Grenzwert” erst den Begriff eines
Teilchens ergibt.
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Teil 1.

Die Yang - Millsform der relativistischen
Schrodingertheorie
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4. Die Lagrangedichte der RST

In diesem Kapitel die Verwirklichung der im Teil “Zwischenbilanz” dargelegten Idee Aus-
tausch und Wechselwirkung zusammen innerhalb der gré8tmdéglichen unitéren Liestruk-
turgruppe eines Faserbiindels zu beschreiben, begonnen. Da somit auch die Austausch-
wechselwirkung in die lokalen Symmetrien aufgenommen wird, deren Einflu auf die
Physik eines Systems, das durch Faserbiindel beschrieben wird, am besten durch das
Noethertheorem greifbar gemacht werden, ist es sinnvoll, vor allen weiteren Untersu-
chungen, eine passende Lagrangedichte aufzustellen. Bei deren Aufstellung mufl zuerst
einmal beriicksichtigt werden, daf§ mit ihr Vielteilchensystem bereits auf der Ebene der
Feldtheorien beschrieben werden sollen, was einige Anforderungen an die Dimensionie-
rung der ( spinoriellen ) Faser, die in sie eingeht, zur Folge hat sowie auf die Darstellung
der Lorentzgruppe, die auf diese Faser wirkt. Dem Verstéindnis dieser Faser und ihrer
Lorentzsymmetrie sind die ersten beiden Abschnitte der ersten Teilkapitel der Unterka-
pitel 4.1 iiber die Lagrangedichte im Diracfall und 4.2 im Klein- Gordonfall gewidmet.
Danach wird eine Metrik in der Faser der materiellen Felder eingefiihrt, die mehr Frei-
heitsgrade besitzt als diejenige, die in der Standardtheorie verwendet wird. Tatséchlich
werden sich die zusétzlichen Freiheitsgrade in Unterkapitel 5.2.1 als dahingehend niitz-
lich erweisen, dafl sie im Zusammenspiel mit der Strukturgruppe des Faserbiindels den
Austausch zwischen unterschiedlichen Teilchen bereits auf der Grundlage der in diesem
Kapitel vorgestellten Prinzipien unterbinden, d.h. weitere Annahmen werden fiir den
Fall einer Faser, die verschiedene Teilchen beschreiben soll, nicht mehr benotigt.

Bis zu diesem Punkt wird die maximale unitire Strukturgruppe (Liegruppe), die die
Faser erlaubt als Einheit behandelt, auch was ihre Metrik betrifft, die wie ihr Gegen-
stiick in der Faser der materiellen Felder, die einfache Form der bekannten Feldtheorien
iibersteigt. Der zentrale Punkt der Unterteilung der unitédren Symmetrie wird in Teil-
kapitel 4.1.2 beschrieben. Da zur Zeit noch kein konkreter Fall betrachtet wird, gibt
dieses Teilkapitel die Kernpunkte der Idee wieder, an denen sich jede Bearbeitung ei-
nes Modellsystems auf der Grundlage der Yang- Millsform der RST zu orientieren hat.
In dieser allgemeinen Form mag die Symmetrieverminderung etwas konturlos erschei-
nen, aber um zu verhindern, daf sich der Vorgang im Gestriipp der Rechnung spezieller
Modelle verliert, ist es angebracht, seine wesentlichen Gedanken frei von solchen Ablen-
kungen darzulegen.

Es schliefit sich dann in 4.1.3 die Betrachtung der Noetherstrome an, die von der Idee der
Unterteilung der Symmetrie am deutlichsten betroffen sind bzw. die tragenden Objekte
sind, um die hinter diesem Vorgang stehende Idee in den Gleichungen, die ein System be-
schreiben, umzusetzen. Im hierauf folgende Teilkapitel 4.1.4 iiber die Bewegungsgleichun-
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gen der Felder zeigt sich dies bereits im allgemeinen Fall an den Yang - Millsgleichungen
der Potentiale der unitdren Symmetrie. Den Abschluf8 bilden die Teilkapitel iiber den
Energie - Impulstensor 4.1.5 und die Drehimpulsdichte 4.1.6.

4.1. Der Diracfall

4.1.1. Die Bausteine der Lagrangedichte

Nimmt man in der bekannten symmetrischen und eichinvarianten Lagrangedichte des
Diracfeldes und des Eichfeldes

_ _ _ 1
L==W0- "0+ A) v — (8, — ALV - Y + 2iMyYy) — ZngFg“”FfW . (41)

i
2
die folgenden Ersetzungen vor

12 o (8u + Au) Y — ]ABnEA - (au "p + (u,u)n m m¢B> = ]ABnEA : ’YMD;L "p (4.2&)
(a,u - Au) 1; ' 7“7# - ]AB (8#, n%A - mﬂA (uu)m n) : ’Y‘u an = ]ABD,u n@A . ’Y‘u an

(4.2b)
m?/jﬁb - ]ABn@AMnm m¢B (42C)
Flu = Ve, (4.2d)

erhélt man die Diraclagrangedichte der RST

i — n — n = 2 om 1 o
L= §]AB (n¢A ~’Y“D“ Vg — Dun¢A ~’Y“ ()% +2Zn¢AM m wB) _ Z WV waj ’
(4.3)
mit der leicht zu ersehenden Aufteilung in Materieanteil £y; und Eichfeldanteil Ly

?

£M - 2]AB (n@A ) ’}/MDM n¢B - Du n@A ' ’}/M n"vDB + 2 nEAMnm m'l/)B) (44&)
1

Ly = _iKabvawjvbyu (44b)

L=Ly+Lr. (4.4c)

Dem Verstdndnis der Objekte auf den rechten Seiten von (4.2a) bis (4.2d) sind im
Folgenden jeweils eigene Abschnitte gewidmet.
Wie aus (4.1)-(4.4) bereits zu ersehen ist, gilt ab hier i = c = 1.

86



4.1. Der Diracfall

Der Systemspinor ¥, seine eichkovariante Ableitung D, ¥ und seine
Symmetrietransformationen

Das materielle System wird durch ein 4N - Tupel ¥ = (wl, N )T beschrieben, dessen
einzelne Elemente ¢ in Vierergruppen zu N Spinoren ™) zusammengefafit sind

¢1
o
: W
¢4i—3
U= : = % (4.5)
7vbﬂli .
; 5
7Wb4].\7—3
'l/)le

In dieser Form wird das N - Tupel ¥ als Systemspinor bezeichnet.

Im Unterschied zur Standardtheorie soll ein Spinor ™) unter geeigneten Umsténden tat-
séchlich ein Teilchen beschreiben und nicht eine ganze Teilchensorte vertreten.

Soll die ( fluiddynamische ) Mischung von mehreren dem System zugénglichen Zustdnden
erfaBt werden, sind die dazu notwendigen einzelnen Systemspinoren zusétlich mit dem
Zustandsindices A, B, etc. zu versehen: ¥ — Wp, ™) — ")p.

Vom reinen Aussehen her ist (4.5 ) natiirlich dieselbe Konstruktion wie (2.49¢). Im Un-
terschied zu (2.49¢ ) ist (4.5 ) aber als Schnitt des Biindels T (E, mr, M, C*N, U (Nyx4) C
U (4N) ) definiert. Da die Strukturgruppe dieses Biindels die vollstdndige Gruppe U (IN4x4)
umfaft, nimmt die Konnexions- 1-Form U, ® dz* des Biindels ihre Werte in u (INyy4)
an, d.h. in der eichkovarianten Ableitung des Systemspinors ¥ und seiner Komponen-
tenspinoren® ™) tritt die Liealgebra u (INsx4) vertreten durch U,, = U®,v, auf:

D,V =9,V + U, (4.6a)
D, ="(D,V)=0,"+ U, (0g)" 1 - "™ (4.6b)
U, =U"v, (4.6¢)

{v,} : Basis fiir u (INgx4)
a = 1, .. .,dimu(]N4X4) .

Anders als in Teil 1 werden alle Generatoren v, als Generatoren der Gruppe U (INyy4)
verwendet; eine Zweckentfremdung von einigen dieser Generatoren zur Darstellung der

§“Komponentenspinoren” ™) sind nicht zu verwechseln mit den “Spinorkomponenten” 17
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Permutationsgruppe findet nicht mehr statt. In die Transformation & von ¥

S = eM(@va (4.7)
U =8SU = M@y (4.8)

sind also alle Generatoren v, eingebunden, von denen auch jeder einen eigenen zeit - und
ortsabhéngigen Koeffizienten A (x) besitzt. Folgerichtig erstreckt sich das inhomogene
Transformationsverhalten {iber das ganze U,,, in dem ja jeder Generator v, samt seinem
eigenen Potentialkoeffizienten U?, vertreten ist, und nicht nur iiber Teile davon

u,=8SuU,s"'-0,8-8, (4.9)

wobei die Transformation S auch hier wieder ohne Ausnahmen die ganze U (INgx4) um-
fafit: S = e (@va,
Mit (4.9) transformiert sich D, ¥ unter der ganzen Gruppe U (IN4y4) homogen

(D,0) =S (D,V) =M@ (D) . (4.10)

Einige Anmerkungen zur Notation

Die Symmetrie des betrachteten 4N - Tupels ist bei etwas genauerem Hinsehen bereits
einmal reduziert worden. Ein 4N - komponentiges Objekt 148t zunédchst einmal die Wir-
kung einer Darstellung der Lorentzgruppe ( Poincarégruppe ) L*™ ( P4V zu, die bei An-
wendung auf U alle seine 4N Komponenten miteinander in Beziehung setzt. Erst wenn
aus dieser Lorentztransformation ( Poincarétransformationen ) nur diejenigen zugelassen
werden, die blockdiagonal sind, wobei ein einzelnes dieser blockdiagonalen Elemente der
spinoriellen Darstellung der Lorentztransformationen entspricht

LN — LN = diag {7, . e} = @ (e7 ) (4.11)

(P4N — PN . {Ej,...,€j+3} — 6”]14><4) s

ist die Behandlung von ¥ in der unterteilten Form (4.5) gerechtfertigt.

Vollig analog 1i8t W auch erst einmal die Anwendung der Gruppe U (4N) zu. Der Uber-
gang zur reduzierten Lorentzsymmetrie (Poincarésymmetrie) erzwingt dann auch den
Ubergang zu der N - dimensionalen Untergruppe von U (4N), in der die Gruppenelemen-
te darauf reduziert werden, auf Objekte mit je 4 Komponenten, sprich Spinoren, mit nur
einem einheitlichen Koeffizienten zu wirken. Betrachtet man z.B die rechte obere Ecke
einer U (4N) - Transformation mit den Elementen U’;, i =4N —3,...,4N; j=1,...,4
werden diese Elemente zu

{UZJ} —>U1N']l4><4. (412)

Genau diese erste Reduktion der Symmetrie kommt in der Bezeichnung von ™ fiir die
Spinoren zum Ausdruck, mit der sie von den Komponenten )/ eines eigentlich eine
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4.1. Der Diracfall

hohere Symmetrie zulassenden Objektes unterschieden werden. Die daraus notwendig
folgende Reduktion der Strukturgruppe wird durch das doppelt gestrichene IN zusam-
men mit dem den Index 4 x 4 bei der Bezeichnung der Dimension des Raumes, auf den
die Gruppe jetzt wirkt, kenntlich gemacht: 4N — IN 4. Die Verwendung des doppelt
gestrichenen N soll an die Entstehung der Operatoren 1444 in der Strukturgruppe, die
durch die Reduktion der Lorentzsymmetrie hervorgerufen wird, erinnern.

Diese Notation mag iibertrieben haarspalterisch erscheinen, vor allem weil diese Reduk-
tion der Symmetrie nicht Gegenstand dieser Arbeit ist, ja noch nicht einmal ansatzweise
ausgearbeitet ist, abgesehen von diesem Abschnitt. Es ist aber niitzlich sich ihrer bewuf3t
zu sein, da sie vor allem zum Ende des Kapitels 5 auf recht natiirliche Weise immer wieder
aufscheint, vor allem wenn es darum geht Wege zu finden auf denen die RST hinsichtlich
Teilchenerzeugung und - vernichtung u.a. iiber ihren jetzigen Entwicklungsstand hinaus
weiterentwickelt werden kann.

Konkret zeigt sich die erste Symmetriebeschrdankung, vor deren Hintergrund die der
unitdren Gruppe vonstatten geht, bereits schon bei der Beschreibung verschiedener La-
dungen, da hierbei angenommen werden muf}, dafl fiir die Teilchen positiver Ladung
die Aufpunktsverschiebung der Poincarétransformationen als —e (z*) im Gegensatz zu
+e (z#) bei den Teilchen negativer Ladung durchgefiihrt wird, um zu verhindern, daf die
Energie - Impulsdichte negative Werte annehmen kann. In den hier umrissenen Vorgang
ist diese Annahme sicher eingebettet, denn der blockdiagonale Grenzwert der héheren
Symmetrie mufl keinesfall in allen Teilen so gleich auszufallen, wie es (4.11) darstellt.
Der Grenzwert aus (4.11) hat die Form einer Gruppe eines Whitneysummenbiindels,
wie sie schon in Teil 1 zur Definition einzelner Teilchen in der Gesamtfaser verwendet
wurde. Im Gegensatz zu dort tritt die Whitneysumme (4.11) aber als eine Art Grenz-
wert einer hoheren Symmetrie hervor, anstatt als grundlegend fest, d.h. unveranderlich,
angenommen zu werden, wie es bei der Bildung eines Whitneysummenbiindels eben der
Fall ist.

Der Ubergang L*M — L*, d.h. das Heraustreten einer Whitneysummenstruktur, kann
in seinen Grundziigen als Blaupause fiir das betrachtet werden, was in der U (INjx4)
noch folgt ( Es liegt kein Tippfehler vor: gemeint ist wirklich eine nochmalige Beschréin-
kung der U (IN4y4), die in einem ersten Schritt aus der U (4N) hervorgegangen ist.) In
Bezug auf diesen Ausblick liegt eine Betonung auf “heraustreten”, denn bei der noch
eingehend zu beschreibenden Beschrinkung der U (IN4y4) wird die Symmetrie des Sys-
tems nie soweit beschrankt werden, dafl nur noch die Symmetrie vorliegt, die auch ein
Whitneysummenbiindel besitzt. Diese Struktur wird nur “sichtbar”, ist also als eine Art
Grenzwert zu verstehen, der nie ganz erreicht wird.

Die I'* als
=, (Y | (4.13)

verstehen sich jetzt wie die Lorentzgruppe L* selber als Operatoren, die aus einem ho-
heren Operator hervorgegangen sind (I'* C O*).
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AbschlieBend kann noch die Uberlegung angestellt werden, ob sich mit einer dynamisier-
ten Variante des Uberganges in (4.11) nicht Zugang zur Erzeugung und Vernichtung
von Teilchen erhalten 148t. Die rechte Seite von (4.11) wurde bereits als in dieser Form
nicht zwingend beschrieben, was sich auch dahingehend verallgemeinern 1a8t, daf statt
N fermionischer Darstellungen der Lorentzgruppe auch eine entsprechende Anzahl ei-
ner bosonischen Variante ( Spin 1 oder, etwas langweiliger, Spin 0) erscheinen koénnen,
oder Mischformen von beiden Fillen. Ein dynamischer Ubergang zwischen diesen Mog-
lichkeiten veréndert dann auch die Grundlage dafiir, von was fiir Teilchen iiberhaupt
gesprochen werden kann.

Der Feldstdrketensor V,,,,

Die Feldstérke, die in (4.3) eingeht, ist nun natiirlich in Bezug auf das volle u (IN4y4) -
Potential ¢, zu bilden:

Viw = 0, — O,U, + U, U, (4.14a)
Vi = V50,

= (8,U%, — 0,U", + C* .U U v, (4.14b)

Ve, =0,U% —9o,U", + C%U",U°, (4.14c)

C%. . Strukturkonstanten von u (INjy4)
CL,b,C = 1, . .,dimu(]N4X4) .

Die eichkovariante Ableitung von V,,, bezieht sich jetzt natiirlich durch Verwendung von
U, (4.6¢) ebenso auf u (Nyy4), wie V,, selber:

D)\Vuu = a)\v;u/ + [Z/[)\, Vuu] (415&)
D)\Vauu = (D)\Vuu)a = a}\vawj + Cachb)\VbuV ; (415b)

gleiches gilt fiir das homogene Transformationsverhalten von V,,
V;w :S'Vuu 'S_l ) (416)

in dem die Verwendung von S = e*(®va (4.7) vollstindig konsistent mit dem Rest der
Theorie ist.

Die Liemetrik IC

Der unitére Feldanteil (4.4b ) wird wie in der bekannten Theorie als Skalarprodukt von
V., mit sich selber aufgefasst

K (VMV’ VHV) = VaMVVbuV’C (Uaa Ub) = Va/wvbijab ) (4173)
Koy =K (vg,vp) (4.17b)
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4.1. Der Diracfall

nur wird als Standardform fiir dieses Skalarprodukt nicht automatisch die Spurform
Ky = tr{v,up} verwendet. Vielmehr wird dessen Aussehen zunéchst offen gelassen,
um die Selbstwechselwirkung der Teilchen je nach betrachtetem System angemessen
behandeln zu kénnen. Eine in letzter Zeit erfolgreich verwendete Form fiir diesen Zweck
besteht in der Erweiterung der Spurmetrik um den Term tr {v,} tr {v,}

Ko = citr {vaup } + catr {v  tr{wp} . (4.18)

Unabhéngig von der genauen Art der Bildungsvorschrift soll grundsétzlich die Metrik
mit der eichkovarianten Ableitung vertréglich sein, also kovariant konstant,

DuKab = au[(vab - Ucucdcade - UCMCdCbKad =0, (419)

was gleichbedeutend mit der Aussage ist, dal der Biindelzusammenhang das Skalarpro-
dukt in der Liealgebra u (INyy4) erhilt. Fiir konstante K, ist (4.19) nichts anderes als
die Forderung nach total antisymmetrischen Strukturkonstanten

Crda = —Claap - (4.20)

Kommt man der Bedingung (4.19) mit Spurkonstruktionen der Art (4.18) nach, endet
man automatisch bei (4.20); siehe z.B. [10].

Im vorliegenden Fall bezieht sich die Invarianzbedingung natiirlich, (4.19) zeigt es auch
ganz klar, auf die volle U (INjx4) - Symmetrie. Im Folgenden werden bei der Anwendung
von (4.19) folglich immer die Strukturkonstanten C'%, der Liealgebra u (IN4x4) verwen-
det, ebenso immer die Koeffizienten U®, aller Generatoren v,. Diese Vorgehensweise
begriindet sich darin, dal  immer eine Metrik im ganzen Vektorraum u (IN,.4) dar-
stellt; eine Einschrinkung auf einen Unterraum dieser Algebra findet nicht statt.

Die Spinormetrik Z

Neben dieser Metrik in der Liealgebra u (IN4y4) enthélt (4.3 ) noch eine weitere Metrik
fiir die ( Vektor )Spinorfaser, die ebenfalls iiber die Standardform hinaus erweitert werden
kann. Zuerst sammelt man dazu alle Zustandspinoren ¥y in einem Gesamtspinor?

U,
U = : : K: Anzahl der N4, - spinorigen Zustéande, (4.21)
W

§Bei den Zustidnden ¥ g, die dem System zuinglich sind, handelt es sich um endlich viele, wie es bei der
Betrachtung von statistischen Gemischen iiblich ist. Zu genau diesem Zweck ist die Indizierung mit B
bzw. die unterschiedlichen ¥ p eingefiihrt worden; siche oben und Teilkapitel 2.1.2 Gl. (2.19a ). Der
Ubergang zu unendlichen vielen Zustinden mag bedenkenswert sein, erfordert aber den Ubergang
zu unendlichdimensionalen Vektorrdumen. In Unterkapitel 5.3 wird dieser Gedanke in veréinderter
Form nochmal aufgegriffen.
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und faBlt dessen eichkovariante Ableitung als

v, v Linxan .. Oanxan L\
DY =D, : :(% : +U, : : : ,
5% 5% Ounsan -+ Lynxan L%

KxK
B (4.22)
auf. Man kann dadurch die Ausdriicke der Art 148 4), - v* D, ™)p als ausgeschriebenes
Skalarprodukt des Typs

T (\ff \17> = T80, Uy = I8 0, - g (4.23a)
WaUp = b, g, (4.23b)
also als
T (0, 1Du ) = 204 - T'D, Wy = 47,30, 5D, " (4.24a)
Uy -THD,Vp = by, "D, g (4.24D)

ansehen. Die Definition der eichkovarianten Ableitung von ¥ (4.22), bei der das U (INgy4) -
Potential U,, eines IN,,4 - spinorigen Zustandes gleichberechtigt auf alle betrachteten Zu-

stdnde wirkt, ist weit weniger merkwiirdig als sie auf den ersten Blick wirkt, denn ge-

méf (2.105) gehen in dessen materielle Quellen alle moglichen Zustédnde des Systems

ein. U, ist also von vorneherein das Potential des ganzen, alle K mdglichen Zusténde

umfassenden Systems und nicht auf einen Zustand Vg beschrénkt.

Einfiihrung der Koppelungsmatrix I™, in die Spinormetrik

(4.23b), die in Matrixschreibweise
@A\IIB - n@Aéng Z¢B (425)
(IEAa ceey N@A) ]]-4><4 Ce (D4><4 %B

(D4><4 ]14><4 NwB

INgxaXINgxs
lautet, ist bei weitem nicht die einzige Form fiir das Skalarprodukt in der Spinorfaser.

Die Einheitsmatrix kann durch eine Matrix mit mehr Struktur ersetzt werden, wodurch
die einzelne Komponentenspinoren "yp der N4y, -spinorigen Zustdnde miteinander in
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Beziehung gesetzt werden. Der allgemeinste Fall lautet

]14><4 cee (D4><4 ]1114><4 cee [1N]14><4
: : — : : ={I"} (4.26a)
(D4><4 cee ]14><4 NxN ]N1]14><4 cee [NN]14><4
B z (Wa, v N04) Mg 0 I'ylga g
Aoa- "y g = : - : :
Ny oo TN NIy Mg
(4.26D)
FaBt man nun I, und 48 zu
]1114><4 [1N]14><4
{[ABnZ}AB _ 4B (1"} = JAB (4.27)
]N1]14><4 ce [NN]14><4

AB=1,.. . K
n,l:]_,...,]N4><4

zusammen, iibertriigt sich diese Verallgemeinerung folgendermafen in Z(0, ¥) (4.23a)
(0, 0) = a2 (4.28)

Im Gegensatz zu v* lost 148", die vierkomponentige Struktur der einzelnen Spinoren
nicht auf, weshalb
(1457, 4] =0 (4.29)

gilt.

Da die derart hergestellten Beziehungen zwischen den Teilchen der Zustandsspinoren
nicht von den Zusténden, die sie aufbauen, abhingen sollen, besitzt 1457, fiir jedes Paar
von Zustandsindices A und B dieselbe Unterstruktur I7,.

Fiir die Metrik Z gilt wie fiir I, die Forderung nach Erhalt der Metrik durch die Kon-
nexion im Spinorbiindel, was durch ihre kovariante Konstanz ausgedriickt wird

D, 145", =0 (4.30a)
O™y + (U)" I = (Uy)™ oI = 0 (4.30b)
O;JAB"Z + Uau (Ua)n m[ABmZ - Uau (Ua)m EIABnm =0. (430C)

Die ungewohnliche Indexstellung der Metrikkomponenten (I, # 0!!') beruht darauf,
daB die Spiegelung des Imaginéteiles, die in einer hermitischen Metrik einer der Spino-
ren durch den Ubergang zu seinem adjungierten Spinor erfihrt, hier im Spinor selber
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ausgefithrt wird, und nicht durch die Metrik, bzw. deren Komponenten. Besgate Spiege-
lung 148t sich bei entsprechend komplexifizierter Wahl des metrischen Tensor aber auch
mit den Metrikkomponenten bewerkstelligen; siche z.B. [8]. Im vorliegenden Fall ist es
aber bequemer mit dem ( deshalb ) hier verwendeten Verfahren zu arbeiten.

Die endgiiltige Form der Lagrangedichte

Mit diesen Uberlegungen kann die Lagrangedichte folgendermassen geschrieben werden:

L= % {I (F“Du\ff, \ff) 7 (xff P“DH\I?) 42T (M\ff, xff)} _ ilc Vu, V) . (4.31)

Wegen der in U — 3Spiegelung ist Z (F“Du\ff, \f1> nicht symmetrisch in seinen Argu-
menten und folglich die ersten beiden Terme in (4.31) nicht gleich:

T (F“Du\ff, \ff) = DA TAP D (4.32a)

T (0, D) = 4Dyl a1, (4.32D)

Mochte man als einheitliches Konstruktionselement der Metriken in £ die Spurbildung
verwenden, bietet sich unter Riickgriff auf die Herkunft der Ubergénge (4.2a)-(4.2c)
folgende Form an:

L= %tr {1784 © ({1} D,Up) — I*PD, 04 @ ({1} Up) + 214 (V4) @ ({1} MUp)}

1 1
— 101’51" YV V") — 102131" V¥ tr{Vu} . (4.33)

Abschlieend lauten die Zwischenergebnisse der Variation der Lagrangedichte (4.31)
nach den Felder ;3 ,, ™p und U?, sowie deren Ableitungen:

oL ' n .
57~ % I€P ("D, " 4 Uy (0a)" m ™ + 20M™,, ") (4.34a)
C
oL i — m — .= A rm
9 %e B §IACHZ (m@DA'VMUau (Va)" n = Dysithp - " + 200t 4 M 4) (4.34b)
oL T — ABn L m i = m ABn ¢ a dvysb
Arr.3 - o nAB {\Ue) m ¥B am¥A\Uec) 2B ¢ ¥YB — Nadp cd Bv
O L BT (0 ™o+ i (0" KuCodl™V
(4.34c)
oL i
Ty = s s (134
B & C
oL i on —
9@y 2 e (131¢)
oL
S = KV (4.34f)
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4.1.2. Die Beschrankung der Symmetrie

Die kontinuierliche Gruppe U (IN4x4) wird in zwei verschiedene Symmetriebereiche mit
unterschiedlichen Vorrangsstufen zueinander aufgeteilt. Der erste ist die kontinuierliche
Fichsymmetrie E (INyx4), die durch eine Unteralgebra e (IN4.4) der Liealgebra u (INyy4)
generiert wird

Sgien = N @ (4.35a)
{af} : Generatoren von E (INgyx4) d.h. Basis von e (INgyq) (4.35Db)
f=1,...,dime (INyxq)
¢ (Ngyq) Cu(INgyq) -

Diese Symmetrie soll ohne Einschrinkungen an die A/ gelten, also voll. Auf ihr sollen
auch sdmtliche beobachtbare Groflen und die Begrifflichkeit eines einzelnen Teilchens
beruhen. Bei dieser Aufgabe spielen ihre Eichinvarianten eine tragende Rolle. Der Begriff
eines einzelnen Teilchens soll allerdings nicht dauerhaft gelten, es geniigt wenn er fiir
schwache bis nicht vorhandene Wechselwirkung der spinoriellen Freiheitsgrade existiert.
Der zweite Bereich ist die kontinuierliche Restsymmetrie U (INyx4) \ E (INgx4), deren
Generatoren (3, den Vektorraum u (INyy4) \ ¢ (INyx4) aufspannen

Spest = e (4.36a)
{B,} : Generatoren von U (INyyx4) \ E (IN4x4) d.h. Basis von u(INgy4) \ e (INgx4)
(4.36b)

Yy = dime (]N4><4) + ]_, c. ,dimu (]N4><4) .

Es ist der oben angegebene Verzicht auf einen bestédndig verfiigharen Teilchenbegriff, der
das Fortbestehen der Symmetrietransformationen, die nicht zum Bereich der Eichtrans-
formationen gehoren, ermoglicht. ( Dieser Sachverhalt kann auch andersherum formuliert
werden: durch die Existenz der Restsymmetrie ist der Teilchenbegriff nicht in allen Si-
tuationen vorhanden.) Allerdings miien die AY (z) so beschrankt werden, da8 sich der
Begriff eines einzelnen Teilchens spétestens dann herausbildet, wenn die spinoriellen
Freiheitsgrade des Systems nur noch schwach bis hin zu gar nicht mehr miteinander
wechselwirken. Wie der Verzicht auf einen dauerhaften Teilchenbegriff das vollige Ab-
schalten der Restsymmetrie verhindert, bewirkt in Bezug auf die AY (z), dafl sie nicht
konstant sein miissen; eine Beschrinkung ihres Wertebereichs geniigt vollig. Der Fall
konstanter Werte ist darin natiirlich als Extremfall enthalten.

Die Tatsache, daf mit den Generatoren (3,, die keine volle Eichsymmetrie generieren,
immer noch ein gewisses Mafl an lokaler Symmetrie verbunden bleibt, tragt der Rest-
symmetrie ihren (vorldufigen) Namen ein. Dieser macht auch deutlich, dafl hier keine
Symmetriebrechung erfolgt, nach der die betroffene Symmetriefreiheitsgrade bestenfalls
noch global auftreten kénnen, sondern tatsédchlich nur eine Verminderung der Symmetrie
durch Beschriankung des fiir die AY (z) zugénglichen Wertebereiches.
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Daf} die Restsymmetrie die auf der Eichsymmetrie beruhende Begriffsbildung nicht sto-
ren soll, spiegelt sich in der Art und Weise wider, in der die Eichsymmetrie Sgic, (4.35)
und die Restsymmetrie Sgeg (4.36 ) die Gesamttransformation S bilden. Es gilt entweder

S = SEich . SRost ) (437)
oder
S = Sgest * SEich - (4.38)

Die Betonung im letzten Satz liegt auf dem oder, d.h. (4.37) und (4.38) sind nicht
gleich. Dahinter steht die Tatsache, dafl die Generatoren der Eichsymmmetrie nicht
identisch mit den N4y, Casimiroperatoren der Gruppe U (INjx4) sind, Sgicn und Sgest
folglich nicht kommutieren, weshalb (4.37) nicht in (4.38) tiberfithrt werden kann. Wi-
ren die oy gleich den Casimiroperatoren, miifite keine Beschrinkung der AY (z) gefordert
werden. Diese Forderung wird gerade durch die nichtkommutativitét der 8, mit den oy
notwendig.

Die Idee der Symmetrieaufteilung und - Verminderung, die in (4.37) und (4.38) zum
Ausdruck kommt, ist vielmehr folgende: Jede Transformation S der Art (4.37) oder
(4.38) ist immer noch ein Element der U (IN4y4), da sowohl Sgie, als auch Sges; Elemen-
te von U (IN4y4) sind, kann also mit geeigneten Transformationsparametern Ag (x) per
Exponentialabbildung aus der Liealgebra u (IN4y4) heraus erzeugt werden

S = Mbes(@va (4.39)

Da nur Transformationen der Art (4.37) oder (4.38 ) zugelassen sind, sind die geeigneten
Gruppenparameter der Gesamttransformation auf diejenigen Polynome beschréankt, die
sich fiir die Ag, () durch die allgemeine Form der Baker - Campbell - Hausdorffrelation,
siehe z.B. [3], aus den rechten Seiten von (4.37) oder (4.38 ) ergeben. Die A¢ (z) sind
demnach Polynome in den {Af (z)} U {AY (2)} = {A*(2)}

Ao () = P [A (2), AV ()] . (4.40)

Anstatt die Casimiroperatoren fiir die oy zu verwenden, mit denen dann alle 3, kom-
mutieren, was beliebige A (x) nach sich zieht, werden die Gruppenparameter in der
Exponentialabbildung aus der Algebra u (IN4y4) in die Gruppe U (IN4«4) auf die Polyno-
me (4.40) beschréinkt, die durch BCH aus den Gruppenelementen (4.37) und (4.38)
hervorgehen. (Im letzten Satz liegt die Betonung auf dem und, denn beide Formen be-
zeichnen verschiedenen Elemente der U (INyy4), was i.A. zu verschiedenen Polynomen
fithrt, die jedes fiir sich, unabhéngig von den anderen, zugelassen sind. )

Da die Polynome (4.40), die sich per BCH aus (4.37) und (4.38) ergeben, mitunter
etwas unschon sind (... ja, ja, schon gut: nur mitunter sind die Polynome die sich per
BCH ergeben schon ), ist es besser im konkreten Fall mit der Produktform Sgicn - Srest
oder Sgest * Sgien zu arbeiten. In der Gruppe selber ist es auch egal, ob das Element S
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durch die Produktdarstellung gewonnen wurde oder durch die Exponentialabbildung.
Den Unterschied zwischen der Arbeit mit Casimiroperatoren einer Gruppe oder einer
allgemeinen Aufteilung der Symmetrie mit unterschiedlichen Rangstufen der einzelnen
Bereiche hinsichtlich der Begriffsbildung wird erst durch die Herausarbeitung der zuge-
lassenen Polynome der Gruppenparameter richtig deutlich.

Innerhalb der zugelassenen Polynome sind die AY (z) noch auf ihren beschrinkten Wer-
tebereich eingegrenzt.

Nach der Beschrankung der Symmetrie lauten die homogenen Transformationsgesetze
von ¥ (4.8), D,V (4.10) und V,, (4.16).

Seien (M vy () - Srest (A ()] pegene By) - ¥

Skest (A (%) |egens By) - Suien (M oy (2)) - W

U = oP[A @), A @) pesenr Ve .

(4.41a)

‘(SEiCh ()Af (LU) af) ’ SRCS‘D (Ay (SL’) |Boschr ﬁy) ’
D,V
(D \I/)/ — ePa[Af(m)J\y(w)'Beschr]v“ . (DN\D) # "

SRest (Ay (Zlf) |Beschr ﬁy) ) SEiCh (Af (Zlf) Oéf) ’

(DuY)
(4.41Db)
v, = [A @) A @l va .y L o= P[A @) A @)lpesene o
SEiCh (Af (ZIZ’) Oéf) ' SRest (Ay (ZIZ’) |Beschr ﬁy) VMVSf;elst (Ay (ZIZ’) |Beschr ﬁy) ’
SE_iih (Af (v) af
N

SRelst (AY (%) | gesenr By) - Skien (A () o) Vi Sy (A () ) -

Sgest (Ay (I) |Beschr ﬁy)
(4.41c)

Das inhomogene Transformationsverhalten von U, (4.9) wird zu

Z/[;{L == ePa [Af(x)vAy(x)lBeschr]va . Z/{“ . e_Pa [Af(x)vAy(x)‘Beschrﬁy]va

SEich : SRest . uu : Sgelst . S]Siih - [au (SEiCh (Aa (ZL’) O./f)) ( ( ) Beschr ﬁy)
+8Eich (Af ($) Oéf) ’ a (SReS A ﬁ |Boschr):|
¥
SReSt ' SEiCh ’ uﬂ ' S]Siih ' Sl;elst - [8ﬂ (SReSt (A ( )ﬁy)|Boschr) SEIC (A I )
+SRest (A ( )|Beschr ﬁy) (SEICh (A ( ) oy )]
(4.42)
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Dieses Teilkapitel stellt natiirlich nur die allgemeine Idee der Symmetrieverminderung
vor; anders gesagt, ist das Programm, das von (4.35) bis (4.42) vorgestellt wird, nichts
anderes als eine Absichtserkldrung, die im konkreten Fall erst noch umgesetzt werden
muf}. Besonders die Begriindung des Teilchenbegriffes auf der Eichgruppe und seine nicht
dauerhaft bestehende Existenz durch die Anwesenheit der Restsymmetrie bediirfen der
Betrachtung einer konkreten Aufteilung der unitdren Symmetrie der Spinorfaser. Genau
jenes geschieht im Kapitel 5 iiber die Systeme dreier Fermionen, speziell in dessen zen-
tralem Teilkapitel 5.1.5 iiber die Normierung der Stréme. Wer jetzt gleich die Umsetzung
der gerade Aufgestellten Prinzipien sehen méochte, sollte zu den angegebenen Stellen vor-
bldttern.

Eine weitere Aussage, die die Idee der Symmetrieverminderung auch im allgemeinen
Rahmen etwas konkreter werden 1a83t, kann noch getroffen werden. Wie schon im Teil 2
und in den vorhergehenden Teilkapiteln dieses Kapitels erwahnt, soll der Teilchenbegriff
in der RST durch Bezug auf die Whitneysumme enstehen. Unter Bezug ist im Fall der
Yang - Millsform der RST zu verstehen, daf das im Biindel T (E, m, M}, C*N, U (Nyx4))
immer stéirker eine Whitneysummenstruktur sichtbar wird, je mehr das System auf einen

( Grenz )Fall zulduft, in dem es einen Teilchenbegriff erlaubt. Die Betonung liegt auf
“sichtbar werden”, d.h. in der Strukturgruppe U (Nyx4) von T (E, 7, M}, C*N, U (Nyy4))
tritt die Struktur einer Whitneysumme durch Beschréinkung der einbettenden Symme-
trie nur soweit hervor, dafl sie als Referenzpunkt verwendet werden kann. Sie ist also
selbst in den ( Grenz )Féllen, in denen von einzelnen Teilchen gesprochen werden kann,
nicht vollstindig vollstdndig, im Sinne von allein vorherrschend, vorhanden. Bei einem
solchen vorgehen kommen den Elementen der Strukturgruppe, die sich blockartig um
die Hauptdiagonale der Matrixdarstellung der Strukturgruppe befinden, eine tragende
Bedeutung zu. (bedenkt man das Aussehen der Matritzen solcher Eichgruppen, ist es
durchaus gerechtfertigt von ihnen als Riickgrat” der Theorie zu sprechen.) Bei nur ge-
ringer spinorieller Dimension der Faser des Biindels kann diese referenzielle Untergruppe
natiirlich kaum mehr sein als eine U (14x4) X U (14x4) X U (14x4), fiir groe Dimension
IN4«4 der Spinorfaser, kann dann auch z.B an eine U (34x4) X U (B4x4) X (B4x4) oder
dhnliches gedacht werden. Die Umgebung dieser blockdiagonalen Eichgruppen mufl und
darf sogar, wie schon gesagt, gar nicht vollstindig seiner Anwendung als Symmetrie-
transformationen der Faser beraubt werden.

Kapitel 5 gibt genau hierfiir ein Beispiel fiir den gerade beschriebenen Prozefl. Die
U (34x4) - Symmetrien um die Eichgruppe U (14x4) X U (14x4) X U (14x4) verschwinden
nicht vollstédndig, es verbleibt genug um damit Austauschwechselwirkung zu beschrei-
ben. Welche Form die Theorie bei einer hoheren Eichgruppe, als der in 5 verwendeten,
annimmt, kann aus diesem fundamentalen Beispiel ohne weiteres entnommen werden.

Die Beschrinkung der Symmetrie durch die Beschrankung der AY (z) sieht zunéchst so
aus, als wiirde sie dem System von auflen auferlegt; es ist auch sicher nicht falsch die
Symmetrieverminderung von dieser Warte aus zu betrachten. Allerdings besteht auch
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kein Grund anzunehmen, die Transformationsgesetze (4.41) und (4.42) konnten sich
nicht dynamisch aus (4.8), (4.9), (4.10) und (4.16) und ergeben, eine Dynamik fiir
die A* (x) vorausgesetzt. Da auch die Transformationen (4.41) und (4.42) immer noch
alle Generatoren der U (IN4y4) einbeziehen, es werden ja nur die Koeffizienten A (z)
der Generatoren f3, beschrénkt, nicht die Generatoren selber aus den Symmetrietrans-
formationen, denen das System unterliegt, entfernt, ist es durchaus denkbar, daf§ eine
Dynamik der A® (z) eine Untermenge AY () sich derart entwickeln 1&8t, dafl sie nur noch
die Werte annehmen, die einer Beschrinkung, die zu einem Teilchenbegriff fiihrt, ent-
sprechen. Anders gesagt haben beide Betrachtungsweisen der Symmetriebeschrankung
ihre Berechtigung. Der Weg iiber die duflere Vorgabe der Beschrankung ist nichts An-
deres, als sich zu iiberlegen unter welchen Bedingungen aus der Gruppe U (IN4y4) ein
Teilchenbegriff hervortreten kann. Stellt man nun noch den bisher existierenden dynami-
schen Feldern noch die Gruppenparameter A® (z) zur Seite ( Der Gedanke mufite einfach
in dieser Arbeit auftauchen, damit ich mich der Ketzerei auch wirklich schuldig mache ),
ist klar, welchen ( Grenz- )Fillen die Dynamik zustreben mufl damit ein Teilchenbegriff
entstehen kann. Existieren mehrere solcher (Grenz- )Fille, ermoglicht eine Dynamik
der A®(z) gegebenenfalls den Ubergang zwischen diesen. Das beinhaltet auch, daf8 die
Generatoren v, dynamisch vom Set der {a} C {v,} zu dem der {3,} C {v,} iiberwech-
seln konnen und umgekehrt. Die Zuordnung der einzelnen v, zu einer der Untermengen
{as} oder {B,} wird ja gerade durch die Beschrankungen getroffen, denen ihre jeweili-
gen Koeffizienten A* (x) unterliegen. Ansonsten ist und bleibt die kontinuierliche unitére
Symmetrie der Theorie immer die volle kontinuierliche U (IN4y4) - Symmetrie.

Dadurch, dafl die Gruppe U (IN4yx4) nicht in zwei Untergruppen zerlegt wird, sondern
als ganze Gruppe verwendet wird, deren einzelnen Elementen unterschiedliche Freiheits-
grade bei ihrer Anwendung zuerkannt werden, ist es auch unerheblich, daf8 die 3, im
allgemeinen keine Liealgebra bilden.

Eine wirkliche Reduktion der Symmetrie in dem Sinne, daf§ bestimmte Symmetriefrei-
heitsgrade, d.h. bestimme Generatoren, ausgeschlossen werden, wird mitunter von der
Koppelungsmatrix I, der Spinormetrik Z durch die Nebenbedingung (4.30) erzwun-
gen. Da in solchen Fillen die Eintridge von I", nicht alle gleich sind, was zu Teilchen mit
unterschiedlichen Ladungen fiihrt, also Teilchen, die voneinander verschieden sind und
demnach auch nicht austauschwechselwirken sollen, ist ein Wegfall z.B der Generatoren,
die diese Austauschkoppelung mit den anderen spinoriellen Freiheitsgraden des Systems
vermitteln, nicht nur kein Problem, sondern eine willkommene FEigenschaft der Theorie.
Teilkapitel 5.2.1 gibt ein Beispiel hierfiir.

Die unterschiedlichen Transformationsfreiheiten, die mit den einzelnen Generatoren {v,} =
{as}U{B,} zusammenhéngen, werden auch in den Potentialen U?, der Theorie sichtbar
gemacht, in dem diese in die Sets {A/,} und {BY,} unterteilt werden:

U,= A, +B, (4.43a)
U0, = Al oy + BY,3, (4.43Db)
A, = A oy (4.43¢)
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Al =U7, (4.43d)
B, = BY,.p, (4.43¢)
BY, =UY, (4.43f)
a,byc=1,...,dimU (INgx4) (4.43g)
frg,h=1,...,dimE (INgy4) (4.43h)
x,y,z =, dimE (Nyyq) + 1, ..., dimU (INgxy4) . (4.431)

Gleiches geschieht mit den Feldstérken V¢,

V/u/ = Fuu + gl“/ (444&)
Ve = FI a0 +GY 0,
= (9,47, — 0,47, + CT U, U)oy

+ (0,BY, — 0,BY, + CY, U, U",) B, (4.44b)

Fuw = F 05 (4.44c)
F, =V, =04, -0,A, +C! U, U, (4.44d)
G = G, 3y (4.44¢)
G =V, =0,BY, —9,BY, + CY,U" U, . (4.44f)

Die mittlerweile wahrscheinlich bereits zu Tode erwidhnte Beibehaltung der Gruppe
U (IN4wx4) als solche, zeigt sich in (4.44d) und (4.44f) noch einmal deutlich. Die Kom-
mutatoranteile von F/ w und GY,,, erfafien sowohl fiir F f w als auch fir GY,,, jeweils alle
Strukturkonstanten der U (IN4y4), d.h. die entsprechenden Kommutatoren aller Genera-
toren v, miteinander, und nicht nur die der Untermengen {a;}, wenn es um F7/,, geht
und {f,} bei Bildung von GY,,. Die beiden Symmetriesektionen werden keinesfalls als
voneinander getrennt behandelt. Es entstehen folglich auch Mischterme der Art A/, BY,
etc. und F,, wird selbst im Fall einer abelschen Eichwechselwirkung nicht zu einem rei-
nen Rotationsausdruck.

Die A/, gehéren zu den Generatoren oy der Eichsymmetrie und werden dementsprechend
als Eichpotentiale bezeichnet; aus demselben Grund erhalten die F¢,, die Bezeichnung
Fichfeldstidrken. Wegen ihrer Zuordnung zu den Generatoren der Restsymmetrie 3, er-
halten die BY, und die GY,,, die Namen Potentiale der Restsymmetrie und Feldstdrken
der Restsymmetrie. Unter vorwegnahem der Ergebnisse aus Kapitel 5 und als Tribut an
die Bequemlichkeit werden die BY,, auch dann schon als Austauschpotentiale bezeichnet,
wenn dieses aus dem Entwicklungsstand des betrachteten Systems noch gar nicht ersicht-
lich ist; gleiches gilt fiir die Bezeichnung der GY,,,, als Austauschfeldstdrken. Im Gegensatz
zu Permutationskoeffizienten X% und der Permutationsfeldstirke Y%, aus Kapitel 2
sind BY, und GY,, tatséchlich Potentiale und Feldstdrken im Sinne einer Eichtheorie,
denn die Generatoren 3,, denen sie als Koeffizienten dienen, treten als Generatoren
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einer lokalen kontinuierlichen Symmetrie Sgeg (4.36a) auf; sie sind ein Teil der Struk-
turgruppe U (INyyx4) des Biindels Y (E, 7, M{, C*N, U (N4x4)), in dem ¥ lebt. Somit ist
die Anwesenheit von B, in der eichkovarianten Ableitung zwingend, damit es iiber sein,
genauso zwingendes, in (4.9) bzw. (4.42) enthaltenes, inhomogenes Transformations-
verhalten die Homogenitét der Transformation von D, ¥ unter allen Transformationen
der Strukturgruppe U (Nyy4) des Biindels T (E, m, My, C*N, U (Nyy4)) sicherstellt. Im
weiteren Unterschied zu Kapitel 2 wird die eichkovariante Ableitung um keinen Term
erweitert; sie tritt unverdndert, ohne Erweiterungen oder Verminderungen, in der Form
auf, die die Strukturgruppe des Biindels T (£, m, My, C*,U (Nyx4)) von seinem eich-
kovarianten Ableitungsbegriff verlangt.

Wird nur von Potentialen und Feldstdrken gesprochen, sind alle Potentiale U?, bzw. alle
Feldstérken V¢, gemeint. Dadurch wird nicht nur ausgesagt, dafl diese zusammengefa$3-
te Bezeichnung generell moglich ist, weil sich beide Sorten von Potentialen immer unter
dem Dach der Liealgebra u (IN4.4) versammelt bleiben (und auch weil die ganze Menge
{U°,} = {A7,} U{BY,} immer eine Menge von Potentialen bleibt, s.o.), sondern auch,
daf} die Unterteilung der Strukturgruppe im Augenblick keine Rolle spielt.

Die auf die Gruppe U (IN4x4) bezogenen eichkovarianten Ableitungen der einzelnen Ob-
jekte der Theorie lesen sich nach der Aufteilung des Potentials ¢/, (4.43) und der Feld-
stiarke V,,, (4.44) als

DVsa=0Ya4+UVs=0,Ys+ A Vs+ B,V (4.45a)
D% =0, %4+ U (va) 4 =8, %a + AT, (ap) a4+ BY, (B,) 0 0a

(4.45b)

D'V, = 0"V + UM V0] = 0"V 0, + C% UMV, (4.45¢)

D*F?,, = O"F1,, + CT U™VE,, (4.45d)

D'G?,, = MGy + C UMV, (4.45¢)

DuKab = au[(vab - Uduocdach - Uduccdeac
= 0 Kap — (A ,C%a + B*uC%0) Koy — (AT ,Ca + BiC ) Koo (4.451)

Du[ABnZ — 8,uIABn£ + (u“>n m]ABmZ . (u“)m ZIABnm
= 07"+ (A)" m + (Bu)" ) I = (A)™ e = (Bu)™ o) 17", (4.45g)

DM = M + Uy, M] = O, M + [A,, M] + B, M] . (4.45h)

Beziiglich der Kommutatorterme in (4.45d) und (4.45e) gilt das nach (4.44) Ge-
sagte. Dafl die U (IN4x4) - Struktur der Theorie unangetastet bleibt, zeigt sich auch im
inhomogenen Transformationsverhalten beider Sorten von Potentialen A, und B,,. Die
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Aufteilung (4.43) tastet die Giiltigkeit von (4.9 ) bzw. (4.42) fiir alle Teile von U, nicht
an.

4.1.3. Die Noetherstrome

Zu jedem Generator v, gehort ein Noetherstrom

. oc oL oc
T8 = 5 (07%c) (@ dg)  0(0PU)

Mit den Ableitungen der Lagrangedichte (4.34d )- (4.34f) lautet (4.46)

(Ua>£ m m¢C — mac (Ua>m 58 (Ugd)c bUbPY . (446)

Jap = % (nlbc%f A9 (0a) oo+ e (va)" s P B) — KeaClap Vs, U™
(4.47)
Die Aufteilung der j,3 in einen Materie - und einen Potentialanteil kann direkt an (4.47)
abgelesen werden:

Jap = Kap + lap = Kapk®s + Kupl's (4.48a)
i . :
kog = 5 (n@DcVﬁ]Acne (Va)" ™0 + wibe (Va) Vo lc) e ¢B>
i A n t om - m n,
= ab§ (anVBIAC )4 (Ub) m wC' + mwc (Ub) Z'Vﬁ[CBZn wB) (448b)
laﬁ = Cachbﬁ{Vnyﬁ = KadcdchbWVC,Yﬁ . (448C)

Fiir jeden der Strome j,s sichert das Noethertheorem den Erhaltungssatz
jas =0 (4.49)
Fiir die Aufteilung (4.48) folgt daraus
O kap = —0"lup . (4.50)
Die Quelle von 0°k,s bzw. 9°1,4
86/6&5 = —861[15 = _Ub,Bcha T (UC)Zm "o, (4.51)

ist genau der Ausdruck, der bendtigt wird, um die Gleichung (4.50) in einen eichkova-
rianten Erhaltungssatz fiir k,3 umzuwandeln:

Dk,5=0. (4.52)

Da dieser Ausdruck keine echten Erhaltungsgrofien liefert, spielt er im Folgenden, be-
sonders bei der Diskussion des Teilchenbegriffes in der RST, eine untergeordnete Rolle.
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Bei kontravarianter Stellung des Liealgebraindexes a ( der die ganze Liealgebra u (INyy4)
ausschopft; siehe z.B. (4.6¢) ) nehmen die Strome die Form

jaﬁ — Kab,jbﬁ — % (nqbcfyﬁ[ACng (Ua)f . m¢c + mwc (Ua)m Z’YBICBZn n¢B) + Cachb’YVC«{g

(4.53)
an. Der Liealgebraindex a wird mit {K “b}, der Inversen der Metrik K (4.17) in der
Algebra u (INyy4), gehoben und mit der Metrik (4.17) {K,} selber gesenkt. Dieses
vorgehen iibertrigt sich auf die Materie-und Potentialanteile (4.48b) und (4.48c), so
dafl diese Anteile von j%s als

]ﬁ?aﬁ = Kab]{?bg (454&)
1% = K%l ; (4.54b)

erscheinen, wobei die Aufteilung von js in einen Materiefeld - und einen Potentialfeldan-
teil auch wiederum direkt aus (4.53) abgelesen werden kann. Gleichung (4.54a) wird
aber gleich noch von Nutzen sein.

Bei konstanten Elementen K und K, d.h. 9,K = 9,K,, = 0 als Zusatzbedingung
zu (4.451), folgt aus (4.49) die gleiche Aussage fiir die j%g:

%% =0 (4.55)

Sind die K, und K nur kovariant konstant (Dykas = D, K @ =), muB die Aussage
(4.55) auf dem Umweg iiber die Einzeldichten k,z und l,3 gewonnen werden. Wegen
(4.45f) (~ D,K®) gilt mit (4.52) auch

DPk%5 = DP (K®kys) = 0. (4.56)

Die Zusatzterme zur rein partiellen Ableitungen der eichkovarianten Ableitungen von
k%3 sind auch hier gerade gleich der rein partiellen Divergenz des Potentialanteiles [?g,
weshalb aus (4.56 ) das kontravariante Gegenstiick zu (4.50) folgt

ks =015 . (4.57)

Somit ergibt sich fiir j%3 = k%3 + [*5 wieder (4.55).

Hinsichtlich der Bewegungsgleichungen der Feldstirken V. 5 sind die 55 (4.53) , Uber-
raschung, Uberrraschung, die Quellen dieser Divergenzgleichungen.

Die Gliederung der Generatoren {v,} in Generatoren der Eichsymmetrie {af} und Ge-
neratoren der Restsymmetrie {3, } mit

{va} = {as} U{By} (4.58)
zieht eine entsprechende Gliederung der Strome (4.53) ((4.47) ) nach sich. Zu den Eich-
generatoren ay = vy, f =1,...,dim £ (INyx4) bzw zu dessen kontravarianten Versionen

103



4. Die Lagrangedichte der RST

ol = vl = K%, gehoren die ( kontravarianten ) Eichstrome jf 5 = K/°

o=k g+15= % (@c%lmne (Oéf)ém%c + b (af)™ I P, %B) + O UV,
(4.59)
oy = vy
F=1....dimE(Nyy) .

Die Menge der Strome aus (4.53) mit Bezug zu den kontravarianten Generatoren der
Restsymmetrie Y = v¥ = K¥ v, (und dadurch mit direktem und ausschliellichem Bezug
zu den kontravarianten Generatoren der Restsymmetrie 3,, da K® und K, keine Ein-
trage der Art K® enthélt, um sicherzustellen, daf3 die kontravarianten 3¢ ausschliefllich
aus (3, bestehen, d.h. die gleiche Aufteilung der Symmetrie in ko- wie in kontravarian-
ter Form der Generatoren besteht; gleiches gilt natiirlich auch fiir die ay und o/ von
oben) sind die Strome der Restsymmetrie

; L= n m, A m n, a
jyﬁ = kyﬁ + lyﬁ = 5 (ﬂﬁc’Yﬁ]AC 14 (6y)zm wC + mwc (6y) ZWBICBZn ¢B> +CYU Wvbﬁy
(4.60)

ﬁx:Um
r=dim&E(N)+1,...,dimU (N) .

Aus Griinden der Bequemlichkeit wird, wie schon bei den Generatoren (3¥/(,, die Be-
zeichnung Austauschstrome fiir die j¥,, vor der eigentlichen Begriindung dieser Bezeich-
nung verwendet.

Die Materie- und Eichanteile k/ 5 und I/ 5 der Eichstrome sind diejenigen Ausdriicke aus
(4.54) mit a = a|1wdimE(N4x4)

7 — n [, — m n,
k= 3 (Mc%IAC (@) ™o + e (o) eI €PY, wB) (4.61a)
Vg=CH UV, (4.61b)

und die Materie- und Eichanteile kY3 und Y5 der Strome der Restsymmetrie sind der

Z’ e A m n
kyﬁ = 5 (wa’fYﬁ[Acnf (6y)€ m m¢C + me (6y) ZWBICBZn ¢B) (4623>
Vs =CYuU" Vb, . (4.62b)

Die Aufteilung der Noetherstrome in die zwei angegebenen Sets ist nicht nur rein forma-
ler Natur. Die Eichstrome, genauer die ihnen zugehorigen Erhaltungsgrofien, sollen die
Grundlage fiir den Teilchenbegriff der Yang- Millsform der RST bilden, der bei entspre-
chenden Randbedingungen zutage tritt. Folglich miissen sie unter Eichtransformationen
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invariant bleiben, damit die Erhaltungsgréfien von fundamentaler Bedeutung in jeder
Eichung dieselben sind. Weiterhin sind die Transformationen der Restsymmetrie so zu
beschrianken, dafl diese Begriffsbildung durch Sges; nicht zunichte gemacht wird. Diese
zweite Bedingung wird sich im konkreten Fall als etwas schwécher erweisen, als die erste,
d.h. der Formalismus wird unter der eingeschrénkten Restsymmetrie nicht streng inva-
riant sein, wie unter den Eichtransformationen, sondern “nur” begriffsinvariant.

Da mit den Erhaltungsgréfien der Stréme der Restsymmetrie keine direkte Bildung in-
varianter Begriffe betrieben wird, kénnen sie in verschiedenen Eichungen verschiedene
Werte annehmen; dasselbe gilt fiir die Transformationen unter der Restsymmetrie. Es
ist dann aber sicherzustellen, dafl diese Erhaltungsgrofien, Strome oder den Feldstérken
GY,,, nicht beobachtbar sind.

Daf} hier eine im Grundsatz immer vorhandene U (INjy4) - Symmetrie Verwendung fin-
det, wird in den Eichstromen (4.59) abermals sehr deutlich, denn der Potentialanteil
175 (4.61b) ist selbst bei abelschen Eichwechselwirkungen immer vorhanden, im Unter-
schied zu den bekannten Theorien. Die /5 sind dabei keineswegs nur auf Eichpotentiale
und Eichfeldstéirken beschriinkt, wie die Verwendung von U* und V%4, in (4.61b) zum
Ausdruck bringt. Es sind vor allem genau die Terme mit Potentialen und Feldstéarken
der Restsymmetrie, die in Kapitel 5, aufler in speziellen Situationen, keine eindeutige
Zuordnung der Erhaltungsgrofie des Stromes zum materiellen Anteil &/ 5 zulassen wer-
den. Diese im Allgemeinen fehlende Moglichkeit der eindeutigen Zuordnung macht es
unmoglich den Teilchenbegriff in der RST besténdig aufrecht zu erhalten, wodurch die
RST ihren Begriff der Austauschwechselwirkung erhélt. Man beachte, dal hierbei der
Teilchenbegriff in engem Zusammenhang eben durch die Terme, die der permutativen
RST in Teil I noch grundsétzliche Probleme bereitet haben , d.h. durch Wechselspiel des
Systemspinors mit seiner lokalen, kontinuierlichen U (INjx4)-Symmetrie entsteht und
vergeht, wodurch der Konfliktpunkt aus Teil I zur eigentlichen Stérke der Theorie wird.

4.1.4. Die Bewegungsgleichungen der Felder
Die Diracgleichungen

Unter Verwendung von (4.34a ), (4.34d ), Beachtung der Nebenbedingungen (4.19) und
(4.30a), sowie der Tatsache, dal im Allgemeinen die 18", ungleich Null sein sollen,
wird die Bewegungsgleichung fiir 4

oL — 85 <7M_ ) =0, (4.63)
0 abe 9 (05 abc)
zZu
iy Dg g — M*,, ™ = 0. (4.64)
Das komplex konjugierte Feld erfiillt
oL oL
I (6@5 %)) - 09
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4. Die Lagrangedichte der RST

also mittels (4.34b) und (4.34e)
iV Daaby+ M ihs =0. (4.66)

Die Untergliederung der Symmetrie findet sich in diesen Gleichungen in der Darstellung
(4.45b) der eichkovarianten Ableitung wieder.

Die Yang - Millsgleichungen

Ebenso ergibt sich aus

oL oL
- PY - - =
ouen 7 (a (avaﬁ)) 0 (4.67)

mit (4.19), (4.30a), (4.34c), (4.34f) und (4.59)

IV = 5% (4.68)
azl,...,dimU(]N4X4) .

Dadie Iy ([48", = I8 {I"}; siehe (4.27) ) direkt in den Stromen j%5 (4.53 ) auftreten,
bestimmen sie auf welche Weise der Materiefeldanteil der Strome als Quellen der V¢,
auftreten und damit, wie die einzelnen materiellen Quellterm iiber die Potentiale U?,
auf die anderen Teilchen wirken. Deshalb tragen die I, den bereits verwendeten Namen
“Koppelungselemente” oder “Elemente der Koppelungsmatrix” ( {I",} ).

Der Anteil [°3 (4.54b) von j% ist exakt der Term, der bendtigt wird, um aus der
partiellen Ableitung von V.3 eine eichkovariante zu machen

DV 5= —k% . (4.69)

Auf der rechten Seite der Yang - Millsgleichungen bleibt dann nur noch der Materiestrom
(4.54a) stehen.

Da die Untergliederung der Symmetrie eingefithrt wird, um den mit den vollen Eich-
stromen {j/3} C {j*s} (4.53) verbundenen (echten) ErhaltungsgréBen eine bevor-
zugte Rolle einzurdumen, ist fiir den Rest der Arbeit die “Langform” (4.67) gegeniiber
(4.69) die sinnvollere und im Folgenden auch ausschliefllich verwendete Form der Yang -
Millsgleichungen.

Die Aufteilung (4.58) unterteilt (4.68) in einen Satz Bewegungsgleichungen fiir die
Eichpotentiale/Eichfeldstirken A/ g/F7. 5

f=1,...,dimE (Nyy) ,

und einen fiir die Potentiale/Feldstérken der Restsymmetrie BY3/GY.5

GV = s (4.71)
Yy = dim £ (IN4><4) + 1, c oy dim U (IN4><4) .
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Die erneute Kontraktion von (4.68) ((4.70), (4.71)) mit 07 ergibt den Erhaltungssatz
(4.55). Wer Probleme damit hat, das Noethertheorem auch bei einer eingeschréinkten
Symmetrie gelten zu lassen, kann auf diese Argumentation fiir die Erhaltung der Strome
der Restsymmetrie (4.60 ) zuriickgreifen.

Die Aufteilung von (4.68 ) ergibt exakt die Aufteilung von Feldstirken und Stromen, die
in den vorhergehenden Teilkapiteln bereits unabhéngig voneinader eingefithrt worden
ist.

Da die Austauschstrome als Quellen der Feldgleichungen fiir die BY3/GY.,3 dienen, die
wiederrum in eichinvarianten Kombinationen ein stindiger Anteil der Eichstrome sind,
nehmen die j¥5 mittelbar Anteil am Teilchenbild der RST. Solange sie, und damit ihre
Erhaltungsgréfien, nur eichkovariant sind, darf dieser Einflufl aber nicht direkt mefbar
sein, was im konkreten Einzelfall immer zu iiberpriifen ist.

4.1.5. Der Energie - Impulstensor

Neben den Eichsymmetrien fithrt die Unverdnderlichkeit der Lagrangedichte (4.3 ) unter
Poincaretransformationen zur Erhaltung der Energie - Impulsdichte ©,5 und der Drehim-
pulsdichte M),z.

Erstere lautet mit (4.34)

oL ., oL oL
0050 T g ) (0 wc) % the 0(0°U")

7 —
904,6 = §[ACTL£ n¢A7a8ﬁ Z’ch _[CBZ aﬁ ﬂﬁc’fya ¢B - abv a’yaBU T — gaﬁ‘c (473>

@aﬁ = 85 Ubﬂy — gagﬁ s (472)

Die fehlende Symmetrie im Feldanteil von (4.73 ) wird mittels des Symmetrisierungsver-
fahren von Belinfante [3] durch Addition des Divergenztermes

K0 (VP0aoU%) = Kup (K*jea U + ClaUM Ve U + V00 e 0°U5) (4.74)
behoben:
Tos = Oap + Kupd” (VPaeU%) | (4.75)

und somit:
i — n m A n m,
Top = 5 (a7l "D ™5 = Db oI y0 ™5
— Yop (nEAIABnm’VuDu "p — D, n@AV“]ABnm "B+ 2i "EA[AanMgm mwB))

1
+ Ko <vaaﬂvbﬂﬁ +7 gaﬁvawvbw) : (4.76)
T, teilt sich wie {iblich in einen Materieanteil T B ) und einen Feldstéirkeanteil T 5) auf
Top =T + 1.5 (4.77a)
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T, — _
TO%/I) - 5 (n¢A7a[ABanﬁ m¢B - DB nwAIABnm’ya %B
— Gap (n%AIABnmfyuD,u mwB - D,u nEAfY‘u[ABnm mwB + 27 n@AIABnZMZm mwB))
(4.77b)
1
1) =K, <V“auvbﬂﬁ + Zgaﬁvawvbw) : (4.77¢)

Im Anteil der Materiefelder TS;I) ist der Term g,3Ln wegen der Bewegungsgleichungen
(4.64) und (4.66 ) gleich Null. Der verbleibende Rest lisst sich ein einen symmetrischen

und einen antisymmetrischen Term, TC%[ % und TO%I ) aufspalten

Tos =T Y + 10 ™ (4.78a)
T = i (@07l "D " + 0 47T 7" Do ™o — D it gl " "
— Do i) 475" ™) (4.78b)
T = 5 (B aval "Dy " = s Do s = Dy b el " "o
+ Db 4yl 7" ™)
= % (07 (Wl (Yoo ¥s = V8Yo%a) "B)) (4.78c)

von denen der antisymmetrische (4.78c) nur einen Divergenzterm beitrégt, weshalb
man sich auf den symmetrischen beschranken kann, um eine vollstdndig symmetrische
Dichte zu erhalten

Tog =Toy ” + 1o (4.792)
= i (nEA%]ABanﬁ g + nEA”ygIAB”mDa b — Dg n@A%]ABnm g
— D, n@AVﬁIABnm %B)
+ K <Vaaqu”g + %gagvawvbw) . (4.79b)

Eine Unterteilung der Generatoren in Eich-und Austauschgeneratoren {v,} = {as} U
{B,} schlédgt sich in den eichkovarianten Ableitungen geméafl (4.45a ) nieder, wird aber
vor allem im Feldanteil Tég) sichtbar

(F) f ey 1 o oy T oy 1 Ty
Tog = By | I ar BT + 19asFu FY ) + Koy | GTay G5 + 190sG G :

(4.80)
Der Term mit Ky, entféllt, da Eich-und Austauschgeneratoren in kontra- wie in kova-
rianter Basis getrennt bleiben muiissen; siche auch die Bemerkung nach (4.59).
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4.1. Der Diracfall

Aus der Lagrangedichte (4.31) ldsst sich mit den kanonisch konjugierten Impulsdichten

oL l — ?
— _ _IACn v 0 _ _IACn i 1 4.81
e 8(80 %C) 9 ¢ %ﬁ 9 1 ¢A ( 8 a)
oL i
T == = [P g0 4.81b
oL
8 = mme = — K VY 4.81
noch die Hamiltondichte (nicht zu verwechseln mit der Hamiltonschen 1- Form H,,!)
H = W%Cﬁoziﬂc + Wwéﬁoﬂpc + WUcﬁaoUcﬁ - L (482)
= §[ACnZ (_ nwA’VZDi ch + Dz n¢A’YZ ch —2i mwAM n £¢C -2 n¢A’YOUO (U)é m 7vbC>
1
_'_ Kab (Zvauyvbuy - vaoﬁa(]Ubﬁ) 9 (483)

gewinnen, die mit 0% = ¢°© 0 aus (4.73) iibereinstimmt
H = @00 = go”@uo s (484)

also auch in der RST als Energiedichte interpretiert werden kann.

4.1.6. Die Drehimpulsdichte
Den SO(1, 3) - Drehungen ist die Drehimpulsdichte M,,5 zugeordnet

Myop = W (2005 — 150,) Yo + a(TCZpC) (2005 — 1504) &bc
4 W (200 — 2500) U
sy (3000 e+ 52 (Gra) e
+ % (90" 980 — Gawgs") U (4.85)

1 — 1 _
MAaﬁ = 5 nwAIAcn[V)\ : (xaﬁﬁ - xﬁao) ch - 5 (xaaﬁ - xﬁﬁa) WC’ : ICBgnfyA n¢B

— CbeAM (l’aag — l’gaa) UCM
+ ZIAan n’lvDA'VA ([Fom Fﬁ])g m m¢c - Z m,lvDC ([Faa Fﬁ]) Z@/)CICBZTL’VA 'QDB
- cbvb)\u (ga'ugﬁu - gaug,@“) UCV ) (486>
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mit der iiblichen Aufteilung in Bahndrehimpuls, erzeugt durch die Generatoren der
Lorentzgruppe SO (1,3) und Spindrehimpuls, dem die Generatoren X, = [I',,T,] der
universellen Uberdeckungsgruppe Spin (1, 3) der SO (1, 3) zugrunde liegen:

Myap = Lyag + Sxap (4.87a)
Lyap = %nEAI A - (200 — 50a) Yo — % (260p — 2500) B¢ - 17 n "

— KoV (2005 — 250,) U (4.87b)
Shap = 7170 a0 (L Tal)' ™ = 5 b (T D)™ eI s

— KoV (90" 90 — Govgs") U . (4.87c)

Beide Anteile Ly,s und S),p zerfallen jeweils fiir sich noch einmal in Materie- und
Potentialanteile

Lyag = L) + L, (4.8%a)
L(Alfza = %nEA[ACHZ'YA (2003 — 1500) W — % (2405 — 1300) &be - I9P 7y, ™bp (4.88D)
L) = — KV (2405 — 250,) U™ (4.88¢)
Sras = Sy + S5e; (4.88d)
S0 = ST a0 (T Tal) ™o = % (P Do) eI s (4850)
Sty = —Ka V"5, (90”980 — gowgs") U . (4.88f)

Hier zeigt die Aufteilung der Generatoren {v,} = {ays} U {3,}, wegen der nicht auftre-
tenden eichkovarianten Ableitung, keine Auswirkungen in den Ausdriicken der Materie-
felder (4.88b) und (4.88¢). Dagegen tritt sie in den Feldanteilen (4.88¢) und (4.88f)
wiederum sehr deutlich zu Tage:

Lgigﬁ = — K F95, (2a8s — 150,) A" — K,yGY5,, (2005 — 230,) B™ (4.89a)
St = — K 1gF 5 (90" 950 — Gavgs™) AT — Koy G (90" 950 — Gawgs®) B™ . (4.89b)

4.2. Der Klein - Gordonfall

Dieses Unterkapitel ist mit seiner Zielsetzung die Lagrangedichte des Klein - Gordonfalles
der Yang- Mills- RST einzufiithren der Zwilling des vorhergehenden iiber die Lagrange-
dichte des Diracfalles. Deswegen gleicht auch sein Aufbau dem seines Vorgéingers, In-
haltlich kann vieles iibertragen werden. Sobald die Anwendung der Lorentzgruppe, vor
allem in Bezug auf deren erste Reduktion, und der unitédren Strukturgruppe an den
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4.2. Der Klein - Gordonfall

Klein - Gordonfall angepafit ist, konnen die Ausfithrungen hinsichtlich der Aufteilung
der unitdren Symmetrie in direkter Analogie aus Unterkapitel 4.1 iibernommen werden.
Dementsprechend findet eine erneute Diskussion dieses Vorganges hier nicht mehr statt;
es wird im Folgenden auch héufig auf den vorangegangenen Ausfithrungen verwiesen.
Wo dieses nicht der Fall sein und Unklarheiten bestehen, sollte ein Blick auf die entspre-
chenden Stellen in 4.1 Abhilfe schaffen.

4.2.1. Die Bausteine der Lagrangedichte

Ausgangspunkt ist die konventionelle eichinvariante Lagrangedichte des geladenen Klein -
Gordon - Feldes

L= (00— AG") - (964 Aud) =m0 — KpoFP WP (4.90)
in der die nachfolgenden Ersetzungen vorgenommen werden
(OM¢" — A'G™) — (0"dps — (U")" 1Ppa) = DV, (4.91a
(Oup — Apd) = (09" — UL)" m¢™B) = Dud" 5, (
(01" — A"¢") - (040 + Aup) — D"¢5\ 147" Dyl p = T (Ducﬁ, D“cf)) ,
M2 — & M TAPE, M™, 6" = T (Mé, Mé) ,
Fl, =V, . (4.91e

um zur Mehrteilchenlagrangedichte der RST fiir Klein - Gordon - Teilchen zu gelangen:

L =T1P"Dr'¢r D' g — ¢ aM TPk M™, " 5 — if{abvawvbW (4.92)
L=T (Dﬂcﬁ, D“Cf)> s (/\/l(f), M(f)) - i/c (Vs V) (4.93)
L=tr{I"" (D,®4) ® ({I";} D"®p) — (PaM) @ ({I"} MPp)}

_ icltr V) + %czu V")t (V) . (4.94)

Deren Aufteilung in einen Materie-und einen Potentialanteil fallt direkt ins Auge:
L=Ly+ Lp (4.95a)
Ly = I*P"Drer D¢ 5 — ¢* MG TAP*, M™ 0" 5 (4.95b)
—7 (Dué, Dﬂé) 7 (Mé, Mé)
=tr {I"? (D, ®4) ® ({I"} D'®p) — (PaM) ® (MPp)}

1
L = -5 VeV (4.95¢)
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4. Die Lagrangedichte der RST

1
= KV V)

1 1
= —jatr (V) = ottt (Ve V)

Der Systemvektor & und seine eichkovariante Ableitung D, ®

Die Vielteilchenelemente verstehen sich analog zu denen aus Teilkapitel 4.1. Dement-
sprechend sind die ¢" g die Unterkomponenten des Zustandsvektors

¢1

d = , (4.96)

o

die sich jeweils mit einem eigenen Element einer blockdiagonalen Lorentztransformati-
on transformieren. Da es sich hier um N skalare Felder handelt, besteht die reduzierte
Form der Lorentztransformation von ® analog zu (4.11), die jetzt keines der Elemente
von ¢ mehr mit einem anderen in Beziehung setzt, schlicht aus dem N - dimensionalen
1.« n - Operator. Im Gegensatz zu (4.5) werden nicht einmal mehr Untergruppen der
Komponenten des allgemeinen Zustandstupels gebildet, der Systemvektor besteht aus N
einzelnen skalaren Feldern, weshalb er auch als Systemskalar bezeichnet werden kann.
Da somit die Anzahl an Untereinheiten ¢™ gleich der Zahl der urspriinglichen Kompo-
nenten ¢’ von ® ist, wird auf ein Versetzung des Indexes n der Untereinheiten, die die
Lorentzgruppe in ihrerh reduzierten Form definiert, verzichtet. Dieses ist allerdings eine
Besonderheit des Klein - Gordonfalles.

Sollen dem System mehrere Zusténde im Sinne einer Betrachtung einer statistischen Ge-
mischformulierung wie im Dichtematrixformalismus der bekannten Theorien zugénglich
sein, sind die Systemvektoren ® noch mit zusétzlichen Zustandsindices A, B, etc. zu
versehen: ® — P 4; ¢ — @"4.

Die deutlich stdrkere Segmentierung von ® im Vergleich mit ¥ (4.5), die die Reduk-
tion der Lorentzgruppe hier verursacht, findet sich in der unitdren Strukturgruppe des
Biindels, in dem ® lebt, nicht wieder. Sie bleibt diejenige U (N), die sie von Anfang an
war. Ein Ubergang entsprechend dem, der in (4.12) stattfindet, entfillt, was zur Folge
hat, dafl eine Notationsédnderung nicht stattfindet. ( Was fiir Bosonen, die sich unter der
Spin - 1 - Darstellung der Lorentzgruppe transformieren natiirlich nicht mehr gilt; ska-
lare Teilchen vereinfachen manche Sachverhalte zu stark, als dafl sie als fundamentale
Beispiele dienen konnten, auf deren Grundlage die richtigen Verallgemeinerungen fiir
allgemeine Systeme erarbeitet werden konnen. ) Ebensowenig wird die Bezeichnung der
Liealgebra u (IV), die in der eichkovarianten Ableitung von @

D,® =0, +U,d (4.97a)
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Dy¢" = (Du®)" = 0,¢" + U, (va)" ™ (4.97b)
U, =U"0, (4.97¢)
{v.} : Basis fir u(N)
a=1,...,dimu(N) ,

durch die Potentiale U, zum Zuge kommt, geéndert.

Die Behandlung der Symmetrien

Nachdem nun klar ist, wie die Symmetriegruppen aus dem Unterkapitel (2.50 ) tiber den
Diracfall an den Klein - Gordonfall angepafit werden, brauchen der Feldstérketensor V,,,
seine eichkovariante Ableitung und die des Potentials ¢, nicht erneut angegeben werden.
Es sind die Ausdriicke (4.14), (4.15) und (4.10) mit der Ersetzung u (INgyx4) — u (N).
Fiir die sonstigen Symmetriebetrachtungen die in 4.1.1 und 4.1.2angestellt werden gilt
dasselbe: Nach Ersetzung der Diracformen der betreffenden Gruppen durch ihre Klein -
Gordonform, gelten die bereits angegebenen Ausfiihrungen genauso fiir den Klein - Gordonfall.
Am deutlichsten sichtbar wird die Unterteilung der Strukturgruppe in eine Eichsym-
metrie mit Generatoren a; C v, und unbeschrinkten Gruppenparametern A/ (z) so-
wie eine Restsymmetrie mit 8, C v, und beschrénkten Gruppenparametern AY (z) =
AY (2)]esener 1Va} = {ap} U {8y}, wieder in den der daraus folgenden Aufteilung des
Potentials U,

U,=A,+B, (4.98a)
U e = AL jap + B3, (4.98b)
a,b,c=1,...,dimU (N) (4.98¢)
frg,h=1,...,dimE (N) (4.98d)
z,y,z =,dimE (N) +1,...,dimU (N) , (4.98¢)
und der Feldstirke V),

V/u/ = f;u/ + gl“/ (499&)
Ve = Ff a0 + G B, (4.99b)

= (0,A7, = 0,AT, + C! U, U) ay
+(0,B", — 8,B%, + C* U, U") Bs (4.99¢)

abgesehen von den Folgen fiir die Noetherstréome.
Die Metrik in u (V) ist die Liemetrik IC (4.17), die der Vertréiglichkeitsbedingung (4.19)
unterliegt.
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Die Metrik Z und die kompakte Form der Lagrangedichte

Im Materieanteil findet auch hier die Vektorfasermetrik Z Eingang, die im Vektorraum
des Gesamtvektors ® definiert ist

;
=1 : : (4.100)
Py

wobei der Ate N skalare Felder enthaltende Zustand in Komponentenform folgender-
maflen aussieht

¢'a
by = : , (4.101)
oM a
d.h. in kompakter Schreibweise
7 (<f>, <f>) = ¢ JABR ot (4.102)
Die eichkovariante Ableitung von ® wird als
@[ Z/{u * ]1.N><N c 0 @[
D, =0, : + : : : (4.103)
(PK O R Z/{u ° ]leN @K

aufgefasst. M versteht sich in dieser Schreibweise aufgeweitet entsprechend U,,. Diese
eingeschrénkte Wirkungsweise von U, und M héngt mit der Aufteilung von d in ge-
mischbildende Unterzustdnde zusammen, wie sie (4.101) zeigt.

7 unterliegt immer noch der metrischen Konsistenzbedingung (4.30a ), wie auch K seiner
Konsistenzbedingung (4.19) unterliegt

D, I =0
DyKap =0

Auf diese Metriken und die Begriffe (4.100)-(4.103) griindet sich die die kompakte
Schreibweise (4.93) der Lagrangedichte. Hierin kann natiirlich ® durch $p ersetzt wer-
den, analog zu dem Vorgehen ab (4.21) bis (4.28 ), um mit dem zugehorigen Verstédndnis
von [4B", die Spiegelung ¢" — ¢* durch die Metrik ausdriicken zu kénnen.

Der Spurausdruck (4.94) umfafit beide Metriken, auch die in der Vektorfaser, basierend
auf einem einheitlichen Konstruktionsbegriff.
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Zwischenergebnisse der Variation

Die Zwischenergebnisse der Variation von (4.92) nach den beteiligten Feldern lauten:

0L D AU, (0)™ ) — & M T M (4.104a)
Odtc
aaq;f — _U'a‘u (Ua)f nICBan,u(bmA . MZkICBkkam¢mB (4104b>
1c
8£ m * n m a v
W - D,@(b;kLAIABnm (UC) k(ka - (bkA (Uc)k n]AB mDﬁ¢ B — KabC chd vb,@u
(4.104c¢)
oL
———— = D¢}, 1" 4.104d
a (aﬁgbgc) ¢An ¢ ( )
oL
=[P D" 4.104e
9 (aﬁgbfc) b ( )
oL )
9(0TP) = —KaV7p (4.104f)

4.2.2. Die Noetherstrome

Die Noetherstrome

] —07[’ £ mo g m oL oL ) by
Jap = a(aﬁQSéC) ('Ua) m¢ C ¢mC (Ua) Za(aBQSTC) + a(aﬁUC’Y) (Ua ) bU , (4105)

lauten vermoge (4.104d)-(4.104f) in kovarianter Form
Jap = D@ al """ (02)" ¢ 5 = s (V)" T2 D" 5 — KaeCupV o3, UT , (4.106)

und in kontravarianter, erhalten durch Hebung des Liealgebraindexes mit der u (NNV)-
Metrik K

jaﬁ — Kabjbﬁ
= Do sl (Ua)z m®" 5 — G (V)" I D¢ + CachbVVCW . (4.107)

Sie teilen sich folgendermafien in einen Materie- und einen Feldanteil:

Jap = kag + lap = Kapk's + Kal} (4.108a)
ks = Dt " (Va)" ™5 — Gua (Va)™ 1P Do 5

— K, (Dﬁgb*AnIAB"g (0") ™5 — @y (V)" ZIABQDW"B) (4.108b)
lag = Capc UMV 5 = Kgo CH UMV (4.108c)
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Das Noethertheorem garantiert die Erhaltung der Strome (4.106)

s =0, (4.109)
was gleichermaflen fiir die kontravarianten Strome ;s gilt

%% =0. (4.110)

Gilt nur D k. = 0 und nicht schon 0,K, greift dieselbe Argumentation wie nach
(4.55), um aus (4.109) (4.110) abzuleiten.
Die Gliederung (4.58) der Strukturgruppe fithrt zu einem Satz von Fichstromen

Jrs =k +1ss
= D¢ TP () ™ 5 — Gup ()™ (TP D" + CpUVE  (4.111a)
op = vy
f=1,...,dimE(N) ,

und einem Satz von Stromen der Restsymmetrie

Jop = kep + lap
= D¢l "0 (B2) ™5 = 0 (B)" T2 D¢ 5 + CncUM V5 (4.1120)
B = Vg
r=dimE (N)+1,...,dimU(N) .

Die kontravarianten Strome (4.107) sind die Quellen der Divergenzgleichungen fiir die
V?,; nach deren Unterteilung in F f w und GY,, sind die Quellen fiir die F f w die
kontravarianten Versionen von (4.111a), die der GY,, die j¥5 = K"jy5 aus (4.112a)

4.2.3. Die Bewegungsgleichungen
Die Klein - Gordongleichungen

Anwendung von (4.104b) und (4.104e ) macht die Euler - Lagrangegleichung

oL L
—9 = )-o, 4.113
ootc "’ (8 <8ﬁ¢fc>) 4.113)
zZu
DPDsots — MY M™pF 5 = 0. (4.114)
Ebenso wird aus
oL L

06'c  0(0s¢'c) =0 (4.115)
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mit (4.104a) und (4.104d)
D’ Dydijp — GrpaM™n M" = 0. (4.116)

Dabei sind die Bedingungen (4.19) und (4.30a) zu beachten, sowie dafl i.A. I457%, #£ 0
gilt. Auch die Forderung [./\/l, {I AB"gH = 0 ist zu beachten. Da M immer diagonal
gewahlt wird (der Gedanke an nichtdiagonale Massenterme mag reizvoll sein, hat sich
bisher aber als nicht notwendig erwiesen ) , stellt diese Forderung keine allzu grofie Ein-
schrankung dar.

Die Yang - Millsgleichungen
Die Potentiale erfiillen wegen (4.104c), (4.104f) und (4.107)

L L
gies ~ s <8<8va6)) =0 4.117)

Vg = —j% . (4.118)

Die Potentialanteile %5 = K%j,3 von j%4 sind genau der Kommutatoranteils der eich-
kovarianten Divergenz von V%5, so daf (4.117) auch kompakter geschrieben werden
kann:

als

D'V 5= —k%%. (4.119)
Ein Massenfaktor der Mik kann fiir massive Bosonen mittels der Metrik Z in die Strome
eingefiihrt werden 1457, — Mikl ABn,
Die Aufteilung der Generatoren der Gruppe U(N) in {v,} — {a;}U{5,} zeigt sich wie
im Diracfall in der Aufteilung der Yang- Millsgleichungen (4.118)

IF! 5=~ (4.120a)
NGYg=—j"5. (4.120b)

Aufler in den Generatoren und den Kommutatortermen findet sich im Klein- Gordon -
Fall die Unterteilung der Eichgruppe auch in den eichkovarianten Ableitungen von ® in
den Quellen der Feldstéarken wieder: 0,® + U, ® = 0,® + A, P + B, ®.

4.2.4. Der Energie - Impulstensor

Die allgemeine Definition der kanonischen Energie- Impuls- Dichte

B oL ¢ oL . oL "
@aﬁ - a (aagbﬁc)aﬁgb C + a (aaﬁbzkc) aﬁQSlC + a (aanﬂy)aﬁU gaﬁﬁ s (4121)

wird durch (4.104d ) - (4.104f) zu
Ous = Dady I P"1030 5 + 03074 TP 1n D™ 5 — Kap V005U — gapl . (4.122)
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Deren ausbleibende Symmetrie wird durch die Addition des belinfanteschen Divergenz-
termes

K0 (VP0aoU%) = Kap (K*jeaU% + CP U VU + V000 U%%) ,  (4.123)
erreicht:

Top = Oap + Kup?” (VPasU%) (4.124a)
Top = Do s 17" D¢’ 5 + Dl 1P D' 5
4 Jos (IABnZDu¢:ADH¢€B . ¢*AlMékIABkman¢nB)

1
+ Kab (Vaoﬂvb’yﬁ + Zgocﬁvamjvbuu) . (4124b)
T, zeigt die iibliche Aufteilung in einen Materieanteil und einen Feldanteil:
M F

Tos =T + T (4.125a)

T = Dogi A 4P D’ s + Do {IP" Do’ s
+ Gap (I DV} 4 Do’ 5 — ¢* M KT M™ 6" ) (4.125b)

1

T4 = Ku <V“MV‘”5 + Zgagv““”vbw> : (4.125¢)

Aufler in der eichkovarianten Ableitung 0,V + U,V = 0,V + A,V + B,V zeigt sich der
Vorgang (4.58) besonders im Feldanteil Tég)

F a 1 v T 1 Ty
To(zﬁ) - ng (F a“ngﬁfﬁ + ZgaﬁFfu Fg;w) + Kﬂcy (G ayG%fy + EgagG s Gy“,,) .

(4.126)
Der Ubergang zur Hamiltondichte (nicht zur Hamiltonschen 1 - Form H,!) geschieht
mit den kanonisch konjugierten Impulsdichten

oL

Tgte = a(ao CbZC) = DOQSZnIAcné (4.127&)

oL
o =775 = 1D 4.127b
e = 90 dic) o (41270)

oL
Tyes = o0 Vs, (4.127¢)
H = T4 .00 9'c + Tpe10.00 B + Tes U™ — L (4.128)

= 0" 05400118 5 + Gpa U™ TP (U) k0¥ 5 — D64 D16
1

+ G a M TP M g+ Ko (ZVW”VI’W - V“OgUbﬁ) : (4.129)
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4.2. Der Klein - Gordonfall

Der Vergleich mit ©% = ¢%© o aus (4.122) zeigt deren Ubereinstimmung
H=0%=g"0,. (4.130)

Mithin kann die Hamiltondichte als Energiedichte angesehen werden.

4.2.5. Die Drehimpulsdichte

Zum Schluf} soll die Aufmerksamkeit der Drehimpulsdichte gewidmet werden. Sie ge-
winnt ihre Klein- Gordonform aus der allgemeinen Definition

_ L ¢ L
M)\aﬁ - a(a)\gbgc) ($a85 SL’58Q> ¢ c+ a(@)\gb?c)
s — s U0 (g g — g U, (4.131)

9 (O an) P T T8 T (gagreny o 9Bv T Javds S

(Iaaﬁ - xﬁ&x) ¢ch

durch (4.104d) - (4.104f)

Myag = D¢y, 14" - (2005 — ©50) ¢'c + (2003 — 250a) B - 197 DrO™
- cbvb)\u (xaaﬁ - Z’ﬁaa) U — chvb)\u (gaugﬁu - gaugﬁu) . (4132)

Wer sich den Spafl nicht nehmen lassen will, die Aufteilung von (4.132) in einen Materie -
und eine Feldanteil selber zu erraten, sollte die folgenden Zeilen nicht lesen:

Myap = Myng + Mg (4.133a)
MM — D\o* IACn . a o a J4 a . a * ICBZ D™ 4 b

rag = D9y, ¢ (005 — 2304) ¢ ¢ + (205 — 1304) d1c mDx¢™p (4.133b)
M)I\?aﬁ = —chVbAu (%85 — [L’ﬁaa) UCAL — chVbAu (ga“ggy — ga,,ggu) UCV . (4.133C)

Naturgeméf beinhaltet hier nur der Feldanteil einen Spindrehimpuls:

Myos = Liap + Shas (4.134a)
Lgaﬁ = —chvay (005 — x30,) U (4.134b)
S§a6 = _chvb)\# (gaugﬁzx - gaugﬁ#> U . (4134(3)

Auch hier spiegelt sich im Feldanteil die Symmetrieaufteilung (4.58) am deutlichsten
wider

Lg\i)ﬁ = —ngFg)\# (xaag - l’gaa) Af# — nyGy)\u (xaﬁﬁ — xﬁaa) B¢ (4135&)
Sg\i)g = _ngFg)\,u (ga#gﬁu - gaugﬁ#) Afy - KmyGy)\,u (ga#gﬁu - gaugﬁ#) B*™ . (4135b)

Anteile mit den Metrikkoeffizienten K, entfallen wegen der Notwendigkeit beim Wech-
sel zwischen ko-und kontravarianter Schreibweise die Eichgeneratoren v; und die Aus-
tauschgeneratoren v,, bzw. v/ und v®, nicht zu mischen.
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5. Systeme dreier Fermionen

In diesem Kapitel werden an einem Modellsystem detailliert alle diejenigen Eigenschaften
der Theorie ausgearbeitet, die im letzten Kapitel in allgemeiner Form bereits angelegt
wurden. Das betrifft vor allem den zentralen Punkt der Aufteilung der Symmetrie der
Theorie aus Teilkapitel 4.1.2 in eine volle lokale Eichsymmetrie und eine eingeschrankte
lokale Restsymmetrie und die Auswirkungen diese Vorganges auf die Aussagekraft der
RST, d.h. die Ausdriicke fiir MeBgrofen in der RST und ihre Interpretation. Die meis-
te Aufmerksamkeit sollte dabei die Tatsache in 5.1.5 genieflen, dafl die Verankerung des
Begriffes eines einzelnen ( vereinzelten ) Teilchens in der Eichsymmetrie des Systems eine
Einschrankung der Restsymmetrie nach sich zieht, die diese zu einer Austauschsymme-
trie macht, d.h. Austauschphinomene erhalten ohne weiteres Postulat in die Theorie
Einzug.

Dieser Vorgang kann natiirlich nur anhand eines konkreten Modells ausgearbeitet wer-
den, da hierbei die konkrete Form der Eichgruppe und der Restsymmetrie, die sie iibrig
14Bt, eine tragende Rolle spielen; wie sehr, zeigt der Vergleich der hier verwendeten
Aufteilung der U (34x4) mit der bekannten Aufteilung in U (119x12) X SU (34x4) in Un-
terkapitel 5.4.

Das gewéhlte Beispiel ist ein System aus drei Elektronen, also dreier beziiglich Masse
und Ladung gleicher Fermionen, die elektromagnetisch miteinander wechselwirken. Das
Beispiel ist ideal, weil ein Dreiteilchensystem bereits allgemein genug ist, um auch die
Félle mit hoherer Teilchenzahl zu erschlieffen, wie das Beispiel des streng paarweisen
Charakters der Austauschwechselwirkung zeigen wird, da er erst ab drei Spinoren auch
wirklich als paarweise auffallen kann. Einem Zweiteilchensystem ist diese Moglichkeit
naturgeméf nicht gegeben. Andererseits ist ein Dreiteilchensystem noch recht gut hand-
habbar im Vergleich zum formalen Aufwand, der bei hoherer Dimension der Spinorfaser
getrieben werden muf3.

Was fiir die Spinorfaser gilt, ist auch fiir die Strukturgruppe richtig. Deren Aufteilung
in eine volle U (14x4) X U (14x4) X U (14x4)-Eichsymmetrie und die Restsymmetrie
U (34%4) \ (U (yx4) X U (14x4) X U (14x4)) macht bereits alle wichtigen Ziige dieses fiir
die RST grundlegend typischen Vorganges klar. Auf dieser Grundlage wird dann auch
ersichtlich, wie Systeme zu behandeln sind, die beim Aufbau der Eichgruppe anstatt der
einfachen Gruppe U (14x4), die nur einen Spinor betrifft, hohere Gruppen wie z.B. die
Gruppe U (112x12) X SU (34x4) erfordern, die eine Gruppe von drei Spinoren anspricht;
mit anderen Worten, wie Systeme zu behandeln sind, deren einzelne Zusténde selber eine
Unterstruktur besitzen. Unterkapitel 5.4 befafit sich damit, zusammen mit den bereits
angesprochenen Fragen, die im Zusammenhang mit der Aufteilung der Gruppe U (34x4)
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5. Systeme dreier Fermionen

zu U (14x4) X SU (34x4) und der RST enstehen.

Vor diesem Abschlufl des Kapitels werden noch die Auswirkungen der Nebenbedingun-
gen, denen die Spinormetrik Z und die Massenmatrix M unterliegen, auf die zuvor
ausgearbeitete Begriffswelt des betrachteten Modellsystems gezeigt. Besonders erbaulich
ist dabei, dafl mit den Komponenten I, von Z und M"™; von M die Ladungen und
Massen der Teilchen verdndert werden kénnen, wobei durch die Bedingungen, denen 7
und M unterliegen, automatisch die Austauschsymmetrie zwischen den nun ungleichen
Teilchen unterbunden wird; eine zusétzliche Annahme oder Postulat fiir die Behandlung
ungleicher Teilchen ist also ebensowenig notwendig wie fiir die gleicher Teilchen.

Die Moglichkeit, die Spinoren des Systems unterschiedlich im Formalismus auftreten zu
lassen, die die I™, bieten, sind so weitreichend, dafl sie wahrscheinlich die Grundlage
fiir den Einbau der Beschreibung von Erzeugungs-und Vernichtungsprozessen in die
RST darstellen; Unterkapitel 5.3 beschéftigt sich mit diesem Ausblick. Generell wird in
den letzten Unterkapiteln die Tendenz, neben dem gesicherten Stand der Theorie auch
Ankniipfungspunkte fiir weitere Entwicklungen zu zeigen, zunehmend stérker.

5.1. Drei Fermionen gleicher Masse und Ladung

Zuerst werden in 5.1.1 mit der Anzahl an verwendeten Spinoren, den Eintrdgen der
Massenmatrix M und den Komponenten von 1457, die grundlegenden Charakteristika
des Systems festgelegt. Aus der Dimension von ¥ und seiner Unterteilung durch die
Lorentzgruppe folgt dann auch selbiges fiir die unitdren Gruppe. Deren Aufteilung in
volle Eichsymmetrien und eingeschrinkte Restsymmetrien beantwortet zunéchst nur die
Frage nach der Art der Eichwechselwirkungen. Bevor der Charakter der Restsymmetrie
im Teilkapitel 5.1.2 anhand ihrer dort gezeigten Wirkungen auf das System erst plausi-
bel und im Teilkapitel 5.1.5 durch ihre sich hier ergebenden notwendigen Einschrankung
streng als Austauschsymmetrie begriindet wird, werden zuvor die Charakteristika in den
allgemeinen Formalismus aus Kapitel 4.1 eingearbeitet.

Zuerst erhalten K und K~! ihr Aussehen entsprechend der fiir u (34x4) C gl (34x4) ge-
wéhlten Basis. Mit ihr ist es auch moglich, eine konkrete Form fiir die eichkovarianten
Ableitungen der Spinoren, der Feldstérken und natiirlich die Feldstérken selber anzuge-
ben, da das ( Struktur- )Potential ¢, nach ihr entwickelt werden kann.

Selbiges gilt in 5.1.3 fiir die Strome, in 5.1.4 fiir die Bewegungsgleichungen und fiir die
konkrete Form des Energie- Impulstensors in 5.1.6. Als beobachtbare Grofle ist er von
den Folgen aus 5.1.5 {iber die Normierung der Strome besonders betroffen, was sich in
entsprechenden Beitrigen in diesem, dieses Unterkapitel abschliefende, Teilkapitel nie-
derschléagt.
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5.1. Drei Fermionen gleicher Masse und Ladung

5.1.1. Die Festlegung der Spinorfaser, der Spinormetrik, der
Symmetrieaufteilung und der Liemetrik

Die Dimension der Spinorfaser, die Teilchenmassen und das Aussehen der
Spinormetrik

Da ein System, bestehend aus drei Fermionen, beschrieben werden soll, weist Wp drei
Spinoren auf. Eine Gemischbeschreibung ist fiir das System nicht vorgesehen, weshalb
der Mischungsindex B entféllt:

Die ersten vier Komponenten bilden den Spinor %), die Komponenten fiinf bis acht den
Spinor %) und die Komponenten neun bis zwolf den Spinor %p:

W= (5.2a)

2 = o (5.2b)

T (5.2¢)
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Alle drei Spinoren sollen Teilchen konstanter und gleicher Masse entsprechen

MY 14ey  Ouxy Ouxa M1sxs  Osxa Ouxa
M = Ouxs  M?*14xy Ouxy = Ouxa Mlyys Ousxa
(D4><4 (D4><4 M33]l4><4 (D4><4 (D4><4 M]l4><4

=M - Tiax12, (53)

wodurch sofort die Bedingung (2.56b ) an den Massenoperator M erfiillt ist. Wegen der
fehlenden Mischung kann von den 47 aus (4.27) nur ein Element der Hauptdiagonalen
ungleich Null sein

=1 (5.4a)
I8 =0 fir AL B#1. (5.4b)
Der Anteil 1", besitzt die einfache Struktur konstanter und gleicher Eintrage
Iy = 6" 1yxs (5.5a)
nil=123, (5.5b)

womit (4.30) sofort fiir die Gruppe U (34x4) erfiillt ist, der maximal moglichen Sym-
metriegruppe fiir drei Spinoren.

Die kovarianten Generatoren v, der U (34x4) - Struktur

Die Liealgebra u(34x4) wird von den Generatoren v,, a = 1,...,9 aufgespannt, die
sich aufteilen in die aktiven Eichgeneratoren der elektromagnetischen Wechselwirkung
U (Laxa) X U (Lyxa) x U (Lyxa)

(D4><4 (D4><4 (D4><4
g =01 = | Osxa —ilaxs Osxa (5.6a)
(D4><4 (D4><4 _i]l4><4

—il4xa Osxa Ouxa
g = Uy = Ouxs  Ousxsa Ouxs (5.6b)

(D4><4 (D4><4 _i]l4><4

—114xa Ouxs  Ougxy
Q3 = Uz = Osxa —ilsxa Ousxa (5.6¢)
(D4><4 (D4><4 (D4><4

und die der passiven Austauschgeneratoren von U (34.4)\(U (14xs) X U (Lyxa) X U (14x4))
(D4><4 (D4><4 (D4><4

Vg =01 = | Ouxa Ouxa —ilyss (5.7a)
®4><4 (D4><4 (D4><4
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5.1. Drei Fermionen gleicher Masse und Ladung

(D4><4 (D4><4 (D4><4
vs = 05 = Ouxs Ousxa Ousxa (5.7b)
—il4xa Osxa Ousxa
(D4><4 _i]l4x4 (D4><4
U6=06= | Ousxa Ousxa Ousxs (5.7¢)
(D4><4 (D4><4 (D4><4
(D4><4 (D4><4 (D4><4
vr=0r=| Opa Osa Osa | =6} (5.7d)
Ouxa t1axs Osxa
(D4><4 (D4><4 Zb]l4><4
vs=0s= | Osa Osxs Ospq | =41 (5.7¢)
(D4><4 (D4><4 (D4><4

(D4><4 (D4><4 (D4><4
vg=fg = | ilixa Ousxa Ouxa | =5. (5.7f)
(D4><4 (D4><4 (D4><4

Auf Grund der Diagonalitit der Spinormetrik Z (5.5) bleibt die Beschreibung der Aus-
tauschwechselwirkung allein den Generatoren (., x = 4,...,9 und ihren Koeffizienten
B?, vorbehalten.

Augenscheinlich sind vor allem die Austauschgeneratoren (5.7a)-(5.7f) nicht in der
iiblichen antihermiteschen Darstellung der u(3, C) angegeben, sondern in einer Variante

der gl(3, C) - Basis aus [4] in ihrer Diracversion gemé8 (4.12) mit oy = —vy;, ag = —vg,
az = —vzz und 4 = —va3, f5 = —v31, B = —V12, Br = U3z, g = V13, B9 = v21. Deswe-
gen haben die Entwicklungskoeffizienten =A',, =A4?,, £A®%, und £B*,,..., =B, in
e a e e "
Uy = Ut = EAfMOZf + =B (5.8a)
e
= = (Alon + %00 + %05 + BYGs+ B + Bl + BT, + B 0s + BY,uf)
e
= (Aluoq + A%, 00 + A% a5 + BBy + B, Bs + B85 + B0 + B0 + B%@)

$Die Koppelungskonstanten werden als Teil der Entwicklungskoeffizienten angesehen. In Kapitel 4 ist
ihr explizites Erscheinen noch nicht notwendig, weshalb die Koeffizienten nicht ausfiihrlich angegeben
wurden. Bei einem konkreten Modellsystem ist ihr Auftreten natiirlich zwingend. Die Notation U,
geht jetzt also in ;=U?, iiber.

125



5. Systeme dreier Fermionen

a=1,...,9
=123
r=4,...,9 |

fiir die Giiltigkeit von U,, = —U,, die Bedingungen (2.29a) und (2.29b) zu befolgen:

BYS/6x  — _pTsI (5.9b)

Die nichtverschwindenden gl (3,x4) - Strukturkonstanten dieser Darstellung von u (34x4)
sind:

Clsg =i Cleg = —i (5.10a)
CP’yr=—i %=1 (5.10b)
CPpyr =i C3ss = —i (5.10c)
0424 =1 0434 = —1 C489 =1 (5.10d)
CPis=—i (P =i Co9 = —i (5.10¢)
C%6 =i COp=—i  CPrg=i (5.10f)
Clyp=—i Clyr=i CTs6 =i (5.10g)
C%s =i CPs = —i By =—i (5.10)
Chg=—i Py =i Co =1 . (5.101)

Die Liemetrik IC
Vermoge (5.6a)-(5.7f) erhélt die Liemetrik £ (4.18),

Ky = cptr {vaup} + cotr {v, } tr{vp}

die folgende Form

—801 — 6402 —401 — 6402 —401 — 6402 0 0 0 0 0 0

—401 — 6402 —801 — 6402 —401 — 6402 0 0 0 0 0 0

—401 — 6402 —401 — 6402 —801 — 6402 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0 O

K={Kug}= 0 0 0 0 0 0 0 4¢ O
0 0 0 0O 0 0 0 0 4q

0 0 0 4 0 O O O O

0 0 0 0 4 0 0 0 O

0 0 0 0 0 4 0 0 O
(5.11)
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mit der Inversen K1 = {K “b}

—3c1—32¢o c1+16¢2 c1+16¢o
16(c3+12c1c2)  16(c3+12c1c2)  16(c3+12c1c2) c -0 0 0 00
c1+16¢2 —3c1—32¢o c1+16¢co O 0 0 O 0 O
16(c2+12c1c2)  16(c2+12c1c2)  16(c2+12c1c2)
c1+16¢2 c1+16¢2 —3c1—32¢o 0 0 0 0 0 0
16(c2+12c1c2)  16(c2+12c1c2)  16(c2+12c1c2)
0 0 0 0o 0 0 X 0 o
-1 _ ab) __ 4cq
K7 = {K"} = 0 000 0 0 &£ 0
0 0 0 00 0 0 0 5
0 0 0 &= 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ﬁ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ﬁ 0 0 0
(5.12)

Damit die inverse Abbildung tiberhaupt existiert mufl die Determinante von K ungleich
Null sein

det K = —256¢7 (¢ + 12¢5) # 0, (5.13)
weshalb fiir die Konstanten ¢; und ¢y der Zusammenhang

CcT = —1202 (514)

untersagt ist.
Des weiteren gelten zwischen den Komponenten der Metriken offensichtlich die Bezie-
hungen

K" = K®2 =K% (5.15a)
K®=K"  a#b (5.15b)

1
K' — K'Y= ~de = —KY (5.15¢)
K= Ky = Kss (5.15d)
Kip=Ky , a#b (5.15€)
Ky — Ky = —4¢; = —K*7. (5.15f)

Die kontravarianten Generatoren v® der U (34x4) - Symmetrie

Da die Metrik I der Liealgebra u(3, C) nicht kroneckerdeltaformig ist, besitzen die Lieal-
gebra und ihr dualer Vektorraum unterschiedliche Basen {v,} und {v®}. Letztere héngt
mit ersterer iiber

v = K%, (5.16)
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zusammen. Aus (5.6a)-(5.7f) wird dann mit (5.12) die folgende Menge von Basisvek-

toren:

—i (K2 4 K*%) 1404
(D4><4
(D4><4

—i (K% 4+ K%) 144

U3 = Oé3 = (D4><4 —1 (K31 + K33) ]].4><4
(D4><4 (D4><4
(D4><4 (D4><4
Ouxa O4xa =l = K47U7

(D4><4
(D4><4

(D4><4 (D4><4

(D4><4

(D4><4
(D4><4
(D4><4

(D4><4
(D4><4
(D4><4

(D4><4
(D4><4

(D4><4
(D4><4

(D4><4
_iK74]14><4
(D4><4

—i (K" + K%) 1454

(D4><4

(D4><4

74T
1K 1gxa Ouxa

- 7758
Oyxa 1K1 yxq
(D4><4
(D4><4

— ,UST — K58U8

(D4><4
- 7769

1K 14xs Oyxa Ouxa
(D4><4 (D4><4

— % = K9,

(D4><4
(D4><4

-7 -85
—iK% 1 x4 Ouaxsa Osxs

128

— ot = KT,

— UST — K85U5

(D4><4
(D4><4
7 (Kll + K12) ]l4><4
(5.17a)
(D4><4
(D4><4
4 (K21 + K22) ]l4><4
(5.17h)
(D4><4
(D4><4
—i (K3 + K3%) 144
(5.17¢)
(5.17d)
(5.17e)
(5.17f)
(5.17g)
(5.17h)



5.1. Drei Fermionen gleicher Masse und Ladung

Ouxs —iK% g0y Oyny
v =" = | Ouu O4x4 Ouxs | =0 = K% (5.171)
(D4><4 (D4><4 (D4><4

Die Elemente K kénnen (5.12) entnommen werden.

Die wesentliche Anderung gegeniiber der Basis (5.6a)- ( 5.7f) vollzieht sich in den Ge-
neratoren of, f = 1,2,3, der aktiven Eichgeneratoren, wohingegen der Satz der (3%,
abgesehen von Faktor K“(u+3) = [(utdu — ﬁ; u = 4,5,6; lediglich aus paarweiser
Umbenennung der hermetischen Paare (3,, B,i3, u = 4,5, 6, besteht. Weiterhin ist zu
beachten, dafi durch K® die Generatoren der Eichwechselwirkung und die der Rest-
symmetrie nicht miteinander vermischt werden; gleiches gilt fiir K,;. Diese, hier erfiill-
te, allgemeine Vorgabe an die Metrik und ihre Inverse ist zwingend, denn die Sym-
metrieverminderung der vollen lokalen Strukturgruppe U (34x4) in einen unbeschrink-
ten Eichanteil E (34x4) = exp {Af(2)a;} und einen beschréinkten Restsymmetrieanteil
U (34x4) \ E (B4xa) = exp{A®S,}, A¥ # A*(x) ist streng einzuhalten, wegen der unter-
schiedlichen Aufgaben, die beiden Teilen zukommt.

Mit Hilfe der kontravarianten Generatoren kénnen die Stréme j¢,, direkt aus (4.53) kon-
struiert werden, ohne den Umweg iiber die Umwandlung K“*js,, ihrer kovarianten Form
nehmen zu miissen.

Weiterhin kann U, anstatt nach (5.6a)- (5.7f) nun auch nach (5.17) entwickelt werden:

e . € e .
Uy = -Uaut" = EAfuaf + - Bal3 (5.18a)
e
= E (Alual + A2ua2 + A3ua3 + B4u/64 + B5u/65 + BﬁuﬁG + B7u67 + BSuﬁg + Bguﬁg)
(5.18b)
e
= E (Alual + A2ua2 + A3ua3 + B4u/64 + B5u/65 + BﬁuﬁG + B?uﬁ4T + BSWGST + BQWGST)
(5.18c)
a=1,...,9
f=1,2,3
r=4,...,9.
U p = —U,, erzwingt auch hier die paarweise Abhéngigkeit der 5,, voneinander, ebenso
wie die Reellwertigkeit der Ay,:
Ay, =Ap eR (5.19a)
Bz,u = _B(u+3)u (519b)
f=12,3
u=4,56.
Wegen % = ﬁﬁwg bzw. v = ﬁﬂu und B, = 4¢;B"*?,, B(yy3), = 4c1B", dndert

sich im Austauschanteil von (5.18 ) gegeniiber dem von (5.8 ) nichts. Die paarweise Um-
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benennung der zueinander hermetischen Operatorpaare wird durch die entsprechende
Umbenennung der zugehorigen Koefﬁzientenpaare gerade aufgehoben, wobei sich auch
die Metrikkomponenten K*(+3 = Ku+3v = L ynd K, (43 = K(, 3, = 4c1 gegensei-
tig aufheben. Die Auswirkungen dieses Bas1swechsels liegen allein im Eichanteil, der in
(5.18) und (5.8 ) unterschiedlich ausfillt, was zuerst beim Vergleich der kontravarianten
Entwicklung des Potentialanteils der eichkovarianten Ableitung geméfl (5.18) mit seiner
kovarianten Formulierung (5.8) deutlich wird. Weiterhin treten Anderungen in den Be-
wegungsgleichungen der Ay, zutage, da deren Quellen nun die kovarianten Stréme jg,
sind, die sich von den kontravarianten j/, unterscheiden.

Diese Anderungen betreffen aber nicht die prinzipielle Art der Wechselwirkungen, son-
dern nur ihr spezifisches Aussehen, wie man es bei einem Basiswechsel auch erwartet.
Der allgemeine Formalismus aus Kapitel 4 erhélt also nur ein anderes Aussehen, aber
sein eigentliches Wesen wird nicht verédndert. Aus diesem Grund wird die Darstellung
des Formalismus in der kontravarianten Basis (5.17) nicht weiter verfolgt.

Die eichkovariante Ableitung der Spinoren
Die erweiterte kovariante Ableitung der RST (2.57b ) wird mit den Festlegungen ( 5.6a ) -
(5.7f) zu

D, %W=0,"%—— (A%, + A%,) " — —Bﬁﬁp + Z'—‘QBB R (5.20a)

:@%—Ef4+kfw——ﬁz%— LB,

( n)
( )
D= 0,3 — 1o (At A) % — OB 4 B (5.20)
(A', + A%, )%—534 %— B
(A% + A4%)

ut A7) R — B5 Y +1 BQ 2 (5.20c)

e «
:8u3¢_E(Alu+A2)3¢_ BS,u,lw_ B4,u,2w

Im Anteil der Eichpotentiale der eichkovarianten Ableitungen (5.20) treten jetzt zwei
Potentiale auf, die auf den Spinor eines Teilchens wirken; z.B. A%, und A%, in der Ab-
leitung (5.20a) des Spinors %. Da das System aus zwei weiteren Teilchen besteht, die
mit %) elektromagnetisch wechselwirken, liegt die Vermutung nahe, dass im Materiean-
teil der Quellen fiir A%, g7y, %) auftritt, in der Quelle fiir A3, g/v,% und sonst nur
noch ein Anteil von @fyu 4, um die Selbstwechselwirkung des ersten Teilchens zu ver-
mitteln, dhnlich dem Anteil, der diese bereits im Fall zweier Teilchen vermittelt hat.
Die Strome in Unterkapitel 5.1.3 und die Bewegungsgleichungen in 5.1.4 werden aber
zeigen, daB im allgemeinen Fall die Quelle fiir A%, aus allen drei Dichten 1@% W, gg_b'yu 2
und g@%% besteht. Dieses Potential vermittelt an %) also nicht nur die Selbstwech-
selwirkung und die Fremdwechselwirkung mit Teilchen %), sondern auch einen Teil der
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Fremdwechselwirkung mit %). Analoges gilt fiir A', und A?,. Nur im Fall verschwinden-
der Selbstwechselwirkung wird jedem Potential A, die Dichte 47, a ;™) eines Teilchens
n = 1,2 oder 3 zugeordnet sein.

Betrachtet man nun die Terme der Potentiale der Restsymmetrie, siecht man die durch
sie vermittelte paarweise Koppelung je zweier Teilchen. So wird z.B. der Spinor %) durch
B8, d.h. durch S, iiber die Eichwechselwirkung hinaus an %) gekoppelt. Die zugehérige
Koppelung von %) an %) geschieht durch die zu B®, negativ komplex konjugierte Grofe
B®, = —B%,, bzw. den hermitesch konjugierten Operator 35 = 5; Diese beiden Poten-
tiale B%,, B%, und Generatoren 35, (s treten bei der analogen Koppelung der jeweiligen
anderen Teilchenpaare miteinander durch die anderen B, und 3, nicht in Erscheinung.
Die Wechselwirkung der Restsymmetrie ( die sich noch als Austauschwechselwirkung er-
weisen wird ) tritt also paarweise auf und erhélt dadurch einen streng internen Charakter
in folgendem Sinne: Da kein drittes Teilchen Anteil am Austauschpotential® je zweier
Teilchen hat, ist ein Nachweis der Felder B*, im Sinne einer Eichwechselwirkung nicht
moglich. Das soll sagen, dal im Gegensatz z.B. zum elektrodynamischen Feld einer be-
liebigen Anzahl von Ladungen, das durch eine zusétzliche Probeladung gerade durch
Wechselwirkung dieses Eichfeldes mit der Probeladung, also die Anbindung der zusétz-
lichen Ladung an das Eichfeld, “vermessen” werden kann, eben genau diese Anbindung
eines zusatzlichen Teilchens an das Austauschfeld zweier bereits vorhandener Teilchen
nicht stattfindet. Vielmehr existieren jetzt zwei zusétzliche Austauschfelder, die dem
neuen Systempartner die Bildung eines Austauschpaares mit jeweils (nur) einem der
beiden anderen Teilchen ermoglichen.

Mittelbar hat die Austauschwechselwirkung allerdings Auswirkungen auf Teilchen aufler-
halb eines Paares. Durch die eichkovarianten Ableitung (4.45d ) und die nichtverschwin-
denden Kommutatoren der Eichgeneratoren a; mit den Austauschgeneratoren 3, siehe
(5.10), treten die B”, in den Bewegungsgleichungen der A/, auf, die wiederum die-
sen Einflufl durch die eichkovariante Ableitung (5.20) an die Spinoren weitergeben. In
Kapitel 5.1.4 {iber die Yang- Millsgleichungen wird dieser Mechanismus ausfiihrlich be-
sprochen.

Im {iberndchsten Unterkapitel, im Anschlu3 an die Besprechung der Feldstédrken und
deren eichkovarianter Ableitungen wird auf diese Wirkungsweise der Generatoren der
Restsymmetrie ausfiihrlich eingegangen.

Abschlieflend sei angemerkt, dal die Austauschpotentiale auch wegen ihres eigenstan-
digen Auftretens z.B. im Energie- Impulstensor direkt an mefibaren Grofl en teilhaben,
und damit alles Andere als Behelfskonstrukte zur rein phénomenologischen Beschrei-
bung von Austauschvorgéngen sind. Allerdings wird die Besprechung dieses Vorgangs in
5.1.6 das Eingehen aller Austauschfelder des Systems in diese Megrofie zeigen, wodurch
wieder keines der Austauschfelder einzeln zugénglich ist.

$Diese eigentliche vorgreifende Bezeichnung der Restsymmetrie und ihrer Objekte wird im Folgenden
der Einfachheit wegen noch hiufiger auftreten
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Die Feldstarken und deren eichkovariante Ableitung

Die Beibehaltung der U (3;x4) - Symmetrie der Theorie zeigt sich nicht nur in den Aus-
tauschpotentialen in der eichkovarianten Ableitung der Spinoren, sondern erzeugt auch
Zusatzterme in den Eichfeldstirken Ff w; die Austauschfeldstérken G*,,, verdanken ihre
Existenz iiberhaupt erst der Beibehaltung von Potentialtermen {iber die der Eichsym-
metrie hinaus. Auf welche Weise Konflikte mit der eigentlichen (U (14yx4) X U (T4x4) X
U (14x4)) - Eichsymmetrie vermieden werden, wurde schon in Teilkapitel 4.1.2 umrissen,
und wird bei der ausfiihrlichen Umsetzung dieser Vorgaben fiir den hiesigen Fall in den
kommenden Teilkapiteln 5.1.2 und 5.1.5, besonders in letzterem, sehr deutlich. Fiir den
Moment soll die darauf vorbereitende Betrachtung des Aufbaues der Feldstéarken im Mit-
telpunkt stehen.

Teilt man die U (34x4) - Feldstérke

V;w = va,uuva (521)
= Oy — DUy, + U U] = (9,U°%, — B,U%, + C% U, U°,) v,
a,b,c=1,...,9

entsprechend (4.44 ) mit den gl (34.4) - Generatoren (5.6a)-(5.7f) auf, erhilt man:

va,uuva = Ff,uuaf + Gx,uuﬂm (522&)
f=1,23
r=4,...,9
Ff, =0,A, — 0,47, + %C’fabU“MUb,, (5.22b)

ie
Am .
F?,, = 0,42, — 9,42, — % (B*,B7, — BT,B") + % (B*,B%, — B°,B%,) (5.22d)

F'y = 0,A", —9,A', + — (B°,B%, — B,B°,) — Ai—e (B®,B%, — B°,B%,) (5.22c)
7I

F3,, =0,A%, —0,A%, + i—e (B*,B", — B,B",) — 1—6 (B°,B%, — B%,B%,) (5.22¢)
m 7I
xr xr xX € xr a
Gy = 0uB"y = 0, B + - C" U WU (5.22f)
Gt = 9,BY —8,B", + i—e (B%,B°, — B°,B*,) + i—e (42,B*, — B*,A2,)
m 7I
- i—e (43,B%, — B, 43) (5.22¢)
m

G°,, = 0,B%, — 0,B°, — % (B7,B%, — B°,B7,) — % (A',B°, — B°,AL)

$Entsprechend der Anmerkung § auf Seite 125 geht Vo in 4—7’VW iiber.

e
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1e

3 5 3
= (A*,B°, — §5MA v) | (5.22h)
G, = 0,85, — 0,B°, + % (B".B%, — B%,B",) + % (A',BS, — B°,A",)
- (4,B°, - B°A%) (5.22)
T
G = 08,87, —8,B7, + % (B°,B%, — B%,B%,) — % (A%,B7, — B7,A2,)
+ - (4B, - BT,AY) (5.224)
G = 0,B%, — 0,B%, — % (B*,B%, — B%,B",) + % (A',B%, — B°,A1,)
n % (43,B%, — B%,4%,) (5.22K)
G = 0,B°, — 9,B%, + % (B',B%, — B*,B",) — % (A',B°, — B°,A",)
n i—e (42,B%, — B, A%) . (5.221)
T

An dieser Stelle ist zunéchst eine Bemerkung iiber die Bezeichnungsweisen angebracht:
Werden die Begriffe “Potential”, “Potentialfeld” und “Feldstédrke” nicht ndher bezeich-
net, sind durch sie immer beide Arten von Potentialen oder Feldstdrken gemeint, also
Eichpotentiale ( - feldstirken ) und Austauschpotentiale ( - feldstérken ). Diese Bezeich-
nungsweise findet vor allem immer dann Anwendung, wenn die vollstéandige U(INyy4)-
Symmetrie der Theorie untersucht wird, in die beide Arten von Potentialen und Feldstér-
ken eingebettet sind, siche (5.21) und (5.22a) oben, d.h., wenn die unterschiedlichen
Rollen, die die Mengen von Generatoren {a} und {f,} spielen, und die daraus folgen-
den unterschiedliche Interpretation beider Potential - /Feldstirkearten, momentan nicht
von Belang sind.

Wegen a} = —ay und ﬁ; 189 = B41/5/6 haben die Entwicklungskoeffizienten von V,, =
Ve, v, aus (5.4a) F*,, = F/,, € Rund G783/, = —G*%/,, zu erfiillen, was auch
tatséchlich der Fall ist, wie man (5.22b)-(5.221) entnimmt.

Die beibehaltene U (34 4) - Symmetrie ergibt schon in den Eichfeldstérken F/,, (5.22b) -
(5.22¢) der eigentlichen Eichsymmetrie merkliche Verdnderungen. Denn obwohl diese als
(U (L4xa) X U (L4x4) % U (L4x4)) abelsch ist, reduzieren sich die F/,,, nicht zu den sonst
fiir Elektromagnetismus iiblichen reinen Rotationsausdriicken 8uAf , —0,AT - Vielmehr
werden diese Rotationen durch Produkte von Austauschpotentialen gemifi den Kommu-
tatoren der Liealgebra u (3,.4), ausgedriickt in den Generatoren der héherdimensiona-
len Liealgebra gl (3,x4), ergénzt. Dabei bestehen die Produkte der Austauschpotentiale
gerade immer aus jenen Potentialpaaren BY,, B“*3, w = 4,5,6, die auch die Aus-
tauschwechselwirkung zwischen jeweils zwei Spinoren in den eichkovarianten Ableitun-
gen (5.20a)-(5.20c) vermitteln. Somit entstehen insbesondere in den Eichfeldstérken
keine Produkte eines Eichpotentials mit einem Austauschpotential, wodurch kein Eich-
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potential unmittelbar mit einem Austauschpotential verbunden wird, und deshalb auch
auf diesem Weg kein dritter Spinor auflerhalb des Austauschpaares an der paarweisen
Austauschwechselwirkung teilhaben kann. Der streng interne Charakter dieses Vorganges
bleibt also erhalten. Mittelbar nimmt der Austausch natiirlich Einflu} auf die Entwick-
lung des Systems, da die Zusatzterme Eingang in die Bewegungsgleichungen der A/,
erhalten und dadurch Einflu} auf die raumzeitliche Entwicklung der Eichpotentiale neh-
men, den diese dann iiber die eichkovariante Ableitung in den Bewegungsgleichungen
der Spinoren auch an solche weitergeben, die nicht Teil eines Austauschpaares sind. So
wirkt A', z.B. auf %), der mit % durch B%, und B?, “intern” gekoppelt ist. Neben den
Produkttermen dieses Paares treten allerdings noch die Produktterme des Paares B®,
und B8, in der Feldstirke F',, (5.22c) auf, die den Austausch zwischen % und %)
organisieren. Obwohl fiir %) nicht direkt einsehbar, nimmt die Gegenwart dieser Aus-
tauschwechselwirkung durch das Potential A', Einfluf} auf die Entwicklung von Teilchen
Z). Analoges gilt fiir die anderen Kombinationen von Eichpotentialen und Spinoren, auf
die sie wirken. Weiterhin zeigt sich dieses Muster bei den eichkovarianten Ableitungen
der Feldstérken weiter unten in den Produktpaaren B“* und G**3,,,. Durchbrochen wird
es erst im Aufbau der Austauschfeldstérken G*,, (5.23e)-(5.23k ). Durch die Struktur-
konstanten der Liealgebra u(34x4) C gl(34x4) werden in den Kommutatortermen nun
auch Produkte von Eich-und Austauschpotentialen gebildet. Allerdings nehmen diese
Terme spéter in den Bewegungsgleichungen nur EinfluB auf die Entwicklung der G*,,,
mithin der zugehorigen B*,, also von Groen, die sich in den eichkovarianten Ableitun-
gen der Spinoren und den Eichfeldstédrken als abgekapselt gegeniiber Beobachtung er-
wiesen haben. Insofern findet die Ankopplung der Eichfelder an die Austauschfelder an
der falschen Stelle statt, um sie direkter MeBbarkeit zugénglich zu machen. Die ebenfalls
stattfindende Verbindung der Austauschfelder verschiedener Spinorpaare untereinander
unterliegt der gleichen Beschriankung.

(Zudem koppeln die Austauschpotentiale eines Spinorpaares nur an Eichpotentiale, die
im Fall verschwindender Selbstwechselwirkung jeweils genau einem Spinor aus dem Spi-
norpaar des Austauschpotentials zugeordnet werden kénnen, womit wieder kein auflen-
stehender Spinor beteiligt ist. Z.B. stehen im Ausdruck fiir G*,, (5.22g) Produkte von
A2/, und A3/, mit B*,,, die ohne Selbstwechselwirkung s/, % bzw. /v, % als ma-
terielle Quellen besitzen werden. Genau zwischen diesen beiden Spinoren vermittelt aber
B*,, den Austausch. Ferner wirkt A%, zwar in der Ableitung (5.20a) direkt auf %, aller-
dings zusammen mit A?,, wodurch die Beitrdge von B*,/B%, keine Rolle spielen, denn
in (5.22d) und (5.22¢) gehen die entsprechenden Produktterme mit entgegengesetztem
Vorzeichen, ansonsten aber genau gleich ein. Deshalb treten sie in der zusammengesetz-
ten Grofe F?,, + F3,, und deren Bewegungsgleichung iiberhaupt nicht in Erscheinung.
Fiir ~ "% ist jedoch wegen des Eichpotentialterms A?,+ A3, in der eichkovarianten Ablei-
tung nur diese zusammengesetzte Grosse von Bedeutung. Die verbleibenden Zusatzterme
in £?,, und F?,, bestehen mit B%,/B?, und B®,/B®, genau aus den Austauschfeldern,
die den Austausch zwischen % und jeweils %) sowie %) vermitteln, wodurch nur Informa-
tion iibertragen wird, iiber die das Teilchen durch seine eichkovariante Ableitung ohnehin
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schon viel direkter verfiigt. )
Bedingt durch die Verwendung der Strukturkonstanten der Liealgebra gl(3,C) findet
sich das oben beschriebene Muster der Kommutatorterme auch in der eichkovarianten
Ableitung der Feldstérken (5.22) wieder. Sie lauten bei Spezialisierung von (4.45¢)-
(4.45¢) auf den Dreiteilchenfall durch Anwendung der Basis (5.6a)-(5.7f) und der
Strukturkonstanten (5.10):

DrE! = hFE o+ %Cfabmﬂvbw

— auFfW + % (CfghAgthW + CfgyAguGyW + nyhBWFhW + CfxyBquryW)
(5.23a)

D'F,, = 0"F",, + % (B*G2,,, — B¥G®,,) — % (B%G®,, — B™GS,,)  (5.23b)
DFF?, = 0" F%, = = (BYGT, = BYGY) + = (BYGR, — BYGR)  (5:230)

DMy = 9" F + = (BYGT = BYGY,) = = (BYGR = BYGR)  (5.234)
™ m

DGy = 9GPy + - CT U™V,

= 0"G", + i (CF g ASF" ,, + CF g A GV, + C% BYF 4 O B GY,,)

(5.23e)
DFGl = 0 Gl + 1 (BYG 0 = BYGR) 4 £ (A% — A™) G,
€ pap (2 3
B () | (5.23f)
DGRy = Gy = = (BYG = BYGT,) — = (A% = A7) G
B (L~ ) (5.23g)
DFGOy = 0'Gly + 1= (BTG — BYGT,) + 1 (A — A%) G5,
ie
_ EBM (.Fle ~ %) | (5.23h)
DGy = G+ = (BYGP = BYGY,,) — —— (A% = A7) G,
L+ g (F?., — F3,,) (5.231)
47 » »
DFGRy = 0GRy — 1= (BYGR, = BYGY) + 1 (A% =A%) G,
— XY (F,, — F2) (5.23)

47
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1€ ie

D'GPyy = 0@+ (BY Gy = BV G ) — = (A = A7) G
ie
47
Auch hier reduzieren sich die Ausdriicke fiir die Eichfelder trotz abelscher Eichwechsel-
wirkung durch die beibehaltenen u (34x4) \ (U (Tyxsa) Dt (Laxs) D1 (Laxs)) = v (Lynq) \
¢ (Lyxq) = b(Lyxq) C gl(3,C)-Terme nicht auf rein partielle Divergenzen, &hnlich den
Eichfeldstérken (5.22b)-(5.22¢) selber, die keine reinen Rotationsausdriicke sind. Viel-
mehr entstehen Zusatzterme aus Produkten von je einem Austauschpotential B*, und
einer Austauschfeldstirke G**3,,, die zueinander korrespondieren, da sie die Austausch-
wechselwirkung je nur eines Spinorpaares beschreiben. Es entstehen also wiederum keine
direkten Verbindungen von Eichgrofien und Austauschpotentialen; wegen der Verwen-
dung der gleichen Strukturkonstanten, die dieses schon bei den Feldstérken selber ver-
ursacht haben, zwangslaufig nicht.

Ebenso spiegelt sich der Aufbau der Austauschfeldstéirken selber in dem ihrer eichkova-
rianten Ableitungen wider. Zwar finden sich hier Produkte von passiven Potentialen und
aktiven Feldstéarken, aber zum einen treten sie bei der Behandlung von Groéfien auf, die
sich gegeniiber den Eichwechselwirkungen als verschlossen gezeigt haben, zum anderen
sind sie durch diese Produkte nur mittelbare Tréager von Informationen iiber den Aus-
tausch zweier Spinoren an einen dritten.

Wenn die Produkte von Potentialfeldern und Feldstirken® betrachtet werden, um de-
ren Koppelung untereinander zu diskutieren, ist natiirlich von nichts anderem die Rede
als von den Wechselwirkungen der Potentialfelder untereinander, denn die diskutierten
Terme treten ja als Potentialanteil der eichkovarianten Ableitung der Feldstdarken auf,
und dieser Anteil beschreibt gerade die Wechselwirkung eines Feldes mit den anderen
Konstituenten des betrachteten Systems. Neben der Frage, ob durch die Wechselwir-
kung der Potentiale untereinander die Austauschpotentiale Messungen zugénglich wer-
den, muf} die Diskussion des Wechselwirkungsanteils der eichkovarianten Ableitung der
Feldstarken mindestens ebenso dringend die Frage nach der Art der Austauschwechsel-
wirkung der Potentialfelder beantworten. In der Standardtheorie sind Austauschphéno-
mene nicht nur auf materielle Teilchen beschriankt, oder anders ausgedriickt, das ( Anti-
) Symmetrisierungspostulat ist nicht nur auf materielle Teilchen anzuwenden, sondern
umfafit ebenso Eichfelder wie das elektromagnetische bzw. die Photonen als Tréger der
elektromagnetischen Wechselwirkung. Wenn die Beschreibung der Austauschwechselwir-
kung durch die Potentialfelder der Restsymmetrie einer U (34x4) - Symmetrie, also durch
die Strukturgruppe U (34x4) Bestand haben soll, mufl die Beschreibung der Austausch-
wechselwirkung der Potentiale untereinander zwingend auf dieselbe Art erfolgen. (5.23)
zeigt aber, dafl sich das bei den Spinoren verwendete Vorgehen exakt auf die Feldstér-
ken iibertragen lisst. So koppelt z.B. B°, F',, an G®,,, wihrend das zu ihm negativ

+ —B" (F'., — F?.) (5.23k)

iz

§Zur Erinnerung: Wenn die Begriffe “Potential”, “Potentialfeld” und “Feldstirke” nicht niher bezeichnet
werden, sind durch sie immer beide Arten von Potentialen oder Feldstéirken gemeint, also Eichpo-
tentiale ( - feldstirken ) und Austauschpotentiale ( - feldstérken ).
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komplex konjugierte Feld B®, G®,, an F',, bindet, gleiches gilt fiir F?,,. Auf diese
Weise verbindet B®, weiterhin G7,, mit G®,, und G, mit G*,,, wihrend das zu ihm
negativ komplex konjugierte Feld B%, G*,, an G?,, und G°,, an G”,, bindet. Ver-
kiirzt 148t sich also sagen, daB das Potentialpaar B®,/B®, die Austauschwechselwirkung
der Feldstérkenpaare G*,,/G7,, und G%,,/G?,, vermittelt. Entsprechende, baugleiche
Produkte zwischen Potentialen und Feldstéirken sind fiir die Austauschwechselwirkung
der anderen Potentialpaare zustédndig. Wie im Fall der (massiven ) Fermionen wird die
Austauschwechselwirkung wieder paarweise vermittelt, anders als im fermionischen Fall
ist hier allerdings ein Potentialpaar fiir die Austauschbindung mehrerer Feldstéarken zu-
stdndig. So ist im angesprochen Beispiel B®,/B®, fiir die Koppelung von F*',, und F?,,,
mit G%,,/G®,, und G*,,/G",, mit G®,,/G°,, verantwortlich. DaB sich die Austausch-
potentiale bzw. die Austauschfeldstdrken trotz dieser Mehrfachfunktion der direkten
MeBbarkeit entziehen, ist im vorhergehenden Abschnitt besprochen worden.

Die zusétzliche Zustandigkeit fiir den Austausch der Feldstiarken untereinander verleiht
den Austauschpotentialen Eigensténdigkeit gegeniiber den (massiven ) fermionischen
Feldern, denn ihre Gegenwart ist nicht von der Existenz solcher massiven Teilchen abhén-
gig. Die Strome im {iibernéchsten Unterkapitel 5.1.3, sowie die Yang- Millsgleichungen
werden dieses deutlich zeigen. Zuvor soll aber noch die genaue Art, in der Austauschphé-
nomenen, d.h. der Ununterscheidbarkeit von Teilchen, in der RST Rechnung getragen
wird, an einem Beispiel erlautert werden.

5.1.2. Die Wirkungsweise der eingeschrdankten
Symmetriefreiheitsgrade

Die Wirkung auf die fermionischen Felder

Laut (5.20a) und (5.20c) vermitteln die Potentiale B®, und B®, = —B*, die Aus-
tauschwechselwirkung zwischen den Teilchen % und %). Folglich sind die zugehorigen
Generatoren die der eingeschrinkten Transformation Si3 = exp {A*3,}, des Gesamtspi-

nors W = (%, %, %)" (5.1), Bs (5.7b) und fs = B (5.7¢):

(D4><4 (D4><4 Z>A8]14><4 (D4><4 (D4><4 _iA5*]l4x4
Si3 = €xXp O4xa Oyxa O4xa = €xXpP O4xa O4xa O4xa
_iA514x4 (D4><4 (D4><4 _iA514x4 (D4><4 (D4><4

COS (|A5|) . ]l4><4 (D4><4 % SiIl (|A5|) . ]l4><4
= Ouxa Ly Ouxa . (5.24)

A% in (JAP]) - Tuxa Ousa 08 (|AP]) - Tyny

Dabei gilt A® = —A% wegen A%B5 + ASGs = — (A%Bs + A3Gs).
Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, daf§ S;3 eine Trans-
formation der Spinorfaser ist und keine der Raumzeit. Mit anderen Worten ist Sy3 (5.24)
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zwar ein Element der dreidimensionalen Darstellung der Gruppe SU(2), wirkt aber auf
die dreispinorige Faser U = (%, %), %)" (5.1) und nicht auf die Raumzeit, steht also in
keinster Weise mit der Lorentzgruppe SO(1,3) in Zusammenhang, d.h. korrespondiert
mit keinem Element ihres Drehanteils SO(3). Die Wirkung von S35 auf W ist also wirklich
als eine Drehung in der Spinorfaser um die Achse, die %) markiert, zu verstehen:

cos (A%]) - % + 4% sin (|A7]) - %
\I]/ - 813\11 = {(813)5 n“iﬂ} = o Qw . (525)
e sin (JA%]) - ' + cos (|A%]) - %

Hierbei werden nur die erste Komponente von % mit der ersten von %), also 1; mit
19, die zweite Komponente von %), 1, mit der zweiten von %, 119, usw. gemischt, die
Anordnung dieser Komponenten im Spinor wird also nicht verdndert. Dies bleibt der
Lorentzgruppe vorbehalten, und die wirkt, noch einmal ausdriicklich gesagt, hier nicht.
Mit [A®| = 2 wird ¥’ (5.25) zu

M%
v = A (5.26)
2iA° 1,

Fiir den Spezialfall eines rein imaginéren A°, A° = i©, © € R und © = %, siehe oben,
erhilt man eine SO (2) - Drehung:

D (5.27)
L

Schaltet man der Transformation Sy3 (5.24 ) eine Spiegelung S, der ersten Achse nach

—14a O 0
Soy=| 0 1uu 0 |, (5.28)
0 0 Tyxq

us

erhélt man, wiederum mit © = 7

Y
\I]/ = Sspslg\lf - 2¢ . (529)

£

In beiden Fillen vertauschen die Spinoren % und %) ihre Plitze, im ersten Fall mit dem
fermionischen Vorzeichenwechsel in einer Komponente, den man aus der Standardtheorie
gewohnt ist. Zu diesem Vorzeichen wird in Kiirze noch Einiges zu sagen sein. Zunéchst
aber ist zu bemerken, dal mit Hilfe der passiven Symmetriegeneratoren zwar ein Platz-
tausch der Wellenfunktionen % und %) verursacht werden kann, der im Spezialfall eines
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rein imaginiiren A% mit der Wirkung des Permutationsoperators in der Standardtheorie
vergleichbar ist® (d.h. Spinor 1, die Komponenten !, 42, 13 1* von ¥, befinden sich
jetzt im Zustand %), wihrend Spinor 3, die Spinorkomponenten ?, 1% !t 2 von
U, jetzt der Zustand %)’ zugeordnet ist ), die Ahnlichkeit beider Theorien nach diesem
Vergleich allerdings schon ihr Ende finden mufl. Denn in der Standardtheorie wird der
Gleichberechtigung aller Zustandsvektoren eines Systems, die durch Permutation ent-
stehen, durch das ( Anti- ) Symmetrisierungspostulat Rechnung getragen, mithin durch
die Bildung einer normierten Linearkombination aller gleichberechtigten Zustandsvekto-
ren. Im Gegensatz dazu wird in der RST entweder der Gesamtspinor ¥ des Systems
verwendet oder der Gesamtspinor W' = exp {A*/3,} ¥, aber nie beide gleichzeitig in ei-
ner Linearkombination oder d&hnlichem. Dieser Unterschied beruht auf der Verwendung
des Faserbiindelformalismus zur Beschreibung von Austauschphinomenen, dessen tiefe-
rer Sinn es ja gerade ist, alle Faserspinoren ( - vektoren ), die durch die Wirkung einer
Eichgruppe aufeinander abgebildet werden konnen, als dquivalent zur Beschreibung eines
Systems zu klassifizieren, weshalb es egal ist, welchen Repréasentanten genau man aus die-
ser Aquivalenzklasse auswihlt. Wegen der Invarianz der Beschreibung des Systems unter
der Symmetriegruppe geniigt es, mit einem der vielen gleichberechtigten Systemspino-
ren zu arbeiten, was sich die RST fiir die Beantwortung der Frage nach dem “richtigen”
Systemspinor eines Systems mit ununterscheidbaren Teilchen zunutze macht, in dem
sie U (IN4><4) \E (]N4><4)—, hier U ($4><4) \ (U (]14><4) x U (]].4><4) x U (]].4><4)) -, éiquivalente
Spinoren verwendet. Die Auswirkungen auf die Mefwerte, die im Falle eines Systems
identischer Teilchen aus der Nichteindeutigkeit des Zustandsvektors entstehen, werden
durch die notwendigerweise in der eichkovarianten Ableitung (5.20) und (5.23) auftre-
tenden Potentiale B, in die Theorie eingebracht, sowie durch die aus ihnen bestehenden
Feldstarken (5.22). Thren tatséchlichen EinfluB} auf die meibaren Grofien zeigt z.B. ihre
Anwesenheit im Energie - Impulstensor; siehe (4.76 ) und weiter unten in 7,,, (5.80) fir
den Dreiteilchenfall.

Im Vergleich dazu sind in der Standardtheorie die Meflergebnisse eben nicht unabhéngig
von der Wahl der als gleichberechtigt eingestuften Zustandsvektoren, was zur Verwen-
dung der bekannten bosonischen oder fermionischen Linearkombinationen dieser Vek-
toren zur Losung des Auswahlproblems fiithrt. Durch die Bildung des Skalarproduktes
dieses summierten Zustandsvektors entstehen dann die bekannten Auswirkungen auf die
Vorhersage von Meflergebnissen.

Interessanterweise vertauschen hier gerade die grundlegenden Strukturen beider Theori-
en zur Beschreibung von Vielteilchensystemen. Wahrend die RST eine Summenstruktur
zur Benennung dessen, was fiir ein Teilchen an Freiheitsgraden zur Verfiigung stehen
soll, aufweist (siche die Struktur ihrer Lorentzgruppe) und fiir den Aquivalenzbegriff
der gleichberechtigten Zustandsvektoren auf eine Quotientenbildung zuriickgreift, wird

$Dieser, ohnehin oberfliichliche Vergleich kann auch wirklich nur fiir den angegebenen Spezialfall von
S13 durchgefithrt werden; die Koeffizienten im allgemeinen Fall (5.26) sind den Permutationen
génzlich fremd.
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der Teilchenbegriff in der Standardtheorie durch eine Produktstruktur geprégt und der
mafgebliche Zustandsvektor durch eine Summation gebildet.

Betrachtet man alleine die Transformationen des Zustandsspinors ¥ mitsamt der Invari-
anz der Theorie unter diesen Transformationen, gibt es keinen Grund die Transformation
als ortsunabhéngige Phasentransformationen mit AY # AY (z) zu wéhlen, solange nur
die Eichgruppe E (IN4yx4) C U (INyx4), die die Wechselwirkungen beschreibt, nicht mit
der Austauschgruppe U (INyu4) \ E (IN4yyq) vermengt wird, damit Wechselwirkung und
Austausch zwei voneinander getrennte Phénomene bleiben. Formal gefafit soll demnach
entweder

S=exp{Aas} exp{A"B,} , (5.30)

oder

S =exp{A“B,} -exp {Aas} | (5.31)

gelten. Auf die genaue Umsetzung dieser Forderung durch die Einschrankung der Koef-
fizienten der nicht kommutierenden Generatoren aus {v, } mittels der Baker - Campbell -
Hausdorffrelation wird im Kapitel 5.1.5 iiber die Normierung der Stréme genau einge-
gangen.

Die obige Festlegung von |A®| = Z hat mit den Bedingungen (5.30) und (5.31) nichts
zu tun. Sie kann zum jetzigen Zeitpunkt eher als Wahl fiir die Herausarbeitung eines
sehr griffigen Beispiels verstanden werden, das sich besonders gut fiir den gegeniiber-
stellenden und letztlich abgrenzenden Vergleich mit der Standardtheorie eignet. Ohne
weitere Bedingungen wéren alle anderen Werte fiir AY im Rahmen der RST ebensogut
moglich. Allerdings erzwingt die Forderung nach strenger Trennung zwischen Wechsel-
wirkung und Austausch noch eine Beschriankung der Werte, die die AY (x) annehmen
diirfen. So lassen die Transformationen der Feldstdrken V¢ ,,, die mit Transformationen
in der Spinorfaser notwendig einhergehen, die geforderte Trennung nicht fiir alle Werte
der AY (z) zu. Im vorliegenden Fall mufl ihre Wertebereich z.B. durch [AY (z)| = nF auf
Kreise in der komplexen Ebene beschrankt werden, wie der Abschnitt {iber die Wir-
kungsweise der Austauschpotentiale auf die Feldstiarken in Teilkapitel 5.1.2 zeigen wird.
Selbst die dort angestellten Betrachtungen dringen noch nicht ganz bis zu den Wurzeln
der Beschriankung der Restsymmetrien vor. Diese konnen erst im Kapitel 5.1.5 iiber die
Normierung der Strome gezeigt werden. Die vorherigen Betrachtungen sind dann ganz
klar Folgen der Ergebnisse dieses Kapitels. Sie werden nur deshalb vorgezogen, um die
Bezeichung der Restsymmetrie als Austauschsymmetrie zumindest plausibel zu machen
und dadurch weitere sprachliche Verrenkungen bei der Bezeichnung der Generatoren [3,,
ihrer Symmetrien, Potentiale, Feldstéirken etc. zu verhindern.
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Der Zusammenhang von Teilchenspin und Teilchenbegriff der RST mit der
Lorentzgruppe

Auf dem Hintergrund des Faserbiindelformalismus zeigt sich auch die Unabhéngigkeit
des fermionischen Charakters der Teilchen von der Art der Austauschtransformationen,
ob also eine Drehung der Art (5.25) mit oder ohne Spiegelung wie z. B. (5.28) ausge-
fithrt wird. Denn solange der Formalismus unter solchen Spiegelungen invariant bleibt,
konnen die damit aus einem Referenzspinor W erzeugten Spinoren W’ als Mitglieder der
Menge der zum Zweck der Beschreibung des Systems dquivalenten Spinoren angesehen
werden. Das Minuszeichen, das (5.27) von (5.29 ) unterscheidet ( gezeigt im Spezialfall
einer SO (24x4)- Drehung ), ist also in Bezug auf den Spin des Teilchens nicht aussa-
gekréftig. Es erscheint im vorliegenden Zusammenhang nur sehr natiirlich und damit
“richtiger” als das Pluszeichen in (5.29), da es sich im Rahmen einer Transformation
ergibt, die kontinuierlich aus der Einheitsmatrix hervorgeht, und zudem im Moment ge-
rade ein spinorielles System betrachtet wird. Diese “natiirliche Richtigkeit” verschwindet
aber sofort, wenn man bedenkt, dafl ein System aus drei Bosonen, also z.B. aus drei
Klein - Gordonteilchen, bis auf die Vereinfachung 14,4 — 1 den selben Potentialanteil
wie das vorliegende System dreier Spinoren besitzt, und fiir solche Systeme erscheint das
dort analog zu (5.26) auftretende Minuszeichen als “falsch”. Hieraus jetzt zu folgern,
fermionische System sollten in ihrem Austauschtransformationen nur auf ungespiegelte
beschrénkt werden, und die bosonischen miissten zwingend immer zusammen mit ei-
ner Spiegelung ausgefiihrt werden, 16st das Problem der ungewohnten Freiheit bei der
Vorzeichenwahl der zueinander dquivalenten Systemspinoren aber keinesfalls. Denn die
Transformation, die in der Faser der massiven Felder ausgefiihrt wird, ibertragt sich mit-
tels der adjungierten Darstellung dieser Transformation direkt in den Potentialanteil des
Systems, der sowohl bei massiven fermionischen als auch bei massiven bosonischen Teil-
chen bosonisch ist. Mit der zwangsweise eingefiihrten Spiegelung liefe sich folglich zwar
der massive Teil eines bosonischen Systems in die gewohnte Handhabung der Vorzeichen
einfiigen, im ebenso bosonischen Potentialanteil trite dann aber ein Vorzeichenwechsel
einiger Felder auf, der wiederum “unbosonisch” erscheint. Der iibernéchste Abschnitt
iiber die Wirkung der Austauschtransformation auf die Feldstérken wird dieses zeigen.

Die Festlegung des Spins eines Teilchens bleibt demnach der Lorentzgruppe vorbehalten,
also wie sich ein n- Tupel des Gesamttupels des Systems unter der Lorentztransforma-
tion transformiert. Die Lorentzgruppe fiir das Gesamttupel weist dabei eine Blockdia-
gonalstruktur auf, die das Aufsuchen einer Whitneysummenstruktur als Referenzpunkt
der Theorie widerspiegelt: Zu diesem Sachverhalt sei auf die entsprechenden Stellen in
den vorhergehenden Kapiteln verwiesen. Die Aufteilung, die in (5.1) und (5.2) statt-
findet, ist ein Beispiel dafiir wie aus einem 12-Tupel ein System von drei Fermionen
herausgepréigt wird, indem die Lorentzgruppe des 12-Tupels eine Blockdiagonalstruk-
tur einnimmt, bei der jeder Block der Lorentztransformation eines einzelnen Spinors
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entspricht. Jede dieser Transformationen besitzt den bekannten Generator

7
O = 3 Vs V] (5.32)

der durch die Bildung der direkten Summe

Ouv Osxs Ouxa
ZMV - UUV @ O‘MV @ O’MV - ®4><4 O-/J,l/ ®4><4 9 (533)
Ouxs Ousxa o

den blockdiagonalen Generator der folglich ebenso blockdiagonalen Lorentzgruppe fiir

das 12-Tupel (5.1) ergibt, die ihm die Struktur dreier fermionischer 4 - Tupel, mithin

die dreier fermionischer Teilchen gibt.

Verwendet man die direkte Summe der 7, aus (2.51 ) mit N = 3 kann ¥, auch folgen-

dermaflen angegeben werden: .
i

w = )

5 [T, . (5.34)

Die dem Formalismus hinsichtlich des Teilchenbegriffes sein Gesicht gebende Whitney-
summe, wodurch er im Gegensatz zur Standardtheorie steht, wird im Generator X,
sowohl in seiner Form (5.33) als auch in den I',’s in (5.33) deutlich sichtbar. Genau
diese Form des Generators fiir die Lorentzgruppe eines 12 - Tupels ergibt sich, wenn das
Whitneysummenbiindel aus drei einzelnen Spinorbiindeln mit je einem Spinor als Faser
iiber der Raumzeit gebildet wird. Bei diesem Vorgang wird das Biindel allerdings aus
bestehenden Spinoren, d.h. Teilchen mit einer vorgefertigten Charakteristik, gebildet,
wahrend sich (5.33) als eine Moglichkeit einer blockdiagonalen Lorentzgruppe fiir ein
12-Tupel versteht, die aus einer hoheren Darstellung der Lorentzgruppe durch deren
Beschrinkung entsteht. Eine andere Ausgestaltung wére z.B.

Oy O4x4 O4xa
O4x4 Ouv O4xa4 )
(D4><4 (D4><4 9ua9vs — Jow 98u

wodurch dann die letzten vier Komponenten eines 12 - Tupels als die Komponenten eines
Spin-1-Feldes, wie z.B. U,,, festgelegt werden. Es wiirde dadurch ein System aus zwei
Fermionen und einem Boson entstehen. Die RST zieht also ihren Teilchenbergriff daraus,
daBl sie die Blockdiagonalstruktur ihrer Lorentztransformation fiir ein allgemeines IV -
Tupel von Komponenten, das in einem zugehorigen ( Vektor- ) Faserbiindel definiert ist,
auch als die Lorentztransformation ausdriicken kann, die sich bei der Bildung der Whit-
neysumme von Faserbiindeln mit entsprechenden Einzelfasern ergibt. “Entsprechende
Einzelfasern” meint dabei jeweils Vektor - und Spinorfasern, welche aus den Abschnitten
des Gesamttupels bestehen, die von einem Block der ( blockdiagonalen ) Lorentzgruppe
transformiert werden. Allerdings ist diese reine Summenbildung aus Einzelbiindeln in ih-
rer ( Eich- ) Potentialstruktur drmer als der RST - Formalismus, denn die Struktur eines
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Whitneysummenbiindels {ibertréagt sich nur bedingt in den Potentialanteil der RST, im
Gegensatz zu den Eichpotentialanteilen der “echten” Whitneysummenbiindel, die zur ver-
gleichenden Ausbildung des Teilchenbegriffes herangezogen werden. Fiir das Beispiel des
dreispinorigen Systems bedeutet dies, eben aufgrund der Zusammenfassung von je vier
Komponenten des 12 - Tupels zu je einem Fermion durch die Lorentzgruppe mit den Ge-
neratoren ( 5.33 ), die Reduzierung der U(12) auf die U (34x4), die dann noch in Eich - und
Austauschanteile E (34x4) = (U (Lyxa) X U (14xq) X U (14x4)) und U (B4x4) \ E (B4x4)
zerlegt wird. Damit ist aber der Potentialanteil der RST noch deutlich verschieden vom
reinen (U (14x4) X U (14x4) X U (14x4)) - Potential eines Summenbiindels bestehend aus
drei Spinoren mit jeweiliger U(1)-Symmetrie. Die Lorentzgruppe verursacht demge-
méaf die Reduzierung der Dimension des Potentialanteils auf die Anzahl der Teilchen,
die sie herausprigt, aber nicht die Reduzierung des Potentialanteils auf den eines reinen
Summenbiindels. Diese zusétzliche Struktur, die die Yang- Millsform der RST besitzt,
ist ja gerade der markante Unterschied zur Standardtheorie, der in dieser Arbeit, und
besonders in diesem Kapitel, ausfiihrlich diskutiert wird.

Wenn im vorangehenden Abschnitt von verschiedenen Varianten der Blockdiagonalstruk-
tur der Lorentzgruppe eines N - Tupels die Rede ist, schwingt dabei natiirlich im Hinter-
grund die Vorstellung mit, dal das NV - Tupel eigentlich eine héherdimensionale Lorentz-
gruppe besitzt, die alle Komponenten dieses Tupels miteinander in Beziehung setzt, und
daf} diese urspriingliche Symmetrie sich durch einen dynamischen Prozef§ vermindert,
wobei eine der verschiedenen méglichen Blockdiagonalstrukturen am Ende steht. Eine
solche Dynamik existiert allerdings noch nicht. Sie gehort mit zum Problemkreis der
fiir die RST noch zu entwickelnden Teilchenerzeugung und - vernichtung und somit zu
den offenen Fragen, die mit den méglichen Erweiterungen des Formalismus in Beziehung
stehen. Zu dieser Kategorie zdhlt auch der Inhalt des ndchsten Abschnittes, der noch-
mals die Frage nach dem Spincharakter der Teilchen in der RST und etwaig auftretenden
Vorzeichen aufgreift.

Abschlieflend soll noch angemerkt werden, daf sich die Frage nach dem Zusammenhang
zwischen der Darstellung der Lorentzgruppe und dem Charakter der Teilchen wahr-
scheinlich besser mit der in Kapitel 2 prasentierten relativistischen Schrodingergleichung
kldren lafit. Dort ergibt im Unterkapitel 2.1 die Kontraktion der RSG (2.55a ) mit I'* die
Diracgleichungen (2.57a), zusammengefafit in (2.56a ), die den Spin der Teilchen fest-
legt. I'* bzw. die v* sind aber gerade Teil des Generators (5.33) bzw. (5.32) der spinori-
ellen Darstellung der Lorentzgruppe, auch weil sie in der ( den ) Diracgleichung(en ) auf-
treten. Die RSG (2.55a) hingegen ist eine sehr allgemeine Differentialgleichung erster
Ordnung, die als Bewegungsgleichung hinter allen Bewegungsgleichungen fiir Felder ste-
hen soll. Man sieht an diesem Vorgang, bei dem aus einem allgemeinen 4N - Tupel und
seiner Bewegungsgleichung durch Kontraktion mit dem fiir Spinoren charakteristischen
Operator I'* N Gleichungen fiir Spinoren entstehen, deutlicher als oben die Herausar-
beitung der Teilchenzahl und vor allem -art aus einem sehr allgemeinen Objekt durch
einen entsprechenden Operator. Was den Formalismus aus Kapitel 2 fiir die Frage nach
einer dynamischen Entwicklung der charakteristischen Operatoren des Systems beson-
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ders interessant macht, ist die Dynamik des Hamiltonoperators H,, in die z.B. I'* in
(2.59) engstens eingebunden ist, dort sogar durch den Generator der Lorentzgruppe
Y# . Die Ausarbeitung der verschiedenen Formen von (2.59) fiir verschiedene Darstel-
lungen der Lorentztransformationen und ihre Riickwirkung auf die RSG kann durchaus
als die RST - Realisierung der Wignerschen Idee angesehen werden, daf die in der Natur
auftretenden Teilchen den Realisierungen der Lorentzgruppe entsprechen.

Die Wirkung auf die Feldstdrken

Die adjungierte Darstellung der Generatoren (35 und (g lauten:

00 0 0O0O0O0O 40
00 0 0O0O0OO0O OO0
00 0 0O0O0O0 -0
00 0 0O0O0OO0O 0O
v¥=14di0 - 0000 0 (5.35a)
00 0 0O0O0OO0O 0O
00 0 0O0<¢0 00O
00 0 0O0O0OO0O 0O
00 0 — 0O0O0 00
0000 — 0 00O
0000 OO0 O0O0O
0000 20 0O00O0
0000 OO0 0O ¢
V3 = 0000 00 0O0°O (5.35b)
0000 00— 00
0000 OO0 O0O0O
— 0 ¢ 0 00 000
0000 0O O0O0O
Daraus ergibt sich die adjungierte Darstellung der Transformation Sy3 (5.24)
S = exp {A5U§d + A%gd} : (5.36)
bei der, aus denselben Griinden wie bei (5.24), wieder A® = —A%* gilt. Die einzelnen

Elemente dieser etwas raumgreifenden Matrix kénnen unten aus den transformierten
F1 w und G*,, herausgelesen werden.

Als Transformation, die aus der allgemeinen U (INyy4) - Struktur der RST folgt, die wie-
derum in den Faserbiindelformalismus einzuordnen ist, der einen Rahmen fiir die Freiheit
der Darstellung einer Theorie gewéhrt, transformiert (5.36 ) ausschliefilich die Liealge-
bra u (34x4), ohne dafl diese Transformation auf die Lorentzgruppe zuriickzufiithren wé-
re. Gleiches gilt ja schon fiir ihr Gegenstiick (5.24 ) in der Spinorfaser. Und auch wenn
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die Achsen, um die jetzt gedreht wird, abstrakter als die der Raumzeit sind, tragen
die Drehungen ihre Bezeichnung als Mitglieder der SO (2444) zu Recht, da beide das
Skalarprodukt in ihren jeweiligen Wirkungsrdaumen invariant lassen, ihrem Status als
Mitglieder der U (34x4) - Faserbiindelstruktur ihrer Theorie entsprechend. So bleibt K,
(5.11) unter (5.36) invariant; ebenso 1™, (5.5) unter (5.24). Der zweite Fall ist wegen
der Gleichheit von I, und 0",144 etwas langweilig. Im Kapitel 5.2 wird I, dann aber
Formen besitzen, die den Zusammenhang zwischen dieser Metrik und den Austausch-
transformationen deutlich interessanter werden lassen.

Anders als (5.24) transformiert (5.36 ) nicht nur zwei Komponenten des Vektors

VW ={Ve,} = ( F' F2 B2, G GP L G G LGB GE L )T, sondern bis
auf 2, alle:

FY. = F'co8” (|A°]) + F2,, sin® (|A]) + (A°GPL + APGP L) —— |A5| sin (2|A%))
(5.37a)
F¥,, = F'ysin? (|A%]) + F2,, cos® (|A°]) — (A G, + A°GE,,) ﬁ sin (2]A%))
(5.37b)
S A D
G = Gy cos (|A7]) + G, 2 sin (7)) (5.370)

W

. 5* 2
G” = (N°F', + A7 F?,)) ——sin (2|A°]) + G, cos® (|A°]) + G2, (A—) sin® (|A%))

|A5I |AS]
(5.37d)
6/ 6 5 7 ZAE’ 5
G” . = G°,y cos (‘A }) +G W\Af’\ sm }A } (5.37e)
5%
w@:@m%MMWDﬂﬁwwmw (5.3
A5\ 2

6% = (NP A F%,0) 1 sin (2 7)) 4 G (\f\\—a) sin? (|A%]) + GP,, cos? (|A7])
(5.37g)

G, = G4W|Zj\\—5| sin (|A%]) 4 G, cos (|A%]) - (5.37h)

Diese hohe Anzahl an Transformationen, die mit der einfachen Drehung (5.24) bzw.
(5.25) zusammenhéngen, mag zunéchst iiberraschend wirken, ist bei genauerer Betrach-
tung aber tatséichlich notwendig. Denn im Gefolge der eichkovarianten Ableitungen der
Feldstéirken (5.23) ist schon darauf eingegangen worden, da§ die Felder B®, und B®,, als
Koeffizienten der adjungierten Darstellungen 324 und £3¢ von 3° und 3%, angewandt in
der Liealgebra ut (34x4) C gl(34x4), nicht nur F*,, und F?,, an die Austauschfeldstirken
G®,,/G® ., koppeln, sondern auch G*,,/G",, an G%,,/G?,,. Es sind genau diese Kop-
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pelungen, die in (5.37) wiedergegeben sind. Dabei erklért die indirekte Verbindung der
Eichfeldstérke F*',, an F?,, iiber den Umweg der Anbindung an die Austauschfeldstér-
ken G°,,/G®,,,, siehe (5.23b ) und (5.23d ), die Vermischung aller dieser vier Komponen-
ten miteinander. Eben diese Vermischung von Eichfeldstéirken und Austauschfeldstirken,
die nicht auftreten soll, erzwingt die oben angesprochene Festlegung von |A5| auf den
Wert 7, bei dem, wegen sinm = 08, die Eichfeldstirken und die Austauschfeldstirken
gerade jeweils unter sich bleiben. ( Eine Eichwechselwirkung, die neben den Generatoren
a1, ag und ag auch (5 und f[g mit einschliefen wiirde, unterlége dieser Einschriankung
nicht. )

Weiterhin zeigt die spinorielle Transformation einen einfachen Grund, warum die Aus-
tauschfeldstirken G*,,, G”,,, G%,, und G, mittransformiert werden miissen: Sie ver-
mitteln den Austausch zwischen dem zweiten Platz im Gesamtspinor ¥ mit den Plitzen
eins und drei, an denen jetzt Mischungen %)’ und %)’ der urspriinglichen Platzinhaber %)
und %) stehen. Diesem Sachverhalt hat die zugehorige Austauschwechselwirkung Rech-

nung zu tragen.
Mit [A®| = % wird (5.37) zu:

FY,=F, (5.38a)
F L, = Fy, (5.38Db)
G, = %A&Gg,w (5.38¢)
G, = <2Z?S>QG8W (5.38d)
GY,, = %TAE’*GQ,, (5.38¢)
G" = 2@'71\5@6“” (5.38f)
G — (%f*)zem (5.38g)
G”,., = %MG4HV : (5.38h)

Passend zum Platzwechsel %) — y%, B — %% der Spinoren in (5.26) finden
demnach im Anteil der Austauschfeldstirken die zugehorigen Platzwechsel statt. Im
Spezialfall A° = i©, © € R und © = 5 gehen die aus Spin- 1- Feldern bestehenden G°,,
und G9W in G” w und GY w Mit einem Vorzeichenwechsel iiber, der “unbosonisch” er-
scheint. Die Zuordnung der Potentiale in den G*,,, zu den Feldern mit Spin 1 geschieht,

$Der Wert ‘A5| = 0 fiihrt zur identischen Transformation in beiden Riumen, Si3 = 0", - Lax4
und S = lgyg, wihrend fiir ‘A5| = 7 S13 = diag{—Tyxa, Laxs, —Laxs} und S =
diag {1,1,1,-1,1,—1,—1,1,—1} entstehen, also im wesentlichen wieder die Einheitstransformatio-
nen.
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in Analogie zur frither erfolgten Zuordnung der Spinoren zu den Spin - % - Feldern, durch
die Darstellung, die die Lorentzgruppe bei der Wirkung auf die Potentiale besitzt.
Dieses ist das im Vergleich zur Standardtheorie merkwiirdige Vorzeichenverhalten des
Potentialanteils der RST unter Austauschtransformationen, das bei der Diskussion der
Austauschtransformationen in der Spinorfaser angekiindigt wurde. Da aber das Ver-
stédndnis des Teilchenaustausches in der RST deutlich von dem der Standardtheorie ver-
schieden ist, was deutlich an der Mathematik zu ersehen ist, die zu seiner Beschreibung
verwendet wird, wobei die bereits oben zu diesem Punkt durchgefiihrte ausfiihrliche Dis-
kussion auch hier greift, wenn das Spinorbiindel durch die Liealgebra ersetzt wird, ist
der Wechsel der Vorzeichen mitnichten merkwiirdig oder gar falsch, sondern bezogen auf
den verwendeten Formalismus sogar zwingend notwendig. Der Ubergang von D, in
— D, wire ohne die Vorzeichenwechsel in (5.38¢) und (5.38f) gar nicht moglich; siehe
(5.20a) und (5.20c¢).

Auch durch die adjungierte Darstellung der Spiegelung (5.28 ), die zusammen mit ( 5.24)
fiir den Spezialfall eines rein imagindren A® zu (5.29) fiihrt, ergibt keine Transforma-
tion mit “gewohnten” Vorzeichen, denn die adjungierte Darstellung von Sg, - S13 ergibt
(wieder unter der Voraussetzung A® = i©)

FY,=F, (5.39a)
Y, =F,, (5.39b)
GY.=-G., (5.39¢)
G, =-G*,, (5.39d)
GY,., =-G",, (5.39)
G",.,=-G%, (5.39f)
G =—G (5.39g)
G, =G . (5.39h)

Zudem tritt bei dieser Transformation ein “unfermionisches” Vorzeichen in der Spinor-
faser auf. Die Vorzeichenfrage ist aber gar keine; sie ist vielmehr nur das sichtbarste
Zeichen dafiir, wie unterschiedlich die RST und die Standardtheorie den Vorgang des
Austausches behandeln. Um genau diesen, letztendlich in der verwendeten Mathematik
wurzelnden Unterschied herauszuarbeiten, werden die in der RST eigentlich véllig un-
problematischen bosonischen Vorzeichenwechsel so ausfiihrlich behandelt.

Wie schon erwéahnt, ist der hier angegebene Grund fiir die Beschrankung der A?, fiir die
A® als stellvertretendes Beispiel dient, plausibel, aber noch nicht die tiefere Begriindung
fiir die Einschrankungen der Restsymmetrie U (34x4) \ (U (14x4) X U (Laxs) X U (14x4)),
die bei der Normierung der Strome angegeben wird. Die Wirkung und Beschrankung
wird deshalb bereits vor der Normierung besprochen, um die bereits haufig verwende-
ten Termini “Austauschsymmetrie”, “Austauschtransformation”, usw., deren Verwendung
sprachliche Verrenkungen bei der Bezeichnung der Nicht - Eichsymmetrien verhindert,
wie z.B die unterschiedliche Benennung dieser Symmetrien vor und nach dem Kapitel

147



5. Systeme dreier Fermionen

iiber die Normierungen, sinngeméf} verstandlich zu machen.

5.1.3. Die Strome

Die Strome mit kontravarianter Stellung des Faserindexes a lassen sich mit (5.4), (5.5)
und (5.17) aus (4.53) gewinnen. Alternativ konnen mit (5.6) und (5.7) aus (4.47)
auch erst die Strome mit kovarianter Stellung von a formuliert werden, um dann mit
(5.12) durch j¢, = K%j,, die kontravariante Version zu erhalten. Das Ergebnis fiir die
den FEichgeneratoren o (5.17a)-(5.17¢) zugeordneten Eichstréme j/, ist beide Male:

ity = i (K" 4+ K)oy, "+ (K" + K%) ghy, 2 + (K'Y + K'2) g07,%)
1e e

(BGR, — BYGR) — = (BYGY — BYGY) (5.400)
K, = g (K" + K)oy, "+ (K" + K%Y by, 2 + (KM + K') gby,%)  (5.40b)
U= (BYGY, = BYG,,) — — (BYGYy, — BYGF,,) (5.40¢)

= — COm(BYGE,,) + m (BYGY,,)

4
= 4(wﬂ+K%w%w+w@+K%w%%+w@+K%w%m
— E (B*G" — B™G* ) + (BG“G"W B™GC,,) (5.40d)
K, = = (K24 K2) 1y, 0+ (K + K) 205, % + (K + K2) 67,%)  (5.40¢)
2, = — % (B*G7,, — B™"G",) + E © (BHG,, — BYGS,,) (5.40f)
- (B ) - L (B

j31/ _ % ((K32 + K33) 1@,%/ 1,¢ + (K31 + K33) ZE’YVZ@D + (K31 + K32) 3,{7_D,}/V3w)
e e
+ - (B*G",,, — B™"G",,) — y (B*#G®,, — B*G®,,) (5.40g)
]{?3,, — E ((K32 4 K33) I@fyy 1w + (K31 4 K33) ﬂ_pf}/yzw + (K31 4 K32) S{L_pf%/?’qﬁ) (540h)
I’ = i—e (B*G",,, — B™"G",,) — i—i (B*G®,, — B*G®,,) (5.401)
- _ E‘Jm (B4“G7W) 4 ijm (B5,uG8wj)
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Zu den Generatoren der Restsymmetrie ( Austauschgeneratoren) (5.17d)-(5.171) ge-
héren die Strome der Restsymmetrie ( Austauschstrome ) j%,:

=4 T W+ = (BYG = BYG) + 1 (A% = AY) &,
47TB4“ (Fz;w - F3,uz/) (541&)
- EK” Wy, % = —k™, (5.41b)
l4 _ ie BSMGQ BQ;LGS ie A2,u A3,u G4 ie B4u F2 F3
= (BYG — BYG) 1 (A A) Gl — B (P~ )
(5.41c)
j5 — iK58 1@7 3,¢ _ E (B'YMGQ o BQMG’? ) _ E (Alu _ A?’M) GS
Y A . 47 m OV ¢ w
B (F — Fu) (5.41d)
e —
K, = — EK% 1y, = k%, (5.41e)
l5 — E (B'YMGQ o BQMG’? ) _ E (Alu _ A?’M) GS + i_eBSM (Fl _ F3 )
Y 4dr w - dm Y s - -
(5.41f)
6 iKGQ E lw 4 E (B'YMGS . BSMG’? ) 4 Z_€ (Alu . A2u) G6
J v = 4 WY Ar pv 77 A o
47TB6H (Fluv - F2W) (5.41g)
kS, = — EKGQ 2@’)/“ lw = —k>, (5.41h)
lG = 4 E (B7,uG8 . B8;LG7 ) 4 E (Al,u . A2,u) G6 - 'é_eBGu (Fl - F2 )
Y 4 " " 4 Y W "
(5.41i)
i, = %ijw 3 + (B5“G6W B6“G5W) _ % (A2“ _ A3“) G7/w
+ BT (F?, - Fi”w) (5.41)
K, = 46 K™ 3y, % = —k*, (5.41K)
e e
0=+ e ©(B*GE,., — B%GP,,) - o (AT = A G+ BT (P = FP)
= -, (5.411)
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j8u — iK85 SQ_D’YM 1,¢ _ % (B4MG6;W . BGMG4MV) + % (Alu _ A3u) G8/W

4 »
- %B&L (Fl,uz/ - F3,uz/) (5411’[1)
kS, = fKSS Dy = —k, (5.41n)
7I
ZS - _ E (B4;LG6 - B6,uG4 ) 4 E (Alu - A3u) G8 . i_eBS,u (Fl . F3 )
v 4 v H 4 M A m H
= -1, (5.410)

4 e — e e
]QV — K% 1¢'7u2¢ + E (B4MG5;W _ BSMG4MV) _ E (Alu _ A2M) Gg;w

dm
€

+ BV (Fl, — F2) (5.41p)

€ I *
K, = EK% Wy R =~k (5.41q)
l9 _ _|_i_6(B4uG5 —BSMG4 )_i_€(Alu_A2u) GQ _‘_i_eBQM (Fl _F2 )

Y 4n " " 4m 4 " w
= —1%, (5.41r)

Die Aufteilung in einen Materieanteil k%, und einen Potentialanteil [?, folgt sowohl
in (5.40) als auch (5.41) dem in die kontravariante Schreibweise iibertragenen Muster
(4.48).

5.1.4. Die Bewegungsgleichungen

Mit den eichkovarianten Ableitungen der Spinoren (5.20) und der Feldstérken (5.23),
den Feldstérken selber (5.22 ) sowie den Stromen (5.40 ) und (5.41) sind alle Bestandtei-
le des allgemeinen Formalismus aus Kapitel 4 auf den Dreiteilchenfall mit elektromagne-
tischer Wechselwirkung spezialisiert worden, die notwendig sind, um die Bewegungsglei-
chungen der beteiligten Felder und Potentiale fiir diesen Fall angeben zu koénnen; zuerst
die Diracgleichungen der Spinoren, dann die Yang- Millsgleichungen der Potentiale.

Die Bewegungsgleichungen der Spinoren

Aus (4.64) ergeben sich mit der Matrix M - 112412 (5.3) der drei gleichen Spinormassen
und den eichkovarianten Ableitungen der Spinoren (5.20a), (5.20b) und (5.20c) die
folgenden drei Diracgleichungen, je eine fiir jeden der drei Spinoren (5.2a), (5.2b) und
(5.2¢):
w(a 1¢—i—e(A2 +A3)1¢—i—636 %+i—638 3¢)+z’M1¢:0 (5.42a)
K AT K K A *H A '

e e e ,
e (au 2 — yo (A", + A%) % — EB% W+ EB% lw) +iM %) =0 (5.42b)
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1€ 1€ e .
AH (au R — yo (A", 4+ A%) % — EBE’M W+ EBQ Zw) +iM3%=0. (5.42c¢)

Abgesehen von den offensichtlichen Koppelungen dieser Gleichungen durch das Auftre-
ten aller drei Spinoren an den Potentialtermen ist die rdumliche und zeitliche Entwick-
lung eines Spinors auch indirekt an die beiden anderen gebunden, da diese auch in den
Quellen der Feldstiarkegleichungen des nichsten Abschnittes erscheinen.

Die “Langformen” der eichkovarianten Ableitungen, wie sie in den Klammern in (5.42)
stehen, wird bei der Bestimmung der Normierung niitzlich sein.

Die Bewegungsgleichungen der Potentiale

Aus (4.68), deren rechte Seiten die Strome j¢, sind, folgen mit der in (4.43a)- (4.44c)
angegebenen Aufteilung {U°,} = {A7,} U{B*,} — {V°.,} = {F7 .} U{G".}, wobei
jetzt a = 1,...,9, f =1,2,3 und = = 4,...,9 gilt, unter Verwendung von (5.40) das
Set der Yang- Millsgleichungen fiir die £/, (5.22¢), (5.22d) und (5.22¢)

O e A (5.43a)
O e (5.43b)
OF3,, = -k, -1, (5.43c)

sowie durch Verwendung von (5.41) dasjenige fiir die G*,,, (5.22g)-(5.221)

MG, = -k =14, (5.44a)
MG = =k =1, (5.44b)
MG = — K = 1%, (5.44c)
MG = — kK, =17, (5.44d)
MG, = — K, — 18, (5.44e)
oGP, = -k, -0,. (5.44f)

Die Potential/Feldstérkeanteile [*, der Strome j%, = k%, + (%, sind in beiden Fillen
gleich den Kommutatortermen der eichkovarianten Ableitungen, vergleiche (5.23).
Auch hier erméglicht die “Langform” der Bewegungsgleichungen mit ausgeschriebenen
eichkovarianten Ableitungen einen besseren Einblick in die Normierung der Strome.

5.1.5. Die Normierung der Strome und das Teilchenbild der RST

Durch die Art, wie die Strome normiert werden, wird viel {iber das Teilchenbild der RST
und das Versténdnis der Wechselwirkungen ausgesagt. Genau genommen werden erst
durch die Festlegung der Normierung viele Aspekte des Teilchenbildes der RST scharf
gefalt, und damit der Teilchenbegriff wirklich gefestigt, sowie sein Geltungsbereich fest-
gelegt.
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Dieser demnach iiber die Festlegung von Kopplungskonstanten und Ladungen hinaus
wichtige Vorgang der Normierung erhélt deshalb ein eigenes Unterkapitel, anstatt bei
den Stromen mitbehandelt zu werden.

Geméf der logischen Struktur der RST geschieht dieses in einem Abschnitt iiber die
Eichstrome und einem iiber die Austauschstrome. In ersterem werden durch die Nor-
mierungen auch die Metrikkomponenten K79, f g = 1,2,3 festgelegt, wodurch dann
wiederum die Parameter ¢; und ¢y bestimmt sind und damit auch die Elemente K*Y,
r,y=4,...,9aus (5.12).

Die Einteilung der Abschnitte beruht auf der Unterteilung der Symmetrien in der RST.
Obwohl in ihren Generatoren streng voneinander getrennt, beziehen sich die Vorstellun-
gen, die in die Normierung der jeweiligen Stromsorten einflieBen, nicht nur auf die Art
der namentlich zugehorigen Wechselwirkung; vor allem die Norm der Eichstréme hat
sowohl mit der Natur der Eichwechselwirkung zu tun als auch mit der der Austausch-
wechselwirkung.

Weiterhin besitzen beide Stromsorten einen gleichberechtigen Anteil am Teilchenbegriff.
Der darin zum Ausdruck kommende Zusammenhang dieses Begriffes mit der Struktur-
gruppe ist Inhalt der restlichen Abschnitte.

Die Eichstrome

Gemif dem Noethertheorem ist jeder der drei Strome j!,, 72, und 53, (5.40a), (5.40d)
und (5.40g) eine quellfreie Dichte

"7, =0 (5.45)
f=12.3,

weshalb die rdumlichen Integrale der Nullkomponenten jeder dieser Dichten eine zeitlich
erhaltene Grofe ist:

/ 37 j7y = 2/ = const (5.46)

— 00

f=1,2,3.

In jeder der Dichten (5.40a), (5.40d ) und ( 5.40g ) iibernehmen die Einzeldichten 1), 4,
2b7, %) und 407, %) unterschiedliche Rollen, wie aus den verschiedenen Koeffizienten aus
Summen der Metrikkomponenten abgelesen werden kann. Fiir alle weiteren Betrachtun-
gen ist es sinnvoll, erst einmal (5.12) K" = K» = K% und K/9 = K9, g # f,
f,g = 1,2,3 zu entnehmen. Betrachtet man nun z.B. @y, ¥ wird es demnach in j',
mit 2K anders gewichtet als in 52, und in 73, mit K + K3, in denen es dieselbe
Rolle spielt. Ferner enthalten 52, und j3,, nicht aber j',, Einzeldichten mit demselben
Koeffizienten K + K'3; in 52, ist dies g/, % und in 52, %/, %). Analoge Aussagen
gelten fiir die anderen beiden Einzeldichten.
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Jede der drei Dichten j',, j2, und j3, ist unter der allgemeinen Eichtransformation
E (34x4) = U(Lyxa) X U(lyxa) X U(Lyxa)

—i (A2 + A?) 0 0
S (AMay) = exp 0 —i (A 4+ A?) 0 (5.47)
0 0 —i (A + A?)
e—i(A2+A3) 0 0
_ 0 e—i(A1+A3) 0
0 0 omi(AT+A%)
—i(A24+A%) 0 0 0 0 0
= exp 0 0 0 X exp 0 —i(A'+A3) 0
0 0 0 0 0 0
00 0
X exp 0 0 0 ,
0 0 —i(A'+A?)

invariant. Dabei ist die Anordnung der Elemente der Transformation vollig egal. Die

Transformation diag (e_i(A1+A3),e_i(Al+A2),e_i(A2+A3)> liefert die gleichen Invarianzen

wie die urspriingliche Transformation oder jede andere Anordnung der Elemente S*!,
S und S*3. Da alle drei Generatoren ;23 der U(1lyx4)- Transformationen diesel-
be Kopplungskonstante mit sich fiithren, d.h. dieselbe Eichinvarianz beschreiben, folglich
vertauscht werden kénnen, kommt jeder der Transformationen auch dieselbe Erhaltungs-
grofle zu.

d=lt=r3=z. (5.48)

Die gerade getroffenen Aussagen hinsichtlich der Eichinvarianz gelten unverédndert auch
fiir die Einzeldichten by, %, 207, b, gby, % und B**G**3 ,,, BUtrGe,, u=4,56.
Ganz offensichtlich ist jede fiir sich invariant unter U(1x4)- Transformationen, wobei
es unerheblich ist, welche der Transformationen S, $?2 oder $3 zum Zuge kommt.
Demzufolge spielt keine Dichte gegeniiber den anderen beiden eine gesonderte Rolle.

Auf die Folgen, die die Vertauschbarkeit der Elemente der Eichgruppe hervorruft, wird
in spiteren Abschnitten noch in aller Ausfiihrlichkeit eingegangen. Dabei wird es sich
als fundamental wichtig fiir den Teilchenbegriff der RST erweisen, dafl diese Vertausch-
barkeit in den Stromdichten wie in deren Konstituenten, den Einzeldichten, gleicher-
maflen auftritt. Sie hdngt auch eng damit zusammen, welche Elemente aus der Menge
der Austauschtransformationen U (3454) \ (U (Lyxs) X U (14x4) X U (14x4)) neben der
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Eichgruppe zugelassen sind, und in welcher Form sie auftreten diirfen: vollig frei oder
beschréankt.

Unter allgemeinen Austauschtransformationen aus U (34x4) \ (U (L4xq) X U (L4x4) X

U (1444)) sind natiirlich weder die Einzeldichten 1)y, %W, %07, %) oder g/, % noch die
Stromdichten invariant. Allerdings miissen, wie gesagt, solche Transformationen nicht
vollstandig ausgeschlossen werden, sondern nur auf diejenigen beschrankt werden, die
den Begriffsapparat, der mit der Eichgruppe U (14x4) X U (L4x4) X U (14x4) sowie der
Austauschbarkeit ihrer Elemente untereinander zusammenhéngt, invariant lassen. Um
welchen es sich dabei genau handelt, soll im Folgenden herausgearbeitet werden.

Fiir diese Herausarbeitung sind die Noetherstrome als solche allerdings nicht geeignet.
Vielmehr werden Linearkombinationen aus j',, j2, und j3, benétigt, auf die sich die
oben angegebenen Eigenschaften selbstverstindlich, meist direkt, iibertragen.
Betrachtet man die Diracgleichung ( 5.42a ) fiir Teilchen %) oder seine eichkovariante Ab-
leitung (5.20a ), sieht man, daf$ % an die Eichwechselwirkung durch die Summe A?,+ A%,
der Eichpotentiale A%, und A3, gekoppelt ist. Folglich sind hinsichtlich der rdumlichen
und zeitlichen Entwicklung der Eichwechselwirkung, die %) erfihrt, die summierten Be-
wegungsgleichungen (5.43b) und (5.43c) von Belang. Die Quelle dieser aufsummierten
Divergenzgleichungen ist die Summe der Stréme 52, und j3,. Gleichartige Argumenta-
tionen lassen sich fiir die Eichwechselwirkung von %) und %) fithren, mit dem Ergeb-
nis, daf} die Quellen der von ihnen gespiirten Eichwechselwirkungen die Kombinationen
gt, 443, und 51, + 52, sind. Da die Normierung der Stréme nicht willkiirlich erfolgt, son-
dern direkten Bezug zu der von ihnen zwischen den Teilchen eines Systems vermittelten
Wechselwirkung haben soll, ist es im vorliegenden Fall sinnvoll, fiir die Festlegung aller
von der Normierung betroffenen GroBen, wie z.B. der Metrikkomponenten K79, die die
Koppelungsstéirke zwischen den Stromen, genauer den Einzeldichten, und den Feldstér-
ken festlegen, anstatt der Noetherstrome ihre oben angegebenen Linearkombinationen
zu betrachten, die sich aus den Summen der in den eichkovarianten Ableitungen auf-
tretenden Eichpotentialen ableiten, mit anderen Worten von der Form der tatséchlich
wirkenden Eichwechselwirkungen. Die nachfolgende Diskussion stiitzt sich also auf die
Dichten

Pt P = o (K32 (9% 4 ) 2 (K 4 K Gy
e . e
—-om (B*G? ) + om (B*G®,,) (5.49a)

it it = g (K™ 4 3K™) (@, % + #b %) + i L2 (KM 4 K'2) g5y, %)

e - € ~
+-Im (B*G?,,) — -om (B*G",,) (5.49D)
ot = g (3K (0 ) 2 (K 4 K)oy
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—-Im (B"G®) + -m (B*G",.) - (5.49¢)
Die Anteile mit dem Koeffizienten K +3K'? sind dabei die Quellen der Wechselwirkun-
gen zwischen einem Teilchen und den anderen des Systems, der sogenannten Fremdwech-
selwirkung. Da die Eichwechselwirkung die bekannte elektromagnetische sein soll, mit
der bereits eingefiihrten Kopplungskonstanten 4= ist fiir den Koeffizienten K 4 3K12

K" 43K2 =1 (5.50)

zu fordern.

Hingegen verursachen die Terme mit dem Koeffizienten 2 (K'! + K'2) die Selbstwech-
selwirkungen der Teilchen. Sie kénnen nicht mit derselben Stérke wie die Fremdwechsel-
wirkungsterme an die Feldstédrken koppeln, da die Bedingung

2(K"+K"%) =1 (5.51)

zu

Kll :K12 :1

: (5.52)

und damit, iiber das daraus folgende det X~! = 0, zu einer Metrik ohne Inverse fiihren.
Fiir
1

KIII_K12:_

: (5.53)

entfillt die Selbstwechselwirkung.

Weiterhin sind in dieser Art der Selbstwechselwirkung eines Teilchens, die durch die
eigene Stromdichte in den Quellen seiner Eichwechselwirkung verursacht werden, keine
virtuellen Vorgénge enthalten, bei denen aus einem strukturierten Vakuum ( also einem
Vakuum, das nur beziiglich einer geeigneten Mittelwertbildung “leer” ist ) Energie und
Impuls entnommen und zuriickgegeben werden, oder kurzfristig ein zuséitzliches et -e~
Ladungspaar als Quelle fiir die Eichpotentiale zur Verfiigung steht, ohne daf§ dieser Vor-
gang direkt meBbar wire, analog zur Selbstenergie oder der Vakuumpolarisation der
Standardtheorie.

Die Einzeldichten treten in keiner einzelnen der drei Dichten aus dem Satz (5.49) in
einer Weise auf, die vollig dquivalent zu ihrem Auftreten in einer der anderen Dichten
aus dieser Menge ist. Der Unterschied zwischen der Funktion als Quelle einer Fremd-
wechselwirkung oder einer Selbstwechselwirkung fillt sofort auf und kann an dem Ko-
effizienten, mit dem die jeweilige Dichte auftritt, abgelesen werden. Aber auch in ihren
Wirkungsweisen als Urspriinge der Fremdwechselwirkungen sind die Einzeldichten in
den verschiedenen Stréomen nicht vollig gleich, da sie diese Funktion immer zusammen
mit einer zweiten Dichte ausfiillen, die sich von der in der anderen Dichte, in der sie
mit gleicher Aufgabe erscheinen, unterscheidet. Z.B. wirkt @7, % in (5.49a) als Quelle
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der Selbstwechselwirkung von %), in (5.49b ) als Quelle der Fremdwechselwirkung, die %)
erfihrt, zusammen mit 7y, %), wihrend sie in (5.49¢) als Partnerdichte fiir die Fremd-
wechselwirkung beziiglich %) g/, %) besitzt. Auf diese Vereinzelung der Dichten @/, %,
2by, %) und gpv, %), die darin zum Ausdruck kommt, wird im iibernéchsten Abschnitt
noch einmal zuriickzukommen sein. Sie ist keine Eigenheit der Summenstrome (5.49),
sondern ist schon in den “originalen” Noetherstromen (5.40) vorhanden, was dort an
ihren jeweils unterschiedlichen Koeffizienten in den verschiedenen Ausdriicken abgelesen
werden kann; siehe die Anmerkungen nach (5.46). In seiner dortigen abstrakten Form
ist dieser Unterschied jedoch physikalisch nicht interpretierbar.

Hinsichtlich der Austauschwechselwirkung, die in den Dichten (5.49) durch die Aus-
driicke Jm (B“G**3,,), u = 4,5, 6, vertreten wird, ist es wichtig zu bemerken, daf sich
diese Anteile immer so kombinieren, dafl keine Terme auftreten, die dem Austausch der
Teilchen in den Fremdwechselwirkungstermen zugeordnet sind. So heben sich z.B. bei
der Bildung des Quellstromes (5.49b) der Eichwechselwirkung, die auf %) wirkt, die
Terme mit Jm (B°*G®,,) aus (5.40a) und (5.40g) an jedem Punkt der Raumzeit ex-
akt gegeneinander weg; es verbleiben die Ausdriicke Jm (B®*G?,,) und Jm (B*G",,).
Da laut (5.20) B®,/B®, und ihre Feldstdrken G°,,/G®,, die Teilchen % und %) aus-
tauschkoppeln, wihrend B*,/B7,, G*,,, G7,, selbiges fir %) und % und BS,/B°,,
G®,,/G?,, fir % und %) tun, erhilt %) iiber die zusitzlichen Quellen seiner Eichwech-
selwirkung keinen Einblick in die Austauschwechselwirkung zwischen % und %). Dieses
Muster wiederholt sich auch in (5.49a ) und (5.49¢ ). Im Allgemeinen bestehen somit die
zusitzlichen Quellen der Eichwechselwirkung jeweils nur aus den Austauschpotentialen
und - feldstérken, mit denen das Teilchen, dessen Quellstrom fiir die Eichwechselwirkung
gerade betrachtet wird, an die beiden Anteile in der Fremdwechselwirkung durch seine
(erweiterte ) eichkovariante Ableitung ohnehin schon austauschgekoppelt ist. Zu dieser
paarweisen Abgeschlossenheit der Austauschwechselwirkung siehe auch die Diskussionen
im zweiten Absatz nach (5.20) sowie nach (5.22) und (5.23).

Auf der technischen Seite fuflen die neuen Quellterme der Eichfeldstidrken auf der Tat-
sache, daf der Satz von Generatoren (5.6 ) der Eichwechselwirkungen einen Vektorraum
aufspannen, der neben dem Generator 15415 der Gruppe U(1i2x12) auch die beiden
spurfreien Generatoren mit Elementen auf der Hauptdiagonalen der Gruppe SU (34x4)
umfafit. Genau diese SU (3,4) - Anteile in den hier gewdhlten Generatoren ay, ag und
a3 kommutieren nicht mit den nebendiagonalen Generatoren 3, (5.7) der SU (34x4),
was zu den aus Austauschpotentialen und ihren Feldstédrken bestehenden Quelltermen
fiir die Eichfeldstérken fithrt. Die Auswirkungen der SU (34x4) - Anteile der Eichgenera-
toren werden sich auch in den Quellstromen der Austauschfeldstéirken zeigen.
Physikalisch begriindet sich die Wahl der drei Eichgeneratoren (5.6) anstatt des einfa-
cher zu handhabenden U(113x12) durch die damit zusammenhéngenden drei eichinvari-
anten Stromdichten (5.40 ) bzw. (5.49 ) und ihren Erhaltungsgréfien, womit sich erst der
Forderung, drei unabhéngige Teilchen mit jeweils einer Elementarladung zu beschreiben,
nachkommen 148t. Mit dem Generator U(112x12) hiingt zwar ebenfalls eine Erhaltungs-
grofle mit elektromagnetischem Charakter zusammen, jedoch nur eine, die keinem der
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drei Spinoren des Systems eindeutig zugeordnet werden kann; Unterkapitel 5.4 befaf3t
sich eingehender mit diesem Fall.

Wegen der beibehaltenen Einbettung der Eichgruppe U(Tlyxs) X U(lyxyq) X U(l4x4) in
die maximal mogliche unitire Symmetrie U (34x4) des Systems kann die fiir die Be-
grifflichkeit dreier einzelner Teilchen mit jeweiliger Ladung geméf der drei gleichartigen
Eichtransformationen notwendige Eichsymmetrie aller drei Eichstréme nur unter Mitwir-
kung, d.h. Beschrankung, der Restsymmetrie U (34x4) \ (U(Lyxq) X U(Lyxsa) X U(Lyx4))
erreicht werden. Die Normierung der zu den Generatoren (3, der Restsymmetrie geho-
rigen Strome wird bei der letztendlichen Normierung der Eichstréme, in denen sich der
Teilchenbegriff der RST ja widerspiegeln soll, durchaus ihren Anteil haben, was sich
durch die Gegenwart der Terme Jm (B“*G**3,,) in den Eichstromen bereits angedeutet
hat. Bevor ab dem iibernéchsten Abschnitt die abschlieBende Festlegung der mafigebli-
chen Invarianten erfolgt, die zu (5.49) gehoren und sich aus (5.46 ) zusammensetzen,
sowie ihre Symmetrien betrachtet werden, muf folglich zuvor im néchsten Abschnitt auf
den Aufbau der Austauschstrome eingegangen werden.

Die Austauschstrome

Wie schon die Stromdichten der Eichgeneratoren sind auch die der Austauschgeneratoren
g%, bis j%,, (5.41a), (5.41d), (5.41g), (5.41j), (5.41m ) und (5.41p) quellfrei,

0"5%, =0 (5.54)
r=4,...,9,

und folglich die rdumlichen Integrale ihrer Nullkomponenten zeitlich konstante Gréfien

oo

/ d*7 j% = ¢g* = const (5.55)
- r=4,...,9
Wegen
5ty ==, (5.56)
u=4,506,
gilt auch
gy = —gltor. (5.57)

Anders als die Strome der Eichgeneratoren sind die der Austauschgeneratoren nicht ei-
chinvariant unter der Gruppe U(1y4) X U(L4x4) X U(T4x4). IThre lorentzinvarianten Gro-
Ben g7 konnen demnach nicht beobachtet werden. Weiterhin kann fiir die Aussage der
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Quellfreiheit (5.54 ) der j*, nicht immer das Noethertheorem herangezogen werden. Falls
ein Generator in der Beschreibung des Systems verbleibt, dessen Symmetrietransforma-
tion nicht mehr angewandt werden darf, verbleibt zur Sicherung der Aussage ( 5.54 ) fiir
seinen Strom nur die Bewegungsgleichung, in der er als Quelle dient, aus der wegen der
Antisymmetrie von G*,, obiger Erhaltungssatz fiir j*, folgt. In den hier betrachteten
Systemen tritt dieser Fall jedoch nicht auf. Entweder ist mit den Austauschgenerato-
ren noch eine Restsymmetrie verbunden, oder sie treten gar nicht erst auf; zu letzterem
Punkt siehe das Unterkapitel 5.2.

Passend zur Funktion der Potentialfelder, denen sie als Quellen dienen, bestehen die
Austauschstrome nur aus Termen, die den Uberlapp zweier Felder beschreiben. Dies
gilt sowohl fiir die spinoriellen Felder als auch fiir die Potentiale selber, da die Aus-
tauschpotentiale Austauschphdnomene bei beiden Arten von Feldern beschreiben, wie
im Abschnitt {iber die eichkovariante Ableitung der Spinoren und dem iiber die der
Feldstéarken ausfiihrlich dargelegt worden ist. Einiges Augenmerk sollte auf die Wei-
se, in der die Eichpotentiale A7, und Eichfeldstirken F/,, in den Austauschstrémen
auftreten, gerichtet werden. Dazu ist zunéchst zu bemerken, daf§ die Generatoren der
Gruppe U (1xq) X U (1yxq) X U (14x4), a1, o und ag, (5.6 ), nicht nur den Generator
119512 der Gruppe U(112x12) umfassen, sondern auch die beiden spurfreien Generato-
ren der Gruppe SU (3;x4) mit Eintrdgen auf der Hauptdiagonalen. Es sind genau die-
se SU (34x4) - Anteile der Eichgeneratoren, die nicht mit den Austauschgeneratoren (3,
(5.7) kommutieren, und somit die Anwesenheit der Austauschterme in den Eichstromen
47, und der Eichterme in den Austauschstrémen j%, hervorrufen. Daf sich in letzteren
genau die SU (34x4) - Anteile der Eichgeneratoren wiederfinden, wird ersichtlich, wenn
man den Eichanteil der Theorie statt beziiglich der Generatoren a; (5.6) in Bezug auf
die folgende Basis ausdriickt, in der durch die zwei spurfreien Generatoren mit Ele-
menten ausschliefllich auf der Hauptdiagonalen den su (3444)- Elementen der Algebra
U (Lyxq) B u(lyny) G u(lyny) besser bzw. voll Rechnung getragen wird:

1 Lixa Osxa Ogxa
Qp = 5 (g +ag+a3) ==t [ Ouxa Luxa Ouxa | = —ilioxro (5.58a)
(D4><4 (D4><4 ]14><4

1 ; —2-T4xa Ouxs Ogxa
dg = - (o +ag — 2a3) = Osxa Luxa Osxa (5.58Db)
3 3
(D4><4 (D4><4 ]14><4

; Tixs Osxa Ouxa
(—20&1 + (6%)) + 043) = g (D4><4 ]l4><4 (D4><4 . (558C)
Ouxs Opxs —2-14u4

- 1
06325
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Die zugehorigen Potentiale

A, = g (A, + A%, + A%) (5.59a)
A, =A%, — A3, (5.59b)
A3, =A% - A, (5.59¢)
und Feldstérken
= % (F' + 2 + F3L) (5.60a)
F?, =F, —F3, (5.60b)
3, =F,, —F,, (5.60c)

ergeben zusammen mit den Strukturkonstanten C¥;, der Basis (5.58 )

6424 = 67*27 =1 (561&)
COps = C% g = —i Py = ¥y =i (5.61b)
0636 = 09*39 = —1 3 (561(3)

die Potentialanteile [*, der Austauschstrome beziiglich (5.58 )7

Z4 _ 27*
_ % Amgt, — %B‘*ﬂﬁw + i% (B*G®,, — B™GS,,) = 1%, (5.62a)
[5,/ _ Z8*V
e [ ~ ~ 1€ ~ ~ e
(0 ) G B (P 7). (58— )
(5.62Db)
l~61/ _ ZQ*V
= AN+ O BOES, + 1 (BUC,, — BYGT,) =1, (5.62c)
T T T

Die Gleichheit zwischen den [, und den [%, gilt wegen (5.59b)-(5.60c). In (5.62a)
und (5.62c) konnen die Ausdriicke A/, und F /fu direkt gegen ihre rechten Seiten aus
(5.62) ausgetauscht werden. Besonders an diesen Stromdichten sieht man also, dafi die

§ Angegeben sind zum einen nur die nichtverschwindenden Strukturkonstanten, und zum anderen nur
die, die zur Bildung der Stréme [, von Bedeutung sind und sich wirklich gegeniiber denen in (5.10)
gedndert haben.

IDa sich die f3,, die fiir das Aussehen der Materieanteile k%, der Austauschstréme maBgeblich sind,
nicht #indern, bleiben diese Materieanteile unveréndert. Anderungen kénnen nur in den Potentialan-
teilen auftreten, weil deren Aussehen hauptséchlich durch die Strukturkonstanten bestimmt wird.
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Eichpotentiale und - feldstiarken sich auch dann in den Austauschstomen so kombinie-
ren, daf sie die su (34x4) - Anteile der Liealgebra u (14.4) ®u (Lxq) Du (L4x4) einbringen,
wenn sie beziiglich der Basis {a} (5.6 ) ausgedriickt werden, in der auf den ersten Blick
die su (34.4) - Anteile nicht ausdriicklich hervortreten. Fiir (5.58b) ergibt sich dieselbe
Aussage nach kurzer Rechnung. Neben denjenigen Quelltermen der Eichfeldstérken, die
aus Austauschgrofen bestehen, treten die SU (3444) - Anteile, die der Eichsymmetrie in-
newohnen, in den Austauschstromen noch an einer weiteren Stelle zutage; hier sogar
in ihrer reinen Form. Mit dieser Herausarbeitung der SU (34x4)- Anteile der Eichsym-
metrie soll aber nicht ausgesagt werden, dafl die zugehdrigen Symmetriefreiheitsgrade
plotzlich dem Rest der SU (34x4)- Symmetrie der Theorie, der in den Austauschantei-
len vorliegt, zugeschlagen wird, die Austauschsymmetrie nun also die ganze SU (34x4)
umfasst. Die hauptdiagonalen su (3,y4) - Generatoren verbleiben bei den Eichfreiheiten
des Systems, und die fehlende Kommutativitat mit den nebendiagonalen su (34y4)-
Generatoren (3, wird noch eine gewichtige Rolle bei der Einschrinkung der Restsym-
metrie SU (34x4) \ U(Lyxs) X U(Lgxq) X U(L4xq) spielen.

Der Ursprung der fehlenden Eichinvarianz, die Tatsache, dal die Austauschstrome nur
aus Termen bestehen, die den Uberlapp zweier Felder, von materieller Felder wie von
Potentialen und Feldstérken, beschreiben, erweist sich im Hinblick auf den Teilchenbe-
griff, der aus den KEichstrémen herausgearbeitet werden soll, als duflerst niitzlich. Bei
fehlender Uberschneidung der Materiefelder entsteht eine Unterabteilung der Theorie,
die alleine den Austauschpotentialen und - feldstédrken gewidmet ist. Da somit im Be-
darfsfall der Anteil der Austauschfelder in den Eichstromen alleine zu normieren ist, ist
ein erster Schritt in Richtung der Vereinzelung, d.h. Individualisierung, der Felder des
Systems getan. Das heifit, es besteht zunéchst auf grundsétzlicher Ebene die Moglichkeit,
die Austauschgréfien unabhéngig von den Materiefeldern zu betrachten, vorausgesetzt
die Materiefelder {iberschneiden sich nicht. Diese starke Lokalisierung der Materiefelder
beinhaltet natiirlich gerade auch die Aussage ihrer Vereinzelung voneinander, worauf
sich der Begriff einer einzeln mef3baren Ladung begriinden 148t. Neben dieser Bedingung
fiir einen Teilchenbegriff existiert noch eine weitere zwingend notwendige Voraussetzung
den Uberlapp der Materiefelder und der Austauschfelder betreffend. Der oben ange-
fithrte “Bedarfsfall”, in dem eine Normierung der Austauschfelder unabhéngig von den
Materiefeldern durchfiihrbar sein soll, bezeichnet nichts anderes als die Situation, in der
sich die Materiefelder nicht mit den Austauschfeldern iiberschneiden. In diesem Fall sind
einzeln durchfiihbare Normierungen der Materie- und der Austauschanteile der 5/, sogar
zwingend notwendig, wie die Betrachtung der Quellen von k7, und I/, aus (5.40) zeigt:

auklu = _aullu = % (_1@711 3¢Bgu - 377_D7V LwBSV + Z@VU LngV + 1@71/ Z@DBGV) (5633“)
e — — _ _
PRy = =08y = = (=07 B — 0" WB® + 907" BT, + 207" W BY,) (5.63b)

auk?’u = _8VZ3V = % (_3'@711 Z@DB?V - ZE'}/V 3¢B4u + 1@711 3wB8V + 377_D7V 1¢B5u) (563C)
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Uberlappen sich die Materiefelder nicht, liefern die Stréme &/, und I7,,, f = 1,2, 3, be-
reits jeweils fiir sich erhaltene Gréflen. Damit die so entstandenen neuen Erhaltungssétze
dynamisch aus den alten hervorgehen kénnen, muf die Normierung der I/, auf die Nor-
mierung der j%,, x = 4,...,9, die bei fehlender Uberschneidung der ™) als reine %, nur
den Austauschfeldern zugeordnet sind, zuriickzufithren sein. Durch diese Riickfithrung
der Austauschfeldanteile in den Eichstromen alleine auf den Austauschsektor der Theo-
rie werden die £/, derart vollstéindig von den I/, abgekoppelt, dafl die Erhaltungssitze
der Eichsymmetrie alleine fiir die Dichten der Materieteilchen zur Verfiigung stehen. Die
drei I, korrespondieren dabei tatsichlich zu den sechs %, da wegen [*, = —{(“+3)*,
nur drei der letzteren voneinander unabhéngig sind. Im néchsten Abschnitt wird die-
ses Puzzlestiick mit den vorhergehenden zum Gesamtbild der Normierung der Stréome
zusammengesetzt. Dabei wird auch die folgende Aussage iiber die Quellen der Terme
9"Im (B*+G**3,,), die sich direkt aus den Gleichungen (5.44) herleiten liit, von Be-
deutung sein. Multipliziert man ( 5.44d ) mit B, (5.44a ) mit B", subtrahiert die so ent-
standenen Gleichungen, fiihrt einige elementare Umformungen durch und verfahrt analog
mit den Gleichungspaaren B -(5.44e)/B%(5.44b) sowie B%-(5.44f)/B%-(5.44c), er-
h&lt man:

e

—i—ﬂjm (357, %B™)  (5.64a)

i0"3m (BYG',) = —=— (27, W BY + 67, W B™)
1 (@0, B + i, W BY)

—% (W % B + #py, " B*)

e

—i—ﬁjm (#hy, "WB™)  (5.64b)

i0"Im (B™G®,,)

i0"Im (B2, —0m (7, WB™) . (5.64¢)
Bei verschwindender Uberlappung der Spinoren sind demnach schon die einzelnen Sum-
manden, aus denen [',, [2, und [, bestehen, erhalten und nicht erst ihre Summen?.
Weiterhin zeigt (5.49 ), auf welche Weise die Doppelaufgabe, den Austausch sowohl zwi-
schen den Spinoren als auch zwischen den Potentialen zu vermitteln, im Potentialanteil
der Theorie aufgeteilt ist: Sein imaginarer Teil ist fiir die Austauschwechselwirkung der
Spinoren verantwortlich, wihrend der reelle Teil es fiir die Potentiale ist. Addiert man
die Gleichungspaare von oben, die zu (5.49) gefithrt haben, ergeben sich Ausdriicke
fiir 0¥MRe (BG¥*3,,), deren Quellen sich im wesentlichen auf die Uberschneidung der
Potentiale konzentrieren. (In den Quellen der imagindren Ausdriicke oben spielen die
Uberschneidungen der Spinoren die Hauptrolle; die B* kénnen zwar auch Null gesetzt

§ Anstatt die Rechnung hierzu in aller Breite durchzufiihren, kann man sich auch iiberlegen, dafl im Fall
eines vierspinorigen Systems die [*,, aus drei Termen des Typs Jm (B‘”‘G7 W) bestehen. Bei solchen
Ausdriicken ist es nicht mehr moglich, dafl die nichtmateriellen Quellen der verschiedenen Summan-
den in 9”1*, nur gleich sein miissen, wie in (5.63), weil jetzt immer die Quelle eines Summanden
nicht abgepaart werden kann. Im Fall von vier Spinoren miissen die nichtmateriellen Quellen der
Summanden also einzeln verschwinden. Da sie und die Summanden, die die [*, bilden, vom Aufbau
her mit denen im Fall dreier Spinoren (und ebenso mit denen im Fall von n > 4 Spinoren) identisch
sind, verschwinden auch die Quellen der Summanden Jm (B“” G“+3H,,) im vorliegenden Fall fiir sich
alleine
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werden, um die Ausdriicke quellfrei zu machen, aber durch verschwindende Felder wird
das System vereinfacht. Viel interessanter ist es, die Auswirkungen eines schwachen oder
fehlenden Uberlapps der Spinoren zu betrachten. ) Diese Ausdriicke sind linglich sowie
fiir die Diskussion des Teilchenbegriffes der Spinoren im Folgenden nicht von Bedeutung
und werden deshalb nicht angegeben.

Die gerade durchgefiihrte Diskussion ist mit Bezug auf die Eichstréme mit den Noether-
stromen (5.40) gefithrt worden. Sie ist aber umstandslos, auch wegen (5.64 ), auf die
observablen Strome (5.49) tibertragbar.

Abschlieflend ist noch anzugeben, dal die materiellen Quellen drei hinsichtlich der Eich-
wechselwirkung gleiche Dichten sind. Da die Austauschwechselwirkung diese durch die
Eichwechselwirkung aufgestellte Gleichheit nicht durchbrechen soll, darf sich keine Teil-
chenpaarung dadurch absondern, daf sich ihre Austauschwechselwirkung gegeniiber der
der anderen Paarungen im Vergleich stérker oder schwécher gestaltet. Die Austausch-
potentiale und - feldstdrken sind mithin als untereinander prinzipiell gleichgestellt zu
behandeln, was schluBendlich zu gleichen Konstanten g%, u = 4,5,6, (5.55) fiihrt:

= g, (5.65a)
=—g; . (5.65b)

Q
PSRN
Il

g =g’
%=y

N

Die Festlegung der Normierungskonstanten und der Teilchenbegriff der RST

Im vorletzten und besonders im letzten Abschnitt sind alle Vorbereitungen getroffen wor-
den, die Stromdichten j/, in (5.46 ) derart stark zu lokalisieren, daf die Integrale ( 5.46)
in jeweils fiinf einzelne zerfallen. Jeder einzelne dieser Beitrége soll unter den Umstén-
den der starken Lokalisierung fiir sich erhalten sein, wodurch z dann aus fiinf einzelnen
Beitragen bestimmt wird. Weiterhin ist jeder dieser lokalisierten Einzelbeitrdge direkt
einem Spinor oder einem Produkt aus Potential und Feldstérke zugeordnet, was den Be-
griff eines einzelnen Teilchens mit den einzelnen Spinoren und Potentialen/Feldstérken
verbindet.

Die einzelnen Dichten, die die Eichstrome (5.40) aufbauen, werden also so stark lo-
kalisiert, dafl sie ihren Beitrag zum Integral auf der linken Seite von (5.46) in einem
endlichen Volumen V; liefern. Dabei soll keine der materiellen Dichten im Raumgebiet ei-
ner anderen zusammengezogen werden. Mit anderen Worten sollen sich die spinoriellen
Wellenfunktionen nicht iiberlappen. Bereits nach (5.63) wurde festgestellt, dafl unter
diesen Bedingungen die materiellen Stromdichten &/, und die Austauschanteile I/, der
Eichstrome jeweils fiir sich erhalten sind. Ebenso wurde dort nach ( 5.64 ) die Feststellung
getroffen, da bei verschwindendem Uberlapp der Spinoren jeder der Austauschanteile
fiir sich erhalten ist. Da die Einzelstromdichten 17, %, #/v, %) und 4)7, % dieselben
Quellen wie die Dichten B“*G"*3,,, fiir die die gerade getroffene Aussage gilt, besit-
zen, sind auch sie unter den gegenwirtigen Bedingungen je fiir sich quellfrei. Insgesamt
zerfallen die drei Erhaltungsgrofien (5.46 ), wie angekiindigt, in fiinf einzelne Integrale,
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wenn die materiellen Dichten so stark lokalisiert sind, dafl sie sich nicht iiberschneiden:

oo

/ &’ jto = 2K12i / A7 o W+ (KM + K%)= / &P pyo )
—00 V1 V2
+ (Kll +K12) = /dgfﬂb'}/o 3,¢ . _ﬂ-/di’)—'jm (B5MG8 )
V3 V5
+ifr / &35 Im (B GO ) = = (5.66a)
Ve
. e . e .
/d37“320= (K" + K") E/d3 1¢701¢+2K124 /d?’?“ #v0 2
— 0 i Vo
+ (K" + K7) = / &7 gpyo " + — / &’ Jm (B*G7 )
V3 Vi
— [ O (B G 0) = 2 (5.66D)
Ve
S . € -
/d3r 3% = (KM + K") E/d?’ Wy + (K + K*2) 47T/d 7 3y %
— 50 Vi Va
+ 2K~ / &7 gy — — / d*7 Jm (B G )
47
V3 Vy
+ / &7 Tm (B¥GR ) = = . (5.66¢)
Vs

Dadurch entstehen aber nicht etwa fiinfzehn unterschiedliche Groflen, sondern die Zahl
der fiir sich erhaltenen lokalisierten Integrale entspricht immer noch der Zahl der sechs
urspriinglichen Erhaltungssitze (5.46 ) und (5.55), da j'o, 520 und 53, aus den folgenden
sechs Integralen in unterschiedlichen Zusammensetzungen bestehen:

/d3F Wy = 2¥ (5.67a)
\%1
/d3F Wyo W = 2¥ (5.67Db)
Vo
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/ A*7 ghryo i = 2¥ (5.67¢)
Vs
/ 4*F Jm (B* G ) = 2" (g.) (5.67d)
Vi
/ 4’7 Jm (B G® ) = 2" (g.) (5.67¢)
Vs
/ d*F Jm (B G 0) = 2" (g.) (5.67f)
Ve
VinVy=0, i#j, i,j=1,...,6. (5.67g)

Im letzten Abschnitt wurde ausfiihrlich die Zuordnung der Normierungsbedingungen
(5.67d)-(5.67f) zu den, unter den gegebenen Umstédnden allein auf die Austauschgro-
B8en bezogenen, Erhaltungssitzen der Austauschstréme besprochen. Auf Grund dieses
Bezuges sind (5.67d ), (5.67¢) und (5.67f) hinsuchtlich (5.66a )- (5.67c) als bereits be-
stimmt zu betrachten, so daf diesen drei Gleichungen nur noch die Normierung ( 5.67a ) -
(5.67c) der drei Einzelstromdichten 1)y %, /70 % und g/y, %) obliegt. Die Anzahl der
zu normierenden Groflen entspricht somit immer noch der Zahl der Erhaltungssétze.
Damit die gerade durchgefiihrte Aufspaltung der Erhaltungsséitze (5.66) in die Ein-
zelintegrale (5.67) Bestand haben kann, miissen neben den Spinoren und Potentialen
auch deren Ableitungen der Bedingung der starken Lokalisierung geniigen; mit anderen
Worten ausgedriickt, haben auch 9,™) und 0,B%, spétestens ab der Oberfliche 0V, der
Lokalisationsvolumina zu verschwinden. Dies ist zwingend notwendig, um die Giiltigkeit
des gauschen Satzes, der fiir die Erhaltungssétze ja eine zentrale Rolle spielt, auch wei-
terhin zu gewéhrleisten. Der Terminus “auch weiterhin” bezieht sich auf die Tatsache,
daf die iiblichen Forderungen nach hinreichend stark abfallenden Feldern und Ableitun-
gen bei Anndherung an die Grenzfliche 0V, beim gerade geschilderten Verfahren ins
Endliche verlegt worden sind, d.h. der iibliche Ort ihres spétesten Verschwindens von
0V, auf die jeweiligen Grenzflichen 0V; verlegt wurde.

Durch die mafigebliche Bezugnahme auf rdumliche Volumina, {iber die integriert wird
und in denen sich die Spinoren und Austauschpotentiale nicht iiberschneiden diirfen, sind
die Aufspaltungen der Eich-und Austauscherhaltungssétze (5.46) und (5.55) in die
Einzelnormierungen ( 5.67 ) natiirlich abhéngig vom gewihlten Koordinatensystem, also
nicht lorentzinvariant. Sie sind aber sehr wohl lorentzkovariant, denn wegen der Invarianz
der Aufspaltung der Gruppe U (34x4) in U(laxs) X U(lgxs) X U(lyxy) und Restsym-
metrie U (34x4) \ (U(Lyxa) X U(Lyxa) X U(l4x4)) sind die Erhaltungssitze (5.46) und
(5.55) invariant und mit ihnen die grundlegenden Eich-und Austauschsymmetrien, die
durch die Lokalisierung auf je einen Spinor oder ein Austauschpotential {ibertragen wer-
den, was (5.67) wiedergibt. Demnach ist das “wo” der Ubergabe der Begriffe, die die
Symmetrien begriinden, vom Bezugssystem abhéngig, aber nicht die Begriffe selber, also
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das “was” {ibergeben wird. Im vorliegenden Fall wird demzufolge ein Elektron in jedem
Bezugssystem als Elektron wahrgenommen, nur der Ort, an dem es lokalisiert genug
auftritt, um einzeln gemessen werden zu koénnen, héngt vom gewéihlten Bezugssystem
ab.

Weiterhin kann unter den gegebenen Voraussetzungen wegen B*, = 0 (damit die G*,
sicher gleich Null sind ) in den Volumina V;, V5 und V3, in denen die Spinoren lokalisiert
sind, deren eichkovariante Ableitung (5.20) keine Zusatzterme ausgleichen, die durch
etwaige ortsabhiangige Austauschtransformationen Saustauscn €ntstehen. Die A® miissen
deshalb in den Volumina der Spinoren konstant sein. Dabei miissen aber diese Trans-
formationen, die wie z.B. Sy3 (5.24) immer zwei Spinoren miteinander in Beziehung
setzen, nicht in beiden Volumina der betroffenen Teilchen den gleichen konstanten Wert
besitzen. Es geniigt, wenn der Bedingung konstanter A“’C|VZ_ , die B*,, = 0 stellt, mit lo-
kal verschiedenen konstanten Werten nachgekommen wird; genaueres dazu befindet sich
im diesem folgenden Abschnitt {iber die Beschrinkung der Austauschfreiheitsgrade. Zu-
sammen mit den dort hergeleiteten Einschrankungen wird dann deutlich, dafl die lokal
konstanten A7[;, die Austauschtransformationen global erscheinen lassen, obwohl we-
der in den Raumbereichen zwischen den lokalisierten Spinoren eine derartige Forderung
existiert, noch eine Austauschtransformationen in den verschiedenen Volumina densel-
ben konstanten Wert besitzen mu$.

Den Austauschausdriicken B““G“Jr?’u,, werden eigene Lokalisationsvolumina Vj, V5 und
Vs zugewiesen, die sich nicht mit den Volumina der Spinoren iiberscheiden, um sicher-
zustellen, daf die Normierungskonstanten z¥ und die sich daraus ergebenden mefbaren
GroBen wirklich einem spinoriellen Feld ™) zugewiesen werden konnen. Zwar ist fiir die
Trennung der Integrale (5.67a)-(5.67c) von den Integralen (5.67d)-(5.67e) sowie die
Trennung der Spinoren untereinander die Forderung nach sich nicht iiberschneidenden
Spinorfeldern ausreichend, aber ein auf lokalisierte Felder aufbauender Teilchenbegriff
geréit durch zwei in einem Volumen lokalisierte Felder in Schwierigkeiten. So muf z.B.
fiir eine mit z¥ + 2P in Zusammenhang stehende Grofle, die wiederholt mefibar sein soll,
immer sichergestellt sein, dafl auch tatsdchlich immer beide Felder in einem Volumen
vorhanden sind, es sei denn eine der Konstanten wird auf Null festgesetzt, was selbst fiir
2B nicht zwingend ist. Selbst wenn dieses garantiert werden kann, werden immer noch
Felder, die sich unter verschiedenen Darstellungen der Lorentzgruppe transformieren, zu
einer Einheit zusammengefiigt. Dadurch entsteht eine Mefigrofe ~ (2% + 2B), deren Spin
mit den moglichen Werten % oder % nicht eindeutig festgelegt ist, im Widerspruch zu
dem Bemiihen durch die Erhaltungssétze, die eindeutigen Kenngréfien eines Teilchens
festzulegen.

Diesen Bemiihungen sind aber auch im vorliegenden Fall Grenzen gesetzt. Zunéchst
einmal ist die Trennung der Integrale (5.46) und (5.55) in die Einzelteile (5.67) auf
Grund nicht iiberlappender Spinoren aufler im Fall wirklich ¢ - férmiger Stromdichten
natiirlich nur in sehr guter Naherung etwa durch Gauf3- oder Lorentzkurven realisierbar.
Jede hierauf aufbauende Begrifflichkeit geht allerdings verloren, sobald der Uberlapp
der Spinordichten nicht mehr ( niherungsweise ) Null ist. Laut (5.63) sind die &/, und

165



5. Systeme dreier Fermionen

I, nun nicht mehr fiir sich erhalten; die Austauschstréme j*, (5.41) nicht mehr allein
auf die Potentiale und Feldstidrken bezogen und die Spinoren ohnehin nicht mehr von-
einander zu trennen, so dafl die Zuordnung von einzelnen, sich nicht iiberschneidenden
Volumina zu einzelnen Feldern hinfillig ist. Die Erhaltungssétze gelten nur noch in ihren
“globalen”, das soll heifien in ihren alle Anteile der Strome umfassenden Formen (5.46 )
und (5.55), ohne auf die Aufspaltung (5.67) zuriickfithrbar zu sein. Hat man allerdings
z in der lokalisierten Situation durch die z¥ und 2B, aus denen es besteht, festgelegt,
gilt dieser Wert auch fiir alle anderen Verhéltnisse der Felder zueinander. Hierdurch
wird sichtbar, auf welche Weise der Begriff “Teilchen” in der RST zu verstehen ist. Der
Zustand nicht voneinander getrennter Felder ist fiir die RST ja eben nicht der Ausnah-
mezustand, sondern, als Inbegriff stdndig miteinander wechselwirkender Teilchen, gerade
ihr Kernanliegen. Dabei sind nur in dem Sinne “Teilchen” in der ( dauerhaften ) Wechsel-
wirkungszone vorhanden, als dafl den beteiligten Feldern durch Lokalisierung und daraus
folgender Aufspaltung der Erhaltungssitze individuelle Konstanten zugewiesen werden
kénnen. Der Verlust der individuellen Zuordnung der Invarianten zu den einzelnen Frei-
heitsgraden des Systems ist bei Licht besehen gar keiner. Denn bei der Betrachtung
von Vielteilchensystemen werden die einzelnen Komponenten des Systems gar nicht auf-
gelost; vielmehr werden die Eigenschaften des ganzen Systems bestimmt. So sind die
Energieniveaus von Mehrelektronenatomen, den bisherigen Modellsystemen der RST,
und deren Differenzen, d.h. die Spektrallinien, Ausdruck der Wechselwirkung Elektronen
der Hiille untereinander und mit dem Kern. Eine Zuordnung der einzelnen Elementar-
ladungen e~ der Hiillenelektronen zu einzelnen Spinoren findet bei der Messung solcher
Spektrallinien nicht statt. Da das Ziel der Messung die Bestimmung des Verhaltens aller
Ladungen zueinander ist, braucht sie auch nicht stattzufinden. Eine theoretische Be-
schreibung dieses Verhéltnisses kann demnach auf die feste Zuordnung der Ladungen zu
bestimmten Freiheitsgraden der beschreibenden Felder ohne Verlust der Aussagekraft
verzichten. Da eine eine derartige feste Zuordnung, wie oben beschrieben, mit starken
Forderungen an die Beschreibung verbunden ist, kann im Gegenteil eher von einem Zu-
gewinn an Aussagekraft durch Zugewinn an Freiheiten gesprochen werden, anstatt von
einem Verlust, den die Theorie im Hinblick auf ihre Aussagekraft erfihrt. Gleichwohl
steht der Begriff eines einzelnen Teilchens, wenn notwendig, zur Verfiigung, etwa bei der
Beschreibung eines Ionisationsvorganges eines mehrelektronigen Atoms. Der Ubergang
zwischen einzelnen Teilchen und einem System ohne definitive Zuordnung der Konstan-
ten kann sogar kontinuierlich beschrieben werden.

Zum oben besprochenen Grenzfall nicht {iberlappender und deshalb einzelner Teilchen
sind einige Anmerkungen zu machen. Zuerst einmal heifft “einzeln” nicht “unterscheid-
bar”. Den Spinoren ™), n = 1,2,3, wird in (5.67a)-(5.67c) die gleiche Konstante 2z
zugewiesen als Ausdruck der gleichartigen Eichfreiheiten, denen sie unterliegen. Auch im
sich nicht iiberschneidenden Zustand ist es egal, welcher Eichfreiheit die Spinoren zuge-
ordnet werden, weshalb die Spinoren und die aus ihnen gebildeten Einzeldichten unter-
einander vertauscht werden kénnen, ohne die Aussagen der Theorie zu verdndern. Anders
gesagt, ist es gleichgiiltig, welche Dichte in welchem Volumen lokalisiert wird. Die Be-
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schreibung dieser Vertauschbarkeit durch die kontinuierlichen SU (34x4) - Freiheitsgrade,
die der Theorie iiber die Eichfreiheiten hinaus belassen wurden, ist Inhalt des néchsten
Abschnittes iiber die Beschrankung dieser zusétzlichen Symmetrien. Dabei wird beson-
deres Augenmerk auf der Tatsache liegen, dafl die Forderung nach Ungestortheit der
Eichfreiheitsgrade durch die zusétzlichen Symmetrien diese genau so weit einschréankt,
daf} sie die angesprochene Vertauschung der Spinoren und ihrer Dichten liefern. Die Eich-
freiheiten generieren in diesem Sinne den fiir Systeme identischer Teilchen notwendigen
Begriff des Austausches, wobei dieser hier auf den kontinuierlichen Symmetrien, die die
Generatoren (3, erzeugen, basiert, im Gegensatz zur Anwendung der globalen Permu-
tationsgruppe in der konventionellen Theorie. Sowohl die Eichsymmetrien als auch die
Austauschsymmetrie fuflen auf den lokalen U (IN4y4) - Symmetrien, statt mit den lokalen
Symmetrien fiir die Eichfreiheiten und einer globalen fiir die Austauschvorgéinge zwei
unterschiedliche Arten von Gruppen zu bemiihen.

Weiterhin bedeutet “einzeln” nicht zwingend “frei von elektromagnetischer Wechselwir-
kung”. Die Eichpotentiale A7, treten in den Eichstrémen nicht auf. Anders als die Aus-
tauschpotentiale konnen sie deshalb keinen Einfluss auf die Normierung der spinoriellen
Einzeldichten nehmen. Folglich miissen sie in Lokalisationsvolumina der Spinoren nicht
den Wert Null annehmen. Existierende elektromagnetische Wechselwirkung setzt aller-
dings eine gewisse Nihe der Ladungstriger voraus; sollen die Ladungen immer noch
eindeutig den Spinoren zuzuordnen sein, sind den Ausdehnungen der einzelnen Spinoren
Grenzen gesetzt®, damit Uberlappungen der Wellenfunktionen und der damit zusammen-
héngende, oben geschilderte, Zusammenbruch des Teilchenbegriffs verhindert wird. Vor
dem Hintergrund dieser Moglichkeit ist noch einmal auf die Aufspaltung (5.67 ) einzuge-
hen, um deren Anwendungsbereich zu prézisieren. Als Grundlage fiir die Giiltigkeit von
(5.67) wurde bereits festgestellt, dafl die Forderung nach Verschwinden aller Felder und
ihrer Ableitungen im Unendlichen fiir jedes Feld auf den Rand 0V seines endlichen Vo-
lumens V; zu verlegen ist. Lafit man den Abstand zwischen diesen Volumina anwachsen,
um sie im idealen Grenzfall unendlich weit voneinander zu trennen, miindet die For-
derung, die (5.67) zugrunde liegt, in die Forderung nach im Unendlichen hinreichend
schnell abfallenden Feldern. Dabei entfernt sich der Begriff eines in seinem Volumen als
einzeln wahrnehmbaren Teilchens von dem eines Punktteilchens, denn mit steigendem
Abstand der Grenzflichen kann das von ihnen eingeschlossene Volumen vergréflert wer-
den. Dahinter steht natiirlich die Einsicht, dafl der beschriebene Grenzfall physikalisch
ohnehin nur ndherungsweise zu erreicht werden kann und die physikalischen Kriterien
fiir sein Eintreten bei steigendem Abstand der Grenzflichen auch dann noch erfiillt sind,
wenn man die Grole des eingeschlossenen Volumens im Verhéltnis zum Abstand lang-
sam genug anwachsen 148t. Eine solche Situation auseinanderstrebender Freiheitsgrade

$Eine zweite Variante, den Spinoren eindeutig ihre Konstanten zuzuordnen, besteht darin, lokale La-
dungsverschiebungen von den Spinoren zu den Austauschpotentialen und umgekehrt zuzulassen,
unter der Bedingung, daf diese lokalen Anderungen sich global exakt ausgleichen. Die Wahl von
stark lokalisierten Feldern kann als der Extremfall dieses Vorganges angesehen werden, bei dem die
lokalen Verschiebungen Null sind.
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eines Systems liegt durchaus im Bereich der méglichen Zusténde eines Systems, z.B. ein
durch Ionisation aus einem Atomverband herausgelostes Elektron oder allgemeiner ein
System von Teilchen, die sich nach einem Streuprozel wieder voneinander entfernen.
Die Forderungen, die die Vereinzelung ( 5.67) stellt, werden vom System hierbei alleine
durch seine Dynamik immer besser erfiillt. Es entwickelt sich somit von sich aus in eine
Situation, in der seine Freiheitsgrade als einzelne Teilchen wahrgenommen werden kon-
nen, wobei durch die anwachsende Entfernung auch die Begriffe “frei” und “einzeln” sich
immer stérker einander annéhern.

In der umgekehrten Richtung schrumpfen die Lokalisationsvolumina fiir sich nicht {iber-
schneidende Felder zusehends, d.h. die (5.67) zugrunde liegenden Bedingungen spalten
sich immer stéirker von der Forderung nach im Unendlichen auf Null abfallenden Fel-
dern ab. Die Anforderung, sich nicht zu iiberscheiden, wird dadurch immer stérker zu
einer zuséatzlichen Zwangsbedingung, die zwar gestellt werden kann, um den Begriff eines
“einzelnen” Teilchens beizubehalten, aber dem System starke Beschrankungen auferlegt.
Dieses Bild hat sehr starke Ahnlichkeit mit den Punktteilchen der QFT mit all seinen
Folgen fiir die Beschreibung der Wechselwirkungen der Teilchen, die wihrend der Be-
griindung fiir die Aufstellung der RST anhand der Bethe- Salpeter - Gleichung gerade
als mafigebliche Ursachen fiir die Schwierigkeiten der QED/QFT, gebundene Zustéinde
zu beschreiben, benannt wurden. Aus diesem Grund wird die Annahme stets lokalisier-
ter Teilchen innerhalb der RST strikt abgelehnt. Als direkte Folge beschreibt sie ihre
Freiheitsgrade nur als im oben angegebenen Grenzfall als autark wahrnehmbar. Sollte
dennoch einer dieser Freiheitsgrade auch im wechselwirkenden, besonders im gebunde-
nen, Zustand vereinzelt auftreten, mufl die Dynamik des Systems zu diesem Zustand
gefiihrt haben, indem sie das System sich in eine Richtung hat entwickeln lassen, in der
die dazu notwendigen Bedingungen erfiillt werden. Hier ist noch zu betonen, dafl dieser
Vorgang tatséchlich auch nur einen Freiheitsgrad betreffen kann, wihrend die anderen
im nicht individuellen Zustand verbleiben; siehe als Ausgangspunkt fiir diese Aussage
(5.64).

Zusammenfassend kann man nun festhalten, daff mit den Austauschpotentialen und den
iiber die Yang- Mills- Gleichungen (5.44) eng mit ihnen zusammenhéngenden Quellen
der £/, und I/, Instanzen in der RST vorhanden sind, die entscheiden, ob ein Freiheits-
grad des Systems, speziell ein spinorieller, fiir sich mit einer Erhaltungsgréfie versehen
ist oder nicht. Der Teilchenbegriff wird also kontrolliert aufgegeben und nicht eher un-
beabsichtigt wie in der QFT. Diese kontrollierte Aufgabe betrifft dariiberhinaus auch
nur die identischen Teilchen, die dieselbe Ladung tragen. Die Bedingung (4.30) sorgt
bei Spinoren mit ungleichen Eintrdgen I, in der Liemetrik, was bei einem Eintrag mit
umgekehrtem Vorzeichen gegeniiber den anderen gerade einer umgekehrten Ladung ent-
spricht, bei konstanten Eintridgen fiir das Verschwinden der Austauschsymmetrie. Der
Kern, im oben als Beispiel eines gebundenen Vielteilchensystems angefiithrten mehrelek-
tronigen Atoms, kann folglich immer von seiner Elektronenhiille unterschieden werden.
In Unterkapitel 5.2 wird diese Auswirkung der Bedingung (4.30) ausfiihrlich beschrie-
ben. Unterkapitel 5.4 befa3t sich dann mit der Frage, wie durch ein Zusammenwirken von
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nichtkonstanten I™, und Anderungen in den Einschrankungen der SU (34x4) - Symmetrie
die strikte Unterscheidung zwischen Spinoren mit unterschiedlichen Eintrégen in der Lie-
metrik aufgehoben werden kann.

Die gerade ausfiihrlich besprochene Aufspaltung der Noetherstrome ist direkt auf ih-
re mefbaren Zusammensetzungen (5.49) iibertragbar, was nun schlufendlich auf die
Festlegung der Konstanten z¥ fithrt. Mit (5.50) und (5.67) folgt aus (5.49):

z= % /d3f’ (720 +5%) = % /dg? (o +7%) = % /d3f (4% +4%) =
= S = (1-2K12) Y (5.68)
4 4T ’

Mit der vollig iberraschenden Wahl
=1 (5.69)

enthdlt nun jeder der drei mefibaren Eichstrome (5.49) zwei Elementarladungen e in
seinem Fremdwechselwirkungsanteil zugewiesen, ausgehend von der Tatsache, dafl jeder
dieser Anteile zwei Integrale der Art (5.67a)-(5.67c) enthélt, die je ein einzelnes Elek-
tron reprasentieren sollen. Genau genommen verhalten sich die spinoriellen Einzeldichten
mit dieser Wahl neutral gegeniiber den Koppelungskonstanten K79 und I™,, was auch in
zweierlei Hinsicht geboten ist. (Zur Erinnerung: Laut (4.53) bestimmen nicht nur die
K, die Koppelungsstérke der Spinordichten, sondern auch die 7457,. Durch die Wahlen
(5.4) und (5.5) ist jenes nur nicht mehr sichtbar. )

Erstens soll die Wahl der 2% auch fiir andere Situationen giiltig sein, z.B. in Systemen
mit zwei negativen und einer positiven Ladung. Ein solcher Ladungswechsel wird fiir
2¥ = 1 durch das Umkehren eines Vorzeichens einer der Komponenten I", erreicht; siche
Unterkapitel 5.2. Die Wahl (5.69) besitzt demnach allgemeinere Giiltigkeit als fiir den
gerade betrachteten Fall dreier gleicher Ladungen, da durch sie jede der Einzeldichten
den Betrag einer Elementarladung zuordnet, unabhéngig vom Vorzeichen.

Zweitens treten die Einzeldichten immer zweimal als Quellen einer Fremdwechselwir-
kung auf und einmal als Quelle der Selbstwechselwirkung. Legt man eine spezielle Wahl
von z¥ unter Bezugnahme auf die Rolle der Dichten als Quellen der Fremdwechselwir-
kung fest, kénnen Probleme mit ihren Rollen in der Selbstwechselwirkung entstehen und
umgekehrt. (5.69) verhindert dieses durch Verlagerung der Frage nach der Koppelungs-
stirken der Dichten in den verschiedenen Rollen auf die Koeffizienten K79 und I™,.
Ankniipfend an die gerade herausgestellte Doppelrolle der Einzeldichten, soll das Ver-
héltnis der Selbstwechselwirkungsanteile in den Strémen zu den einzeln nachweisbaren
Ladungen in der vorangegangenen Diskussion, die sich auf die spinoriellen Einzeldich-
ten stiitzt, geklart werden. Zunéchst ist diese Diskussion rein technisch auf der Basis
der Noetherstrome (5.40) erfolgt, um dann auf die beobachtbaren Strome (5.49) iiber-
tragen zu werden. Im Zusammenhang mit diesen wurde z¥ zwar neutral gewihlt, aber
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die Festlegung (5.50) ist bereits so getroffen worden, dafi damit im Grenzfall einzelner
Teilchen den Fremdwechselwirkungsanteilen in ( 5.49 ) die Ladung 2e zugesprochen wird,
die mit (5.67a)-(5.67c) in zwei einzelne Ladungen e zerfillt, oder besser gesagt aus ih-
nen zusammengesetzt ist. Den Fremdwechselwirkungsanteilen wird also gegeniiber dem
Selbstwechselwirkungsanteil Vorrang eingerdumt. Die Begriindung dafiir ist folgende:
Die Strome (5.49) sind jeweils Quellen fiir Potentiale, die auf einen Spinor wirken. Im
Hinblick auf die Meflbarkeit der Ladungen im Fremdwechselwirkungsanteil wird dieser
Spinor als das dazu notwendige Testteilchen angesehen; die Namensgebung der beobacht-
baren Strome beruht gerade auf dieser Ansicht. Soll nun ( Eich- )Selbstwechselwirkung
ein grundsétzlich vorhandener Prozefl sein, mufl, wegen fehlender anderer Potentiale,
diese von denen mitgetragen werden, die auch die Wechselwirkung mit den anderen Tei-
len des Systems iibertragen, wodurch die Anwesenheit eines entsprechenden Quellter-
mes vonnoten ist. In Bezug auf die vorangegangene Herausarbeitung des Begriffes eines
einzelnen Teilchens stehen aber die beiden Dichten im Fremdwechselwirkungsanteil im
Vordergrund. Zudem ist nur in diesem Bezug die Festlegung (5.50) versténdlich, denn
fiir ihre Aufstellung wurde ja gerade angenommen, daf} ein Teilchen die beiden anderen
spiirt. Im verschrankten Zustand ist diese Aussage gar nicht moglich, da die Austausch-
ausdriicke in die Ladungserhaltung miteinbezogen werden miissen. Allerdings braucht
die so getroffene Festlegung nicht mehr geindert zu werden, wenn einer der beteilig-
ten Freiheitsgrade z.B. durch Vorzeichenédnderung oder auch Massendnderung dauerhaft
von den anderen unterscheidbar wird. Ebenso ist diese Festlegung konsistent mit der
dynamischen Vereinzelung nur des bewirkten Spinors alleine. Die Ladung 2e kann dann
zwar nicht auf die Spinoren in den Fremdwechselwirkungsquellen exakt aufgeteilt wer-
den, das nun autarke Teilchen wechselwirkt aber immer noch mit der Gesamtladung 2e.
Auf die Nichtbeobachtbarkeit der Austauschpotentiale, die diesen Vorgang der Ladungs-
verschmierung zwischen je zwei Spinoren mittragen, ist bereits im zweiten Absatz nach
(5.53) ausfiihrlich eingegangen worden. Sie ist auch der Grund fiir die Nichtbeobacht-
barkeit der Ladung 2%, die mit den zusétzlichen Freiheitsgraden der Theorie zusammen-
hingt, obwohl die Ausdriicke B“*G"*?,,, an sich eichinvariant sind.

Das Verschwinden dieser Ausdriicke durch gegenseitiges Aufheben in (5.68) ist auf die
Anzahl n = 3 der Spinoren zuriickzufiihren; fiir n > 4 sind solche Terme durchaus zuge-
gen. Leider ist es bisher aber weder gelungen, ihre Normierungskonstante 22 (g,) durch
Anwendung der Theorie auf atomare Systeme zu bestimmen, noch durch grundsétzli-
che Uberlegungen herzuleiten. Von dieser Seite aus ist bisher eine Normierung auf Null
favorisiert worden, echte Aussicht auf eine Beantwortung dieser Frage bieten aber wahr-
scheinlich erst Modellsysteme, bei denen die Gravitation mitberiicksichtigt werden mu$,
da im Energie - Impulstensor die Gesamtheit der Austauschfeldstarken meibar anwesend
ist.

Die bisherige Favorisierung des Wertes Null fiir zZ beruht ebenso wie der Wert Eins fiir
2% auf der vorhin geschilderten Grenzwertsituation vereinzelter Spinoren. Tritt hier der
ideale Grenzfall unendlich weit voneinander entfernter Ladungstriager ein, entfillt auch
die Eichwechselwirkung, und das System kann als in einer Art Grundzustand befindlich
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betrachtet werden. Fiir die jetzt von den Spinoren abgekoppelten bosonischen Potentiale
B?,, wire es dann fast als natiirlich anzusehen, daf sie sich alle sowohl im selben Zustand
als auch im gleichen Raumvolumen einfinden. Im vorliegenden Fall dreier Teilchen heben
sich unter diesen Voraussetzungen in (5.43) bereits die Austauschquellen der Eichfeld-
stidrken gegenseitig weg; durch die fehlenden SU (34x4)- Quellen tragen die A7, und
Ff w mit ihren materiellen Quellen im unendlichen Abstand zum Lokalisationsvolumen
der B¥, nichts zu den entsprechenden Ausdriicken auf den rechten Seiten von (5.44)
bei, die Ausdriicke in B*#GY,,,, alleine fehlen ohnehin, so daf die Quellen der Austausch-
feldstarken zu Null werden; die Austauschpotentiale und die Integranden der Integrale
(5.67d)-(5.67f) schlieBen sich an. Fiir 2P folgt der Wert Null. Das paarweise Aufheben
der Austauschausdriicke ist allerdings ein Spezialfall, der nur fiir n = 3 auftritt. Trotzdem
bleibt fiir kohérente Austauschpotentiale der Wert Null fiir z? giiltig, denn, wie bereits
erwihnt, spielen im Volumen der B”, die materiellen Quellen der A/, keine Rolle. Neben
dem reinen SU (34x4)- Charakter, mit dem die Eichfeldstidrken und - potentiale in die
Yang - Millsgleichungen der G*,, eingehen, spielen nun auch nur noch ihre SU (34x4) -
Quellen eine Rolle®, weshalb sie im Volumen der SU (344) - Austauschpotentiale als zu
ihnen dquivalent behandelt werden diirfen, d.h. mit ihnen und folglich auch untereinan-
der kohérent sind. Dann entfallen aber die Differenzen A%, — A, F?,, — F?,, etc., und
die Quellen der G*,, sind wieder Null, mit den bereits geschilderten Folgen. Das Ver-
schwinden der Austauschpotentiale fiigt sich mit der Tatsache zusammen, dafl zwischen
kohédrenten Potentialen im selben Zustand kein Austausch mehr zu vermitteln ist, fiir
den die B*, ebenso verantwortlich sind wie fiir den zwischen den ™); siehe die Diskussion
nach (5.23).

Mit ihrem mittleren Verschwinden erfiillen die Austauschpotentiale zwar auf einfache
Art die Anforderungen, die der Grenzfall einzelner Teilchen an sie stellt, verhindern
aber auch interessante Fragestellungen. So wére es bedenkenswert, die Idee des Quark-
Confinements des MIT - Bag- Modells zu iibernehmen und sich zu fragen, ob die B*,
die Lokalisierung der Teilchen unterstiitzen, indem sie um deren Volumina einen Druck
aufbauen, der die Spinoren an ihrer Ausbreitung hindert. Durch ein solches Modell wé-
ren die B?,, zuerst einmal durch das sténdige Vorhandensein von Punktteilchen indirekt
nachweisbar und im Energie - Impulstensor durch ihren jetzt sténdigen Beitrag zur Gra-
vitation direkten Messungen zugénglich.

Die Beschrankung der Austauschsymmetrie

Um den Begriff einzelner Teilchen U (34x4) - invariant zu belassen, ist es notwendig, bei
solchen Transformationen die Integrale (5.67) nicht zu &ndern. Die Eichtransformatio-
nen F (Nyxq) = U(Lyxa) X U(lyxq) X U(lyxy) erfiillen diese Bedingung offensichtlich
uneingeschréankt; sie verdanken ihren Namen genau dieser Eigenschaft. Ebenso offen-
sichtlich gilt die Invarianzforderung unter der uneingeschrinkten Wirkung der durch

§Nebenbei sei angemerkt, da in diesem Bild die Ff uv einen sehr ausgepréigten bilokalen Charakter
besitzen, der sehr gut seinen Doppelcharakter als U (14x4) - und SU (34x4) - Feldstirke widerspiegelt.
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die Generatoren (3, (5.7) erzeugten SU (34x4) - Transformationen nicht. Betrachtet man
z.B. die Dichten @/% %' und g@,% %)’ des Spinors ¥/ = S;3¥ (5.25)

@/% W' = @y, W - cos® (‘A5 (SL’)D + by, % - sin? (‘A‘r’ (x) D
+ [ % - A (@) — @y - A (2)] - * _ sin (‘A‘r’ (x)‘) oS (‘A5 (x)‘)

A5 ()]
(5.70a)
W W = b, % - cos? (JAS (2)]) + @y, % - sin? (|A® @)\)
— [ - A () + gy, - A ()] - m sin (|A® (2)|) cos (|A® (z)]) |
(5.70b)

folgt aus der urspriinglichen Normierung (5.67) keinesfalls die gleiche Aussage fiir
', W' oder b7, %' Erst die schon bekannte Beschrinkung

™

|A° ()| = ng (5.71)
n=1,2,3,...,
oder
|A® ()| = nm (5.72)
n=1,23 ...,

fithren zum gewiinschten Ziel. Aufbauend auf den so entstandenen Dichten
1E/’7u 1¢/ = 3@%1 3¢ V 1E,’7y 1¢/ = 1@’7,, 11? (5.73a)
DX =g vV @ =, (5.73b)

die eine reine Vertauschung der urspriinglichen sind, konnen wieder Integrale der Art
(5.67a)-(5.67c) gebildet werden. Analoges gilt fiir die Ausdriicke B“*G**3,,, unter der
eingeschrinkten Transformation S (5.36) und die Integrale (5.67d) - (5.67f):

B*"G",, =B*G, Vv B"™Gl, =B"G", (5.74a)
B"G*¥,, = B¥G%, Vv B™G¥, =B"G",, (5.74b)
B*G”,, = B"G', v BG”,, =B%G,, . (5.74c)

Zu beachten ist der Umstand, daf§ nur der Betrag des Transformationsparameters A® (z)
global ein Vielfaches von 7 sein muf; A® (x) selber kann jeden Wert auf den dadurch
festgelegten Kreisen in der komplexen Ebene annehmen, weshalb mit den Austausch-
transformationen immer noch Lokalitdt verbunden ist. Diese Lokalitdt bedingt natiirlich
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ein inhomogenes Transformationsverhalten auch des Austauschanteils B, ¥ der eichkova-
rianten Ableitung, um deren homogenes Transformationsverhalten sicherzustellen. An-
dererseits haben auch die Austauschtransformationen Anteil am inhomogenen Transfor-
mationsverhalten von A,. Es muB also wirklich immer die inhomogene Transformation
von ganz U, (mit Beschriankungen ) (4.42) vorgenommen werden. Z.B. lautet I, unter
813, wenn die Beschriinkung |A® (z)| = Z-¥durch

A (x) = et (5.75)

beriicksichtigt wird:

—3 (AIM + A2u) o B7ue—is013($) N _Z'B5ue—2is013($) =

I/{L = —B4Mef¢13(”ﬁ) . ]l4><4 —1 (Alu'—l— A3M) . ]l4><4 Bgue_wm(gﬁ) . ]l4><4
iBSMe2Z§013($) o Bﬁueww(r) o —3 (A2u + A3M) =
—iay9013 (33) “Lyxa Ouxa O4xa
- Ouxa Ouxa O4xa (5.76)
Ouxa Ouxa +i0,p13 () - Laxa

Zu beachten ist hier, dal zwei Elemente der Hauptdiagonalen, also Eichpotentiale, bei
einer Austauschtransformation durch den Zusatzterm 0,853 - Siz modifiziert werden;
notwendigerweise, wie eine rein partielle Ableitung von ¥’ (5.26) zeigt.

Die Austauschtransformationen der RST unterscheiden sich demnach von den globalen
Permutationen der Standardtheorie nicht nur durch ihren Ursprung, den sie in konti-
nuierlichen SU (IN4x4) - Transformationen haben, sondern auch dadurch, da8 sie diesen
charakteristischen Unterschied auch beibehalten. Er geht selbst im Grenzfall vereinzelter
Teilchen, der B®, = 0 erfordert wo ™) # 0, was AY (z)|;, = const in diesen Volumi-
na nach sich zieht, nie ganz verloren. Denn die Begriffsbildung, die in diesem Grenzfall
geschieht, ist auch dann noch mdoglich, wenn ein AY (z), das zwei Spinoren koppelt, in
jedem der zwei beteiligten Volumina unterschiedliche konstante Werte vom ihm zuge-
wiesenen Kreis in der komplexen Ebene annimmt, deren stetiger Ubergang ineinander
in den spinorfreien Raumbereichen mit B*, # 0, ™) = 0 stattfindet.

Trotz der Gemeinsamkeit, kontinuierliche Transformationen zu sein, besteht zwischen
den Austauschtransformationen und den vollen Eichtransformationen ein Unterschied.
Letztere sind in ihrer Lokalitdt nicht nur unbeschréankt, sondern lassen auch Groéflen wie
z.B. die Stromdichten invariant. Dagegen bleibt unter den Austauschtransformationen
nur die physikalische Begriffswelt unverandert. Am nachdriicklichsten veranschaulichen
dies die spinoriellen Einzeldichten. Solange aus der Normierung, die in einer Konfigurati-
on des Systemspinors W = (4, %), %)" mittels (5.67) erfolgt, auch die artgleiche in einer

“Es wird nur der interessante Fall mit sin (|A® ()|) = 1 betrachtet. |A®| = nm — cos (|A® (z)]) = 1
fithrt, wie schon erwihnt, im wesentlichen zur 1- Transformation.

173



5. Systeme dreier Fermionen

. o \T
anderen Anordnung ¥’ = (g%, 2, %%) folgt, sind in Bezug auf die Physik, die

sie ergeben, beide zueinander dquivalent. Die Dichte 1@,% 4 ist aber ersichtlich nicht
gleich der Dichte 11)7,, %, d.h. nicht im streng mathematischen Sinne invariant.
Anstatt nun aber wie in der Standardtheorie eine ( gewichtete) Summe iiber diese und
alle anderen Moglichkeiten in die Theorie einzufiihren, um der Gleichberechtigung aller
moglichen Anordnung der einzelnen Zustande ™) Rechnung zu tragen, wird hier der Aus-
tausch sowie die mit ihm zusammenhéngenden Phanomene mit den Mitteln beschrieben,
die die Faserbiindeltheorie zur Behandlung solcher Aquivalenzen anbietet. Die Aussagen
des Formalismus sind invariant gegeniiber der Wahl der Reihenfolge der ™). Dazu miis-
sen in der eichkovarianten Ableitungen (5.20) und (5.23) die zusitzlichen Potentiale
B?, und Feldstérken G*,, auftreten; durch sie, und nicht durch die Summe aller Permu-
tationen, nimmt der Teilchenaustausch Einflu} auf die Entwicklung und die Me3werte
des betrachteten Systems. Durch die Gegenwart dieser zusétzlichen Potentiale in den
Bewegungsgleichung (5.42), (5.43) und (5.44) ist dies leicht einzusehen. Daneben ha-
ben sie durch die Terme B“G**3,, in den Eichstromen Anteil am Verlust des Begriffes
eines definierten Zustandes, denn (auch) durch die Mitwirkung dieser Terme koénnen
in der Situation einander iiberlappender Spinorfelder die Aussagen der eichinvarianten
Erhaltungssétze nicht mehr eindeutig einzelnen Feldern zugeordnet werden; siehe hier-
zu den ausfiihrlichen vorangegangenen Abschnitt. An dem dort beschriebenen Vorgang
148t sich noch einmal deutlich machen, wie unterschiedlich die konventionelle Theorie
und die RST Entanglement behandeln. In der bekannten Theorie wird der Unwissenheit
iiber die genaue Zuordnung der beteiligten Teilchen, die anfangs durch Messung genau ei-
nem Zustand zugewiesen waren, zu den Zustédnden in der Wechselwirkungszone dadurch
Rechnung getragen, dafi die Summe aller méglichen Permutationen dieser Zuordnungen
verwendet wird. Im Gegensatz dazu arbeitet die RST immer nur mit einem Représentan-
ten aus der Aquivalenzklasse der Systemspinoren. Wihrend Wechselwirkung vorherrscht,
kann aber keinem der darin enthaltenen Einzelspinoren eindeutig eine Kenngrofie wie
z.B. die Ladung zugeordnet werden; die Aussagen der eichinvarianten Erhaltungssitze
erstrecken sich in dieser Situation iiber mehrere Felder, die nicht einmal zur selben Dar-
stellung der Lorentzgruppe gehoren. Die Moglichkeit, von einem definierten Zustand zu
sprechen, wurde also aufgelost, indem die dazu notigen charakterisierenden Erhaltungs-
grofen allen Mitgliedern des Systems ununterscheidbar gleichermaflen zugeteilt werden.
Die Beschreibung der Austauschsymmetrie im Rahmen der kontinuierlichen Symmetri-
en der Yang- Millstheorien bietet gegeniiber dem normalen Vorgehen einen Vorteil: Sie
muf} nicht extra postuliert werden. Allein die Forderung nach einem invarianten Teilchen-
begriff, der in die U (INy4) - Symmetrie der Theorie eingebettet sein soll, fithrt durch die
dazu notwendige Reduzierung der restlichen Symmetriefreiheitsgrade zu einer Form fiir
diese, die genau dem Begriff der Austauschsymmetrie entspricht. Im Gegensatz dazu
steht das (Anti- )Symmetrisierungspostulat der konventionellen Theorie.

Mit der Riickfithrung der Austauschsymmetrie auf kontinuierliche Symmetrien steht die-
se Arbeit auch im Gegensatz zu der Riickfithrung der RST auf die Hartree - Fockndherung
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durch Rupp und Verschl in [14] und [15]. Die Hartree - Fockmethode steht auf dem Funda-
ment des (Anti- )Symmetriesierungspostulats, wodurch es mit der Permutationsgruppe
verbunden ist. Folgerichtig werden in [14] und [15] die Matrizen von der Art der 3, (5.7)
nicht als Generatoren der SU (3,x4) aufgefafit, sondern als Darstellung der Permutati-
onsgruppe. Da diese globale Gruppe, vor allem auch weil sie keine Liegruppe ist, von den
lokalen Symmetrien der Yang- Millstheorien nicht mit erfafit wird, mufl die Anwesenheit
der zusétzlichen Elemente in der eichkovarianten Ableitung gesondert postuliert werden,
wie es in Teil 1 in Teilkapitel 2.1.3 geschieht.

Die iiber die Verbindung mit der Hartree - Fockmethode angestrebte Anbindung der RST
an die bekannte Theorie ist schwierig, bedingt vor allem durch die voneinander verschie-
denen Konzepte zur Beschreibung eines Vielteilchensystems: die Produktwellenfunktio-
nen (der freien Zustande ) der Standardtheorie und die Whitneysummen der RST. Als
Beispiel fiir diese Schwierigkeiten kann man die Potentialterme B**G“*?,, in den Eich-
strémen anfiihren. Solche Terme sind in der normalen Theorie fiir den Fall reinen Elektro-
magnetismus’ nicht bekannt; analoge Ausdriicke in den Quellen der elektromagnetischen
Felder treten nur in der SU (2444) - Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung auf.
Entsprechend unmoglich ist es, sie durch Vergleich der RST mit der Hartree - Focktheorie
eines rein elektromagnetisch wechselwirkenden Systems zu interpretieren. Der Unter-
schied zwischen beiden Theorien, den die Gegenwart von nichtmateriellen Quellen in
den Quellstréomen der F7,, (5.43) ausdriickt, miindet in die oben geschilderte unter-
schiedliche Auffassung von Entanglement.

Die Reduktion der Symmetrien des Systems ist hier, trotz der schon bekannten Bedingun-
gen (5.71) und (5.72), noch einmal aufgegriffen worden, weil nach (5.26 ) die Bedingun-
gen nur in Vorschau auf diesen Abschnitt angegeben wurde und die Begriindung dieser
Wahl nach (5.37) nur auf der Trennung der Eichfeldstarken von den Austauschfeldstér-
ken beruht, also nur zwei Sektoren der Theorie strikt auseinanderhélt. Dafl durch (5.71)
und (5.72) im Detail die begriffliche Invarianz der Kernelemente (5.67 ) der Theorie si-
chergestellt wird, ist dort noch nicht zu erkennen. Vielmehr sollte man, dem Weg von
oben folgend, im Umkehrschlufl argumentieren: Aus der Erhaltung des Teilchenbegriffes
folgt die Reduktion von Saustausen, Wie z.B. Si3 (5.24 ), auf eine reine Austauschsymme-
trie, sowohl im Spinorraum, als auch in der Liealgebra, wobei in letzterer dadurch auch
die verschiedenen Potentiale streng voneinander getrennt werden.

Abschliefend mufl noch die genaue Form der jetzt noch moglichen Gesamttransforma-
tionen geklart werden; sie lautet:

A* 3, Ao
SGesamt = SAustausch : SEich =€ fo. € ! (577>
oder
A A3,
SGesamt - SEich : SAustausch =€ Ie P . (578)

Daf die beiden unterschiedlichen Arten von Transformationen nur in in sich geschlossener
Form nacheinander ausgefiihrt werden diirfen, liegt nicht in den verschiedenen Begriffen
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von Invarianz, die mit ihnen verbunden sind, begriindet, sondern vielmehr in der simplen
Tatsache, dafl die Generatoren a; der Eichsymmetrie Anteile an der Algebra su (34x4)
besitzen, die im allgemeinen nicht mit den restlichen su (3,44) - Generatoren (3, kommu-
tieren; siehe (5.58) bis (5.62 ) und den darauf folgenden Absatz. Dadurch kénnen Trans-
formationen entstehen, die Eich-und Austauschparameter miteinander vermischen, wo-
durch wiederum unter ihnen weder der Eichanteil der Theorie invariant ist, noch eine
reine Austauschsymmetrie vorliegt, z.B. bei einer Transformation die S;3 = "5 +A% s
(5.24) und Sgija, = eMa2 in der Form & = eMe2+A%85+A%% ysammentfiihrt.

Gleichwohl sind (5.77) und (5.78) immer noch Elemente der Gruppe SU (34x4), die
durch ein geeignetes Element der Liealgebra su (34x4) erzeugt werden konnen. Dieses
steht durch die Baker - Campbell - Hausdorffrelation mit den Exponenten rechten Seiten
von (5.77) und (5.78 ) in Beziehung. Aus der Liealgebra sind demnach nur noch die Ele-
mente zugelassen, deren Koeffizienten der Generatoren sich durch BCH als Polynome
pPe (Af , Am) der Generatorkoeffizienten A/, A* der oben angegebenen Produktausdriicke
ausdriicken lassen:

SGesamt - eP“(Af,Az)va . (579)

5.1.6. Der Energie - Impulstensor

Mit der Festlegung der spinoriellen Dimension N = 3 (5.2) der Faser (5.1), der zu-
gehorigen Wahl von U (3444) zur Strukturgruppe mit Basis {v,} = {as} U {8} (5.6),
(5.7) sowie den Komponenten 457, (5.4), (5.5) der Spinormetrik und K, (5.11) der
Liemetrik liest man fast direkt aus (4.79b) die Energie- Impulsdichte des betrachteten
Systems ab:

T/u/ — T]B}irac + Tfljch + Tj;ustausch (580&)
. 3
. 7 _ _ _ _
T = 1 Z (bvuDy ™ + 07Dy — Dy by, "0 — Dy iy, ™)) (5.80b)
n=1

T/F;Ch = Ku (FlqulyV + FZMF%V + FnggyV)

1
+ ZKHQWJ (FlgfyFlﬁw + F257F2ﬁ7 + F3ﬁ7F367)
+ Kia (FIMF%/V + F2thv + FIMF?WV + Fnghv + F2MF3PYV + stF%’,,)

1
+ 5 Kiagu (F' g, F?7 + F' g 397+ F25 F307) (5.80c)

Tj;justausch = 4 K47 (G4M’YG77V + G7u’yG4’yV + GSu'yG&YV + G8u’yG5’yV + GGu’ngﬂyu + GQM’YGGVV)
1

+ §K47gu,, (G4ﬁ7G7ﬁfy + G557G867 + G657G9ﬁ7) (580d)
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Dabei sind die eichkovarianten Ableitungen D, ™) diejenigen aus (5.20).
Die Gesamtenergie des Systems ist das Integral iiber die Zeit- Zeitkomponente von
(5.80)

[e.e]

E = /dszoo, (5.81)

—00

und die Impulse P; des Systems sind die Integrale iiber die Zeit - Raumkomponenten von
(5.80)

e e}

—00

Wie der Austauschanteil (5.80d ) zeigt, haben die Austauschfeldstéirken und - potentiale
nicht nur indirekt tiber die Diracgleichungen (5.42 ), d.h. iiber die raumzeitliche Entwick-
lung der Spinoren, die in (5.80b ) eingehen, Anteil, sondern nehmen durch eigene Terme
direkt an den MeBgrofien (5.81) und (5.82) teil. Neben der alleine sie betreffenden Sek-
tion (5.80d) sind sie auch durch Terme der Art @y, B®,%) etc. aus den eichkovarianten
Ableitungen im Materieanteil direkt vertreten. Es treten dabei aber immer alle Aus-
tauschfeldstdarken und - potentiale auf. Somit ist keine dieser Groflen einzeln meflbar.
Unter den Voraussetzungen, die die Aufspaltung (5.67) der Eichstrome und den damit
zusammenhéngenden Begriff eines einzelnen Teilchens ergeben haben, zerfallen auch
(5.81) und (5.82) in einzelne Ausdriicke. Ein Spinor mit nur ihm zugewiesener Ladung
wird demnach durch die seinem Volumen zugeordneten Impulse und Energie mit eben
diesen MefgroBen individuell ausgestattet. Die bekannten Beschrankungen (5.71) und
(5.72) sorgen dann dafiir, dafl die in einer Eichung festgelegten Energien und Impulse
auch in allen anderen noch erlaubten dieselben sind.

Wie schon bei den Eichstromen die Zuordnung der Ladungen geht hier die individuelle
Zuordnung der Energien und Impulse zu den einzelnen Feldern verloren, wenn sich die
Spinoren anfangen zu iiberlappen. Im ersten Schritt in diese Richtung beginnen die noch
lokalisierten Elektronen, ohne sich iiberschneidende Wellenfunktionen, iiber die Eichpo-
tentiale miteinander wechselzuwirken, womit durch die Potentiale Af, die reinen Spinor-
terme [;, d*7 W00, 1 etc. in (5.81) und (5.82) zu Sy, &7 (18700, W + Wy, W (A% +
A3V)) etc. werden. Wahrend die Ladungen noch eindeutig ihren Spinoren zugewiesen
werden konnen, werden Energie und Impuls der Volumina V; bereits jetzt in jedem V;
gleichermaflen Spinoren und Eichpotentialen zugewiesen; die Integrale bleiben auch nur
deshalb auf die V; beschrankt, weil noch ™) = 9,") = 0 fiir ¥ € V; gilt. Der nun exis-
tierende Eichfeldanteil (5.80c) erlaubt in (5.81) und (5.82) wegen fehlender solcher
Beschriankungen fiir die A/, schon keine Integrationen iiber einzelne Volumina mehr.
Der Term proportional zu K737 in der ersten Zeile von (5.80c) vertritt in den Anteilen,
die die Eichwechselwirkung in (5.81) und (5.82) verursacht, die Beitrdge der elektro-
magnetischen Selbstwechselwirkung; fiir K, « K'! = — K12 = % entfillt er, zusammen
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mit allen anderen Beitrdagen die die Selbstwechselwirkung quer durch den Formalismus
besitzt.

Im néchsten Schritt mit sich iiberschneidenden Spinoren konnen die Austauschpotentiale
B*,, (aufler durch sehr rigide Nebenbedingungen ) nicht mehr aus den Raumbereichen
der Spinoren herausgehalten werden und umgekehrt. Als bereits ausfiihrlich behandelte
Folge davon verschwindet wegen der nun nur noch als Einheit behandelbaren Erhaltungs-
sitze die Zuordnung der Ladungen zu einzelnen Feldern. Auf der Grundlage derselben
Argumente, die dazu fiihren, sind die Integrale (5.81) und (5.82) ebenso nicht mehr in
einzelne Ausdriicke zerlegbar, bestimme Anteile der Energie und des Impulses kénnen
also auch nicht mehr nur einzelnen Feldern zugeordnet werden. Selbst wenn dies gelédnge,
kénnte immer noch nicht von Energie oder Impuls eines vereinzelten Teilchens gespro-
chen werden, denn die dazu charakteristische Zuordnung der Ladung zu nur einem Feld
existiert weiterhin nicht.

Das Verschwinden des Teilchenbegriffes liegt bisher alleine an den Symmetrien, die
die Strukturgruppe des Systems iiber die reine Eichsymmetrie hinaus einbringt, selbst
im Energie - Impulstensor, der der Lorentzsymmetrie des Systems zugeordnet ist, nicht
seinen unitdren Yang- Millssymmetrien. Andererseits weist der Generator (5.33) der
Lorentzgruppe fiir ¥ = (%), %), %)) nur eine reine Blockdiagonalstruktur (reine direk-
te Summenstruktur ) auf, wihrend in der Strukturgruppe die blockdiagonale Struktur
der reinen Eichgruppe, d.h. die Summenstruktur ihrer Liealgebra, durch nebendiago-
nale Elemente der Restsymmetrie begleitet wird. Dabei ist die Restsymmetrie gerade
so weit eingeschréinkt, daf sie die auf der Basis der Eichgruppe gebildeten Begriffe der
RST nicht dndert. Es stellt sich nach diesem Vergleich fast von selber die Frage, ob
mit der Lorentzgruppe nicht dhnlich verfahren werden kann, um das Verschwinden des
Teilchenbegriffes ohne Riickgriff auf die Yang- Millssymmetrien des Systems alleine im
Energie - Impulstensor zu verankern. Die Frage besteht also aus der Frage nach einer
Lorentzsymmetrie des Systems, in die die blockdiagonale Form (5.33) eingebettet ist,
und wie deren zuséitzliche Freiheitsgrade eingeschrinkt werden miissen, um alles auf
(5.33) Aufbauende invariant zu lassen. Dabei ist wie bei der Strukturgruppe eine Be-
griffsinvarianz gefragt, keine streng mathematische Invarianz. Die Suche nach zusétz-
lichen Elementen der Lorentzgruppe kann man schon im ersten Schritt der Reduktion
der Symmetrien des Systems beginnen. Zur Erinnerung: ¥ = (%, %), %)) ensteht durch
die Zusammenfassungen (5.2) von je vier Komponenten des zwolfkomponentigen Ob-
jektes in (5.1). Diese Zusammenfassung ist Ausdruck fiir genau die Herausbildung des
Generators ( 5.33 ) aus der iibergeordneten Lorentzsymmetrie des den drei Spinoren tiber-
geordneten zwolfkomponentigen Objektes. Einen geeigneteren Rahmen findet die gerade
umrissene Fragestellung wahrscheinlich, wenn sie mit ortsabhéngigen Generatoren der
Lorentzsymmetrie angegangen wird, also allgemein relativistisch.

An dieser Stelle sei dann auch nocheinmal darauf eingegangen, warum Modellsysteme
mit Gravitationswechselwirkung besonders geeignet sind die Austauschfelder fiir sich né-
her zu untersuchen, obwohl die Austauschgrofien immer mindestens durch (5.80d) in
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T,, bzw. F und P vertreten sind, im Fall verschrankter Systeme auch durch die zu-
gehorigen Potentialterme der eichkovarianten Ableitungen in (5.80b). In Systemen, in
denen sich alle Felder stark iiberlappen, leisten die Austauschpotentiale ihren Beitrag
aber immer zusammen mit allen anderen Feldern. Fiir die bisherigen atomaren Mo-
dellsysteme heifit das, ein vom Atom ausgesandtes Photon tréagt in seiner Energie und
seinem Impuls immer nur die Summe aller entsprechender Anderungen der Untersysteme
(5.80b)-(5.80d ) vom Atom weg, die dann einzeln zu identifizieren sind, was umso bes-
ser gelingt, je mehr iiber die einzelnen Untersysteme bekannt ist, selbst dann aber nicht
immer exakt moglich sein mufl. Die Nebenbedingung eines bestimmten Wertes fiir £
kann durchaus von mehreren unterschiedlichen Konfigurationen der Teilsysteme von 7},
erfiillt werden, welche dann durch die Daten, die das Photon liefert, im Riickschluf} nicht
unterschieden werden konnen; siehe hierzu auch oben die nicht mehr eindeutige Zuord-
nung der Gesamtenergie oder des Gesamtimpulses zu einzelnen Feldern.

Eine fiir nur an den Austauschpotentialen durchgefithrte Untersuchung giinstige Situa-
tion liegt bei sich nicht {iberlappenden Spinoren vor, da dann jedem der Untersyste-
me zu 7}, eigene Raumbereiche zugewiesen sind. Da weiterhin die Austauschpotentia-
le streng paarweise koppeln, kann der Inhalt des Volumens der B*, nicht durch eine
U(N) - Eichwechselwirkung “ausgemessen” werden. Andererseits besitzt der fiir solche
Eichwechselwirkungen “leer” aussehende Raumbereich wegen (5.80d ) sehr wohl Gravi-
tationswechselwirkung mit seiner Umgebung, deren alleinige Urheber die B*,, sind.

Im Rahmen atomarer Modelle zeigt £ (5.81) eine Aufspaltung in diskrete, voneinan-
der verschiedene Niveaus. Ein allgemeines Quantisierungsprinzip, das dann auch klédren
miite, warum die ¥ vor und nach der Teilnahme der zugehorigen ™) an Wechselwir-
kungen immer die eine gleiche Groe e (oder eventuell Vielfache davon ) besitzen und
nicht etwa kontinuierlich alle Werte zwischen 0 und z zeigen, ist bisher noch nicht ge-
funden. Der normale Weg der Uberfiihrung der Felder einer Theorie in Operatoren nach
dem Vorbild der QFT steht hier jedoch nicht offen, wegen der dabei zwangsweise mit-
einander kollidierenden Mehrteilchenbegriffe; dem der RST den der QFT hinzuzufiigen
mufl zu Problemen fithren. Eventuell bieten die Methoden der Quantenloopgravitation
einen Weg zur Diskretisierung der RST.

Die hier fiir 7}, durchgefiihrte Diskussion kann in der vorliegenden Form auch fiir die
Drehimpulsdichte des vorliegenden Dreiteilchensystems, die aus (4.86) folgt, gefiihrt
werden. Da im Prinzip die gleichen Aussagen wie hier folgen, nur eben fiir die Bahn-
und Eigendrehimpulse statt der Energie und linearen Impulse der Felder, wird darauf
verzichtet.

Im Hinblick auf das néchste Unterkapitel sei noch erwéahnt, daff in jedem der Terme von
(5.80b) grundsétzlich die Koppelungsmatrix I", der Spinormetrik auftritt, was nach der
Wabhl (5.5) nur nicht mehr auffillt; vergleiche auch die allgemeine Form (4.79b ).
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5.2. Drei Fermionen mit unterschiedlichen Ladungen
und Massen

In diesem Unterkapitel werden die Auswirkungen der Nebenbedingungen (4.19) und
(4.30) dargelegt, wenn die Eintrdge der Massenmatrix M = {M™;} bzw.der Spinor-
metrik Z = {I™;} nicht mehr gleich sind. Im Fall unterschiedlicher, aber konstanter
hauptdiagonaler Eintrige erzwingen sie das Entfallen der Austauschsymmetrie zwischen
den Spinoren, die unterschiedlichen Eintrdgen M™; bzw. I, zugeordnet sind, indem
sie die Verwendung der Generatoren der Austauschsymmetrie zwischen den betroffenen
Spinoren unterbinden. Sind die Eintrédge von M oder Z zusétzlich zur ihrer Ungleich-
heit auch nichtkonstant, darf die Symmetrie zwischen den Spinoren zu unterschiedlichen
Eintragen zwar bestehenbleiben, muf jetzt aber zu den Eichsymmetrien gerechnet wer-
den. Die Zusténde, die die unter dieser Eichwechselwirkung zusammengefafiten Spinoren
beschreiben, sind wegen der nun zwingend nichtkonstanten Massen M™; und Koppe-
lungsgrofien I™,, die einen Zustand charakterisieren, wahrscheinlich nicht stabil.

Das Hauptaugenmerk liegt in diesem Unterkapitel allerdings auf der ersten Variante. Sie
wird im Rahmen des Modellsystems dreier Fermionen fiir den Fall ungleicher Eintrage
in der Koppelungsmatrix 1™, der Spinormetrik Z (W, ¥) beschrieben. Ausgehend von der
Auswertung der Nebenbedingung (4.30 ) werden die Auswirkungen ihrer Ergebnisse auf
den Rest der Theorie geschildert. Der Betrachtung der I", wird trotz formal gleicher
Ausgangspunkte der Vorzug vor der Betrachtung der M™; gegeben, da sie durch ihre
Gegenwart in allen Skalarprodukten der Theorie weitreichenderen Einflufl auf deren
Aussagen besitzen als die Massen, die nur an einigen wenigen Punkten eingehen. So
bilden die I"y, durch das, was im Folgenden iiber ihren Einflufl herausgearbeitet wird,
die Grundlage fiir die ersten Ansétze zur Beschreibung von Erzeugungs-und Vernich-
tungsprozessen in der RST in Teilkapitel 5.3; die M"; kdnnten solches niemals leisten.
Nach der Beschreibung der Auswirkungen der verschiedenen ", ist es deshalb auch nicht
schwer, ausgehend von der Angabe des Aussehens der Nebenbedingung fiir die M"; in
Teilkapitel 5.2.2, deren Auswirkungen an den betreffenden Stellen der Theorie ohne wei-
tere Anleitung nachzuvollziehen.

Der Fall nichtkonstanter oder paritéitsverletzender I, wird erst im Zusammenhang des
Unterkapitels 5.4 seine Bedeutung zeigen.

5.2.1. Drei Fermionen unterschiedlicher Ladung

Die Gleichung (4.30 ), wie im tibrigen auch (4.19), ist nichts anderes als die Forderung
nach einer Metrik Z im Spinorbiindel, die mit der Konnexion in diesem Biindel vertrig-
lich ist, d.h. nach einem Skalarprodukt in den Spinorfasern, das unter der Strukturgruppe
des Biindels erhalten ist: siehe z.B. [8,10,11,17]. Warum mit der Massenmatrix M in der
RST ein drittes Objekt diese Bedingung erfiillt, ohne auf den ersten Blick eine Matrix
mit metrischen Funktionen zu sein, ist bisher ungeklért.
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In Bezug auf die Strukturgruppe eines Biindels sei hier noch einmal darauf hingewiesen,
daf3 diese Strukturgruppe in der RST die vollen Eichsymmetrien und die eingeschrankten
Rest - oder Austauschsymmetrien umfafit, wobei es im Folgenden gerade die Austausch-
symmetrien sind, die mit der Metrik Z abgestimmt werden sollen.

Die Frage nach der Vertraglichkeit der Metrik mit der Konnexion ist im Kern die Frage
nach den Isometrien der Metrik. Diese 148t sich bekanntlich von zwei Seiten stellen. Ent-
weder kann ausgehend von der Metrik eine passende Konnexion gesucht werden, oder
bei vorgegebenen Symmetrien wird eine entsprechende Metrik gesucht. Das bekannteste
Beispiel fiir das erste Verfahren sind die Levi- Civitakonnexionen, das zweite Vorgehen
wird meist durch die Frage nach den Killingvektoren einer Symmetrie realisiert.

Die Frage nach der Vertraglichkeit von Metrik und Konnexion wird im Folgenden zwar
ausgehend von einer vorgegebenen Metrik angegangen, kann aber tatsdchlich auch von
der anderen Seite aus betrachtet werden: Wenn zwischen zwei Spinoren keine Austausch-
wechselwirkung herrscht, weil sie verschiedenartige Teilchen représentieren, welche Form
hat dann die Metrik in den Spinorfasern? An der Art der Fragestellung, besser gesagt
an der Tatsache, daf§ die Frage nach fehlender Austauschwechselwirkung zwischen un-
gleichen Teilchen auf diese Weise gestellt werden kann, wird noch einmal ganz klar der
Unterschied zwischen der Behandlung des Austausches in der Standardtheorie und in
der RST herausgestellt. In der RST ist die Austauschsymmetrie Teil der unitdren Sym-
metrien des Systems, die durch die Strukturgruppe der Theorie vertreten werden, und
nicht die zusétzlich angenommene Symmetrie der Permutationsgruppe. Diese 14t als
diskrete Gruppe das Killingverfahren nicht einmal im Ansatz zu.

Die in der oben angefiihrten Literatur angegebenen Ausdriicke fiir metrische Kompa-
tibilitdat und Killinggleichung unterscheiden sich in einer Indexstellung und folglich in
einem Vorzeichen von den hier verwendeten Ausdriicken fiir I™,. Dessen fiir eine Metrik
ungewohnliche Indexstellung ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, daf3 die 1", die Spie-
gelung nicht enthalten, die einer der in die Metrik eingehenden Spinoren beim Ubergang
zu seinem adjungierten Spinor in seinem Imaginéarteil erfahrt; sieche auch die Bemerkung
nach (4.30).

Ein Beispiel fiir die Isometrien allgemeiner Spinormetriken: die Symmetrien der
Spinormetriken mit ungleichen Hauptdiagonalelementen

Entwickelt man Z = {I™,} nach den Generatoren ay (5.6)

7= ]1041 —+ ]2062 + ]3063 y (583)
d.h.
I' =il* +il® (5.84a)
I?y =il' +4iI? (5.84b)
Py =il" +iI? (5.84c)
I"'y=0 fir n#l, (5.84d)
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und wertet mit dieser Darstellung die Bedingung (4.30) aus, erhélt man

DI+ U, I [va,ap] =0 (5.85a)
(0, I°+ U I CPp) vy = 0. (5.85b)
Das ist im Einzelnen
o' =0 , f=1,23 (5.86a)
B, (122 — 133) =0 (5.86b)
B5“ ([33 — [11) =0 (586(3)
B°, (111 — 122) =0. (5.86d)

Die Gleichungen fiir a D x = 7,8,9 ergeben die Gleichungen (5.86b), (5.86¢) und
(5.86d) mit B7,, B®, und B°, anstatt B,, B®,, B®,; wegen B", = —Bu+3)* -y =
4,5, 6; ergeben sich daraus aber keine zusétzlichen Bedingungen.

Zuerst einmal sind infolge von (4.30) bzw. (5.85) die Elemente der Hauptdiagonalen
von Z bei verschwindenden Nebendiagonalelementen zwangsldufig konstant. Weiterhin
reduzieren sich durch ihre Abwesenheit die Gleichungen ( 5.86a )- ( 5.86¢ ), die aus (5.85)
fir @ D x = 4,5,6 folgen, auf die Aussage, da§ entweder ein Paar der I/;’s gleich
oder das entsprechende Austauschpotential B*, Null ist, um die gestellte Forderungen
zu erfiillen. Die Austauschpotentiale korrespondieren dabei derart zu den Indices der
Liemetrikelemente, dafl zusammen mit einem Paar Spinorindices immer das Potential
auftritt, das die betreffenden Spinoren miteinander austauschkoppelt. So ist B*,/B°,
fiir die Austauscheffekte zwischen %) und %) zusténdig, B°,/B?®, fiir die zwischen %) und
% und B%,/B?, fiir jene zwischen % und %).

Nach der Wahl

133#[22:]11:1 (587)

existiert nur noch der Austausch zwischen % und ), denn B*,/B7, und B®,/B8, miis-
sen jetzt verschwinden, damit (5.86b) und (5.86c) erfiillt sind. I*; und I?; wurden
gleich Eins gesetzt, um direkten Anschlufy an die vorhergehenden Kapitel zu erhalten. In
deren Rahmen der elektromagnetischen Wechselwirkung dreier Elementarladungen ist
fiir I35 hauptséchlich der Wert —1 von Interesse, die Ungleichheit der Koppelungsele-
mente ist aber laut (5.86 ) nicht auf diesen Gegensatz beschréankt. Um einen Einblick in
die allgemeineren Moglichkeiten, die die Koppelungsmatrix {I™,} bietet, zu geben, wird
im Folgenden I33 kein genauer Wert zugewiesen. Es ermoglicht so, sich ein Bild vom
allgemeinen Auftreten von I'; und I%, zu verschaffen, die in zu I3; analoger Weise in
die Theorie eingehen.

Die Bedingung B*,, = B®, = 0 besagen im strengen Sinne eigentlich nicht das identische
Verschwinden der Felder, sondern das Nichtauftreten der zugehérigen Generatoren 3,/ 37
und (5/fs im Formalismus. In ihren Auswirkungen sind diese Aussagen meistens dqui-
valent zueinander, am Beispiel von Gleichung (5.85a) 148t sich jedoch ein Unterschied
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zeigen, der fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen von Systemen mit unterschied-
lichen 1™, an einer Stelle von Bedeutung ist. Treten bereits in ( 5.85a ) die Generatoren (3,
und [5 nicht auf, entstehen die die Gleichungen (5.86a ) und (5.86b ) erst gar nicht, Pro-
bleme mit der Nebenbedingung (4.30) auch nicht. In 5.85a ist B*,/B, und B°,/B%,
Null zu setzen tatséchlich gleichbedeutend mit dem Verschwinden der Generatoren 3,/ 37
und (5/s, die aus dieser Gleichung folgenden Aussagen sind durch das Nichtauftreten
einiger Gleichungen jedoch etwas anders als aus der allgemeinen Formulierung der Be-
dingungen zu gewinnen und dann anzuwenden. Das Killingverfahren wird grundsatzlich
vor dem Aufstellen der Gleichungen eines Systems angewandt, und um nichts anderes
handelt es sich hier. Da jedoch die maximal mogliche U (INgxy = 34x4) - Symmetrie, hier
speziell ihr SU (34x4) - Anteil, vermindert wird, ist sein Gleichungsystem gutmiitig ge-
nug, um durch reines Nullsetzen der Koeffizienten der betroffenen Symmetrien bis auf
wenige Ausnahmen die gleichen Ergebnisse zu liefern wie das streng angewandte Killing-
verfahren.

Die allgemeine Lagrangedichte fiir fermionische Materiefelder (4.31) ist ein zur immer
neben ihr giiltigen Bedingung (4.30) im Hinblick auf die Wirkung von B*, = B%, =0
dhnlicher Ort. Dort bewirken diese Forderungen das Verschwinden der zugehorigen Gene-
ratoren aus der Quelle aller anderen Aussagen der Theorie; folglich tritt keine mit ihnen
oder ihrer Symmetrie zusammenhéngende Aussage auf, vor allem keine Noetherstro-
me, das Resultat des Killingverfahrens. Wie gerade erwihnt, ist im Zusammenhang mit
den Yang- Millsgleichungen der maximalen U (IN,.4)- Symmetrie eines Systems dieser
Unterschied zum reinen Nullsetzen einiger Austauschpotentiale im bereits aufgestellten
Formalismus nur an einigen wenigen Orten von Bedeutung. An der entsprechenden Stelle
wird darauf genauer eingegangen.

Die Bewegungsgleichungen der Spinoren und Potentiale

Fiir die Diracgleichungen eines Systems mit zwei gleichen und einem davon verschiedenen
Spinor ist es egal, ob erst in den Gleichungen (5.42) die von den Gleichungen (5.86b )
und (5.86¢) betroffenen Potentiale Null gesetzt werden, oder bereits vor der Variation
die Austauschsymmetrie zwischen % und % sowie %) samt ihrer Generatoren aus der
Lagrangedichte entfernt wird. Das Ergebnis ist beide Male

e (@ Wy — % (A%, + A% — EB% %p) +iMW =0 (5.88a)
oy (au 2 — % (A", + A3,) % + %B% lw) iM% =0 (5.88b)
AH (au R — % (A", + A%) %) +iM%=0. (5.88¢)

In den Ausdriicken in Klammern erkennt man die eichkovariante Ableitung der Spi-
noren, die den neuen Verhéltnissen im System angemessen ist. Sie ist es, die in der
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Lagrangedichte dieses Systems verwendet wird. Mit ¥ = (%, %, %)", (5.1), kann sie
kompakt angegeben werden als

D,V =0,V + (A yay + B, + B%,3) VU . (5.89)

Nur noch zwischen den Spinoren %) und %) herrscht Austauschkoppelung, wihrend alle
drei Spinoren ohne Ausnahme der elektromagnetischen Eichwechselwirkung des Systems
unterliegen. Das besagt auch, dafl auler der Fremdwechselwirkung durch die Potentiale
A', und A%, immer noch auch die Selbstwechselwirkung von %) iibermittelt wird; die
Quellen der Feldstéarken in deren im néchsten Absatz angegebenen Bewegungsgleichun-
gen zeigen dies ebenfalls deutlich.

Abgesehen von der Eichwechselwirkung mit dem dritten Spinor sind (5.88a) und ( 5.88b )
von genau der Form, die ein System bestehend aus nur zwei gleichen Teilchen besitzt.
Diese Aussage erstreckt sich auch auf die Feldstdrken V¢,,, die durch die geringere
Symmetrie des (2 + 1) - Teilchenfalles gegeniiber (5.22) in verringerter Anzahl und ein-
facherem Aufbau auftreten:

F',,=0,A", —9,A", — i—i (B°,B°, — B°,B%,) (5.90a)
F?,, =0,A%, —0,A%, + i—fr (B°,B°, — B°,B%,) (5.90D)
F?, =0,A%, —0,A°, (5.90c)
G®uw = 0,B°% — 0,B°, + i—fr (A',B%, — BS,A",) — i—fr (A?,BS, — BS,A%)  (5.90d)
G = 0,8, —0,B°, — i—i (A',.B°, — B°,A") + i—i (A%,B°, — B?,4%,) . (5.90e)

Welchen Einflu genau das Kopplungselement I35 auf die elektromagnetische Wechsel-
wirkung hat, und warum sich durch diesen Einflu %) von % und %) absetzt, zeigen die
Bewegungsgleichungen der Potentiale

auFle — 4i ((K12 + Kl3) w,yu lw + (Kll Kl3) Z@,VVZ,& + (Kll + K12) [33 . ﬁ_b'}/yg'éb)
47T (B*G®,, — B*GS,,) (5.91a)

0, = (K% 4 K2 5, o (K2 4 %) % + (K2 + K2) I - %)
+ % (B%G®,, — B*GS,,) (5.91b)

auF?’/M/ — i ((K32 + K33) 1,¢,VV lw + (K31 K33) Z@,VVZ,& + (K31 + K32) [33 . ﬁ_b'}/yg'éb)
(5.91c)

e — e e

PGy = = -t o — (AY =A%) Gy = B (Fly = FP) (5.91d)
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o | |
G = + i~ % (A% — A%) G0, + %BW (F Y — F2,) . (5.91¢)

Bringt man die Potentialterme von den Stromseiten der Gleichungen (5.91) auf die
linken Seiten, ergeben sich die eichkovarianten Divergenzen, sprich Ableitungen, der
Feldstarken

DMEY,, = O"F*,, + j—; (B*G?,, — B*G°,,) (5.92a)
DMF?,, = OMF?,, — j—; (B*G®,, — B*GS,,) (5.92b)
DMES,, = O'F?,, (5.92¢)
DFGS,, = "GO, — % (A — A) GO, + j—;Bﬁﬂ (F'Y — F2) (5.92d)
D'G?,, = 0"G?,, + i—fr (A — AP GS,, — j:—fTBG“ (F' — F2) (5.92¢)

die die neuen Symmetrieverhéltnisse im System widerspiegeln.

Durch die Ersetzungen F*',, /F?, — A',/A?, und G°,,/G?,, — B®,/B°, erhilt man
die entsprechenden Ausdriicke fiir die Potentiale.

Die Dichte g/, % hebt sich in ihrer Funktion als Quelle der elektromagnetischen Wech-
selwirkung, iibrigens auch der Selbstwechselwirkung, von den anderen beiden Einzel-
dichten offensichtlich durch ihren Koeffizienten I33 ab. Dessen GroSe gibt also die im
Vergleich zu % und %) verdnderte Ladung, die %) tragt, wieder. Mit I3; = —1 erhalt
man ein Teilchen mit der Antiladung zu der von %) und ).

Das System der Bewegungsgleichungen (5.92) ist der besagte Ort, an dem es nicht egal
ist, ob erst die Symmetrie des Systems der Metrik angepaf3t und dann variiert wird, oder
erst variiert und dann die Symmetrie der Metrik angepafit wird. Das erste Verfahren lie-
fert genau die angegebenen Gleichungen, wiahrend beim zweiten Weg nach Nullsetzen
der Potentiale B*,, B®,, B, und B®, in (5.43) und (5.44) zusétzlich zu (5.92) noch
die Reste der Gleichungen (5.44a), (5.44b), (5.44d), (5.44e) bestehen bleiben:

2y, 2 =0 (5.93a)
Wy % =0 (5.93b)
By, % =0 (5.93¢)
by, =0 (5.93d)

Diese Gleichungen sind offensichtlich nur durch %) = 0 zu erfiillen, wodurch das System
auf ein Zweiteilchensystem reduziert wird, was nicht beabsichtigt ist. Hier mufi demnach
beachtet werden, daf§ die verschwindenden Potentiale eigentlich das grundsétzliche Ver-
schwinden eines Symmetriefreiheitsgrades der Theorie bedeuten, denn die unzuléssigen
Uberlappterme in (5.93) sind gerade auf die Existenz der Generatoren (34, (5, 57 und
fs der nun nicht mehr benétigten Symmetrien in der Lagrangedichte zuriickzufiihren.
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Die Strome und ihre Normierungen

Die gesamte Argumentation des Teilkapitels 5.1.5 {iber die Normierung der Stréme kann
ohne Umschweife auf die Dichten 17, % und ), %) iibertragen werden, mit allen Folgen
fiir die Zuordnung des Begriffes eines einzelnen Teilchens zu den Spinoren % und %), wenn
die Potentiale B*,/B°, und B®,/B®, samt ihrer Bewegungsgleichungen keine Beachtung
finden.

Im Gegenteil dazu nimmt %) an den Vorgéingen des Teilkapitels (5.1.5) gar nicht mehr
teil. Die Einzelstromdichte g7y, % ist, bedingt durch die nun geringere Symmetrie des
Systems, immer quellfrei

O (27 %) =0. (5.94)

Mit anderen Worten kann in keiner Situation, selbst wenn %) noch so stark mit den
anderen beiden Spinoren iiberlappt, die durch den zu (5.94) gehorigen Erhaltungssatz
festgelegte Ladung I332¥ # I%52% = I'2¥ iiber die Austauschpotentiale an die anderen
Spinoren iibertragen werden, wie es noch die Quellen der Dichten &/, und I/, in (5.63)
erlauben; diese Ladungsiibertragung bleibt nun allein den Ladungen der Spinoren %) und
4) vorbehalten. Folglich 16st sich der Teilchenbegriff fiir %) niemals auf.

Im System der Noetherstrome auf den rechten Seiten von (5.91) spiegelt sich diese Tat-
sache nicht nur im Fehlen der dafiir zwingend notwendigen Austauschstrome zwischen
%) und den anderen beiden Spinoren sowie der zugehorigen Feldstirken wider, vgl. mit
(5.43) und (5.44 ), sondern auch in der jetzt rein partiellen Ableitung von £, (5.92¢),
die einen unter rein partieller Divergenz quellfreien Materiestrom k3, zur Folge hat. k3,
folgt bei verringerter Symmetrie der Lagrangedichte in der Form, in der er in (5.91c)
auftritt, auch direkt als Eichstrom aus dem Noethertheorem.

Der Energie - Impulstensor

Der vorldufige Diracanteil des Energie - Impulstensors des (2 + 1) - Teilchensystems lau-
tet:

2
TB}MC = Z nE’VHDu "ID + nﬂfyuDu n¢ - Du nEVU "ID - DV n@% n¢

n=1
+ ]33 {ﬂ_pfyu <au 37vb + % (Alu + A2u) 3¢) + 3@71/ <a,u 3¢ + % (Al,u + A2u) 37vb) }
_133 {DMnE%%+DunE%"¢} : (595)

Der Unterschied zur Dichte (5.80) des 3- Teilchensystems liegt in der Verwendung der
eichkovarianten Ableitungen D, ™) aus (5.89 ), die keine Austauschkopplungen zwischen
%) und den beiden anderen Spinoren mehr enthalten. Folgerichtig entfallen alle Beitrige
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zu Energie und Impuls dieser nicht mehr stattfindenden Wechselwirkung. Zur Verdeut-
lichung dieses Sachverhaltes sind die ersten beiden Terme in %) ausgeschrieben worden;
die beiden folgenden nehmen analoge Gestalt an.

(5.95) kann deshalb nur als vorlidufig angesehen werden, weil die Metrikkomponente 33
explizit auftritt, wodurch Energie und Impuls unzuléssig direkt durch die Kopplungsstér-
ke der Wechselwirkungen beeinfluit werden. Die Unzuléssigkeit dieses Einflusses ersieht
man daraus, daf8 sie auch fiir freie Teilchen (U?, = 0) bestehen bleibt. Die Losung
des Problems besteht darin, die (infinitesimalen ) Nullpunktsverschiebungen dz, = ¢,
des dritten Spinors zu %eu zu modifizieren. Die Verwendung dieser Modifizierung bei
der Herleitung des Energie- Impulstensors durch das Noethertheorem hebt gerade den
zusitzlichen Faktor I35 auf, den die Terme in %) mitfiihren.

Betrachtet man speziell den Wert I35 = —1, der bei den Yang - Millsgleichungen ( 5.91a) -
(5.91c) dazu fiihrt, dafl durch %) ein Teilchen mit zu % und %) umgekehrtem Ladungs-
vorzeichen beschrieben wird, verhindert die Modifikation negative Beitrge zur Energie.
Nach der Modifikation der Lorentztransformation des Spinors %), der das Antiteilchen
zu ) und % beschreibt, bewegt sich dieses Antiteilchen mit den Teilchen vorwirts in
der Zeit, erfahrt aber eine Verschiebung des Koordinatenursprunges, speziell des Null-
punktes der Zeit, die dem der Teilchen entgegengesetzt ist. Dieser Vorgang besitzt eine
Entsprechung in der Standardtheorie, in der Teilchen und Antiteilchen den gleichen Poin-
carétransformationen unterzogen werden, die Antiteilchen sich aber riickwérts in der Zeit
bewegen. Dadurch finden die Verschiebungen des Ursprungs der Zeitachse ebenso anti-
parallel zur zeitlichen Ausbreitung statt wie in der RST.

Aufler in Tgrac tritt der Faktor I33 auch in den %) betreffenden Termen der Drehimpuls-
dichte (4.86) auf (genauer gesagt verschwinden die dort noch sichtbaren Faktoren I'*;
und 72, beim Ubergang zum Dreiteilchenfall durch I'; = I%, =1 ). Die Generatoren der
Spin - %— Darstellung der SO (1, 3) - Drehungen des Spinors %) miissen also im Vergleich
zu (5.33) auch mit dem Faktor ITlg versehen werden, um die Drehimpulse eines Teilchens
nicht von seiner Kopplung an andere Teilchen abhé&ngen zu lassen:

1 Ouv Osxs Oy
E;(LZV—H) = 0w Doy D [TUMV = Ou4x4 Oy ?4><4 . (596)
s O4xs Osxs 35 T

Nach Einfithrung des zusitzlichen Faktors kann der Spin von %) nicht mehr direkt aus
seiner Lorentztransformation herausgelesen werden, sondern nur noch aus seinem Beitrag
zum Spinanteil der Drehimpulsdichte. Dieser Drehimpulsdichte wird in der RST aber,
genau wie T}, und den Eichstromen, die Aufgabe iibertragen, die mefibaren Gréfien eines
Systems zu enthalten. Aus eben diesem Grund werden ja die Poincarétransformationen
derart abgeédndert, dafl die verdnderte Kopplung des dritten Teilchens an die anderen
Teilchen nur in den von einer solchen Anderung betroffenen Eichstromen auftritt, und
eine davon unabhéngige charakteristische Grofle wie der Spinanteil des Teilchens in der
Spindichte auch tatsdchlich unbeeinflufit bleibt.

187



5. Systeme dreier Fermionen

Da die Form (5.96 ) des Generators der Lorentztransformation des Systemspinors ¥ ei-
genartig erscheinen mag, sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dafl die
direkten Summen sowohl der Liealgebra der Eichtransformationen als auch der Lorentz-
transformationen zusammen zwar das Riickgrat des Teilchenbegriffes in der RST bilden,
aber immer als Ergebnis einer Reduktion einer grofleren Symmetrie gedacht sind. Die
Entstehung des Teilchenbegriffes innerhalb der Strukturgruppe zeigt dieses sehr deut-
lich. Die Gruppe U (34x4) ermoglicht es erst, von drei unabhéngigen Ladungen zu spre-
chen, wenn die Transformationen, die durch die nebendiagonalen Generatoren (3, erzeugt
werden, derart eingeschriankt sind, dafl die (U (L4x4) X U (14x4) X U (14x4)) - Invarianz
als alleinige volle Invarianz dasteht. Fiir die Lorentztransformationen gilt grundsétzlich
nichts Anderes. Erst die Reduktion der Lorentztransformation des zwolfkomponentigen
Objekts auf der rechten Seite von (5.1) auf eine, deren Liealgebra die Struktur einer di-
rekten Summe wie (5.33) oder (5.96 ) aufweist, ermoglicht die Zusammenfassung (5.2 )
von je vier Elementen zu einem Spinor®. Auf welche dieser direkten Summen sich die gro-
Bere Liealgebra des urspriinglich zwolfdimensionalen Objektes genau zuriickzieht, ergibt
dann erst das Teilchenbild, von dem gesprochen werden kann. Fiir den Teilchenbegriff ist
es also nur von Bedeutung, daff eine Summenstruktur ensteht, auf die Bezug genommen
werden kann, und weniger, welche genau zur Verfiigung steht; siehe auch die Diskussion
nach (5.34) zu diesem Punkt, sowie (4.11)ff.

Die Auswirkungen der Andersartigkeit von Teilchen drei gegeniiber dem ersten und zwei-
ten hat auf den Austauschanteil des Energie- Impulstensors weit weniger weitreichende
Auswirkungen. Im Vergleich zu (5.80d) entfallen schlicht alle Terme, bis auf die, die
G®,,/G?,, enthalten:

1
Tﬁustausch = Ko {GGMVGQ’YV + GQMVGG’YV + 5 (Gﬁﬁ—ngﬁ’y)} . (597)

Gleiches gilt fiir den Austauschanteil der Drehimpulsdichte.
Der Eichanteil (5.80c) bleibt beim Ubergang von drei Teilchen zu (2 + 1) Teilchen un-

§ An dieser Stelle sind zwei weitere Bemerkungen angebracht. Zum ersten findet die ungewshnlich aus-
fithrliche Einfithrung der Spinoren in (5.1) und (5.2 ) vor dem Hintergrund der gerade angegebenen
Auffassung statt. Die Indizierung der Spinoren auf der linken Seite des Symbols 1 wurde ebenso
in Bezug auf diese Auffassung gewahlt: Sie soll die Spinoren als Untereinheiten eines Objektes mit
einer eigentlich grofleren Symmetrie kennzeichnen, wobei die Bildung der Untereinheiten durch eine
Reduzierung dieser iibergeordneten Symmetrie auf eine ihrer Untergruppen hervorgerufen wird.
Des weiteren sollte angemerkt werden, dafl die Reduzierung der Austauschsymmetrie, wie sie in 5.1.5
geschieht, bereits die zweite Verminderung der unitéren Symmetrie des Systems ist. Zu einem zwolf-
dimensionalen Vektor gehort natiirlich auch eine Gruppe U (12), die durch die Verminderung der
vollen Lorentzgruppe auf diejenige mit Summengeneratoren des Typs (5.96) und der zugehérigen
Entstehung dreier Spinoren in einem ersten Schritt auf eine U (34x4) reduziert wird. Es ist diese
erste Reduzierung, die in der dauerhaften Indizierung der auf Spinoren wirkende Gruppendimension
mit “4 x 4” zum Ausdruck kommt (bzw. ihr Fehlen durch den Index 12 x 12)

Zur Idee, in der Lorentzgruppe aufler den ( Block - )Elementen der Hauptdiagonalen auch solche auf
den Nebendiagonalen dhnlich denen der Austauschsymmetrie zuzulassen, siehe das Teilkapitel 5.1.6
iiber den Energie- Impulstensor dreier gleicher Teilchen.
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verandert, ebenso der entsprechende Anteil des Drehimpulses.

Die Beibehaltung aller Symmetriefreiheitsgrade bei ungleichen Elementen der
Spinormetrik: nichtkonstante Eintrdge und Paritadtsverletzung

Sollen trotz ungleicher (hauptdiagonaler) Elemente der Spinormetrik alle Generatoren
B, samt ihrer Symmetriefreiheitsgrade beibehalten werden, ist die erste Moglichkeit, auf
die man durch (5.85) gefiithrt wird, die nichtkonstanter I",. Zum ersten erzwingt diese
Variante aber sofort, dafl alle diese Elemente ungleich Null sind, was einige Probleme in
Bezug auf den Formalismus und seine Interpretation mit sich bringt.

Zum zweiten ist hierfiir sicher auch eine eigene Sektion der I™, in der Lagrangedichte des
Systems notig, die eigene Bewegungsgleichungen fiir die Metrikkomponenten ergibt sowie
eigene Anteile an den Erhaltungsgrossen und anderen Bewegungsgleichungen, die iiber
ihre jetzigen Beteiligungen hinausgehen. Diesen Weg weiter zu verfolgen mag reizvoll
sein, ist aber sicher kein kleiner Entwicklungsschritt und im Moment dementsprechend
weder angegangen worden, geschweige denn verfiigbar.

Eine bereits verfiighare Methode besteht im Einbau von Paritétsverletzungen in die
Wechselwirkungen. Dazu driickt man zunéichst I3, das (5.87) unterliegt, durch

]33:[11+A]33 y (598)

aus. In Z?*Y wird durch die Projektoren hx‘;_% und 114><§+’Ys auf die links- bzw. rechts-
héndigen Zusténde der Spinoren bereits die Paritétsverletzung der Theorie eingefiihrt:

]1114x4—75 0 0
7+ = 0" 1l 0 (5.99)
B ! 2 1 laxa—s 3 Laxa+s . .
0 0 1yl g A7, Laats

Im néchsten Schritt werden ebenso die Generatoren (5.6 ) durch

(D4><4 (D4><4 (D4><4
] = U = ( (D4><4 —72111H4L2_W5 (D4><4 (5100&)
(D4><4 (D4><4 _i[1114x§—’75 _ Z»A[33ﬂ4x§+’75
_7;[1114%7_75 (D4><4 (D4><4
Qg = Uy = O4xa Ouxa O4xa (5.100Db)
( O4xa Ouxa —Ulliﬂ“é_% — iAI?’sihxéﬂs
_7;[1114%7_% (D4><4 (D4><4
a3 = Uz = ( O4xa _illlw Ouxa (5.100c)
(D4><4 (D4><4 (D4><4
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ersetzt und (5.7) durch die dort aufgefiihrten Generatoren multipliziert mit / 1114”%.

Beziiglich (5.98) besitzt T+ (5.99) die Komponenten

i i
I'=r1%= ~1 (Laxs — Y5) — 1 (Lgxs +75) (5.101a)
B= =2 (s — ) - (5.101b)

4

T (5.99) erfilllt die Nebenbedingung (4.30) fir 9,Z = 0 und bei Anwesenheit al-
ler parititsverletzender U (INyyy = 34x4) - Generatoren dadurch, dafi der Anteil AI%; -
%(114X4 + 75) bei der Auswertung des Kommutators wegen der Projektoreigenschaften
von % (14xq —5) und % (144 + 75), speziell % (Tyxs —75) % (14x4 + 7v5) = 0, keine Rolle
spielt.

In diesem Fall zu behaupten, % wiirde nur mit seinem zu % und %) “passenden” An-
teil % (144 — 7v5) % mit diesen beiden Austausch vollziehen, klingt etwas eigenartig. Es
scheint daher geeigneter, alle Symmetrien des Systems als Eichwechselwirkungen anzu-
sehen.

5.2.2. Drei Fermionen unterschiedlicher Masse

Die Nebenbedingung (2.56¢) wird auf dieselbe Weise ausgewertet wie (4.30). Dazu
brauchen in (5.83)-(5.86) nur die I/ und die I, f,¢,n = 1,2,3, durch M/ und M™,
ersetzt werden. Die zu (5.87) analoge Wahl

M?33 4+ M?*y =My =M , (5.102)

hat dieselben Folgen wie (5.87) selber, angefangen von der Diskussion, die direkt nach
dieser Gleichung folgt, iiber die Diracgleichung (5.88c), jetzt mit dem Massenterm
M35 -%), bis hin zum Energie - Impulstensor. In jenem tritt allerdings M?3 im Gegensatz
zu I35 nicht auf; gleiches gilt fiir die Drehimpulsdichte. Die Anderungen, die I35 in den
Poincarétransformationen des Spinors %) verursacht, zieht M?3; nicht nach sich. Eben-
sowenig verdndert es natiirlich das Auftreten der Dichte g/, % in den Eichstromen.
Deren verringerte Anzahl an bosonischen Quellen der Art B““G**3,,, verursacht es aber
in derselben Art wie I3;.

Im Hinblick auf atomare Modelle erdffnet die Fahigkeit der Theorie, addquat mit ver-
schiedenen Massen und Ladungen umzugehen, die Moéglichkeit, ohne grofien Umstand
durch I*;5 = —Ze und M33 = mgem einen Atomkern mit Ladung —Ze und Masse miem
in das Vielteilchensystem aufzunehmen. Wegen der Beschreibung durch nur eine Wel-
lenfunktion besitzt er allerdings keine Unterstruktur. (5.88) und (5.92) zeigen, da8 er
mit seinen Elektronen nicht austauschwechselwirkt, aber voll in die elektromagnetische
Wechselwirkung des Systems eingebunden ist, was sowohl fiir seine Fremdwechselwir-
kung mit der Hiille als auch fiir seine Selbstwechselwirkung gilt, die immer noch durch
A', und A%, mitiibertragen wird. Der Einflul dieser Potentiale auf die Entwicklung

190



5.3. Ein erster Ausblick auf die Teilchenerzeugung und - vernichtung in der RST

des Kernteilchens mufl mit der Form gegen die Grofie der Masse M35 abgeschiitzt wer-
den. Ist sie geniigend grofl und/oder bei einem fast punktférmigen Kern die Dichten
der Elektronen am Ort des Kerns sehr klein, kann die elektromagnetische Kraft, die die
Elektronen auf den Kern ausiiben, vernachlédssigt werden, und (5.88c) wird endgiiltig
zur freien Diracgleichung. Verzichtet man auf die Interpretation von %) als Atomkern,
besonders seine Punktformigkeit, lisst sich durch |M?33] > |A',],|A?,| auch ein ex-
ternes, d.h. vom System nicht beeinfluites Potential vorgeben, dessen Triger %) nur
seine freie Diracgleichung erfiillen muf}. Bei dieser Diskussion ist zu beachten, daf§ durch
|M?5] > |AL,|,|A%,] nur die elektromagnetische Wechselwirkung, die auf %) wirkt, keine
Beachtung mehr findet, nicht aber umgekehrt dessen Wirkung auf % und %) entfillt; die
Quellstrome in (5.91a)-(5.91c) bleiben unveréndert.

Auf dieser Grundlage 148t sich die Auswertung von |M?33] > 1 fiir einen punktférmigen
Kern noch etwas verfeinern. Durch die Vernachlissigung der Potentiale A, und A?, in
(5.88¢c) entfillt zunédchst auch dessen Selbstwechselwirkung. Betrachtet man aber die
materiellen Quellstrome der fraglichen Potentiale genauer, spielen nur diejenigen Anteile
keine Rolle, deren Auswirkungen am Kernort bzw. gegen M35 vernachliissigbar sind, was
fiir die Dichte gy, % sicher nicht gilt. Die Potentiale bzw. die eichkovariante Ableitung,
die in (5.88c) eingeht, kann als solche beibehalten werden, wenn die Stromdichten der
Elektronen in den Quellen der in ihr enthaltenen Eichpotentiale entfallen.

5.3. Ein erster Ausblick auf die Teilchenerzeugung und
- vernichtung in der RST

Teilkapitel 5.2.1 hat offensichtlich gemacht, daff die Komponenten I", der Spinormetrik
direkten Einflul darauf besitzen, wie ein Spinor in die Theorie eingeht. Das macht sie
zu naheliegenden Objekten, deren Weiterentwicklung die Beschreibung von Erzeugungs -
und Vernichtungsprozessen in der RST ermdoglichen konnte. Tatséchlich verschwindet in
Teilkapitel 5.2.1 durch die Wahl I*5 = 0 %) aus allen Dichten, die MeBgroien zugrunde
liegen, wie den Quellen der F/,, (5.91c) oder T (5.95), wobei die, fiir den Fall
I*3 = 0 ohnehin nicht definierte, Modifizierung der Lorentztransformation selbstver-
standlich ausgesetzt werden muf.

Im Unterschied zu seinem Verschwinden in diesen Dichten bleibt die Diracgleichung
(5.88¢) des dritten Teilchens bestehen. Die Anbindung an die beiden anderen Spinoren
ist auch beim jetzigen Wert von I35 immer noch rein elektromagnetisch, denn unter
den von I'; und I?, verschiedenen Werten nimmt der Wert Null keine Sonderstellung
ein. Die rechte Seite von (5.88¢) muB jetzt aber nicht mehr gleich Null sein, denn in der
Herleitung der Bewegungsgleichungen der Spinoren in 4.1.4 ergibt sich dies unter der Vor-
aussetzung 1™, ungleich Null, die hier verletzt wird. Im Ganzen existiert % neben %) und
2 als eine Art “Geisterteilchen”, das von den beiden anderen so lange nicht wahrgenom-
men wird, wie seine Metrikkomponente verschwindet. Wahrend dieser Zeit besitzt es eine
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eigene, gegebenenfalls sogar inhomogene, Diracgleichung, in die die elektromagnetischen
Potentiale A', und A2, eingehen, so dafl %) seinerseits durch die Eichwechselwirkung
an die anderen beiden Spinoren gekoppelt bleibt. Selbstwechselwirkung erfihrt es dabei
nicht, denn nur die Dichten p)v, % und g/, %) erscheinen noch in (5.91).

Der vorletzte Satz hat es bereits zum Ausdruck gebracht: dieses Modell der Teilchen-
erzeugung bendtigt rdumlich und zeitlich verdnderliche /™,. Damit besteht neben der
Erfiillung von (4.30) fiir ungleiche Teilchen ein viel grundlegenderer Anreiz, deren Dy-
namik zu entwickeln.

Die gerade vorgestellte Idee hat allerdings ein Manko. Das in den MeBgréfien nicht auf-
tretende Teilchen wird zwar bereits mit eigener Bewegungsgleichung mitgefiihrt ( deren
eventuelle Inhomogenitit beim Ubertritt I35 # 0 natiirlich verschwinden miiBte; ferner
sollte zum Zwecke der Ladungserhaltung noch ein weiteres Teilchen diesen Ubergang zum
entgegengesetzten Ladungsvorzeichen vollziehen ), die auch von “existierenden” Teilchen
des Systems beeinflufit wird, so dafl der Gedanke aufkommt, hier lige Erzeugung aus
einem strukturierten Vakuum vor. Dem ist aber durch das, durch I35 = 0 verursachte,
strikte Verschwinden von %) im Rest des Systems jede Moglichkeit genommen, auf das
eigentliche System Einflu zu nehmen. Da eine Einflufnahme durchaus wiinschenswert
wére, ist eine andere Variante, Erzeugungs-und Vernichtungsprozesse zu beschreiben,
iiberdenkenswert. Sie beruht auf dem Vorzeichenwechsel, der in T’ Brae (5.95) notwendig
war, um bei I35 = —1 negative Beitrige zu verhindern. Zieht man zur Beschreibung eines
N4y 4 - Teilchensystems zusétzlich 2IMy,4 Teilchen mit jeweils IMyy4 Ladungsvorzeichen
+1 und M, 4 Ladungsvorzeichen —1 hinzu und dndert bei letzteren das Vorzeichen in den
Poincarétransformationen nicht, ergibt sich die Moglichkeit, den Beitrag der 2IMyy4 zu-
sitzlichen Teilchen zu T, anfénglich verschwinden zu lassen. Hierzu sind je ein Teilchen
und ein Antiteilchen mit gleichen Wellenfunktionen anzusetzen. Dadurch verschwindet
auch der Beitrag der in alle Wechselwirkungen voll eingebundenen zusétzlichen Teil-
chen zur Eichwechselwirkung, auler der Selbstwechselwirkung. Im Verlauf der zeitlichen
Entwicklung des Systems wird durch diese volle Einbindung die anfénglich perfekte Si-
tuation gegenseitigen Herausmittelns der 2M,,4 “Vakuumteilchen™ sicher aufgehoben.
Mit anderen Worten nehmen das IN4,4 - Teilchensystem und das “Vakuum” Einfluf auf-
einander, der aber nicht zu Verdnderung der in der Situation mit sich herausmittelndem
2M 4 - Teilsystem festgelegten Erhaltungsgrofien fithren kann. Diese Aussage gilt aber
nur global, lokal kann der “unperfekte” Zustand des 2IMyy4- Systems durchaus zu Bei-
tragen zu Energie, Impuls oder Ladung fithren, die nicht alleine durch das “eigentliche”
IN4y 4 - Teilchensystem erkléart werden konnen.

Der Unterschied im globalen Beitrag zu 7}, zwischen den IN4y4 Teilchen und denen
des 2IM .4 - Untersystems liegt in den Vorzeichen ihrer jeweiligen Poincarétransforma-
tionen. Im ersteren Untersystem sind sie derart zueinander eingestellt, daf die einzelnen

$Eine Beschrinkung von My 4 ist auf Anhieb nicht ersichtlich, so dafi Myx4 — oo und daraus folgende
Divergenzen der Theorie zunéchst nicht ausgeschlossen sind. Auch an dieser Stelle ist an diesem eher
groben Vorschlag noch einiges an Arbeit zu leisten.

192



5.3. Ein erster Ausblick auf die Teilchenerzeugung und - vernichtung in der RST

Beitrédge sich durch diese Vorzeichen nicht gegeneinander aufheben kénnen, im zweiten
Untersystem ist gerade das Umgekehrte der Fall. Damit ein Paar des 2IMyy4 - Systems
zu einem vollwertigen Tréger von Energie und Impuls werden, d.h. zum “eigentlichen”
System {iibertreten kann, mufl beim Antiteilchen des betreffenden Paares der in 5.2.1
im Abschnitt iiber den Energie- Impulstensor besprochene Vorzeichenwechsel in seiner
Poincarétransformation stattfinden. Die zu einem Erzeugungsprozefl notwendige Dyna-
mik, die im ersten Vorschlag noch direkt die I, betroffen hat, ist hier in ihr Umfeld
verschoben worden (die Modifikation der Poincarétransformationen wird ja durch das
Aussehen der I, bestimmt ). Sie gehort nun zum Themenbereich der Reduzierung der
Symmetrien eines hoherdimensionalen, einbettenden Systemvektors; siche dazu die Ab-
schnitte iiber den Energie - Impulstensor in 5.2.1 und 5.1.6 sowie ( 5.34 )ff. Dieser ist noch
alles andere als erschopfend behandelt, die zur Teilchenerzeugung und - vernichtung not-
wendige Dynamik der entsprechenden Elemente folglich auch noch nicht verfiigbar.
Abschlieend sind noch einige Worte iiber die Potentiale in diesen Vorschligen ange-
bracht. Im Rahmen des ersten verschwinden nur die materiellen Felder aus dem eigent-
lichen System, die Anzahl der Potentiale bleibt gleich. Hinsichtlich der Eichpotentiale
stellt dies kein Problem dar, denn wenn alle Spinoren durch den Wert Null ihrer Kop-
pelungselemente verschwunden sind, miiflen noch Felder existieren, die ihre Energie und
ihren Impuls aufnehmen kénnen. Weiterhin trigt A%, in (5.88a) und (5.88b) gemiB sei-
ner Quellen in (5.91c) fiir 733 = 0 immer noch zur Selbstwechselwirkung von %) uns %)
bei.

Wird andererseits ein Teilchen - Antiteilchenpaar erzeugt, mufl die dazu notwendige Ener-
gie bereits im System vorhanden sein; sind noch keine anderen materiellen Felder vor-
handen, sind auch hier wieder existierende Potentialfelder vonnéten. Die Eichpotentiale
und - feldstirken sind also immer vorhanden, nur ihr Beitrag zu Energie und Impuls
indert sich; von einer “Vernichtung” eines der A/, bzw. einer der F/,, kann man nur
sprechen, wenn sein/ihr Beitrag zu T}, etc. verschwindet.

Beziiglich der Austauschpotentiale gerét der erste Vorschlag in einige Schwierigkeiten,
wenn ein Paar in einem bereits bestehenden materiellen System erzeugt wird, denn zu
mindestens einer der neuen Ladungen existieren nun bereits gleichnamige, mit denen
sie austauschwechselwirken sollte. Wie oben erwihnt, verhindert der Wert Null seines
Koppelungselementes aber deren Vorhandensein bzw. viel grundsétzlicher das Vorhan-
densein der zugehorigen Generatoren. Eine Paarerzeugung ist dann mit sicher nicht ein-
fach zu handhabenden Unstetigkeiten in der Symmetrie des Systems verbunden. Dem
zweiten Modell ist dieses Problem fremd, da zwischen dem IN4.4 - Teilchensystem und
dem 2IM,,4 - Vakuumsystem immer volle Wechselwirkung besteht, d.h. Eich-und Aus-
tauschwechselwirkung; das Vakuumsystem ist ja prinzipiell auch vollsténdig “anwesend”,
mittelt sich in den materiellen Anteilen der MefigroBlen jedoch anfangs noch lokal voll-
standig heraus, spéter nur noch global. Dieses Vorgehen bringt es aber mit sich, daf§ z.B.
im Energie - Impulstensor immer ein Anteil aus Eich-und Austauschgréfien besteht, der
sich selbst in der Situation mit perfektem Vakuum nicht herausmittelt. Er vertritt dabei
nicht nur die Wechselwirkungen der Konstituenten des 2IMy4 - Systems untereinander,
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sondern auch deren Wechselwirkungen mit dem N4, - Teilchensystem. Da gerade diese
Wechselwirkungen des Systems mit dem Vakuum die erwiinschte Besonderheit dieses
Vorschlages sind, wird bei seiner Weiterentwicklung bei der Festlegung des Energienull-
punktes einiges Augenmerk darauf zu richten sein, welche Rolle die gerade genannten
zusétzlichen Beitrége zu 7}, bei diesem Vorgang spielen sollen; sie einfach als Unter-
grund abzutun und zu ignorieren, wird nicht ausreichen.

5.4. Drei Spinoren unter der Gruppe
U(l12x12) X SU (34x4)

Der Unterschied zwischen der Aufteilung der Gruppe U (34x4) in

U(34><4> = U(]llgxlg) x SU (34><4) s (5103)

und der bisher verwendeten Unterteilung in
U (34><4) =F (34><4) X (U (34><4) \ E (34><4)) (5104&)
E (34><4) =U (]l4><4) x U (]l4><4) x U (]l4><4) s (5104b)

liegt vor allem in der Anzahl der zur Verfiigung stehenden eichinvarianten Stréme. Man
sollte besser sagen: in der beabsichtigten Anzahl der eichinvarianten Stréme, denn die
Aufteilung (5.104) zeigt gemiB den vorhergehenden Kapiteln die ihr zugedachten In-
varianzen nur bei entsprechenden Einschriankungen der Restsymmetrie, die Teil der
SU(34x4) ist. Genau dieser Unterschied in der Behandlung der SU (34x4) - Invarianzen
in den beiden Aufteilungen (5.103) und (5.104) ist im Folgenden das Thema.

In der Aufteilung (5.103) existiert bekanntlich nur die Eichinvariante

jL(LIlmle) ~ 1@71/ 1¢ + ZE'YV 2¢ + 3@_@%} 3¢ , (5.105)

die zwar unter allen U (34.4) - Transformationen, besonders unter allen SU (34x4) - Trans-
formationen, streng invariant ist, dafiir aber immer nur die gemeinsame Normierung aller
drei Spinordichten erlaubt. Im Rahmen der RST ist es demnach grundsétzlich unmég-
lich, die Argumentation aus 5.1.5 anzuwenden, um so jedem der Spinoren zumindest in
geeigneten Situationen die Bedeutung eines einzelnen Teilchens zuzuordnen.

Im Gegensatz dazu erlaubt die Aufteilung (5.104) im Zusammenwirken mit den Be-
schriankungen (5.71) und (5.79) (wobei die Schreibweise (5.104a) genau genommen
erst durch (5.80) erméglicht wird ) die drei invarianten® Stréme (5.40), die bei geeigne-
ten Randbedingungen zusammen mit ( 5.41 ) die Einzelnormierungen ( 5.67 ) ergeben. Die

$«Invariant” und weiter unten “transformationsinvariant” bedeuten hier die zusammengefaBte Eich-
und Austauschinvarianz der RST. Im Zusammenhang mit der RST gilt auch hier die schon von den
Potentialen und Feldstérken bekannte Bezeichnungsweise: Der Begriff Transformation ohne weitere
Erlduterung umfafit beide Arten von Transformationen, Eichtransformationen sind die durch die oy
mit unbeschrinkten A/ erzeugten Transformationen, und Austauschtransformationen werden durch
die B, mit beschrinkten A* generiert.
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Invarianz der genannten Strome bzw. der Einzelnormierungen gilt streng aber nur unter
der Gruppe E (34x4) (5.104b ). Unter den eingeschrankten SU (34x4) - Transformationen
wie z.B. 813 (5.24) gilt nur eine Begriffsinvarianz, d.h. aus den fiir den Teilchenbegriff
in der RST grundlegenden Einzelnormierungen (5.67) in einer Eichung folgt eine art-
gleiche Einzelnormierung in jeder anderen erlaubten Eichung, also der gleiche Begriff
eines einzelnen ( vereinzelten ) Teilchens. Die “erlaubten SU (34x4) - Eichungen” sind die
durch (5.71) und (5.79) eingeschrinkten SU (34.4) - Transformationen der nebendia-
gonalen Generatoren (5.7), d.h. die Austauschtransformationen. Anders dagegen sind
die Koeffizienten der SU (34x4) - Generatoren mit Elementen auf der Hauptdiagonalen
unbeschrankt, denn ihre Generatoren sind Teil der uneingeschrénkten Eichinvarianzen
E (B4x4) (5.104b).

Auf den ersten Blick 148t sich der Unterschied zwischen (5.103) und (5.104) an diesen
Generatoren festmachen. Sind sie in der Form (5.58b ) und (5.58¢), oder &hnlich, Mit-
glieder der Generatoren, deren zugehorigen Stromen wegen fehlender (Eich )Invarianz
keine beobachtbaren Groflen zugeordnet werden konnen, liegt der Fall (5.103) mit sei-
nen Folgen fiir einen Teilchenbegriff im Rahmen der RST vor. Sind die hauptdiagonalen
Generatoren der SU (34x4) hingegen wie in (5.6 ) Teil derjenigen ( infinitesimalen ) Sym-
metrien, zu denen iiber ihre transformationsinvarianten Strome beobachtbare Grofien
gehoren, liegt der Fall (5.104) vor.

Diese Zuordnung erscheint etwas willkiirlich, und tatséchlich fallt bei genauerem Hinse-
hen auf, dafl die Unterscheidung, ob zu den in Frage stehenden Generatoren invariante
Strome und folglich beobachtbare Gréflen gehoren, durch die Beschrankung der mit den
nebendiagonalen Generatoren (5.7) verbundenen Symmetrien getroffen wird. Zu die-
sem Punkt sollte zuerst erwidhnt werden, dafl die Argumentation in Teilkapitel 5.1.5
auch dann funktioniert, wenn die drei Eichstrome j/, = k7, +1/,, f =1,2,3, in Bezug
auf die Generatoren &/ (5.58) gebildet werden statt durch die Generatoren o/ (5.6).
Und andererseits sind die Strome (5.40 ) der Generatoren o (5.6 ) nicht invariant, wenn
die Symmetrien der (3, nicht durch (5.71) und (5.79) eingeschriankt werden. Die Frage,
ob (5.103) oder (5.104 ) vorliegt, wird demnach im Bereich der Symmetrien mit neben-
diagonalen Generatoren entschieden. Mit anderen Worten kommt den oy (5.6 ) bzw. dy
(5.58) ihre iibergeordnete Bedeutung passiv zu, der Ubergang von (5.103) zu (5.104)
wird aktiv im gerade genannten Bereich der U (34x4) bzw. u(34x4) vollzogen. An diese
Feststellung schliefit sich direkt die ketzerische Frage an, ob die Parameter der Gruppe
U(3axa) {A"} = {AT}U{A"}, a=1,...,9={f=1,2,3}U{z=4,...,9}, nicht als
Felder des physikalischen Systems aufgefasst werden sollten, mit eigener Sektion in der
Lagrangedichte, d.h. eigener Dynamik etc., und in Wechselwirkung mit den bisherigen
Freiheitsgraden stehend, um dem System die Moglichkeit zu eroffnen, die Beschrankun-
gen (5.71) und (5.79) selbst hervorzubringen und dadurch den Ubergang von (5.103)
zu (5.104).

Der gerade angedachte Vorgang besitzt einige Ahnlichkeit mit dem Higgsmechanismus
der QFT’s, schon alleine deshalb, weil die A?, bedingt durch die Tatsache, daf§ ohne
weitere Raum - Zeitindices etc. immer nur eines als skalarer Koeffizient zu einem der
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Generatoren v, = {ay} U {0} gehort, eine Sammlung skalarer Felder darstellen, die
als solche als Klein - Gordonfelder in die Theorie aufgenommen werden miiiten. Weiter-
hin sind sie aktiv an der Verminderung der Symmetrie des Systems beteiligt. An dieser
Stelle enden aber die Gemeinsamkeiten, denn die A® sollen durch die Symmetrievermin-
derung den Potentialen B”, keine Masse verschaffen; die Gleichungen ( 5.44 ) beinhalten
keinen Masseterm. Ebenso bricht der Ubergang von (5.103) zu (5.104) die vorhande-
ne U (34x4) - Symmetrie des Systems keinesfalls so griindlich wie das Higgspotential es
z.B. in der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung tut. Dort kann, sobald das
Higgsfeld im Minimum seines Selbstwechselwirkungspotentials angelangt ist, aufler einer
verbliebenen U (14.4) - Restsymmetrie keine SU (24x4) - Transformation mehr vorgenom-
men werden; siehe z.B. [1]. Im Vergleich dazu sind (5.71) und (5.79 ) weniger restriktiv,
da sie die von der Verringerung betroffenen Symmetriefreiheitsgrade nicht vollig ver-
bieten. In den von ihnen gesetzten Grenzen ist sogar noch Lokalitdt der betroffenen
A* moglich. Aus diesem Grund ist in der RST auch nur von einer Symmetrievermin-
derung die Rede und nicht von einer Symmetriebrechung. Diese Namensgebung weist
auch darauf hin, daf§ neben der urspriinglichen Erhaltungsgroe (5.105) jetzt zwar zwei
weitere existieren, die es unter den richtigen Umstédnden ermdoglichen, den drei Spinoren
des Systems den Begriff eines einzelnen Teilchens zuzuweisen, die Symmetrie also soweit
verringert ist, dafl die einzelnen Dichten in (5.105 ) auch tatséchlich einzeln wahrgenom-
men werden konnen, diese aber noch dquivalent zueinander sind, in dem Sinne, daf} sie
gleiche Ladung und Masse besitzen, also untereinander austauschbar sind. Dagegen sind
in der elektroschwachen Theorie den Spinoren des Systems nach Brechung der Symme-
trie mit dem elektromagnetisch ungeladenen Neutrino und dem geladenen Elektron zwei
vollig voneinander verschiedene Teilchen zugeordnet (von der Betrachtung der Massen
ganz abgesehen ).

Nach dem gerade Gesagten steht die RST mit der Behandlung ihrer U (N) - Symmetrie
zwischen der vollstandigen SU (34x4) - Symmetrie der QCD und der génzlich gebroche-
nen SU (24x4) - Symmetrie der elektroschwachen Theorie. Tatséchlich lassen sich einige
Punkte der RST mit Entsprechungen in jeweils einer der beiden anderen Theorien abglei-
chen. So wird z.B. die nach der Symmetriebrechung verbleibende U (14x4)- Symmetrie
der elektroschwachen Theorie durch einen Generator erzeugt, der in seiner Form den oy
(5.6) ahnlich ist. Das heift, in beiden Theorien haben die verbleibenden vollen Symme-
trien einen teilweisen SU - Charakter; siche (5.57 )ff fiir Genaueres zu diesem Punkt. In
beiden Theorien macht sich diese Tatsache durch die Anwesenheit von Vektorpotentialen
in den Quellen der elektromagnetischen Feldstdrken bemerkbar: den Austauschgréfien
BurGut3 , in der RST und den geladenen Weakonen W /W™ in der GSW - Theorie. In
letzterer ist die Anwesenheit der W /W~ in den Quellen der elektromagnetischen Feld-
starke gerade dafiir verantwortlich, daff in einem entsprechenden Streuprozef§ die Ladung
(kurzfristig ) von einem der besagten Vektorbosonen getragen werden kann anstatt von
einem Spinor. Der Vorgang aus 5.1.5, der bei stark miteinander wechselwirkenden Teil-
chen fiir den Verlust der Moglichkeit sorgt von einem einzelnen Teilchen zu sprechen,
ist der gerade angesprochenen Ladungsiibertragung auf ein Vektorboson recht dhnlich.
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Dadurch, dafl sich alle Felder, die in einen der invarianten Erhaltungsséitze eingehen,
im selben Raumvolumen befinden, kann der betreffende Erhaltungssatz nicht mehr in
einzelne Normierungsbedingungen zerlegt werden. Als Folge kann weder einem Spinor
noch einem der Austauschpotentiale eindeutig eine Ladung zugeordnet werden. Die Be-
tonung bei dem gerade angestellten Vergleich und auch bei den noch folgenden liegt
allerdings auf dem Wort dhnlich, vollig gleich sind sich die Theorien auch in ihren Kon-
taktpunkten nicht, sie sollen es auch gar nicht sein. Eine Grenze der Vergleichbarkeit
wird natiirlich dadurch gezogen, dafl in der QCD und in der GSW die Feldtheorien einer
Quantisierung unterworfen werden; fiir die RST ist ein solcher Prozefl zumindest nicht
nach dem Standardvorgehen vorgesehen; die Probleme, die daraus resultieren, sind schon
angesprochen worden. Eine Folge dieses Unterschiedes ist, dafl in der elektroschwachen
Theorie die Weakonen eindeutig von den Elektronen unterscheiden. In der RST hinge-
gen wird der gerade beschriebenen Prozel der Ladungsiibertragung dazu genutzt, den
beteiligten Feldern ihre Individualitdt zu nehmen, indem mit der Ladung eine der cha-
rakterisierenden Gréflen niemandem mehr eindeutig zugeordnet werden kann. Weiterhin
wird ein urspriinglich ladungstragender Spinor selbst dann nicht zum Neutrino, wenn die
Ladung gerade zufillig vollstéindig von den Austauschfeldern getragen wird; in seiner Di-
racgleichung steht immer noch der Masseterm, und die B®, besitzen niemals einen in
ihren Yang - Millsgleichungen. Es sollte auch niemand auf die Idee kommen unter diesen
Gleichungen, die Quellgleichung fiir das Z°- Feld zu suchen; sie existiert gewollt schlicht
nicht. Der Eins- zu- Eins- Vergleich der Austauschpotentiale mit den weakonischen Fel-
dern funktioniert noch aus einem anderen Grund nicht. Die Austauschkoppelung findet,
wie bereits ausfiihrlich diskutiert, streng paarweise statt, weshalb die Austauschpoten-
tiale durch ein drittes Teilchen nicht mefibar sind. Diese Eigenschaft teilen sie mit den
gluonischen Feldern der QCD, die die starke Wechselwirkung immer nur zwischen zwei
Quarks mit passender Farbladung tragen. Damit soll aber nicht im entferntesten ausge-
sagt werden, die Elektronen in der RST wiirden Farbladung tragen. Hier wird nur ein mit
aller Vorsicht zu genielender Vergleich zwischen den einander &hnlichen Auswirkungen
angegeben, die die Verwendung von formal gleichen unitdren Symmetrien in allen drei
Theorien nach sich zieht. Pragnant zusammengefaf3t 148t sich dieser Vergleich vielleicht
so beschlieBen: Alle drei Theorien starten in einer Situation, in der ihre spinoriellen
Freiheitsgrade individuell nicht fafibar sind. Durch Verminderung der vollen unitéren
Symmetrie lassen die RST und die GSW dann genau dieses zu, die RST behéilt aber
gegeniiber dem sehr umfassenden Symmetriebruch der GSW ihre SU - Freiheitsgrade
in eingeschrinkter Form bei, die wiederum in der QCD vollsténdig bestehen bleiben.
Durch diese Mittelstellung besitzt die RST mit Vorsicht zu behandelnde, aber nicht
ganz unniitze Vergleichspunkte mit den Theorien auf den beiden Enden der Skala der
Symmetriebeschrankung.

Zum Schluf} soll (5.103) noch dazu benutzt werden, zu zeigen wie die RST mit Teil-
chen, die eine innere Struktur aufweisen, umgehen und damit héhere Wechselwirkungen
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beschreiben kann. An die Stelle der Eichgruppe (5.104b ) tritt dazu die Gruppe

E (312x12)
= (U (]112x12) x SU (34x4)) X (U (]112x12) x SU (34x4)) X (U (]112x12) x SU (34x4)) .
(5.106)

Die mit den U (113x12) - Symmetrien zusammenhingenden Strome der Art (5.105) er-
setzen jetzt die drei U (14xq) X U (14x4) X U (14x4) - Strome (5.40), und die Restsym-
metrie U (312x12) \ F (312x12), die an die Stelle des zweiten Terms in (5.104a ) tritt, wird
durch Generatoren (3,(5.7) generiert, bei denen die 1454 durch 19412 ersetzt wurden.
Es ensteht dadurch ein System aus drei miteinander elektromagnetisch wechselwirken-
den Zustédnden, die jeweils noch eine eigene volle SU (34x4) - Untersymmetrie besitzen.
Damit die internen Eichungen sich nicht untereinander vermengen und dadurch Pro-
bleme verursachen, mufl die Austauschsymmetrie, wie gerade beschrieben, immer die
vollstandigen U (112x12) X SU (34x4) - Zusténde miteinander vertauschen, nicht aber ein-
zelne Konstituenten aus verschiedenen solcher Zusténde untereinander.

(5.104 ) beschreibt natiirlich nichts anderes als den weiflen oder farblosen Zustand der
QCD, so dal man beim gerade skizzierten System an ein System aus Teilchen wie Neu-
tronen oder Protonen, die ihrerseits aus Quarks bestehen, denken kann. Sollen jetzt den
einzelnen Unterspinoren der U (112x12) X SU (34x4) - Zustdnde die voneinander verschie-
denen Ladungen der u-und d- Quarks durch die Koppelungsmatrix I",% bei voll wirken-
der starker Wechselwirkung zugewiesen werden, muf3 zwischen den verschieden geladenen
Spinoren gemaf Teilkapitel 5.2.1 eine Paritdtsverletzung eingefithrt werden. Eine genaue
Untersuchung dieses und anderer Modelle mit Zustdnden mit Unterstruktur steht noch
aus. Die elektroschwache Wechselwirkung auf diese Weise in die RST zu implementieren
gibt AnlaB zu der Fragestellung ob die SU (2444) - Zusténde vollstandig untereinader aus-
getauscht werden miissen, oder die aufler Kraft gesetzte Symmetrie zwischen Neutrino
und Elektron den Austausch der einzelnen Konstituenten der U (112x12) X SU (34x4) -
Zusténde erlaubt.

Es mag zunédchst mal wieder etwas eigenwillig klingen, aber die Unterstruktur einzel-
ner Zustidnde braucht in der RST nicht auf eine SU (34x4)-oder SU (24x4) - Symmetrie
beschrénkt zu bleiben. Eine htherdimensionale SU (IN4x4) - Symmetrie zu betrachten ist
im Hinblick auf den Vakuumsbegriff des zweiten Vorschlages zur Erzeugung und Ver-
nichtung in 5.3 sinnvoll. Die SU (IN4x4)- Symmetrien erlauben es ja nicht, einen ihrer
Spinoren als “einzeln” zu klassifizieren, geschweige denn aus seinem Verbund herauszu-
16sen. Sobald sich also Teile des 2Myy4 - Systems aus 5.3 durch eine hochdimensionale
SU - Symmetrie beschreiben lassen, liegt in dem Sinne ein “echtes” Vakuum oder der
Sockel des Vakuumsystems vor, als dafl aus ihm keine Teilchen mehr erzeugt werden

§1m, zerfillt dabei offensichtlich in 36 einzelne Hauptdiagonalelemente, d.h. es ist weit feiner unterteilt
als die Symmetriegruppen. Ein Zustand aus drei gleichwertigen Spinoren bzgl. I, erfordert eine sol-
che Feinunterteilung natiirlich nicht. Fiir den Austausch zwischen mehreren U (112x12) X SU (34x4) -
Zusténden mit verschiedenen “groben” 1", - 112x12 gilt 5.95 in Analogie.
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konnen. Der zu diesem SU (2IMyy4)- System gehorende Energieinhalt konnte fiir die
Festsetzung des Energienullpunktes des ganzen Systems aussagekriftig sein.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Die Kapitel 4 und 5 haben gezeigt, dafl sich die Vorgaben aus der Einleitung und der
Zwischenbilanz in 3 konsistent umzusetzen lassen: mit einer Feldtheorie, der viele Feld-
freiheitsgrade gegeben werden sowie die maximale unitdre Symmetrie entsprechend der
Anzahl und Art der Feldfreiheitsgrade, kann ein System vieler Freiheitsgrade, beson-
ders vieler miteinander dauerhaft wechselwirkender Freiheitsgrade, beschrieben werden,
ohne eine Feldquantisierung bemiihren zu miissen. Damit die Freiheitsgrade der Yang-
Millsform der relativistischen Schrodingertheorie mit dem Begriff eines einzelnen Teil-
chens synonym werden, sind grundlegend entsprechende Beschrénkungen der maximalen
unitdren Symmetrie vorzunehmen, d.h. eine Aufteilung dieser Symmetrie in eine unbe-
schriankte Eichsymmetrie, die entsprechend der Wechselwirkung, die wirken soll, gewéhlt
wird, und eine beschrankte Restsymmetrie, die gerade soweit eingeschréankt wird, daf} sie
die Begriffsbildungen, die auf der Eichsymmetrie beruhen, nicht stort. Grundsétzlich aber
ist der Teilchenbegriff vom Verfahren der Quantisierung abgekoppelt.

Als Fortschritt darf auch gelten, dal in der Beschreibung des Teilchenaustausches die
lokale unitéire Strukturgruppe die globale Permutationsgruppe abgelost hat, wodurch
Wechselwirkung und Austausch auf einer einheitlichen Grundlage stehen; genau genom-
men unterscheiden sich beide nur noch durch die Freiheiten, die die Gruppenparameter
ihrer Generatoren besitzen.

Selbst unter der Voraussetzung der Beschrankung der Restsymmetrie ist nur in Spezial-
fillen, deren géngigster die Situation sehr weit voneinander entfernter, nicht wechselwir-
kender Feldfreiheitsgrade ist, moglich von Teilchen zu sprechen, also von Freiheitsgraden
mit eindeutig zugeordneten charakteristischen Erhaltungsgréfien. Im Allgemeinen ist die-
se Zuordnung nicht moglich, da die Erhaltungssétze der charakteristischen Grofien, in
dieser Arbeit vor allem die der (Hyper- )Ladung, sich eben nur in einigen speziellen
Féllen in die fiir die Synonymisierung zwingend notwendigen einzeln erhaltenen Sum-
manden zerlegen lassen. Andersherum gesagt, existiert in den allermeisten Féllen in der
Yang - Millsform der relativistischen Schrédingertheorie kein Teilchenbegriff, speziell in
der, auch dauerhaften, Wechselwirkungszone nicht. Auf diese Weise ist eine der Ursachen
fiir die Probleme, die die Quantenfeldtheorie gerade bei der Beschreibung von gebun-
denen Zustdnden hat, ausgeschaltet. Um wievieles die Modellierung von gebundenen
Systemen hierdurch einfacher und besser wird, zeigt z.B. die Betrachtung heliumartiger
Atome auf der Grundlage der RST in [18], wo die Energiedifferenzen zwischen den ange-
regten Singulettzustinden 152s%S; und dem Grundzustand 1525 fiir Kernladungszahlen
zwischen ze, = 2 und z., = 100 berechnet und mit experimentellen Werten verglichen
werden. Mit eher einfach aufgebauten Wellenfunktionen fiir die Hiillelektronen und mit
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verhéltnisméfig einfacher Numerik werden Resultate erzielt, die nur wenige Prozent von
den experimentellen Daten abweichen. Um Vorhersagen mit demselben Grad an Genau-
igkeit zu erreichen, sind andere Methoden gezwungen einen deutlich héheren Aufwand
zu betreiben. In diesem Vergleich tritt die hohe innere Konsistenz der in dieser Arbeit
beschriebenen Grundlagen, auf denen das RST - Modell der heliumartigen Systeme be-
ruht, erneut deutlich zutage.

Als weiteres Beispiel fiir die Fahigkeiten der Beschreibung von Vielteilchensystemen mit
einer RST - Feldtheorie vieler Freiheitsgrade kann [19] dienen, in der der Mechanismus
aus Teilkapitel 5.2.1, wenn auch in abgewandelter Form, sehr gute Dienste leistet.
Neben der Moglichkeit, als Grundlage zur konkreten Beschreibung von atomaren oder
dhnlichen gebundenen Zustédnden zu dienen, bietet der Formalismus aus den Kapiteln
4 und 5 auch, oder vor allem, die vielfdltigen Weiterentwicklungsmoglichkeiten, die auf
grundlegende Fragestellungen in der Physik zielen.

Zuerst einmal besteht die Frage, ob es bei einem ohnehin abwesenden Teilchenbegriff in
der Wechselwirkungszone iiberhaupt notwendig ist, die zu seinem Entstehen notwendi-
gen Unterteilungen und Beschrédnkungen der unitdren Symmetrie des Systems in dieser
Situation aufrecht zu erhalten. Mit anderen Worten stellt sich die Frage nach einer
Dynamik der Gruppenparameter A* (x), die nur in den Spezialféllen, in denen ein Teil-
chenbegriff existieren soll, die dazu notwendigen Restriktionen eines Teiles der maximal
moglichen unitdren Symmetrie des Systems liefert, und ansonsten diese Symmetrie un-
beschréankt lasst.

Die Erweiterung der Lagrangedichte kann in einem ersten Schritt verhéltnisméfig ein-
fach vollzogen werden. Bereits im Unterkapitel 5.4 ist festgestellt worden, daf§ die A* ()
dazu wie skalare Felder behandelt werden konnen, d.h. die Erweiterung besteht in einem
klein - gordonartigen Anteil der Form

L = D'A" D, A" — V [A"; A%] . (6.1)
Dabei ist D,A®

DA = 9,A% + U°, (029" A" = A" + U°, 0% A? (6.2)

C

a,byec=1,...,dimU (INyyy) .

Als Koeffizient vor den v, iibernehmen die A® demnach die eichkovariante Ableitung der
mit ihnen in Bezug auf die Basis, der sie als Koeffizienten dienen, verwandten Objekte
U, und V7,,.

Als Folge dieser Erweiterung tritt z.B. im Eichstrom j', (5.40a) jetzt der Zusatzterm

G A (2) s A (3)] =2 DA CH A" — A C DA (6.3)

auf. Die Beschrankung |AY (z)| = %° V nr findet hierdurch direkten Eingang in eine
MeBgrofe.
Das eigentliche Problem liegt in der Ausarbeitung des Selbstwechselwirkungstermes
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V [A%X; A], der sehr wahrscheinlich, in Anlehnung an den Higgsmechanismus, die Ur-
sache fiir Beschrankung der AY (z) sein muf ; es erscheint unwahrscheinlich, dafl die
iiber die eichkovariante Ableitung vermittelte Wechselwirkung der A* () mit dem Rest
des System dazu bereits ausreicht.

Weiterhin sollte iiberpriift werden, ob die hier ausgearbeiteten Konzepte fiir viele Frei-
heitsgrade mit hochdimensionaler Symmetriegruppe auch gewinnbringend auf die voll-
standigen Funktionensysteme angewandt werden kénnen, nach denen die ( wenigen ) Fel-
der der Ausgangstheorien der Quantenfeldtheorie entwickelt werden, und durch die die
QFT erst ihren Vielteilchenbegriff erhélt.

Am dringendsten Geboten scheint aber die Ubertragung der Konzepte dieser Arbeit auf
die Lorentzgruppe einer Feldtheorie mit sehr vielen Feldfreiheitsgraden. Bereits am An-
fang von Kapitel 4 wurde festgestellt, dafl die Lorentzgruppe durch die Art ihrer Block-
diagonalstruktur entscheidenenden Einflufl darauf nimmt, welche und wieviele separate
Freiheitsgrade die Theorie besitzt. Die Symmetriebeschréinkung der U (IN4.4) in Kapitel
4 bzw. der U (34x4) in Kapitel 5 findet ja vor dem Hintergrund der bereits ausgefiihrten
Reduktion der Darstellung der Lorentzgruppe des zugrunde liegenden Biindels statt, wie
dort ausfiihrlich diskutiert wurde. Die Bezeichnungen der der Dimensionen in denen die
Gruppen wirken durch die Operatorschreibweisen dieser Dimensionen, ist die Folge der
Restriktion einer hochdimensionalen Darstellung der Lorentzgruppe auf eine einfache-
ren in ihr enthaltene Untergruppe. Im Zusammenhang mit dem Energie - Impulstensor in
Teilkapitel 5.1.6 wurde dann auch schon festgestellt, daf die Ubertragung der Symme-
trieverminderung aus der hochdimensionalen unitidren Gruppe auf die Darstellung der
Lorentzgruppe mit der hochstméglichen Dimension, die dem Biindel T zur Verfiigung
steht, durchaus dieselben Auswirkungen auf den Teilchenbegriff und das Versténdnis von
Austauschphdnomenen haben kénnte, wie sie die unitire Gruppe und ihre Beschrankung
hat. Nach einer solchen Ubertragung wiren dann aber alle Aspekte, die zur Existenz
oder eben Nichtexistenz eines Teilchenbegriffes beitragen unter dem Dach einer Gruppe
zusammengebracht. Der gerade angedachte Vorgang der Dynamisierung der Symme-
triebeschrankung in seiner vollen Form wiirde in diesem Zusammenhang einen ersten
gewichtigen Beitrag zur Frage nach den Erzeugungs-und Vernichtungsprozefen inner-
halb der Yang- Millsform der relativistischen Schrodingertheorie leisten. Denn mit sich
verdndernder Beschrinkung der Symmetrie der Darstellung der Lorentzgruppe des um-
fassenden Biindels Y (..., U (4N)) um die es hier geht, dndert sich auch die Art der
separaten Freiheitsgrade und damit die Art der moglichen Teilchen selbst bei endlicher
Dimension 4N der Faser des Biindels. So konnten bereits jetzt vier Klein - Gordonfelder
in einen Spinor iibergehen, in dem sich die entsprechenden Elemente der L*" so #ndern,
daf sie die ihnen anvertrauten Elemente der Fasern nicht mehr alleine je fiir sich son-
dern zusammengefafit mit einer Spindarstellung der Lorentzgruppe in vier Dimensionen
transformieren; Umgekehrtes ist natiirlich auch denkbar. ( Dieser Vorgang macht auch
die Dynamisierung der Metrik Z, d.h. ihrer Komponenten ", zwingend notwendig; das
Set aus dem einen Fall wird im anderen im Allgemeinen nicht sinnvoll verwendbar sein. )
Der erste Schritt zur Verwirklichung dieser Idee ist wieder einfach. Die eichkovarianten
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Ableitung miissen zuerst nach den bereits bekannten Mustern auf ihre allgemeinrelativis-
tische Form umgearbeitet werden und die Lagrangedichte um die bekannten Anteile der
allgemeinen Relativistédtstheorie erweitert werden, denn nichts Anderes als die Hinzunah-
me der Gravitationswechselwirkung bedeutet die Dynamisierung der Lorentzsymmetrie
der Vektorfaser von Y. Die Schwierigkeiten fangen dann mit Auswahl der “richtigen”
hochdimensionalen Darstellung der Lorentzgruppe fiir die Vektorfaser von T an. Sie
werden auch auf keinen Fall geringer, wenn man bedenkt, daf fiir die vollstandige Be-
schreibung von Erzeugungs-und Vernichtungsprozefen die Dimension der Vektorfaser
auf (iiberabzdhlbar?) Unendlich erweitert werden muf}; wie in Unterkapitel 5.3 darge-
legt wird. In Bezug auf die hierbei ganz sicher enstehenden Divergenzen besteht die nicht
ganz unberechtigte Hoffnung, daf sich gut beherrschen lassen, da man sie sich wissent-
lich einhandelt, d.h. ihren genauen Ursprung kennt.

Die Ubertragung der Symmetriebeschrinkung auf die Darstellung der Lorentzgruppe
der Biindels eines Vielteilchensytemes bringt zusétzlich noch den Vorteil eventuell An-
schluf} an die Quantenloopgravitation zu finden und dadurch an einen Quantisierungs-
begriff der bisher noch fehlt. Die QLG bzw. ihr Vorgehen in dieser Hinsucht wire hierfiir
ein aussichtsreicher Kandidat, da sie zum Zwecke der Quantisierung andere Methoden
als die QF'T verwendet. Mit denen der letzteren Theorie mufl die RST, wie bereits mehr-
fach geschildert, in Konflikt geraten.

Die Methoden der QLG in Bezug auf die noch ausstehende allgemeine Quantisierung
der RST néher zu untersuchen, ist sicher auch auflerhalb einer gravitativen Form der
Yang - Mills- RST, d.h. im Hinblick auf ihre Form mit unitérer ( dynamischer ) Symme-
triebeschrankung, sinnvoll.
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(— + ++), (+ — ——) &quivalente Signaturen der Metrik g iiber M} oder R}

(Au)i G Komponenten der Liealgebradarstellungsmatrix von A,

(L{u)i G Elemente der Liealgebradarstellungsmatrix von U,

(V) j e Matrixelemente von v,

e >, <] ........ Zustandsket( - vektor Jund Zustandsbra( - vektor ) der konventio-

nellen Quantenmechanik

Uiy Ty) oo Karte eines Biindels iiber U;

{Us, )} ot Atlas eines Biindels

<A> oo Mittelwert der Observablen A

% .................. partielle zeitliche Ableitung

a:%’ Op voviiiiiin, kovariante partielle Ableitung nach x*

%, ot .o kontravariante partielle Ableitung nach z,

a}d = v?d ........... adjungierte Darstellung von oy = vy

A5 = I35 — 'y .... Differenz zwischen den Elementen der Kopplungsmatrix zweier
Felder mit unterschiedlichen ( Hyper- )Ladungen

al o Generatoren der Liealgebra einer unitdren Eichgruppe bei der
Anwendung auf Spinoren, d.h. die skalaren Eintrdge der Darstel-
lungsmatrizen «, oder &, werden jeweils durch die skalaren Ein-
trage multipliziert mit 14,4 ersetzt; der Index a zeigt an, dafl sie
zusammen mit der Permutationsgruppe in der eichkovarianten
Ableitung verwendet werden

Qgy Olg weeeeeaeen Generatoren der Liealgebra einer unitdren Eichgruppe; der Index

a zeigt an, daf} sie zusammen mit der Permutationsgruppe in der
eichkovarianten Ableitung verwendet werden
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Oéf =UVf o
QS oo
1, g, O3 .. ..ol
ad __ ,,ad

Y —Uy ...........
By=8y «oeoenn..

W5 usw.

D D
Xab’ Xde .............

Generatoren der FEichsymmetrien von Y, die wiederum eine Un-
tergruppe von dessen Strukturgruppe sind

Feinstrukturkonstante

alternative Generatoren der Eichsymmetrie E (34.4), die deren
SU (34x4) - Anteil besser zur Geltung bringt

adjungierte Darstellung von 3, = v,

Generatoren der Restsymmetrien von T, die wiederum eine Teil-
menge von dessen Strukturgruppe sind, d.h. sie sind aus der Men-
ge der Transformationen der Strukturgruppe ohne die Eichgruppe

Matrizen zur Darstellung der Liealgebra gl (n); Bezeichnungs-
weise, die verwendet wird, wenn die Liealgebra der Eichgruppe
zusammen mit der Darstellung der Permutationsgruppe ausge-
driickt werden soll

Basiselemente der Liealgebra u (n); Bezeichnungsweise, die ver-
wendet wird, wenn die Matrizen dieser Basis, die nur Elemente
auf der Nebendiagonalen besitzen, zur Darstellung der Permuta-
tionsgruppe verwendet werden

Matrizen zur Darstellung der Liealgebra gl (n) bei der Anwen-
dung auf Spinoren, d.h. die skalaren Eintrage der Darstellungs-
matrizen von gl(n) werden jeweils durch die skalaren Eintrdge
multipliziert mit 14,4 ersetzt; Bezeichnungsweise, die verwendet
wird, wenn die Liealgebra der Eichgruppe zusammen mit der Dar-
stellung der Permutationsgruppe zusammenfassend ausgedriickt
werden sollen

Kroneckerdelta

Menge aller Schnitte eines Vektorbiindels, vergleichbar mit der
Menge aller Vektorfelder X (M) einer riemannschen Mannigfal-
tigkeit

direkte Summe von N Matrizen 7" bzw. 7,, ersetzen die -
Matrizen, wenn es um den Schnitt U geht

diracsche Gammamatrizen

K (Ei,pi,Mf‘, (Cl)i,(U(l))i) Klein - Gordonbiindel, d.h. ein Vektorbiindel mit Faser
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A (z) oo Gruppenparameter bei der Erzeugung einer Lietransformation
S der Strukturgruppe von T aus der Liealgebra dieser unitér-
en Gruppe mittels Exponentialabbildung

2 = P [A (z),AY (z)] durch die allgemeine Baker - Campbell - Hausdorffrelation
enstandener Gruppenparameter der Transformation Sgesamt = Sich-
SRest oder Sgesamt - SRest : SEich

A (z) oo Gruppenparameter bei der Erzeugung einer Lietransformation
Sgien der Eichgruppe von T, die ein Teil der Strukturgruppe von
T ist, aus der Liealgebra die die oy bilden, mittels Exponential-
abbildung

AV(x) oo Gruppenparameter bei der Erzeugung einer Lietransformation
Srest der Rest-oder Austauschsymmetrie von T, die ein Teil
der Strukturgruppe von T ist, aus dem Vektorraum, den die 3,
bilden, mittels Exponentialabbildung; die AY (x) sind so zu be-
schrinken, dafl die Restsymmetrie begrifflich nicht mit der Eich-
symmetrie kollidiert; hierbei spielt die Tatsache, dafl die 3, keine
Liealgebra bilden, keine Rolle, denn es wird somit nur die gesam-
te Liealgebra u (INyx4) betrachtet, deren Gruppenparameter in
beschriinkte (AY (z)) und unbeschrinkte (A7 (z)) zerfallen und
nicht zwei getrennte Untergruppen von U (INy.4)

AY () |Beschr <« -vv--- Form von AY (z), bei der dessen Beschriankung besonders betont
wird

Phim e Generatoren, die die mit den Massenpotentialen M,, zusammen-
héngende Symmetrie generieren; ihre genaue Art ist noch unge-
sichert, es spricht aber Vieles fiir die Generatoren der Lorentz-

gruppe

Way Wh v eeeeeeeannns Basiselemente der Liealgebra der Strukturgruppe G, mit anderen
Worten Generatoren der Strukturgruppe G

D Klein - Gordonfeld

D, Py, g, usw. .... vektorwertige Schnitte des Whitneysummenbiindels K, bestehend
aus N einzelnen C' - Schnitten ¢; ( Klein - Gordonfeldern )(in Ka-
pitel 2) ; ab Kapitel 4 Schitt(e) von T (..., U (N)); da mit ei-
nem solchen Schnitt ein System mit N Klein - Gordonfreiheitsgra-
den, d.h. skalaren Freiheitsgraden, beschrieben wird Systemvek-
tor oder auch Systemskalar genannt; die Indicierung mit A, B,
usw. zeigt an, dal mehr als ein solcher Schnitt betrachtet wird,
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d.h. dal dem System steht im Sinne der Gemische mehr als ein
Zustand zur Verfiigung

O A, D Klein - Gordonfeld, d.h. ein C! - wertiger Schnitt des Klein - Gord-
onbiindels x; (in Kapitel 2) bzw. Komponente des Schnittes &
von T(...,U(N)) (ab Kapitel 4); die Indicierung mit A, B
usw. zeigt an, dafl mehr als ein solcher Schnitt betrachtet wird,
d.h. dafl dem System im Sinne der Gemische mehr als ein Zustand
zur Verfiigung steht

O*i; %4, OB L. komplex konjugiertes Klein- Gordonfeld, d.h. ein C! - wertiger
Schnitt des Klein- Gordonbiindels «; (in Kapitel 2) bzw. Kom-
ponente des Schnittes ® von Y (..., U (IV))(ab Kapitel 4); die
Indicierung mit A, B usw. zeigt an, dal mehr als ein solcher
Schnitt betrachtet wird, d.h. dafl dem System im Sinne der Ge-
mische mehr als ein Zustand zur Verfiigung steht

G, konstanter N - Vektor

T e Kapitel 1: Projektion des Totalraumes E eines Biindels auf des-
sen Basisraum M, die Formen 7, my, m; tec. gehdren zu den
entsprechend indicierten Biindeln
Rest der Arbeit: Kreiszahl

7~ (p); 7 (p), ™t (p) inverse Abbildung der Projektion 7 iiber einem Punkt p des
Basisraumes, die die lokale Faser [}, in E ergibt; die indicierten
Formen gehoren zu den entsprechend bezeichneten Biindeln

Tl oevrneeeneen kanonisch konjugierter Impuls zu %¢

Ty wveeerreresssenn kanonisch konjugierter Impuls zu )

Tl oo kanonisch konjugierter Impuls zu ¢f,

T, oo kanonisch konjugierter Impuls zu U,

W Diracspinor

U, Uy, Upusw. .... in Kapitel 2: vektorwertige Schnitte des Whitneysummenbiin-

dels 32, bestehend aus N einzelnen C* - Schnitten %) ( Diracfeldern );
ab Kapitel 4: Schnitt(e) des Biindels Y (..., U (INyx4) C U (4N));
da mit einem solchen Schnitt ein System mit N Diracfreiheitsgra-
den beschrieben wird Systemspinor genannt; die Indicierung mit
A, B, usw. zeigt an, dafl mehr als ein solcher Schnitt betrachtet
wird, d.h. dal dem System steht im Sinne der Gemische mehr als
ein Zustand zur Verfiigung
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ab, ), ™p, ™p, kp usw. Komponentenspinoren von ¥; nicht zu verwechseln mit den Spi-
norkomponenten ° eines einzelnen Komponentenspinors; eine
zusitzliche Indicierung mit A, B, usw. zeigt an, daf} sie zu ver-
schiedenen Zustandsspinoren U4, W, usw. gehoren, die verschie-
dene Zustédnde des Systems im Sinne der Zustandsgemische ver-
treten

b, ab, wib, b, usw. .. adjungierte Komponentenspinoren zu %), &) ™), ™); eine zusétzli-
che Indicierung mit A, B, usw. zeigt an, daf} sie zu verschiedenen
adjungierten Zustandsspinoren W4, Uy, usw. gehoren, die ver-
schieden Zustédnde des Systems im Sinne der Zustandsgemische
vertreten

i, 43 N usw. . Spinorkomponenten eines einzelnen Komponentenspinors %); nicht
mit einem solchen Komponentenspinor zu verwechseln; eine zu-
sétzliche Indicierung mit A, B, usw. zeigt an, daf} sie zu verschie-
denen Zustandsspinoren W4, Wpg, usw. gehdren, die verschieden
Zusténde des Systems im Sinne der Zustandsgemische vertreten

P, Yy s, Yy, usw. . adjungierte Spinorkomponenten eines einzelnen adjungierten Kom-
ponentenspinors g»; nicht mit einem solchen adjungierten Kom-
ponentenspinor zu verwechseln; eine zusétzliche Indicierung mit
A, B, usw. zeigt an, daf} sie zu verschiedenen adjungierten Zu-
standsspinoren U4, Wp, usw. gehoren, die verschiedene Zustéinde
des Systems im Sinne der Zustandsgemische vertreten

W, konstanter N - Vektor

P o Dichtematrix( - operator ) zur Beschreibung statistischer Gemi-
sche

p(tiy) usw. .......... Matrixdarstellung der Ubergangsfunktion t;;, wobei p (G) die Ma-
trixdarstellung der Strukturgruppe G in einem Vektorraum ist

Pk o Dichtematrix( - operator ) des Zustandes |1y >

Prns Prm - eeeeeonenns Haupt - und Nebendiagonalelemente der Dichtematrix p

by <69£V:1Ei, g, M, @ (€Y' <N, (UP (1))Z> Whitneysummenbiindel aus N Diracbiin-

deln o;

Y Generator der Lorentzgruppe fiir ¥
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o (E,-,p,-, M} (€Y', (UP (1))Z> Diracbiindel, d.h. ein Vektorbiindel mit Vektorfaser C*

und Strukturgruppe UP (1); der Index i zeigt an, dafl die Bestand-
teile zum ¢ten Biindel gehoren

7 (p), 7; (p), i (p), 75 (p) lokale Trivialisierungen eines Biindels iiber den Punkten p €
U; bzw. p € U;; werden, wenn dadurch keine Unklarheiten auf-
treten konnen, auch kurz mit 7; usw. bezeichnet; als 7 ;, 72; usw.
gehoren sie zu dem entsprechend indicierten Biindel

7 (p) usw. ........ inverse Abbildung einer lokalen Trivialisierung

Ouy o kanonischer, d.h. unsymmetrischer Energie - Impulstensor der Ya-
ng - Millsform der relativistischen Schrédingertheorie

T(E, 7, M}, C*™, U (Nyxs)) Kurzform von T (E,m, M}, C*N, U (Nyxs) C U (4N)) bei
der die Symmetriebeschrankung des Hintergrundes nur noch durch
die Benennung der Strukturgruppe als U (IN4y4) vertreten wird

T(E,m, M{,C*™,U (Nyyxa) C U (4N)) Vektorbiindel, mit dem ab Kapitel 4 die Ideen
aus der Einleitung und Kapitel 3 im Falle eines Systems aus N Di-
racfeldern verwirklicht werden; die Einordnung der Strukturgrup-
pe U (INyy4) in die grofiere U (4N) besagt, dafi die Betrachtung
eines NV -spinorigen Systemes auf dem Hintergrund einer gréfie-
ren unitdren Symmetrie stattfindet, die auf den betrachteten Fall
hin beschrankt wird

T (B, M{,C* UP (N)) Vektorbiindel, mit dessen Struktur ab Kapitel 4 die in der
Einleitung und Kapitel 3 geduerten Ideen fiir ein System aus N

Diracfelder verwirklicht werden; andere Bezeichnung fiir T(E , T,
Milv C4N7 U (]N4><4) )

T (E,m, M{,CN,U(N)) Vektorbiindel, mit dessen Struktur ab Kapitel 4 die in der Ein-
leitung und Kapitel 3 geduBert Ideen fiir ein System aus /N Klein -
Gordonfelder verwirklicht werden; die Ahnlichkeit zum entspre-
chenden Biindel fiir N Diracfelder ist durchaus beabsichtigt, da
sich beide Systeme nur durch die Segmentierung der Faser durch
die Lorentzgruppe unterscheiden; siehe die Teilkapitel 4.1.1 und
4.2.1 fiir Genaueres

Vg veemee e Generatoren der unitdren Strukturgruppe von YT
v adjungierte Darstellung von v,
wij (), (s (z)) .... Argument argAY(x) der auf [AY(z)| = nm V & beschrinkten

Gruppenparameter AY (z) der Restsymmetrie U (34x4) \ £ (34x4)
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Qo Gesamtvektor oder auch Gesamtskalar, in dem alle im Sinne eines
Gemisches dem System zugénglichen Zusténde, d.h. Systemvek-
toren ( Systemskalare) &4 gesammelt werden

o Gesamtspinor, in dem alle im Sinne eines gemisches dem Sys-
tem zugénglichen Zusténde, d.h. Systemspinoren ¥ 4, gesammeelt
werden

B oo magnetisches Feld

E oo elektrisches Feld

S Basisvektoren der Vektorfaser eines Vektorfaserbiindels, ihre Ge-

samtheit iiber das Biindel sind sie eine Zusammenfassung n von-
einander linear unabhéngiger Schnitte, ein sogenannter Rahmen
oder Koordinatenrahmen

M “oder gleich”, wobei das “oder” hinsichtlich der rechten Seite dieses
Symbols im einschlieSenden Sinn, nicht im ausschlieBenden Sinn
verwendet wird

AP, lokaler, liealgebrawertiger Anteil der auf eine unitdre Eichgrup-
pe bezogenen Konnexionen von entsprechenden Vektorbiindeln,
also ein Vektorpotential der Eichgruppe, bei der Anwendung auf
Spinoren; dazu werden die Komponenten der Liealgebra der Eich-
gruppe, auf die sich .4, bezieht, durch diese Komponenten mul-
tipliziert mit 14,4 ersetzt

A, AW 1 AW 1 AW . lokaler, liealgebrawertiger Anteil der jeweils auf ihre unitéren
Eichgruppen bezogenen Konnexionen von entsprechenden Vek-
torbiindeln, also Vektorpotentiale der Eichgruppe; die Indicie-
rung zeigt an, daf§ die zugehorigen einzelnen Biindel Teil eines
Whitneysummenbiindels sind

A, =U op oo lokaler, liealgebrawertiger Anteil der Konnexion ¢, von Y (...,
U (IN4x4)), der sich auf die unitére Eichgruppe F (INyx4) C U (INgy4)
(E(N) C U(N)) bezieht, d.h. ein Eichvektorpotential der Yang -
Millsform der relativistischen Schrodingertheorie bei der Anwen-
dung auf Spinoren ( Skalare )

B,=UY%v, ......... lokaler, liealgebrawertiger Anteil der Konnexion ¢, von Y (...,
U (IN4x4)), der sich auf die kontinuierliche unitéire Restsymmetrie
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(U (Ngxa) \ E (Nyxa)) C U (Nasea) (U (N) \ E(N)) CU(N)) be-
zieht, d.h. ein Vektorpotential der Rest-oder Austauschsymme-
trie der Yang- Millsform der relativistischen Schrodingertheorie
bei der Anwendung auf Spinoren ( Skalare )

lokale eichkovariante Ableitung
( Unter - )Eigenraum zu einem Eigenwert a,, einer Observablen A

lokaler, liealgebrawertiger Anteil der auf eine unitédren Eichgrup-
pen bezogenen Kriimmung eines entsprechenden Vektorbiindels,
also der Feldstédrketensor der Eichgruppe, bei der Anwendung
auf Spinoren; dazu werden die Komponenten der Liealgebra der
Eichgruppe, auf die sich F,, bezieht, durch diese Komponenten
multipliziert mit 14,4 ersetzt

lokaler, liealgebrawertiger Anteil der Kriimmung eines Biindels
beziiglich einer unitdaren Eichgruppe, d.h. der Feldstérketensor
der Eichgruppe

lokaler, liealgebrawertiger Anteil der Biindelkriimmung V,, von
T (...,U (INgxyq)), der sich auf die unitdre Eichgruppe E (IN4x4) C
U (Nyyys) (E(N) C U(N)) bezieht, d.h. der Eichfeldstérketensor
der Yang- Millsform der relativistischen Schrédingertheorie bei
der Anwendung auf Spinoren ( Skalare )

Gruppe der linearen Transformationen in N Dimensionen

Gruppe der linearen Transformationen in drei spinoriellen (3 —
34x4 ) Dimensionen

Gruppe der linearen Transformationen in N spinoriellen ( N —
IN4x4 ) Dimensionen

lokaler, liealgebrawertiger Anteil der Biindelkriimmung V,, von
T(...,U (INgxyq)), der sich auf die unitéire Restsymmetrie

(U (Naxa) \ E (Nyxa)) C U (Nysea) (U (N) \ E(N)) CU(N) ) be-
zieht, d.h. der Feldstédrketensor der Rest - oder Austauschsymme-
trie der Yang- Millsform der relativistischen Schrodingertheorie
bei der Anwendung auf Spinoren ( Skalare )

Hamiltondichte; nicht zu verwechseln mit der hamiltonschen 1 -
Form H,,
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HY,HY o gl (4N) - wertige hamiltonsche 1-Form der permutativen relati-
vistischen Schrodingertheorie in der Form zur Anwendung auf
Spinoren; im Gegensatz zu den anderen mit dem Superscript D
versehenen Objekten zeigt die keine einfache Verwandtschaft zu
ihrem Pendant (7, ) , sie ist echt gl (4V) - wertig

Hy oo gl (N)-wertige 1-Form der RST, die hamiltonsche 1-Form ge-
nannt wird, da sie in der relativistischen Schroédingergleichung
dghnliche Aufgaben iibernimmt, wie der Hamiltonoperator H der
konventionellen Quantenmechanik in der Schrodingergleichung

A ortsabhéngige Intensitédtsmatrix der permutativen relativistischen
Schrédingertheorie
Z(W,U) oo Form von Z, wenn dem System nur die Freiheitsgrade eines ein-

zelnen Systemspinors W zur Verfiigung gestellt werden

T (lff, \ff> ........... Spinormetrik, d.h. die Metrik in der Faser von T, in der die spi-
noriellen Felder W4 mit N spinoriellen Freiheitsgraden leben

P () oo ortsabhéngige Intensitédtsmatrix der permutativen relativistischen
Schrodingertheorie im Diracfall

Ty o Stromoperator der permutativen relativistischen Schrodingertheo-
rie

K <@{VEZ-, g, M} oM, (€)', xN, (U(l))l> Whitneysummenbiindel aus N Klein- Gor-
donbiindeln x;

K V,)= V¥V K (vs,v) Liemetrik, d.h. die Metrik in der Liealgebra der Struk
turgruppe von T

DM, ............... eichkovariante Ableitung, die zusétzlich zum Vektorpotentiale U,
noch Massenpotentiale M,,, beinhaltet

Mo Massenoperator, der den einzelnen Klein - Gordon - oder Diracfel-
dern ¢* bzw. %) eines IN4y, - feldrigen Zustandes ® oder ¥ ihre
Massen m’ zuweist

MP Massenoperator der einzelnen Diracfeldern ihre Massen m‘l4,4
zuweist; wird mit dem Superscript D nur verwendet, wenn gleich-
zeitig auch Klein - Gordonfelder betrachtet werden, sonst nur mit
M bezeichnet

M, Massenpotential
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O in Unterkapitel 2.4: ein observabler Operator

Or (noch unbestimmter ) Operator, der den Lorentztransformatio-
nen L*V in Dimensionen > 4 zugeordnet ist, und I'* einbettend
beinhaltet

Pan) «oveenennnnn.. Wahrscheinlichkeit den Eigenwert a,, einer Observablen A zu mes-
sen

R, R;W ........... lokaler, liealgebrawertiger Anteil der lokalen Biindelkriimmung,

d.h. in der Physik ein Feldstarketensor

S o Kapitel 2: Transformation der Faser eines Vektorbiindels, die
sich aus einer Eichtransformation Sgje, und einer Permutation
Sperm zZUsammensetzt
ab Kapitel 4: Transformation aus der unitdren Strukturgrup-
pe der Faser eines Vektorbiindels, d.h. sie setzt sich aus einer
Eichtransformation Sgie, € U (N) und einer Transformation der
Restsymmetrie Srest € U (N) zusammen

S adjungierte Darstellung von Sy3

Si3 i kontinuierliche Austauschtransformation bzw. Transformation der
Restsymmetrie, die den ersten und den dritten Spinor eines Sys-
tems betrifft

SEich v, unitiare Eichtransformation

SPerm « oo Permutation

SRest v v beschriankte kontinuierliche unitare Transformation aus der uni-
taren Strukturgruppe eines Vektorbiindels ohne dessen Eichtrans-
formationen

SSp i Spiegelungen

(mat)’Z;w ............. materieller Energie - Impulsoperator der permutativen relativisti-
schen Schrodingertheorie (pRST)

U, Uy oo lokaler, liealgebraweriger Anteil der auf die unitare Strukturgrup-

pe U (INygxq) C U (4N) <U (N) fiir skalare Freiheitsgrade) von

T (...C*", U (UNyxs)) (T (...,CN,U(N)) ) bezogene Konne-
xion, also ein Vektorpotential der Yang- Millsform der relati-

vistischen Schrodingertheorie bei der Anwendung auf Spinoren
(Skalare )
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lokaler, liealgebrawertiger Anteil der Kriimmung des Biindels T,
beziiglich dessen unitéarer Strukturgruppe, also der Feldstéarketen-
sor der Yang- Millsform der relativistischen Schrodingertheorie

lokaler, licalgebrawertiger Anteil der lokalen, auf seine Struktur-
gruppe G bezogenen Konnexion eines Vektorbiindels

Matrixdarstellung der globalen Permutationsgruppe, umgearbei-
tet, um in der eichkovarianten Ableitung neben den Eichpoten-
tialen verwendet werden zu konnen, hier in ihrer Form zur An-
wendung auf Spinoren; dazu werden die Komponenten der Dar-
stellungsmatrizen y 4. durch diese Komponenten multipliziert mit
14,4 ersetzt

Matrixdarstellung der globalen Permutationsgruppe, umgearbei-
tet, um in der eichkovarianten Ableitung neben den Eichpoten-
tialen verwendet werden zu kénnen

Permutationsfeldstédrke der permutativen relativistischen Schro-
dingertheorie

Permutationsfeldstiarke der permutativen relativistischen Schro-
dingertheorie bei Anwendung auf Spinoren; zu diesem Zweck wer-
den die Komponenten der Darstellungsmatrizen yg4. durch diese
Komponenten multipliziert mit 14,4 ersetzt

Nulloperator im C*

Nulloperator im C*V; kann unter gegebenen Umstinden aus N
Operatoren Q4,4 bestehen, mufl es aber nicht

Einsoperator im C*

Einsoperator im C*V; dieser Vektorraum muf nicht zwingend zur
Darstellung von N Spinoren verwendet werden, d.h. 144y wird
nicht zwingend in /N blockdiagonale aus Einsoperatoren 14,4 un-
terteilt

komplexer Vektorraum der Dimension k
Minkowskiraum
reeller Vektorraum der reellen Dimension &

. Liealgebra von F (INyy4)
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Liealgebra der Gruppe G/ (34x4)
Liealgebra der Gruppe G (INyy4)
Liealgebra der Gruppe SU (34x4)

Liealgebra der Strukturgruppe G, bzw. der Gruppen G; und Go
der Biindel By und B,

Liealgebra der unitéaren Strukturgruppe U (N) von Y (..., U (N))
Liealgebra der Gruppe U (34x4)

Liealgebra der Gruppe U (14x4)

Liealgebra der Gruppe U (INyx4) C U (4N)

Menge aller Vektorfelder der riemannschen Geometrie, vergleich-
bar mit der Menge aller Schnitte I' (M, E) eines Vektorbiindels

in Kapitel 1: Element der Strukturgruppe G

in Kapitel 2: Element der Indexmenge der Generatoren der
Eichsymmetrie, wenn sie zusammen mit der Permutationsgruppe
in der eichkovarianten Ableitung verwendet werden

ab Kapitel 4: Element der Indexmenge der Generatoren, Poten-
tiale, Feldstidrken usw., der Strukturgruppe eines Biindels, d.h.
Element der Indexmenge (a,b,c) = (f,g,h) U (x,y, 2)

Komponenten von A4, beziiglich der Generatoren ay, die die Per-
mutationsgruppe zu Partnern haben

Komponenten von A, d.h. von U, beziiglich der Untermenge der
Eichgeneratoren {as} = {vs} C {v,} der Strukturgruppe von T

Komponenten von A, beziiglich der Generatoren & s—1 23 (in Ka-
pitel 5.1.5 im Fall dreier fermionischer Freiheitsgrade )

. allgemeines Faserbiindel

Komponenten von By, d.h. U, beziiglich der Untermenge der
Generatoren der Austauschsymmetrie {3,} = {v,} C {v,} der
Strukturgruppe von T

indicierte Form von B, findet, auch mit den Indices 2,7 0.4., im-
mer dann Anwendung, wenn mehr als ein Biindel betrachtet wird

Lichtgeschwindigkeit, wie h eine andere Darstellung der 1



Symbolverzeichnis

CUe v Strukturkonstanten von u (IN4y4)

ay a1 a1

adsenr Cirenas Clne dses USW.  Strukturkonstanten von gl (V) beziiglich der Basis e

Clogusw. ........... Strukturkonstanten von u (3,4.4) beziiglich der Basis {a;} U{f,}

Cly CO v konstante Faktoren der in dieser Arbeit verwendeten konkreten
Form der Liemetrik K; sie haben Einflufl auf die Koppelungsstér-
ke der Fremd - und Selbstwechselwirkung der Felder eines Systems

D:X(M)xX(M)— X(M) Konnexion, auch Zusammenhang genannt, der riemann-
schen Geometrie

Dt Komponente der eichkovarianten Ableitung D,,, d.h. D,, und D*
wirken auf Komponenten ¢°, %), Afu, Ff,w usw. von &, A,
F o usw.

e Kapitel 1: neutrales Element der Strukturgruppe G eines Biin-
dels
Kapitel 2: Element der Indexmenge der Darstellungsmatrizen
der Permutationsgruppe, damit auch Element der Indexmenge
aller Koeffizienten dieser Darstellungsmatrizen
ab Kapitel 5: in der Kombination = u.d. die Elementarladung

E, By, Ey, B ... .. in Kapitel 1: Totalraum eines Faserbiindels; die indicierten For-
men sind die Totalrdume der entsprechend indicierten Biindel
ab Kapitel 4: E: Energie

E (INyx4) C U (INyxq) Eichgruppe der Faser von Y (..., U (INyx4)); als solche Teil von
der Strukturgruppe U (INyx4) dem die kontinuierliche Rest-oder
Austauschsymmetrie U (INyyy) \ F (INgx4) zur Seite gestellt ist

€y € veee lokale Basisvektoren im Tangentialraum 7, M einer riemannschen
Mannigfaltigkeit
fof o Kapitel 1: Punkte der Faser F

ab Kapitel 4: Liealgebraindex der Eichpotentiale aus der Index-

F,F' F'F? .. . . Faserraum eines Faserbiindels; die indicierten Formen sind die
rrau r I indicier i
Faserrdume der entsprechend indicierten Biindel

Fo oo Kapitel 2: Komponenten von F,, beziiglich der Generatoren a,
einer unitaren Eichsymmetrie, die zusammen mit der Permutati-
onsgruppe auftreten
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Ff;w =F [T
Ff,w VI oo
FyyF(p) .oovvvnin.
[/
G, Gi,Gy ..........
gij ..................
gy
Gy;w =U 7RI
g°
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Komponenten von F,,, d.h. von V,, beziiglich der Untermenge
der Eichgeneratoren {a;} = {vs} C {v,} der Strukturgruppe
von T

Kapitel 4 und folgende: Komponenten von F,, beziiglich der
Eichgeneratoren ay = vy der unitdren Strukturgruppe von 7T,
die zusammen mit den Generatoren 3, = v, der Rest-oder Aus-
tauschsymmetrie auftreten

lokale Faser in E, definiert als das Bild von p € M unter 7!
Element aus Gl (N)
Strukturgruppe eines Biindels bzw. des jeweiligen Biindels By, By

Elemente von g,

Normierungskonstante der Nullkomponente j5 des xten Noether-
stromes %,

Komponenten von G,,, d.h. V,, beziiglich der Untermenge der
Generatoren der Austauschsymmetrie {3,} = {v,} C {v,} der
Strukturgruppe von YT

Element aus Gl (4N)

. Elemente der Strukturgruppe G und ihre inversen Abbildungen,

die verschiedene lokale Trivialisierungen 7, , und 7, ,, iiber dersel-
ben offenen Menge U; miteinander in Beziehung setzen; sie vertre-
ten also die Eichfreiheiten eines Biindels; die sparsamer indicier-
ten Formen g;, g; ', g und ¢~' werden verwendet, wenn dadurch
keine Uneindeutigkeiten entstehen konnen

Kapitel 2:konstante hermitische N x N - Matrix
ab Kapitel 4:einheitliche Normierungskonstante, wenn alle Noe-
therstrome 5%, auf den selben Wert, eben g,, normiert werden

konstante hermitische 4N x 4N - Matrix
Komponenten der Metrik g einer riemannschen Mannigfaltigkeit

Hamiltonoperator der nichtrelativistischen Standardquantenme-
chanik

plancksches Wirkungsquantum h geteilt durch 27, also eine an-
dere Darstellung der 1
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Kompponente von Z, die Komponentenspinoren %), ™) aus ver-
schiedenen Systemspinoren V¥ ,, Wp miteinander in Beziehung
setzt

Kapitel 2:Entwicklungskoeffizient von Z (z) beziiglich einer Ten-
sorproduktbasis aus Zusténden {® 4} oder {W 4}

ab Kapitel 4: Komponente der Metrik 7 (ll_}, \I_}) bzw. T <<f>, 5)

beziiglich der mehrfachen Zustdnde {¥ 4} bzw. {®,} eines gemi-
sches von Zustdnden

Komponente von Z, die Komponentenspinoren 4, ™) eines Sys-
temspinors ¥ miteinander in Beziehung setzt; die ungewohnliche
Indexstellung ( Iy # §™,!!) hingt damit zusammen, daf§ mit 1",
nicht die in ) — ,3 enthaltene Spiegelung des Imaginirteiles
von ™) ausgefiithrt wird

identische Abbildung des durch den Index bezeichneten Raumes,
hier der Basisraum M

kontravariante Version von jg,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K bzw. K, verwendet

kontravariante Version von jg,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K/* bzw. K, verwendet

kontravariante Version von j,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K*® bzw. K, verwendet

in Unterkapitel 2.4: Komponente des pRST - Gesamtstromes
beziiglich der Generatoren «,
ab Kapitel 4 Noetherstrom zum Symmetriegenerator v, von

T

Komponente des pRST - Gesamtstromes beziiglich der Darstel-
lungsmatrizen ygq. der Permutationsgruppe

Noetherstrom zum Symmetriegenerator ay = vy von T
Noetherstrom zum Symmetriegenerator v, von T

kontravariante Version von k,,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K% bzw. K, verwendet

kontravariante Version von k,,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K/® bzw. Ky, verwendet
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Ky = K (8:,8,)
Kgu oo
LN
1o, = K, ...
1, = K", ...
W, =K%, ...
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kontravariante Version von k,,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K¥* bzw. K, verwendet

in Unterkapitel 2.4: Anteil der materiellen Diracfelder an den
pRSTGesamtstromkomponenten j,, beziiglich der Generatoren
Qg

Anteil der materiellen Diracfelder an den pRST - Gesamtstromko-
mponenten jg., beziiglich der Darstellungsmatrizen xg4. der Per-
mutationsgruppe

in Unterkapitel 2.4: Anteil der materiellen Felder an den pRST -
Gesamtstromkomponenten j,, beziiglich der Generatoren o,

ab Kapitel 4: Anteil der materiellen Felder des Noetherstro-
mes zum Symmetriegenerator v, von T

Komponenten der Liemetrik beziiglich der Generatoren v, von
u (]N4><4) bzw. u (N)

Anteil der materiellen Felder an den pRST - Gesamtstromkompon-
enten jg, beziiglich der Darstellungsmatrizen xq4. der Permuta-
tionsgruppe

Anteil der materiellen Felder des Noetherstromes zum Symme-
triegenerator ay = vy von T

. Komponenten der Liemetrik beziiglich der Untermenge der Eich-

generatoren {ays} = {vs} C {v,} von u (INyy4q) bzw. u(N)

. Komponenten der Liemetrik beziiglich der Untermenge der Gene-

ratoren der Restsymmetrie ( Austauschsymmetrie ) {3, } = {v,} C
{va} von u (INgy4) bzw. u(N)

Anteil der materiellen Felder des Noetherstromes zum Symme-
triegenerator 3, = v, von T

bezeichnet eine 4NV - dimensionale Darstellung der Lorentzgruppe

kontravariante Version von [,,; zum Heben und Senken des Lie-

algeraindexes wird die Liemetrik K bzw. K, verwendet

kontravariante Version von [,,; zum Heben und Senken des Lie-

algeraindexes wird die Liemetrik K/® bzw. K, verwendet

kontravariante Version von [,,; zum Heben und Senken des Lie-
algeraindexes wird die Liemetrik K% bzw. K, verwendet
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L /]\DW ................ Bahndrehimpulsanteil der materiellen Felder an M),

wa, ................ Bahndrehimpulsanteil der Potentiale und Feldstérken an M),

Ly oo Bahndrehimpulsanteil von M),

lap oo in Unterkapitel 2.4: Anteil der Eichfelder und Eichfeldstéarken
an den pRST - Gesamtstromkomponenten j,, beziiglich der Ge-
neratoren o,
ab Kapitel 4: Anteil der Potentialfelder und Feldstédrken des
Noetherstromes zum Symmetriegenerator v, von T

lgep oot Anteil der Permutationskoeffizienten Xffe und der Permutations-
feldstiarken an den pRST - Gesamtstromkomponenten jg,, beziig-
lich der Darstellungsmatrizen yq. der Permutationsgruppe

Ly oo Anteil der Potentialfelder und Feldstirken des Noetherstromes
zum Symmetriegenerator oy = vy von T

by oo Anteil der Potentialfelder und Feldstdrken des Noetherstromes
zum Symmetriegenerator 3, = v, von T

M ..o Basisraum eines Faserbiindels

M (ab Kapitel 4), m Komponente(n) des Massenoperators M, wenn die Massen al-
ler materiellen Felder % oder ¢! gleich sind

mb, mi,mN Komponenten des Massenoperators M, also die Massen einzelner
Felder ¢* oder %)

M} riemannsche Mannigfaltigkeit,deren Metrik die Signatur (+ — ——)
oder (— + ++) aufweist

M" Elemente des Massenoperators von M, alternative Form zu m?,
die ab Kapitel 4 verwendet wird

M™, oo Komponenten von M, beziiglich p,,

Myw oo Drehimpulsdichte der Yang- Millsform der relativistischen Schro-
dingertheorie

O v in Unterkapitel 2.4: eine mefbare Grofle

D, P, Pos P1y P2 e Punkte des Basisraumes M eines Biindels

P(M,G)=P(E,n,M,G,G) Prinzipalbiindel der Strukturgruppe G
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. (Baker - Campbell - Hausdorff- )Polynom in A/ () und AY (y)

bezeichnet eine 4N - dimensionale Darstellung der Poincarégrup-
pe

Impulse eines Systems, die durch rdumliche Integration iiber T,
gewonnen werden

Projektion des iten Dirac-oder Kleingordonbiindels ¢; oder k;

Projektor auf den (Unter- )Eigenraum Ey eines Eigenwertes a,
einer Observablen A

alleinstehend ein Punkt des Basisraumes M eines Biindels; in der
Sequenz &Y, E;, ¢, M, @Y, (C*)", x¥, (U (1))’ 0.4. bezeichnet
es die Projektion des betreffenden Whitneysummenbiindels

Projektion eines Whitneysummenbiindels, die auf einen Schnitt
dieses Biindels wirkt, im Beispiel die Schnitte von K und X

Komponenten von R, usw. beziiglich der Basis {w,} der Lieal-
gebra

vektorwertiger Schnitt aus der Menge der Schnitte eines Vektor-
biindels I' (M, E), als solcher auch oft direkt als Vektor behandelt

Schnitt eines Biindels: Abbildung seines Basisraumes M in seinen
totalen Raum FE derart, daf§ fiir das Bild s (p) 7o s (p) = p gilt

Hauptdiagonalelemente von Sgie, in drei (spinoriellen ) Dimen-
sionen, also alle deren Elemente

Komponenten eines vektorwertigen Schnittes beziiglich der Basis
{5,} der Vektorfaser, d.h. der Basis der Bildraumes

Spindrehimpulsanteil der materiellen Felder an M),
Spindrehimpulsanteil der Potentiale und Feldstérken an M),

lokaler Schnitt iiber U;; kann durch Einschréinkung eines globalen
Schnittes s auf U; C M entstehen

Spindrehimpulsanteil von M,

spezielle Orthonormale Gruppe in 341 Dimensionen, d.h. Invari-
anzgruppe der Metrik mit der Signatur (— + ++) bzw. (+ — ——);
mit anderen Worten die Orstdarstellung der Lorentzgruppe
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Austausch
T/w

Dirac
TR

Eich
TES

spezielle orthogonale Gruppe in zwei spinoriellen (2 — 24,4 ) Di-
mensionen

spezielle unitdre Gruppe in 12 Dimensionen
spezielle unitdre Gruppe in zwei Dimensionen

spezielle unitéire Gruppe in 2IMyy 4 spinoriellen (2M — 2M x4 ) Di-
mensionen

spezielle unitdre Gruppe in drei Dimensionen
spezielle unitdre Gruppe in N Dimensionen

spezielle unitdre Gruppe in drei Dimensionen bei der Anwen-
dung auf Spinoren; die Operatordrei 34,4 zeigt an, dafl sie aus
der SU (12) C U (12) durch deren entsprechende Restriktion ent-
standen ist

spezielle unitére Gruppe in zwei spinoriellen (2 — 2454 ) Dimen-
sionen

Ubergangsfunktionen eines Whitneysummenbiindels
Anteil der Feldstérken an 7},

antisymmetrischer Anteil der materiellen Felder an 7},
symmetrischer Anteil der materiellen Felder an 7},
Anteil der materiellen Felder an 7,

Tangentialraum einer riemannschen Mannigfaltigkeit M

aus O, durch Symmetrisierung entstandene symmetrische Ener-
gie- Impulsdichte der Yang- Millform der relativistischen Schro-
dingertheorie

Anteil der Austauschpotentiale BY, und der Austauschfeldstér-
ken GY,, an T,

Anteil der Diracfelder an 7,

Anteil der Eichpotentiale A/ p und der Eichfeldstarken F' f w an
T,

|n%

materielle Energie - Impulsdichte der permutativen relativistischen
Schrédingertheorie (pRST)
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tij (p), tij (p), ti_jl (p)

U (Nyxs) C U (4N) .

U, =Al,+BY, ...
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Energie - Impulsdichte der Diracmaterie der permutativen relati-
vistischen Schrodingertheorie (pRST)

' (p) Ubergangsfunktionen, die einem Punkt p € U;NU; ein Ele-

’ Vg

ment aus der Strukturgruppe G zuweisen, das wiederum die von-
einander verschiedenen lokalen Trivialisierungen 7; und 7; iber U;
und U; der Faser F}, miteinander in Beziehung setzt, d.h. die un-
terschiedlichen Faserkoordinaten f; und f; von Fj; die zusétzlich
indicierten Formen wie 1 ; (p), t2,; (p) gehoren zu den entspre-
chend indicierten Biindeln; Besteht keine Gefahr von Unklarhei-
ten durch das weglassen des Punktes p, werden die Ubergangs-
funktionen auch kurz mit ¢;; bezeichnet

Elemente der Faser 7! (U;) eines Prinzipalbiindels; die indicier-
ten Formen uy, us weisen die Zugehorigkeit der einzelne Elemente
zu verschiedenen Biindeln aus

unitdre Gruppe in zwo6lf Dimensionen
unitdre Gruppe in einer Dimension
unitire Gruppe in zwei Dimensionen
unitdre Gruppe in drei Dimensionen
unitdre Gruppe in 4N Dimensionen
unitire Gruppe in N Dimensionen

unitidre Gruppe in drei Dimensionen bei der Anwendung auf Spi-
noren; die Operatordrei 34,4 zeigt an, daf sie aus der U (12) durch
deren entsprechende Restriktion entstanden ist

unitire Gruppe in einer Dimension bei der Anwendung auf Spi-
noren; die Operatoreins 14,4 zeigt an, dafi sie aus der U (4) durch
deren entsprechende Restriktion entstanden ist

Darstellung der N -dimensionalen unitdren Symmetrie zur An-
wedung auf N Spinoren; das Symbol INy4.4 vertritt die Operato-
ren 4.4, die dadurch entstehen, daf in der einbettenden Gruppe
U (4N) eine Reduktion vorgenommen wird

Komponenten von U, = A, + BY, beziiglich der Generatoren
{va} = {ar} U{B,} der unitéren Strukturgruppe von T
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Va,uz/ = Ff,uz/ + Gy;w

Vk, Vm—i—n; V'lm’ ‘/2n )

Vm Vn

1’p17 2’p2 ----------
Vi
Ve o
OViao oo
a b
we,, W°, usw. .....

Darstellung der Gruppe U (1) zur Anwendung auf Spinoren, d.h.
die skalaren Eintrége der Matrizen der U (N) werden jeweils durch
die skalaren Eintrdge multipliziert mit 14,4 ersetzt

Darstellung der Gruppe U (N) zur Anwendung auf Spinoren,
d.h. die skalaren Eintrége der Matrizen der U (N) werden jeweils
durch die skalaren Eintrédge multipliziert mit 14,4 ersetzt

Diracversionen der Geschwindigkeitsoperatoren der permutativen
relativistischen Schrodingertheorie beziiglich der Generatoren ay;
werden zur Bildung der materiellen Strome ktlzj,u verwendet

Diracversion der Geschwindigkeitsoperatoren der permutativen
relativistischen Schrédingertheorie beziiglich der Darstellungsma-
trizen yg4. der Permutationsgruppe; werden zur Bildung der ma-
teriellen Stréme kf, verwendet

Geschwindigkeitsoperatoren der permutativen relativistischen Sch-
rodingertheorie beziiglich der Generatoren «,; werden zur Bil-
dung der materiellen Stréme k,, verwendet

Geschwindigkeitsoperatoren der permutativen relativistischen Sch-
rodingertheorie beziiglich der Darstellungsmatrizen x4 der Per-

mutationsgruppe; werden zur Bildung der materiellen Strome

K depverwendet

Komponenten von V,,, = F,, + G, beziiglich der Generatoren
{v.} = {ar} U{p,} der unitéren Strukturgruppe von T

Vektorraum der Dimesion k& bzw. m + n; die indicierten Formen
gehoren als Vektorfasern zu entsprechend indicierten Biindeln

m - dimensionaler Vektorraum( - faser ) des Biindels B; iiber p;
bzw. n - dimensionaler Vektorraum( - faser ) des Biindels By iiber

P2

endliche Lokalisationsvolumina der jeweiligen Einzeldichten &/,
und {/ u

Volumen, das alle endlichen V; umfaflt
“Oberflache des Volumens V., das alle endlichen V; umfasst

Komponenten von W, beziiglich der Generatoren w,
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Vorstufe zum totalen Raum eines Biindels das aus den einzelnen
direkten Produkten U; x F' gebildet wird

totaler Raum FE eines Biindels aus lokalen direkten Produkten
U; x F, der eine Aquivalenzklasse von X beziiglich einer geeigne-
ten Relation ist

Koordinaten im Tangentialraum 7, M einer riemannschen Man-
nigfaltigkeit M}, mit anderen Worten lokale Ortskoordinaten

Xde, XMV, X2, X% usw. Entwicklungskoeffizienten von A&, beziiglich der Darstel-
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lungsmatrizen yg4. der Permutationsgruppe

Entwicklungskoeffizienten von &), beziiglich der Darstellungsma-
trizen )2](:[), )Z](;)

Entwicklungkoeffizient von ), beziiglich der Darstellungsmatri-
zen Xqe der Permutationsgruppe

einheitliche Normierungskonstante, wenn alle Noetherstrome 5/,
auf den selben Wert, eben z, normiert werden

einheitliche Normierungskonstante der Nullkomponenten Wy,
#)70%), usw. der Einzelstromdichten @y, #/v,% usw.

Normierungkskonstante der Nullkomponente j7/, des ften Noether-
stromes 5/ u

einheitliche Normierungskonstante der Nullkomponenten

Jm (B*G7 ), Im (B*G8 ), usw. der Einzeldichten aus Aus-
tauschpotentialen und - feldstérken Jm (B*G",,), Jm (B%*G8 )
USw.
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