8  Schluf3folgerungen und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Ansétze zur partitionierten LAsung gekoppelter, dynami-
scher Systeme untersucht, und zwar insbesondere im Hinblick auf die Eignung fur die geome-
trisch nichtlineare Strukturdynamik und fir die transiente I nteraktion von instationaren, inkom-
pressiblen Stromungen mit flexiblen Strukturen bei grofRen Strukturdeformationen.
Partitionierte Losungsverfahren wurden aber im Laufe der letzten zwel bis drei Jahrzehnte
aufgrund ihrer generellen, grof3en Vorteile gegentiber simultanen, monolithischen Berech-
nungsansdtzen (unabhangige Modellierung, Diskretisierung und Losung der einzelnen Teilfel-
der, Software-Modularitét, Reduktion der Problemgrofie, Parallelisierungsmdglichkeiten) nicht
nur in diesen Anwendungsgebieten entwickelt, sondern auch in vielen anderen ingenieurwis-
senschaftlich-technischen, sowie mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereichen. In einem
ersten Schritt war es daher nétig, die in unterschiedlichen Disziplinen entwickelten Formulie-
rungen in einem terminologisch moéglichst einheitlichen Rahmen zusammenzustellen, und im
Sinne einer klassifizierenden Ubersicht zu gliedern. Wie sich dabei gezeigt hat, ist insbesondere
die Unterscheidung nach der Art der réumlichen Partitionierung — nichtiberlappend bzw. ele-
mentweise oder Uberlappend bzw. knotenwei se — sowie nach der eingesetzten K opplungsstrate-
gie — einfach gestaffelt oder iterativ gestaffelt — von fundamentaler Bedeutung fir die spezifi-
sche Formulierung und die numerischen Eigenschaften der verschiedenen partitionierten
L dsungsmethoden.

Vor dem Hintergrund der erforderlichen Eignung fir die angestrebte Zielanwendung Fluid-
Struktur-Interaktion beschrankten sich die weiteren Untersuchungen in dieser Arbeit dann auf
nichttiberlappende Dirichlet-Neumann-Partitionierungen. Zunachst wurden die hierfir in der
Literatur existierenden, einfach sequentiell gestaffelten Kopplungsverfahren umgesetzt, und
sowohl numerisch als auch theoretisch analysiert. Dabel stellte sich heraus, dal3 diese Verfahren
aufgrund ihres inhé@rent expliziten Charakters nur die dynamische, nicht jedoch die kinemati-
sche Kontinuitdtsbedingung am Interface zwischen den Partitionen erfillen, und somit zwar
impulserhaltend, aber nicht massen- und energieerhaltend sind. Die Folge dieser sogenannten
schwachen algorithmischen Kopplung ist einerseits ein Genauigkeitsverlust des Gesamtverfah-
rensim Vergleich zu den in den einzelnen Teilgebieten eingesetzten Diskretisierungsverfahren,
und — wesentlich schwerwiegender — eine unbedingte, schwache Instabilitét der partitionierten
Losung. Diese aul3ert sich (im Gegensatz zur bedingten Stabilitét, als das das auftretende Insta-
bilitétsphénomen in der Literatur haufig fehlinterpretiert wird) so, dal3 die numerische Losung
in einem anfanglichen Zeitbereich perfekt stabil ist, jedoch grundsétzlich ab einem bestimmten
Zeitpunkt exponentiell anwachsende Storungen eintreten, welche die stabile Ldsung Uberlagern
und vollsténdig unbrauchbar machen. Der Zeitpunkt des Auftretens dieser Instabilitét ist abhan-
gig von der Formulierung des Kopplungsverfahrens, von der Zeitschrittgréf3e und von der
Problemstellung selbst. Es konnte gezeigt werden, dal3 bei strukturdynamischen Problemen
der Instabilitétsbeginn durch Zeitschrittverkleinerung zeitlich nach hinten verschoben werden
kann — dies ist eine typische Eigenschaft schwach instabiler Algorithmen —, dal3 dies aber
bei Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen mit inkompressiblen Stromungen aufgrund des
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LArtificial Added Mass*-Effektes nicht moglich ist. Zudem ist auch eine Vorhersage des Zeit-
punkts des Instabilitétsbeginns grundsétzlich unmdglich. Ferner wurde im Laufe der Untersu-
chungen deutlich, dal3 eine Stabilisierung einfach gestaffelter Ldsungsverfahren mit Hilfe von
kUnstlicher viskoser Dampfung, wiesiein der Literatur gelegentlich zu finden ist, nicht sinnvoll
ist, da einerseits die erforderliche Stérke der Dampfung a-priori unbekannt ist, und zweitens
die Physik des modellierten Systems durch eine solche Mal3nahme verandert wird. Dies hatte
bei der sehr hohen kiinstlichen Dampfung, diein den dokumentierten Beispielen zur Stabilisie-
rung notig war, zu extrem stark von der Referenzldsung abweichenden Ergebnissen gefiihrt.

Basierend auf diesen Erkenntnissen konnte fUr die geometrisch nichtlineare Strukturdynamik
ein explizit-implizites Kopplungsverfahren mit der Mdglichkeit des Subcycling der expliziten
Partition entwickelt und vorgestellt werden, dessen stabiler Anfangsbereich zumindest in den
berechneten Beispielen bel noch sinnvollen Zeitschrittgrof3en meist lang genug ist, um wenig-
stens kurzzeitdynamische Simulationen zu ermdglichen. Dabei besitzt dieses EM——Verfahren
im stabilen Anfangsbereich auch eine verhdtnismaliig hohe Genauigkeit, und ist natrlich
vom numerischen Berechnungsaufwand her wesentlich guinstiger als die iterativ gestaffelten
Formulierungen. Die numerische Beobachtung von Kriterien wie etwa der in der Arbeit be-
schriebenen Interface-Energie, mit deren Hilfe der Beginn des Auftretens einer auf das partitio-
nierte Losungsverfahren zurlickzufihrenden schwachen Instabilitdt und somit der Endpunkt
der physikalisch sinnvollen Losung feststellbar ist, wird dabel unbedingt empfohlen. Im Gegen-
satz hierzu wurde festgestellt, dal? mit den untersuchten implizit—impliziten Formulierungen,
welche alle ursprunglich fur die FSI mit kompressiblen Stromungen entwickelt wurden, weder
far strukturdynamische noch fur Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme mit inkompressiblen
Strémungen brauchbare L dsungen berechnet werden konnen, da die schwache Instabilitét stets
sehr bald auftritt. Bei sehr gutmitigen Systemen konnten lediglich mit dem sequentiell gestaf-
felten 1-1-Grundverfahren ausnahmswei se stabile kurzzeitdynamische Simulationen durchge-
fahrt werden.

Fur die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen wurde daher schliefdlich als
einziger wirklich zuverlassiger Weg, mit partitionierten L ésungsansatzen auch tiber einen belie-
big langen Berechnungszeitraum hinweg garantiert stabile und genaue numerische Ldsungen
zu ermitteln, der Einsatz von iterativ gestaffelten Losungsverfahren identifiziert. Diese stellen
auf iterativem Wege implizit die Kontinuitét in den dynamischen und kinematischen Variablen
am Interface, sowie die zeitliche Konsistenz der Kopplungsgrofien mit den in den Teilfeldern
eingesetzten (beliebig wahlbaren) Zeitintegrationsalgorithmen her. Durch eine solche starke
algorithmische Kopplung stellen sie den Erhalt der BilanzgrdfRen Masse, Impuls und Energie
sicher. Somit konvergieren sie gegen die ssimultane L6sung des unpartitionierten, monolithi-
schen Gesamtsystems und erben gleichzeitig deren Stabilitéts- und Genauigkeitsei genschaften.

Weiterhin wurde die Kernidee der iterativ gestaffelten Methoden, in jedem Zeitschritt die Kon-
tinuitét in den KopplungsgrofRen mittels Subiterationen Uber die Teilfelder sicherzustellen, auf
die in der mathematischen Literatur wohldokumentierten und ausfuhrlich anaysierten iterati-
ven Substrukturverfahren und die damit unmittelbar verbundenen iterativen Ldsungsalgorith-
men zuriickgefuhrt. Dadurch gelang es, iterativ gestaffelte Methoden zu entwickeln und soft-
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wareseitig umzusetzen, die zum einen die Konvergenz der lteration Uber die Teilfelder
sicherstellen, und mit denen zudem auch der numerische M ehraufwand mittels effizienter Kon-
vergenzbeschleunigung in akzeptablen Grenzen gehalten werden kann. Auch die Ableitung
von analytischen Aussagen zu den Konvergenzeigenschaften wurde dadurch méglich. Und
schliefdlich hat sich die Konvergenzbeschleunigung mit Hilfe des Gradientenverfahrens sowie
mit der fur vektorielle Gleichungen modifizierten Aitken-Methode auch im Nichtlinearen als
geeignet und sehr effizient erwiesen. Damit stehen nun Werkzeuge zur Verfiigung, die algorith-
misch — d.h. automatisch, ohne jegliches Zutun des Programmanwenders — und in jedem Zeit-
und Iterationsschritt optimal an das jeweilige System angepaldte Relaxationsparameter ermit-
teln. In diesem Sinne sind die vorgestellten beschleunigten, iterativ gestaffelten L dsungsverfah-
ren robuste Ansétze, im Gegensatz zu der Verwendung von durch miihsames und zeitaufwendi-
ges Probieren oder experimentell vom Anwender ermittelten, extrem problemabhangigen,
festen Relaxationsparametern, welche, wie die numerischen Beispiele verdeutlicht haben, in
der Regel auch noch suboptimal sind.

Im Rahmen der vorliegenden Forschungsarbeit wurden, wie bereits gesagt, aus Griinden der
erforderlichen Eignung der partitionierten L 6sungsansétze fur die Zielanwendung Fluid-Struk-
tur-Interaktion im wesentlichen nichtlberlappende Partitionierungen betrachtet. Insofern er-
scheint eine weitergehende Forschungstétigkeit zur sequentiell oder parallel gestaffelten L6-
sung insbesondere von strukturdynamischen Problemstellungen mit  (berlappenden,
knotenweisen Partitionierungen wichtig und auch durchaus vielversprechend. Zu dieser The-
matik wurde von diversen Autoren eine Viel zahl von einfach gestaffelten Verfahren vorgeschla-
gen, von denen die wichtigsten in Abschnitt 3.3 dieser Arbeit zusammengestel It wurden. Ferner
ist auch eine vertiefte Untersuchung der erst kiirzlich publizierten Idee von Gravouil & Combe-
scure (2001) sicher lohnenswert, in der erstmalig eine duale Formulierung fur sequentiell ge-
staffelte Verfahren eingesetzt wurde, mit der offensichtlich auch ohne Iterationen Uber die
Teilfelder sowohl die dynamische a's auch die kinematische K ontinuitatsbedingung erfillt wer-
den kann.

Desweiteren sollten im Hinblick auf die insbesondere mit dem Ubergang auf 3-D enorm gestie-
genen Systemgrof3en auch verstarkte Anstrengungen in Richtung der Kombination der bisher
softwareseitig umgesetzten Ansétze mit parallelen Losungstechniken erfolgen. Zudem kénnte
die Erweiterung der implementierten Verfahren um die in Abschnitt 4.1.3 skizzierten Mortar-
Ansdtze zweckmaliig sein, um nicht-konforme Diskretisierungen am Interface zwischen Fluid
und Struktur zu ermdglichen, was bei der Modellierung und Berechnung komplexer FSI-Pro-
bleme hilfreich und wichtig wére. Im Gegensatz zur Fluid-Struktur-Interaktion sind fur physi-
kalische Einfeldprobleme wie der nichtlinearen Strukturdynamik vermutlich auch weiterge-
hende, vergleichende Studien zwischen den hier untersuchten iterativen Substrukturverfahren
mit nichtlinearen Teil gebieten und den mit Gebietszerlegungsverfahren kombinierten hybriden
Krylov-Newton-Verfahren oder auch den dualen Ansédtzen wie der FETI-Methode aussichts-
reich. Diese erscheinen fir solche Problemstellungen mittlerweile weitgehend ausgereift (meh-
rere Tellgebiete, Parallelisierung, dynamische Lastverteilung, usw.) und sehr effizient zu sein.
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Weitere Forschungsaktivitaten sollten schliefdlich auch hinsichtlich der in dieser Arbeit noch
offen gebliebenen Frage getétigt werden, aus welchen Griinden die einfach gestaffelten Verfah-
ren mit steigender Genauigkeit des Kopplungsalgorithmus immer friher instabil werden. Eine
Klarung dieser Thematik kdnnte moglicherweise die Tlr zu besseren Stabilisierungstechniken,
und damit zu allgemein einsetzbaren, numerisch gunstigen, einfach gestaffelten Verfahren fir
die Simulation gekoppelter Probleme 6ffnen.
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A  Anhang

An dieser Stelle werden abschliefRend eine Reihe von mathematischen Sétzen, Verfahren und
Beweisen sowie einige programmtechnische Details zusammengestellt, die Uberwiegend nicht
im Rahmen dieser Dissertation selbst entwickelt, sondern der entsprechenden Literatur entnom-
men wurden. Ihre Présenz hier in einer zum Haupttell dieser Arbeit konformen Notation mag
jedoch das Versténdnis der geschilderten Zusammenhange erleichtern und weiteres Literatur-
studium vermeiden helfen. Die Ausfihrungen in diesem Anhang beschrénken sich auf zum
besseren Versténdnis der Arbeit erforderliche Angaben und erheben folglich keinen Anspruch
auf Vollstandigkeit. Fir detailliertere Herleitungen und Beschreibungen wird auf die in der
Regel jeweils angegebene Fachliteratur verwiesen.

Al Integralsitze

e Gaul3scher Integralsatz oder Divergenztheorem

Mit dem Gauf3schen Integralsatz ist die Umwandlung von Volumen- in Fléchenintegrale mog-
lich. Fur einen Tensor S und den Einheitsnormal envektor n auf der Oberflache I eines Gebietes
Q gilt damit

[V~SdQ=IS-ndF (A1)
Q r

* Partielle Integration oder Greensches Theorem (1. Greensche Formel)

Mit dem Greenschen Theorem kdnnen in einem Integralausdruck Richtungsableitungen von
einer (tensorwertigen) Funktion P auf eine andere (tensorwertige) Funktion S Ubergewal zt
werden.

. 0P _ . p. _ | 9S.
[s aXdQ—[SPnXdF [ax P dQ (A.2)

Q r Q

A2 Programmtechnische und algorithmische Aspekte

A2.1 Generalized-a-Zeitintegrationsverfahren fir die nichtlineare
Strukturdynamik

Dieser Abschnitt erlautert die algorithmische Umsetzung und Implementierungsweise des Ge-
neralized-a-Zeitintegrationsverfahrens von Chung & Hulbert (1993) fur die nichtlineare Struk-
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turdynamik, in der Form wie sie von Kuhl (1996) (mit spateren Erweiterungen durch den
Autor dieser Arbeit hinsichtlich vorgeschriebener Dirichlet-Randbedingungen) in das hier ver-
wendete FEM-Programmsystem CARAT des Instituts fir Baustatik implementiert wurde.

Die Bestimmungsgleichungen und Eigenschaften des Verfahrens wurden in Abschnitt 2.1.4
zusammengefaldt. Aus der diskreten Bewegungsgleichung (2.45) folgt durch Umstellen direkt
die auch als effektive Strukturgleichung bezeichnete Gleichung fur das Residuum g(d””):
l1-a
g(d"*t) = —ﬂAtzmMSd”” + (L—ag)fiy(d"*?) -
— f&e — MSh(d", d", d") + o fi(d”) = 0 (A.3)
mit den geshifteten externen Lasten gemal Gl. (2.42) (fgq = (1—ay) fart 4+ a; fog) aus

Neumann-Randbedingungen und eingepragten Volumenkraften, und mit den Geschichtsvaria-
blen gemal Gl. (2.46):

noan . l—am g, 1—am l—am _ N
h(an, d", d") : = e 0t g +( o 1)d

Linearisierung und inkrementelle For mulierung

Zur Ldsung dieses nichtlinearen Gleichungssystems mit Hilfe des Newton-Raphson-Verfahrens
bedarf es zunéchst einer Linearisierung. Dazu wird das Residuum in eine nach dem linearen
Glied abgebrochene Taylorreihe entwickelt.

Ady,; =0 mit Ad,:=difi—ditt (A4)

ofdpd) = ofap+) + L

ad

Die Ableitung der inneren Kréfte of;,(d)/ad ergibt sich vollig analog zum statischen Fall,
wird als tangentielle Steifigkeitsmatrix K?(d) bezei chnet und setzt sich aus elastischer Steifig-
keitsmatrix, Anfangsverschiebungsmatrix und geometrischer Steifigkeitsmatrix zusammen (fir
detaillierte Angaben hierzu siehe beispielsweise Zienkiewicz & Taylor (1991)). Die inkremen-
telle Form des zu I6senden Systems lautet folglich

29(d)
ad

Ady,, = — g(dit?) (A.5)

n+1
dk

bzw. ausgeschrieben

1-a
(ﬁA—thMS + (1—af)K$(dQ+1)) Ady,, =

l1-anm
pAt2

= 4, — MSR*L — (L—ag) fidR ™) + MSh(d", d", d") — ¢ fin(dD  (A6)
Dabel wird der Klammerausdruck auf der linken Gleichungsseite zusammengefalt als effektive
Seifigkeitsmatrix Kgﬁ und die gesamte rechte Gleichungsseite als effektiver Lastvektor f
bezeichnet. Der vollstandige Losungsablauf mit Hilfe einer Pradiktor-Multikorrektor-Formu-
lierung und Newton-Raphson-Gleichgewichtsiterationen ist als Algorithmus A.1 dargestellt.
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Bemerkung A.1: Bei Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen treten an der benetzten Struktur-
oberflache (£ dem Interface I') deformationsabhangige Lasten f(d) auf. Auf deren Li-
nearisierung wird jedoch hier verzichtet, dadie Linearisierung und die damit verbundenen
Steifigkeitsanteile (sog. Laststeifigkeitsmatrizen, s. Mok (1997) und Mok et al. (19993,
b)) eine zusdtzliche Kopplung zwischen den Feldern bewirkt. Diese ist numerisch nur
sehr aufwendig umzusetzen und lauft dem hier verfolgten partitionierten Losungsansatz
Zzuwider.

Initialisierung:  Setze n = 0 und Anfangsbedingungen d° = dy; d® = d,; = d°

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

Préadiktorschritt (k = 0)

BAt2
fer = fSe + M5h(0,d",d") — f;(d")

KS = (1_0‘r“|\/|S + (1—af)K$(d"))

> _ s—1
Ady = K~ fg

— >
di*l = d" + Ad3

Newton-Raphson-Korrektoriteration

KS = (%“M% (1—af)K$(dQ+1))
far = f&q + MSh(—40Z, d" d") — (1= ap)fin Al Y) — a¢fiy(d)
Adyq = K fog

Adz, | = AdZ + Ad, 4

n+1 _ AN >
dk+1 =d +Adk+1

f- k<—k+ 1 biszur Konvergenz

Update BewegungsgroRen (Newmark-Ansatze) mit d"*1 = dit1

gn+l = L(dnﬂ - dn) - dd” - ﬂAtd”

pAat B Zﬂm
n+1 _ 1 n+1 _ An _L'n_l_ in
d 1—W(d 1 d) ﬂAtd 5 Atd

f- N<—n+1 bisn+1l=n

Algorithmus A.1: Generalized-a: Pradiktor-Multikorrektor-Formulierung
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Algorithmus mit Dirichlet-Randbedingungen

Im folgenden wird des weiteren die Implementierung des Generalized-a-Verfahrens mit einer
vorgeschriebenen Dirichlet-Randbedingung d -auf dem Rand I” (Verschiebungsvorgabe) erlau-
tert. Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wird wieder das Newton-Raphson-Ver-
fahren in einer Pradiktor-Multikorrektor-Formulierung verwendet. Diese Implementierungs-
form kommt bei der partitionierten Berechnung rein strukturdynamischer Problemstellungen
mit nichttberlappenden Dirichlet-Neumann-Verfahren zum Einsatz.

Ausgangspunkt ist die diskrete Bewegungsgleichung in der inkrementellen Form (A.6) mit
einer nichtlberlappenden Partitionierung gemal3 Gl. (3.2) in Freiheitsgrade im Innern (0}, und
auf dem Rand ([)J, diese wird hier exemplarisch flr Steifigkeitsmatrix, Verschiebungs- und
Verschiebungsinkrementvektor sowie externen Lastvektor angegeben:

K3 (d) K3, {d) d, Ad, | o
S, _ ! ! . _ . _ . _
) = [K%n(d) K3 )| d= {dr} Ad = [Adr} ' Tea = [ fr } (A1)

Damit ergibt sich dann der auf der néchsten Seite als Algorithmus A.2 dargestellte Ldsungs-
ablauf.
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Initialisierung:  Setzen = 0 und Anfangsbedingungen d° = dy; d® = d,; = d°

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

Pradiktorschritt (k = 0) mit Dirichlet-RB. d}*1 = di*1 = 4dZ = dn*1-d}

Klslerr = (%nmlsl + (1_af)K$,| |(dn))

flegr = o + M Dy(0,dN dlY) — f(d) +
+ MP h{—4dF,dl, dD) — (1—ag)KS ;. (d") Ad*
-1
KP gt i et

Ads =
=
Ad

dgtt = d" + 4d3

Newton-Raphson-Korrektoriteration

1—a
KD & = (ﬂA—tzmMFl + (1_0‘f)K%||(drk]+l))

frar = floq + M7 Dy —Ad, dl df) — (L—aq)fin(dp ™) — ayfi(d”) +
+ M3 h (- 4d, d7, )

S
Kllefffleff

AdE AdE, | = Adg + 4d, 4
T

n+1 _ AN >
dk+1 =d +Adk+1

'- k<—k+ 1 biszur Konvergenz

Update BewegungsgroRen (Newmark-Ansétze) mit d"*1 = dit1

gn+l = L(dnﬂ - dn) - dd” - ﬂAtd”

pAat B Zﬂzﬂ
in+ n+ n in 1- in
d 1=ﬁA—1t2(d 1—d)—ﬁ71td —de

Berechnung Auflagerkrafte (— Kopplungskrafte) auf I”

1= (- 1 5, W] i)
f
+ (1_af)frint(dn+l) + afffint(dn))

'- N<—n+1 bisn+1l=n

Algorithmus A.2: Generalized-a: Préadiktor-Multikorrektor-Formulierung mit Dirichlet-R.B.
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A2.2 Beweisder Verschiebungskontinuitat des asynchronen, sequentiell
gestaffelten Verfahrens nach Lesoinne & Farhat (1998)

Hier wird — in einer zur Ubrigen Arbeit konformen Notation — der in Lesoinne & Farhat
(19983, b) durchgefiihrte Beweis dokumentiert, dal3 fir dasin Abschnitt 5.4 beschriebene asyn-
chrone, sequentiell gestaffelte L dsungsverfahren die kinematische Kontinuitét in den Verschie-
bungen auf I zwischen Fluidgebiet, d.h. Fluid-Netz, und Struktur zur Zeit t" gilt (Gleichung
(5.54): r}. = d}l). Der Beweis ist zweiteilig. Zuerst wird durch vollstéandige Induktion bewie-
sen, dal? die folgende Beziehung gilt:

n
r
Aufgrund der Initialiserung mit Gl. (5.45) gilt Gl. (A.8) fir n = 0. Mit der Annahme, dal3
(A.8) auch fur beliebige n € N gilt, folgt durch Einsetzen von Gl. (5.46) und (A.8) in (5.47)

-1 .
2=d - %d? (A.8)

1

1 1 | | |
2= 2 = dp - ALy + atd) = dp +4ldp (A9)

1 1
-5 G n—-35—=n+
r. 2+A4tu 2

rF r r

Dadas Strukturfeld mit der Mittel punktsregel geldst wird, folgt aus dem Zeitintegrationsansatz
(Gl. (2.31) mit den entsprechenden Parameterwerten 8 = 1/4 und y = 1/2)

dptt — dp = GL(dn + dp) (A.10)
Kombination von (A.9) und (A.10) liefert schliefflich

1
n+s= _ 1 At : 1
rr 2 = d?~+ - 7d?«+ (All)

womit die Beziehung (A.8) induktiv bewiesen ist.

Der zweite Teil des Beweises der Verschiebungskontinuitét bedient sich der Eigenschaft, dal3
aufgrund der Uber den Zeitschritt hinweg as konstant angenommenen Geschwindigkeit des
Fluid-Netzes u%"‘l/z*”“/z die Netzverschiebung im Zeitschritt linear interpoliert sein
muf3, und daher die Beziehung

1 1
i = l(rn 2 + rn+2) (A.12)

definiert werden kann. Einsetzen von Gl. (5.47) in (A.12) ergibt dann

1
o= "2 4 Alpn

n=rp 2+ 2l (A.13)

und weiteres Einsetzen von Gl. (5.46) und der im ersten Tell bewiesenen Beziehung (A.8)
in Gl. (A.13) fuhrt letztendlich auf

M= d (A.14)

womit die kinematische Kontinuitdt in den Verschiebungen auf dem Interface I" zwischen
Fluid-Netz und Struktur zur Zeit t" bewiesen ist.
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A3 lterationsverfahren

In diesem letzten Anhangskapitel werden zundchst einige Begriffe und Gbergeordnete Verfah-
rensklassen erl&utert, anschlief3end werden fur die in der vorliegenden Arbeit angesprochenen
Iterationsverfahren jeweils Grundidee, Iterationsvorschrift sowie grundsétzliche Eigenschaften
und Konvergenzaussagen angefuhrt. Die Ausfihrungen sind, soweit nicht anders angegeben,
aus der folgenden Literatur zusammengetragen und in vereinheitlichter Notation wiedergege-
ben: Barrett et al. (1994), Deuflhard & Hohmann (1991), Jung (1999), Hackbusch (1993,
1994), Kelley (1995), Meister (1997) und Quarteroni et al. (2000).

A3.1 Begriffe, Definitionen

Betrachtet wird ein lineares Gleichungssystem
Ax=Db (A.15)

mit gegebener regulérer, symmetrischer Operatormatrix A € R"*", gesuchtem L dsungsvek-
tor x € R" und gegebenem Vektor der rechten Seite b € R". Dieses soll mit Iterationsverfah-
ren @ gelost werden, deren Iterationsvorschrift im allgemeinen Fall durch

Xii1 = GPx) xi + M~ bzw. X, =X +ox)p i=0212.. (A.l6)

gegeben ist. Die Matrix G?(x;) = | — wj(x;]) M~IA &€ R"*" heif}t Iterationsmatrix von @,
und der Skalar w;(x;) € I ist ein Relaxationsparameter oder auch eine Schrittlange. G? und
o kobnnen je nach Iterationsverfahren im Laufe der Iteration entweder konstant oder (in Abhén-
gigkeit von der aktuellen Iterierten) veranderlich sein. Der Vektor p; € R" ist der Korrektur-
vektor, der auch as Suchrichtung interpretiert wird. Die regulére, symmetrische Matrix
M € R"*"ist eine Vorkonditionierungsmatrix, mit dem das System (A.15) von links durch-
multipliziert wird, um so das iterativ leichter |0sbare System

Ax=M"1 mit A:=M7IA (A.17)

zu erhalten. Die Lésung x” von (A.17) und diejenige von (A.15) sind identisch. M sollte mdg-
lichst einfach zu invertieren sein und die Operatormatrix A moglichst gut approximieren, sodal3
A = |, mit der Einheitsmatrix |.

Bemerkung A.2: Neben der beschriebenen Links-Vorkonditionierung ist auch eine Rechts-Vor-
konditionierung méglich, die durch AM ~Yy = bund x = M~y definiert ist, sowie eine
gemischte Form: M;"*AM; !y = M;"'b und x = M/ ly. Bei den in dieser Arbeit be-
schriebenen Gebietszerlegungsmethoden kommt jedoch fast ausschliefdlich die Links-Vor-
konditionierung zur Anwendung.

Bemerkung A.3: Die Bezeichnung Relaxationsparameter erklart sich aus der folgenden Be-
trachtung: Ohne Relaxation ergibt sich, ausgehend von einer gegebenen Iterierten x; , zu-
nachst ein korrigierter Wert X, ; = X; + p; . Die Relaxation besagt nun, daf? as neue
Iterierte anstelle von X;, ; ein relaxierter Wert
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Xipp = 0 Xj4q + (1-0) X (A.18)

im Sinne einer linearen Interpolation zwischen X;, ; und x; verwendet wird. Einsetzen
und Ausmultiplizieren fuhrt dann wieder auf die in Gl. (A.16) dargestellte Form
Xj+1 = X + @ p; . Ob in einer Berechnung nun die Ermittlung der x;, , direkt nach
Gl. (A.16) oder gemal} der hier geschilderten alternativen Formulierung mit Gl. (A.18)
zweckmal¥iger ist, hangt von der spezifischen Implementierung ab.

e Stationares/ nichtstationéres | terationsverfahren

Ein lterationsverfahren @ heifldt stationdr, wenn die Iterationsmatrix vom lterationsschritt i
unabhangig ist: G? = G? = G? ; ansonsten heif’t @ nichtstationar: GP = G .

e Lineares/ nichtlineares Iterationsverfahren

Ein Iterationsverfahren @ heil3t linear, wenn die Iterationsmatrix von der Iterierten x; unabhan-
gig ist: G? = f(x;); ansonsten heift @ nichtlinear: G* = G?(x;).

Stationare Verfahren sind somit linear, nichtlineare Verfahren sind instationér (der jewellige
Umkehrschluf3 ist nicht automatisch gultig).

e Fixpunktiteration

Ein Iterationsverfahren @ heifdt Fixpunktiteration oder auch Picarditeration wenn die Folge
seiner Iterierten durch die Iterationsvorschrift

Xi 1 = P(X;) (A.19)

dargestellt werden kann. Der Vektor X fur den X = @(X) gilt, heift Fixpunkt der Abbildung
@ : R" x R" — R". Somit sind alle hier betrachteten Iterationsverfahren Fixpunktiterations-
verfahren.

e Konsistenz

Ein Iterationsverfahren @ heil3t konsistent zum Gleichungssystem (A.15), wenn dessen L 6sung
X" = A~ b ein Fixpunkt von @ ist. Alle hier betrachteten Iterationsverfahren sind konsistent.

e Konvergenz und Konver genzgeschwindigkeit

Ein Iterationsverfahren @ heif3t global konvergent, wenn fir alle Startwerte x, € R" ein vom
Startwert unabhangiger Grenzwert
X = limx; = lim ®(x;_,) (A.20)
|— o0 |— o0
existiert. |st die Existenz dieses Grenzwertes vom Startwert X, abhangig (d.h. mul3 x,innerhalb
einer bestimmten Umgebung von X —dem Konvergenzradius—liegen) so heil3t ¢ lokal konver-
gent. Die notwendige und hinreichende Bedingung fur Konvergenz ist durch

p6?) <1 mit p(G?):= ,-Tf.).(n{ | 44(6?)] ] (A.21)
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gegeben. Der gemal’ (A.21) als betragsmaldig grofiter Eigenwert der Iterationsmatrix definierte
Spektralradius p(G¢) heifl3 asymptotische Konvergenzrate des Iterationsverfahrens @.

Bemerkung A.4: Hier ist die Nomenklatur nicht einheitlich, bei einigen Autoren steht der Be-
griff der asymptotischen Konvergenzrate fur die GroRe Iog(p(G‘p)‘l) = — Iog,o(G‘P).

Die Konvergenzgeschwindigkeit eineskonvergenten Iterationsverfahrens, a so die Schnelligkeit
der iterativen Reduktion des Fehlers g, : = x; — X", |&t sich in der Regel nicht exakt angeben.
Man kann sie aber folgendermallen abschéatzen:

_ 0<C <1 fur p=1
lels = Cile—d?  mit 0<C <o fur p>1 (A.22)

mit der Energienorm des Fehlervektors | ||, :=|| AY% ||, = (efAg)Y/2 Der Exponent
p € N heil3t Konvergenzordnung und der Faktor C; € R heif% Konvergenzfaktor des Iterati-
onsverfahrens @. Im Falle p = 1 wird anstelle von (A.22) auch haufig eine Fehlerabschétzung
in der folgenden Form angegeben (mit der Euklidischen Norm || O bzw. || O|,):

i

lell = (Ci) llel (A.23)
Im Limit streben die Konvergenzfaktoren C; gegen die asymptotische Konvergenzrate p(G‘p):
lim C; = p(G?) (A.24)
|— o0
Fir p = 1und Iim C; # 0 spricht man von linearer Konvergenz, fir p = 2 von quadrati-
scher Konverger'lz OOSJperIineare Konvergenz ist gekennzeichnet durch p = 1 und eine nicht
negative Nullfolge der {Ci} mit lim C; = Ound C; = 0, d.h. die Konvergenzgeschwindigkeit
nimmt im Laufe der Iteration zu.

Eine moglichst schnelle Konvergenz ist also durch einen moglichst kleinen Konvergenzfaktor
(Konvergenzrate) und/oder eine hohe Konvergenzordnung erreichbar. Hohere als lineare Kon-
vergenzordnungen sind nur mit nichtlinearen Iterationsverfahren oder durch geeignete konver-
genzbeschleunigende Methoden erreichbar. Desweiteren gilt generell: Je kleiner die spektrale
K onditionszahl K(A) = /lmax(A) / /lmin(A) der (vorkonditionierten) Operatormatrix A, desto
hoher die Konvergenzgeschwindigkeit.

Tragt man den normierten Fehler im semi-logarithmischen Mal3stab Uber der Iterationsschritt-

nummer auf, lassen sich aus den Fehlergraphen Aussagen zu Konvergenzrate und -ordnung
des Verfahrens ablesen. Sind die (ausgemittelten) Kurven Geraden mit der Steigung

_dloglely g llely _ el
Aloglels _ _

— - @
T = logC, |ogp(e ) (A.25)

leoll5 lei—qllx

(m < 0) so ist @ linear konvergent und die Konvergenzrate 183 sich entsprechend durch
p(G?) = 10" (A.26)

schétzen. Superlineare Konvergenz fuhrt zu Kurven mit betragsmaldig grofl3er werdender Stei-

gung (m < 0). Im Falle quadratischer Konvergenz ergeben sich quadratische Parabeln.
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Bemerkung A.5: Der exakte Fehler g := x; — x" ist im algemeinen nicht berechenbar, da
er auf der unbekannten Lésung X~ beruht. Eine in der Regel akzeptable Nahrung fur die
Energienorm des Fehlers || g ||; ist jedoch wegen

l&ll; = (eMAe ) = [ & lzs= (eTATAG Y2 = (g7 g )" = g, (A2D)

die Euklidische Norm des Residuenvektors | g; ||, (unter Verwendung der Beziehung
Aei = A[@XI - X*) = AXi - b = _gl)
e Optimalitat

Der Begriff der Optimalitat einesIterationsvektors x; besagt allgemein, dafd die Konvergenzrate
des Iterationsverfahrens @ in einem bestimmten Sinne minimal ist, d.h. da3 mit diesem x;
die Energienorm des Fehlers | g | ; in einem bestimmten Sinne minimiert wird.

Eine lokale Optimalitétsaussage ist die Optimalitat eines Iterationsvektors x; bezliglich einer
Richtung p; _, bzw. beziiglich eines durch einen oder mehrere Richtungsvektoren aufgespann-
ten Unterraums U C 1". Damit wird ausgesagt, da3 das Fehlermall || ; || ; fur eine gegebene
Suchrichtung p; _; durch x; minimiert wird, bzw. daf3 | & | ; unter Beriicksichtigung aller
Richtungen in U durch x; minimiert wird. Diesfuhrt im Falle von Projektions- und Krylov-Un-
terraum-Verfahren auf die Orthogonalitatsbedingung flr den aktuellen Residuenvektor g;

g=M1ib—-Ax) L p_, bzw. g L U (A.28)
Die Orthogonalitétsbedingung ist hierbei durch das euklidische Skalarprodukt (LIDLdefiniert.
XLy <  (xy),=xy=0 (A.29)

Globale Optimalitat fuhrt bel beliebigem Startvektor mit einem einzigen Iterationsschritt zur
L 6sung.

e Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren

Ein Iterationsverfahren @ ist eine Projektionsmethode, wenn die Iterierten durch
X; € Xg + K; mit x, € R" beliebig (A.30)

bestimmt sind (d.h. x; ist gleich der Startlésung X, plus eine Linearkombination der Vektoren,
die den Raum K; aufspannen), und die Residuen g; = M ~Y{b — Ax; ) die Orthogonalitétsbe-
dingung g; L L, erfullen. Dabei sind K; und L; zwei i-dimensionale Unterrdume des R".
Fir K; = L; wird das Verfahren orthogonal e Projektionsmethode genannt, fur K; = L; schiefe
Projektionsmethode.

Ein Krylov-Unterraum-Iterationsverfahren (kurz: Krylov-Verfahren oder Krylov-Iteration) ist
eine Projektionsmethode, bei der K; den Krylov-Unterraum

Ki = Ki(A,go) = span{do, Adg,- AlTlg]  mit gy =M~ —Ax,  (A31)

darstellt (mit A := M ~1A gemaR (A.17)).
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A3.2 Beschreibung einiger Iterationsverfahren

e Jacobi-lteration

Die Jacobi-Iteration ist ein stationares, lineares Fixpunktiterationsverfahren und wird auch
als Gesamtschrittverfahren bezeichnet. Sie verwendet al's Vorkonditionierungsmatrix den Dia-
gonalteil D von A.

— Iterationsvorschrift:
Xjy1 =% +D7Yb—Ax)  bzw. x4, = (I — D‘lA) xi+ D b (A32)
~—
=: G’
— Hinreichende Bedingungen fir Konvergenz: Aund [2 D — A] positiv definit, d.h. A strikt
diagonal dominant.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschatzung gemald (A.22) oder
(A.23) mit

lim C; = p(GY) = max{ 1= Anin(D71A)

i—)OO

1 - Ama{D1A)| } (A.33)

Die Jacobi-Iteration wird auch haufig als Block-Iterationsverfahren verwendet (mit D als
Block-Diagonalmatrix von A). Die genannten K onvergenzaussagen bleiben auch fuir die Block-
version gultig, die Konvergenzgeschwindigkeit kann u.U. sogar etwas héher sein (Hackbusch
(1993, 1994).

e GaulR-Seidel-Iteration

Die Gaul3-Seidel-Iteration ist ein stationares, lineares Fixpunktiterationsverfahren und wird
auch as Einzelschrittverfahren bezeichnet. Sie verwendet den additiven Matrixsplit
A =D+ L + U, wobei D den Diagonalteil, L die strikte untere und U die strikte obere
Dreiecksmatrix von A darstellt. Das lineare Gleichungssystem wird mit D + L vorkonditio-
niert.

— lterationsvorschrift:

Xi41 = X + (D + L) (b — Ax)) =: G®S (A.34)

bzw. X1 = (1= (@ +L)A) x + (D +L)7b

— Hinreichende Bedingung fur Konvergenz: A positiv definit.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschétzung gemal (A.22) oder
(A.23) mit

i = p(6%) = ma 1 — A5

j— o0
mit AGS:= (D + L) 'A. Die GauR-Seidel-Iteration konvergiert doppelt so schnell (d.h.
benttigt halb so viele Iterationsschritte zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit) wie
die Jacobi-Iteration:

1 — Arex A% } (A.35)
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p(G%) =p(c) - mSS~2m (A.36)

(Darin wird " =" zu "=", wenn A konsistent geordnet ist, d.h. wenn die Eigenwerte von
C(a) = — aD™ L — a =D U unabhangig von a € R\{0} sind (z.B. A tridiagonal))

Die Gauss-Seidel-Iteration wird ebenfalls haufig als Block-Iterationsverfahren verwendet (mit
D als Block-Diagonal- und L bzw. U als strikter unterer bzw. strikter oberer Block-Dreiecks-
matrix von A). Die genannten Konvergenzaussagen bleiben auch fir die Blockversion guiltig
(Hackbusch (1993, 1994).

e Richardson-lteration

Die Richardson-Iteration ist ein lineares Fixpunktiterationsverfahren, mit Relaxationsparame-
ter o € R und Vorkonditionierungsmatrix M € R"*". Je nachdem, ob der Relaxationspara-
meter im Iterationsverlauf verénderlich ist oder nicht, unterscheidet man zwischen einer statio-
naren und einer nichtstationdaren Verfahrensvariante.

— lterationsvorschrift der stationdren Richardson-Iteration (mit A := M ~1A):
Xiy1 = X + wM_l(b — AX) bzw. Xj;q = (I - wA) Xi + oMb (A.37)
~—
=:GR

— Hinreichende Bedingung fiir Konvergenz: A symmetrisch positiv definit und

O<w<—2_ (A.38)
Amex(A|

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschétzung gemald (A.22) oder
(A.23) mit

lim C; = p(GR) = max{ 1 — whninA)

i—>OO

1 — whme( A } (A.39)

Der optimale Relaxationsparameter w qp |83t sich durch Minimierung der Bedingung (A.39)
bestimmen zu

2
Ao A) + il A) (A.40)

und fahrt auf eine ausschliefflich von den extremalen Eigenwerten der (vorkonditionierten)
Operatormatrix abhangende, optimale asymptotische Konvergenzrate popt(GR) von

Wopt =

Popt<GR) = /lmaX(A) _ /Imin(A) = K(A) ! mit K(A) = 7

Amad A) + Amin(A)  x(A) + 1 (A.41)

mit der spektralen Konditionszahl K(A) der (vorkonditionierten) Operatormatrix. Die Be-
stimmung des optimalen Relaxationsparameters w o, Setzt die Kenntnis von 4, /min(A)
voraus, was den entscheidenden Nachteil des stationdren Richardson-Verfahrens darstellt.
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Bemerkung A.6: Die asymptotische K onvergenzrate popt(GR) der optimal relaxierten, stationa
ren Richardson-Iteration ohne Vorkonditionierung (M = 1) oder mit dem Diagonalteil
D von A als Vorkonditionierungsmatrix (M = D) ist gleich der asymptotischen Konver-
genzrate der Jacobi-Iteration p(G”).

— lterationsvorschrift der nichtstationaren Richardson-lteration:

Xjy1 = X + oiM b — Ax;) =: G (A.42)
bzw. Xi+1= (I _(UIA) Xi +(UiM_lb

— Konvergenzeigenschaften: siehe z.B. Gradientenverfahren.

Die meisten Fixpunktiterationsverfahren kdnnen als Sonderfélle der Richardson-Iteration inter-
pretiert werden. So ergeben sich die Jacobi- bzw. die Gaul3-Seidel-Iteration aus der stationdren
Richardson-Iterationmitw = 1und M = Dbzw. M = D + L. Dieim folgenden beschriebe-
nen Gradientenverfahren sind Sonderfélle der nichtstationéren Richardson-Iteration mit spe-
ziellen Formeln zur Berechnung der Relaxationsparameter w; .

Die Richardson-Iteration ist aul3erdem im allgemeinen ein schiefes Krylov-1terationsverfahren:
Die Folge der Iterierten (A.42) kann umgeformt werden zu

i
Xi41 = Xo + ij g; (A.43)
j=0

wobei die Residuenvektoren g; mit dem Ausgangsresiduum g, = M ‘1(b - Axo) gemal3

-1
g=[[(1-oA) 9 >0 (A.44)
k=0
verknupft werden konnen, sodal3 gilt: x;.; € Xg + K;;; mit dem Krylov-Unterraum
Ki+1(A, 0o) gemaR (A.31), aber g,y 4 K, ;.

e Gradientenverfahren oder Methode des steilsten Abstiegs

Das (vorkonditionierte) Gradientenverfahren ist ein nichtlineares, nichtstationéres Fixpunktite-
rationsverfahren, mit veranderlichem Relaxationsparameter w; € R und Vorkonditionierungs-
matrix M € R"*". Es minimiert die quadratische Form (Energie- bzw. Potentialfunktion)
F des vorkonditionierten Systems (A.17),

F(x) = %XTAX ~x™"  mit A:=M"!A (A.45)

deren Minimum x" gleich der Lésung von (A.17) und somit auch von (A.15) ist. Die lokal
optimale Suchrichtung p; liegt mit dem negativen Gradienten von F(x;) vor, der gleich dem
Residuenvektor g;ist (pj:= —VF(x;) = M~1b — Ax; = M~ 1(b — Ax;) = g;). Diebeziig-
lich dieser Suchrichtung optimale Schrittlange w;(x;) gemal (A.47) ergibt sich durch Einsetzen
der Iterationsvorschrift in die Gleichung fiir F(x;,,) und Minimieren dieser Gleichung

(0F(X; 41)/00; = 0).
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— lterationsvorschrift:

Xiv1 =X + o) M~ Hb — Ax| =: G8

mit Schrittlange:

T q
w;(x;) = % 9 (A.47)
g’ A g

— Hinreichende Bedingung fur Konvergenz: A symmetrisch positiv definit.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschatzung gemald (A.22) oder
(A.23) mit

A A) = Apin A) B K(A) - 1

Ame(A) + AninA) - (A) + 1

lim C; = p(GS(x)) = popGY (A.48)
Das Gradientenverfahren zeigt somit eine mindestens so schnelle Konvergenz wie das statio-
nére Richardson-Verfahren mit optimalem Relaxationsparameter, ohne jedoch die Kenntnis
der extremalen Eigenwerte des vorkonditionierten Operators 4, / min(A) vorauszusetzen.
Die optimale Konvergenzrate der stationdren Richardson-Iteration ist wegen der oben be-
schriebenen Minimierungsei genschaft eine obere Grenze fir die asymptotische Konvergenz-
rate des Gradientenverfahrens.

Das Gradientenverfahren kann als nichtstationédres Richardson-Verfahren interpretiert werden.
Es ist somit ebenfalls ein schiefes Krylov-Iterationsverfahren. Weiterhin sind die Iterierten
X;_, 1 wegen der 0.g. Minimierung von F jeweils optimal beztiglich dem vorherigen Residuen-
vektor g; (d.h. g, ;L g;), aber nicht notwendigerweise beztiglich friiheren g; _, (k = 1,2,..),
sodald das Gradientenverfahren auch eine orthogonale Projektionsmethode mit
Kit1 = Liz1 = span{g;| darstellt.

e Konjugiertes Gradientenverfahren (CG)

Das auf Stiefel (1952) bzw. Hestenes & Stiefel (1952) zurtickgehende (vorkonditionierte) kon-
jugierte Gradientenverfahren ist ein nichtstationares, nichtlineares Fixpunktiterationsverfah-
ren. Es modifiziert das Gradientenverfahren so, dal3 die Iterierten x; | , bezlglich aller vorheri-
ger Suchrichtungen p,_, (k = 0,1,2,...,i), d.h. bezlglich des von diesen Suchrichtungen
aufgespannten Krylov-Unterraums K, ; € R"

Ki+1(A, go) = span(py, Py, Pif = span{go, Agy, -, Aigo} (A.49)

optimal sind (mit A := M ~A). Dazu miissen die Suchrichtungen zueinander paarweise kon-
jugiert, d.h. A-orthogonal sein:

(PP )gi= (Apop), =0V kl€([0L..i}; k=I (A.50)
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Daraus folgt, dal3 das konjugierte Gradientenverfahren ein orthogonal es Krylov-Iterationsver -
fahren ist.

— lterationsvorschrift:

Xi41 = Xj T i p; (A.51)
mit Schrittlange:

T n.
w; = J P (A.52)
pl A p;
Berechnungsvorschrift fir das Residuum:
i =0_1—o_1Ap_y Mt gy=Mb— Ax (A.53)
Berechnungsvorschrift fur die Suchrichtung:
P, A g |
Pi =0 — T'lfl Pi_1 mit Po = Yo (A.54)
Pi_1A Pz

Hinreichende Bedingung fir Konvergenz: A symmetrisch positiv definit.

Konvergenzgeschwindigkeit: Superlineare Konvergenz; Fehlerabschatzung gemaid (A.23):

< 20 mi = M A55
lell = 2% lel  mit ¢ A (A55)
Wahrend die asymptotische K onvergenzrate des Gradientenverfahrens (A .48) ausschliefdlich
von den extremalen Eigenwerten der (vorkonditionierten) Operatormatrix abhangt, wird
die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens vom gesamten Spektrum beeinflufit.
Daher ist die in (A.55) angegebene Fehlerabschdtzung nur eine obere Schranke fir die
Konvergenzgeschwindigkeit. Tats&chlich konvergiert das CG-Verfahren bel nicht gleichmé-
Rig Uber [4 i, Amax] Verteilten Eigenwerten schneller (vgl. auch Winther (1980) oder van
der Sluis& van der Vorst (1986) zur superlinearen K onvergenzgeschwindigkeit des CG-Ver-
fahrens). Weiter gilt, dal3 nach spatestens n Schritten die exakte Lésung erreicht wird, wes-
halb das CG-Verfahren auch als direktes Losungsverfahren betrachtet werden kann.

Newton-Raphson-Iter ationsver fahren

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Iterationsverfahren ist das Newton-Raphson-Verfah-
ren eine Methode zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme

AX) x=Db = g(x) := b — A(x) x (A.56)

Es stellt ein nichtstationares, nichtlineares Fixpunktiterationsverfahren dar.

— lterationsvorschrift:

Xiy1 =X — (9,xX ))_lg(xi) mit  gx(Xj):= a%(;)

(A.57)

Xi
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wobei die Matrix Kq(x;):= g x(X;) € R"*"im Kontext der Finite-Elemente-Verfahren
die tangentielle Steifigkeits- bzw. Koeffizientenmatrix darstellt.

— Konvergenzeigenschaften: Lokal konvergent mit quadratischer Konvergenzordnung.

Bemerkung A.7: Bei Anwendung auf lineare Gle chungssysteme der Form (A.15) ist die New-
ton-Raphson-Iteration global optimal, d.h. bei beliebigem Startvektor x, € R" liefert be-
reits die erste Iteration die exakte Losung x; = X'

Fur die Beschreibung der bekannten Varianten des Newton-Raphson-Verfahrens (modifiziertes
N.-R.-Verfahren, Quasi-Newton-Verfahren) wird auf die Literatur verwiesen. Es soll hier ledig-
lich noch darauf hingewiesen werden, dal? das reine Newton-Raphson-Verfahren von der direk-
ten Losung des in (A.57) vorkommenden linearen Gleichungssystems

Ax = Kq(x; )_1g(xi) (A.58)

ausgeht. Wird dieses iterativ gel6st, sodal3 die Losung Ax nur mit der in der Iteration geforder-
ten Genauigkeit approximiert wird, so spricht man von einem inexakten Newton-Verfahren
oder auch einem hybriden Verfahren. Wird weiterhin fir dieseiterative Losung ein Krylov-Ver-
fahren verwendet, so wird das resultierende Verfahren als Krylov-Newton-, Newton-Krylov-
oder auch einfach hybrides oder nichtlineares Krylov-Unterraum-Verfahren bezeichnet. Hy-
bride Verfahren werden u.a. in Brown & Saad (1990, 1994) und Bulenda (1993) beschrieben.

A3.3 Konvergenzbeschleunigende M ethoden

K onvergenzbeschl eunigende Methoden verwenden grundsétzlich beliebige Iterationsverfahren
als Basisverfahren und beschleunigen deren Konvergenz mit Hilfe geeigneter Mittel. Eines
der am haufigsten eingesetzten Mittel ist die Relaxation der Iterierten entsprechend (A.37)
oder (A.42). So existieren beispiel sweise relaxierte Varianten der Jacobi- und der Gaul3-Seidel-
Iteration, letztereist fir w = 1 unter der Bezeichnung SOR-Iteration (Successive Over-Rela-
xation) bekannt. Prinzipiell konnten folglich auch die speziellen Relaxationsansétze der oben
beschriebenen Richardson-Iteration, des Gradienten- und des Konjugierten Gradientenverfah-
rensalsrelaxierte, also beschleunigte Varianten eines Basisiterationsverfahrens bezei chnet wer-
den. Sie haben sich jedoch in der Literatur als eigensténdig betrachtete Iterationsverfahren
durchgesetzt.

e Tschebyscheff-Methode

Die Tschebyscheff-Methode verwendet meist die nichtstationare Richardson-1teration alslinea-
res Basisverfahren. Mithilfe der Tschebyscheff-Polynome m-ter Ordnung Tm(x*)

*

* .e
cos(m arccosx ) fir x| <1

Tl = cosh(m cosh~1x")  fur x| = 1 (A-59)

und der extremalen Eigenwerte des (vorkonditionierten) Operators ..., AA) (mit
A := M ~1A) wird in Abhéngigkeit von einer vorgegebenen Genauigkeitsschranke ¢ a-priori
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eine erforderliche Iterationsschrittzahl m bestimmt und eine Sequenz optimaler Rel axationspa-
rameter {w;} (i = 1,2,...,m) konstruiert, die zu einer garantierten Fehlerreduktion um den
Faktor ¢ in m Schritten fuhrt.

— lterationsvorschrift:
Xi 1 = X + oMb — Ax) e (A.60)
bZW. Xi+1 = (I — (,()IA) Xi + (Ui M _lb

Sequenz von Relaxationsparametern {w;}:

w; = oA+ TR T ( " —/lmin(A)) (i=12..m (A.61)

mit den Losungen u; des Tschebyscheff-Polynoms m-ter Ordnung Tm(x*)

u = —co %n) (i=12..m (A.62)

und der erforderlichen Anzahl an lterationsschritten m € N

In(.s_1 + Je=2 — 1)

o{ (58 3)/ (9 - 2)

mit der spektralen Konditionszahl x nach (A.41) und vorgegebener Genauigkeitsschranke
¢. Diese Abschatzung setzt die Verwendung des Abbruchkriteriums || em || ; < € || &, | ; vor-
aus. Zur Stabilisierung desim Hinblick auf Rundungsfehler sehr sensiblen Verfahrens emp-
fiehlt sich eine anschlieffende optimierte Sortierung der Sequenz von Relaxationsparametern
{w;} gemé&R der in Samarskii & Nikolaev (1989) (S. 82 ff) angegebenen Prozedur.

=

(A.63)

— Hinreichende Bedingung fur Konvergenz: A symmetrisch positiv definit.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz;, Fehlerabschéatzung gemald (A.23):
lall = 7255 el mit  c=Y——s— (A.64)
K(A) +1

(Abschétzung identisch zum CG-Verfahren, Voraussetzung: Verwendung des Abbruchkrite-
riums | em| ;< ¢ | & ;). Die asymptotische Konvergenzrate ist

N 1/i
p(GL) = limC; = |im(12+002i) = _Iimc( 20.) =c (A.65)

j— o0 j— o0

Dabei ist bel der Tschebyscheff-Methode — im Gegensatz zum CG-Verfahren — diese Ab-
schétzung der iterativen Fehlerabnahme scharf, da die Konvergenzgeschwindigkeit hier nur
von den extremal en Eigenwerten abhangt und nicht vom gesamten Spektrum des (vorkondi-
tionierten) Operators. Somit konvergiert die Tschebyscheff-Methode in der Regel langsamer
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asdas CG-Verfahren, sieist jedoch bei bekannten 4 / min(A) weniger aufwendig. Gegen-
Uber der Basisiteration wird aber eine deutliche Beschleunigung erreicht. Die erforderliche
Kenntnis der extremalen Eigenwerte ist natirlich wiederum ein Hauptnachteil der Tscheby-
scheff-Methode.

Ausfiuhrliche Angaben zu diesem Iterationsverfahren findet man in Deuflhard & Hohmann
(1991) sowie v.a. in Samarskii & Nikolaev (1989). Die Bestimmung optimaler Rel axationspa-
rameter mit Hilfe der Tschebyscheff-Polynome wurde bereits 1892 von dem russischen Mathe-
matiker V.A. Markov entwickelt. Da die Relaxationsparameter w; und somit auch die Iterierten
X; Uber das Tschebyscheff-Polynom alle gegenseitig voneinander abhangen, wird das auf diese
Weise beschleunigte Richardson-Verfahren auch den semi-iterativen Verfahren zugeordnet
(Hackbusch (1993, 1994)) und haufig als eigensténdiges Iterationsverfahren (Tschebyscheff-
Iteration) betrachtet.

e Aitken-Methode fur vektorielle Gleichungen

Das meist unter dem Namen Aitken’s A 2-Methode bekannte Grundverfahren wurde von Aitken
(1937) fur die iterative Eigenwertbestimmung vorgeschlagen, mit dem Zweck, eine beliebige,
konvergente, skalare Folge {x;} in eine schneller konvergierende Folge {x;} zu konvertieren
(vgl. auch Isaacson & Keller (1966) und Quarteroni et al. (2000) fur die mathematische Analy-
sis). Dieses Grundverfahren wurde spéter von einer Reihe von Autoren verbessert und fur
die iterative Losung vektorieller Gleichungen (A.17) erweitert. In einer vergleichenden Uber-
sichtsarbeit von MacLeod (1986) wird dabel die Variante nach Anderson (1965) bzw. Irons
& Tuck (1969) as die effizienteste Methode identifiziert. Diese auch fur nichtlineare Glei-
chungssysteme einsetzbare Aitken-Methode flr vektorielle Gleichungen ist nachfolgend in der
direkt implementierbaren Formulierung von Irons & Tuck beschrieben. Sie wurde fir die nu-
merischen Beispiele in der vorliegenden Arbeit verwendet.

Ausgehend von bekannten Iterierten x; _, (k = 0,1,... < i) erzeuge ein beliebiges Iterations-
verfahren eine neue Iterierte X; ;. Damit wird fir i = 1 ein Aitken-Faktor u; extrapoliert,

.
(Axi - Axi+1) " AXi g

Wi =pi_q+ (ui_1—1) 5 (A.66)
(Ax; — 4% 44)

mit uy = 0 und

AXi = Xi—l - XI (A67)
Anschlieend wird ein daraus bestimmter Relaxationsparameter /At

oAt = 1 — (A.68)
zur relaxierten Ermittlung der verbesserten Iterierten x;, ; herangezogen.

Xip1 = oMU K + (1-0f) X, (A.69)

Wegen 1y = 0und damit a)é” = 1wird die erste Iterierte X, nicht beschleunigt. Ist allerdings
ein guter Startwert u, verfligbar, so kann dieser anstelle von 0 verwendet werden. So empfeh-
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len Irons & Tuck, bel nichtlinearen, inkrementellen Berechnungen jewelils den letzten Wert
Mgy INNErhalb eines Inkrements als ersten Wert u, fur das nachste Inkrement zu verwenden.
Analog kann man bel direkten dynamischen Simulationen vorgehen: ﬂ8+1 = /,ti”max .

— Angewendet beispielsweise auf die nichtstationdre Richardson-Iteration zur jeweiligen Be-
stimmung der X, ; = X; + ;M "Y{b — Ax;) &% sich die folgende Iterationsvorschrift
fur das beschleunigte Gesamtverfahren ableiten:

Xi4+1 = X + oN'o; M~ Yb - Ax;) (A.70)
mit a)iA“ nach (A.68) und w; z.B. nach (A.47) oder auch w; = @ = konstant.

— Konvergenzeigenschaften: Fir ein Basisverfahren mit linearer Konvergenzordnung (p = 1)
ergibt sich eine Beschleunigung auf p = 2, und das beschleunigte Verfahren konvergiert,
auch wenn das Basisverfahren nicht konvergent ist. Fir ein Basisverfahren mit Konvergenz-
ordnung p = 2 ergibt sich eine Beschleunigung auf 2p— 1.

Bemerkung A.8: Konvergenzaussagen dieser Art existieren nur fur die skalare Originalversion
der Aitken’s 42-Methode. Die Ubertragbarkeit auf den vektoriellen Fall in der hier darge-
stellten, modifizierten Form ist leider nicht gesichert. Das folgende numerische Beispiel
zeigt jedoch fur einen vektoriellen Fall, dal3 die Konvergenz des Basi sverfahrens zumindest
stark beschleunigt wird, und eine Verbesserung der Konvergenzordnung auf superlineare
oder gar quadratische Konvergenz wenigstens nicht vollig auszuschlief3en ist.

A3.4 Numerisches Beispiel

In Bild A.1 wird das Konvergenzverhalten der beschriebenen Iterationsverfahren an einem nu-
merischen Beispiel dokumentiert. Das aus Meister (1997) entnommene Modellproblem ist die
mit zentralen Differenzen und n = 7 diskretisierte eindimensionale Poisson-Gleichung. Dies
fuhrt auf die tridiagonale, strikt diagonal dominante, positiv definite Operatormatrix

A = tridiag{ 64 128 64}
und den Vektor der rechten Seite

b= {128 448 704 832 512 128 320}T

Als Startvektor wurde x, = 0 und as Abbruchkriterium | em | ;< ¢ | & ; mit e = 1079
verwendet. Mit Ausnahme der Gauss-Seidel-Iteration wurde bel alen Verfahren die Jacobi-
Vorkonditionierung eingesetzt (A = D ~A). Die extremalen Eigenwerte der so vorkonditio-
nierten Operatormatrix betragen Amin(A) = 0.07612 und AM(A) = 1.9239, daraus folgt
K(A) = 25.2743.

Das konjugierte Gradientenverfahren ermittelt erwartungsgemad nach imax = n = 7 Schritten
die exakte Losung. Die Aitkenbeschleunigung angewandt auf das stationare Richardson-Ver-
fahren zeigt eine deutliche Konvergenzbeschleunigung gegentiber dem Basisverfahren (260
— 77 Schritte) und anfangs lineare, in der Endphase superlineare Konvergenz. Alle anderen
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109 CG Tscheby

Jac = Jacobi

GS= Gauss-eidel

Richgpt = Richardson mit wopt
Grad = Gradientenverfahren
CG = Konjugierte Gradienten
Tscheby = Tschebyscheff

Ait = Richardson mit wgp: und

GS

Aitkenbeschl.

Jac/ Richopt

Grad

0O 20 40 60 80

100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

Iterationsschritt i

ild A.1: Beispiel Poissongleichung — Konvergenzstudie

Verfahren weisen wie erwartet lineare Konvergenz auf. In Tabelle A.1 ist ein Vergleich zwis-
chen den analytischen Konvergenzraten und den experimentell Uber die Steigung der Fehlergra-
phen gemal? (A.25) und (A.26) ermittelbaren Schatzwerten aufgelistet. Es ergeben sich durch-

weg Ubereinstimmende Ergebnisse.

Verfahren experimentell analytisch
Jacobi 0.9230 0.9239 (A33)
Gauss-Seidel 0.8515 0.8536 (A.36)
Richardson mit wgpt 0.9230 0.9239 (A41)
Gradientenverfahren 0.9090 <0.9239 (A.48)
Tschebyscheff 0.6761 0.6682 (A.65)

TabelleA.1 Beispiel Poissongleichung — Vergleich analytisch und experimentell ermittelter

Konvergenzraten
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