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Zusammenfassung

Die Erzeugung von Gittern fiir numerische Strémungssimulationen bereitet mit zunehmen-
der Komplexitdt der untersuchten Geometrien immer gréere Probleme.

Um diesen Problemen zu begegnen, wird eine hochst flexible Gitterstruktur entworfen, die
Polyeder (3D) bzw. Polygone (2D) mit beliebiger Anzahl von Oberflichen als Maschen
benutzt. Diese Maschen miissen nicht konvex oder einfach zusammenhéngend sein, so dass
eine beliebige Geometrie als Masche représentiert werden kann, sobald ihre gekriimm-
ten Oberflichen diskretisiert wurden. Fiir diese Gitterreprisentation werden geeignete
Verfeinerungs- und Vergroberungstechniken entwickelt, die ohne Eingriff des Anwenders
benutzt werden kénnen.

Zur Approximation reibungsfreier, kompressibler Strémungen wird eine zell-zentrierte Fini-
te-Volumen-Methode mit linearer Rekonstruktion benutzt. Durch problemangepasste Re-
konstruktionstechniken erhélt man ein robustes numerisches Verfahren.

Aufgrund der Flexibilitéit der Gitterreprisentation, der Bereitstellung automatischer Git-
teradaptionstechniken und der Robustheit des numerischen Verfahrens kénnen Berech-
nungen auf einer einzigen, das Rechengebiet beschreibenden Masche beginnen. Durch die
vollstindige Integration der Gitteradaption in den numerischen Losungsprozess kénnen
Gitter und numerische Losung in selbst-adaptiver Weise zusammen erzeugt werden.

Das vorgeschlagene Verfahren wurde zusammen mit allen Komponenten der Gitteradap-
tion fiir den Einsatz auf Rechnern mit verteiltem Speicher parallelisiert.

Abstract

The generation of grids for numerical flow simulations represents a major problem for the
application of computational fluid dynamics.

In order to tackle this problem, a highly flexible grid data structure is developed, which
applies polyhedra (3D) resp. polygons (2D) bounded by an arbitrary number of surfaces as
mesh cells. Mesh cells are neither restricted to be convex nor simply connected. Therefore,
an arbitrary geometry may be represented as a single mesh cell, as soon as its curved
surfaces are discretized. Also, appropriate refinement and coarsening techniques were de-
veloped, which do not require any user interaction.

Inviscid, compressible flows are approximated by a cell-centered Finite-Volume scheme
with linear reconstruction. The numerical scheme is robust through the use of appropriate
reconstruction techniques.

Due to the flexibility of the grid representation, the availability of appropriate grid adaption
techniques and the robustness of the numerical scheme, calculations may be started on a
single control volume, representing the computational domain. The complete integration
of grid adaption into the numerical solution enables us to compute together grid and
numerical solution in a self-adaptiv way.

The numerical scheme and all components of the grid generation system are implemented
for use on distributed memory parallel computers.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Hintergrund

Die numerische Simulation von Stromungsvorgéngen (“Computational Fluid Dynamics”,
CFD) hat sich in einer Reihe von Ingenieurdisziplinen als ein mé#chtiges Analyse- und
Entwurfswerkzeug erwiesen. In traditionellen Anwendungsgebieten, wie dem Entwurf von
Flugkorpern, Fahrzeugen und Turbomaschinen oder der Wettervorhersage, hat sich die nu-
merische Stromungsmechanik bereits fest etabliert, doch auch in anderen Bereichen wird
sie zunehmend eingesetzt, wie etwa beim Katastrophenschutz (Simulation von Schadstoff-
ausbreitungsmodellen, Kiistenschutz), im Bauwesen (Haus- und Raumklimatisierung) oder
in der Medizin (Blutstromungen).

Der erfolgreiche Aufbau numerischer Modelle fiir komplexe Geometrien ist auch heute
noch mit so vielen Schwierigkeiten bzw. so hohem Aufwand verbunden, dass diese Techni-
ken eher im Bereich nationaler Forschungsprojekte als im Rahmen industrieller Produktion
angesiedelt sind. So ist beispielsweise die numerische Simulation einer kompletten, dreistu-
figen Turbine eines der als ’Grand Challenge’ definierten Projekte des ASCI-Programmes
(“Accelerated Strategic Computing Initiative”) der amerikanischen Regierung, obwohl die-
se bereits seit langem im Einsatz sind. Das heif$t, dass die Féahigkeit, numerische Modelle
fiir Probleme aus der industriellen Praxis aufzubauen, hinter der technischen Entwicklung
deutlich zuriickbleibt.

Die Erzeugung von Gittern fiir diese Modelle stellt dabei ein wichtiges Teilproblem dar.
Der mit der Gittergenerierung verbundene Aufwand stellt fiir die Anwendung numerischer
Techniken ein ernstzunehmendes Problem dar, weil die Bereitstellung geeigneter Gitter fiir
komplexe Konfigurationen gegenwértig eine so aufwindige und komplexe Aufgabe ist, dass
die Anwendung numerischer Methoden héufig einfach unterbleibt. Der Zeitaufwand fiir die
Erzeugung eines Gitters fiir industriell interessante Anwendungen kann den Aufwand zur
Ermittlung einer Losung um eine oder mehr Gréflenordnungen {ibersteigen. So benétigt
ein eingearbeiteter Spezialist etwa vier Wochen, um ein Gitter fiir ein komplettes Ver-
kehrsflugzeug zu erzeugen, wihrend die numerische Losung nur mehrere Tage in Anspruch
nimmt. Ahnliches kann aber auch fiir weniger spektakulire Geometrien, etwa kompliziert
geformte Rohrverzweigungen oder den Motorraum (“underhood”) eines KFZ gelten. Selbst
in Anwendungsbereichen, in denen numerische Untersuchungen regelméflig durchgefiihrt
werden, ist die routineméflige Anwendung auf industriell relevante Fragestellungen noch
weit von der téglichen Praxis entfernt.

11



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.2 Simulation und Gittergenerierung

Die numerische Simulation eines Vorgangs der realen Welt beruht auf der Abstraktion
eines Systemmodells aus den relevanten physikalischen und chemischen Vorgéngen. Dieses
Modell wird in der Regel durch ein System von algebraischen Gleichungen und partiellen
Differentialgleichungen reprisentiert, die das (lokale) Verhalten des Systems beschreiben.
Vervollstéandigt wird das Modell durch die Definition der Systemgrenzen, z. B. in Form
rdumlicher Beschreibungen und geeigneter Randbedingungen.

Damit ein solches Modell auf einer digitalen Rechenanlage dargestellt werden kann, ist ei-
ne Approximation notwendig, die die Zahl der Freiheitsgrade des mathematischen Modells
verringert. Die Approximation des kontinuierlichen Modells durch endlich-dimensionale
Funktionenrdume ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit der Wahl eines Gitters, wel-
ches die diskreten Funktionen einbettet in den Funktionenraum des Modells. Das heift,
dass die Erzeugung von Gittern ein fester Bestandteil aller numerischen Modelle ist, auch
dann, wenn die Diskretisierungstechnik als “gitterlos” bezeichnet wird. Diese Techniken
benutzen nur noch einen abstrakten Nachbarschaftsbegriff (Punktwolke) und Knoten im
Rechengebiet, jedoch keine Kanten mehr und werden deshalb als “gitterlos” bezeichnet.

Durch die Notwendigkeit ein Gitter bereitzustellen, beinhalten numerische Modelle einen
hohen Anteil problemspezifischer Information, die aufwindig erzeugt werden muss, die
Losung in empfindlicher Weise beeinflusst und nur schlecht wiederverwendet werden kann.

Von besonderer Bedeutung ist die Abhéngigkeit zwischen der Diskretisierungstechnik fiir
die Differentialoperatoren (z. B. Finite-Differenzen-, Finite-Volumen-, Finite-Elemente-
Methode) und dem Gittertyp. Jede Technik stellt spezielle Anforderungen an die Git-
terstruktur. Sind diese Anforderungen unzureichend kompatibel mit der Geometrie des
Problems, wird die Gittererzeugung erschwert. Die Erzeugung strukturierter Gitter, wie
sie fiir Finite-Differenzen-Verfahren notwendig sind, ist dafiir ein Beispiel.

Dariiberhinaus beeinflussen die Freiheitsgrade des Gitters (z. B. die Knotenpositionen) die
entstehenden diskreten Gleichungssysteme. Eine ungeeignete Wahl des Gitters kann den
numerischen Losungsprozess (z. B. die Konvergenzgeschwindigkeit) und die Qualitét der
Losung beeintrichtigen oder zusammenbrechen lassen. Fiir die Beurteilung des Einflusses,
den ein Gitter auf die Losung hat, und fiir die Steuerung selbst-adaptiver Verfahren gibt es
bis jetzt keine abgesicherten Qualitdtsmafistibe, die Problemzonen zuverlissig erkennen.
Die unter dem Begriff “Gitterqualitit” zusammengefassten Kriterien (z. B. Gitterglattheit,
Winkelbedingungen) kénnen ebenso auf Méngel in der Diskretisierungstechnik hindeuten.

Diese Problematik fiihrt dazu, dass die Durchfithrung numerischer Simulationen Vorlei-
stungen in Form von qualifizierter Arbeitskraft, Fachwissen und Erfahrung bei der Bedie-
nung der Software-Werkzeuge erfordert, ohne gleichzeitig einen wirtschaftlichen Nutzen zu
garantieren.

1.3 Zielsetzung und Inhalt der Arbeit

Aufgrund der Komplexitdt und Empfindlichkeit der beschriebenen Abhéingigkeit zwischen
Gitter und Diskretisierung wird die herkémmliche Trennung zwischen Preprocessing und
Losung — d. h. zwischen Gittergenerierung und Losung des diskreten Gleichungssystems
— in Frage gestellt. Die vorliegende Arbeit verfolgt den Ansatz, die Schwierigkeiten bei
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der Gittergenerierung durch ihre vollstindige Integration in den Simulationsprozess zu
“losen”.

Um diese Integration zu ermdglichen, muss die Gittergenerierung ohne Eingriff des Be-
nutzers ablaufen. Dazu soll eine Gitterstruktur gewéhlt werden, die alle Schwierigkeiten
umgeht, die solche Eingriffe bisher erforderten. Ausgangspunkt dieser Arbeit (Kapitel
2) ist deshalb eine Analyse der Rahmenbedingungen und grundlegenden Vorgehenswei-
sen bei der Gittergenerierung. Aus der Diskussion bekannter Gitterstrukturen und der
zugehorigen Gittergenerierungstechniken werden kritische Merkmale dieser Ansétze her-
ausgearbeitet. Von besonderer Bedeutung fiir die Komplexitit der Gittergenerierung ist
die Beschrinkung auf Maschen mit fester Anzahl von Oberflichen und damit auf ein-
fache Maschentypen. Legt man sich auf bestimmte Maschentypen fest (z. B. Tetraeder,
Hexaeder), entsteht sofort die Notwendigkeit, eine gegebene Geometrie in einem Preproces-
singschritt in die festgelegte Darstellung zu transformieren. Je einschrinkender die Wahl
der Maschenform ist, desto aufwéndiger gestaltet sich diese Vorverarbeitung, desto mehr
kritische Abhéngigkeiten sind bereits vorgegeben, bevor die eigentliche Simulation beginnt
und desto mehr Know-How seitens des Anwenders wird benétigt. Ist die zugrundeliegende
Gitterstruktur ausreichend flexibel, alle denkbaren Geometrien direkt darzustellen, entfillt
das Preprocessing, weil eine gegebene Geometrie bereits eine Masche ist.

Ausgehend von den in Kapitel 2 abgeleiteten Kriterien wird in Kapitel 3 eine hochst fle-
xible Gitterstruktur entworfen, die aus Polyedern mit beliebiger Anzahl von Oberflichen
aufgebaut ist. Als Polyeder-Oberflichen sind Polygone mit beliebiger Anzahl von Seg-
menten zugelassen. Die Polyeder bzw. Polygone miissen nicht konvex sein und kénnen
mehrfach zusammenhéngende Oberflichen haben. Dariiberhinaus werden geeignete Me-
chanismen zur Verfeinerung und Vergroberung solcher Maschen beschrieben. Ein neuer
Algorithmus zur Teilung solcher Maschen entlang von Schnittflichen wurde entwickelt
und implementiert. Auf diese Weise kann eine beliebige Geometrie nach Diskretisierung
ihrer gekriimmten Oberflichen sofort als Gitter représentiert werden und unter Kontrolle
des Simulationssystems geeignet adaptiert werden.

Diese Techniken der Gitterreprisentation und -adaption bilden die Basis fiir die Inte-
gration der Gittergenerierung in den Losungsprozess. Mit Hilfe eines einfachen Adap-
tionsindikators, der aus einer Zwischenl6sung Bereiche des Gitters identifiziert, deren
Auflésung erhoht oder verringert werden muss, entsteht in selbst-adaptiver Weise eine
Stromungslosung zusammen mit einem losungsangepassten Gitter. Aus der Sicht eines
CFD-Anwenders kann die vorgeschlagene Integration als Problemlésung verstanden wer-
den, weil die zur Simulation notwendigen Gitter nun ohne sein Zutun entstehen.

Dagegen bestehen die Probleme, die von der Gitterabhéngigkeit der Diskretisierung her-
rithren, unabhéingig von der Integration weiter, mit dem Unterschied, dass man sich nicht
mehr mit dem Hinweis auf einschlégige Software-Werkzeuge oder die Erfahrung und In-
tuition des Anwenders zufrieden geben kann. Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt deshalb
darin, die iibrigen Komponenten des Simulationssystems so auszulegen, dass sie trotz der
Flexibilitéit dieser Gitterdarstellung zuverldssig und genau arbeiten. Kapitel 4 beschreibt
die verwendete zell-zentrierte Finite-Volumen-Methode mit linearer Rekonstruktion, fiir
die neue, problemangepasste Rekonstruktionstechniken entwickelt wurden.

Um mit dem entwickelten Verfahren auch groflere Probleme (z. B. Umstrémung eines
kompletten Flugzeugs) bearbeiten zu kénnen, ist der Einsatz moderner Hochstleistungs-
rechner (Vektor- und Parallelrechner) notwendig, die hohe Rechenleistung und grofie Spei-
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cher zur Verfiigung stellen. In Kapitel 5 wird deshalb die Implementierung grundlegen-
der Programm- und Datenstrukturen diskutiert, wie sie von selbst-adaptiven numerischen
Verfahren auf unstrukturierten Gittern benotigt werden, um den Anforderungen an die
dynamische Anderbarkeit der Datenstrukturen und die geometrische Flexibilitiit gerecht
zu werden. Dariiberhinaus wird dort die Parallelisierung des vorgestellten Verfahrens fiir
Rechnerarchitekturen mit verteiltem Speicher beschrieben. Sie beruht auf dem in [9] ent-
wickelten Konzept eines verteilten Graphen, welches sich durch die effiziente Unterstiitzung
adaptiver, verteilter Datenstrukturen auszeichnet.

Kapitel 6 behandelt die selbst-adaptive Losungsstrategie, die von den Anfangsbedingun-
gen auf dem einzelnen, die Geometrie beschreibenden Kontrollvolumen zu einer genau-
en, numerischen Losung auf einem losungsangepassten, feinen Gitter fithrt. Verschiedene
Testfille fiir die reibungsfreie Stromung idealer Gase in 2D belegen die Anwendbarkeit des
vorgestellten Ansatzes. Erste Ansétze zur Bearbeitung von 3D-Gebieten werden gezeigt.

Die vorgelegte Arbeit schliefit mit einer Zusamenfassung und einem Ausblick.



Kapitel 2

Darstellung von Rechengebieten
fiir numerische Simulationen

Bevor ein numerisches Simulationsverfahren eingesetzt werden kann, miissen diskrete An-
fangs- und Randbedingungen sowie eine geeignete, riumliche Diskretisierung der zu unter-
suchenden Geometrie bereitgestellt werden. Die dazu notwendigen Arbeitsschritte werden
unter dem Begriff Preprocessing zusammengefasst.

Die Diskretisierung des Untersuchungsgebiets bildet die Grundlage fiir die Diskretisierung
der Differentialgleichungen und zerlegt das Untersuchungsgebiet in der Regel in Maschen,
deren Knoten und Kanten das Gitter bilden. Deshalb wird dieser Vorgang als Gitterge-
nerierung bezeichnet. Das von den Maschen iiberdeckte Gebiet (Rechengebiet) beschreibt
das Untersuchungsgebiet ndherungsweise. Das Untersuchungsgebiet wird im Wesentlichen
durch seine Oberflachen, die Geometrie, charakterisiert. Die am meisten verbreiteten Ma-
schentypen in 2D sind Dreiecke und Vierecke und in 3D Hexaeder sowie Tetraeder, Prismen,
und Pyramiden.

Aufgrund von Einschrankungen, die von der verwendeten Diskretisierungstechnik, den zur
Verfiigung stehenden Gittergenerierungswerkzeugen und der Komplexitit der Implemen-
tierung herriihren kénnen, wird zur Darstellung des Rechengebietes vorzugsweise nur ein
Maschentyp (oder wenige Maschentypen) verwendet. Dariiberhinaus kénnen sich die zur
Implementierung eingesetzten Datenstrukturen (Gitterstrukturen) fiir verschiedene Ma-
schentypen wesentlich voneinander unterscheiden. Deshalb unterscheidet man zwischen
verschiedenen Gittertypen nach dem Typ der verwendeten Maschen.

Dieses Kapitel untersucht den Einfluss des Maschentyps und der zugehorigen Gitterstruk-
tur auf die Gittererzeugung. Dazu werden die Rahmenbedingungen (Abschnitt 2.1) und die
Struktur (Abschnitt 2.2) der Gittergenerierung analysiert. Anhand eines Uberblicks iiber
bekannte, grundlegende Gittertypen (Abschnitt 2.3) und Kopplungstechniken fiir Gitter-
blocke (Abschnitt 2.4) werden die Eigenschaften verschiedener Gittertypen im Hinblick
auf die Darstellung komplexer Geometrien betrachtet. In Abschnitt 2.5 werden kritische
Eigenschaften dieser Strukturen diskutiert und daraus die Grundziige der in dieser Arbeit
entwickelten Gitterreprisentation abgeleitet, die in Kapitel 3 spezifiziert wird. Abschnitt
2.6 beschreibt abschlieend die Struktur eines adaptiven Verfahrens.

15



16 KAPITEL 2. DARSTELLUNG VON RECHENGEBIETEN

2.1 Aufbereitung von Geometriedaten

Am Ausgangspunkt der Gittergenerierung steht die Aufbereitung einer in beliebiger Wei-
se beschriebenen, eventuell unvollstindigen Geometrie. Damit eine solche Geometrie mit
Hilfe von Software-Werkzeugen bearbeitet werden kann, wird sie in eine einheitliche Dar-
stellung gebracht. Dann kénnen Fehler oder Unvollstdndigkeiten korrigiert werden, so dass
eine konsistente Beschreibung entsteht, die bestimmten minimalen Anforderungen geniigt.
Unabhéngig von der zu erzeugenden Gitterstruktur und den zur Gittergenerierung ver-
wendeten Techniken bildet eine einheitliche, konsistente Beschreibung der Geometrie den
Ausgangspunkt fiir die software-gestiitzte Erzeugung eines Initialgitters.

Das Untersuchungsgebiet wird durch seine Oberflichen und die Auszeichnung des “Inne-
ren” beschrieben. AuBere Oberflichen grenzen dabei die Untersuchungsmenge (“Inneres”)
von der Menge der nicht betrachteten Punkte des R? (“Aufieres”) ab, innere Oberflichen
reprisentieren beispielsweise Materialgrenzen innerhalb der Untersuchungsmenge. Dabei
bezeichnet d die Raumdimension. In technisch relevanten Geometrien werden diese Rénder
durch eine endliche Zahl stiickweise glatter Kurven bzw. Flichen (“d — 1-dimensionale
Mannigfaltigkeiten”) dargestellt.

2.1.1 Einheitliche Geometriebeschreibung

Die zu diskretisierenden Geometrien stammen aus einer Vielzahl verschiedener Quellen.
Geometrien konnen beispielsweise durch analytische Funktionen, als Abtastwerte realer
Korper, in Form von “Blaupausen” auf Papier oder in Form computergestiitzter Geo-
metriemodelle vorliegen. Dariiberhinaus existieren diverse Geometrie-Austauschformate,
die als Schnittstelle zwischen CAD-Systemen und Werkzeugen der Gittergenerierung die-
nen, Darstellungen von Zwischenstufen aus solchen Werkzeugen und die “fertigen” Gitter
selbst.

Soll der Prozess der Gittergenerierung durch Software-Werkzeuge unterstiitzt werden, so
zieht man sich auf eine Teilmenge von Représentationen zuriick, die einer einheitlichen
Behandlung zugénglich sind. Durch diese Einschriankung wird eine Umwandlung der gege-
benen Geometrie in die ausgewéhlte Représentation notwendig, die um so aufwéndiger ist,
je kleiner die Menge der unterstiitzten Darstellungen ist. Die Abbildung in die unterstiitzte
Darstellung ist mit einem Approximationsfehler verbunden. Weitere Einschrankungen fiir
die Wahl der Elemente der Beschreibung kénnen von den Erfordernissen der Gittergene-
rierung oder dem numerischen Verfahren ausgehen.

Ein moglicher Ansatz ist die Darstellung der Geometrie durch NURBS (“non-uniform,
rational B-splines”). NURBS sind parametrisierte Kurvendarstellungen, die durch Bil-
dung kartesischer Produkte zur Darstellung von Flichen und Volumen eingesetzt werden
konnen. Es sind eine Reihe giinstiger Eigenschaften (z. B. lokale Kontrolle der Kurven-
form, Verlauf der Kurve in der konvexen Hiille des Kontrollpolygons) und verschiedene
Manipulationstechniken (z. B. Einfiigen von Knoten, Aufteilen der Kurve) bekannt, die
NURBS im Bereich des computergestiitzten Geometrieentwurfs (“computer aided geo-
metry design”, CAGD) populidr gemacht haben. Dariiberhinaus wurden Techniken zur
Umwandlung gingiger CAD-Objekte in diese Darstellung entwickelt, z. B. [68].
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2.1.2 Konsistente Geometriebeschreibung

Die Oberflichenbeschreibung ist genau dann konsistent, wenn die dargestellte Oberflache
zweiseitig und geschlossen ist, d. h. als Fliche keinen Rand hat. Diese Forderung 1aft
sich anschaulich als Wasserdichtigkeit (“water-tight surface”) der Oberfliche beschreiben.
Dariiberhinaus kann das Innere des eingeschlossenen Gebietes als zusammenhéngend an-
genommen werden, weil die Aufgabenstellung andernfalls in unabhingige Teilprobleme
zerfallt.

Zweiseitige Oberflichen bilden die notwendige Voraussetzung, um das Innere vom AuBeren
der Geometrie unterscheiden zu kénnen. So sind beispielsweise Mobiusbénder einseitige
Flichen des R? und zur Berandung einer 3D-Geometrie ungeeignet. Der Randbegriff der
Oberfléche leitet sich mit Hilfe einer Homomorphismus zwischen der Oberfliche und einer
Parametermenge (C R%!) aus der Topologie des R4~! ab. Ein Homomorphismus ist eine
bijektive Abbildung, die zusammen mit ihrer Umkehrabbildung stetig ist, d. h. sie induziert
eine Topologie auf der Oberfliche und damit einen Randbegriff.

Geometriebeschreibungen, die in diesem Sinne inkonsistent sind, treten héufig auf. So ist
es beispielsweise iiblich, Tragfliigelprofile durch eine Fliche bzw. Kurve zu beschreiben,
welche an der Hinterkante nicht geschlossen ist. Weil die Art und Weise in der die Fliche
geschlossen wird Einfluss auf die Ergebnisse reibungsfreier Stromungsberechnungen hat,
wird fiir Referenzfille eine SchlieBungsvorschrift angegeben [3].

Eine weitere Quelle inkonsistenter Geometriebeschreibungen bilden fehlerhafte Umwand-
lungsprogramme [30].

Eine andere Schwierigkeit tritt bei komplexen, technischen Konfigurationen auf, die aus
verschiedenen Komponenten zusammengesetzt sind. Als Beispiel kann eine Konfiguration
aus einem Tragfliigel mit Triebwerksaufhingung und -gondel dienen. Diese Komponenten
werden getrennt entworfen und produziert, so dass ihre Beschreibungen ebenfalls getrennt
vorliegen und zuerst geeignet verschnitten werden miissen, um eine konsistente Beschrei-
bung zu erhalten. In [54] wird eine Technik zur Verschneidung von Oberflichentriangu-
lierungen beschrieben. Dieses Problem tritt noch verstidrkt bei Konfigurationen auf, bei
denen die Komponenten nicht starr verbunden sind und Relativbewegungen eine Rolle
spielen, etwa bei der Einfahrt eines Hochgeschwindigkeitszuges in einen Tunnel.

2.1.3 Geometriedaten aus CAD-Systemen

Die Aufbereitung von Geometriebeschreibungen aus CAD-Systemen stellt ein wichtige
Aufgabenstellung fiir die Gittergenerierung dar, weil technische Konfigurationen aufgrund
ihrer Komplexitit haufig mit Computerunterstiitzung entworfen werden.

Da CAD-Systeme in erster Linie mit dem Ziel entwickelt wurden, optische Darstellungen
(Baupléne) zu liefern, beschreiben géingige CAD-Systeme Geometrien durch ein Flichen-
modell. Dabei werden die Beriihrungen verschiedener Fléchen nicht explizit représentiert,
sondern Liicken und Schnitte unterhalb der Wahrnehmungsgrenze zugelassen. Auflerdem
gibt es keine Unterscheidung zwischen dem Inneren und dem AuBeren der Geometrie. Auch
die als Schnittstelle benutzten Datenaustauschformate (z. B. STL, VDA-FS, IGES) igno-
rieren dieses Problem und erhchen teilweise noch die Redundanz in den Daten. So werden
beispielsweise Flidchen in der STL-Beschreibung durch eine Triangulierung représentiert,
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die ihre Knoten nicht durch eindeutige Indizes, sondern durch ihre Koordinaten referen-
ziert. Da bei der Erzeugung der Koordinaten rundungsfehlerbehaftete Operationen eine
Rolle spielen, kénnen “gleiche” Knoten geringfiigig verschiedene Koordinaten erhalten.

Enthilt eine Geometrie verschiedene Lingenskalen, kénnen solche Ungenauigkeiten in der
Fldchendarstellung die Identifikation einer das Rechengebiet berandenden, geschlossenen
Oberflache zu einer Aufgabe machen, die nicht ohne graphische Werkzeuge und Interaktion
mit dem Benutzer zu 16sen ist. Letztendlich bedeutet dies, dass die Flidchenbeschreibung
vom Anwender “interpretiert” werden muss, um intentionale Liicken von Ungenauigkeiten
zu unterscheiden. Aufgrund dieser Probleme implementieren neuere CAD-Systeme Volu-
menmodelle, in denen die Schnitte verschiedener Flichenstiicke explizit reprasentiert sind
und ein ausgezeichnetes Inneres existiert. Moderne Schnittstellen wie die STEP Geometrie-
schnittstelle machen diese Information auch nach auflen sichtbar und bieten eine geeignete
Schnittstelle fiir die Gittergenerierung.

2.2 Gittererzeugung

Im Prozess der Gittererzeugung lassen sich haufig die folgenden Teilaufgaben identifizieren:
die Zerlegung des Rechengebietes in Bldcke, innerhalb derer nur ein bestimmter Maschen-
typ erzeugt wird, fiir jeden Block die Erzeugung eines Oberflichengitters als Randbedin-
gung der darauf folgenden Erzeugung des Raumgitters sowie die Behandlung der Block-
grenzen. Diese Schritte werden in der Regel in einen Optimierungsprozess eingebettet, der
die Qualitét der erzeugten Gitter verbessert.

Aufgrund ihrer Unterschiedlichkeit miissen fiir jeden einzelnen Gittertyp geeignete Gitter-
generierungstechniken identifiziert und implementiert werden. Fiir Verfahren, die lokale
Bereiche niedriger Qualitdt nicht ausschlieen, wurden interaktive, graphische Werkzeuge
entwickelt, um das erzeugte Gitter zu kontrollieren und zu modifizieren. Mehrere Werk-
zeuge diesen Typs werden z. B. in [63] vorgestellt.

2.2.1 Hintergrundgitter

Um aus der Geometriebeschreibung die Oberflichen- und Raumgitter des gewiinschten
Typs abzuleiten, miissen geometrische und/oder topologische Fragestellungen behandelt
werden, z. B. die Bestimmung von Schnitten und Absténden, die Darstellung noch nicht be-
arbeiteter Bereiche der Geometrie, die Erkennung degenerierter Maschen, usw. Zur Erzeu-
gung strukturierter Gitter werden Gleichungssysteme fiir die Koordinaten auf der Geome-
triebeschreibung oder Teilen davon gelost. Haufig treten Suchprobleme in den Algorithmen
auf, die sich ohne zusétzliche Maflnahmen nicht mit vertretbarem Aufwand durchfiihren
lassen. Diese Fragestellungen sind mittels der Geometriebeschreibung gar nicht oder nur
schlecht zu bearbeiten. Zudem treten sie zu einem Zeitpunkt auf, zu dem das zu erzeu-
gende Gitter noch nicht oder nicht vollstéindig zur Verfligung steht, also zur Bearbeitung
dieser Aufgaben nicht eingesetzt werden kann.

Gibt es keine systematischen Losungsansétze fiir solche Probleme, dann bleiben sie dem
Anwender iiberlassen. So verlangen beispielsweise Gittergeneratoren fiir strukturierte Git-
ter eine manuelle Parkettierung des Rechengebietes, weil diese topologische Information
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iiber das durch die Geometriebeschreibung eingeschlossene Gebiet nicht eindeutig abgelei-
tet werden kann. Aufbauend auf der Parkettierung und der Geometriebeschreibung kann
dann ein wesentlicher Teil der Gittergenerierung automatisiert werden.

Wiirde stattdessen die Komplexitit der Geometriebeschreibung so weit reduziert, dass
sich die gewiinschten Aufgaben bearbeiten lassen, so kénnten nur noch triviale Geometrien
dargestellt werden, da die meisten Gittergenerierungstechniken fiir einfache Maschentypen
(z. B. Tetraeder, Prismen, Quader) entwickelt wurden und nur fiir diese anwendbar sind.
Andere Schwierigkeiten sind mit gekriimmten Kurven bzw. Flichen verkniipft, auf deren
Représentation nicht verzichtet werden kann.

Ein wesentlich tragfdhigerer Ansatz ist die Verwendung sogenannter “Hintergrundgitter”,
die die gegebene Geometrie unter dem Gesichtspunkt der Gittergenerierung geeignet re-
prasentieren. Interessanterweise werden dafiir ausschliefllich dynamische, adaptive Struk-
turen eingesetzt, die sich ohne Benutzerintervention aus der Geometriebeschreibung gene-
rieren lassen (z. B. Quad- bzw. Octrees, verkettete Listen, etc.). Aufgrund der Verschie-
denartigkeit der Fragestellungen kénnen unterschiedliche Hintergrundgitter zum Einsatz
kommen, etwa eines fiir die Umwandlung der gegebenen Geometrie in die einheitliche,
konsistente Beschreibung, eines fiir die Erzeugung des Oberflichengitters, eines fiir die
Erzeugung des Raumgitters und eines zur Bearbeitung von Blockgrenzen.

2.2.2 Zerlegung in Teilgebiete

Durch die Zerlegung des Rechengebietes in Teilgebiete entsteht ein Gitter, dessen Maschen
(Makromaschen) die Teilgebiete sind. Die Aufteilung wird dabei so gewéhlt, dass sich die
Erzeugung der Gitter fiir die Teilgebiete vereinfacht. Dieser Ansatz erlaubt es beispiels-
weise, Rechengebiete, fiir die ein strukturiertes Gitter nicht einfach erzeugt werden kann
(z. B. mehrteilige Tragfliigelprofile) in Teilgebiete zu zerlegen, fiir die das einfacher moglich
ist.

Durch Verwendung verschiedener Gittertypen in jedem Teilgebiet konnen die Vorteile (und
Nachteile) verschiedener Gittertypen fiir die Gittergenerierung miteinander verkniipft wer-
den (z. B. Hybridgitter). Da die fiir ein Teilgebiet erzeugten Gitterblocke organisatorische
Einheiten des Programmes bilden, erlaubt eine Zerlegung in Teilgebiete Einschrénkungen
zu umgehen, die fiir einen einzelnen Gitterblock zwingend sind. Diese Technik erlaubt eine
grobgranulare Organisation von Adaptivitdt [45] oder die Partitionierung des Gebietes fiir
datenparallele Algorithmen, wenn die Struktur eines einzelnen Gitterblocks dafiir nicht
die notwendigen Voraussetzungen bereitstellt.

Eine wichtige Frage ist, in welcher Weise die Nachbarschaftsbeziehungen der Makroma-
schen représentiert werden.

Bilden die Makromaschen selbst ein Gitter mit strukturierten Nachbarschaftsbeziehungen,
so kann durch kompatible Wahl der Teilgitter in den Makromaschen — durch {ibereinstim-
mende Knoten an den Blockgrenzen — ein strukturiertes Gitter fiir das gesamte Rechenge-
biet erzeugt werden, d. h. die Erzeugung eines strukturierten Gitters aus Makromaschen
ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit der Erzeugung eines strukturierten Gitters fiir
das Gesamtgebiet.

Geht man von der Annahme aus, dass die Erzeugung eines solchen strukturierten Gitters
fiir das gesamte Rechengebiet nicht moglich, zu aufwéindig oder aus anderen Griinden nicht
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wiinschenswert ist, so miissen zur Reprisentation der Nachbarschaftsbeziehungen der Ma-
kromaschen unstrukturierte Techniken eingesetzt werden, die durch die explizite Beschrei-
bung der Nachbarschaftsbeziehungen charakterisiert sind. Dadurch steigt die Komplexitét
der Implementierung und erhcht die Bedeutung moderner Ansétze des Software-Entwurfs
fiir numerische Anwendungen, vgl. Kapitel 5.

2.2.3 Erzeugung von Oberflichengittern

Fiir die Erzeugung eines Raumgitters stellt die Geometriebeschreibung eine Randbedin-
gung dar: die Oberfliche des zu erzeugenden Raumgitters soll eine geeignete Diskretisie-
rung der Geometriebeschreibung darstellen. Daher gehen die Algorithmen zur Erzeugung
von Raumgittern von einer Diskretisierung der Oberflichen aus. Besonders auffillig ist
dies bei “Advancing-Front”-Methoden. Das heifit, dass aus der Geometriebeschreibung
ein Oberflichengitter hergestellt werden muss, das zur Technik der Raumdiskretisierung
kompatibel ist.

Dabei beeinflusst das Oberflichengitter die Eigenschaften des entstehenden Raumgitters
und kann seine Erzeugung verhindern. So existiert z. B. in 3D keine “constrained-Delaunay-
Tetrahedrierung”, d. h. eine Oberflichentriangulierung und Raumpunkte kénnen so gege-
ben sein, dass sich die Delaunay-Tetrahedrierung der Raumpunkte nicht so modifizieren
lasst, dass sie die gegebene Oberfliche enthélt [38]. In diesem Fall muss das Oberflachen-
gitter im Verlauf der Erzeugung des Raumgitters, z. B. durch Einfiigen, Entfernen oder
Verschieben von Knoten, veréindert werden. Dazu muss eine vom Gittertyp und dem Ober-
flichengitter unabhéngige, Reprisentation der Oberflache zusétzlich bereitgestellt werden.

Die dadurch entstehende, wechselseitige Abhéngigkeit zwischen Raumgitter, Oberflichen-
gitter und Geometriebeschreibung kompliziert den Prozess der Gittergenerierung.

2.2.4 Erzeugung von Raumgittern

Fiir die Erzeugung von Raumgittern ist die Auswahl zuldssiger Maschentypen der er-
ste entscheidende Schritt. Diese Auswahl bestimmt im Wesentlichen, welche Schwierig-
keiten mit der Reprédsentation komplexer Geometrien verbunden sind und in welchem
Umfang der Anwender mit ihnen belastet wird. Die Raumgittererzeugung hat zwei Auf-
gaben zu bewiltigen: die Bereitstellung einer Menge von Gitterknoten sowie den Aufbau
von zuldssigen Maschen aus diesen Knoten. Dabei soll das entstehende Gitter bestimmten
maschentyp-spezifischen Qualitatskriterien geniigen.

Ist das Untersuchungsgebiet einer der gewé#hlten Maschenformen #hnlich, kann das Ge-
biet also einfach auf eine Masche abgebildet werden, so vereinfacht sich der Vorgang der
Gittergenerierung wesentlich, weil das Gebiet direkt in der gewiinschten Gitterstruktur re-
préasentiert werden kann. Die Erzeugung des Raumgitters kann dann durch die der Struktur
angepasste Verfeinerungstechnik bewirkt werden, die die Raumknoten und deren Konnek-
tivitdt in natiirlicher Weise bereitstellt. In diesem Fall sind aufler der Gitterstruktur selbst
keine weiteren Darstellungen der Geometrie zu implementieren. Dies ist zum Beispiel der
Fall, wenn das Untersuchungsgebiet (2D) selbst dreieckig oder viereckig ist. Ein solches
Gebiet kann in der Implementierung direkt als Masche reprisentiert werden. Die Masche
kann dann beispielsweise durch wiederholtes halbieren der Kanten verfeinert werden.
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Abbildung 2.1: Gittergenerierung durch Ahnlichkeitsabbildung

Fiir die Erzeugung strukturierter Gitter besteht die wesentliche Schwierigkeit in der Er-
mittlung dieser Abbildung, welche beispielsweise durch algebraische Ansétze oder durch
Losung von partiellen Differentialgleichungen fiir die Koordinaten der Knoten bereitgestellt
werden kann (vgl. Abschnitt 2.3.2, vgl. [63]). Ist eine solche Abbildung nicht verfiigbar, so
muss das betrachtete Gebiet in unstrukturierter Weise solange in einfachere Teile (Blocke
oder Maschen) zerlegt werden, bis eine solche Abbildung gefunden werden kann.

Bei unstrukturierten Gittern kann diese Zerlegung durch Abspalten zuldssiger Maschen
vom betrachteten Gebiet realisiert werden (“advancing front”). Dazu wird die Grenze
(“front”) zwischen dem bereits bearbeiteten Teil des Rechengebietes und dem noch unbe-
arbeiteten Teil explizit représentiert, die anfinglich aus der Oberfliche des Rechengebietes
besteht. Neue Gitterknoten werden dabei mit Hilfe einer lokalen Normalenrichtung der
Gitterfront in den noch unbearbeiteten Teil des Rechengebietes eingefiigt, bis das gesamte
Rechengebiet bearbeitet ist. Besondere Sorgfalt erfordert dieser Ansatz bei der Behandlung
von Geometrien mit ein- oder ausspringenden Ecken [40] sowie bei der Implementierung
der notwendigen Suchvorgénge.

Abbildung 2.2: Gittergenerierung durch Abspalten von Maschen (Front gestrichelt)

Eine andere Moglichkeit zur Erzeugung eines unstrukturierten Raumgitters ist die lokale
Verfeinerung eines die Geometrie iiberdeckenden, trivialen Gitters. Dazu werden einige
Maschen bestimmt, die die gegebene Geometrie iiberdecken. Dieses Gitter wird solange
verfeinert, bis die Geometrieoberflichen geeignet repréasentiert sind. Danach kénnen die
Bereiche des Raumgitters aulerhalb der Geometrie entfernt werden und die von der Geo-
metrieoberfliche entfernten Bereiche des Raumgitters innerhalb der Geometrie so verfei-
nert werden, dass die Maschen auch dort den gewiinschten Qualitédtskriterien [38, 16]. Fiir
die Berechnung reibungsbehafteter Stromungen wurde vorgeschlagen, kartesische Gitter
mit einem prismatischen Oberflichengitter zu koppeln, [15].
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Abbildung 2.3: Gittergenerierung durch Verfeinerung einer Uberdeckung (nach Einfiigen
eines Randknotens

2.2.5 Verkniipfung der Gitterblocke

Ko6nnen die aneinandergrenzenden Maschenoberflichen benachbarter Gitterblocke kom-
patibel gewéhlt werden, so bleibt die Diskretisierung von der Existenz der Blockgrenze
unbeeinflusst. Diese wiinschenswerte Eigenschaft ist fiir den Ubergang zwischen struktu-
rierten und unstrukturierten Blocken aus Dreiecken und Vierecken bzw. Tetraedern und
Prismen gegeben. Fiir Ubergiinge zwischen Tetraedern und Hexaedern sind dagegen be-
sondere Vorkehrungen erforderlich, weil Tetraeder von Dreiecken, Hexaeder aber von Vier-
ecken begrenzt werden. Durch Erzeugung einer vermittelnden Pufferzone aus Pyramiden
kénnen die Oberflichen von Hexaedern und Tetraedern aneinander angepasst werden [53].

Fiir die Implementierung des Blockiibergangs werden hiufig sogenannte Geister-, Halo-
oder Dummy-Zellen herangezogen. Fiir jede duflere Oberfliche des Gitterblocks wird in
der Darstellungstechnik dieses Blocks eine zweite Masche erzeugt, die als Platzhalter fiir
die angrenzende Masche des benachbarten Gitterblocks dient. Die Daten dieser Platzhalter
werden aktualisiert, bevor sie benutzt werden. Diese Aktualisierung wird iiber Nachbar-
schaftslisten kontrolliert, welche die unstrukturierte Nachbarschaft an der Blockgrenze
reprisentieren. Aufgrund des durch diese Uberlappung induzierten Aufwandes sollten die
Blocke nicht zu klein gewéhlt werden.

Der Implementierung einer Blockgrenze durch Uberlappung kann man sich nur entziehen,
wenn keiner der angrenzenden Blocke strukturiert ist und Zeiger zur Darstellung unstruk-
turierter Nachbarschaftsbeziechungen benutzt werden. Unter diesen Voraussetzungen kann
auf die Aufteilung in Blocke verzichtet werden.

Ist eine Anpassung der Oberflichen aneinandergrenzender Blocke nicht mdglich, etwa bei
aneinandergrenzenden strukturierten Gitterblocken, so miissen im numerischen Verfahren
Interpolationstechniken vorgesehen werden, um die Blockgrenze zu behandeln. Da der
Einfluss der Interpolation auf die Genauigkeit der Losung nicht zuverlissig quantifizierbar
ist, ist die Intuition und Erfahrung des Anwenders bei der Wahl der Blockgrenzen gefragt.

2.3 Bekannte Gittertypen

Komplexe Geometrien werden h#ufig nicht direkt aus Maschen aufgebaut, sondern Ma-
schen werden in Teilgittern organisiert (“Mikroblocke”, “Makroblocke”, “Blocke”, “Par-
titionen”), die dann zur Gesamtgeometrie zusammengefiigt werden. Diese hierarchische
Organisation erlaubt Einschrinkungen zu umgehen, die fiir die Teilgitter zwingend sind.
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Oder Teilgitter dienen als organisatorische Einheiten fiir die Gittergenerierung oder die
Datenverteilung auf parallelen Rechnerarchitekturen.

(Teil-)Gitter werden in der Regel aus einer einzigen oder wenigen verschiedenen, grundle-
genden Maschentypen aufgebaut, die sich einheitlich implementieren lassen. So kommen
beispielsweise Dreiecke und Vierecke in 2D sowie Tetraeder, Prismen, Pyramiden und
Hexaeder in 3D zum Einsatz. Durch die Beschrinkung auf wenige Maschentypen wird
die Implementierung der Datenstrukturen vereinfacht und die Moglichkeit geschaffen, Re-
gelméBigkeiten in den Datenstrukturen zur Optimierung der Rechenleistung zu nutzen.

Die hier getroffene Unterscheidung zwischen grundlegenden Gittertypen und gekoppelten
Gittertypen orientiert sich an der Frage, in welcher Weise Daten aus benachbarten Maschen
in das Diskretisierungsschema eingehen. Kommunizieren alle Maschen eines (Teil-)Gitters
durch direkten Zugriff, so liegt nach der hier getroffenen Unterscheidung ein grundlegen-
der Gittertyp vor. Ein gekoppelter Gittertyp ist dadurch ausgezeichnet, dass im Gitter
Blockgrenzen existieren, an denen die Diskretisierung durch besondere Mafinahmen auf-
recht erhalten wird oder wechselt. Der Datenaustausch zwischen Maschen, die iiber eine
Blockgrenze hinweg benachbart sind, wird h&ufig durch zusétzliche Kopien oder durch
Interpolationstechniken bewerkstelligt.

Auch andere Unterscheidungsmerkmale kénnen zur Klassifikation herangezogen werden.
Eine Unterscheidung nach dem Maschentyp bietet sich beispielsweise an, wenn maschen-
typ-spezifische Gittergenerierungstechniken im Mittelpunkt stehen. Unterscheidet man
nach Maschentyp, so stellt sich ein unstrukturiertes Gitter mit mehreren Maschentypen
(z. B. Tetraeder und Prismen) als gekoppelter Gittertyp dar. Nach der oben vorgeschla-
genen Klassifikation liegt nur dann ein gekoppeltes Gitter vor, wenn eine uneinheitliche
Implementierung der Maschen vorliegt, die die Implementierung einer Blockgrenze erfor-
derlich macht.

2.3.1 Ubersicht: Grundlegende Gittertypen

Folgende Gittertypen sollen hier kurz vorgestellt werden:

o Strukturierte Gitter (Vierecke/Hexaeder)
o Kartesische Gitter (Rechtecke/Quader)

e Unstrukturierte Gitter aus Dreiecken/Tetraedern oder Vierecken/Hexaedern (semi-
strukturierte Gitter)

e Unstrukturierte Gitter mit mehreren Maschentypen (“Hybridgitter”)

Strukturierte Gitter (SG)

SG sind der &lteste und einfachste Gittertyp, der im Bereich der numerischen Simulation
partieller Differentialgleichungen angewendet wird. Sie besitzen eine Reihe giinstiger nume-
rischer Eigenschaften und werden deshalb noch immer bevorzugt eingesetzt. SG beruhen
auf einer (Koordinaten-) Transformation des Rechengebietes auf einen regelmifig unter-
teilten Einheitswiirfel. Die Kreuzungspunkte der Koordinatenlinien werden als Knoten
des Gitters aufgefasst. In realistischen Anwendungsfillen wird eine nicht-triviale Trans-
formation benutzt, man spricht dann von strukturierten Gittern mit krummlinigen bzw.
oberflichenangepassten Koordinaten. SG werden in Multiblock- und Hybridgittern als
Teilgitter eingesetzt.
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Kartesische Gitter

Kartesische Gitter werden aus rechteckigen bzw. quaderférmigen Maschen fester Grofie
aufgebaut. Die zu untersuchende Geometrie wird in das Gitter “eingeschnitten”, so dass
an der Geometrieoberfliche Maschen entstehen, die nicht vollstdndig im Rechengebiet
enthalten sind. Diese Maschen bediirfen einer besonderen Behandlung im Hinblick auf die
Diskretisierung der Oberflache, die Art des Schnittes zwischen Oberfliche und Masche, bei
der Implementierung des numerischen Verfahrens und der Randbedingungen.

Kartesische Gitter konnen im Hinblick auf den Maschentyp als Spezialfall strukturierter
Gitter aufgefasst werden. Ein fiir die Anwendung, Implementierung und Rechenleistung
bedeutsamer Unterschied ist jedoch, dass ein strukturiertes Gitter entlang jeder Koordi-
natenlinie gleichviele Knoten besitzt, wihrend im kartesischen Gitter die Knotenabstéinde
festgelegt sind. Wird der Knotenabstand von der notwendigen Auflésung an der Oberfliche
diktiert, so wird eine fiir viele Anwendungen unrealistisch hohe Auflésung des gesamten
Rechengebietes erforderlich. Daher wird dieser Gittertyp zusammen mit Techniken der
lokalen Gitteradaption verwendet, die eine effiziente Auflésung der Oberflichen des Re-
chengebietes ermoglichen [45, 69].

Unstrukturierte Gitter

Unstrukturierte Gitter zeichnen sich durch die explizite Reprisentation der Nachbar-
schaftsbeziehungen zwischen den Maschen des Gitters aus, d. h. es gibt keine globale Sicht
(Struktur) dieser Beziehungen. Im Gegensatz dazu sind die Nachbarschaftsbeziehungen bei
strukturierten Gittern implizit durch die Organisation der Maschen in Koordinatenlinien
und bei kartesischen Gittern durch hierarchische Datenstrukturen représentiert.

Urspriinglich wurden unstrukturierte Gitter ausschlieflich aus dreieckigen bzw. tetra-
ederférmigen Maschen aufgebaut. Die Oberfliche der zu untersuchenden Geometrie wird
dazu durch Kanten bzw. Dreiecke diskretisiert, aus denen dann ein Gitter im Inneren des
Gebietes abgeleitet wird. Eine Kombination zwischen strukturierten und unstrukturierten
Gittertypen stellen die “semi-strukturierten” Gitter dar. Sie verbinden die Maschentypen
strukturierter Gitter (Vierecke bzw. Hexaeder) mit der expliziten Darstellung der Nachbar-
schaftsbeziehungen unstrukturierter Gitter. Die Kombination von Tetraedern und Prismen
in einem unstrukturierten Gitter wird mittlerweile als “Hybridgitter” bezeichnet [21]. Ur-
spriinglich wurde mit diesem Begriff die Kopplung von strukturierten Oberflichengittern
mit unstrukturierten Gittern im Fernfeld bezeichnet.

Unter dem Gesichtspunkt der verwendeten Datenstruktur ist die Verwandtschaft zu struk-
turierten Gittern bzw. Hybridgittern nur vordergriindig durch die Verwendung von vier-
eckigen oder hexaederférmigen Maschen gegeben. Die Eigenschaften einer solchen Gitter-
struktur werden jedoch durch die unstrukturierte Représentation der Nachbarschaftsbe-
ziehungen dominiert.

2.3.2 Strukturierte Gitter

Aufgrund ihrer Regelmifigkeit konnen SG als mehrdimensionale Felder implementiert
werden, die Nachbarschaftsbeziehungen werden implizit durch Indexrechnungen ausge-
driickt und miissen deshalb nicht gespeichert werden. Gréfle, Schwerpunkt und Integra-
tionspunkte konnen elementargeometrisch ermittelt werden. Dadurch beschréinkt sich der



2.3. BEKANNTE GITTERTYPEN 25

Aufwand zur Reprisentation der Geometrie auf die Felddimensionen und die Darstellung
der Transformation durch die Koordinaten der Gitterpunkte. Da Felder als grundlegende
Datenstrukturen sowohl von der Rechnerhardware als auch den Programmiersprachen und
ihren Compilern effizient unterstiitzt werden, kénnen numerische Verfahren auf SG einfach
implementiert werden und erreichen hohe Rechenleistungen.

In gekoppelten Ansdtzen werden SG bevorzugt als Teilgitter in oberflichennahen Bereichen
der Geometrie eingesetzt. Die Oberfldche und ihre Normalenrichtung bilden in natiirlicher
Weise ein Koordinatensystem (“SG mit oberflichenangepassten Koordinaten”), dem das
SG ohne Schwierigkeiten folgen kann, solange die Oberfliche glatt ist. Da diese Richtun-
gen auch in den Losungen reibungsbehafteter Stromungen (“boundary layer”) dominant
sind, passen Gitter und Losung optimal zusammen. Da diese Bereiche sehr genau auf-
gelost werden und deshalb eine hohe Anzahl von Maschen enthalten, wirkt sich die gute
Rechenleistung, die auf SG erreicht werden kann, vorteilhaft aus.

Auf strukturierten Gittern lassen sich die bekannten Diskretisierungsansétze, Finite-Dif-
ferenzen, Finite-Elemente und Finite-Volumen in natiirlicher Weise anwenden.

So wie die Regelméfigkeit strukturierter Gitter ihre wesentliche Stérke ist, stellt diese
Eigenschaft auch das schwierigste Hindernis bei der Diskretisierung realistischer Geome-
trien dar. Weil solche Geometrien nicht wiirfelf6rmig sind bzw. nicht einfach auf einen
Wiirfel abgebildet werden kénnen, wurden immer aufwéndigere Techniken entwickelt, um
die Flexibilitiat zu erhchen. So kénnen durch Manipulationen an den Gitterrdndern einfache
Profile dargestellt werden (sogenannte C-Gitter, O-Gitter, H-Gitter). Hat eine Geometrie
jedoch ein- bzw. ausspringende Ecken, die sich nicht auf eine Ecke des Wiirfels abbilden
lassen (siehe z. B. [40]) oder sind die gegeniiberliegenden Rénder gegeneinander verscho-
ben (z. B. Gitter fiir Turbinen), entstehen sehr diffizile Optimierungsaufgaben fiir die
Transformation bzw. die Punktverteilung im Inneren der Geometrie, die mit aufwéindigen
Losungsverfahren behandelt werden, z. B. [57, 18].

Bei der Diskretisierung der Differentialgleichung auf dem Einheitsquadrat geht die Trans-
formation bzw. ihre Ableitungen bis zur Ordnung der Differentialgleichung in die Diskre-
tisierung mit ein (Kettenregel) und beeinflusst so den Diskretisierungsfehler. Deshalb ist
es wiinschenswert, dass der Abstand der Gitterlinien sich langsam #ndert (“grid smoo-
thness”) und dass die Gitterlinien sich orthogonal schneiden (“grid skewness”, “ortho-
gonality”). Besondere Bedeutung kommt diesen Kriterien an den Geometrieoberflichen
zu, an denen reibungsbehaftete Stromungen untersucht werden, sowie an den Ecken des
Rechengebietes, vgl. z. B. [11].

Die Transformation wird entweder durch algebraische Ansétze (d. h. durch parametrisier-
te Kurvendarstellungen) fiir die Gitterlinien oder durch Losung geeigneter (hyperbolischer
oder elliptischer) Differentialgleichungen fiir die Transformation bestimmt. Diese Verfah-
ren benutzen Tuningparameter in Form von Gewichtsfunktionen oder Quelltermen. Eine
ganze Reihe solcher Verfahren sind in [63] beschrieben. Einerseits wird nun versucht, ro-
buste Ansétze zu finden, die geeignete Gitter mit moglichst wenigen Parametern liefern,
andererseits werden immer flexiblere Verfahren vorgeschlagen, um unbefriedigend diskre-
tisierte Bereiche durch Einfithrung zuséitzlicher Parameter zu beseitigen. Da auf diesem
Weg Degenerationen nicht ausgeschlossen werden kénnen, kommen interaktive Systeme
zum Einsatz, die eine optische Kontrolle der Gitter oder die Manipulation von Gewichts-
funktionen ermoglichen, um Einfluss auf die Gittergenerierung zu nehmen. Solche Systeme
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unterstiitzen die Anwendung erheblich, erfordern aber sowohl einen betrichtlichen Ent-
wicklungsaufwand als auch ein hohes Mafl an Erfahrung und Zeit seitens des Anwenders.
In gekoppelten Ansétzen fillt dieser Aufwand fiir jedes Teilgitter an. Zusétzlich kénnen
Anderungen in einem Teilgitter Auswirkungen auf die Parameter in benachbarten Blocken
haben.

Die Koordinatentransformation 148t sich auf Kosten der Glattheit und Orthogonalitét des
Gitters so beeinflussen, dass sich die Gitterlinien verdichten oder Loésungsphénomenen
folgen. Eine andere Schwierigkeit besteht aber darin, dass Verfeinerungen nur durch Hin-
zufiigen ganzer Gitterlinien erreicht werden kénnen. Dadurch wird eine Verfeinerung auch
dort erzwungen, wo sie nicht benottigt wird. Alternativ konnen hierarchische Multiblock-
gitter eingesetzt werden, um lokale Verfeinerungen zu erméglichen [45].

Eine wesentlich hohere Geometriekomplexitét 14t sich beherrschen, wenn strukturierte
Gitter im Rahmen gekoppelter Ansétze (Multiblock-, Chimera- oder Hybridgitter) einge-
setzt werden. Diese werden in Abschnitt 2.4 diskutiert.

2.3.3 Kartesische Gitter

Kartesische Gitter konnen z. B. als Bereichssuchbaum (Quadtree, Octree) oder als hierar-
chisches Multiblockgitter implementiert werden. Dies ist notwendig, um durch Adaption
die geometrische Inflexibilitdt der Maschen aufzufangen und den Aufwand der Oberflichen-
darstellung auf randnahe Bereiche zu begrenzen. Andernfalls wiirde das kleinste Detail der
Geometrieoberfliche die Mindestauflosung des gesamten Gitters kontrollieren. Dadurch
unterscheiden sich kartesische Gitter in ihrer Anwendung deutlich von strukturierten Git-
tern, obwohl bei beiden Gittertypen Vierecke bzw. Hexaeder als Maschen benutzt werden.

Durch die Orientierung an den Koordinatenlinien des Untersuchungsraumes wird die Git-
tererzeugung wesentlich vereinfacht, die Erzeugung des Raumgitters ist trivial. Dagegen
ist das Einschneiden der Geometrieoberfliche in das Raumgitter vor Beginn der Simula-
tion ein schwieriger Vorgang. Soll dies fiir beliebige Geometrien automatisch, d. h. ohne
Intervention durch den Benutzer funktionieren, so muss einige Miihe aufgewendet wer-
den. Eine Teilaufgabe dabei ist beispielsweise der Schnitt von Koordinatenlinien mit der
Oberflichenbeschreibung der Geometrie und die Klassifikation dieser Schnitte. Die ver-
wandte Aufgabe, eine Ebene mit einer beliebigen, polygonal berandeten Masche unter
Berticksichtigung kleiner Objekte zu schneiden, ist eines der Resultate dieser Arbeit. Um
das Auffinden sich schneidender Maschen bzw. Oberflichenstiicke effizient zu gestalten,
ist eine geeignete Suchstruktur notwendig. Die eventuell bereits verwendete Baumstruktur
bietet dafiir die notwendigen Voraussetzungen.

Da von vorne herein bereits geeignete Techniken der lokalen Adaption bereitgestellt wur-
den, um die Darstellung der Oberflachen zu ermoglichen, stellt auch die l6sungsabhéngige
Verfeinerung kein grundsétzliches Problem dar. Eine Orientierung der Maschengeome-
trie an Losungsphénomenen, die nicht parallel zu Koordinatenlinien sind, ist jedoch nicht
moglich. Wird das kartesische Gitter durch ein hierarchisches Multiblockgitter dargestellt,
so muss beachtet werden, dass die Adaption schriag zum Gitter verlaufender Losungsphéno-
mene, z. B. Schockfronten, entweder hohen Verschnitt oder sehr kleine Blocke bedingen.
Zwar enthalten 3D selbst Blocke mit geringer Kantenlénge ausreichend Maschen um Nut-
zen fiir die Rechenleistung ziehen zu kénnen, aber der Aufwand zur Verwaltung der Block-
grenzen steigt dann wesentlich an. So hat ein Block der Kantenlinge vier bereits 4% = 64
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Maschen, aber auch an jeder seiner sechs Seiten sechzehn Oberflichen, d. h. zur Kopplung
des Blocks mit seiner Umgebung werden weitere 6 * 42 = 96 Maschen benétigt, in denen
Randbedingungen gespeichert werden miissen.

Um die gute Rechenleistung auch wirklich zu erhalten, miissen die verschachtelten Schlei-
fen fiir die Bearbeitung aller Maschen eines Blockes gegebenenfalls manuell ersetzt wer-
den. Dies belastet die Lesbarkeit der Programme iiber die komplexe Implementierung
der benétigten Strukturen hinaus. Werden Baumstrukturen verwendet und fiir Finite-
Volumen-Verfahren die Aufwértskonnektivitdt von Seiten zu Kontrollvolumen nicht im-
plementiert, so erfordert jede Flussberechnung einen Suchvorgang durch den Baum, um
die benachbarten Maschen aufzufinden [69]. In diesem Fall ist eine Vektorisierung der
Flussberechnung nicht moglich.

Da die Schnitte zwischen dem Bereichssuchbaum und der Geometrieoberfliche exakt aus-
gefiihrt werden, entstehen Schwierigkeiten mit sehr kleinen Kanten, Flichen und Zellen.
Diese beschrénken in der iiblichen Weise den Zeitschritt expliziter Zeitschrittverfahren und
erschweren die Implementierung der Randbedingungen. Aufgrund der approximativen Dar-
stellung der Rénder sind aulerdem Genauigkeitsverluste, z. B. im Vergleich zu strukturier-
ten Gittern, zu erwarten, weshalb diese Technik bei reibungsbehafteten Flugk6rpersimula-
tionen bis jetzt nicht angewandt wird. Da die regelméflige Aufteilung des Rechengebietes
durch den Quad- bzw. Octree nicht mit den Notwendigkeiten der Diskretisierung korre-
spondieren muss, versuchen neuere Ansétze, das Rechengitter nachtraglich zu vergrobern.
In [16] wird von einer Halbierung der Anzahl der Gittermaschen berichtet, ohne dabei die
Qualitat der Losung zu beeintrichtigen.

Die RegelméBigkeit der Unterteilung erzeugt numerische Probleme, denen man zu ent-
gehen versucht, indem das kartesische Gitter nicht mehr als Rechengitter sondern als
Hintergrundgitter eingesetzt wird. Fiir die Darstellung des Rechengitters muss dann eine
weitere, unstrukturierte Gitterreprisentation bereitgestellt werden.

2.3.4 Unstrukturierte Gitter

Der Einsatz von Dreiecken bzw. Tetraedern als Gittermaschen wurde durch die Finite-
Elemente-Diskretisierung motiviert, die zuerst unter Verwendung stetiger, stiickweise dif-
ferenzierbarer Funktionen formuliert wurde. Solche Funktionen lassen sich auf Dreiecken
bzw. Tetraedern leicht darstellen, indem die Variablen in den Eckpunkten der Masche lo-
kalisiert werden. Die Implementierung solcher Maschen erfordert die explizite Représenta-
tion der Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Maschen des Gitters, weil keine globale
Sicht dieser Beziehungen existieren muss, wie sie fiir strukturierte Gitter typisch ist. Diese
Tatsache ermoglicht die Représentation beliebig komplexer Geometrien.

Im Vergleich zu strukturierten Gittern benétigt der Zugriff auf benachbarte Maschen eine
zusitzliche, indirekte Adressierung zur Ermittlung der Adresse des Nachbarn, bevor dessen
Daten benutzt werden kénnen. Da diese Nachbarn an “beliebiger” Stelle im Speicher stehen
konnen, ist die Datenlokalitidt herabgesetzt, wodurch der Nutzen schneller Cache-Speicher
geringer wird. Die stérkere Belastung des Speichersystems durch ein numerisches Verfahren
auf unstrukturierten Gittern fiithrt zu einer Verringerung der Floating-Point-Leistung im
Vergleich zu einem Verfahren auf strukturierten Gittern.

Die Erzeugung eines unstrukturierten Gitters fiir ein Rechengebiet erfordert die Wahl einer
Menge von Knoten (Eckpunkten) und eines Kriteriums fiir die Wahl der Maschen, da die
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gegebenen Punkte auf viele verschiedene Arten zu Dreiecken bzw. Tetraedern verbunden
werden kénnen.

Das bekannteste Kriterium ist die Delaunay-Triangulierung, welche durch Verbindung der-
jenigen Knoten entsteht, die im Voronoi-Diagramm benachbart sind (“duales Gitter”), vgl.
z. B. [6, 38]. Das Voronoi-Diagramm ordnet jedem Punkt Py der Punktmenge P die Punk-
te der Ebene bzw. des Raumes zu, die dem Punkt P, nidher liegen als jedem anderen
Punkt aus P. Die Dreiecke einer Delaunay-Triangulierung haben die Eigenschaft, dass
der Umkreis der Masche keinen anderen Punkt der Punktmenge P enthéilt. Diese Eigen-
schaft wird benutzt, um die Punkte sequenziell in das Gitter einzufiigen. Dazu werden ad-
aptive (Bowyer-Watson-Algorithmus, Green-Sibson-Algorithmus) oder Advancing-Front-
Techniken (Tanemura-Merriam-Algorithmus) benutzt. Die genannten Verfahren benotigen
effiziente Suchstrukturen, z. B. zum Auffinden néchstliegender Punkte oder zum Erkennen
von Frontiiberlappungen.

Abbildung 2.4: Dreieck mit Voronoi-Diagramm (gestrichelt)

Zur Erzeugung der notwendigen Punktmenge existieren ebenfalls verschiedene Moglich-
keiten. Fiir eine Geometrie mit mehreren Komponenten, z. B. fiir ein mehrteiliges Trag-
fliigelprofil, kénnen die Knoten durch eine vorangehende strukturierte Gittergenerierung
der Einzelkomponenten erzeugt werden. Ein anderer Ansatz ist die Erzeugung eines Quad-
trees der Geometrie, dessen Knoten zur Gittergenerierung herangezogen werden kénnen.
Advancing-Front-Techniken erzeugen Knoten und Konnektivitét gleichzeitig. Neue Kno-
ten werden dabei aus lokalen geometrischen Betrachtungen ermittelt. In einer bestehen-
den Delaunay-Triangulierung kénnen Dreiecke durch Einfiigen neuer Knoten verfeinert
werden, die nicht einer vorgegebenen Verteilung der Dreiecksgrofien entsprechen (Steiner-
Triangulierung). Die genannten Methoden zur Punkterzeugung beruhen auf einer vorzu-
gebenden Verteilung der DreiecksgroBen, welche beispielsweise auf einem Quadtree (Hin-
tergrundgitter) dargestellt werden kann. Die Verteilung selbst kann analytisch oder durch
Losung einer partiellen Differentialgleichung auf dem Hintergrundgitter bestimmt werden.

Die entstandene Triangulierung kann abschlieflend gegldttet werden, um Unregelméfligkei-
ten des Erzeugungsprozesses auszugleichen. Dazu werden Federanalogien eingesetzt. Die
Kanten des Gitters als Federn aufgefasst, welche Krifte auf die Punkte ausiiben. Die Po-
sition der Punkte wird so bestimmt, dass das Federsystem im Gleichgewicht ist.

Eine weitere Aufgabe bei der Erzeugung des Gitters ist die (Wieder-) Herstellung der Geo-
metrieoberflichen. Da der Triangulierungsprozess nur Punkte und Maschen kennt, muss in
einem separaten Arbeitsgang dafiir gesorgt werden, dass die Oberflichen der Geometrie in
der Triangulierung dargestellt werden (“constrained-Delaunay-triangulation”). Dies kann
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entweder am Anfang der Gittergenerierung geschehen oder nachtréglich durch Verédndern
der erzeugten Triangulierung. Dazu werden die fehlenden Kanten durch “edge-swapping”
in die Triangulierung eingefiigt. Das analoge Vorgehen in 3D (“face-swapping”) kann je-
doch an der Punktverteilung scheitern; es existieren unverdnderliche (“non-swappable”)
Konfigurationen von fiinf Punkten. In einem solchen Fall muss die Diskretisierung der
Geometrieoberfliche veréindert werden.

Eine wesentliche Stirke unstrukturierter Gitter stellt die Moglichkeit dar, das Gitter
l6sungsangepasst zu verfeinern, zu vergrébern oder die Gitterknoten zu verschieben. Ver-
feinerungs- und Vergroberungstechniken kénnen in Anlehnung an die Algorithmen zur
Gittererzeugung implementiert werden. Die Re-Tetrahedrierung eines durch Entfernen ei-
nes Gitterknotens entstandenen Polyeders in 3D kann jedoch scheitern. Ferner sind der
Vergroberung eines Gitters Grenzen durch die Auflésung der Geometrieoberfliche gesetzt,
weil an jede Kante der Oberflichenbeschreibung ein Dreieck angrenzen muss. Dies kann
insbesondere fiir Multilevel-Verfahren hinderlich sein. Die Erzeugung gestreckter Dreiecke
fiir viskose Stromungssimulationen ist eine weitere Herausforderung.

Eine detaillierte Darstellung der Techniken und Schwierigkeiten der Generierung unstruk-
turierter Gitter findet sich in [38].

2.3.5 Unstrukturierte Gitter mit mehreren Maschentypen

Bei der Simulation reibungsbehafteter Stromungen ist besondere Sorgfalt bei der Dis-
kretisierung der Grenzschichten in der Nihe von Wandrandern notwendig. Dieser An-
forderung wird bei der Gittergenerierung durch stark gestreckte Maschen in Wandnéhe
Rechnung getragen. Die Schwierigkeiten bei der Simulation solcher Stromungen auf ge-
streckten Dreiecks-/Tetraedergittern haben die Erweiterung unstrukturierter Gitter um
weitere Maschentypen motiviert, z. B. um Rechtecke, Prismen, Pyramiden und Hexaeder.
Fiir die Erzeugung von Vierecken, Prismen und Hexaedern werden vorzugsweise Techni-
ken der strukturierten Gittergenerierung oder Advancing-Front-Techniken eingesetzt [29].
Pyramiden werden als Pufferzone zwischen Tetraedern und Hexaedern eingesetzt, siehe
Abschnitt 2.4.2.

Die Verwendung prismatischer Maschen in Wandnéhe erméglicht die Erzeugung gestreck-
ter Maschen, ohne Degenerationen (z. B. grofle oder kleine Winkel) zu verursachen. Auf-
grund der eingesetzten Maschentypen werden diese Gitter als Hybridgitter bezeichnet,
obwohl sie von ihrer Struktur her die wesentlichen Eigenschaften eines unstrukturierten
Gittertyps zeigen. Prismatische Maschen kénnen einfach zwischen eine triangulierte Geo-
metrieoberfliche und ein Raumgitter aus Tetraedern eingebracht werden, da die Ober-
flichen der Maschen zueinander kompatibel sind. Sind hidngende Knoten bzw. Kanten
unzuléssig, so ist eine lokale Verfeinerung innerhalb der Prismenschicht nur durch Ein-
schieben sehr flacher Tetraeder moglich [21]. Schwierigkeiten kénnen auch an den Schnitt-
kanten verschiedener Oberflichen auftreten. Dort konnen die auf die auf die verschiedenen
Oberflachen aufgesetzten Prismen miteinander in Konflikt geraten.

Um eine einheitliche Repréasentation des Gitters trotz unterschiedlicher Maschentypen zu
erreichen, werden kanten-basierte Datenstrukturen eingesetzt. Die Kanten sind dabei die
Kanten des dualen Gitters, welches aus der Verbindung benachbarter Maschenschwerpunk-
te entsteht.
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2.4 Gekoppelte Gitter

Werden mehrere Teilgitter aneinandergesetzt, so lassen sich komplexere Geometrien ein-
facher reprasentieren. Diese Ansédtze werden zur Kopplung mehrerer strukturierter Git-
ter (“Multiblockgitter”), zur Kopplung strukturierter mit unstrukturierten Gittern (“Hy-
bridgitter”) oder zur Kopplung iiberlappender Gitter (“Chimera-Gitter”) eingesetzt.

2.4.1 Multiblockgitter

Werden mehrere SG aneinandergesetzt, so entsteht dadurch fiir die Gittererzeugung nur
dann ein Vorteil, wenn nicht die Kontinuitit der Gitterlinien iiber die Blockgrenzen hinweg
erzwungen wird. Andernfalls sind die Teilgitter durch strukturierte Nachbarschaftsbezie-
hungen miteinander verbunden und die Knoten an der Blockgrenze sind identisch. Dann
konnen beide Blocke durch einen einzigen Block dargestellt werden, d. h. dass die Auftei-
lung in Teilgitter eine rein organisatorische Mafinahme ist, etwa zur Aufteilung des Gitters
auf den verteilten Speicher eines Parallelrechners.

Sind an den Blockgrenzen flexiblere Nachbarschaftsbeziehungen moglich, konnen komplexe
Geometrien einfacher vernetzt werden. Die Implementierung flexibler Nachbarschaftsbe-
ziehungen fiir die Blocke beinhaltet genau die gleiche Komplexitét wie bei unstrukturierten
Ansétzen.

Der Preis fiir die zusétzliche Flexibilitéit besteht in Interpolationsfehlern, die an diskontinu-
ierlichen Blockgrenzen entstehen und die Konservativitdt des Gesamtverfahrens beschadi-
gen. Obwohl die Verletzung der Konservativitdt bei geeigneter Wahl der Blockgrenzen
keine wesentliche Rolle spielt, macht das Fehlen zuverldssiger Qualitéitskriterien diese In-
terpolationsfehler unkontrollierbar. Die Aufteilung der Geometrie in Teilblocke ist deshalb
nicht automatisierbar. Sie bleibt dem Anwender {iberlassen und erfordert einen guten
Uberblick iiber die Konsequenzen der Blockgrenzenwahl.

Die Erzeugung von Multiblockgittern ist aufwéndig, weil viele Details spezifiziert werden
miissen. Durch die grofie Zahl von Parametern, die eine solche Struktur beschreiben, ist
auch die Wiederverwendbarkeit der Gitter oder der Blocktopologie eingeschriankt [17].

2.4.2 Hybridgitter

Die Verbindung strukturierter und unstrukturierter Gitter bei der Gittererzeugung erlaubt
die spezifischen Vorteile beider Ansétze zu nutzen.

So werden Gebiete mit strukturierten Gittern vernetzt, die sich dafiir besonders gut eignen,
so dass die Gitter mit geringen Aufwand erzeugt werden konnen. Bei reibungsbehafteten
Stromungen sind dies die Gitter in der Ndhe von festen Wénden, da die strukturierten
Gitter mit der Losung dort gut harmonieren und durch die Geometrieoberfliche natiirli-
che Koordinatenrichtungen gegeben sind. Die Bereiche zwischen diesen Teilgittern werden
dann durch unstrukturierte Gitter aufgefiillt.

Shaw, Georgala and Childs beschreiben in [53] ein elf-stufiges Vorgehen zur Erzeugung
hybrider Initialgitter. Dabei stellt jeder einzelne Schritt eine Investition in Forschung und
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Entwicklung dar und erfordert Eingriffe oder Interaktionen mit dem Anwender. Struktu-
rierte und unstukturierte Gitterblocke werden dabei durch eine “Pufferzone” aus Pyrami-
den interpolationsfrei verbunden. Auf die Oberfliche des strukturierten Gitters wird eine
Schicht Pyramiden aufgetragen und deren dreieckige Seiten mit Tetraedern aufgefiillt, so
dass fiir die Erzeugung des unstrukturierten Bereichs keine Pyramidenkanten in der Rand-
beschreibung auftauchen.

Die Kopplung von Gitterblocken durch geeignete Anpassung der Maschen an den Block-
grenzen erlaubt es, die gewéhlte Diskretisierung der Differentialgleichung auch an der
Blockgrenze zu benutzen. Die Kopplung stellt sich also als Gittergenerierungsaufgabe dar.

2.4.3 Chimera-Technik

Sind die Oberflichen benachbarte Gitterblocke zueinander nicht kompatibel, so kénnen
Interpolationstechniken eingesetzt werden, um die Randbedingungen an den Oberflichen
der Gitterblscke bereitzustellen. Sind an den Blockgrenzen auch Liicken oder Uberlappun-
gen zwischen den Gitterblocken zugelassen, so spricht man von Chimera-Gittern, “Overset
Grids”, oder iiberlappenden Gittern (“overlapping grids”).

Dieser Ansatz ist besonders fiir Geometrien mit mehreren Komponenten oder relativ zu-
einander bewegten Komponenten attraktiv, weil auf eine Anpassung der Gitter verzichtet
werden kann. Dabei wird jeder Komponente mit einem eigenen Umgebungsgitter versehen.
Dazu werden in der Regel strukturierte Gitter mit oberflichenangepassten Koordinaten
eingesetzt. Nach der Identifikation der Uberlappungsbereiche werden diese aus den Teil-
gittern ausgeblendet. An die dadurch entstehenden Blockgrenzen kénnen mehr als zwei
Blocke angrenzen. Die Randwerte fiir die Teilblocke werden durch Interpolation aus den
benachbarten Blocken ermittelt.

Die Verletzung der Konservativitdt und der Einfluss der Interpolation auf die Qualitét
der Losung in den Uberlappungsbereichen werden hiufig kritisiert. Andererseits wurden
Verfahren vorgeschlagen, die Schockfronten in den Uberlappungsbereichen ohne sichtbare
Probleme berechnen [49].

2.5 Diskussion der Gittereigenschaften

Soll der Vorgang der Gittergenerierung im gleichen Mafle automatisiert werden, wie es
fiir ein numerisches Verfahren selbstverstandlich ist, muss die Struktur dieses Vorgangs
den Moglichkeiten einer Software-Losung angepasst werden. In einem Code kénnen Intui-
tion und Anwendungserfahrung nur schlecht représentiert werden, “Fleiflaufgaben” stellen
hingegen kein Hindernis dar.

In diesem Abschnitt sollen charakteristische Eigenschaften von Gittergenerierungstechni-
ken herausgestellt werden, die wesentlich zur Komplexitét der Gittergenerierung beitragen.
Von herausragender Bedeutung fiir die Gittergenerierung ist die Beschrinkung auf konve-
xe, einfach zusammenhéngende Maschen mit fester Anzahl von Oberflichen sowie die mit
dem Schlagwort “Gitterqualitéit” bezeichnete Strategie, Mangel in den Diskretisierungs-
und Losungstechniken auf die Gittergenerierung abzuwélzen. Unter diesen Randbedingun-
gen wird die Erzeugung eines Rechengitters zu einem vielstufigen Transformationsprozess.
Dabei miissen mehrere Gitter fiir die Geometrie (Hintergrundgitter) aufgebaut werden,
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um Detailprobleme zu l6sen, die erst durch die Struktur des Prozesses selbst hervorgeru-
fen werden.

2.5.1 Maschentypen mit fester Anzahl von Oberflichen

Da die meisten Diskretisierungstechniken nur auf bestimmte Maschentypen anwendbar
sind, werden die zuldssigen Maschentypen in der Regel nach der favorisierten Diskreti-
sierungstechnik ausgewihlt. Diese Maschentypen (Dreiecke, Vierecke, Tetraeder, Prismen,
Hexaeder) sind durch eine feste Anzahl von Oberflichen ausgezeichnet. Dariiberhinaus
wird die Struktur der diskreten Gleichungssysteme von der Regelméfigkeit der Maschen
stark beeinflusst. So lassen sich beispielsweise Abhéngigkeiten von der Orthogonalitdt der
Maschen bei strukturierten Gittern bzw. vom gréfiten Winkel bei unstrukturierten Gittern
oder von Groflendnderungen der Maschen nachweisen.

Der Ansatz, die Maschen nach der Diskretisierungstechnik und den Eigenschaften der
diskreten Gleichungssysteme zu wihlen, ist eine wichtige Ursache fiir den Engpass, den
die Gittergenerierung heute fiir den routineméfigen Einsatz numerischer Simulationen
bildet. Nach dem heutigen Stand der Technik erfordert die Gittererzeugung unter diesen
Einschrinkungen einen hohen Einsatz seitens des Anwenders, entweder in Form manueller
Tétigkeiten oder in Form von Fachwissen iiber die Bedienung von Werkzeugen, die diese
Tatigkeiten unterstiitzen. Dabei stellt die Verfiigharkeit geeigneter Werkzeuge ein weiteres,
eigenes Problem dar, das Anlass zu groflangelegten Entwicklungsbemiihungen wie dem
“National Grid Project” gibt [47].

Ein Problemkreis, der mit der festgelegten Anzahl von Oberflichen zusammenhéngt, ist
die algorithmische Kopplung zwischen der Erzeugung der Oberflichen- und der Raum-
diskretisierung. Da die Anzahl der Oberflichen einer Masche festgelegt ist, miissen die
Oberflichen- und Raumgitter aneinander angepasst werden, um iiberhaupt ein zuléssiges
Gitter zu erhalten. Uberdies wiederholt sich in 3D die Einschriankung der Oberflichenzahl
bei den Oberflichen der Maschen (Dreiecke, Vierecke). Die Flichenstiicke der Oberfléchen-
diskretisierung und die Oberflichen der zuldssigen Maschen miissen kompatibel gewéhlt
werden, damit das Oberflichengitter als Randbedingung fiir die Erzeugung des Raum-
gitters dienen kann. So hat ein unstrukturiertes Initialgitter wenigstens so viele Maschen

wie Oberflachen, bevor die Geometrie in einer zulédssigen Darstellung représentiert werden
kann.

Die Wahl von Maschen mit fester Anzahl von Oberflichen bringt fiir Algorithmen zur
lokalen Verfeinerung erhebliche Schwierigkeiten mit sich. Wird eine Masche mit ihren
Oberflichen verfeinert, miissen nun auch die angrenzenden Maschen verfeinert werden
(Folgeteilungen), weil sie sonst zu viele Oberflichen haben. Damit auf diese Weise keine
uniforme Verfeinerung erzwungen wird, werden die angrenzenden Maschen so verfeinert,
dass keine weiteren Oberflichen geteilt werden. Da diese Maschen dann fiir eine weitere
Verfeinerung ungeeignet sind, miissen solche Folgeteilungen vor einer Verfeinerung wieder
riickgéngig gemacht werden.

Die Problematik einer oberflichenkompatiblen Verbindung zwischen Tetraedern und He-
xaedern bei der Erzeugung hybrider Gitter und die Notwendigkeit von Interpolationstech-
niken bei Multiblockgittern wird durch die festgelegte Anzahl von Maschenoberflichen
bewirkt.
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In der vorliegenden Arbeit wird deshalb die umgekehrte Frage gestellt: Welche Diskre-
tisierungstechniken sind auf einfach zu erzeugende Gitter anwendbar? Der beschriebene
Zusammenhang motiviert die in dieser Arbeit entwickelte Reprisentation des Gebietes
durch polygonale bzw. polyhedrale Maschen. Ein “beliebiges” Gebiet ist nach Diskreti-
sierung seiner Oberfliche ein Polygon bzw. Polyeder und kann sofort als Gitter benutzt
werden. Damit reduziert sich das Geometrie-Preprocessing auf die Bereitstellung einer
diskretisierten Oberflichenbeschreibung der Geometrie.

2.5.2 Maschentypen

Die Komplexitét einer Geometrie kann beispielsweise durch die Anzahl der Fléchenstiicke
des Oberflachengitters, durch die Anzahl der Zusammenhangskomponenten der Geometrie
oder durch die Grofle einer Zerlegung des Rechengebietes in konvexe oder sternformige Teil-
gebiete charakterisiert werden. Dabei bedeutet eine Zunahme einer dieser “Kenngréfien”
erhdhte Anforderungen an die Algorithmen der Gittergenerierung. Dies riithrt neben der
bereits diskutierten Beschrinkung auf Maschen mit fester Anzahl von Oberflichen daher,
dass die benutzten Maschentypen selbst einfach zusammenhingend und konvex sind.

Aus diesem Grund muss das Rechengebiet im Verlauf der Gittergenerierung so lange in
Teilgebiete geringerer Komplexitéit zerlegt werden, bis die Teilgebiete durch zuléssige Ma-
schen darstellbar sind. Damit diese Kenngréf3en einer algorithmischen Kontrolle zugénglich
sind, miissen sie explizit ermittelt werden. Die Aufgabe, das Rechengebiet in konvexe Teil-
gebiete zu zerlegen, ist jedoch dquivalent zu einer Triangulierung des Gebietes. Da eine
Triangulierung nur unter Verwendung der Knoten auf der Oberfléche des Rechengebietes
zu einer numerisch ungiinstigen Zerlegung fiihrt, miissen von vorneherein Mengen inne-
rer Knoten gewéhlt werden. Die Algorithmen zur Triangulierung bringen selbst weitere
Probleme mit sich, etwa die Forderung, sie in exakter Arithmetik auszufiihren.

Werden zur Darstellung eines Gitters also auch nicht-konvexe Maschen mit mehrfach zu-
sammenhéngender Oberfliche zugelassen, reduziert sich die Komplexitéit der Gittergene-
rierung allein deshalb, weil verschiedene, algorithmisch schwer zu beherrschende Probleme
der Geometrie nicht mehr gelést werden miissen. Es zeigt sich, dass eine nicht-konvexe,
mehrfach zusammenhéngende Masche leichter in zwei Maschen dieser Klasse zerlegt wer-
den kann als in eine notwendig grofle Zahl konvexer, einfach zusammenhéngender Maschen.
Eine solche Zerlegung in zwei Teile reduziert tendentiell auch die Komplexitdt der Maschen,
so dass schliefflich numerisch geeignete Maschen entstehen.

Ein anderer Aspekt der Maschenwahl wird deutlich, wenn aus numerischen Griinden be-
sondere Anforderungen an den Maschentyp gestellt werden, etwa fiir viskose Rénder, an
Unstetigkeiten der Losung oder bei der Ausrichtung des Gitters an Stromlinien. Wihrend
ein Viereck/Hexaeder leicht zu strecken ist, fithrt die gleiche Transformation fiir ein Drei-
eck/Tetraeder zu ungiinstigen Maschenformen. Dies hat bereits zu einer Erweiterung der
zuléissigen Maschentypen gefiihrt (Tetraeder-Prismen-Gitter). Die Auflésung einer Rand-
schicht mittels kartesischer Gitter kann nicht erreicht werden, ohne gleichzeitig in alle
Raumrichtungen zu verfeinern; die Anpassung des Gitters an die Geometrieoberfliche
oder an andere, schrig zum Gitter verlaufende Phénomene ist nicht moglich, ohne den
Kontext des kartesischen Gitters zu verlassen.
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2.5.3 Gitterqualitit

In Verdffentlichungen, die sich mit der Erzeugung von Gittern fiir numerische Stromungs-
simulationen befassen, findet sich regelméfiig der Hinweis, dass eine hohe Gitterqualitét
notwendig sei, weil die Funktion numerischer Verfahren und die Genauigkeit der Losun-
gen andernfalls beeintréchtigt wiirde. Weniger h#ufig findet sich der Hinweis [28, 38], dass
der Begriff der Gitterqualitdt nur vage umrissen ist und in der Regel auf geometrische
Eigenschaften der Maschen, z. B. Glattheit oder Orthogonalitdt, abhebt, wihrend andere
Aspekte, wie etwa das Diskretisierungsschema, unbeachtet bleiben. Das Fehlen geeigneter
Fehlerschétzer leistet dieser Sichtweise noch Vorschub.

Der Zusammenhang zwischen der Forderung nach Gitterqualitdt und den eingesetzten
Diskretisierungstechniken soll anhand von Finite-Differenzen-Diskretisierungen diskutiert
werden.

Untersucht man die Konsistenzordnung der diskreten ersten zentralen Ableitung (1D), so
ermittelt man mit Hilfe einer Taylorreihenentwicklung, dass die erste Ableitung am Ent-
wicklungspunkt fiir ein quadratisches Polynom exakt bestimmt wird, wenn die benachbar-
ten Punkte gleich weit entfernt sind, d. h. dass die Approximation der ersten Ableitung
am Auswertungspunkt von zweiter Ordnung ist. Weichen die Absténde der benachbarten
Punkte voneinander ab, so geht eine Ordnung verloren.

Diese Uberlegung legt den Schluss nahe, dass die Verwendung unregelméBiger Punktver-
teilungen einen wesentlichen Verlust an Losungsqualitédt zur Folge hat, die durch Ver-
besserung der Gitterqualitdt aufgefangen werden muss. Eine genauere Analyse der Feh-
lerterme erster Ordnung zeigt, dass sie von der Anderung der Punktabstiinde abhingen.
Dies rechtfertigt die géingige Forderung nach glatten Netzen, in denen die Variation der
Punktabstinde moglichst gering gehalten wird. Dadurch bleibt der verursachte Fehler
klein, sofern die zweite Ableitung beschrinkt ist.

Kann die Variation der Gitterweite so gewéhlt werden, dass sie selbst von zweiter Ordnung
gegen Null geht [27], so erhélt man wieder eine Approximation zweiter Ordnung. Auch
dieser Ansatz wélzt die Schwierigkeiten auf die Gittergenerierung ab.

Ersetzt man die zentrale erste Ableitung durch eine geeignete Linearkombination aus
vorwérts- und riickwértsgerichteten Differenzenquotienten, so erhélt man die zweite Ord-
nung unabhingig von der Wahl des Gitters zuriick. Dieser Ansatz fiihrt zu dem Schluss,
dass der zentrale erste Differenzenquotient nicht die optimale Diskretisierung der ersten
Ableitung auf unregelméfligen Gittern darstellt und riickt den Einfluss der Diskretisie-
rungstechnik auf die Qualitdt der Losung in den Mittelpunkt der Betrachtung.

Diese Uberlegung lisst sich auf einem strukturierten Gitter in mehreren Raumdimensio-
nen nicht genauso wiederholen, weil ein quadratisches Polynom dann mehr Koeffizienten
hat, als Nachbarwerte im Gitter bereitstehen. Trotzdem hat die Wahl der Linearkombina-
tionen, die den Gradienten bilden, Einfluss auf die Ausléschung von Fehlertermen hoherer
Ordnung. Die Forderung nach Gittern hoher Qualitdt steht also in Zusammenhang mit
Maingeln in den verwendeten Diskretisierungstechniken. Insofern liefert die Entwicklung
robusterer Diskretisierungstechniken einen wichtigen Beitrag zur Gittergenerierung: wer-
den weniger hohe Anforderungen an das Gitter gestellt, konnen diese leichter automatisch
erzeugt werden.
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2.5.4 Polyhedrale Maschen

Die oben dargestellten Schwierigkeiten bei der Erzeugung von Gittern aus konvexen, ein-
fach zusammenhingenden Maschen mit fester Anzahl von Oberflichen motivieren den in
dieser Arbeit verfolgten Ansatz, Gitter aus polyhedralen Maschen aufzubauen.

Ausgehend von einer konsistenten Diskretisierung der Geometrieoberfliche wird das Ziel
einer automatischen Gittergenerierung tatséchlich erreicht. Gitter und Losung entstehen
in einem integrierten Losungsprozess, ohne den Anwender mit der Erzeugung des Gitters
in irgendeiner Weise zu konfrontieren. Der entwickelte Ansatz bietet also eine Perspektive
fiir die Entwicklung von CFD-Werkzeugen, die ohne die heute unumgéngliche, detaillierte
Kenntnis numerischer Methoden und ihrer Probleme eingesetzt werden kénnen.

Im folgenden Kapitel 3 wird die gew&hlte Gitterstruktur spezifiziert und eine Gitterverfei-
nerungsstrategie entwickelt. Der beschriebene Ansatz kommt dabei mit nur einer einzigen
Darstellung des Gitters aus, wodurch die Implementierung stark vereinfacht wird. Die
Gittergenerierung ist im Gegensatz zu den Techniken der strukturierten [53] oder unstruk-
turierten Gittererzeugung [38] ein homogener, einstufiger Prozess.

2.6 Adaptive Verfahren

Die numerische Berechnung genauer Losungen fiir Stromungsprobleme erfordert stellenwei-
se eine duBerst feine Auflssung des Gitters, um starken Anderungen der Lésung folgen zu
konnen, wie sie z. B. an Schocks oder in der Grenzschicht viskoser Stromungen auftreten.
Existieren in der Losung Phénomene, deren Léngenskalen um mehrere Gréfenordnungen
voneinander abweichen, so wird die gleichméflig feine Diskretisierung des gesamten Re-
chengebietes nach dem kleinsten Losungsphénomen undkonomisch oder unméglich, wenn
die bendtigten Speicher- oder Rechenzeitresourcen nicht vorhanden sind.

Deshalb haben sich adaptive Verfahren, deren Gitter an die verschiedenen Lingenskalen
der Losung angepasst werden konnen, fiir die numerische Simulation von Strémungspro-
blemen durchgesetzt. So stellt Lohner fest [35], dass die Féhigkeit zur Adaption dariiber
entscheidet, ob derartige Fragestellungen mit aktzeptabler Genauigkeit in verniinftiger Zeit
gelost werden koénnen.

Ein adaptives Verfahren ist aus drei Komponenten aufgebaut: einer Adaptionsstrategie,
einem Fehlerindikator und einem Kriterium, welches durch die Adaption erreicht werden
soll. Haufig besteht dieses Kriterium in der Gleichverteilung des Fehlers auf dem Rechen-
gebiet oder in absoluten Fehlerschranken.

2.6.1 Adaptionstechniken

Zur Adaption wurden verschiedene Techniken vorgeschlagen [35].

Die lokale Verfeinerung und Vergroberung des Gitters wird als “h-Methode” bezeichnet.
Bei der Verfeinerung werden vorhandene Maschen des Gitters durch mehrere neue, klei-
nere Maschen ersetzt, bei der Vergréberung werden mehrere vorhandene Maschen durch
eine neue, groflere Masche ersetzt. Dabei werden hédufig solche Maschen vergrobert, die
zuvor geteilt wurden. Dies motiviert die Organisation der Maschen in hierarchischen Da-
tenstrukturen [45, 7.
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Bei der “r-Methode” (“repositioning”) werden nicht die Nachbarschaftsbeziehungen son-
dern die Koordinaten der Knoten verdndert. Deshalb ist diese Technik die Grundlage fiir
die Adaption strukturierter Gitter.

Eine adaptive Steuerung der Diskretisierungsordnung (“p-Methode”) wurde in dieser Ar-
beit nicht in Betracht gezogen, da eine Erhchung nicht einfach zu erreichen ist. Eine Ver-
ringerung der Ordnung verspricht ebenfalls keinen Gewinn, da die Berechnung der linearen
Rekonstruktion keinen groflen Beitrag zur Rechenzeit leistet.

2.6.2 Adaptionsindikator

Der zuverlédssigste Ansatz fiir die Wahl eines Adaptionsindikator ist die Auswertung eines
Fehlerschitzers, der den Diskretisierungsfehler misst. A posteriori Fehlerschéitzer, die den
Diskretisierungsfehler durch das Residuum abschétzen sind fiir Finite-Volumen-Verfahren
fiir die Euler-Gleichungen jedoch nicht einfach zu erhalten, vgl. z. B. [56, 59].

Daher wird héufig auf einfachere Techniken (“ad hoc”-Kriterien) zuriickgegriffen, deren
Zuverléssigkeit aber angezweifelt wird [35, 38, 59], weil kein gesicherter Zusammenhang
zum Diskretisierungsfehler besteht. Dies wird offensichtlich, wenn man adaptierte Gitter
vergleicht, die mit unterschiedlichen Indikatoren erzeugt wurden. Folgende Anséitze werden
h&ufig betrachtet:

e Betrachtung von Gradienten oder Differenzen: in der Losung werden bestimmte
Phanomene, wie Schocks, identifiziert, indem Ableitungen oder Differenzen von Kenn-
groBen (z. B. Dichte, Druck, Machzahl, Entropie) ermittelt werden. Dabei wird vor-
ausgesetzt, dass der Verlauf der Lésung in den iibrigen Bereichen auf dem vorhan-
denen Gitter bereits ausreichend genau ermittelt wurde. Die Eigenschaften verschie-
dener Indikatoren sind z. B. in [69] zusammengestellt.

e Untersuchung der Approximationseigenschaften der Losung: dabei wird eine glatte
Losung vorausgesetzt, die durch durch das numerische Verfahren bis zur Ordnung
p approximiert wird. Man nimmt an, dass der Diskretisierungsfehler durch Ablei-
tungen der Ordnung p + 1 dargestellt werden kann und bestimmt diese Ableitungen
naherungsweise.

e Alternative Diskretisierung: die vorhandene Lésung kann in eine andere Diskreti-
sierung eingesetzt werden, deren Residuum mit dem vorhandenen Residuum ver-
glichen werden kann. Beispielsweise kann mit den in Abschnitt 4.3 beschriebenen
Rekonstruktionstechniken div F'(¢) aus dem Gradient der Flussfunktion F' ermittelt
werden.

e Alternatives Gitter: durch Vergleich der Losung auf verschieden feinen Gittern (Ri-
chardson Extrapolation) oder durch Vergleich der Residuen mit den Residuen auf
dem dualen Gitter.



Kapitel 3

Unstrukturierte Gitter aus
polyhedralen Maschen

In diesem Kapitel wird eine formale Spezifikation einer Gitterreprisentation entwickelt,
die als Grundlage eines Finite-Volumen-Verfahrens (FVM) dienen kann und eine einfache
Schnittstelle zu Geometrien bietet, die mit CAD-Werkzeugen erstellt wurden (Abschnitt
3.1). Darauf aufbauend werden Techniken der Gitteradaption, Verfeinerung und Vergrobe-
rung behandelt und ihre Implementierung unter Beriicksichtigung der Anforderungen einer
Finite-Volumen-Diskretisierung hoherer Ordnung beschrieben. Abschnitt 3.2 stellt ein ge-
eignetes Verfeinerungskonzept vor, das in Abschnitt 3.3 im Hinblick auf eine effiziente
Implementierung weiterentwickelt und in Abschnitt 3.4 prézisiert wird. Die Abschnitte
3.5 und 3.6 behandeln die Vergréberung von Gitterobjekten sowie die geometrische De-
formation von Gitterobjekten (“r-refinement”). Schliefilich werden die charakteristischen
Eigenschaften des gewidhlten Ansatzes zusammengefasst und denen anderer Strukturen
gegeniibergestellt (Abschnitt 3.7).

3.1 Beschreibung der Gitterstruktur

3.1.1 Das Gitter als Graph

Ein Gitter wird hier im Wesentlichen als Multi-Graph auf Knoten, Kanten, Facetten
und Zellen (Gitterobjekten) aufgefasst. Die Kanten des Graphen représentieren dabei die
Nachbarschafts- oder Konnektivititsrelationen. Die im Folgenden vorgestellte Gitterre-
présentation ist zur Darstellung von ein-, zwei- und dreidimensionalen Gebieten geeignet.
Die Flexibilitiat bei der Darstellung von Maschen stellt die wesentliche Neuerung und
Stérke der vorgeschlagenen Gitterstruktur dar.

Aufgrund ihrer Flexibilitat enthélt die Gitterrepriasentation nur wenig direkte Information
iiber die Gestalt der Gitterobjekte. Geometrisch motivierte Begriffsbildungen, die auf im-
pliziten Annahmen iiber die Gestalt der Maschen beruhen, bediirfen einer grundlegenden
Neuformulierung. Im Vergleich dazu erlauben herkémmliche strukturierte und unstruktu-
rierte Gitter nach ihrer Erzeugung eine gute Kontrolle iiber die Gestalt der Maschen. Die
Erzeugung dieser Information aber ist es, die zu einem groflien Teil fiir die Komplexitéat
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der Gittergenerierung verantwortlich ist und deren Bereitstellung die Grundvoraussetzung
dafiir ist, eine gegebenes Gebiet iiberhaupt représentieren zu kénnen.

Der Verzicht auf die explizite Reprasentation dieser Information vereinfacht den Prozess
der Gittergenerierung wesentlich. Die Erzeugung von Initialgittern entfillt, weil die Pro-
blemgeometrie direkt als Masche dargestellt werden kann, nachdem ihre Oberfliche dis-
kretisiert ist. Die Erzeugung des Oberflichengitters ist unabhéngig von der Erzeugung
des Raumgitters. Die vorgeschlagene Gitterreprisentation ist einer automatischen, d. h.
programme-gesteuerten Gittergenerierung zugénglich, weil sie sich aus Sicht einer Imple-
mentierung homogen darstellt. So kénnen losungsabhingige Gitter zusammen mit der
Losung durch selbst-adaptive Verfahren erzeugt werden.

3.1.2 Hierarchische, rekursive Beschreibung des Gitters

Die zentrale Idee des vorgestellten Ansatzes besteht darin, ein Gebiet des R? mit stiickweise
glattem Rand rekursiv durch seine Oberfléchen zu beschreiben. So wird ein dreidimensio-
nales Gebiet (Zelle) von seinen berandenden Oberflichen begrenzt, die Oberflichen (Fa-
cetten) werden durch ihre Randkurven (Kanten) und diese wiederum durch ihre Anfangs-
und Endpunkte (Knoten) begrenzt. Die Begriffe Knoten, Kante, Facette und Zelle be-
schreiben geometrische Objekte des Gitters in der Reihenfolge aufsteigender Dimension.
Dabei driickt sich die Tatsache aus, dass Kanten durch Knoten, Facetten durch Kanten
und Zellen durch Facetten rekursiv beschrieben werden kénnen.

Facette

Kante

Knoten  (© ©) ©) (2

Abbildung 3.1: Objekthierarchie

Alternativ kann die Objekthierarchie aus dem Blickwinkel des Finite-Volumen-Verfahrens
in der Reihenfolge absteigender Dimension betrachtet werden, dessen Begriffsbildungen das
Kontrollvolumen und seine Oberflichen, die Seiten, sind. Dabei meint ein Kontrollvolumen
ein geometrisches Objekt der Dimension des Problemraumes. So wird ein Kontrollvolu-
men und seine Seiten im eindimensionalen Fall durch eine Kante und ihren Anfangs- und
Endpunkt représentiert, in 2D durch eine Facette und deren Kanten und in 3D durch eine
Zelle und deren Facetten.
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Die geometrischen Objekte o des Gitters werden durch ihre Oberflichenobjekte p charak-
terisiert, d. h. es gibt eine “besteht-aus”-Relation zwischen o und p. Diese Relation wird
im Folgenden als (Abwirts-) Konnektivitit bezeichnet.

Dariiber hinaus benétigt jedes Objekt Informationen, die es erlauben, das Innere vom
Auferen des Objektes zu unterscheiden. Zu diesem Zweck wird die Konnektivitéit um Ori-
entierungen erweitert. Diese vermitteln Kanten eine Richtung, Facetten einen Umlaufsinn
und Zellen eine nach auflen gerichtete Oberflichennormale. Damit lassen sich die im Kon-
text eines Finite-Volumen-Verfahrens notwendigen Oberfldchenintegrationen durchfithren
(siehe Anhang) und Informationen iiber die Lage des Innen- bzw. Auflenbereichs eines
Objektes ermitteln, wie sie im Verlauf der Gitterteilung benotigt werden.

3.1.3 Beschreibung der Gitterobjekte

Die im Folgenden vorgestellte Gitterstruktur dient der Diskretisierung von Teilmengen G
des R? (d = 1,2,3). Wir setzen dabei G als offene und beschrinkte Punktmenge (Ge-
biet) voraus, deren Rand aus einer endlichen Zahl zusammenhéngender, glatter Teilstiicke
besteht.

Geometrische Beschreibung

Als Gitterobjekte werden Punkte des R? sowie s-dimensionale (1 < s < d), stetig differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten S des R? betrachtet,

e die zusammenhéngend sind,
e die in der induzierten Topologie des R® offen sind und

e deren Oberfldchen aus endlich vielen, (s—1)-dimensionalen Gitterobjekten bestehen.

Zur Mannigfaltigkeit S existiert eine definierende Kartenabbildung
ks:S —T, ScR? Tc Roffen.

Die Abbildung kg ist eine Diffeomorphismus, d. h. sie ist zusammen mit ihrer Umkehrabbil-
dung stetig differenzierbar. Mit Hilfe dieser Abbildung kénnen geometrische Fragestellun-
gen auf S, wie sie im Verlauf der Gitterteilung auftreten, dquivalent in der Parametermenge
T untersucht werden.

Darstellung eines Gebietes

Bei der Darstellung eines Gebietes durch ein Gitter werden die Zerlegungen bzw. die
geometrischen Objekte derart gew&hlt, dass je zwei Objekte des Gitters entweder gleich
oder disjunkt sind. Da die Gitterobjekte als offene Mengen definiert sind, sind auch die
Schnitte mit benachbarten oder berandenden Objekten leer. Mit O, bezeichnen wir die
Menge aller geometrischen Objekte der Dimension s (s = 0,...,3), mit O := U;O; die
Menge aller Objekte des Gitters.

War das Ausgangsgebiet G von endlich vielen zusammenhéngenden, glatten Mengen be-
randet, so kann auch das Gitter aus endlich vielen Objekten aufgebaut werden.
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3.1.4 Beschreibung der Konnektivitat

Orientierung. Fiir eine Kante wird durch die Markierung des Anfangs- (—1) und des
Endknotens (+1) eine Kantenrichtung eindeutig festgelegt. Fiir eine Facette werden alle
Kanten so markiert (+1), dass ihre Richtungen kompatibel sind (Umlaufsinn). In diesem
Fall wird jeder Knoten der Facette genau zweimal referenziert, einmal als Anfangs- und
einmal als Endpunkt. Der Umlaufsinn einer Facette definiert gleichzeitig eine gerichtete
Oberflichennormale, z. B. durch Anwendung der “Rechten-Hand-Regel” fiir den Zusam-
menhang zwischen der Richtung des elektrischen Stromes in einem Leiter (entsprechend
der Normalenrichtung der Facette) und der Richtung des ihn umgebenden Magnetfeldes
(entsprechend dem Umlaufsinn). Fiir eine Zelle werden die begrenzenden Facetten so mar-
kiert (£1), dass die Oberflachennormalen aus der Zelle hinaus zeigen.

Die Orientierung ist keine Eigenschaft eines Objektes, sondern eine Eigenschaft der Relati-
on zwischen zwei Objekten. Beispielsweise wird eine Facette von zwei gegeniiberliegenden
Zellen mit entgegengesetzter Orientierung referenziert.

Definition 3.1 (Konnektivitit und Orientierung)  Unter der Abwirtskonnektivi-
tét soll die Relation
Ss COsx 051 (1<s<d)

verstanden werden, welche die “besteht-aus”-Relation zwischen Objekten der Dimension s
und s — 1 beschreibt. Fir jedes Paar in S := J, Ss ist genau eine Orientierung

R:S— {£1}

festgelegt.

Definition 3.2 (Objekt-Konnektivitéit und Oberflichenobjekte)  Als Abwérts-
konnektivitét eines Objektes o € Oy wird die Menge seiner Oberflichenobjekte zusammen
mit ihren Orientierungen

S(0) :={s=(p,r)| (0,p) € S,7 =R(o,p)}
bezeichnet, die Menge der Oberflichenobjekte des Objektes o mit
S(0) = 5%(0) := {p| (0,p) € S} C 054

und deren Oberflichenobjekte mit

S%(0) = S(5Y0)) := U S(p) C Os—2  und (3.1)
peSt (o)

S30) = S(5%*0) = |J S(q) COs3 (3.2)
q€52(o)

Die Oberflichenobjekte der Oberflichenobjekte werden abkiirzend als “Ober-Oberflichen-
objekte” bezeichnet.

Definition 3.3 (Nachbarschaft) Zwei Objekte 01 und oo heiffen benachbart bzw. genau-
er benachbart beziiglich p, wenn p in der Abwdirtskonnektivitit beider Objekte enthalten
1st:

pE 8(01) 08(02) =+ 1]
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Ein Objekt o der Dimension s wird eindeutig beschrieben durch seine Kartenabbildung &,
und seine Abwiértskonnektivitit S(o):

0= (Ko, S(0)) € Oy

Die Definition 3.1 der Konnektivitit impliziert, dass Oberflichenobjekte nicht zweimal in
der Abwirtskonnektivitidt eines Objektes vorkommen koénnen, auch nicht mit entgegen-
gesetzten Orientierungen. Dadurch sind innere Oberflichenobjekte ausgeschlossen, d. h.
Oberflichenobjekte, die das Innere des beschriebenen Objektes auf beiden Seiten haben.
Ferner kann ein Objekt nicht nur an seinem Rand zusammenhingen, da es sonst nicht
offen und zusammenhéngend ist.

3.1.5 Beispiele fiir Maschen

Neben “konventionellen” Maschenformen wie Dreiecken, Vierecken, Tetraedern, Prismen
und Hexaedern erlaubt die vorgestellte Gitterreprésentation komplette Rechengebiete als
eine einzige Masche darzustellen. So zeigt Abbildung 3.2 ein NLR-~7301 Tragfliigelprofil mit
Klappe (2D) und eine Flugzeug-Konfiguration mit Tragfliigel, Triebwerksaufhéngung und
Triebwerksgondel (3D). In der linken unteren Ecke ist jeweils die Ansicht des gesamten
Rechengebietes dargestellt. Das Gitter besteht in beiden Féllen aus einem Kontrollvolumen
mit vielen Oberflichen. In beiden Féllen ist das Kontrollvolumen nicht konvex und nicht
einfach zusammenhéngend.

Abbildung 3.2: Beispiele fiir komplexe Maschenformen

3.2 Gitterverfeinerung durch Schnittflichen

3.2.1 Das Konzept des Teilungsprozesses

Verfeinerungsalgorithmen, die bei unstrukturierten Tetraeder- oder Hexaedergittern An-
wendung finden, teilen die Kanten des Ausgangsobjektes und verbinden die neu entstan-
denen Knoten in geeigneter Weise, z. B. mit dem Schwerpunkt der Ausgangsmasche, so
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dass wieder Maschen des verlangten Typs entstehen, siehe z. B. [8]. Nach Moglichkeit wer-
den dabei alle Kanten des Ausgangsobjektes halbiert, um die Form des Ausgangsobjektes
moglichst gut zu erhalten. Bei grofler Anzahl von Kanten fiihrt dieses Vorgehen aber zu
unerwiinschten Maschengeometrien, den von Vankeirsbilck [61] beschriebenen “Spinnen”.
Dariiber hinaus ist die Konvexitdt der Ausgangsmasche eine notwendige Bedingung dafiir,
dass keine unkontrollierten Uberschneidungen mit der Oberfliche der Masche entstehen.

b. Dreieck c. Polygon 7

Abbildung 3.3: Verfeinerungsstrategien

Da fiir die hier verwendeten Gitterobjekte weder die Konvexitdt garantiert ist noch von
einer geringen Anzahl von Kanten ausgegangen werden soll, muss ein anderer Weg zur
Teilung von Gitterobjekten beschritten werden.

Statt alle Kanten des Ausgangsobjektes zu halbieren, wird die Teilung entlang einer
Schnittfliche durchgefiihrt, so dass das Ausgangsobjekt in der Regel in zwei Teile zerfallt.
Dazu werden alle Gitterobjekte zerlegt, die die Schnittfliche schneiden, und eine Darstel-
lung der Schnittfliche durch Oberflichenobjekte erzeugt. Die Oberflichenobjekte auf jeder
Seite der Schnittfliche bilden dann zusammen mit den Schnittflichenobjekten die neuen
Top-Level-Objekte (siehe Abbildung 3.4).

Abbildung 3.4: Konzept des Teilungsprozesses

3.2.2 Schnittfliche und Halbraume

Definition 3.4 (Schnittfliiche) Als Schnittfiichen betrachten wir (d — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeiten des R, welche eine Bijektion ky des R® auf sich selbst induzieren:
R RY— R & Ry(3) = ( " ) (Z)
O
Dabei bezeichnet kg die Kartenabbildung der Schnittfliche in den R4~ und 6y die Kom-
ponente in Normalenrichtung. Dies entspricht einer Koordinatentransformation, die die

Mannigfaltigkeit in die d — 1-dimensionale Grundebene projeziert, wihrend 6z die Koor-
dinate senkrecht dazu beschreibt. Gleichzeitig erlaubt die Abbildung sz die Projektion
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geometrischer Objekte auf die Schnittfliche, sodass die Lage der Objekte zueinander an-
hand ihrer Projektionen bestimmt werden kann, wihrend die Abbildung 6y den Abstand
eines Punktes von der Schnittfliche misst und die Zuordnung eines geometrischen Objektes
zu den induzierten Halbrdumen erlaubt.

Definition 3.5 (Schnittfliche und Halbriume) Die Schnittfiiche H unterteilt den
Raum R® in drei Mengen, die nach dem Wert der Funktion 6y unterschieden werden
konnen: den positiven Halbraum, den negativen Halbraum und die Schnittfliche selbst.

Schnittflache H = {Zc R éy(Z)=0}
positiver Halbraum HT := {Z¢ R?|ég(Z) > 0} (3.3)
negativer Halbraum H~ := {Z¢ R?|éy(Z) < 0}

Als die positive Seite H* soll der positive Halbraum HY zusammen mit der Schnittfliche
H,d h. HY := HUHT, bezeichnet werden. Analog wird die Menge H~ := HU H™ als
die negative Seite bezeichnet.

3.2.3 Abstrakte Beschreibung des Vorgehens

Die Teilung eines geometrischen Objektes o entlang einer Schnittfliche H wird in fiinf
Schritten durchgefiihrt. Sie verfolgt im Wesentlichen das Ziel, neue Gitterobjekte ein-
zufithren, die die Menge 6 N H beschreiben, und die daraus folgenden Verletzungen der
Schnittfreiheit aller Gitterobjekte aufzulsen.

Schritt 1: Bestimmen der Lage des Objektes

Das betrachtete Objekt muss nur dann einer Teilung unterworfen werden, wenn es die
Schnittfliche kreuzt, d. h.:

oNH"#(0 und oNH #0 (3.4)

Die folgenden Schritte 2-6 werden nur fiir Objekte unternommen, die die Schnittfliche

o

a. Objekt kreuzt b.doN H = c. 0oNH#0
Abbildung 3.5: Lage eines Objektes

Schritt 2: Behandlung der Oberfliichenobjekte

Oberflichenobjekte, die sich vollstdndig im positiven (bzw. negativen) Halbraum befinden,
beranden die noch zu bildenden Teilobjekte der positiven (bzw. negativen) Seite. Ober-
flichenobjekte, die sich in der Schnittfliche befinden, werden der Seite zugeschlagen, auf
der sich das Innere des betrachteten Objektes befindet, vgl. Abbildung 3.5.c.
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Schritt 3: Teilung der Oberflichenobjekte

Alle anderen Oberflichenobjekte p € S(o) werden geteilt. Dadurch werden diejenigen
Oberflichenobjekte im betrachteten Objekt und seinen Nachbarn ersetzt, die von der
Schnittflache echt geschnitten werden. Nach diesem Schritt befinden sich also alle Oberfla-
chenobjekte entweder im positiven Halbraum, im negativen Halbraum oder in der Schnitt-

fliche.
entweder: pC HT

Vp € S(o) : { oder: pCH (3.5)
oder: pC H™

Schritt 4: Erzeugung der Trennobjekte

Fiir den Schnitt zwischen dem betrachteten Objekt und der Schnittfliche
O (ko) =0 (3.6)

werden neue Oberflichenobjekte (“Trennobjekte ”) erzeugt. Diese Trennobjekte werden
von den (Ober-Oberflichen-) Objekten berandet, die in der Schnittfliche liegen und de-
nen, die bei der Teilung der Oberflichenobjekte als Trennobjekte erzeugt wurden, vgl.
Abbildung 3.4. Das heifit, dass das Schnittproblem auf der Parametermenge gelést wer-
den muss. Zerfillt der Schnitt in mehrere, unzusammenhéngende Teile, so wird fiir jede
Zusammenhangskomponente ein Trennobjekt erzeugt.

Schritt 5: Erzeugung der Teilobjekte

Die Oberflachenobjekte der positiven Seite und die Trennobjekte bilden eine geschlossene,
zweiseitige Oberfliche, die ein Gebiet auf der positiven Seite der Schnittfliche beranden.
In gleicher Weise beschreiben die Oberflichenobjekte der negativen Seite zusammen mit
den Trennobjekten ein Gebiet auf der negativen Seite, jedoch gehen die Trennobjekte mit
umgekehrter Orientierung ein. Fiir jede Zusammenhangskomponente dieser beiden Gebiete
wird ein Teilobjekt erzeugt.

Schritt 6: Ersetzen des Originalobjektes
Der letzte Schritt besteht darin, das Originalobjekt in der Konnektivitétsrelation zu Super-

objekten durch die neuen Teilobjekte zu ersetzen und das Originalobjekt aus dem Gitter
zu entfernen. Dann befindet sich das Gitter wieder in einem konsistenten Zustand.

3.3 Implementierungsaspekte

Die obige Darstellung weist im Hinblick auf eine Implementierung einige ungiinstige Ei-
genschaften auf:

e fiir die Kartenabbildungen der geometrischen Objekte ist eine explizite Darstellung
erforderlich, damit die Schnittgleichungen gelést werden kénnen (Glg. 3.6).
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e ¢s sind keinerlei Vorkehrungen getroffen, die die unerwiinschte Erzeugung sehr kleiner
Objekte verhindern.

e das Konzept der “breiten Schnittfliche” (vgl. Abschnitt 3.3.1), welches die Erzeu-
gung kleiner Kanten unterdriickt, bringt eine fiir die Parallelisierung hinderliche
Reihenfolgeabhéngigkeit in den Algorithmus ein.

3.3.1 Breite Schnittflichen

Teilt man ein gegebenes Objekt entlang einer beliebigen Schnittfliche, erhebt sich die Frage,
wie die unerwiinschte Erzeugung sehr kleiner Objekte vermieden werden kann. Verliefe
eine gegebene Schnittfliche in der Nidhe der Oberflichenobjekte, so wiirden neue Objekte
entstehen, wovon eines von verschwindener Gréfle ist, aber den vollen Speicherplatz und
den vollen numerischen Aufwand benétigt.

Da Informationen iiber die Gestalt der Objekte nur in Form von Abbildungen vorhanden
sind, 148t sich die Wirkung einer Schnittflichenwahl auf das Ergebnis der Teilung nicht
vorhersehen. Durch die rekursive Struktur des Teilungsprozesses stehen solche Informa-
tionen erst zur Verfiigung, wenn die Teilung der Oberflichenobjekte bereits abgeschlossen
ist. Auch dann enthilt der Algorithmus keine explizite “Vorstellung” von der Gestalt des
Ausgangsobjektes, lediglich eine Klassifikation kann ermittelt werden, weil alle Teilungs-
informationen auf die Lage im Bezug auf die Halbraume beschréankt sind.

Um die Wahl einer geeigneten Schnittfliche zu ermdglichen, wire es notwendig, “Test-
schnitte” durchzufiihren, die im Falle ungiinstiger Ergebnisse zuriickgenommen werden
miissten. Eine Modifikation der Schnittfliche wird allerdings durch die mogliche Komple-
xitdt der Geometrie erschwert. So kann eine Verbesserung an einer Stelle eine Verschlech-
terung an anderen Stellen bewirken. Da die Anzahl der Freiheitsgrade zur Festlegung einer
Schnittfliche (sie entspricht der eines Gitterobjektes der Dimension d — 1) systematisch
niedriger ist als die Anzahl der Freiheitsgrade in der Objektgeometrie, ldsst sich nicht
sicherstellen, dass auf diesem Wege eine “geeignete” Schnittfliche ermittelt werden kann.

a. normaler Schnitt  b. Schnitt fangt Knoten c. Schnitt herausgebogen
Abbildung 3.6: Breite Schnittflache

Statt die Schnittfliche an das Objekt anzupassen, wird deshalb der Ansatz verfolgt, nur
diejenigen Objekte zu teilen, die die Schnittfliche “wesentlich” schneiden. Objekte, die
nahezu auf der Schnittfliche liegen, werden behandelt, als ob sie exakt darauf ldgen. Diese
Strategie vermittelt den Eindruck, eine breite oder gekriimmte Schnittfliche zu verwenden,
vgl. Abbildung 3.6.
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3.3.2 Reihenfolgeabhiingigkeit der Gitterverfeinerung

Werden breite Schnittflichen benutzt, fithrt die Teilung benachbarter Objekte mit ver-
schiedenen Schnittflichen unter Umstédnden auf andere Ergebnisse, falls die Reihenfolge
der Teilungen verdndert wird, vgl. Abbildung 3.7. Wird némlich bei einer ersten Tei-
lung das gemeinsame Oberflichenobjekt geteilt, findet die zweite Teilung eventuell (Ober-
Oberfldchen-) Objekte vor, an die sich deren Schnittfliche entsprechend anpasst. Wird die
Reihenfolge umgekehrt, trifft dieses Argument die Schnittfliche des anderen Objektes.

a. Konfiguration b. zuerst linkes Volumen c. zuerst rechtes Volumen

Abbildung 3.7: Reihenfolgeabhéingigkeit

Die Auswirkungen der Reihenfolgeabhéingigkeit auf den Verlauf einer selbst-adaptiven Si-
mulation sind erheblich, weil die zur Steuerung des Verfahrens eingesetzten Parameter,
z. B. der Verfeinerungsindikator, starke Gitterabhéngigkeiten aufweisen. Dariiberhinaus
wird die verwendete Finite-Volumen-Diskretisierung von der lokalen Geometrie beeinflusst,
so dass Simulationen zu deutlich verschiedenen Ergebnissen fiihren kénnen. Offensichtlich
wird dieses Verhalten bei Rechnungen auf symmetrischen Problemen, da hier unsymme-
trische Verfeinerungen entstehen kénnen, die zu unsymmetrischen Ergebnissen fiihren.

Bei der Implementierung der Teilung auf Parallelrechnern entstehen ebenfalls unerwiinsch-
te Nebenwirkungen. So muss die Teilung von Objekten an Prozessorgrenzen explizit seria-
lisiert werden und die Ergebnisse einer Simulation hdngen von der Anzahl der eingesetzten
Prozessoren ab. Insbesondere gibt es keine Moglichkeit zu garantieren, dass eine auf vie-
len Prozessoren durchgefiihrte Rechnung exakt die gleichen Ergebnisse liefert wie dieselbe
Rechnung auf einer anderen Zahl von Prozessoren.

Durch die Festlegung einer Teilungsreihenfolge fiir die Kontrollvolumen, die von der Par-
titionierung unabhéngig ist, konnen diese Schwierigkeiten vermieden werden. Eindeutige
Ergebnisse werden erreicht, wenn die an eine Seite angrenzenden Kontrollvolumen immer
in der gleichen Reihenfolge geteilt werden. Diese Forderung impliziert eine Teilordnung
auf den Kontrollvolumen. Eine solche Ordnung ist beispielsweise durch eine Sortierung
nach den Koordinaten der Kontrollvolumen gegeben. Unabhéngig von der Partitionierung
erhilt diese Sortierung die notwendige Teilordnung iiber die Seiten. Gleichzeitig zeigen
numerische Experimente, dass durch diese Sortierung auf symmetrischen Problemen sym-
metrische Gitterverfeinerungen entstehen.

3.3.3 Kartenabbildungen

Der zuvor beschriebene Teilungsalgorithmus wélzt die mdgliche geometrische Komplexitét
der Gitterobjekte und der Schnittfliche auf die Beherrschung von Kartenabbildungen ab.
So wird beispielsweise die Bestimmung von Schnittmengen auf die Lésung von Gleichungs-
systemen abgebildet.
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Fiir Objekte der Dimension des Problemraumes (s = d) ist die Abbildung trivial (k = id),
fiir Knoten (s = 0) ist keine Abbildung notwendig. Fiir Facetten (3D), Kanten (2D, 3D)
und die Schnittfliche muss jedoch eine explizite Représentation fiir diese Abbildungen
gewihlt werden, d. h. es werden endlich-dimensionale Teilrdume V; differenzierbarer Ab-
bildungen gesucht, die wenigstens folgende Kriterien erfiillen:

1. Randwertproblem: zu jeder zuldssigen Oberfliche existiert eine Abbildung, die ein
Objekt mit dieser Oberfliche beschreibt (vgl. Kap. 3.2.3, Schritt 4).

2. Abschluss unter Schnitten: V; NV, C Vi_1.
3. Die Losung von Gleichungssystemen ist beherrschbar.

4. Einfache Reprisentation der Parametermengen der Abbildungen, z. B. keine Not-
wendigkeit, Triangulierungen erzeugen zu miissen.

5. Die Basisfunktionen des Raumes sind zugénglich: eine 6konomische Reprisentation
ist wiinschenswert, da ihre Wahl das numerische Verfahren nur iiber geometrische
Invarianten beeinflusst.

6. Die fiir das numerische Verfahren notwendigen Quadraturformeln und geometrischen
Invarianten sind ermittelbar. Dazu zédhlen Kurvenldngen, Flachen- und Rauminhalte
und Integrationspunkte.

Eine Losung, die die meisten Fragen einfach und effizient behandelt, ist die Wahl ebe-
ner Polygonziige als Facetten, gerader Strecken als Kanten und affiner Hyperebenen als
Schnittflichen. Die zu diesen Facetten bzw. Kanten gehorigen Abbildungen sind bekannt,
das Schnittproblem ist einfach 16sbar, die Rdume sind von kleiner Dimension, ihre Basen
sind bekannt und Quadraturformeln ermittelbar.

Bei der Verwendung breiter Schnittflichen ergibt sich allerdings die Notwendigkeit auch
Facetten darstellen zu konnen, die von nicht-ebenen Polygonziigen berandet sind. An-
dernfalls miissen diese, z. B. durch Triangulierung, in ihre ebenen Teile zerlegt werden.
Dies ist unerwiinscht, weil dabei eine hohe Zahl von Oberflichenobjekten und damit
zusétzlicher numerischer Aufwand entstehen kann (Flussberechnungen). Dariiberhinaus
ist die Implementierung entsprechender Algorithmen aufwéndig. Alternativ lassen sich ge-
kriimmte Flichen beispielsweise mit Polynomen (NURBS, Splines, Bernstein-Polynome)
darstellen. Die Losung des Randwertproblems (Fléche zu einem gegebenen Polygonzug),
die Reprisentation der Parameterrdume (Triangulierungen, Quader) und die Ermittlung
und Darstellung der Schnitte bereiten aber Schwierigkeiten. Auch ist ihre Implementierung
mit hohem algorithmischen und Speicheraufwand verbunden.

Eine andere Option ist die implizite Darstellung der Kartenabbildungen. Dies ist insbe-
sondere deshalb attraktiv, weil das numerische Verfahren von diesen Abbildungen keinen
direkten Gebrauch macht.

3.3.4 Implizite Darstellung der Kartenabbildungen

Wird auf eine explizite Darstellung der Abbildung verzichtet, miissen andere Werkzeuge
gefunden werden, um geometrische Fragestellungen zu beantworten. Als eine geeignete
Strategie hat es sich dabei erwiesen, die gestellten Aufgaben rekursiv auf den Oberflichen
zu losen. Voraussetzung dafiir ist allerdings, dass die Oberflichen geniigend Information
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iiber das Objekt tragen. Dies wird durch die Wahl geeigneter Einschrinkungen erreicht,
die die geometrische Komplexitét reduzieren.

Da eine explizite Reprisentation des Objektinneren nicht vorliegt, erhilt man allerdings
auch keine explizite Représentation des Schnittes zwischen einer Schnittfliche und dem
Objekt, lediglich die Schnittpunkte mit den begrenzenden Polygonziigen stehen zur Verfii-
gung. Verbindet man diese Schnittpunkte durch Strecken, so liegen die neu entstandenen
Kanten eventuell nicht in der urspriinglichen Fliche. Damit sind auch die neu entstande-
nen Teilflichen nicht Teilmengen der Ausgangsfliche. Fiir das Innere des Rechengebietes
stellt diese Tatsache keine Schwierigkeit dar, dagegen sind fiir die Adaption an der Ober-
fliche besondere Vorkehrungen notwendig, um die Darstellung gekriimmter Oberflichen
zu gewéhrleisten.

Eine weitere Schwierigkeit ist die Aufrechterhaltung der Schnittfreiheit nahe beieinander
liegender gekriimmter Facetten. Da explizite Formeln fehlen, besteht keine Moglichkeit,
den Schnitt zu bestimmen bzw. Schnittfreiheit festzustellen.

Fiir die Kartenabbildungen werden deshalb folgende Einschrinkungen festgelegt:
1. die Projektion einer Facette f entlang des mittleren Normalenvektors
2= / 1do () (3.7)
f
ist injektiv.
2. die Kartenabbildung geniigt einem Minimums- und einem Maximumsprinzip:
vii e R ||| = 1: {(Z,A) | ¥ € o} C {(Z,7@)]| & € Do} (3.8)

Forderung 3.7 bewirkt, dass eine gekriimmte Facette im Wesentlichen wie eine ebene Facet-
te behandelt werden kann. Insbesondere kénnen Anomalien beim Teilungsvorgang durch
geeignete Wahl der Schnittdicke verhindert werden. Forderung 3.8 schrinkt die moglichen
Kartenabbildungen fiir Kanten auf Strecken ein. Fiir Facetten wird die Ausdehnung der
Flache in Richtung der Flichennormalen eingeschrénkt. Dariiberhinaus ist die Verwendung
gekriimmter Schnittflichen durch diese Annahmen im Wesentlichen ausgeschlossen.

Die im folgenden Abschnitt dargestellten Uberlegungen zeigen, dass mit Hilfe dieser Ein-
schriankungen die Abstandsfunktion 6z ausgewertet werden kann, ohne dabei auf die Kar-
tenabbildungen zuriickgreifen zu miissen. Stattdessen wird die Auswertung unter Zuhilfe-
nahme topologischer Argumente (Férbung) auf die Rénder abgewélzt.

3.4 Gitterverfeinerung unter vereinfachten Bedingungen

Unter Verwendung der in Abschnitt 3.3.4 diskutierten Einschrinkungen wird der in Ab-
schnitt 3.2.3 vorgestellte Verfeinerungsalgorithmus neu formuliert. Dabei werden alle Fra-
gestellungen der Teilung eines Objektes, die auf die Kartenabbildungen Bezug nehmen,
durch Operationen auf den Oberflichen der Objekte ersetzt, so dass eine explizite Darstel-
lung fiir die Kartenabbildungen nicht mehr notwendig ist. Die Teilung eines Objektes wird
auf die Teilung seiner Oberflachen zuriickgefiihrt, der Algorithmus durchléuft rekursiv die
Hierarchie der geometrischen Objekte bis hinunter zu den Knoten, die ihre Lage im Bezug
auf die Schnittfliche einfach bestimmen kénnen.
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3.4.1 Breite Schnittfliche und Lage von Punktmengen

Als Schnittflichen H betrachten wir affine Hyperebenen des R?. Die beschreibende Kar-
tenabbildung Kg ist durch einen Punkt pj7, eine Normalenrichtung 7z und eine Basis
{du1,dm2} fiir ﬁﬁ festgelegt:

K CZ%H,l
RH:Rd—>Rd,:E'I—>RH(f)=< 5H )(f)z cﬁH2 (¥ —pr)

H _,t7

g

Definition 3.6 (Breite Schnittfliche und Halbriume) Fine Schnittfliche Hgs der
Breite § unterteilt den Raum R® in drei Mengen, den positiven Halbrawm, den negativen
Halbraum und die Schnittfliche selbst.

breite Schnittfliche Hj {# € RY| |65(2)| < 6}
positiver Halbraum —Hj {# € RY| 6y (%) > 6} (3.9)
negativer Halbraum H, := {& € R?|ép(%) < 6}

Wie in Definition 3.4 soll unter der positiven Seite die Schnittfliche zusammen mit dem
positiven Halbraum, ng = Hs U ng, und unter der negativen Seite die Schnittfliche
zusammen mit dem negativen Halbraum, Hy := Hs U Hy , verstanden werden.

Definition 3.7 (Lagefunktion) Die Lagefunktion ist eine Abbildung hs, die jedem Orts-
vektor & € R® eine Lage im Bezug auf die Schnittfliche zuweist:

hs(@ =1 0 if 1ou(@)] <6 (3.10)

Diese Abbildung lisst sich in natirlicher Weise auf Teilmengen Q des R® ausdehnen:

hs(Q) = {hs(2) | # € @ C R}

Im Folgenden soll geklért werden, inwieweit sich aus der Lage des Randes 02 einer offenen
Teilmenge 2 C R®, (1 < s < d) Aussagen iiber die Lage von 2 bzgl. der Schnittfliche
ableiten lassen. Aufgrund des Minimal- und Maximalprinzips (3.8) lassen sich zu jedem
Punkt 7 € Q der offenen Menge zwei Punkte Z,,, Zys € 9 aus dem Rand finden, fiir die
gilt:

On(Zm) < 6u(Z) < 6u(Zn) -
Enthalt also hs(€2) hochstens zwei Werte, so werden diese auch auf dem Rand angenommen

und es gilt:
hs(2) C hs(09). (3.11)

Enthalt hs(€2) dagegen drei Werte, d. h. hs(2) = {+1,0, —1}, so liegen Punkte der Menge
in der breiten Schnittfliche, ohne dass ihr Rand einen nicht-leeren Schnitt mit der breiten
Schnittfliche haben miisste, z. B. im Falle nicht zusammenhingender Rénder, und es gilt:

hs(Q) C hs(89) U {0} (3.12)
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Umgekehrt enthélt jede offene Kugel um einen Randpunkt & € 02 nach Definition des
Randes einen nicht-leeren Schnitt mit der Menge (). Liegt der Randpunkt nicht auf dem
Rand der breiten Schnittfliche, gilt also 6y (Z) # 6, so liegt die Kugel mit dem Radius
167 (Z)| — 6] > 0 im selben Halbraum wie Z selbst und es gilt:

h(g(aQ) C h5(Q) (313)

Besteht der Schnitt des Randes mit der breiten Schnittfliche ausschliefllich aus Punkten
mit dem Abstand 8, so liasst sich diese Argumentation nicht aufrechterhalten und es gilt:

hs(08) C hs(2) U{0}. (3.14)
Damit erhélt man fiir den allgemeinen Fall die Beziehung

hs() U {0} = hs(92) U {0}. (3.15)

3.4.2 Schritt 1: Bestimmen der Lage des Objektes

Ausgehend von der Definition der Schnittfliche wird nun eine Lagefunktion hs konstruiert,
welche Auskunft iiber die Lage eines Objektes im Bezug auf die Schnittfliche Hy gibt. Die
Lage eines Objektes, welches durch Oberflichenobjekte beschrieben ist, bestimmt sich
rekursiv aus der Lage dieser Oberflichen. Wie Glg. 3.15 zeigt, triagt der Fall {0} C hs(p)
fiir die Lage eines Oberflichenobjektes p nur wenig verwertbare Information zur Lage des
Objektes bei. Diese Information wird in der Lagefunktion deshalb durch eine Information
iiber Oberflichenobjekte ersetzt, die ganz in der Schnittfliche enthalten sind. Knoten
besitzen keine Oberflichenobjekte und ihre Lage beziiglich der Schnittfliche wird durch
die Lage ihres Ortsvektors bestimmt.

Definition 3.8 (Lage eines Gitterobjektes) Unter der Lage eines Gitterobjektes o
beziiglich der Schnittfliiche Hg soll der Wert der Funktion

hs: O — P({+1,0,—1}),
. Upgg(g){m@)m{ﬂ,—l}, hs(p) # {0} } o Oy (316)

{0}, hs(p) = {0}
hé(fo)a o€ Oy

verstanden werden.

Die folgende Uberlegung zeigt, dass ein Objekt o die Schnittfliche Hs genau dann kreuzt,
wenn {+1,—1} C hgs(o) gilt. Da Knoten eine eindeutige Lage in Bezug auf die Schnitt-
fliche haben, diese also nicht kreuzen kénnen, betrachten wir dazu ein Objekt o € Oy der
Dimension 1 < s < d. Dieses Objekt hat eine nicht-leere Menge von Oberflichenobjekten
S(0). Glg. 3.15 zeigt, dass auflerhalb der Schnittfliche die Lage der Menge {Z € o} mit der
Lage der Menge {Z € Jo} iibereinstimmt . Dieses Argument lisst sich rekursiv bis auf die
Knoten fortsetzen, d. h. es gibt in der Oberfliche des Objektes sowohl Knoten, die im po-
sitiven Halbraum liegen, als auch solche, die im negativen Halbraum liegen. Aufgrund der
Definition der Objektlage gilt dann {41, —1} C hs(0). Umgekehrt ldsst sich aufgrund der
rekursiven Definition der Objektlage aus {+1,—1} C hs(o) auf die Existenz von Knoten
in beiden Halbraumen schlieflen. Damit kreuzt auch die Menge {# € 0o} die Schnittfliche
und die Behauptung folgt aus Glg. 3.15.

Objekte werden nur dann einer Teilung unterworfen, wenn sie die Schnittfliche kreuzen.
Die folgenden Schritte 2-6 werden also nur fiir kreuzende Objekte durchgefiihrt.
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3.4.3 Schritt 2: Behandlung der Oberflichenobjekte

Die vorhandenen Oberflichenobjekte p € S(0) miissen so aufbereitet werden, dass sie den
neu zu bildenden Teilobjekten auf der positiven bzw. negativen Seite zugeordnet werden
konnen. Im Vergleich zu der Darstellung in Abschnitt 3.2.3 treten durch die positive Breite
der Schnittfliche zusétzliche Fragestellungen auf.

Fiir Oberflichenobjekte p, die zusammen mit ihrem Rand im positiven bzw. negativen
Halbraum liegen, stimmt die Lage der Punktmenge mit der Lage des Objektes (hs(p) =
{+1},{—1}) tiberein. Sie kénnen deshalb der zugehorigen Seite einfach zugeordnet werden.
Thre Ober-Oberflichenobjekte spielen fiir den Aufbau der Trennobjekte keine Rolle.

Kreuzende Oberflichenobjekte konnen dquivalent anhand ihrer Lagefunktion identifiziert
werden ({+1,—1} C hs(p)) und werden im folgenden Schritt (3) geteilt, vgl. Abschnitt
3.4.4. Die entstehenden Oberflichenobjekte werden dabei den entsprechenden Seiten zu-
geordnet. Neue Ober-Oberflichenobjekte, die ganz in der breiten Schnittfliche enthalten
sind, beranden die noch zu bildenden Trennobjekte.

Trennobjekte sind solche Gitterobjekte, die zur Repriisentation der Menge oN Hg in Schritt
(4) neu erzeugt werden, vgl. Abschnitt 3.4.5, und trennen die Teilobjekte der positiven und
negativen Seite voneinander. Sie beranden sowohl die Teilobjekte der positiven als auch der
negativen Seite und werden deshalb beiden Seiten zugeordnet. Trennobjekte werden von
Ober-Oberflichenobjekten (und deren Oberflichen) berandet, die ganz in der Schnittfliche
enthalten sind.

Dies fiihrt zu einer Interpretation der Lage hs(p) = {41, 0}, {—1,0} eines Objektes, die sich
wesentlich von der Lage der zugehorigen Punktmenge unterscheidet. Ein Oberflichenob-
jekt beriihrt die Schnittfliche in diesem Sinne, wenn eines seiner Ober-Oberflichenobjekte
(S2(0), S3(0)) ganz in der Schnittfliche liegt und damit in die Berandung eines Trenn-
objektes eingeht. Bei der Zellteilung (3D) kann die Erzeugung geschlossener Kantenziige
zur Berandung von Trennfacetten zur Teilung einer Facette der Lage {+1,0} oder {—1,0}
fithren, vgl. Abschnitt 3.4.5. In allen anderen Fillen kénnen solche Oberflichenobjekte der
entsprechenden Seite zugeordnet werden.

Fiir Oberflaichenobjekte p, die vollstindig in der breiten Schnittfliche enthalten sind,
stimmt der Wert der Lagefunktion hs(p) mit der Lage der Punktmenge hs({Z € p})
iiberein, weil die Lagefunktion nur einen Wert hat und die breite Schnittfliche eine abge-
schlossene Menge ist (vgl. auch Abschnitt 3.4.1). Diese Oberflichenobjekte trennen nicht
die neu zu bildenden Teilobjekte voneinander, sondern das Innere vom Aufleren des Aus-
gangsobjektes. Sie sind also keine Trennobjekte und miissen deshalb auf einem anderen
Weg einem der beiden Teilobjekte zugeordnet werden. Dazu kommt das in Abschnitt 3.4.8
beschriebene Vorgehen zum Einsatz, das auf der Betrachtung von Zusammenhangskom-
ponenten dieser Objekte beruht. Dabei werden auch diejenigen Ober-Oberflichenobjekte
identifiziert, die in die Berandung der Trennobjekte eingehen.

3.4.4 Schritt 3: Teilung der Oberflichenobjekte

Alle Oberflichenobjekte, die die Schnittfliche kreuzen, werden geteilt und dabei durch
neue Oberflichenobjekte ersetzt, die der positiven bzw. negativen Seite zugeordnet wer-
den kénnen. Neu entstehende Ober-Oberfliichenobjekte ¢ € S2(0), die vollstéindig in der
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Schnittfliche enthalten sind (hs(q) = {0}), werden in die Berandung der Trennobjekte
aufgenommen.

Nach diesem Schritt existieren keine Oberfliichenobjekte (S (o), S%(0), S3(0)) mehr, welche
die Schnittfliche kreuzen. Alle Oberflichenobjekte sind entweder in der positiven Seite,
in der negativen Seite oder in der breiten Schnittfliche vollstindig enthalten (vgl. Glg.
3.5). Auflerdem entstehen dabei auch die Ober-Oberflichenobjekte, die den Schnitt des
Objektinneren mit der Schnittfliche o N Hs beranden.

Dieser Schritt entfillt fiir Kanten, weil deren Oberflichenobjekte, die Knoten, eine eindeu-
tige Lage in Bezug auf die Schnittfliche haben und diese folglich nicht kreuzen kénnen.

3.4.5 Schritt 4: Erzeugen der Trennobjekte

Trennobjekte sind diejenigen Oberflichenobjekte, die die neu zu bildenden Teilobjekte
voneinander trennen und den Schnitt des Objektinneren mit der Schnittfliche o N Hg
reprisentieren.

Da Knoten eine eindeutige Lage in Bezug auf die Schnittfliche haben, also die Schnitt-
fldche nicht kreuzen, wird dieser Schritt nur fiir Kanten, Facetten und Zellen durchgefiihrt.
Aufgrund des Extremalprinzips (Unglg. 3.8) werden Kanten durch Strecken représentiert,
d. h. es ist eine explizite Darstellung der Kartenabbildung verfiigbar. Deshalb kénnen die
gesuchten Trennknoten durch Lésung der Schnittgleichung 3.6 bestimmt werden. Dabei
ist die Lénge der entstehenden Teilkanten durch die Schnittdicke gegen Null beschrankt.

Der Schnitt einer kreuzenden Facette oder Zelle mit der Schnittfliche wird durch neue
Trennobjekte (Kanten bzw. Facetten) reprisentiert. Nach Teilung kreuzender Oberfld-
chenobjekte (Schritt 3) wird das Objekt entlang dieser Trennobjekte in eine Teilmenge
auf der positiven und eine Teilmenge auf der negativen Seite zerlegt. Da fiir das Innere
von Facetten nur eine implizite Beschreibung in Form von Einschrankungen vorliegt, kann
der Schnitt einer Facette oder Zelle mit der Schnittfliche nicht explizit bestimmt werden.
Lediglich die Schnittpunkte mit den begrenzenden Kanten stehen zur Verfiigung. Neue
Trennobjekte beschreiben deshalb den Schnitt nicht exakt. Insbesondere wird bei ihrer
Erzeugung der Freiheitsgrad ausgenutzt, der durch die Breite der Schnittfliche gegeben
ist.

Trennkanten (bzw. -facetten) werden nach der Teilung kreuzender Kanten (bzw. Facet-
ten) aus Knoten (bzw. Kanten und Knoten) der Lage hs(q) = {0} aufgebaut. Fiir die
Berandung von Trennkanten bei der Facettenteilung (bzw. Trennfacetten bei der Zelltei-
lung) werden nur solche Knoten (bzw. Kanten) der Lage {0} beriicksichtigt, die an Kanten
(bzw. Facetten) der positiven oder negativen Seite angrenzen. Unberiicksichtigt bleiben al-
so solche Knoten (bzw. Kanten), die bei der Zuordnung von Oberflichen der Lage {0} in
Schritt (2) bereits einer Seite zugeschlagen wurden, vgl. dazu Abschnitt 3.4.8.

Aus den so bestimmten Schnittknoten (bzw. Schnittkanten) werden Trennkanten (bzw.
Trennfacetten) aufgebaut. Dabei muss garantiert werden, dass neu erzeugte Trennobjekte
nicht mit bereits vorhandenen Objekten kollidieren. Dies kann mit Hilfe der Projektion
kg der Objekte auf die Schnittfliche sichergestellt werden.

Entstehen bei diesem Vorgang zwei oder mehr Trennobjekte, so kann das zu teilende
Objekt in mehrere, unzusammenhéngende Teilmengen zerfallen (vgl. Abbildung 3.8). In
diesem Fall wird fiir jede Zusammenhangskomponente ein eigenes Teilobjekt erzeugt. Dabei
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erfordert die korrekte Zuordnung innerer Rénder zu den Zusammenhangskomponenten
besondere Beachtung.

a. Konfiguration b. nach Teilung

Abbildung 3.8: Unzusammenhangende Teilmengen

Trennkanten fiir Facetten

Der Schnitt zwischen dem Inneren der Facette und der breiten Schnittfliche ( “Schnitt-
kurve”) wird durch neue Kanten ( “Trennkanten”) représentiert, die aus Schnittknoten
aufgebaut werden. Schnittknoten sind solche Knoten der Lage {0}, die an Kanten der po-
sitiven oder negativen Seite, d. h. an Kanten der Lage {4+1,0} oder {—1,0}, angrenzen.
Diese Knoten représentieren Schnittpunkte des Randes der Facette mit der Schnittkurve,
d. h. in diesen Knoten kreuzt oder beriihrt die Schnittkurve den Rand der Facette.

Nun werden die Schnittknoten entsprechend ihrer Projektion auf die Schnittkurve sortiert.
In jedem Schnittknoten kann anhand der Anzahl angrenzender Kanten, die der positiven
bzw. negativen Seite zugeordnet sind ermittelt werden, ob die Trennkurve den Rand der
Facette kreuzt oder beriihrt. Diese Uberlegung beruht auf der Tatsache, dass ein Knoten
eine gerade Anzahl von Kanten (einer Facette) berandet, weil es keine inneren Kanten
gibt (vgl. Definition 3.1). Begrenzt ein Knoten also eine gerade Anzahl von Kanten der
positiven Seite, so grenzt auch eine gerade Anzahl von Kanten der negativen Seite an, und
die Schnittkurve beriihrt den Rand. Verlief die Schnittkurve zuvor innerhalb der Facette,
so verlauft sie auch nach diesem Knoten innerhalb und eine weitere, neue Trennkante
muss erzeugt werden. Verlief die Schnittkurve dagegen zuvor auflerhalb der Facette, so
verlduft sie auch nach diesem Knoten auflerhalb, so dass keine Trennkante erzeugt werden
darf. Begrenzt ein Knoten dagegen eine ungerade Anzahl von Kanten der positiven als
auch der negativen Seite, so kreuzt die Schnittkurve den Rand. In diesem Fall kreuzt die
Trennkurve den Rand der Facette, d. h. sie wechselt vom Inneren ins AuBere der Facette
oder umgekehrt.

An Hand der in Abbildung 3.9 dargestellten Facette soll das oben beschriebene Vorgehen
verdeutlicht werden. Abbildung 3.9.a zeigt eine Facette und eine breite Schnittebene nach
Auswertung der Lagefunktion (Schritt 1). Dabei sind Objekte des Typs {+1} und {+1,0}
mit ”+", Objekte des Typs {—1} und {—1,0} mit ”—” und Objekte des Typs {0} mit einem
Kreis gekennzeichnet. Abbildung 3.9.b zeigt das Ergebnis der Behandlung der Kanten der
Lage {0} in Schritt (2), vgl. Abschnitt 3.4.8. Beide Kanten und der Knoten ns werden
der positiven Seite zugeschlagen. Da die dargestellte Facette keine kreuzenden Kanten
hat, wird sie in Schritt (3) nicht mehr verdndert. Tabelle 3.9 verdeutlicht die Auswahl
und Sortierung der Schnittknoten entsprechend ihrer Projektion auf die Schnittfliche. Die
Spalten eins bis drei beschreiben den betrachteten Ausschnitt der Schnittkurve und ihren
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a. nach Schritt (1) b. nach Schritt (2)

‘ von ‘ Verlauf ‘ bis ‘ f_Igr ‘ f_Ig ‘ danach ‘
—oo | auBerhalb | ny | #2 | #0 | auerhalb
ni | auflerhalb | ng | #1 | #1 | innerhalb
ng | innerhalb | ng | #1 | #1 | auflerhalb
ng | auBerhalb | oo

c. Verlauf der Trennkurve

Abbildung 3.9: Erzeugung der Trennkanten

Verlauf innerhalb bzw. ausserhalb der betrachteten Facette. Die vierte und fiinfte Spalte
zeigt die Anzahl der angrenzenden Kanten der positiven bzw. negativen Seite und Spalte
sechs die Folgerung fiir den weiteren Verlauf, der in die zweite Spalte der néchsten Zeile
iibertragen wird.

Trennfacetten fiir Zellen

Der Schnitt zwischen dem Inneren einer Zelle und der breiten Schnittfliche ( “Schnitt-
fliche”) wird durch neue Facetten ( “Trennfacetten”) reprisentiert, die aus Schnittkanten
aufgebaut werden.

Durch die Anpassung an vorhandene Schnittknoten und -kanten kénnen gekriimmte Facet-
ten entstehen, deren Ausdehnung in Normalenrichtung kleiner gleich der Schnittbreite ist.
Bei der Teilung gekriimmter Facetten muss die Schnittbreite grofler als die Ausdehnung
der Facette gewéhlt werden. Vor der Teilung einer Zelle wird die Schnittbreite deshalb an
die Ausdehnung der berandenen Facetten angepasst.

Die Schnittkanten, die bei der Teilung der verschiedenen, kreuzenden Facetten der Zelle er-
zeugt werden, beschreiben (eventuell mehrere) geschlossene Kantenziige, weil die Lage {0}
der begrenzenden Knoten unabhéngig von der Facette ist, in dessen Oberflache der Knoten
liegt. Deshalb beriihren sich die Schnittkanten benachbarter Facetten in diesen Schnitt-
knoten, und die Schnittkantenziige sind geschlossen. Facetten, die die Schnittfliche nicht
kreuzen, konnen ebenfalls isolierte Schnittknoten oder nicht-geschlossene Schnittkanten(-
ziige) enthalten, die in die Berandung der Trennfacette aufgenommen werden miissen.
Diese Schnittknoten bzw. -kanten miissen durch Einfiigen zusétzlicher Schnittkanten zu
geschlossenen Kantenziigen vervollstdndigt werden. Das Einfiigen zusétzlicher Schnittkan-
ten kann nachtriglich eine Teilung von Facetten der Lage {+1,0} oder {—1,0} bewirken,
wenn dabei Kanten der gleichen Facette verbunden werden, vgl. Abschnitt 3.4.3.
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Um zuléssige Trennfacetten zu erhalten, muss die von den Schnittkanten umschriebene
Flache in ihre Zusammenhangskomponenten zerlegt werden. Dabei muss wiederum die
korrekte Zuordnung innerer Rinder zu den enthaltenden Zusammenhangskomponenten
gewahrleistet werden.

3.4.6 Schritt 5: Erzeugung der Teilobjekte

Nachdem alle Oberflichen- und Trennobjekte den zugehotrigen Seiten zugeordnet sind,
kann das zu teilende Objekt in zwei Teilmengen zerlegt werden, welche sich auf der positi-
ven bzw. negativen Seite befinden. Diese Teilmengen werden von den Oberflichenobjekten
der positiven (bzw. negativen) Seite und den Trennobjekten berandet und miissen noch
in ihre Zusammenhangskomponenten zerlegt werden, um als Gitterobjekte représentiert
werden zu kénnen.

Die bestehenden Oberflichenobjekte gehen in die Teilobjekte mit den gleichen Orientie-
rungen ein, die sie bereits zu dem zu teilenden Objekt hatten. Um die neu erzeugten Tren-
nobjekte in die Oberflichenbeschreibung der Teilobjekte aufnehmen zu kénnen, miissen
diese noch mit einer Orientierung versehen werden.

Der Trennknoten p® einer kreuzenden Kante

0= {(p77 _T)7 (er’T)}

(r = R(o,pt) = —R(o,p)) wird bzgl. der Teilkanten o~ der negativen Seite und o*
der positiven Kante so orientiert, dass die Knoten der Ausgangskante in den Teilkanten
ihre Orientierungen behalten kénnen. Damit ist die Orientierung des Trennknotens in der
folgenden Weise eindeutig festgelegt:

(pia _T)’ (p07 T)} (317)
(v, —r), (")} (3.18)

Behalten die bestehenden Kanten (bzw. Facetten) einer kreuzenden Facette (bzw. kreu-
zenden Zelle) ihre Orientierungen auch in den Teilobjekten bei, so kénnen die Trennkanten

(bzw. Trennfacetten) so erzeugt werden, dass sie den Teilobjekten der positiven Seite mit
positiver Orientierung beigefiigt werden konnen.

3.4.7 Schritt 6: Ersetzen des Originalobjektes

Der letzte Schritt der Teilung besteht darin, das Originalobjekt in der Konnektivitéit zu
allen Objekten (“Superobjekten”) zu ersetzen, in deren Oberfliche das Originalobjekt
enthalten war, und das Originalobjekt aus dem Gitter zu entfernen. Das Originalobjekt
wird in allen Relationen zu Superobjekten durch die neu erzeugten Teilobjekte ersetzt.
Aufgrund der vorherigen Festlegung der Orientierungen erben ot und o~ ihre Orientierung
bzgl. der Superobjekte.
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3.4.8 Zuordnung der Oberflichen der Lage {0}

Im Vergleich zu dem in Kapitel 3.2.3, Schritt (2) beschriebenen Vorgehen treten hier
durch die Wahl einer positiven Schnittdicke komplexe Fragestellungen auf. Aufgrund der
positiven Breite der Schnittfliche konnen mehrere Oberflichenobjekte an der gleichen
“Position” (Projektion auf die Schnittfliche) liegen.

Bei einem Objekt, das die Schnittfliche kreuzt, kénnen Oberflichenobjekte der Lage {0}
nur dann auftreten, wenn das betrachtete Objekt mindestens drei Oberflichenobjekte hat,
je eines auf der positiven und negativen Seite (damit das Objekt die Schnittfliche kreuzt)
und ein drittes in der Schnittfliche. Die Zuordnung tritt deshalb nur bei der Zell- und
Facettenteilung auf, nicht aber bei der Kantenteilung.

Die Zuordnung eines Oberflichenobjektes zu einem Teilobjekt geschieht durch die Verédnde-
rung des Wertes der Lagefunktion dieser Oberflichenobjekte, das heifit durch die Zuord-
nung zur positiven oder negativen Seite. Nach diesem Schritt gibt es keine Oberflachen-
objekte des Typs {0} mehr. Die Lageverédnderung wird nicht in die nachfolgende Teilung
kreuzender Oberflichenobjekte (Schritt 3) einbezogen, sondern dient nur der Auswahl von
Schnittobjekten bei der Erzeugung der Trennobjekte (Schritt 4).

Zusammenhangskomponenten. Fiir die Behandlung der Oberflichenobjekte des Typs
{0} spielen deren Zusammenhangskomponenten eine wesentliche Rolle. Werden némlich
zwei aneinandergrenzende Oberflichenobjekte verschiedenen Seiten zugeordnet, so muss
das gemeinsame Ober-Oberflichenobjekt in die Berandung der Trennkurve (bzw. Trenn-
fliche) aufgenommen werden. Das heifit, dass die Schnittfliche den Rand des Objektes
dort schneidet. Wenn die Position solcher Ubergénge nicht eindeutig bestimmt ist, treten
unerwiinschte Abhéngigkeiten der Trennobjekterzeugung von der Speicherorganisation der
Implementierung (z. B. Reihenfolgeabhéngigkeiten) auf. Diese Mehrdeutigkeiten kénnen
durch die Betrachtung von Zusammenhangskomponenten dieser Oberflichenobjekte weit-
gehend vermieden werden.

Schnittfreiheit. Da iiber den Verlauf der neu zu erzeugenden Trennobjekte keine Infor-
mationen zur Verfiigung stehen, miissen deren Oberflichenobjekte so gewihlt werden, dass
keine Schnitte mit vorhandenen Objekten entstehen konnen. Da alle als Oberflichenobjek-
te in Frage kommenden Objekte die Lage {0} haben, verlaufen die Trennobjekte aufgrund
des Extremalprinzips 3.8 in der breiten Schnittfliche. Somit konnen keine Schnitte mit
Objekten der Typen {41} und {—1} auftreten, kreuzende Objekte (Typ {+1,0, —1}) exi-
stieren zum Zeitpunkt der Trennobjekterzeugung (Schritt 4) nicht mehr.

Werden die Trennobjekte so erzeugt, dass ihre Projektionen auf die Schnittfliche die Pro-
jektionen der Oberflichenobjekte des Typs {0} nicht schneiden, so sind auch Kollisionen
mit diesen Objekten ausgeschlossen. Werden alle anderen Objekte des Typs {0} (52, S3)
in die Berandung der Trennfliche aufgenommen, so werden auch Schnitte mit Objekten
der Typen {+1,0} und {—1,0} verhindert.

Koénnen nun Ober-Oberflichenobjekte gefunden werden, die den Rand der Projektion re-
présentieren (“Extremalobjekte”) und eine zuléssige Oberfléche bilden, kénnen die Zusam-
menhangskomponenten entlang dieser Extremalobjekte aufgespalten und der entsprechen-
den Seite zugeordnet werden. Die ausgewdhlten Extremalobjekte werden in die Berandung
der Trennobjekte aufgenommen.
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Uberlappende Projektionen

Uberlappen sich die Projektionen verschiedener Komponenten, so miissen diese Uberlap-
pungen zuvor aufgeldst und zusétzliche Verbindungsobjekte erzeugt werden, die ebenfalls
in die Berandung der Trennobjekte aufgenommen werden. Ist die Projektion einer Kom-
ponente in der Projektion einer anderen enthalten, so wird die enthaltende Komponente
aufgeteilt und die enthaltene Komponente einer Seite so zugeordnet, dass die Zuordnung
mit der Aufteilung der enthaltenden Komponente konsistent ist, vgl. Abbildung 3.10. Sind
die Projektionen zweier Komponenten gleich, so wird eine Komponente als enthaltende
Komponente ausgewéihlt.

Abbildung 3.10: Uberlappende Projektionen: breite Schnittfliche (gestrichelt), Kompo-
nentengrenzen (gepunktet), Uberlappung zwischen (c) und (d)

Haben die Projektionen verschiedener Komponenten echte Schnitte, so liegen die Ex-
tremalobjekte der Projektion auf verschiedenen Komponenten. Dies bedeutet, dass alle
Komponenten sowohl Oberflichenobjekte (Facettenteilung: Kanten, Zellteilung: Facetten)
enthalten, die dem positiven Halbraum als auch Oberflichenobjekte, die dem negativen
Halbraum zugeordnet werden miissen, vgl. Abbildung 3.11. Dadurch ist es notwendig,
auf den Komponenten zuséitzliche Ober-Oberflichenobjekte auszuzeichnen, in denen die
Zuordnung zu einem Halbraum wechselt. Aus diesen Ober-Oberflichenobjekten werden
zusitzliche Trennobjekte aufgebaut, die verschiedene Komponenten miteinander verbin-
den.

Die Wahl dieser Objekte ist nicht eindeutig. Aus Sicht der Gitterstruktur ist sie nur durch
die Forderungen beschriankt, dass alle ausgew#hlten Ober-Oberflichenobjekte (insbeson-
dere die Extremalobjekte) in die Berandung aufgenommen werden und dass die Verbin-
dungsobjekte keine vorhandenen Objekte des Gitters schneiden. Da diese Fragestellung
insbesondere fiir grobe Gitter mit mehrfach zusammenhéngenden Réndern in einer frithen
Phase der Gitterverfeinerung eine Rolle spielt, hat die Wahl der Schnittobjekte Einfluss
auf die Gestalt der im weiteren Verlauf der Gitteradaption entstehenden Objekte.

3.5 Gittervergroberung

Der Gittervergroberung kommt insbesondere bei instationédren Simulationen eine hohe
Bedeutung zu. Durchwandert beispielsweise eine Schockfront das Rechengebiet, so wird
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Abbildung 3.11: Uberlappende Projektionen: breite Schnittfliiche (gestrichelt), Kompo-
nentengrenzen (gepunktet), Uberlappung zwischen (b) und (c)

das Rechengebiet an allen Stellen, die mit der Schockfront in Beriihrung kommen, sehr
stark verfeinert. Dies fithrt schliefllich zu einer Verfeinerung des gesamten Rechengebietes
mit der fiir die Auflésung der Unstetigkeit notwendigen hohen Anzahl von Gittermaschen.
Die lokale Vergréberung von Bereichen des Gitters, die zu fein aufgelost sind, bietet in
diesem Falle eine effiziente Moglichkeit, den numerischen Aufwand zu reduzieren.

Die Vergroberung von polyhedral bzw. polygonal berandeten Gittermaschen im Kontext
der hier vorgestellten Gitterstruktur lédsst sich durch Zusammenlegen benachbarter Git-
termaschen leicht erreichen, weil keine Einschréinkungen an die Anzahl der Oberflichen
zu beachten sind. Werden alle gemeinsamen Oberflichenobjekte zweier benachbarter Ma-
schen aus dem Gitter entfernt, so kann die neu entstehende Masche durch die verbleibenden
Oberflaichen beschrieben werden. Dabei bleiben alle Orientierungen erhalten. Abbildung
3.12 illustriert diesen Vorgang.

Abbildung 3.12: Zusammenlegen benachbarter Maschen

Eine l6sungsorientierte Gittervergroberung, die sich z. B. an kompatiblen Rekonstruktio-
nen in benachbarten Kontrollvolumen orientiert, kann zu duflerst unkonventionell geform-
ten Gitterobjekten (z. B. Ringen, Schlangen) fithren. Obwohl Rechnungen auf solchen
Maschen moglich sind, ist bei der Verwendung solcher Maschen gegenwiirtig auch kein
besonderer Vorteil erkennbar. Da nur wenig Information iiber die Form einer Masche ab-
geleitet werden kann und fundierte Mafstébe zur Bewertung einer Maschengeometrie feh-
len, wird die Generierung solcher Maschen unterdriickt. Deshalb werden zur Vergroberung
immer nur diejenigen Oberflichen einer Masche zugelassen, welche als letzte in die Ma-
sche eingefiigt wurden. So besitzen die durch Vergréberung erzeugten Maschen die gleiche
Form wie die Maschen, aus denen sie zuvor durch Gitterverfeinerung entstanden waren,

vgl. Abbildung 3.13.
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Abbildung 3.13: Vergroberung durch Riicknahme einer Verfeinerung

3.6 Gittertransformation

Die Verschiebung von Gitterknoten unter Beibehaltung der Gittertopologie (“m-refine-
ment”) erlaubt eine sehr gezielte Anpassung des Gitters an Unstetigkeiten der Losung,
[38]. Eine weitere Motivation fiir den Einsatz dieser Technik ist die Moglichkeit, die Gestalt
der Kontrollvolumen oder die Lage der benachbarten Schwerpunkte zu veréndern, [14].

Die Translation der Knoten des Gitters mittels beliebiger, knoten-spezifischer Vektoren
kann jedoch zu Gitterobjekten mit negativen Léngen, Flachen bzw. Volumina fithren oder
Schnitte zwischen Objekten hervorrufen, die nicht durch Gitterobjekte reprisentiert sind
und so die Konsistenz des Gitters beschidigen. Ferner diirfen Randknoten, die die Geo-
metrie reprisentieren, nur entlang der Oberfliche verschoben werden. Ein Ansatz zur
Kontrolle der Verschiebungsvektoren bzw. der Maschengeometrie in 2D beruht auf der
Betrachtung der Dreiecke, die von einer Kante und dem Schwerpunkt der Facette gebildet
werden. Ist die Facette sternformig beziiglich ihres Schwerpunktes, so haben alle diese Drei-
ecke einen positiven Flidcheninhalt. Die Verschiebungsvektoren kénnen so begrenzt werden,
dass diese Figenschaft erhalten bleibt. Damit kann keine Kante die Verbindungslinien der
Endpunkte mit dem Schwerpunkt der Facette iiberqueren. Auf diese Weise kann garan-
tiert werden, dass der Flicheninhalt der Facette positiv bleibt und keine unkontrollierten
Schnitte zwischen existierenden Kanten entstehen.

In 3D koénnen analog die Tetraeder betrachtet werden, die von einer Kante, dem Schwer-
punkt einer angrenzenden Facette und dem Schwerpunkt der Zelle gebildet werden. Die
Verschiebung von Gitterknoten in 3D wirft jedoch noch ein anderes Problem auf. Dazu
betrachten wir zwei Facetten mit vier oder mehr Kanten, die nicht in einer Ebene liegen
und eine gemeinsame Kante besitzen. Werden die Endknoten der gemeinsamen Kante in
einer Richtung senkrecht zur Kante verschoben, so wird wenigstens eine der beiden Facet-
ten dadurch gekriimmt. Dadurch kénnen zusétzliche Diskretisierungsfehler hervorgerufen
werden, etwa wenn die Berechnung der Flidchen- bzw. Rauminhalte von Facetten bzw.
Zellen nur ebene Flichen und eben berandete Zellen korrekt behandelt. Ein verwandtes
Problem ist die Erhaltung der Konsistenzordnung der Flussintegration bei Verwendung
gekriimmter Flidchen. Dazu sind iiber korrekte Fldchen- und Rauminhalte hinaus zusétz-
liche Integrationspunkte auf jeder Fliche notwendig. Werden die Zellen ausschliellich von
dreieckige Facetten berandet, tritt dieses Problem nicht auf, weil Dreiecke unter beliebiger
Translation ihrer Eckpunkte eben bleiben.

3.7 Zusammenfassung

Die in Abschnitt 3.1 spezifizierten Gitterstruktur unterstiitzt die Reprasentation duflerst
komplexer Maschen, z. B. Abbildung 3.2. Diese Maschen kénnen von beliebig vielen Ober-
flichen berandet sein, die Oberflichen kénnen selbst wieder eine komplexe Struktur haben.
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Nicht-konvexe Facetten und Zellen kénnen ebenso dargestellt werden wie nicht einfach zu-
sammenhéngende Maschen oder Maschen mit mehrfach zusammenhéngender Oberfléche.

3.7.1 Struktur von Gitteradaptionstechniken

Ein Algorithmus zur Gitteradaption besteht im Grundsatz aus zwei unterschiedlichen Tei-
len. Der erste Teil verdindert eine vorhandene Gitterstruktur aufgrund geometrischer Ar-
gumente, z. B. werden Kanten halbiert oder Schnitte durch den Schwerpunkt der Maschen
gelegt. Der zweite Teil besteht darin, die Konnektivititsrelationen so anzupassen, dass die
Einschriankungen der Gitterreprisentation erfiillt werden kénnen. Bevor der numerische
Losungsprozess auf dem adaptierten Gitter fortgesetzt werden kann, miissen die dafiir
notwendigen Geometrieparameter neu bestimmt werden.

Diese Zweiteilung fiihrt zu sehr unterschiedlichen Adaptionstechniken. Das eine Extrem
stellen dabei strukturierte Gitter dar, deren Struktur durch globale Bedingungen einge-
schrénkt ist. Da die Struktur der Konnektivititsrelation global festgelegt ist, konzentrieren
sich die Adaptionstechniken auf die Manipulation der durch die Knoten gegebenen geo-
metrischen Aspekte des Gitters.

Das andere Extrem tritt bei “gitterlosen” Diskretisierungstechniken auf. Diese beruhen auf
Knoten im Rechengebiet, die iiber beliebige Nachbarschaften (Punktwolken) miteinander
verbunden sind, [41, 42, 55]. Die Bezeichnung “gitterlos” bedeutet dabei, dass die Knoten-
nachbarschaften nicht durch Kanten beschrieben sind. Diese Nachbarschaftsbeziehungen
bilden zusammen mit den Knoten einen Graphen, der die rdumliche Diskretisierung des
Rechengebietes beschreibt. Dieser Graph stellt das “Gitter” der gitterlosen Diskretisierung
dar.

Fiir die Anpassung der Nachbarschaftsrelationen nach einer Adaption der Knotenmenge
stehen hier keine, durch eine Gitterstruktur motivierten, geometrischen Heuristiken mehr
zur Verfiigung, so dass auf konventionelle Gittergeneratoren zuriickgegriffen wird.

Der hier gewahlte Ansatz polyhedraler Maschen ist dem gitterlosen Ansatz sehr verwandt.
Aus der Maschendefinition ergeben sich nur noch wenige Einschriankungen fiir die Wahl der
Nachbarschaftsbeziehungen. Im Gegensatz zu “gitterlosen” Gittern existiert aber noch eine
geometrische Interpretation einer Gittermasche, die Anhaltspunkte fiir die Gitteradaption
bietet.

3.7.2 Vorteile des gewihlten Ansatzes

Gegeniiber anderen Gittertechniken bietet der hier verfolgte Ansatz eine natiirliche Mog-
lichkeit zur Darstellung komplexer Rechengebiete, deren Repréisentation beispielsweise
durch strukturierte Multiblockgitter einige Anstrengung erfordert. Gleichzeitig sind dazu
nur wenige Maschen nétig, weil eine Masche beliebig viele Oberflichen haben kann. So muss
ein unstrukturiertes Initialgitter wenigstens ungefihr so viele Maschen wie Oberflichen ha-
ben, um eine Geometrie iiberhaupt repréisentieren zu kénnen, vgl. z. B. Abbildung 3.25
in [6]. Das Minimalgitter ist allein durch die Beschrankungen der Maschendefinition fest-
gelegt. Im Falle eines einzelnen 2D Tragfliigelprofils besteht es aus extrem gestreckten
Dreiecken, die jeweils eine Kante des Profils mit einem Knoten des umschlieBenden Ran-
des des Rechengebietes verbinden. Auf einem solchen Gitter Losungen zu ermitteln bereitet
Schwierigkeiten. In unserem Ansatz lassen sich auf einem Gitter fiir ein solches 2D-Profil,
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welches ungefihr so viele Randkanten wie Kontrollvolumen hat, die Maschen frei wahlen
und die wesentlichen Eigenschaften der Losung ermitteln. Die fiir eine Simulation notwen-
dige Anzahl von Maschen, um eine adaptive Verfeinerungsstrategie verfolgen zu kénnen,
wird allein von numerischen Gesichtspunkten kontrolliert.

Die Flexibilitdt der Gitterstruktur erlaubt es, die ansonsten eng an die Erzeugung des
Raumgitters gekoppelte Oberflichengittererzeugung vollig unabhéngig auszufithren. Ins-
besondere bei unstrukturierten Tetraedergittern wird die Gittererzeugung durch Riick-
kopplungen zwischen diesen beiden Schritten erschwert, vgl. auch Abschnitt 2.2.3. Dabei
spielt die Tatsache eine wesentliche Rolle, dass das Rechengebiete nicht von vorneherein
als Gitter représentiert werden kann. Der hier verfolgte Ansatz erlaubt es, das Raumgitter
ausschliellich durch adaptive Verfeinerung zu erzeugen. Gleichzeitig wird dadurch erreicht,
dass die Gittergenerierung vollstéindig in den Simulationsprozess integriert werden kann
und so als separater Arbeitsschritt entfillt.

Polygonale bzw. polyhedrale Kontrollvolumen werden auch in anderen Ansétzen seit Lan-
gerem eingesetzt, z. B. [61]. So werden beispielsweise in knoten-zentrierten Ansétzen
polygonale Kontrollvolumen implizit dargestellt. Das numerische Verfahren benutzt da-
zu Kontrollvolumen, die dual zu einer explizit représentierten Triangulierung sind, vgl.
[5]. Eine weiterer, typischer Fall, in dem polygonale Kontrollvolumen eingesetzt werden,
sind Mehrgitterverfahren, deren grobe Gitter durch Agglomeration hergestellt werden, vgl.
[33, 39]. Die explizite Reprisentation der Kontrollvolumen ist zwar komplizierter, bietet
aber bessere Handhabe bei der Analyse und Visualisierung wesentlicher Eigenschaften des
numerischen Verfahrens. Dariiberhinaus wurde eine der Gitterstruktur angepasste Verfei-
nerungsstrategie entwickelt und implementiert, die die Flexibilitdt der Gitterstruktur fiir
die numerische Simulation nutzbar macht. Weder werden allzu ungewohnliche Maschen
erzeugt, noch ist man auf einen konventionellen Gittergenerator angewiesen, der lediglich
drei oder vier verschiedene Polyedertypen unterstiitzt.

Durch die Verwendung komplexer Maschen entfillt ein Teil des Preprocessing durch In-
tegration in das numerische Simulationsverfahren. Alle die Gittererzeugung betreffenden
Operationen sind in das Losungsverfahren integriert: Verfeinerung, Vergroberung, Gitter
fiir Multilevel-Verfahren, verteilte Gitter fiir Rechner mit verteiltem Speicher. Diese Inte-
gration stellt die herausragende Eigenschaft dieses Ansatzes dar, weil sie die Moglichkeit
bietet, Gitter und Losungswerte als Teile einer Gesamtlosung zu behandeln.

Den genannten Vorteilen stehen Nachteile gegeniiber, die hiufig die Starken anderer An-
sitze darstellen. Trotz intensiver Arbeit auf dem Gebiet der Gittergenerierung hat sich
bis heute keine Gittertechnik in allen Anwendungsbereichen durchsetzen kénnen. Statt-
dessen hat sich eine wachsende Palette von Techniken entwickelt, die jeweils spezifische
Aspekte in den Vordergrund stellen. Diese Entwicklung verdeutlicht das Spannungsfeld
widerspriichlicher Anforderungen, denen die numerische Simulation ausgesetzt ist, z. B.
die Notwendigkeit hohe Rechenleistung zu erzielen, die Notwendigkeit adaptive Techniken
einzusetzen oder die steigende Komplexitéit der betrachteten Untersuchungsgebiete.

3.7.3 Speicherbedarf

Die Reprisentation des Gitters durch Knoten, Kanten, Facetten und Zellen sowie aller
Relationen zwischen diesen Gittern bedeutet einen zusétzlichen Speicheraufwand. Im Ver-
gleich dazu werden in einem Tetraedergitter nur Knoten, Tetraeder und die Konnektivitét
von Tetraedern zu Knoten repréasentiert.
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Die Speicherung aller Gitterobjekte und Relationen wurde aber trotzdem vorgesehen,
weil diese Entscheidung am Anfang der Entwicklung getroffen werden musste, ohne dass
die konkreten Anforderungen der Gitterteilung oder des numerischen Verfahrens bereits
klar gewesen wéiren. Sie bot eine zuverldssige Grundlage, auf der die Implementierung
durchgefiihrt werden konnte. Dariiberhinaus bestand die Notwendigkeit, einen klaren Ent-
wicklungspfad von 2D nach 3D vorzusehen. Die dafiir gefundene Losung beruht auf einer
dimensionsunabhéngigen Formulierung des numerischen Verfahrens, verkniipft mit einer
selbstdhnlichen Struktur der Geometrie. Diese Selbstéhnlichkeit beruht auf der Speiche-
rung aller Gitterobjekte und wird in Abschnitt 5.2.1 genauer erldutert.

Da zwischen den Anzahlen der verschiedenen Gitterobjekte keine festen Beziehungen be-
stehen, sind alle Angaben auf die Kontrollvolumen bezogen. In der vorliegenden Imple-
mentierung werden fiir einen typischen 2D-Fall (NLR-7301-Profil mit Klappe, 10576 Kon-
trollvolumen) pro Facette ca. 2.4 KB Speicherplatz benétigt, davon 1.3 KB in der Facette
selbst und 0.2 KB fiir die Konnektivitéit. Das Gitter enthélt 1.3 Knoten und 2.2 Kanten pro
Facette. In einem 3D-Testfall (Kanal mit zwei Rampen, 16326 Kontrollvolumen) wurden
pro Zelle insgesamt ca. 3.1 KB Speicherplatz benétigt, davon 1.3 KB in der Zelle selbst
und 0.5 KB fiir die Konnektivitit. Das Gitter enthélt ca. 2.6 Facetten, 2.8 Kanten und
1.0 Knoten pro Zelle. Realistische Testfille miissen zeigen, ob diese Zahlen fiir 3D typisch
sind.

3.7.4 Rekursivitidt des Teilungsalgorithmus

Wie bereits beschrieben, folgt der Teilungsvorgang dem Baum der Konnektivititsrelation
vom aktuellen Kontrollvolumen bis zu den Knoten. Wihrend der Baum der Relationen
zwischen dem Wurzelobjekt und den Knoten abgearbeitet wird, werden Daten, die von
der Wahl der Schnittfliche und den Relationen abhéngig sind, gesammelt.

Jedes Objekt wertet die von seinen Relationen gesammelten Informationen aus und gibt
eine Zusammenfassung der Information den Baum hinauf zuriick. Diese Daten sind in
natiirlicher Weise mit den Relationen des aktuellen Baumes verkniipft und werden nicht
léinger benotigt, wenn ein Zweig des Baumes abgearbeitet ist. Diese tempordren Daten
konnen auf dem Aufrufstapel zusammen mit der Funktionsaufruffolge des Algorithmus
gespeichert werden, d. h. dass die Teilung eines Objektes komplett abgeschlossen sein
muss, bevor ein anderes Objekt des gleichen Levels bearbeitet werden kann.

Dies bedeutet, dass der Verfeinerungsalgorithmus auf Vektorarchitekturen (SIMD) nicht
einfach zu vektorisieren ist. Fiir die Vektorisierung miissten die kurzen Schleifen den Baum
hinab mit den Schleifen iiber alle Objekte vertauscht werden. Neben anderen Schwierig-
keiten miissten dazu alle tempordren Daten zwischengespeichert werden bis der néchst
hohere Level fertig bearbeitet ist. Die Grofle der anfallende Datenmenge ist proportional
zur Anzahl aller Pfade durch den Konnektivitdtsbaum und wiirde die Grofle des Speicher-
platzes, der fiir das Gitter notwendig ist, deutlich iibersteigen. Dadurch wiirde die maximal
mogliche Grofle eines Gitters auf einen Bruchteil des verfiigbaren Speichers beschrinkt.

Diese Uberlegung fiihrt zu dem Schluss, dass eine Vektorisierung des Verfeinerungsalgo-
rithmus auf diese Weise nicht erreicht werden kann, weil der vorgestellte Algorithmus grofie
Mengen temporérer Daten produziert, die in rekursiver Weise berechnet, gespeichert und
genutzt werden miissen.



Kapitel 4

Eine Finite-Volumen-Methode auf
allgemeinen Maschen

Dieses Kapitel beschreibt die gewéhlte, zell-zentrierte Finite-Volumen-Methode und ihre
Komponenten: das grundlegende Finite-Volumen-Schema, die Berechnung und Integration
der Fliisse (4.2), die Techniken der linearen Rekonstruktionen (4.3), die Implementierung
der Randbedingungen (4.4), das Zeitschrittverfahren (4.5) und die Limitierung der Re-
konstruktion (4.6). Dieses Verfahren wird in der vorliegenden Arbeit exemplarisch auf das
mathematische Modell reibungsfreier, kompressibler Stromungen angewendet (vgl. Kapitel
6), ist darauf aber nicht beschrénkt. In Abschnitt 4.1 werden deshalb das beschreibende
System der Euler-Gleichungen vorgestellt.

Fiir das Verstédndnis und die Beschreibung physikalischer Vorgéinge haben sich Erhaltungs-
und Extremalprinzipien als Grundbausteine erwiesen. So beschreibt ein Erhaltungsgesetz
das Prinzip, dass sich die betrachteten Zustandsgréoflen nur durch Zu- oder Abfluss iiber
die Systemgrenzen &ndern, wihrend einem Extremalgesetz die Tatsache zu Grunde liegt,
dass ein System sich im Gleichgewichtszustand befindet, wenn die enthaltene “Energie”
minimal ist.

In mathematischer Form stellen sich Erhaltungsprinzipien als partielle Differentialglei-
chungen in Divergenzform und Extremalprinzipien als Minimierungsaufgabe iiber Inte-
gralformen (Energiefunktionale) dar. Unter erhthten Anforderungen an die Differenzier-
barkeitseigenschaften der Losung kdnnen sie dquivalent als partielle Differentialgleichungen
formuliert werden. Obwohl der stationéren Erhaltungsgleichung, Glg. 4.7, keine Extremal-
aufgabe entspricht, existieren fiir eine Reihe wichtiger Fille dquivalente Formulierungen
als Extremalaufgabe, z. B. fiir die reibungs- und rotationsfreie, isentrope Strémung.

4.1 Erhaltungsgleichungen

Als der grundlegende Mechanismus fiir die Beschreibung von Stréomungsvorgédngen wird die
Erhaltung von Masse, Impuls und Energie angesehen, [26]. Deshalb soll auf die allgemeine
Erhaltungsgleichung in integraler Form und die zugehorige Darstellung als partielle Dif-
ferentialgleichung eingegangen werden. Dariiberhinaus sollen die Erhaltungsgleichungen
fiir die reibungsfreie Stromung (Euler-Gleichungen) eines idealen Gases sowie Modellglei-
chungen vorgestellt werden, die Teilaspekte der Euler-Gleichungen modellieren und zur
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Verifikation der numerischen Verfahren eingesetzt wurden. Eine ausfiihrliche Darstellung
verschiedener, mathematischer Modelle zur Approximation der Strémung von Fluiden fin-
det sich z. B. in [26].

Die allgemeine Erhaltungsgleichung

Die in Zeit und Raum integrierte Form der instationédren Erhaltungsgleichung,

/‘ oty 7) dA(T +1/ (to, %) AA(& +:égj:15’ dtdo(@) =0  (4.1)

verkniipft die Anderung der ZustandsgroBen

/@@@dM@GRm
Q

im Kontrollvolumen Q C R? im Zeitinterval to, ;[ mit dem Fluss iiber die Oberfliiche 99
des Kontrollvolumens, beschrieben durch den Flusstensor F' € R™*¢, der von der Dichte
 der Zustandsgrofen und der nach auflen gerichteten Oberflichennormale o abhéngt. Die
Abhangigkeit des Flusstensors von der Oberflichennormale ist linear.

Ist die Losung differenzierbar, so erhélt man durch Anwendung des Gaufischen Integral-
satzes auf Glg. 4.1 die dazu dquivalente Formulierung als partielle Differentialgleichung,

Opp(t, @) + div F(p(t, &) =0 (4.2)
und durch Anwendung der Kettenregel die nicht-konservative Darstellung
&p
0 t,7) =0 4.3
ho(t EE) 331( , &) (4.3)

’le

Trotz glatter Anfangs- und Randbedingungen kénnen die Losungen von Erhaltungsglei-
chungen Unstetigkeiten aufweisen, deren numerische Behandlung eine besondere Heraus-
forderung fiir die Diskretisierung darstellt.

Das System der Euler-Gleichungen

Das folgende Gleichungssystem beschreibt den reibungsfreien Transport (3D) eines Fluids,
definiert durch die Erhaltungsgréfien Masse, Impuls und Totalenergie

p pU1 pU2 pU3
pu1 pvi+p pUIV2 pULV3
O pv2 | +div pU2v1 pv3 +p pU2V3 =0 (4.4)
pU3 pPU3VL pU3V2 pv3 +p
pE (PE +p)vr  (pE+p)vz (pE + p)us
=ip =:F(p)

in den Variablen (Massen-)Dichte p, Druck p, Geschwindigkeit ¥ = (v1, v2,v3)" und Total-
energie . Das Gleichungssystem stellt sich in vektorieller Notation mit dem Vektor der
Zustandsdichten ¢ wie folgt dar

Ot
Oip+divF(p) =0 mit F(p) = -9 +p| Id (4.5)

ot
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und wird durch eine algebraische Zustandsgleichung fiir das Fluid geschlossen. Fiir ideale
Gase nimmt diese Zustandsgleichung die Form

p=(v—1)(oE ~ pllil?) (16)

an. Dabei bezeichnet ¢, bzw. ¢, die spezifischen Warmekoeffizienten bei konstantem Druck
bzw. konstantem Volumen und vy = ¢, /¢, ihr Verhiltnis (fir Luft gilt: v ~ 1.4).

4.2 RAaumliche Diskretisierung

Ausgehend von den drei Darstellungsformen (Erhaltungsgleichung, Extremalaufgabe und
partielle Differentialgleichung) wurden verschiedene Diskretisierungstechniken entwickelt,
die jeweils den Charakter der zu Grunde liegenden mathematischen Formulierung betonen.

So spiegelt der Finite-Differenzen-Ansatz die Bildung partieller Ableitungen wider, wéih-
rend der Finite-Elemente-Ansatz die Approximation schwacher Ableitungen zum Aus-
gangspunkt nimmt und durch diskrete Extremalprinzipien motiviert ist. Ebenso wie der
Finite-Elemente-Ansatz beruht der Finite- Volumen-Ansatz auf schwachen Ableitungen,
fithrt aber auf diskrete Erhaltungsprinzipien. Die entstehenden diskreten Formulierungen
sind in Spezialfillen zueinander dquivalent. Uber die bereits erwihnten Ansitze und deren
Varianten hinaus finden noch verschiedene andere Diskretisierungstechniken Anwendung,
z. B. Spektralmethoden [37], Partikel-Verfahren [19, 55, 66, 67]) und kinetische Verfahren
[44].

Fiir die Anwendung auf Probleme der Stromungsmechanik, die durch Erhaltungsprinzipien
beschrieben sind, erscheint die Wahl eines Finite-Volumen-Ansatzes vorteilhaft, der dieses
Prinzip auch diskret widerspiegelt. Diese Eigenschaft ist umso wichtiger, je geringer die zu
erwartende “Qualitdt” der Gitter ist, da der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit auf der
Untersuchung der numerischen Eigenschaften einer hochst flexiblen Gitterstruktur (vgl.
Kapitel 3) liegt. Dariiberhinaus ist die Formulierung in natiirlicher Weise auf beliebigen
Maschen einsetzbar, erlegt also keine Einschrinkungen bei der Wahl der Maschenformen
auf. Demgegeniiber werden Finite-Differenzen- und Finite-Elemente-Ansétze auf festen
Maschenformen, z. B. Dreiecken, Vierecken und ihren 3D-Aquivalenten angewendet.

In diesem Abschnitt sollen die Bausteine der rdumlichen Diskretisierung eines zell-zentrier-
ten Finite-Volumen-Verfahrens beschrieben sowie die Grundlagen numerischer Flussfunk-
tionen und ihre numerischen Integration dargestellt werden. Die iibrigen Aspekte der Dis-
kretisierung werden in den folgenden Abschnitten diskutiert: Rekonstruktionstechniken in
Abschnitt 4.3 und 4.6, die Behandlung der Randbedingungen in Abschnitt 4.4 und das
Zeitschrittverfahren in Abschnitt 4.5.

4.2.1 Finite-Volumen(FV)-Diskretisierung
Diskretisierungstechnik

Ausgehend von der zu Grunde liegenden stationéren Differentialgleichung

divF(¢) =0 (4.7)



66 KAPITEL 4. FINITE-VOLUMEN-METHODE

erhidlt man das diskrete Gleichungssystem durch Integration iiber ein Bilanzvolumen )
und die Anwendung des Gauf’schen Integralsatzes (partielle Integration). Dabei wird das
Raumintegral {iber die Terme der rdumlichen Ableitungen in ein Oberflichenintegral iiber
den Flusstensor F' mit dem nach auflen gerichteten Normalenvektor o umgewandelt:

/(mF(cp)da:O.

Das Oberfliachenintegral wird durch numerische Integration ausgewertet. Die dazu benotig-
ten Werte von ¢ an den Integrationspunkten werden mit Hilfe der Losung eines Appro-
ximationsproblems (Rekonstruktion) aus den Mittelwerten der Zustandsdichte ermittelt,
die als Unbekannte dienen.

Varianten des Finite-Volumen-Verfahrens

Es haben sich verschiedene Varianten dieser Methode entwickelt, die nach der Lokalisierung
der Unbekannten im Gitter und der Wahl der Kontrollvolumina unterschieden werden.

Der zell-zentrierte (“cell-centered”) Ansatz benutzt die Maschen des gegebenen Gitters
als Kontrollvolumen und lokalisiert die Unbekannten in den Schwerpunkten der Maschen.
Die Werte an den Integrationspunkten der Maschenoberflichen werden durch Ermittlung
einer Rekonstruktion extrapoliert. So stehen an jedem Integrationspunkt zwei verschiede-
ne Werte aus den angrenzenden Bilanzvolumen zur Verfiigung, die zur ndherungsweisen
Losung eines eindimensionalen lokalen Riemann-Problems herangezogen werden.

Der knoten-zentrierte (“node-centered”) Ansatz lokalisiert die Unbekannten in den Kno-
ten des Gitters, als Kontrollvolumen werden duale Maschen benutzt. Diese kénnen bei-
spielsweise aus der Verbindung der Kantenschwerpunkte (“centroid dual”) oder zusétz-
lich der Facetten- und Zellschwerpunkte (“median dual”) entstehen. Dieser Ansatz bie-
tet eine Reihe praktischer Vorteile. So konnen die Werte an den Integrationspunkten
durch lineare Interpolation aus den angrenzenden Knoten ermittelt werden (centroid du-
al/unstrukturiertes Gitter, oder bei strukturierten Gittern). Der Ansatz fithrt auf einem
unstrukturierten Dreiecksgitter auf vielseitige Kontrollvolumen und wird besonders in 2D
bevorzugt eingesetzt. Bei reibungsbehafteten Stromungen kénnen zur Diskretisierung der
Reibungsterme Finite-Elemente-Techniken eingesetzt werden.

Beim Zelleckpunktsansatz (“cell-vertex”) werden knoten-zentrierte Variable und die durch
das Gitter gegebenen Maschen als Kontrollvolumen benutzt. Das maschen-zentrierte Re-
siduum wird mit Hilfe von Gewichtungsoperatoren auf die Knoten verteilt. Eine Variante
dieser Verfahren, das “multi-dimensional upwinding”, wéhlt die Gewichte entsprechend
einer losungsorientierten Analyse der Transportrichtungen [50].

Die hier vorgestellten Varianten der Finite-Volumen-Methode weisen im Hinblick auf den
Einsatz polyhedraler Maschen verschiedene Eigenschaften auf. Der zell-zentrierte Ansatz
bietet die klare Analogie zwischen Gitter und Kontrollvolumen und erleichtert dadurch die
Analyse und Visualisierung der Verfahrensparameter, die nicht durch ihre Zugehorigkeit
zu dualen, aber unsichtbaren Maschen verwischt werden. Dariiberhinaus 148t sich der An-
satz in einfacher Weise von 2D auf 3D erweitern. Der knoten-zentrierte Ansatz bietet den
Vorteil, auf einem unstrukturierten Gitter aus Dreiecken bzw. Tetraedern Kontrollvolu-
men mit vielen Oberflaichen bereitzustellen. Stellt man die so erhaltenen Kontrollvolumen
(beispielsweise des centroid dual) aber selbst als Maschen dar und bildet erneut das duale
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Gitter, so erhélt man im Wesentlichen das Ausgangsgitter zuriick, d. h. die Verwendung
polyhedraler Maschen bringt keinen Vorteil. Die bei einem Zelleckpunktsansatz notwen-
digen Gewichtungsoperatoren beruhen auf elementargeometrischen Uberlegungen, deren
Anwendung auf polygonale Maschen problematisch sind. Besonders deutlich wird dies,
wenn beim “multi-dimensional upwinding” die Kante identifiziert werden muss, die in
Konvektionsrichtung einem Knoten der Masche gegeniiberliegt.

So stellt die ausgewihlte zell-zentrierte Finite-Volumen-Diskretisierung eine dem zu 16sen-
den Problem und der gewiinschten Gitterrepréisentation angepasste, erfolgversprechende
Standardtechnik dar.

4.2.2 Diskretisierungsansatz

Auf einem in offene, nicht-iiberlappende Kontrollvolumen §; C R (j € J), aufgeteilten
Rechengebiet (2 = 3", €); und dem Zeitintervall Jto,¢;[C R fiihrt das zell-zentrierte Finite-
Volumen-Verfahren auf den folgenden Diskretisierungsansatz fiir Glg. 4.1:

/ (t1,Z)d\ = / (to, % d)\—Z/ (t, %)) dodt,
Q; t

keN; *to fmfk

wobei Nj_ die I_ndizes der iiber Seiten benachbarten Kontrollvolumen von 2; enthélt und
0y, == Q; N Qy, den an €2, grenzenden Teil der Oberfliche von €2; bezeichnet.

Wird der Inhalt des Kontrollvolumens €2; mit

)\]’ = )\(QJ) = /Q 1 d)\
J

bezeichnet und als Unbekannte der mittlere Zustand im Kontrollvolumen

_ 1 S
70 = 1 | i)y (48)
J /9y
eingesetzt, so erhilt man
t1
ait) = pit)— 5 X [ [ Fe(ta) dodt.
Aj ken; 7t 0%k

Die Auswertung des Oberflichenintegrals iiber 9€);;, erfolgt iiber eine Quadraturformel
mit 72 Integrationspunkten &, und Seitennormalen 8y, (n = 1...7). Bezeichnet man
das Produkt des Flusstensors F'(¢) mit der Seitennormalen § als Flussvektor f(y,§), so
erhilt man die folgende Approximation des Oberflichenintegrals

50 F(@(tvf)) do ~ Zf(sp(tafjk,n)agjk,n) .
jk n

Um den Ansatz zu schlieflen, wird eine Beziehung zwischen ¢, (t) und ¢(t, ) bzw. F(p(t, Z))
benétigt. Wir wihlen hier den Weg, aus den Mittelwerten @ der Umgebung Nj interpo-
lierende Funktionen ¢;(Z) zu rekonstruieren (MUSCL-Ansatz, vgl. Abschnitt 4.3.1) und
mit den aus den Rekonstruktionen gewonnenen Werten an den Integrationspunkten den
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Flussvektor durch einen Godunov-Ansatz zu approximieren: die zum Zeitpunkt t, gegebe-
ne Losung soll entlang der Charakteristiken transportiert werden, vgl. Abschnitt 4.2.3.

So stehen zur Auswertung des numerischen Flussvektors f* an jedem Integrationspunkt
zwei Werte zur Verfiigung:

F (ot Tk n), Sikn) = 5 (0t Zikn), okt Tikn), Sjkn) -

Somit erhilt man das folgende Gleichungssystem in der Zeit:

@j(tl) tO -3 Z Zf SD] t m]kn) on(t m]kn) Sjkn) (49)

to keN; n

Dieses Gleichungssystem muss durch die Wahl einer Rekonstruktionstechnik (Abschnitt
4.3, 4.6), einer numerischen Flussfunktion (Abschnitt 4.2.3) und einer Quadraturformel
fiir das Oberfléchenintegral (Abschnitt 4.2.4) vervollstdndigt werden. Die Implementierung
der Randbedingungen wird in Abschnitt 4.4 und die Approximation des Zeitintegrals durch
ein Zeitschrittverfahren in Abschnitt 4.5 diskutiert.

4.2.3 Das Riemann-Problem und numerische Fliisse

Numerische Flussfunktionen kénnen aus der Analyse des Riemann-Problems abgeleitet
werden, welches fiir ein System eindimensionaler, hyperbolischer Erhaltungsgleichungen

81590 + axF(SD) =0

mit stiickweise konstanten Anfangsbedingungen

) e, V<O
W(O’m)_{(PR , VYo >0

gegeben ist, vgl. [52]. Dessen Losung ist entlang der Strahlen z/t = £ konstant, d. h. die
Losung des Riemann-Problems héngt nur von ¢y, ¢r und £, dem sogenannten Riemann-
Loser

o(t,z) = R(pL, vr, 2/t)
ab. Da die exakte Losung des Riemann-Problems zu aufwéndig ist, werden N#herungen
RA (“approximate Riemann solver”) eingesetzt, die mit dem Fluss konsistent sind, und
mit dem Riemann-Loser im Mittel iibereinstimmen

RA(p,0,8) = ¢
iy (RA(SDL,SOR,E) - R(SOL,SORaf)) dé=0

Die numerische Flussfunktion erhilt man dann aus

F*(¢r,or) =F (RA(SDL,<PR70)> :

Der von Godunov vorgeschlagene Fluss entsteht durch Einsetzen des exakten Losers R.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Approximation des Riemann-Losers von Roe [48]

dF

F*(erovr) = 5 (Flow) + Fen) - E«DM)] ) (4.10)

2
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eingesetzt, welche auf einem Zustand ¢jps beruht, der durch

dF

@(@M) = F(pr) — F(erL) (4.11)

gegeben ist. Da diese Flussfunktion Expansionsschocks zuldsst, wurde eine Entropiekor-
rektur benutzt [25]. Dieser Ansatz liefert genaue Losungen, erfordert aber hohen Rechen-
aufwand. Es sind aber auch Méngel bekannt (“carbuncle”-Phénomen, [43]).

4.2.4 Quadraturformeln

Der Finite-Volumen-Diskretisierung liegt die Approximation des Raumintegrals durch das
Oberflachenintegral

/Q div (F(7)) dA = /a F(@)do (4.12)

(Satz von Gaufl) zu Grunde. Hier sollen die Approximationseigenschaften dieses Ansat-
zes untersucht werden. Dazu setzen wir den Flusstensor ¢(Z) = F(p(Z)) einer skalaren
Erhaltungsgleichung

§(@) = (4i(#))i=1.q € R

als ein vektorwertiges, quadratisches Polynom
~ 0 1) - 2)
6:(@) = ¢ + (¢, &) + (¢ &)
mit den Koeffizienten des i-ten Polynoms

" eR o = () eRr¢? = (¢2

dxd
) ) ) c R
¢ ¢ qz’nm)n,mzl...d ’

an. Dabei kann qZ(Q) o. E. als symmetrische Matrix angenommen werden. Dabei bezeichnet

€; den i-ten Einheitsvektor und die Schreibweise (A, B) fiir zwei Matrizen A und B das
Skalarprodukt >°;;_; ;aijbij, mit (A,ab') =b"Aa (a,b€ RY).

Fiir das Raumintegral erhélt man

+Z<q§2),€i(/ﬂzsz)t+(/Q:EdA)é) (4.13)

Dies zeigt, dass die Koeffizienten qi(o) (i=1...d), q(})(n # 1) und qﬁ?m(n #i,m=1...d)
in das Integral nicht eingehen.

Unter Verwendung einer Ein-Punkt-Quadraturformel mit Schwerpunkt Zj = (z4,)i=1..q
und der nach aulen gerichteten Oberflichennormalen 53 = (s i)i—1..4 ermittelt man fir
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das Oberflichenintegral

/39 dUNZZSkZQz ill'k

keEN 1
= > ZSk,iql(O) +> ZSk,@(ql( Y+ DD skalg 2 &)
keEN 1 keN 1 keN 1
= Zq§o)(z Ski) + Z (qz 2 Sk,iTk) + Z qzz) Z Sk iTRIY) (4.14)
i keN ) keN keN

Durch Koeffizientenvergleich verifiziert man, dass die numerische Auswertung der linken
Seite von Glg. 4.12 durch die rechte Seite dieser Gleichung fiir quadratische Flussfunktionen
exakt ist, wenn die folgenden Beziehungen gelten:

> & = 0 (4.15)

keN
S Sd = / 1d)) - & (4.16)
keN Q
S Gkl = ( / Zd) &+ ( / Fd\)! (4.17)
Q Q

keN

Diese Beziehungen werden im Anhang, Abschnitt A.5, fiir eben berandete Kontrollvolumen
untersucht. Die erste Bedingung, Glg. 4.15, ist dabei erfiillt, weil das Kontrollvolumen eine
geschlossene Oberfliche hat und sich deshalb die Oberflichennormalenvektoren §; zu Null
addieren (vgl. Glg. A.11). Die Untersuchung zeigt fiir die beiden anderen Bedingungen,
dass die auf der linken Seite eingesetzten Momente von einer Ordnung héher sein miissen,
als die Momente der rechten Seite. So kann Glg. 4.16 verifiziert werden (vgl. Glg. A.12).
Dagegen zeigt Glg. A.13, dass die rechte Seite von Glg. 4.17 durch die zweiten Momente

mgf) der Seiten 9€
> gk,im;(f)

keN

dargestellt wird, die nicht mit dem Quadrat a‘:’ka?z der ersten Momente iibereinstimmen.
Das heifit, das Glg. 4.17 nicht erfiillt ist. Dies bedeutet, dass auf beliebigen, eben berande-
ten Kontrollvolumen die Flussdivergenz nicht von zweiter Ordnung genau integriert wird,
wenn eine Quadraturformel erster Ordnung fiir die Auswertung des Oberflichenintegrals
herangezogen wird. Diese Uberlegung ist deshalb von Bedeutung, weil eine lineare Rekon-
struktion zu einer quadratischen Abh#ngigkeit der Flussfunktion der Euler-Gleichungen
vom Ort fiihrt.

4.3 Rekonstruktion

Die in Glg. 4.9 vorgestellte Finite-Volumen-Methode sieht die Auswertung der Fliisse auf
den Oberflichen der Kontrollvolumen vor. Da die Unbekannten @; als Zellmittelwerte der
konservativen Variablen definiert sind, stehen diese Fliisse an Integrationspunkten nicht
von vorneherein zur Verfiigung und miissen aus den Zellmittelwerten approximiert werden.
Diese Approximation ist unabhéingig von der Bestimmung des numerischen Flusses durch
einen angendherten Riemann-Loser und bestimmt zusammen mit der Flussintegration die
Qualitét der rdumlichen Diskretisierung im Inneren des Rechengebietes.
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4.3.1 Die Technik der Variablen-Extrapolation

Wir wihlen hier den Ansatz, nicht die Fliisse direkt zu extrapolieren, sondern die Fliisse
mittels extrapolierter Werte, den Rekonstruktionen, zu ermitteln. Dieser Ansatz wird in
Anlehnung an das erste, von Van Leer [34] vorgestellte Verfahren diesen Typs als MUSCL-
Ansatz bezeichnet (“monotone upwind-centered schemes for conservation laws”).

Definition 4.1 (Rekonstruktion) Unter einer Rekonstruktion wird die Losung eines
Interpolationsproblems auf einem Gebiet Q C R? verstanden, welches in Kontrollvolumen
{Q;} ey diskretisiert ist. Auf dem Gebiet sei eine unbekannte Funktion ¢ : R* — R durch
thre Mittelwerte {% fQj @dA}jcs gegeben. Diese Funktion ¢ soll in einem Unterraum von
Ansatzfunktionen optimal approrimiert werden, das heifit, dass Funktionen aus dem An-
satzraum exakt rekonstrutert werden.

Enthélt der Raum der Ansatzfunktionen alle Polynome bis zur Ordnung n, so spricht man
man von einer polynomialen Rekonstruktion n-ter Ordnung. Ein etwas anderer Ansatz
wird mit der ENO-Rekonstruktion verfolgt, die z. B. in [2] dargestellt wird. Dabei werden
andere Forderungen an die Approximationseigenschaften der Rekonstruktion gestellt, so
dass sie nicht mehr limitiert werden muss.

4.3.2 Ansitze zur Berechnung einer Rekonstruktion

Eine lineare Rekonstruktion kann durch Approximation der ersten Ableitung der unbe-
kannten Funktion aus den Zellmittelwerten ermittelt werden. Die Interaktion der Gra-
dientenberechnung mit den numerischen Randbedingungen stellt bei diesem Ansatz eine
besondere Schwierigkeit dar, vgl. Abschnitt 4.4.1.

Lineare Interpolation

Den einfachsten Ansatz fiir die Berechnung eines Gradienten beinhaltet die knoten-zen-
trierte FV-Methode als Konstruktionsprinzip. Da die Rekonstruktion nicht iiberall im
Kontrollvolumen benétigt wird, sondern nur an den Gaufipunkten der Flussquadratur, lie-
fert die lineare Interpolation zwischen den angrenzenden Werten bereits genaue Resultate,
siehe Abbildung 4.1.a . Da in diesem Fall in die numerische Flussfunktion nur ein Wert
eingeht, wird die zur Stabilisierung des Verfahrens benttigte numerische Viskositiat durch
“Verschieben” der Interpolationskoeffizienten in die Aufwind-Richtung bewirkt.

Gewichtetes Knotenmittel

Fiir ein zell-zentriertes FV-Verfahren auf Tetraedergittern 148t sich ein Gradient einfach
bestimmen, wenn Werte auf den Knoten bereitgestellt werden kénnen. Ein solcher Kno-
tenwert kann durch gewichtete Mittlung iiber alle an den Knoten angrenzenden Kontroll-
volumen bestimmt werden, siehe Abbildung 4.1.b. Damit auf diesem Wege die notwendige
Approximation zweiter Ordnung erreicht wird, also eine lineare Funktion exakt rekonstru-
iert werden kann, miissen die Gewichte geeignet gewéhlt werden, [64].
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Mittlerer Gradient

Ein bei Finite-Volumen-Verfahren haufig angewendetes Prinzip der Gradientenberechnung
ist die numerische Auswertung der Beziehung

/ grad(p)dA = pdo (4.18)
Q 19)

Damit dieser Ansatz den Gradienten linearer Funktionen exakt ermittelt, muss {2 so
gewihlt werden, dass die Nachbarwerte genau an den Gauflpunkten der Oberflicheninte-
grale liegen und die benétigten Geometrieparameter (Gaufipunkte, Gréle der Oberfléchen,
Grofle der Masche) bekannt sind. Ist das zu den Kontrollvolumen des FV-Verfahrens duale
Gitter zugénglich, kann {2 aus den Maschen des dualen Gitter aufgebaut werden, die den
betrachteten Punkt und seine Nachbarn als Eckpunkte beinhalten, siehe Abbildung 4.1.c .
Besonders einfach ist dies fiir kartesische Gitter [69] aufgrund der regelméfigen Struktur
des Gitters und fiir unstrukturierte Dreiecks- bzw. Tetraedergitter [61], deren duale Gitter
leicht zugénglich sind. Fiir die hier eingesetzten polygonalen Maschen ist die Ermittlung
des dualen Gitters so aufwéndig, dass diese Technik in dieser Weise nicht einsetzbar ist.

Kontroll
volumen

a. Interpolation

. c. Integral
b. Knotenmittel

Abbildung 4.1: Rekonstruktionsmethoden

Direkte Losung des Interpolationsproblems

Um das gesuchte Polynom zu bestimmen, kann ein lineares Gleichungssystem fiir die ge-
suchten Koeffizienten des Polynoms aufgestellt werden, indem die Werte der Umgebung
und ihre Orte eingesetzt werden [1, 7]. Stehen mehr Nachbarn zur Verfiigung als Koeffi-
zienten bestimmt werden sollen, kénnen entweder Gleichungen weggelassen (etwa solche,
die zu steilen Gradienten fiihren wiirden) oder ein Least-Squares Ansatz zur Losung einge-
setzt werden. Reicht die Anzahl der direkten Nachbarn nicht aus, werden weiter entfernte
Kontrollvolumen mitberiicksichtigt. Dieser Ansatz erlaubt auch Polynome héheren Grades
zu bestimmen.

Gradienten auf beliebigen Nachbarschaften

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der bereits in [24] vorgestellte Ansatz zur Gradientenbe-
rechnung im Kontrollvolumen €2; aus seiner Umgebung N; verwendet:

kENj
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gry = M;'-(Y @k (P — 7)) (4.20)
k'EN]'
pi(f) = @j+ (T —Tj,gt) (4.21)

Dieser Ansatz sowie die Wahl der Gewichtsvektoren ;;, wird im folgenden Abschnitt 4.3.3
diskutiert. Alle in dieser Arbeit vorgestellten Losungen wurden unter Verwendung dieses
Ansatzes berechnet.

4.3.3 Konsistenz der linearen Rekonstruktion

Fiir den in den Glgen. 4.19, 4.20 vorgestellten Rekonstruktionsansatz soll die konsistente
Approximation einer linearen Funktion
(%) = o + (Z = To,dp)
mit dem frei wihlbaren Referenzpunkt & nachgewiesen werden. In der Umgebung N; =
N; U{j} des Kontrollvolumens (2; ergeben sich die Schwerpunktswerte nach Glg. 4.8 als
Pr = o + (T, — Lo, dyp) .

Zur Vereinfachung der Darstellung soll der Index j des betrachteten Kontrollvolumens
im Folgenden weggelassen werden und wir erhalten mit Gewichtsvektoren w; und der
Schreibweise AZy, = ¥}, — &; fiir die Gewichtsmatrix M aus Glg. 4.19

M =Y G AF,.
keN

Ist die Gewichtsmatrix invertierbar, so gilt fiir den approximierten Gradient

g = MUY w(pr — @) = MY i (Ad, dy)

keN keN
= Mt Zu‘)’kﬁf}é -dy =dyp.
keN

Eine lineare Lésung kann also aus den Mittelwerten exakt rekonstruiert werden, d. h. dass
die Funktionswerte von zweiter Ordnung genau approximiert werden.

Die Invertierbarkeit der Gewichtsmatrix hangt von der Lage der Nachbarschaft A%}, und
der Wahl der Gewichtsvektoren wy ab. Fiir die Wahl @, = AZ} lasst sich zeigen, dass
die Matrix M auf dem von der Nachbarschaft aufgespannten Teilraum lin{AZy}ren in-
vertierbar ist. Die Behauptung leitet sich aus der Tatsache her, dass der Urbildraum einer
Matrix in ihren Kern Ker(M) und das Bild Im(M?") der dualen Abbildung zerfillt. Fiir
die genannte Wahl der Gewichtsvektoren ist die Gewichtsmatrix symmetrisch, d. h. Bild-
und Urbildraum zerfallen in Bild und Kern der Matrix. Liegt ein Vektor & € lin{AZy }x
im Kern, so folgt

0=a"Mz =Y AT AT})T =) (AZ, ©)°,
k k
d. h. dieser Vektor muss auf allen Vektoren &}, senkrecht stehen und liegt somit gerade nicht
in der linearen Hiille der Z;. Damit ist auch die Summe in Glg. 4.20 im Bild enthalten und
das Urbild kann bis auf einen Vektor aus dem Kern bestimmt werden. Da der Kern gerade
die Richtungen enthélt, in denen keine Nachbarn vorhanden sind, ist fiir die Bestimmung
des Urbildes der Nullvektor geeignet.
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4.3.4 Wahl der Gewichtsvektoren

Fiir die Wahl der Gewichtsvektoren wurden im Wesentlichen zwei verschiedene Optionen
untersucht, némlich die Wahl des zugehorigen Oberflichennormalenvektors 55, und die
Wahl des Abstandsvektors AZ;, = T — &;.

Oberflichennormalenvektor

Die Wahl des Oberflichennormalenvektos fiithrt zu einer Gradientenformel, die der Berech-
nung des Gradienten durch das Oberflichenintegral Glg. 4.18 dhnlich ist, ohne jedoch die
Kenntnis einer Integrationsfliche vorauszusetzen. Dies macht den Einsatz auf Gittern mit
beliebigen Nachbarschaften iiberhaupt erst moglich. Dafiir geht der Vorteil der Berechnung
des Gradienten durch eine Flussformulierung, vgl. Glg. 4.20, durch Multiplikation mit der
Matrix M~! aber verloren.

Aufgrund der in dieser Arbeit benutzten, vielseitigen Kontrollvolumen kénnen benach-
barte Kontrollvolumen auch mehrere gemeinsame Oberflichenstiicke haben. Deshalb ist
es wiinschenswert, dass der Gradient unabhéngig von der Aufteilung der Oberfliche in
Teilstiicke ist. Da der mittlere Oberflichennormalenvektor der gemeinsamen Oberfldche
nur von der Randkurve dieser Flidche abhingt, vgl. Glg. A.4, ist die Gradientenformel
invariant unter Aufteilungen dieser Fliche, wenn die Oberflichennormalenvektoren s als
Gewichtsvektoren benutzt werden.

Obwohl in diesem Fall die Invertierbarkeit der Matrix nicht gesichert ist, wurden Ober-
flichennormalen als Gewichtsvektoren mit Erfolg eingesetzt und haben sich als robust
erwiesen.

Abstandsvektor

Eine andere, vorteilhafte Wahl ist die Bestimmung des Gewichtsvektors aus den Abstands-
vektoren AZj;, weil dadurch keine Richtungsinformation im Gradienten verloren geht.
Grenzen mehrere Nachbarn an Fliachen mit gleicher Oberflichennormalenrichtung, so wird
der Versatz der Nachbarn in Tangentialrichtung durch Gewichtung mit den Abstandsvek-
toren korrekt bewertet.

Neben der Invertierbarkeit der Gewichtsmatrix fiihrt diese Wahl der Gewichtsvektoren auf
eine dquivalente Minimierungsaufgabe. Der resultierende Gradient minimiert das Funktio-
nal
— — — =\ — 2
F(§) = Y (@ + (AT, §) — @r)° -
kENj

Dies ergibt sich aus der Untersuchung des Gradienten des Funktionals

dF, _ o _ -

F(Q) =2 (pj + (A&x, §) — @r) A&,
g =

EN;

dessen Nullstelle gerade mit dem Gradienten iibereinstimmt. Es besteht also ein Zusam-
menhang mit den von Barth [7] und den fiir gitterlose Diskretisierungen [42] vorgeschla-
genen Techniken.
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Fiir eine quadratische Ansatzfunktion ¢ ermittelt man fiir den Approximationsfehler der
ersten Ableitung

gy —dp(Z;) = M1 Y AT (AT AT, d*p)
k‘EN]'

Liegen sich je zwei Schwerpunkte der Nachbarschaft gegeniiber, d. h. Yk € N; Il # k :
AZj, = —AZj, so verschwindet der Fehlerterm erster Ordnung. Obwohl diese Annah-
me fiir konkrete Rechenfille unrealistisch ist, zeigt die Gradientenformel in dieser Form
vorteilhafte Moglichkeiten der Fehlerausloschung.

Fiir die in Kapitel 6 dargestellten Ergebnisse wurden die Abstandsvektoren skaliert mit
dem Quadrat ihrer Norm (||AZy||2) als Gewichtsvektoren verwendet.

Skalierung des Gewichtsvektors

Neben der Richtung des Gewichtsvektors kann auch seine Linge angepasst werden. Dies
entspricht einer relativen Auf- oder Abwertung des Einflusses einzelner Nachbarn auf den
zu ermittelnden Gradienten. Eine gemeinsame Skalierung aller Gewichtsvektoren hat kei-
nen Einfluss auf die Approximation der ersten Ableitung, da die Formel invariant unter
reguldrer Transformation ist (siehe unten).

Da die Differenz der benachbarten Zustdnde in den Gradienten eingeht, erscheint es
verniinftig, diese Differenz mit einem Faktor ||AZ;|[” mit p < —1 abzuwerten. Fiir p > —1
werden die weiter entfernten Nachbarn aufgewertet, fiir p = —1 gehen nur die Steigun-
gen in den Gradienten ein und fiir p < —1 wird der Einfluss weiter entfernter Nachbarn
abgewertet.

Wird der Gewichtsvektor AZj;, gewédhlt, enthélt dieser selbst noch einmal den Abstand,
sollte also skaliert werden, wihrend die Normalenvektoren bereits eine natiirliche Grofle
im Bezug aufeinander haben.

Invarianz unter regulidrer Transformation

Die Definition des Gradienten, Glg. 4.20 zeigt, dass der ermittelte Gradient invariant unter
einer Transformation der Gewichtsvektoren mit einer beliebigen invertierbaren Matrix T" €
R4 jst,
-1
g = | > T AT, > Tisk(r — @)
kEN keN

Konsistenz mit Finiten-Differenzen

Auf einem orthogonalen, dquidistanten, strukturierten Gitter erhélt man bei Gewichtung
mit Knotenabstinden die bekannten, zentralen ersten Ableitungen wieder. Dieser Ansatz
kann also auch als eine Verallgemeinerung der Finite-Differenzen-Technik aufgefasst wer-
den.
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4.4 Randbedingungen fiir die Euler-Gleichungen

Die Untersuchung von Systemen quasi-linearer partieller Differentialgleichungen erster und
zweiter Ordnung und ihrer Randbedingungen ist eng verkniipft mit dem Konzept der
Charakteristiken, vgl. [13, 26]. Charakteristiken sind Familien von (Hyper-)Fléchen in
Raum und Zeit, entlang denen bestimmte Eigenschaften der Losung konstant sind oder
bestimmte Ableitungen unstetig sein kénnen.

Die instationdren Fuler-Gleichungen sind ein hyperbolisches System von Erhaltungsglei-
chungen erster Ordnung, welches auf einem beschriinkten Gebiet mit geeigneten Anfangs-
und Randbedingungen (“Cauchy-Problem”) versehen werden muss. Die Analyse der Cha-
rakteristiken zeigt, dass fiir diese Differentialgleichung nicht an allen Réndern genausoviele
Bedingungen (“physikalische Bedingungen”, vgl. [25]) vorgegeben werden diirfen wie Glei-
chungen gegeben sind. Wihrend die Zahl physikalischer Anfangsbedingungen mit der Zahl
der Differentialgleichungen iibereinstimmt, hingt die Zahl physikalischer Randbedingun-
gen von den Eigenwerten der Funktionalmatrix
Alp.8)= > si- %I;Z (@)= > si-Aily)

i=1...d i=1...d

ab und kann kleiner sein als die Zahl der Gleichungen.

Die Implementierung des Finite-Volumen-Verfahrens hingegen beruht auf der Bereitstel-
lung eines vollen Satzes von Zustandsvariablen fiir die Berechnung der Rekonstruktion und
der Fliisse. Die auf die Dimension des Zustandsvektors fehlenden Bedingungen werden als
“numerische” Randbedingungen bezeichnet (vgl. [25]) und miissen kompatibel mit den
Eigenschaften der Differentialgleichung und der Diskretisierung im Inneren des Rechenge-
bietes gewéhlt werden.

4.4.1 Numerische Randbedingungen und Rekonstruktion

Wird in dem in Glg. 4.9 beschriebenen Finite-Volumen-Verfahren aus den umgebenden
Schwerpunktswerten eine lineare Rekonstruktion oder eine Rekonstruktion héherer Ord-
nung ermittelt, so ist es wiinschenswert, diese Rekonstruktion auch zur Bestimmung der
numerischen Randbedingungen heranzuziehen. Da die Randwerte in die Bestimmung der
Rekonstruktion eingehen und die numerischen Randbedingungen unter Verwendung der
Rekonstruktion ermittelt werden sollen, entsteht in den Kontrollvolumen €;, die an die
Rénder des Rechengebietes 0€2, grenzen, eine wechselseitige Abhéngigkeit zwischen dem
Randwert und der Rekonstruktion des inneren Kontrollvolumens.

Da ein Kontrollvolumen an viele Randseiten grenzen kann, kann die Forderung nach der
Kompatibilitdt der Rekonstruktion ¢; mit den Randwerten ¢

©;(Zp) = @b , (Tp € O) (4.22)

nicht erfiillt werden. Deshalb wird der Randzustand mit Hilfe der Rekonstruktion aus
dem angrenzenden, inneren Kontrollvolumens an den Integrationspunkt der Wandseite
extrapoliert und entsprechend der physikalischen Randbedingung modifiziert. Die wieder-
holte Bestimmung der Rekonstruktion und Extrapolation der Randwerte beschleunigt bei
subsonischen Strémungen die Konvergenz gegen eine stationére Losung. Die in Kapitel 6
gezeigten Losungen wurden mit drei Wiederholungen gewonnen.
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4.4.2 Implementierung der Randbedingungen
Randbedingungen durch Extrapolation

Zur Implementierung der numerischen Randbedingungen werden besondere Rand-Kon-
trollvolumen in das Gitter eingefiihrt. Dadurch grenzen auch die Randoberflichen des
Gitters an zwei Kontrollvolumen, so dass sich eine einheitliche Grundlage fiir die Be-
rechnung der Fliisse und der Rekonstruktionen am Rand und im Inneren ergibt. In der
Literatur finden sich eine Reihe verschiedener Bezeichnungen fiir diese Technik: die zusétz-
lichen Maschen werden als kiinstliche (“artificial”), Geister- (“ghost”) oder Halo-Volumen
bezeichnet.

Die Zustande fiir diese Randvolumen werden — je nach Art der Randbedingung — aus
dufleren Vorgaben, Werten aus dem Rechengebiet oder einer Mischung bestimmt und an
den Integrationspunkten der Randfliche lokalisiert. Insbesondere bedeutet dies, dass Be-
dingungen an die Ableitungen nur iiber die geeignete Wahl der Zustéinde implementiert
werden kénnen, d. h. dass Neumann-Randbedingungen in Dirichlet-Randbedingungen um-
gewandelt werden miissen. Dabei muss beachtet werden, dass die Vorgabe von Werten, die
inkompatibel mit den auslaufenden Charakteristiken sind, zu Reflektionen fiihrt, weil Wel-
len aus dem Inneren des Rechengebietes dieses nicht in der angemessenen Weise verlassen
konnen.

Wandrandbedingungen

Fiir einen Wandrand vereinfacht sich die Flussfunktion deutlich, weil kein konvektiver
Fluss durch die feste Wand stattfinden soll. Deshalb reduziert sich der Flussvektor auf die
Druckkomponente des Impulsflusses

f(@wag) - PuwS
0

Der Druck p,, am Rand wird aus dem Randzustand @,, ermittelt. Der Randzustand ¢,
wird durch Modifikation des aus dem angrenzenden, inneren Kontrollvolumen (2; rekon-
struierten Zustands ¢;, = ¢;(Zy) am Integrationspunkt Z,, der Randfliche 02, gewon-
nen. Der Randzustand wird so bestimmt, dass

(Uw,5) = 0 (4.23)
Cw = Cu (4.24)
Sw = Sjw (4.25)
H, = H; (4.26)

gilt. Dabei bezeichnet ¥ den Geschwindigkeitsvektor, ¢ die Schallgeschwindigkeit, s die
Entropie, H die Totalenthalpie und § den Oberflichennormalenvektor.

Die Korrektur des Geschwindigkeitsvektors bereitet besonders bei starken Anstrémungen
der Randoberfliche Probleme. Dieser Fall tritt normalerweise am Anfang einer Simulation
auf sehr groben Gittern auf. Starke Anderungen des Geschwindigkeitsrandwertes kénnen
iiber das Zeitschrittverfahren zu unphysikalischen Zustinden (z. B. negative Dichte, nega-
tiver Druck) fithren. Deshalb wird die Norm der Geschwindigkeitskorrektur bezogen auf
die Schallgeschwindigkeit begrenzt.
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Fernfeld- und Uberschall-Randbedingungen

An einem Fernfeld- oder Uberschall-Einstromrand werden alle Zustandswerte fest vorgege-
ben. Zur Flussberechnung wird der gendherte Riemann-Loser wie im Inneren des Rechen-
gebietes benutzt. Der Riemann-Léser sorgt dann fiir die korrekte Auswahl der Charakteri-
stiken, so dass diese Technik auch fiir Unterschallbedingungen im Fernfeld benutzt werden
kann. Deutlich sichtbare Probleme zeigt dieser Ansatz, wenn ein Schock den Fernfeldrand
kreuzt.

An einem Uberschall-Ausstromrand wird der aus dem angrenzenden inneren Kontrollvo-
lumen rekonstruierte Zustand zur Flussberechnung herangezogen. Soll die gleiche Flussbe-
rechnung wie im Inneren des Gebietes benutzt werden, so kann das Randvolumen mit dem
gleichen Wert besetzt werden. Aufgrund der Konsistenz des numerischen Flusses mit dem
exakten Fluss entspricht dieses (aufwindigere) Vorgehen der Auswertung der gegebenen
Flussfunktion.

4.5 Diskretisierung in der Zeit

Nach Diskretisierung der rdumlichen Ableitungen in Glg. 4.2 verbleibt das Zeitintegral des
Residuums .
1
/ ri(t)dt, ri(t) = > feilt, Tk), ont Tik), Sik)
to kEN;
in Glg. 4.9 und wird durch eine weitere Quadraturformel approximiert. Die getrennte

Diskretisierung der raumlichen und zeitlichen Ableitungen wird als Semi-Diskretisierung
oder “method of lines” bezeichnet.

4.5.1 Zeitschrittverfahren

Bezieht die Quadraturformel neben den bekannten Zustinden zur Zeit fy keine unbe-
kannte Zustéinde der Zeit ¢ > tg ein, so erhélt man ein explizites, eventuell mehrstufiges
Zeitschrittverfahren (Runge-Kutta-Verfahren). Das einfachste Verfahren dieser Klasse ist
das einstufige, vorwértsgerichtete Eulerverfahren, welches das Zeitintegral durch

t1
[ e (1~ to) () (4.27)
0

approximiert. Mit dieser Approximation ist der Zeitschritt durch eine CFL-Bedingung
beschrankt, die die Stabilitdt garantiert. Diese Bedingung stellt sicher, dass die sich aus-
breitenden Wellen die Umgebung des Kontrollvolumens innerhalb des betrachteten Zeit-
intervalls nicht verlassen.

Untersucht man die Stabilitdtseigenschaften des beschriebenen Verfahrens fiir die skalare
Konvektion, d;¢ + div(¢¥) mit konstantem Geschwindigkeitsfeld v und konstanter Re-
konstruktion, so kann die folgende Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung fiir einen stabilen
Zeitschritt abgeleitet werden:

- Lken; |kl A(99k)

o A(82) -

(4.28)
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Dabei ist der Eigenwert der Funktionalmatrix A(pys,sj,) aus dem Roe-Splitting, vgl.
Glg. 4.11, mit p;, bezeichnet. Diese Bedingung hat sich auch fiir das System der Euler-
Gleichungen als robust erwiesen, wobei || durch den betragsgréfiten Eigenvektor der
Funktionalmatrix ersetzt wird.

Variieren die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Wellen oder die Gréflen der Kontrollvo-
lumen, so variiert auch die Grofle des maximal zuldssigen, lokalen Zeitschrittes. Auf einem
adaptiv verfeinerten Gitter entsteht so eine globale Beschriankung fiir den Zeitschritt.

Mehrstufige Runge-Kutta-Verfahren erlauben es, die Ordnung der zeitlichen Diskretisie-
rung zu erhohen und/oder vergrofiern den Stabilitdtsbereich des Zeitschrittverfahrens.

4.5.2 Zeitschrittbeschrinkung in mehreren Dimensionen

Fiir die in Abschnitt 4.6 diskutierten Variablensétze konnte eine Alternative zu Glg. 4.28
gefunden werden, welche auch die lineare Rekonstruktion mit einbezieht. Dazu betrachten
wir die Approximation der homogenen, skalaren, hyperbolischen Erhaltungsgleichung

&,cp + leF((p) =0

mit dem stetig differenzierbaren Flusstensor F : R — R%, auf einem beschrinkten Gebiet
Q C R? durch das Finite-Volumen-Verfahren, Glg. 4.9, mit expliziter Zeitintegration, Glg.
4.27. Um einen Hinweis auf die Stabilitéitseigenschaften des Verfahrens zu erhalten, sollen
Abschétzungen fiir die Anderung des Zustandes

n+1 -n+1 =
AgiT =i — @y
ermittelt werden. Die Beschriankung dieser Anderungen ist eine notwendige Bedingung fiir
die Stabilitat des Verfahrens.

Um die Darstellung zu vereinfachen, wird der Superskript n fiir den betrachteten Zeit-
schritt weggelassen. Zur Berechnung des numerischen Flusses wird das Flussdifferenzen-
splitting, Glg. 4.10, mit einem Integrationspunkt Z';; auf jeder Seite verwendet. Mit den
Bezeichnungen

g5 = At/)\]’
- . _
SD? = Qol(m]k')a (kal € N])
ik ik
Dojr = @), — @)
daf
Kk = dSO(SDM’S]k)
. ik - ik -
wobei: ,ujkAgpjk = f(sofg ,Sjk) - f(s0§ ’Sjk)
_ 1
Ko = (ke = uel) <0
erhilt man aus Glg. 4.9 fiir das Zeitinterval |t,,, tp41]
jk o ik o
AT = —o; 3 < ( @1 8ik) + fler s 8ik) — |ij|A90jk)
kEN;
R 1
= —U](Z AR —5 (e = \wk!)ﬁwﬂ
kEN; keN;
= o4 /Q divF(p) dA— 3 gl g (4.29)
J

k'EN]'
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Bezeichnet man die Differenz der Zusténde mit Ag;, = ¢ — @; und deren Extrema mit
AGT" = min Mgy und AG™ = max Agy
und findet a;; > 0, B; > 0 so, dass fiir die Rekonstruktion

oy Agn < — / div F(p;) dX < aj AGD™
79 (4.30)
Bi Ay < Apjr < B AT

gilt, so erhélt man aus Glg. 4.29

o3 (o045 3 il) AF™ < 07 <0 03+ 8 3 i) e
j J

Die Rekonstruktion kann so limitiert werden, dass Bedingung 4.30 fiir unabhéngig von j
und n beschrénkte «a;, 8; erfiillt ist. Damit erhélt man einen positiven Zeitschritt, der mit
der CFL-Beschrénkung

At _ .
(48 X lepl) <1 v, (431)
J k'EN]'

zu einem Verfahren fiihrt, das die Zustandséinderungen auf den Bereich einschrinkt, der
durch die Zustandsdifferenzen der Umgebung N; gegeben ist. Damit ist die Erzeugung
neuer Extrema ausgeschlossen.

Im Gegensatz zu den in der Literatur genannten Bedingungen [25, 7, 1] erzwingt Bedingung
4.30 an lokalen Extrema nicht, auf die konstante Rekonstruktion zuriickzuschalten. An
einem lokalen Maximum beispielsweise geniigt es

B > gl A S/ div F(¢;) dA
kENj Qj

zu fordern, um die Zustandséinderung auf nicht-positive Werte einzuschrianken, wenn
AT < Npjp <0

vorausgesetzt wird. Dies ist in glatten Bereichen eine plausible Annahme.

Insbesondere in mehreren Raumdimensionen oder fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen
kann die erste Bedingung eine wesentlich schwéchere Einschrinkung sein, dann ndmlich,
wenn die Klasse der Funktionen mit div(F(¢)) = 0 nicht nur die konstanten Funktionen
enthélt. In diesem Fall kann eine Rekonstruktion aus dieser Klasse gewidhlt werden, ohne
Einbuflen in der Approximation hinnehmen zu miissen. Dies ist beispielsweise bei den
Euler-Gleichungen moglich und wird in Abschnitt 4.6 diskutiert.

4.6 Wahl der Variablen fiir die Rekonstruktion

Durch Verbesserung der verwendeten Rekonstruktionstechniken konnte die Robustheit und
Genauigkeit der Diskretisierung auch auf Gittern aufrecht erhalten werden, die nicht den
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iiblichen Qualitédtskriterien geniigen und deshalb mittels der in Kapitel 3.1 vorgestellten
Technik automatisch erzeugt werden kénnen. Ein zweiter Schwerpunkt der Bemiihungen
galt Rekonstruktionstechniken, die ohne Limiter auskommen.

Der Einfluss des Gitters auf das bisher beschriebene Verfahren konnte durch die Rekon-
struktion in anderen Variablensitze als den konservativen Variablen deutlich reduziert
werden. Mit der Anderung des Variablensatzes ist allerdings die konzeptuelle Frage ver-
bunden, wie die Bedingung

1
— (Z)d\ = @,
by /Qj ©; () Pj

an die Rekonstruktion erfiillt werden kann. Solange nur lineare Rekonstruktionen betrach-
tet werden, kann man sich darauf zuriickziehen, dass die Erhaltung des Mittels mit einem
Fehler erster Ordnung gegeben ist. Fiir Rekonstruktionen héherer Ordnung bleibt nur der
Hinweis darauf, dass keine Probleme sichtbar werden [2].

Durch die Wahl von Ansatzfunktionen, die die stationiren Differentialgleichungen néhe-
rungsweise oder exakt erfiillen kann das Verfahren, ausser an Scherschichten, ohne Limiter
benutzt werden.

4.6.1 Positivitat der Variablen

Ein bekanntes Problem von Finite-Volumen-Verfahren fiir die Euler-Gleichungen, die Re-
konstruktionen zur Erhohung der rdumlichen Genauigkeit einsetzen, ist die Kontrolle des
Wertebereichs der Rekonstruktion. So fithren negative Werte z. B. fiir die Dichte oder den
Druck zum Zusammenbruch der Flussberechnung.

Aufgrund der quadratischen Abhéngigkeit des Drucks von den konservativen Variablen
werden haufig die primitiven Variablen p, ¥ und p zur Rekonstruktion benutzt. In bei-
den Fillen ist es weiter notwendig Limiter dazu einzusetzen, unphysikalische Werte zu
vermeiden [23, 1, 69, 64].

Die Ursache fiir die Schwierigkeit physikalisch sinnvolle Werte zu garantieren ist in der
Formulierung der Rekonstruktion als polynomiale, also reellwertige Approximation zu su-
chen, die also auch negative Werte liefern kann. Eine mogliche Losung des Problems, die
im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und intensiv getestet wurde, ist es, die Approxima-
tionsaufgabe nicht auf positive Variable, sondern auf reellwertige Variable anzuwenden.
Dieses Vorgehen ist besonders wichtig, weil die skalaren Grofien, die zur Beschreibung der
Euler-Gleichungen herangezogen werden, also Dichte, Druck, innere Energie, Enthalpie,
Machzahl, Schallgeschwindigkeit, usw. positive Zahlen sind.

4.6.2 Rekonstruktion reellwertiger Variablen

Wird zur Rekonstruktion beispielsweise der Variablensatz

% = (In(p), 7, In(e))’ (4.32)

unter Verwendung der inneren Energie e = E — %HﬁHQ herangezogen, so erhdlt man fiir
jeden Vektor ¢ € R™ einen physikalisch zuldssigen Zustandswert. Damit hat auch jedes
beliebige Polynom in diesen Werten physikalisch zulédssige Werte, d. h. dass eine Ab-
schwichung des Gradienten (verbunden mit der Reduktion der Ordnung des Verfahrens)
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nicht mehr notwendig ist, um die Flussberechnung durchfiihren zu kénnen. Numerische Ex-
perimente mit diesem Variablensatz zeigten eine iiberzeugende Steigerung der Robustheit
des gesamten Verfahrens.

Mit dieser Wahl der Rekonstruktion erhélt man ein Verfahren, das auch in Gegenwart von
Schocks ohne Limiter benutzt werden kann, ohne instabil zu werden. Wird kein Limiter
benutzt treten allerdings leichte Oszillationen auf. Ein &hnliches Vorgehen wird in der Ar-
beit von Reichert [46] vorgeschlagen. Dort wird ein Hyperbelansatz auf charakteristischen
Variablen vorgeschlagen. Dieser Ansatz ist dquivalent zu einer linearen Rekonstruktion,
die durch den von van Albada [4] vorgeschlagenen Limiter begrenzt wird.

Auch der folgende Variablensatz,

¢ = <s, g,ln(H)yt (4.33)

unter Verwendung der Schallgeschwindigkeit ¢ und der Entropie s = In(p/p?), fithrt fiir
jeden Vektor ¢ € R™ auf einen physikalisch zuldssigen Zustandswert. Die Skalierung des
Geschwindigkeitsvektors erweist sich besonders an Schocks als vorteilhaft.

4.6.3 Limitierung des Gradienten

Soll das Finite-Volumen-Verfahren an Unstetigkeiten keine Oszillationen zeigen, so miissen
die aus den Werten der Umgebung berechneten Gradienten limitiert werden. Dabei wird
sichergestellt, dass die Rekonstruktion an den Integrationspunkten der Oberflichen, den
maximalen Umgebungswert nicht iiberschreitet und den minimalen Umgebungswert nicht
unterschreitet. Dadurch kann die Erzeugung neuer Extrema in der Lésung unterbunden
werden. Gleichzeitig reduziert der Limiter jedoch die Ordnung der Diskretisierung an lo-
kalen Extrema.

Ein weiteres Problem dieser Technik ist der mit der Limitierung verbundene “Schaltvor-
gang”, der Ostzillationen in der Losungsentwicklung auslésen und so die Konvergenz gegen
eine stationédre Losung verhindern kann.

4.6.4 Lokale Losungen als Ansatzfunktionen

In Zusammenhang mit der Stabilitétsbetrachtung des vorherigen Abschnittes 4.5 erscheint
es verniinftig, lokale Losungen der stationdren Erhaltungsgleichung

/ div F(p;)dA =0
£

als Ansatzfunktionen zu verwenden. So ermittelt man fiir die stationdren Euler-Gleich-
ungen durch Einsetzen der Massenerhaltungsgleichung in die Energieerhaltungsgleichung,
dass die Enthalpie entlang einer Stromlinie konstant ist

(VH,v) =0

Aus der Gleichung von Crocco,

2

C
0=VH - —— Vs +roti x 7 4.34
Yy —1)s (4.34)
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konnen weitere Bedingungen abgeleitet werden. Da die betrachteten Strémungen isenthalp
sind, kann der Gradient der Enthalpie zu Null gesetzt werden und es verbleibt eine Bezie-
hung zwischen dem Entropiegradienten und der Rotation des Geschwindigkeitsfeldes, die
nicht an Unstetigkeiten gilt. Aus Glg. 4.34 ermittelt man, dass die Entropie entlang der
Stromlinie konstant ist,

(Vs,v) =0

Multipliziert man Glg. 4.34 mit einer Richtung, die senkrecht zur Geschwindigkeit ist,
so erhélt man schliellich eine Beziehung zwischen rotv, ¥, und Vs. Ein erster Ansatz
zur Nédherung dieser Beziehung besteht darin, isentrope Bedingungen anzunehmen, d. h.
Vs = 0. In diesem Fall ist das Geschwindigkeitsfeld rotationsfrei, d. h. rot 7 = 0.

Diese Uberlegungen fiithren auf die Wahl des Variablensatzes
¢ = (s,0,In(H))" , (4.35)

weil die diskutierten Gradienten mit Hilfe der Rekonstruktionstechniken aus Abschnitt
4.3.2 direkt ermittelt werden kénnen. Durch Einsetzen der Bedingungen

VH
(V(s),¥) =0 (4.36)
Opvg — %(Brvs +0sv,) rys=1..d

erhilt man eine Ansatzfunktion, welche die stationdren Euler-Gleichungen naherungsweise,
unter der Annahme isenthalper und isentroper Bedingungen sogar exakt erfiillt.

Wiéhrend die Annahme isenthalper Bedingungen fiir die in Kapitel 6 vorgestellten Testfalle
erfiillt ist, ist die Annahme isentroper Bedingungen nur in den subsonischen Fillen ge-
rechtfertigt. Die unzutreffende Behandlung der Rotation in den trans- und supersonischen
Testrechnungen fiihrt jedoch nicht zu einem Verlust an Genauigkeit.

Obwohl der Variablensatz prinzipiell unphysikalische Zusténde darstellen kann, sind solche
in den Testrechnungen im wesentlichen nicht aufgetreten. Aufgrund der in der Anfangs-
phase einer Simulation auftretenden sehr groben Gitter ist jedoch eine Limitierung des
Geschwindigkeitsgradienten notwendig. Ein negativer Einfluss des Geschwindigkeitslimi-
ters auf die Konvergenz gegen die stationére Losung konnte nicht festgestellt werden. Ei-
ne Limitierung des Entropiegradienten (senkrecht zum Geschwindigkeitsfeld) unterdriickt
Ostzillationen der Entropie an Scherschichten, kann aber zu den bekannten Konvergenz-
schwierigkeiten fiithren.

Die in Kapitel 6 vorgestellten Rechnungen wurden mit dem Variablensatz 4.35 durch-
gefithrt. Zur “Limitierung” der Rekonstruktion wurden die Beziehungen aus Formel 4.36
verwendet.



Kapitel 5

Implementierungsaspekte

Der erste Abschnitt beschreibt verschiedene wichtige Eigenschaften und Merkmale moder-
ner numerischer Methoden und bewertet Vorziige und Méngel verschiedener Programmier-
sprachen fiir die Implementierung solcher Verfahren. Daran schlieit sich eine Beschreibung
wesentlicher Merkmale des Programmentwurfs an: das Datenmodell zur Repréisentation
des Gitters und der Losung, die Organisation des dynamischen Speichers zur effizien-
ten Unterstiitzung adaptiver Mechanismen, den Einsatz objekt-orientierter Techniken zur
Strukturierung des Codes sowie Aspekte der Optimierung. Der letzte Abschnitt beschreibt
die “Distributed-Memory”-Parallelisierung des Verfahrens mittels des in [9] entwickelten
Konzeptes dynamischer, verteilter Graphen.

5.1 Anforderungen selbst-adaptiver Verfahren

Selbst-adaptive Verfahren fithren innerhalb eines Rechenlaufs Verfeinerungen und Ver-
groberungen in der Diskretisierung durch. Die schwankenden Speicheranforderungen wah-
rend der Laufzeit werfen die Frage nach der Unterstiitzung von Techniken dynamischer
Speicherverwaltung auf.

Ein zweiter Aspekt adaptiver Verfahren ist das Management unstrukturierter Nachbar-
schaftsbeziehungen. Diese Fragestellung fiihrt auf die Diskussion der verfiigharen Zeiger-
konzepte und der Strategien zur Reduktion der Fehleranfilligkeit dynamischer Program-
mierung.

Fiir die Implementierung technisch-wissenschaftlicher Anwendungen spielen aber auch
ganz traditionelle Datenstrukturen, ndmlich Felder, eine herausragende Rolle. Felder stel-
len eine wichtige Abstraktion fiir diese Anwendungen dar, und ihre Implementierung durch
den Compiler beeinflusst in hohem Mafle die erreichbare Rechenleistung.

5.1.1 Dynamische Speicherverwaltung

Je stérker der Speicherbedarf einer Anwendung schwankt, desto hinderlicher wird eine a
priori, d. h. zum Zeitpunkt der Compilierung festgelegte Dimensionierung des Speichers
fiir die Formulierung der gewiinschten Algorithmen. Damit erhebt sich die Frage nach
den Moglichkeiten zur dynamischen Verwaltung des Arbeitsspeichers, d. h. nach einer

84
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Schnittstelle zur Speicherverwaltung des Betriebssystems, der dynamischen Verwaltung
des vom Betriebssystem bereits angeforderten Speichers und den Moglichkeiten, diesen
Speicher in der Anwendung zu benutzen.

Statische Dimensionierung

Solange die Schwankungen des Speicherbedarfes vorhersehbar sind, kénnen die benttigten
Datenstrukturen zur Compilezeit dimensioniert werden. Um h&ufiges Recompilieren zu
vermeiden, bietet sich eine grofziigige Dimensionierung an, die zu einer Belastung von Sy-
stemresourcen fithrt, wenn das Betriebssystem keine virtuelle Speicherverwaltung bietet.
Aber auch mit virtueller Speicherverwaltung wechseln sich durch die Uberdimensionierung
der Datenstrukturen benutzte und unbenutzte Bereiche des Adressraums ab und kénnen
so die Wirkung der virtuellen Speicherverwaltung des Betriebssystems beeintrichtigen.
Ist der Compiler auf derartige Programmiertechniken nicht vorbereitet, kann dies zur Re-
servierung des Speichers im Executable fithren, d. h. zu sehr grolen Dateien und langen
Ladezeiten beim Programmstart. Werden Rechenliufe iiber ein Batch-System gestartet,
muss dariiberhinaus eine entsprechend grofl dimensionierte Jobklasse ausgewihlt werden.

Kann der Speicher zur Laufzeit dimensioniert und angefordert werden, treten diese Schwie-
rigkeiten nicht auf. Dazu wird eine Schnittstelle zur Speicherverwaltung des Betriebssy-
stems benétigt sowie die Moglichkeit der Programmiersprache, den so erhaltenen Speicher
in der Anwendung ansprechen zu kénnen. Es ist ein wesentliches Defizit der fiir technisch-
wissenschaftliche Anwendungen iiberwiegend benutzten Programmiersprache F77, dass sie
die dazu bendtigten Merkmale nicht aufweist.

Dynamische Dimensionierung

Aufgrund der Komplexitit der Algorithmen und der Datenstrukturen werden héufig eine
Reihe unterschiedlich dimensionierter Felder benétigt, deren Gréfle unter Umsténden erst
zur Laufzeit bekannt wird oder die nicht wihrend der gesamten Laufzeit benttigt werden
(temporérer Speicher). Dies fiihrt auf die Programmiertechnik, einen groflen Speicher-
block zu reservieren und die benéttigten Datenstrukturen auf das verfiigbare Speicherre-
servoir abzubilden. Die fiir diese Abbildung benédtigten Algorithmen sind in der Regel
nicht anwendungsspezifisch und kénnen vorteilhaft in einer Systembibliothek (“malloc”-
Bibliothek) zusammengefasst werden, wieder vorausgesetzt, die fiir die Anwendung ver-
wendete Programmiersprache unterstiitzt die Verwendung des so erhaltenen Speichers.
Das Fehlen geeigneter Sprachunterstiitzung in F77 fiihrt zu Implementierungen, die die
ohnehin komplexen Strukturen moderner numerischer Verfahren (z. B. Multigrid) zusétz-
lich mit fehleranfilligen Zugriffsstrukturen auf den tiber Indexfelder verwalteten Speicher
durchsetzen.

Rekursive Prozeduraufrufe

Ein anderer Aspekt dynamischer Speicherverwaltung betrifft die Bereitstellung von Spei-
cherbereichen, die einer Funktion bzw. einem Unterprogramm zugeordnet sind. Fiir die
Implementierung komplexer Algorithmen ist die Moglichkeit rekursiver Prozeduraufrufe
von Vorteil, weil sie die Komplexitdt der Implementierung reduziert. Da in F77 der Spei-
cherplatz fiir die lokalen Variablen statisch angelegt wird, d. h. einmal fiir die Funktion und
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nicht einmal fiir den Prozeduraufruf, ist ein einfach zu handhabender Zugang zu rekursiven
Prozeduraufrufen versperrt.

5.1.2 Indizes und Zeiger

Sowohl fiir strukturierte als auch unstrukturierte Gitter ergibt sich durch die Adaption des
Gitters die Notwendigkeit, adaptierte und unverdnderte Bereiche des Gitters miteinander
in Bezug zu setzen. Dies fiithrt unabhéngig von der zu Grunde liegenden Gitterstruktur auf
die Darstellung unstrukturierter Nachbarschaftsbeziehungen, entweder zwischen einzelnen
Gittermaschen oder zwischen Gitterblocken.

Die Darstellung von unstrukturierten Nachbarschaftsbeziehungen — in der Datenbank-
Terminologie als 1:n-Beziehungen bekannt — fiihrt unmittelbar auf das Konzept des Zei-
gers. Darunter soll eine Datenstruktur verstanden werden, mit der eine beliebige andere
Datenstruktur der Anwendung angesprochen werden kann.

Sind die moglichen Ziele eines Zeigers in einem einzigen Feld untergebracht, so ldsst sich
ein Zeiger durch einen Feldnamen und einen Feldindex implementieren. Ist das Feld durch
wiederholte Verfeinerung jedoch ausgeschopft, bietet sich keine Mdoglichkeit, weitere Fel-
der zur Speicherung zusétzlicher Ziele anzusprechen. Dann muss ein neues, grofleres Feld
angefordert werden und die vorhandenen Eintrige miissen in das neue Feld umkopiert
werden, bevor das Ausgangsfeld fiir einen anderen Zweck weiterverwendet werden kann.
Dieses Vorgehen ist problematisch, weil zum Zeitpunkt des Umkopierens das Ausgangs-
feld und das neue Feld gleichzeitig bendtigt werden und sich der Speicherbedarf der An-
wendung verdoppeln kann. Auch ist eine effiziente Weiterverwendung des Ausgangsfeldes
durch Riickgabe an eine Speicherverwaltungsroutine nicht sichergestellt. Der zuriickge-
gebene Speicherplatz wird keinesfalls an das Betriebssystem zuriickgegeben, sondern fiir
folgende Speicheranforderungen weiterverwendet. Durch wiederholtes Anfordern und Frei-
geben von Speicherbereichen entstehen immer mehr, immer kleinere Speicherblécke, und
der Verwaltungsaufwand kann um Gréflenordnungen steigen, vgl. [32].

Das Entfernen kleiner, unbenutzter Adressbereiche (“garbage collection”) durch Zusam-
menschieben der Datenstrukturen ist eine aufwéndige und duflerst komplexe Operation. In
Programmiersprachen, deren Zeiger fiir die Anwendung keine Adresswerte sichtbar machen
(z. B. F90, Java) kann dies durch die Speicherverwaltung des Laufzeitsystems geschehen
(muss aber nicht!). Sind die Adresswerte der Zeiger sichtbar, besitzt nur die Anwendung
selbst das notwendige Wissen fiir einen derartigen Vorgang. Hat man die Verwaltung der
Speicherblocke einer Bibliothek iiberlassen, ist dies praktisch unmoéglich, weil kein Zugriff
auf die Organisation der Speicherblocke gewahrt wird. Dies reduziert die Moglichkeiten
zur Optimierung auf das Zusammenlegen benachbarter, freier Blocke, wenn die benutzte
Bibliothek dies unterstiitzt.

Stellt die verwendete Programmiersprache Zeiger zur Verfiigung, so lisst sich die Pro-
blematik des Umkopierens komplett vermeiden, vgl. Abschnitt 5.2.2. Leider bieten die im
Supercomputingbereich verfiigbaren Programmiersprachen in diesem Bereich keine Losun-
gen, die die erforderliche Funktionalitit mit effizienten und performanten Einsatzmoglich-
keiten verbinden. Da der F77-Standard Zeiger nicht vorsieht, werden Zeiger dort nur in
hersteller-spezifischen Erweiterungen unterstiitzt.

In der fiir ihre Zeiger bekannten Programmiersprache C ist das Zeigerkonzept so flexi-
bel gehalten, dass die zur Optimierung notwendigen Aussagen iiber die Abwesenheit von
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Datenabhéingigkeiten vom Compiler in der Regel nicht aus dem Programmtext ermittelt
werden konnen. Hierbei spielt auch eine Rolle, dass die Sprache C keine Feldabstraktion
besitzt, sondern Felder als Zeiger behandelt. Dadurch wird der Unterschied zwischen ei-
nem Zeiger auf ein Feld und einem Zeiger auf ein Feldelement fiir den Compiler unsichtbar.
So ist ohne externe Zusatzinformation aus dem Programmtext nicht ermittelbar, ob zwei
Felder, die an eine Funktion iibergeben werden, disjunkt sind oder nicht. Dadurch sind
die Moglichkeiten zur automatischen Optimierung von Schleifen — insbesondere auf Vek-
torrechnern — stark eingeschréankt. Das Fehlen einer intuitiven Feldabstraktion macht die
Benutzung von mehrdimensionalen Feldern, wie sie fiir technisch-wissenschaftliche Anwen-
dungen typisch sind, fehleranfillig. Sowohl die Zeigerimplementierung als auch die fehlende
Feldabstraktion wurden aufgrund von Kompatibilitdtsanforderungen unveréndert von C
nach C++ iibernommen.

Mit der Sprache F90 wurde der Versuch unternommen, eine fiir numerische Anwendungen
geeignete Zeigerimplementierung einzufiihren. Der wesentliche konzeptuelle Unterschied
zwischen F90-Zeigern und ihren C-Pendants besteht darin, dass es in F90 keinen Zugriff
auf die Adresswerte und damit keine Zeigerarithmetik gibt. Diese Zeiger kénnen also nur
zum Referenzieren des Zeigerziels benutzt werden. Zusétzlich wurden Attribute eingefiihrt,
die Ziele von Zeigern kennzeichnen. Auch ist der Unterschied zwischen einem Zeiger auf ein
Feldelement und einem Zeiger auf ein Feld klar ersichtlich. Damit bleiben die vorhandenen
Strategien zur Schleifenoptimierung weiter anwendbar. Diese gut durchdachte Konzepti-
on wird durch die Tatsache konterkariert, dass ein F90-Zeiger in den bisher getesteten
F90-Compilern Zusatzinformationen enthélt, die acht Speicherworte benttigt und die Re-
chenleistung drastisch beeintréichtigt, vgl. [32]. Diese Eigenschaft macht den F90-Zeiger
fiir Anwendungen mit vielen Zeigern — z. B. fiir unstrukturierte Gitter — uninteressant.

5.1.3 Konstruktoren und Destruktoren

Die vorangegangene Diskussion von Zeigerimplementierungen hat einen wesentlichen As-
pekt der dynamischen Programmierung mit Zeigern oder Indizes ausgespart, ndmlich die
Fehleranfélligkeit dieser Techniken. Besondere Aufmerksamkeit muss deshalb der korrek-
ten Initialisierung, der Belegung und dem Ungiiltigmachen von Zeigern geschenkt werden.

Fiir die korrekte Funktion eines Programms ist es unabdingbar, dass die benutzten Zei-
ger auf giiltige Datenstrukturen zeigen oder als ungiiltig markiert sind. Wird dies auch
nur in einem Fall unterlassen, héngt die Funktion des Programms von mehr oder weniger
zufilligen Zustédnden des Arbeitsspeichers ab. Die Ursachen dadurch auftretender Pro-
grammfehler sind in begrenzter Zeit nur schlecht oder gar nicht aufzufinden, weil zwischen
der Verursachung und dem Sichtbarwerden eines Fehlers viele Operationen ausgefiihrt
worden sein koénnen. Zerstort etwa eine Prozedur durch einen fehlbesetzten Zeiger Da-
ten einer aufrufenden Prozedur, so wird diese Anderung erst nach der Riickkehr in die
aufrufende Prozedur sichtbar. Ein &hnliches Problem entsteht, wenn ein Zugriff auf einen
dynamisch allokierten Speicherbereich iiber den angeforderten Bereich hinausgreift. Nach
wiederholten Speicheranforderungen und -freigaben ist die Verteilung der Datenstruktu-
ren im Speicher so uniibersichtlich, dass fehlerhafte Speicherzugriffe Fehler in Daten jedes
beliebigen Teils eines Programms hervorrufen kénnen.

Im Gegensatz zu fehlerhafter Besetzung “numerischer” Daten schaffen fehlbesetzte Zeiger
durch Herstellung unbeabsichtigter, also auch unvermuteter Datenabhéngigkeiten, duflerst
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uniibersichtliche Fehlersituationen. Dies kann zu Fehlern fiihren, die auch unter Verwen-
dung von Debuggern oder speziell fiir diesen Zweck vorbereiteter Compiler nicht zuverlédssig
aufzuspiiren sind.

Ein analoges Problem ergibt sich bei der Zerstérung von Datenstrukturen, auf die von an-
derer Stelle gezeigt wird. Gleichzeitig mit der Zerstorung der Zieldatenstruktur miissen alle
diese Zeiger ungiiltig markiert werden, damit bei anderweitiger Verwendung des Speichers
keine unerwiinschten Datenabhéngigkeiten entstehen.

Der Ansatz, die Besetzung von Zeigern bzw. von als Zeiger benutzten Indizes der Sorg-
falt des Programmierers zu iiberlassen, wie es fiir F77, F90 und C der Fall ist, fithrt bei
geniigend komplexen Datenstrukturen leicht zur Einstellung eines Projektes aufgrund un-
auffindbarer Fehler. Es ist deshalb von allerh6chster Bedeutung, Mechanismen zu nutzen,
die solche Besetzungen zuverlissig durchfiihren. Ein solches Konzept existiert in Form ei-
nes Objekt-Lebenszyklus in C4++. Dabei garantiert der Compiler Aufrufe an sogenannte
Konstruktoren, wenn ein Objekt erzeugt, kopiert oder zerstort wird. Diese Aufrufe wer-
den beim Ubersetzen des Programms vom Compiler an geeigneter Stelle eingesetzt und
erlauben die zuverldssige Verwaltung verzeigerter Strukturen. Wie F90 kennt die Pro-
grammiersprache Java Datenstrukturen, dynamischen Speicher und Zeiger, ohne jedoch
Speicheradressen fiir die Anwendung sichtbar zu machen. Zusétzlich wird das in F77, F90
und C fehlende Konstruktor-Konzept aus C++ iibernommen, es fehlen aber Desktruktoren
und eine effiziente Implementierung fiir Felder von Datenstrukturen.

5.1.4 Felder

Felder gehoren zu den wenigen, grundlegenden Datenstrukturen, die sich auf Rechen-
anlagen effizient implementieren lassen. Sie sind dariiberhinaus mit den grundlegenden
Konzepten der linearen Algebra verwandt und gehéren so zum Handwerkszeug technisch-
wissenschaftlicher Programmierung. Insbesondere im Bereich mehrdimensionaler Felder
unterscheiden sich die in Fortran (F77 bzw. F90) und C/C++ bereitgestellten Feldab-
straktionen deutlich. Da in C/C++ Felder im eigentlichen Sinne gar nicht vorhanden
sind, sondern als abkiirzende Schreibweise fiir Zeiger definiert sind, bereitet die Verwen-
dung variabel dimensionierter, mehrdimensionaler Felder Schwierigkeiten. So fehlt es bei-
spielsweise an der Moglichkeit, solche Felder mit ihren Dimensionen in Prozeduren zu
iibergeben, oder solche Felder als lokale Variable zu deklarieren, ohne Zuflucht zur dy-
namischen Speicherverwaltung nehmen zu miissen. Die Seiteneffekte, die im Hinblick auf
die Programmkomplexitdt und die Rechenleistung von der dynamischen Speicherverwal-
tung ausgehen, lassen die iiber 30 Jahre alte Feldabstraktion aus Fortran duflerst modern
erscheinen.

Ein zweiter Aspekt der Anwendung von Feldern in technisch-wissenschaftlichen Anwen-
dungen betrifft die Abbildung mehrdimensionaler Felder in den Speicher. Fiir die An-
wendung von besonderer Bedeutung sind Felder von Datenstrukturen. Da F77 keine Da-
tenstrukturen kennt, werden zu diesem Zweck zweidimensionale Felder mit einer groflen
(ersten) und einer kleinen (zweiten) Dimension benutzt, wobei die kleine Dimension die
Komponenten der Datenstruktur enthélt. Bei dieser Organisation des Feldes liegen alle
Daten einer Komponente sequenziell im Speicher, d. h. die Daten liegen als Struktur von
Feldern im Speicher, nicht als Feld von Strukturen. Diese Organisation ist besonders fiir
Cache-basierte Rechnerarchitekturen von Vorteil, weil die in Schleifenkérpern angesproche-
nen Komponenten sequenziell im Speicher liegen, die aus dem Hauptspeicher geladenen
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Cache-Lines also optimal ausgenutzt werden kénnen. Zusétzlich muss beachtet werden,
dass die aufeinanderfolgenden Felder so im Speicher lokalisiert sind, dass beim Zugriff auf
verschiedene Komponenten zum gleichen ersten Index keine Cache-Konflikte entstehen.

In Programmiersprachen, die Datenstrukturen kennen, bietet sich dagegen die komple-
mentére Organisation an, also die Organisation als Feld von Strukturen, weil der Compiler
auf Ebene der Datenstruktur sinnvolle Abstraktionen einfach unterstiitzen kann. Beson-
ders deutlich wird dies, wenn die notwendige Datenstruktur selbst aus einer Hierarchie
von Abstraktionen aufgebaut ist. Fiir jede Schicht kénnen die notwendigen Operationen
als Methoden auf einem sequenziell im Speicher lokalisierten Objekt implementiert wer-
den. Betrachtet man den fiir eine Komponente vergebenen Namen als Feldindex, so wird
deutlich, dass die Indizierung in diesem Fall umgekehrt verlauft.

Fiir das Software-Design liegt der Entwurf als Feld von Datenstrukturen dem zu l6sen-
den Problem am néchsten und fiithrt zu klar voneinander abgegrenzten Abstraktionen mit
klaren Schnittstellen und iibersichtlicher Struktur des Datenflusses. Diesen Vorteilen steht
das Risiko verschwendeter Memorybandbreite gegeniiber, wenn ein ungiinstig verteilter
Auszug der Datenstruktur benutzt wird. Ob dies der Fall ist, 148t sich im konkreten Fall
jedoch nur schwierig ermitteln. Es muss allerdings betont werden, dass zwischen dem Lay-
out der Datenstrukturen im Speicher und den Anforderungen des Software-Designs kein
zwingender Zusammenhang besteht. Eine geeignete Programmiersprache und/oder einen
geeigneten Compiler vorausgesetzt lieflen sich beide Vorteile nutzen. Auch in dieser Hin-
sicht greift der Entwurf von F90 zu kurz. Zwar wurde dem Software-Entwickler der Zugriff
auf das Speicherlayout durch das Design der Zeiger und die Definition der Datenstrukturen
ohne Layout entzogen und so die Voraussetzungen geschaffen. Da das Speicherlayout aber
den Compilerbauern als Option iiberlassen wurde, finden sich in gegenwértigen Implemen-
tierungen keine Ansétze fiir eine solche Losung. In C und C++ ist diese Thematik aufgrund
der fehlenden Feldabstraktion gar nicht diskutierbar. Zwar bieten sie geniigend Flexibi-
litdt, einen solchen Wechsel des Layouts zu implementieren, fiir den Compiler wiirden sich
die Zugriffsmechanismen aber so kompliziert darstellen, dass keine realistische Aussicht
auf eine erfolgreiche Schleifenoptimierung, z. B. Vektorisierung, besteht.

5.2 Programmentwurf

Eine Finite-Volumen-Diskretisierung 148t sich unabhéngig von der Dimension des Raum-
es aus den Begriffen Kontrollvolumen, Oberfliche, Schwerpunkt und Integrationspunkt
aufbauen. Ein wichtiges Entwurfsziel war deshalb die Unabhéngigkeit der Implementie-
rung von der Raumdimension. Ein weiterer Entwurfsschwerpunkt ist die effiziente Un-
terstiitzung adaptiver Verfahren auf Hochstleistungsrechnern. Die Implementierung des
Verfahrens in C++ erlaubt objekt-orientierte Konzepte in den Entwurf des Codes einzu-
bringen, die wesentlich zur Stabilitit des Codes beitragen. Abschliefend sollen Aspekte
der Optimierung diskutiert werden.

5.2.1 Gitterobjekte

Die Gitterobjekte (Knoten, Kanten, Facetten, Zellen, Oberflichen und Kontrollvolumen)
werden aus einem Schichtenmodell aufgebaut.
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Auf der untersten Ebene liegen die Schnittstellen zur dynamischen Speicherverwaltung
und dem Management der verteilten Datenstrukturen. Die dynamische Speicherverwal-
tung stellt iiber ihre eigentliche Funktion hinaus Objektindizes zur Verfiigung, die eine
effiziente Linearisierung der Objektverweise erlauben. Die dariiberliegende Schicht stellt
Eigenschaften zur Verfiigung, die allen Gitterobjekten gemeinsam sind. Darunter fallen
beispielsweise manipulierbare Flags und ein Schliisselfeld, um temporéir bendtigte Daten
mit einem Objekt zu assoziieren. Die néichste Ebene stellt die geometrischen Eigenschaften
der Gitterobjekte (Grofe, Schwerpunkt, Richtung) sowie die Konnektivitétsrelationen zur
Verfiigung. Diese Eigenschaften sind im Wesentlichen fiir alle Objekttypen gleich, weisen
aber geringfiigige Unterschiede auf. So enthalten beispielsweise Knoten keine Abwiértskon-
nektivitdt und Zellen keine Aufwértskonnektivitéit. Die oberste Schicht dient der Imple-
mentierung des Finite-Volumen-Verfahrens und enthélt die dazu notwendigen Zustands-
variablen und Methoden.

Seite Kontrollvol.
FV-Daten FV-Daten

Knoten Kante Facette Zelle
Konnektivitat Konnektivitat Konnektivitat Konnektivitat
Momente Momente Momente Momente

Gitter Management
|

Y

\l
[ DDD Management }

Abbildung 5.1: Datenmodell mit drei Schichten fiir Speichermanagement, Geometrie und
Diskretisierung (von unten nach oben)

Die verschiedenen Schichten sind durch Vererbung aufeinander aufgesetzt. Die Datenstruk-
tur kann zur Compilezeit auf die gewiinschte Raumdimension angepasst werden. Fiir eine
3D-Anwendung werden Kontrollvolumen von Zellen und Oberflichen von Facetten abge-
leitet, fiir eine 2D-Anwendung dagegen von Facetten und Kanten. Die Unabhéngigkeit
der Implementierung von der Raumdimension wird schliellich dadurch erreicht, dass das
gesamte numerische Verfahren im Wesentlichen in den Begriffen des Kontrollvolumens
und seinen Oberflaichen formuliert werden kann. Die dariiberhinaus benétigten dimensi-
onsabhingigen geometrischen Konzepte werden von allen Gitterobjekten in gleicher Wei-
se implementiert und sind deshalb ebenfalls unabhéngig von der Dimension verfiigbar.
Abbildung 5.1 veranschaulicht diesen Vorgang durch “Steckverbindungen” zwischen der
geometrischen und numerischen Schicht des Datenmodells.

Die objekt-orientierte Implementierung unterstiitzt die klare Abgrenzung der Schichten
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voneinander und erlaubt komplexe Funktionalitdt hinter einfach zu handhabenden Schnitt-
stellen zu verbergen. So lassen sich an vorhandenem Code auch mit wenig Programmie-
rerfahrung einfach Anderungen vornehmen.

Der Umfang des Modells mit vier Schichten fiir vier Objekttypen verteilt das gesamte
Datenmodell aber iiber mehrere Verzeichnisse und zahllose Dateien und erschwert so das
Verstéindnis fiir den Zusammenhang zwischen Details und dem Modell als Ganzem. Hinzu
kommt, dass die Struktur des Datenmodells mit &hnlichen, aber nicht gleichen Datentypen
zum breitgestreuten Einsatz des Praprozessors fiithrt. Statt &hnlichen Code mehrfach aus-
zuschreiben, wird der Code parametrisiert (sog. “templates”). Andernfalls ist es nahezu
unmoglich sicherzustellen, dass bereits gefundene Fehler im Code einer Klasse gleichzeitig
auch in den iibrigen Klassen korrigiert werden. Wird ein Template geéndert, so &ndern
sich damit die Implementierungen aller beteiligten Datentypen. Diese Programmiertechnik
reduziert den Umfang des betroffenen Quellcodes im vorliegenden Fall um den Faktor vier
und tragt damit zur Reduktion der Komplexitéit bei, weil Unterschiede und Gemeinsam-
keiten in der Formulierung des Codes deutlich zum Ausdruck kommen. Diese Verdichtung
des Quellcodes bewirkt allerdings auch eine deutlich verschlechterte Lesbarkeit, solange
die zu Grunde liegenden Abstraktionen nicht klargeworden sind.

5.2.2 Speicherorganisation

Die hohen Anforderungen an die Adaptivitdt im betrachteten Verfahren erfordern schnelle
Verfahren fiir die Allokierung und Freigabe von dynamischem Speicher. Ein Geschwin-
digkeitsvorteil einer eigenen Implementierung gegeniiber der Systembibliothek kann schon
deshalb erwartet werden, weil Nutzen aus der gleichméfligen Struktur der Gitterobjekte
gezogen werden kann.

Fiir jeden Objekttyp wird ein eigene Speicherverwaltung bereitgestellt, damit jeweils nur
Objekte gleicher Grofle behandelt werden miissen. Die Gitterobjekte werden in Feldern
geeigneter Linge organisiert, welche untereinander durch eine verkettete Liste verbunden
sind. Das Auffinden freier Plitze in den Feldern kann beispielsweise iiber Bitfelder und
die Aufbewahrung von Informationen iiber den letzten Zugriff (“round-robin”-Strategie)
effizient organisiert werden, so dass nur in wenigen Fillen die verkettete Liste durchlaufen
werden muss. Dabei muss darauf geachtet werden, dass das zuletzt angelegte Feld, welches
am wahrscheinlichsten noch freien Platz enthéilt, als Erstes durchsucht wird.

Ein dhnlicher Ansatz wird zur Speicherung der Konnektivitit verwendet. Da es fiir die
verwendete Gitterstruktur notwendig ist, Objekte mit beliebig vielen Oberflichen dar-
zustellen, wird eine effiziente Strategie zur Speicherung der Relationen benétigt. Ohne
spezielle Vorkehrungen entsteht, wie bereits in Abschnitt 5.1.2 dargestellt, die Schwierig-
keit vorhandene Relationenlisten bei Bedarf zu verlangern. Deshalb werden die Relationen
in Blocken typischer Grofe allokiert und durch eine verkettete Liste untereinander verbun-
den. Auf diese Weise kann eine vorhandene Liste jederzeit durch Anfiigen neuer Blocke
erweitert werden, ohne dass vorhandene Eintrége umkopiert werden miissten. Gleichzeitig
ist dadurch die Wiederverwendbarkeit freigegebener Blocke fiir nachfolgende Speicheran-
forderungen sichergestellt.
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5.2.3 Schleifen und Iteratoren

Das Finite-Volumen-Verfahren ist aus Schleifen iiber die Oberflichen bzw. die Kontrollvo-
lumen des Gitters aufgebaut. So wird beispielsweise die Flussberechnung in einer Schleife
iiber alle Oberflichen ausgefiihrt, die Flussbilanz und die Rekonstruktion in einer Schleife
iiber alle Kontrollvolumen ermittelt.

Die typspezifische Speicherverwaltung lésst sich zur Formulierung der notwendigen Schlei-
fen einsetzen. Sie konnen unter Ausnutzung dieser Organisation mittels zweier verschach-
telter Schleifen formuliert werden. Die d&uflere Schleife 1auft dabei iiber die verkettete Liste
und die innere Schleife iiber das Feld, dessen Lénge auf die verwendete Rechnerarchitektur
angepasst wird.

Da diese Schleifen sehr haufig im Programm auftauchen, kann der Quellcode durch Ver-
wendung einer Schleifenabstraktion, den sog. Iteratoren, wesentlich vereinfacht werden,
[58, 22]. Ein Iterator ist ein abstrakter Datentyp, der den sequenziellen Zugriff auf die ein-
zelnen Gitterobjekte in Form einer einfachen Zé&hlschleife darstellt. Die Komplexitéit der
zu Grunde liegenden Speicherorganisation wird dadurch hinter der Schnittstelle des Itera-
tors verborgen. Die dadurch bewirkte Vereinfachung des Quellcodes erlaubt die fehlerfreie
Formulierung der Schleifen unabhéngig von der Komplexitét der Speicherorganisation. Ite-
ratoren bilden eine Schnittstelle zur Speicherverwaltung, die in der Implementierung der
Systembibliotheken fehlt.

Die fiir das Verfahren typischen Schleifenkorper enthalten Zugriffe auf die Konnektivitéts-
relationen. So werden beispielsweise fiir die Flussberechnung auf einer Oberflache die Re-
konstruktionen aus den angrenzenden Kontrollvolumen benétigt, fiir die Flussbilanzierung
die Fliisse aus den begrenzenden Oberflachen oder fiir die Gradientenbildung die Zustédnde
benachbarter Kontrollvolumen. Fiir den Zugriff auf die Relationen werden wiederum Itera-
toren bereitgestellt, die einen kontrollierten Zugriff auf benachbarte Gitterobjekte sicher-
stellen.

Da die Flussberechnung den iiberwiegenden Anteil der gesamten Rechenzeit in Anspruch
nimmt, wird fiir den dabei notwendigen Zugriff von Oberflichen auf die angrenzenden
Kontrollvolumen ein eigener Mechanismus eingesetzt, der die Tatsache ausnutzt, dass im-
mer zwei Kontrollvolumen angrenzen. Dabei stellt sich die Schleife auch fiir den Compiler
als einfache Zé&hlschleife dar und erlaubt so ihre Vektorisierung.

Die abstrakte Struktur des Schleifenkorpers besteht aus einem Lesevorgang (“Gather”-
Operation) auf die iiber die Konnektivititsrelation benachbarten Gitterobjekte und einer
abschliefenden Verénderung des betrachteten Gitterobjektes selbst. Dadurch entstehen
keine Datenabhéngigkeiten zwischen Lese- und Schreibvorgéngen. Folgt die Implementie-
rung diesem Konzept, so muss die Konnektivitdt zwischen Kontrollvolumen und ihren
Oberflichen kommutativ ausgefiihrt werden, und fiir die Ergebnisse einer Schleifeniterati-
on muss jeweils ein Speicherplatz im betrachteten Objekt vorgesehen werden. Der hohere
Bedarf an Speicherplatz geht dabei mit erhohter Flexibilitdt und vereinfachter Struktur
des Quellcodes einher. Diesem Aspekt wurde hier hoheres Gewicht beigemessen, da die
notwendigen Algorithmen aufgrund der neuen Gitterstruktur nicht von vorneherein klar
waren.
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5.2.4 Module

Die fiir objekt-orientierte Programmierung typische Vorgehensweise, Funktionen als Me-
thoden bestimmten Klassen zuzuordnen, erweist sich im Zusammenhang mit dem viel-
schichtigen Datenmodell und den Abstraktionen, die von der dynamischen Speicherver-
waltung bereitgestellt werden, als unpraktisch. Dies soll am Beispiel der Flussberechnung
erldutert werden.

Die Funktion zur Berechnung des Flusses wiirde in natiirlicher Weise der Klasse zuge-
ordnet werden, die die Oberfliche implementiert. Die Schleife iiber die von der dynami-
schen Speicherverwaltung in einem Feld gespeicherten Oberflichen wiirde der Feld-Klasse
als Methode zugeordnet, wiahrend die verkettete Liste der Felder wiederum ihrer Klasse
zugeordnet wiirde. Fiir die gesamte Operation wiirde in der Klasse, die das Gitter im-
plementiert, ebenfalls eine Methode als Schnittstelle vorgesehen, die sich dort zusammen
mit einer groBen Zahl &hnlich entstandener Methoden wiederfindet. Die Abstraktionen des
numerischen Verfahrens — etwa das Zeitschrittverfahren, die Gradientenberechnung oder
die Gitterteilung — treten in der Implementierung als solche nicht auf.

Die Zuordnung der Methoden zu Objektklassen erweist sich deshalb als kontraproduktiv
fiir die praktische Durchfithrung der Implementierung, die sich notwendigerweise an den
Funktionseinheiten des numerischen Verfahrens orientiert. Es entstehen Abh#ngigkeiten
der Klassendeklarationen quer durch alle Klassen der Implementierung und den gesamten
Quellcode, die bei jeder relevanten Anderung zu vollstéindiger Recompilation fithren. Bei
genauerer Betrachtung stellen die so verteilten Methoden gar keine Schnittstellen im Sin-
ne des objekt-orientierten Entwurfs dar. Eine isolierte Flussmethode in der Schnittstelle
der Oberflachenklasse erfiillt das Entwurfsziel der gekapselten Abstraktion nicht. Im Ge-
genteil, Implementierungsdetails der Diskretisierung werden dadurch in den o6ffentlichen
Schnittstellen der Klassen sichtbar.

Um dies zu vermeiden, wurden die entsprechenden Funktionen in separaten Klassen zu-
sammengefasst, die die Abstraktionen des Iterationsverfahrens implementieren. In der Re-
gel enthalten sie nur eine 6ffentliche Methode, z. B. eine Methode zur Durchfithrung der
Flussberechnung, und kapseln so die Details der Implementierung. Aufler einer Referenz
auf das zu bearbeitende Gitter und eventuell von mehreren Methoden der Klasse gemein-
sam benutzte Konfigurationsparameter enthalten diese Klassen keine eigenen Daten und
legen so die Bezeichnung Modul nahe.

Die Beschreibung dieses Entwurfsmusters ist leider nicht Gegenstand der Standardtexte
zum objekt-orientierten Entwurf, [10, 51, 65], die zwar explizite Anleitung zum Verteilen
der Funktionen auf Klassen geben, sich zur Thematik von modularen Strukturen aber
nicht duflern. Dieses Muster ist dem “block-structuring idiom”, vgl. [12], und dem “visitor
pattern”, vgl. [22] verwandst.

5.2.5 Vektorisierung

Die Organisation der Speicherverwaltung mittels typspezifischer Felder und die Formulie-
rung der Schleifen ohne Datenabhéngigkeiten wurde motiviert durch den Wunsch, vektori-
sierbaren Quellcode zu erhalten. Praktisch scheitert die Vektorisierung jedoch am Entwick-
lungszustand der verfiigbaren vektorisierenden Compiler und der fehlenden Bereitschaft
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der Rechnerhersteller, diese weiterzuentwickeln. Der gegenwirtige Stand der Technik er-
laubt wenig mehr als die Vektorisierung von F77-Code beziehungsweise deren dquivalente
Formulierung in F90, C oder C++. Sobald jedoch Strukturen oder Zeiger ernsthaft ver-
wendet werden, scheitert die Vektorisierung.

Dieser Zustand hat die folgenden Ursachen: Obwohl das Konzept der Datenstrukturen nun
schon in das vierte Jahrzehnt geht, werden Operationen auf Datenstrukturen auch in Com-
pilern fiir skalare Rechnerarchitekturen bis jetzt nicht unterstiitzt. Selbst die einfachsten
Techniken, etwa die Elimination tiberfliissiger Strukturvariablen oder Strukturzuweisun-
gen sind nicht vorhanden. Der zweite Aspekt besteht in der fiir die automatische Analyse
von Datenabhéngigkeiten fatalen Spezifikation der C-Zeiger. Durch die zu freiziigige Spe-
zifikation der Zeiger ohne Einschrinkungen an mogliche Ziele und Typumwandlungen sind
auch abwegige Konstruktionen syntaktisch moglich und erzwingen héchste Vorsicht bei
Abhéngigkeitsanalysen durch den Compiler. Gleichzeitig fehlen in der Regel Moglichkei-
ten, dem Compiler eine “verniinftige” Verwendung von Zeigern durch besondere Deklara-
tionen zu garantieren (z. B. Cray “restrict”-Zeiger). Ein weiteres Problem der Optimierung
— insbesondere fiir objekt-orientierte Programmiersprachen und die Vektorisierung — sind
die von Compilern bereitgestellten Moglichkeiten des Funktions-“Inlining”. Diese gehen
in der Regel nicht {iber die Entfernung des Funktionsaufrufs hinaus. Selbst der fiir die
Argumentiibergabe bzw. fiir die Riickgabe von Funktionswerten benutzte Code findet sich
unveréndert im Assemblercode wieder. Die dabei vom Compiler eingefiigten Strukturzu-
weisungen oder Zeiger verhindern anschliefend jede weitere Optimierung oder Vektori-
sierung. In diesem Bereich heben sich der Gnu-Compiler und der KAI-Compiler von den
Compilern der Hardwarehersteller sehr positiv ab.

Ein weiteres Problem fiir die Optimierung ist die nahezu ideologische Konzentration auf
automatische, d. h. vom Compiler aus dem Quellcode ermittelbare Optimierungen. Die in
den hier diskutierten Programmiersprachen enthaltenen Designprobleme kénnen so nicht
durch geeignete Direktiven iiberbriickt werden. Da die auf den aktuellen Rechnerarchitek-
turen relevanten Optimierungen auf der Analyse von Datenabhéingigkeiten beruhen, wer-
den Algorithmen, die diese Abhéngigkeiten nicht durch einfache Indexzugriffe ausdriicken,
von der Optimierung ausgeschlossen.

5.3 Parallelisierung

Ausgehend von einer Charakterisierung paralleler Rechnerarchitekturen wird die Domain-
Decomposition-Parallelisierung fiir eine Distributed-Memory-Architektur beschrieben. Sie
setzt auf dem Konzept eines dynamischen, verteilten Graphen auf, welches in der Arbeit
von Klaus Birken, [9] formuliert und implementiert wurde. Die entwickelten Strategien zur
Organisation der Uberlappungszone der verteilten Gitter und zur parallelen Gitteradaption
werden dargestellt.

5.3.1 Rechnerarchitekturen

Die gegenwirtig verfiigbaren Parallelrechner lassen sich nach der Organisation des Haupt-
speichers klassifizieren in Architekturen mit global adressierbaren und gleichméfig erreich-
barem Speicher (Shared-Memory), Architekturen mit verteiltem, global adressierbarem
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Speicher und adressabhéngiger Zugriffszeit (Distributed-Shared-Memory) und Architektu-
ren mit verteiltem, nur lokal adressierbarem Speicher (Distributed Memory). Diese Klassi-
fikation erscheint sinnvoll, weil das Speichersystem die einsetzbaren Programmiermodelle
und die Rechenleistung der Architektur bestimmt.

Shared-Memory-Architekturen entstanden aus Vektorrechnern, die zuerst durch Einsatz
mehrerer Prozessoren den Durchsatz sequenzieller Anwendungen erhchten und schliellich
zu Parallelrechnern ausgebaut wurden. Ihr wesentliches Merkmal sind hocheffiziente Spei-
cherarchitekturen, die hohe Anforderungen an den Datendurchsatz befriedigen kénnen. Da
die nutzbare Rechenleistung moderner Rechnerarchitekturen nicht durch die verfiighare
Kapazitdt an Rechenoperationen, sondern durch die verfiighare Bandbreite in den Spei-
cher begrenzt wird, haben sich diese Architekturen im Produktionsbereich fest etabliert.
Da der Skalierung dieser Technik im Bezug auf die Zahl der effizient nutzbaren Prozesso-
ren und die Grofle des Speichers Grenzen gesetzt sind, wurden Architekturen mit verteil-
tem Speicher entwickelt, deren Prozessortechnologie aus dem Workstation-Bereich iiber-
nommen wurde. Die Verbindung zwischen den einzelnen Prozessoren wird mittels eines
Kommunikationsnetzwerkes durch explizites Versenden von Nachrichten hergestellt und
bleibt der Anwendung iiberlassen (“message passing”). Die Notwendigkeit, die Adressie-
rung von nicht-lokalem Speicher und die Erhaltung der Konsistenz von Datenkopien durch
einen explizit zu programmierenden und anwendungsspezifischen Nachrichtenmechanis-
mus zu implementieren, fithrt zu duflerst komplexen Programmen und hohem Aufwand
fiir die Parallelisierung. Deshalb stellen Distributed-Shared-Memory-Architekturen auf ei-
nem verteilten Speichersystem einen einfach zu programmierenden, konsistenten, globalen
Adressraum zur Verfiigung. Das Konsistenzprotokoll begrenzt den Einsatz dieser Tech-
nik bisher auf mittlere Prozessorzahlen. Ein hersteller-iibergreifendes Programmiermodell
(“OpenMP”) befindet sich gerade in der Einfithrung.

Am Ausgangspunkt der Parallelisierung stand die mangelnde Unterstiitzung fiir vektorisie-
rende C bzw. C++ Compiler auf den seinerzeit vorhandenen Shared-Memory-Vektorrech-
nern. So boten Distributed-Memory-Systeme eine willkommene Alternative. Dariiberhin-
aus lassen sich Anwendungen, die mittels Message-Passing fiir Distributed-Memory-Archi-
tekturen parallelisiert wurden, auch auf neueren parallelen Architekturen effizient ausfiih-
ren, weil die explizite Formulierung Datenlokalitit der Anwendung leistungssteigernd zur
Geltung kommt und das Message-Passing-Programmiermodell weiterhin unterstiitzt wird.

5.3.2 Charakteristika der Anwendung

Numerische Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen basieren auf einer rdum-
lichen Diskretisierung des Problemgebiets. Dabei werden die fiir die Diskretisierung der
Differentialoperatoren und das numerische Verfahren bendétigten Daten konzeptuell den
Objekten des Gitters zugeordnet. Die géngigen Diskretisierungen (FD, FE, FV) setzen
auf den Daten lokaler Nachbarschaften in der Gittertopologie auf, die durch Iterationen
iiber das gesamte Gitter einer Losung zugetrieben werden. Fiir die Portierung solcher Ver-
fahren auf Rechner mit vielen Prozessoren (Parallelisierung) liegt deshalb eine Datenpar-
titionierungsstrategie nahe. Dabei fithren die beteiligten Prozessoren dasselbe Programm
auf geringfiigig {iberlappenden Gitterpartitionen aus.

Die Implementierung der in Kapitel 3 beschriebenen Gitterstruktur ist gepréigt von einem
vierschichtigen Modell von geometrischen Objekten (Knoten, Kanten, Facetten, Zellen),
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welche mittels Referenzen auf Objekte der nichstniedrigeren Schicht eine “besteht-aus”-
Relation beschreiben und mittels Referenzen auf Objekte der néchsthoheren Schicht eine
“Oberflache-von”-Relation. Diese Gitterstruktur kann als Graph aufgefasst werden, dessen
Knoten die Gitterobjekte bilden und dessen Kanten durch die Relationen zwischen diesen
Objekten beschrieben sind.

Zusétzlich zur Komplexitit der Datenstruktur wird die Parallelisierung durch die Wahl
eines selbst-adaptiven Verfahrens erschwert. So muss nach einer Adaption des Gitters
auch eine Umverteilung erfolgen, damit der Arbeitsaufwand moglichst gleichméaBig auf
die Prozessoren verteilt bleibt. Diese Umverteilung erfordert den Transfer von Objekten
und Objektreferenzen iiber die Grenzen der lokalen Adressrdume und eine konsistente
Anpassung des Uberlappungsbereichs.

5.3.3 Distributed, Dynamic Data

Das in [9] beschriebene Modell zur effizienten Parallelisierung von Algorithmen auf komple-
xen, dynamischen Datenstrukturen (Distributed, Dynamic Data, kurz: DDD) liefert eine
Grundlage, auf der die Parallelisierung des hier beschriebenen Verfahrens {iberhaupt erst
moglich erscheint.

Die dort implementierte Abstraktion des verteilten Graphen ist unabhéingig von den Anfor-
derungen der sequenziellen bzw. datenparallelen Numerik. Deshalb 148t sich das Modell in
ein vorhandenes sequenzielles Programm problemlos integrieren. Dazu wird eine zusétzli-
che Datenstruktur in das Datenmodell der Anwendung aufgenommen und die Struktur der
Gitterobjekte gegeniiber dem Modell deklariert. Dariiberhinaus wird der sequenzielle Al-
gorithmus um Synchronisationsaufrufe angereichert, die den Datentransfer in den Uberlap-
pungsbereichen der lokalen Gitter anstoen. An der Strukur des sequenziellen Programms
sind keine Anderungen notwendig, so dass die Weiterentwickelbarkeit der Anwendung auch
nach der Parallelisierung sichergestellt ist.

Der fiir die Anwendung schwierige Teil der Parallelisierung besteht in der Implementierung
der Schnittstelle zwischen der Anwendung und der DDD-Bibliothek. Werden im Uberlap-
pungsbereich der lokalen Gitter Anderungen vorgenommen — etwa durch Verfeinerung und
Vergroberung des Gitters — oder wird der Uberlappungsbereich aufgrund der Ergebnisse
der Lastbalancierung gedndert, so miissen von der Anwendung beispielsweise Objekttrans-
fers angestofien werden. Ferner miissen Callback-Funktionen (“handler”) fiir diese Trans-
feroperationen implementiert werden, die es erlauben, mit den Objekten assoziierte Daten
zu versenden, die nicht im Objekt selbst gespeichert sind. Dies trifft insbesondere fiir
solche Daten zu, die dynamisch dimensioniert sind und deshalb nicht im Objekt selbst
gespeichert werden konnen. Die Wahl einer geeigneten Strategie fiir das Zusammenspiel
zwischen DDD-Operationen und den Handlern sowie der Test der Implementierung und
die Identifikation von Fehlern erfordern grofle Umsicht.

Ein anderer Problemkreis betrifft die Optimierung der Datensynchronisation. Der Stan-
dardaufruf synchronisiert alle als global deklarierten Bereiche eines in der Uberlappungs-
zone liegenden Objekts. Wird aber nur ein kleiner Teil des Objekts gedndert, erscheint
eine spezialisierte Synchronisationsfunktion wiinschenswert, die nur gednderte Bereiche
des Objekts aktualisiert. Werden dabei Anderungen iibersehen, fithrt dies zu schwer loka-
lisierbaren numerischen Fehlern. Dieses Phénomen tritt auch auf, wenn die Parallelisierung
nach einer Weiterentwickelung des sequenziellen Algorithmus aktualisiert werden soll.
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Die beschriebenen, durchaus schwierigen Portierungsprobleme miissen vor dem Hinter-
grund der moglichen Alternativen bewertet werden. Eine Distributed-Memory-Paralleli-
sierung, die die Kommunikationsbediirfnisse ohne die in [9] entwickelten Abstraktionen
unter direkter Verwendung von Message-Passing-Konstrukten befriedigt, wire allein auf-
grund der Komplexitidt der sequenziellen Software gescheitert. Im Nachhinein erscheint
der Ansatz naiv, Distributed-Memory-Rechner auf diese Weise zu programmieren. Der in
diesem Zusammenhang geprigte Begriff der “Wegwerfparallelisierung” beschreibt das Pro-
blem, dass sich in so entstandener Software leicht ein unentwirrbares Durcheinander aus
numerischen und verteilten Aspekten der Implementierung einstellt und so die Verifikation
des parallelen Codes und seine algorithmische Weiterentwickelung gefdhrdet.

Der Einsatz des DDD-Datenmodells isoliert die Anwendung durchgéngig von den Schwie-
rigkeiten, die durch den fehlenden globalen Adressraum entstehen und hebt den Vorgang
der Parallelisierung damit auf ein der Anwendung néheres Abstraktionsniveau.

DDD stellt mit Hilfe globaler Objektkennungen eine Identifikation von Objekten iiber Pro-
zessorgrenzen hinweg sicher. Mit Hilfe einer Anmeldung der verwendeten Datenstrukturen
bei der DDD-Bibliothek wird es mdoglich, Objekte vom Adressraum eines Prozessors in
den Adressraum eines anderen zu transferieren. Die dazu notwendigen Nachrichten baut
DDD aus der Objektanmeldung selbststéndig auf. Dabei werden Referenzen auf andere
Objekte, z. B. auf benachbarte Gitterknoten, anhand der globalen Kennung automatisch
zwischen den verschiedenen lokalen Adressrdumen umgerechnet.

Die Implementierung des Uberlappungsbereichs erfordert die Speicherung von Objektko-
pien auf den beteiligten Prozessoren und damit die Kommunikation bzw. Synchronisation
zwischen diesen Kopien. DDD stellt eine logische Verbindung (sog. Interfaces) zwischen
diesen Kopien und Methoden zur Synchronisation dieser Kopien zur Verfiigung. Wiederum
konnen die dazu notwendigen Nachrichten aus der Objektanmeldung abgeleitet werden.
Dariiberhinaus werden diese Interfaces nach einer Umverteilung des Gitters selbststéindig
aktualisiert.

Diese Leistungen von DDD sind verfiighar, nachdem eine kleine, DDD-spezifische Daten-
struktur in die Datenstrukturen der Anwendung integriert wurde und die Anwendung ihre
Datenstrukturen bei DDD angemeldet hat. Diese beiden Schritte sind in Programmier-
sprachen, die benutzerdefinierte Datenstrukturen kennen, einfach zu realisieren.

5.3.4 Der Uberlappungsbereich

Um direkte Zugriffe auf Objekte zu vermeiden, die im Adressraum anderer Prozessoren
liegen, werden von den benétigten Gitterobjekten lokale Kopien erzeugt, die nach den
Bediirfnissen der Anwendung synchronisiert werden.

Dabei stellen die Module der Anwendung verschiedene Anforderungen an die Grofle des
Uberlappungsbereichs. Der hier gewihlte Ansatz fiir die Finite-Volumen-Diskretisierung
besteht in der doppelten Speicherung der auf der Prozessorgrenze gelegenen Oberflichen.
Damit beide angrenzenden Prozessoren fiir diese Oberfldche die Flussberechnung durchfiih-
ren kdnnen, wird noch eine zusétzliche Schicht von Kontrollvolumen gespeichert, die aufler
der Konnektivitdt zur betrachteten Oberfliche keine weiteren Relationen benétigt. Da
dieser Ansatz die doppelte Berechnung der Fliisse auf der Prozessorgrenze erfordert, wurde
vorgeschlagen, die Flussberechnung nur auf einer Seite der Prozessorgrenze durchzufiihren.
Auf dieser Seite wird dann wie zuvor die zusétzliche Schicht von Kontrollvolumen benétigt.
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Auf der anderen Seite wird lediglich eine Kopie der Oberfliche vorgehalten, auf die die
Ergebnisse der Flussberechnung iibertragen werden. Dieser Ansatz ist zwar effizienter,
aber aufgrund der Asymmetrie der Grenze auch schwieriger zu behandeln, weshalb dem
symmetrischen Ansatz der Vorzug gegeben wurde.

Fiir die parallele Gitterteilung wurde der Uberlappungsbereich um alle Objekte erweitert,
die mit einem ihrer Oberflichenobjekte (Knoten, Kanten, Facetten) an die Prozessorgrenze
stofen. Der erweiterte Uberlappungsbereich erlaubt die Teilung auf den benachbarten
Prozessoren unabhingig voneinander auszufiihren, wobei identische Resultate garantiert
werden konnen.

5.3.5 Parallele Gitterteilung

Im Rahmen der Arbeit von Klaus Birken, [9] wurde fiir die parallele Gitterteilung die
Strategie eingesetzt, die Teilung des Gitters in der Uberlappungszone durch Blockieren
der iibrigen beteiligten Prozessoren zu sequenzialisieren. Dieser Ansatz lafit sich schnell
realisieren und erfordert keine tiefgehende Einsicht in die Datenstrukturen der Anwen-
dung. Aus Sicht der Anwendung ist diese Losung aus mehreren Griinden unbefriedigend.
Zuallererst stellt eine solche Strategie einen Fremdkoérper in der ansonsten globalen, da-
tenparallelen Sicht der Anwendung auf ihre Datenstrukturen dar. Die im Rahmen dieser
Arbeit durchgefiihrte Erweiterung der Parallelisierung von 2D auf 3D hétte deshalb be-
sondere Probleme bereitet. Ferner ist am Ende jeder Blockade ein eigener aufwéndiger
Transfervorgang notwendig, um die durchgefithrten Anderungen am Gitter auf die be-
nachbarten Prozessoren auszubreiten.

Der hier entwickelte Ansatz orientiert sich streng an einer globalen, datenparallelen Sicht
des Teilungsvorgangs. Dazu werden die Schnittflichen der Kontrollvolumen, die durch das
Verfeinerungskriterium ermittelt wurden, im Uberlappungsbereich vor der Teilung ausge-
tauscht. Dies versetzt jeden Prozessor in die Lage, die Teilung im Uberlappungsbereich
konsistent mit den benachbarten Prozessoren auszufithren. Die wéihrend der Teilung neu
entstehenden Zellen, Facetten, Kanten und Knoten liegen in verschiedenen Adressrdumen
und erhalten zuerst unterschiedliche Objektkennungen. Da alle in die Teilung eingehen-
den Parameter zuvor synchronisiert wurden, entstehen diese Objekte auf den benachbar-
ten Prozessoren in der gleichen Reihenfolge, anhand derer sie nach Abschluss der Teilung
identifiziert werden konnen. AbschlieBend kann dann der Uberlappungsbereich aktualisiert
werden.

Die fiir die Identifikation notwendigen zusétzlichen Operationen sind objekt-spezifisch, las-
sen sich also einfach in die hierarchische Organisation des Teilungsalgorithmus eingliedern.
Insbesondere sind diese Operationen nicht von der Raumdimension abhéngig, so dass die
Unabhéngigkeit der Implementierung von der Raumdimension gewahrt bleibt. Die Iden-
tifikation von Objekten iiber Prozessorgrenzen hinweg wird von DDD mit einem eigenen
Modul unterstiitzt. Dabei kénnen unterschiedliche Merkmale als Identifikatoren eingesetzt
werden, z. B. Objektkennungen, Ganzzahlen und Strings.



Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

Die in Kapitel 3 beschriebene Gitterstruktur erlaubt es, das gesamte Rechengebiet durch ei-
ne einzige Masche zu reprasentieren. Ausgehend von dieser einen Masche und den Anfangs-
und Randbedingungen kann die stationidre Gesamtlosung, d. h. das Gitter zusammen mit
den Zustandswerten in selbst-adaptiver Weise erzeugt werden. Abschnitt 6.1 beschreibt
die Strategie, die von diesem Ausgangszustand zur “fertigen” Losung fiihrt. Sie wird als
integrierter Simulationsprozess bezeichnet, weil die Erzeugung des Gitters und der Zu-
standswerte in enger Kopplung von einem Werkzeug durchgefiihrt wird.

Abschnitt 6.2 zeigt eine Reihe von Testrechnungen, die belegen, dass sich trotz der un-
gewOhnlichen Gitter mit den vorgestellten Methoden in 2D genaue Ergebnisse erzielen
lassen. Die untersuchten Testfille umfassen subsonische, transonische und supersonische
Rechnungen und zeigen einfache Kanalstromungen als auch die Umstrémung eines Trag-
fliigelprofils mit Klappe in 2D.

Erste Versuche in 3D wurden mit einer Uberschall-Kanalstromung durchgefithrt. Anhand
eines DLR-F5 Tragfliigels und einer Konfiguration aus Flugzeugkorper, Tragfliigel, Trieb-
werksaufhingung und -gondel werden erste Versuche zur Verfeinerung von 3D-Geometrien
gezeigt. Da die 3D-Verfeinerung noch nicht vollstéindig implementiert ist, konnten aber
noch keine Rechnungen durchgefiihrt werden.

6.1 Der integrierte Simulationsprozess

Das Vorgehen zur Ermittlung einer stationdren Losung lasst sich grob in drei Phasen un-
tergliedern: die Anfangsphase, die Adaptionsphase und die Abschlussphase. Der Anfangs-
phase fillt die Aufgabe zu, das gegebene Initialgitter unter Zuhilfenahme heuristischer
Kriterien fiir die Adaptionsphase vorzubereiten. Wahrend der Adaptionsphase wird ein
Zyklus bestehend aus ndherungsweiser Bestimmung der stationdren Lésung, Bestimmung
der zu adaptierenden Kontrollvolumen und Gitteradaption wiederholt. Die Abschlusspha-
se dient der weiteren Verringerung des Residuums, bis die Losung den stationéren Zustand
mit der gewiinschten Genauigkeit erreicht.

99
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6.1.1 Gitterverfeinerung in der Anfangsphase

Damit der Adaptionszyklus erfolgreich durchgefiihrt werden kann, muss ein Gitter bereit-
gestellt werden, auf dem mit dem gegebenen numerischen Verfahren eine Losung ermittelt
werden kann, die so genau ist, dass der gewédhlte Adaptionsindikator geniigend Information
iiber die notwendigen Verédnderungen am Gitter liefern werden kann.

Fiir die in Abschnitt 6.2.4 vorgestellte Durchstromung eines Kanals geniigt es beispiels-
weise, dass die gegeniiberliegenden Wénde bzw. Ein- und Auslauf des Kanals durch zwei
Kontrollvolumen voneinander getrennt sind, d. h. es werden mindestens vier Kontrollvolu-
men bendtigt. Wird die Adaptionsphase auf nur einem Kontrollvolumen gestartet, stehen
fiir die lineare Rekonstruktion nicht geniigend Informationen zur Verfiigung und das Zeit-
schrittverfahren wird instabil. Durch wiederholte, uniforme Verfeinerung des Rechengebie-
tes kann das Gitter hier geeignet verfeinert werden. Fiir komplexerere Konfigurationen, fiir
die lokale Verfeinerungen zur Trennung gegeniiberliegender Winde notwendig sind, kann
die im folgenden Absatz vorgestellte Oberflichenverfeinerung eingesetzt werden.

Eine andere Situation ergibt sich bei Profilumstréomungen. Die stark unterschiedlichen
Stromungszustinde im Fernfeld und an der Profiloberfliche (z. B. Uberschall-Strémung
im Fernfeld und Zustand im Staupunkt) sind auf einem Gitter mit sehr wenigen Kontroll-
volumen nur wenige Kontrollvolumen voneinander entfernt. Dies fiihrt zu starken Gradi-
enten bei der Rekonstruktion, die die Stromung trotzdem nur schlecht reprasentieren und
die Berechnung erschweren oder unmoglich machen. In den vorgestellten Berechnungen
werden deshalb Kontrollvolumen, die an an eine Profiloberfliche grenzen mehrfach verfei-
nert. Im Unterschied zur Oberflichenverfeinerung bei kartesischen Gittern, die auch der
Représentation der Geometrieoberfliche dient, geniigen hier wenige Kontrollvolumen am
Profil.

Die Oberflichenverfeinerung kann an den Réndern der Geometrie Kontrollvolumen erzeu-
gen, deren Nachbarn wesentlich gréfler bzw. kleiner sind. Es zeigt sich, dass die Losungs-
entwicklung dadurch gestort wird. Besonders deutlich sichtbar wird dies an der Entwick-
lung der Entropie, deren Transport entlang einer Profiloberfliche beeintréichtigt werden
kann. Treten zusétzlich Oszillationen des Limiters auf, werden Entropieschwankungen in
Kontrollvolumen eingetragen, die vom Profil weiter entfernt sind. Tritt eine solche Si-
tuation in einem Bereich auf, in dem alle Kontrollvolumen verfeinert werden, so bleibt
das Groflenverhéltnis der Kontrollvolumen von der Verfeinerung unberiihrt, die Rekon-
struktionen werden jedoch steiler. Um zu vermeiden, dass das Zeitschrittverfahren in der
Adaptionsphase instabil wird, wird das Groflenverhiltnis benachbarter Kontrollvolumen
in der Anfangsphase durch zusétzliche Verfeinerung auf einen Wert unter fiinf begrenzt.
In den in Abschnitt 6.2.2 vorgestellten Beispielen beginnt die Adaptionsphase dann mit
etwa 90 bis 140 Kontrollvolumen im ganzen Rechengebiet.

Die beschriebene Problematik ist nicht auf Kontrollvolumen beschrankt, die direkt an den
Gebietsrand angrenzen, sie wurde aber nur “in der Ndhe” des Gebietsrandes beobachtet.
Da diese Kontrollvolumen nicht einfach identifiziert werden kénnen, wurde der Adapti-
onsindikator so modifiziert, dass das entstehen ungiinstiger Gréflenverhéltnisse im Verlauf
der Adaptionsphase iiberall im Rechengebiet verhindert wird, vgl. Abschnitt 6.1.3.
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6.1.2 Adaptionstechnik

Zur Adaption des Gitters an die Losung wird die Technik der lokalen Verfeinerung und
Vergroberung (“h-Methode”) angewendet. Die zur Verfeinerung vorgesehenen Kontrollvo-
lumen werden in 2D zweimal, in 3D dreimal entlang einer Schnittebene geteilt, die durch
den Schwerpunkt des Kontrollvolumens verlauft. Thre Richtung orientiert sich in den vorge-
stellten Berechnungen am lokalen Geschwindigkeitsvektor ¢ und der dazu normalen Rich-
tung ¥ oder den Koordinatenrichtungen. Dabei wird diejenige Richtung gewihlt, entlang
der das Kontrollvolumen die gréfite “Ausdehnung” besitzt, um eine isotrope Verfeinerung
unabhingig von der Form des Kontrollvolumens zu erreichen.

Zur Bestimmung der Ausdehnung werden die zweiten Momente des Kontrollvolumens
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maximiert. Die Wahl der Koordinatenrichtungen als Teilungsrichtungen fiihrt zu Gittern
die kartesischen Gitter sehr dhnlich sehen.

Auch andere Richtungswahlen wurden untersucht, wie die Richtung, in der die Rekon-
struktion die Werte der Umgebung am schlechtesten approximiert, [14], oder entlang von
Schockrichtungen, die aus den Rankine-Hugoniot-Gleichungen abgeleitet werden kénnen.
Die Tatsache, dass diese Richtungen sich mit jeder Verfeinerung langsam &ndern, fiithrt
zu einer groflen Zahl spitzwinkliger Dreiecke bzw. dreieckig geformter Kontrollvolumen im
Gitter, deren Nachbarn nicht gleichméBig in alle Raumrichtungen verteilt sind. Dies fiihrt
zu Problemen mit der Stabilitéit der Diskretisierung und der Konvergenz des Zeitschrittver-
fahrens. Die Verteilung der Nachbarschaft kann durch das Verschieben von Gitterknoten
(“r-Methode”) unter Beibehaltung der Gitterkonnektivitét wesentlich verbessert werden
und wurde fiir einfache Geometrien in [14] untersucht. Diese Technik bereitet bei komple-
xen Kontrollvolumen und in 3D jedoch Schwierigkeiten, vgl. Abschnitt 3.6.

6.1.3 Adaptionsindikator

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Adaptionsindikatoren betrachtet, die die Approximati-
onseigenschaften der Losung bewerten. Dazu werden an jeder Seite die Rekonstruktionen
der angrenzenden Kontrollvolumen verglichen. Fiir die Seite, die an die Kontrollvolumen
Q; und €y, grenzt, und alle Kontrollvolumen Q;, (j € J), werden
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bestimmt. Der Vergleich der Rekonstruktionen erfolgt nicht am Seitenschwerpunkt, son-
dern an den Schwerpunkten der Oberflichen der Seite bzw. an den Knoten der Seite,
um Unterschiede im Gradienten entlang der Seite besser zu erfassen. Die Norm des Zu-
standsvektors bildet den Absolutbetrag der beiden skalaren Komponenten und die eukli-
dische Norm der vektoriellen Komponente des Zustandsvektors. Als Bezugsgrofie r fiir
die Seitendifferenz c;;, wird die Differenz der komponentenweise gebildeten Extrema der
Schwerpunktswerte der Kontrollvolumen herangezogen. Die Differenzen werden durch das
Volumenverhéltnis |€2;]/|Q| gewichtet. Dadurch wird die Verfeinerung von Kontrollvolu-
men beschleunigt, die grofler als ihre Nachbarn sind und bei Kontrollvolumen verzogert,
die kleiner als ihre Nachbarn sind. Der Vektor-Quotient ist ebenfalls komponentenweise zu
verstehen, der Indikatorwert ¢; entsteht schliefllich aus der gréfiten Komponente von c;.

Verfeinerung und Vergroberung werden in der iiblichen Weise durch zwei Schranken gesteu-
ert. Liegt der Indikatorwert iiber der Verfeinerungsschranke, so wird das Kontrollvolumen
verfeinert. Liegt er unterhalb der Vergroberungsschranke, so wird das Kontrollvolumen zur
Vergroberung vorgesehen. Eine Vergroberung findet allerdings nur dann statt, wenn das
andere Kontrollvolumen, welches an die letzte, durch Teilung eingefiigte Seite angrenzt,
ebenfalls zur Vergroberung vorgesehen ist, vgl. Abschnitt 3.5.

Die urspriingliche Strategie, die Zusténde jeweils in dem zur Rekonstruktion benutzten
Variablensatz zu bewerten, wurde zugunsten der Differenz in in Entropie, Enthalpie und
Geschwindigkeit aufgegeben. Insofern nihert sich der Adaptionsindikator dem Konzept
Gradienten von Kenngréfien zu untersuchen.

6.1.4 Maingel des Indikators

Der Steuerung der Adaption durch den Adaptionsindikator liegen verschiedene Annahmen
zugrunde, z. B. dass der verwendete Adaptionsindikator den lokalen Diskretisierungsfehler
der Losung misst und dass dieser Fehler durch lokale Verfeinerung abnimmt und durch lo-
kale Vergroberung moderat zunimmt. Diese Annahmen sind im Prinzip nur fiir elliptische
und parabolische Differentialgleichungen gerechtfertigt, [35, 38|, fiir die Maximalprinzipien
gelten. Hyperbolische Effekte, wie der Transport des Fehlers in benachbarte Kontrollvolu-
men bleiben bei den hier verwendeten, lokalen Betrachtungen ausser acht [56].

Ein weiterer, problematischer Aspekt des Adaptionsindikators zeigt sich an Unstetigkeiten
der Losung. An Unstetigkeiten, die entlang von Gitterlinien verlaufen, wie dies bei den
transonischen Profilumstrémungen in Abschnitt 6.2.2 Fall ist, wird die Unstetigkeit auf
der Oberfliche des Kontrollvolumens oder durch ein Kontrollvolumen dargestellt, vgl.
Abbildung 6.3. In diesen Bereichen reduziert die Verfeinerung den Adaptionsindikator
nicht, d. h. dass dort bei jeder Adaption verfeinert wird. Um dies zu vermeiden, wird z. B.
vorgeschlagen kleine Kontrollvolumen von der Verfeinerung auszunehmen, [36, 69].

Verlauft eine Unstetigkeit jedoch schrig zu den Gitterlinien, so wird sie durch drei bis vier
Kontrollvolumen repriisentiert und zeigt einen relativ glatten Ubergang, vgl. Abbildung
6.5. Dadurch werden diese Unstetigkeiten nur schwach verfeinert. Dem kann durch die
Verwendung von Schockindikatoren, vgl. z. B. [69], oder durch Anpassung des Gitters an
die Unstetigkeit, vgl. [14] begegnet werden.

Ein fiir die Anwendung des Verfahrens wichtigerer Aspekt der Adaption ist der nicht aus-
reichend geklirte Einfluss der Gittergeometrie auf die Diskretisierung. Besonders gilt dies
fiir die Anfangsphase mit nur wenigen (100-300) Kontrollvolumen. Die adaptive Wahl der
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Verfeinerungsrichtungen bietet gute Moglichkeiten, die Zahl der bené6tigten Kontrollvolu-
men zu reduzieren, z. B. durch anisotrope Verfeinerung oder durch Orientierung der Rich-
tung an Unstetigkeiten. Dies bereitet bisher Schwierigkeiten, weil eine ungiinstige Wahl
der Richtungen die Konvergenz des Zeitschrittverfahrens beeintrichtigt. Ausserdem zeigt
sich, dass nur ein kleiner Teil der Kontrollvolumen, die die zum Vergrébern vorgesehen
sind, auch tatsdchlich vergrobert wird.

Eine messbare Kontrolle iiber den Einfluss der Geometrie auf die Diskretisierung wiirde
es erlauben, die Einschriankungen bei der Richtungswahl und beim Vergrébern fallen zu
lassen.

6.2 Testrechnungen (2D)

Die im Folgenden vorgestellten Testrechnungen zeigen, dass sich mit den in Kapitel 3
vorgestellten Methoden der Gittererzeugung und den in Kapitel 4 beschriebenen Dis-
kretisierungstechniken stationire Losungen der Euler-Gleichungen unter verschiedenen
Stromungsbedingungen genau berechnen lassen.

In den Beispielen werden Geometrien unterschiedlicher Komplexitéit behandelt, angefangen
mit einfachen Kanalgeometrien (Abschnitt 6.2.4) bis zu zweiteiligen Tragfliigelprofilen.
Abgesehen von der Bereitstellung des Anfangsgitters wurde in keinem Fall Einfluss auf die
Geometrie des Gitters genommen. Insofern kann das Ziel der integrierten Gittergenerierung
als erreicht gelten.

6.2.1 Darstellung der Losung

Besonderes Interesse bei der Darstellung der Losungen galt den verwendeten Rekonstruk-
tionen. Fiir die graphische Darstellung der Ergebnisse werden deshalb die Werte der Rekon-
struktion auf jeder Kante des Gitters an den beiden Endknoten und dem Kantenschwer-
punkt ausgewertet. Aus den so ermittelten Zustandsvektoren kénnen alle ben6tigten Werte
ermittelt werden.

Die Berechnung von Isolinien basiert auf einer impliziten Triangulierung der Facetten.
Fiir jede Kante einer Facette werden zwei Dreiecke aus dem Facettenschwerpunkt, dem
Kantenschwerpunkt und einem Knoten der Kante gebildet. Auf diesen Dreiecken werden
Isolinien durch lineare Approximation der Eckpunktswerte approximiert. Diese Vorgehens-
weise fithrt dazu, dass an allen Gitterknoten und allen Kantenmitten zwei oder mehr Zu-
standswerte vorhanden sind und Unstetigkeiten in der Rekonstruktion dargestellt werden
konnen. Deshalb zeigen alle Losungsdarstellungen, auch die Abbildungen von Isolinien
Unstetigkeiten.

Ein Problem dieser Darstellungsmethode wird allerdings in den hier gezeigten Abbildungen
des Totaldrucks sichtbar, dessen Gradienten nahezu verschwinden und so kleine Oszilla-
tionen, die an den Nasen der Tragfliigelprofile auftreten schlecht erkennen lassen.

Fiir die Bewertung der Qualitit der Losung spielen sogenannte Uberschiefler eine besonde-
re Rolle, die den Wertebereich der umgebenden Schwerpunkte {iber- oder unterschreiten.
Solche Werte werden besonders in der 3D-Darstellung des Losungsgraphen an Unstetig-
keiten sichtbar. Die Vergréflerung dieser Darstellungen zeigt, dass solche Werte besonders
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deutlich an den Knoten der Kanten auftreten, wihrend die Werte an den Kantenschwer-
punkten dieses Verhalten nicht zeigen. In das numerische Verfahren und die Stabilitétsbe-
trachtungen gehen direkt nur die Werte an den Kantenmitten ein. Diese zeigen aufgrund
der Limitierung des Gradienten anhand der Werte an den Kantenschwerpunkten nur ge-
ringe UberschieBer. Kleine Uberschiesser werden aber trotz Limitierung sichtbar, z. B. in
den Druckverldufen, weil die Limitierung im gewihlten Variablensatz durchgefiihrt wird
und nicht in den hier dargestellten Druckwerten.

6.2.2 Umstromung eines NACA-0012-Tragfliigelprofils

Das NACA-0012-Profil wird haufig fiir Vergleichsrechnungen herangezogen. Die erste Grup-
pe von Testfillen zeigt subsonische, transonische und supersonische Umstrémungen dieses
Profils bei verschiedenen Anstellwinkeln.

Die offene Hinterkante des Profils wurde durch Fortsetzen des Profils bis an den Nullpunkt
der beschreibenden Kurve geschlossen und auf Einheitsldnge reskaliert, vgl. [3]. Die Trag-
fliigelnase befindet sich bei x = 0, die Lange des Profils ist eins. Das Profil ist von einem
Quadrat der Kantenldnge 256 mit den Eckpunkten (—128, —128) und (128, 128) umgeben.
Die Randkurve des Profils wird durch 500 Knoten dargestellt. Abbildung 6.1 zeigt das
Initialgitter mit 504 Knoten und das Profil.

y
1281 0.50

-128- -0.501

128 X 0.00 0.50 1.00%

-128 0
Abbildung 6.1: NACA-0012: Initialgitter und Profil

Subsonische Umstrémung bei M., = 0.63 und Anstellwinkel o = 2°.

Die Stromung bleibt im ganzen Gebiet subsonisch, als groiten Wert der Machzahl erhélt
man M = 0.990. Abbildung 6.2 zeigt die Verteilung der Machzahl. Der Druckbeiwert Cp
und der Totaldruck P auf der Oberfliche des Profils sind in Abbildung 6.8 dargestellt.

Fiir den Auftriebsbeiwert C, und den Wiederstandsbeiwert Cp ermittelt man Cr, = 0.3299
und Cp = 2.4 - 107%. Eine vergleichbare Losung auf einem kartesischen Gitter mit 10694
Kontrollvolumen liefert die Beiwerte Cf, = 0.3289 und Cp = 4 - 10~* [69]. [60] ermitteln
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die Beiwerte C7, = 0.3335 und Cp = 3 - 107° auf einem strukturierten Gitter mit 16705
Knoten.

Abbildung 6.9 zeigt das Gitter nach der initialen Verfeinerung mit 132 Kontrollvolumen
und nach der letzten Adaption mit 10597 Kontrollvolumen.

il |
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Abbildung 6.2: Mach-Isolinien (min=0.45, max=0.95, inc=0.04) fiir NACA-0012, M, =
0.63, a = 2°

Transsonische Umstréomung bei M., = 0.8 und Anstellwinkel o = 1.25°

Die Losung zeigt einen Schock auf der Oberseite des Profils bei z ~ 0.64 und einen
schwicheren auf der Unterseite bei x /= 0.33, sowie eine Scherschicht, die an der Hinterkante
des Profils beginnt. Abbildung 6.3 zeigt die Verteilung der Machzahl. Der Druckbeiwert
Cp und der Totaldruck P auf der Oberfldche des Profils sind in Abbildung 6.10 dargestellt
und zeigen die sehr gute Auflosung des Schocks.

Fiir den Auftriebsbeiwert Cr, und den Wiederstandsbeiwert Cp ermittelt man die Werte
Cr, = 0.357 und Cp = 0.0230. Die Referenzlosungen aus [3] auf strukturierten Gittern
liefern die Beiwerte C7, = 0.3632, Cp = 0.0230 (20480 Knoten), Cr, = 0.3474, Cp = 0.0221
(7388 Knoten) und Cr, = 0.3463, Cp = 0.0223 (3634 Knoten).

Abbildung 6.11 zeigt das Gitter mit 110 Kontrollvolumen nach der initialen Verfeinerung
und nach der letzten Adaption mit 10179 Kontrollvolumen.

Transsonische Umstrémung bei M., = 0.85 und Anstellwinkel o = 1°

Die Losung zeigt Schocks vergleichbarer Stiarke auf der Oberseite des Profils bei z ~ 0.85
und der Unterseite bei z ~ 0.64, sowie eine Scherschicht, die an der Hinterkante des Profils
beginnt.

Abbildung 6.4 zeigt die Verteilung der Machzahl. Der Druckbeiwert Cp und der Totaldruck
P auf der Oberfliche des Profils sind in Abbildung 6.13 dargestellt. Der Druckverlauf
stimmt mit den in [3] und [69] dargestellten Werten sehr gut tiberein.
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X

Abbildung 6.3: Mach-Isolinien (min=0.60, max=1.35, inc=0.05, links) und Mach-Graph
(rechts) fir NACA-0012, My, = 0.8, a = 1.25°

Der Totaldruck zeigt auch an der Profilnase nur geringe Ungenauigkeiten. Wie beim vor-
herigen Testfall treten an jedem Schock ein isolierter Wert und kleine Oszillationen an der
Profilnase auf.

Fiir den Auftriebsbeiwert C';, und den Wiederstandsbeiwert Cp ermittelt man C7, = 0.3804
und Cp = 0.0582. Fiir die Referenzlgsungen in [3] auf strukturierten Gittern werden die
Beiwerte Cp, = 0.3584, Cp = 0.0580 (20480 Knoten) und Cp, = 0.3472, Cp = 0.0557
(3634 Knoten) angegeben. Aus einer anderen Losung auf strukturierten Gittern [60] wur-
den Cp, = 0.3793 und Cp = 0.0576 ermittelt. Auf einem kartesischen Gitter mit 13515
Kontrollvolumen ermittelt [69] die Beiwerte C7, = 0.3682 und Cp = 0.0599.

Abbildung 6.14 zeigt das Gitter mit 137 Kontrollvolumen nach der initialen Verfeinerung
und nach der letzten Adaption mit 14995 Kontrollvolumen.

Supersonische Umstrémung bei M., = 0.95 und Anstellwinkel o = 0°

Die Losung zeigt zwei schrige Schocks, die von der Hinterkante des Profils ausgehen, sowie
einen schwachen Schock in Normalenrichtung im Nachlauf bei z ~ 4.38. Fiir die Position
dieses Schocks ermittelt [69] x = 4.41, in [3] konnte wegen zu unterschiedlicher Ergebnisse
keine Position festgestellt werden. Abbildung 6.5 zeigt die Verteilung der Machzahl und
eine Ansicht der schrigen Schocks an der Profilhinterkante. Diese Ansicht zeigt, dass der
schrige Schock, von der Verfeinerung unabhéngig, durch drei bis fiinf Kontrollvolumen
aufgelost wird. Fiir den Auftriebsbeiwert Cr, und den Wiederstandsbeiwert Cp ermittelt
man C;, = 3.03107® und Cp = 0.1084. Die Referenzlosungen auf strukturierten Git-
tern in [3] mit 20480 bzw. 3840 Knoten liefern Wiederstandsbeiwerte Cp = 0.1084 und
Cp = 0.1085. Abbildung 6.16 zeigt das Gitter nach der initialen Verfeinerung mit 92
Kontrollvolumen und nach der letzten Adaption mit 14299 Kontrollvolumen. Fiir diese
Rechnung wurden niedrigerere Schwellwerte fiir die Adaption benutzt, weil die Position
des schwachen Schocks im Nachlauf von der Verfeinerung in diesem Bereich beeinflusst
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Abbildung 6.4: Mach-Isolinien (min=0.55, max=1.40, inc=0.05, links) und Mach-Graph
(rechts) fir NACA-0012, My, = 0.85, a = 1°

wird. Eine Abhéngigkeit von der rdumlichen Auflésung vor der Profilhinterkante, vgl. [69]
wurde hingegen nicht beobachtet.
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Abbildung 6.5: Mach-Isolinien (min=0.55, max=1.45, inc=0.05, links) und Mach-Graph
(rechts) fiir NACA-0012, My, = 0.95, a = 0°

Supersonische Umstromung bei My, = 1.2 und Anstellwinkel o = 0°

Die Losung zeigt einen abgeldsten Bogenschock vor dem Profil bei x = —0.47. und einen
schrigen Schock, der von der Hinterkante des Profils ausgeht. Abbildung 6.6 zeigt die
Verteilung der Machzahl. Fiir den Auftriebsbeiwert C;, und den Wiederstandsbeiwert Cp
ermittelt man C7, = 5.2-1071° und Cp = 0.0952. Die Referenzlésungen auf strukturierten
Gittern in [3] mit 20480 bzw. 3840 Knoten liefern die Wiederstandsbeiwerte Cp = 0.0960
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bzw. Cp = 0.0951. Abbildung 6.18 zeigt das Gitter nach der initialen Verfeinerung mit 92
Kontrollvolumen und nach der letzten Adaption mit 12832 Kontrollvolumen.
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Abbildung 6.6: Mach-Isolinien (min=0.55, max=1.50, inc=0.05, links) und Mach-Graph
(rechts) fir NACA-0012, My = 1.2, a = 0°

Supersonische Umstrémung bei M., = 1.2 und Anstellwinkel oo = 7°

Die Losung zeigt einen Bogenschock vor dem Profil, der die x-Achse bei z = —0.58 schnei-
det. Von der Hinterkante des Profils geht ein einzelner schriger Schock und eine Scher-
schicht aus. Abbildung 6.7 zeigt die Verteilung der Machzahl. Fiir den Auftriebsbeiwert
Cr, und den Wiederstandsbeiwert Cp ermittelt man C; = 0.5251 und Cp = 0.1544.
Die Referenzlgsungen auf strukturierten Gittern in [3] mit 10209 bzw. 11055 Knoten lie-
fern die Auftriebsbeiwerte C;, = 0.5138 bzw. Cf, = 0.5280 und die Wiederstandsbeiwerte
Cp = 0.1538 und Cp = 0.1536.

Abbildung 6.20 zeigt das Gitter nach der initialen Verfeinerung mit 111 Kontrollvolumen
und nach der letzten Adaption mit 9474 Kontrollvolumen.
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Abbildung 6.7: Mach-Isolinien (min=0.55, max=1.80, inc=0.05 links) und Mach-Graph
(rechts) fir NACA-0012, My = 1.2, a =T7°
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Abbildung 6.8: Druckbeiwert Cp und Totaldruck 1 — P/Poo fiir NACA-0012, M., = 0.63,
a=2°
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Abbildung 6.9: Gitterausschnitte vor und nach Adaption fiir NACA-0012, M., = 0.63,
a=2°
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Abbildung 6.10: Druckbeiwert Cp und Totaldruck 1 — P/Poo, My = 0.8, a = 1.25°
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Abbildung 6.11: Gitterausschnitte vor und nach Adaption, M., = 0.8, a = 1.25°
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Abbildung 6.12: Gitterausschnitte der Profilenden fiir NACA-0012, My, = 0.8, a = 1.25°
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Abbildung 6.13: Druckbeiwert C'p und Totaldruck 1— P/Poo fiir NACA-0012, M., = 0.85,
a=1°
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Abbildung 6.14: Gitterausschnitte vor und nach Adaption fiir NACA-0012, M., = 0.85,
a=1°
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Abbildung 6.15: Druckbeiwert C'p und Totaldruck 1— P/Poo fiir NACA-0012, M, = 0.95,
a=0°

. L

{L il ;
0.0 trHHH

ﬂ%— T ‘u
i

0.0

tt:%,ﬁ:ﬁi’f“

0.0 ‘ 1.0 ‘ X 0.0 1.0 ‘ X

moch

o

Abbildung 6.16: Gitterausschnitte vor und nach Adaption fiir NACA-0012, M, = 0.95,
a=0°
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Abbildung 6.17: Druckbeiwert C'p und Totaldruck 1 — P/Poo fiir NACA-0012, M, = 1.2,
a=0°
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Abbildung 6.18: Gitterausschnitte vor und nach Adaption fiir NACA-0012, M, = 1.2,
a=0°
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Abbildung 6.19: Druckbeiwert C'p und Totaldruck 1 — P/Poo fiir NACA-0012, M, = 1.2,
a="T°
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Abbildung 6.20: Gitterausschnitte vor und nach Adaption fiir NACA-0012, M, = 1.2,
a="T°

6.2.3 Umstromung eines NLR-7301 Tragfliigelprofils

Dieser Testfall zeigt die Umstromung eines NLR-7301-Profils mit Klappe. Sowohl das
Hauptprofil (424 Knoten) als auch die Klappe (216 Knoten) wurden bis zum Schnittpunkt
der letzten beiden Kanten verldngert, aber nicht reskaliert. Die Tragfliigelnase (des Haupt-
profils) ist bei = 0, die Lénge des (Haupt-)Profils ist 0.9534. Das Rechengebiet wird von
einem Quadrat der Kantenlinge 256 mit den Eckpunkten (—128,—128) und (128, 128)
begrenzt. Abbildung 6.21 zeigt die Konfiguration und die Isolinien der Machzahl, Ab-
bildung 6.22 zeigt das Gitter am Anfang der adaptiven Phase mit 240 Kontrollvolumen
und nach der letzten Adaption mit 10437 Kontrollvolumen. Fiir diesen Fall standen keine

Vergleichsdaten zur Verfiigung.
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Abbildung 6.21: Konfiguration und Mach-Isolinien (min=0.02, max=0.84, inc=0.02) fiir
NLR-7301, M., = 0.185, a = 13.1°
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Abbildung 6.22: Gitterausschnitt fiir NLR-7301, M., = 0.185, a = 13.1°

6.2.4 Kanal mit 15° Rampe

In diesem Testfall wird die Stromung in einem Kanal iiber eine Rampe berechnet. Die
Rampe hat eine Steigung von 15°, die Anstrémmachzahl ist M., = 2.0. Am Fuflpunkt der
Rampe entsteht ein Schock, der an der gegeniiberliegenden Wand reflektiert wird und von
dem Expansionsfiacher beeinflusst wird , der sich am Ende der Rampe ausbildet. Dabei
bildet sich am oberen Reflexionspunkt ein kleiner Machstamm aus, am Tripelpunkt bildet
sich eine Scherschicht. Der Schock wird an der unteren Wand ein weiteres Mal reflektiert,
bevor er das Rechengebiet verlésst.

Abbildung 6.23 zeigt den Verlauf der Machzahl im Rechengebiet, der Machstamm und
die von ihm ausgehende Scherschicht sind gut aufgelést. Abbildung 6.24 zeigt den Verlauf
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des Drucks, der von der Scherschicht nur leicht beeinflusst wird. Abbildung 6.25 zeigt
das zugehorige Gitter mit 15424 Kontrollvolumen. Die Abbildungen zeigen zusétzlich eine
Ausschnittsvergroflerung in der Gegend des Tripelpunktes.
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Abbildung 6.23: Mach-Isolinien fiir Kanal mit 15° Rampe, My, = 2.0
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Abbildung 6.24: Druck-Isolinien fiir Kanal mit 15° Rampe, My, = 2.0

6.3 Einfache Tests in 3D

Die folgenden drei Abbildungen zeigen die ersten Versuche zur Behandlung von dreidi-
mensionalen Rechengebieten. Da die Grafikwerkzeuge noch nicht angepasst sind, lassen
sich nur relativ einfache Oberflichenbilder und Gitteransichten darstellen. Diese werden
auf Grund der groflen Maschenzahl aber schnell uniibersichtlich.
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Abbildung 6.25: Gitterausschnitt fiir Kanal mit 15° Rampe, My, = 2.0

6.3.1 Kanal mit zwei Keilen

Das erste Bild zeigt einen Kanal, der sich an zwei zueinander senkrechten Seiten durch
eine 15°-Rampe verjiingt. Das Oberflichengitter zeigt die Spur der ersten Adaptionen
an den Kompressions- und Expansionskanten der Keile. Da der Kanal im wesentlichen
quaderformig ist, treten bei der Gitterteilung nur einfach zu behandelnde Fille auf.

/\

ANNNAT

Abbildung 6.26: Gitterausschnitt fiir Kanal zwei 15° Rampen, M., = 3.0

6.3.2 DLR-F5 Tragfliigel im Windkanal

Abbildung 6.27 zeigt einen DLR-F5 Tragfliigel, der an die Wand eines Windkanals mon-
tiert ist. Das Gitterbild zeigt die im entstehen begriffene Verfeinerung in der N#he der
Tragfliigel- und Windkanaloberflédchen.
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Abbildung 6.27: Anfangsgitter und Detail der Oberflachenverfeinerung fiir DLR-F5 Trag-
fliigel in Windkanal

6.3.3 Flugzeugkonfiguration

Abbildung 6.28 zeigt eine Konfiguration aus Rumpf, Tragfliigel, Triebwerksaufhdngung
und -gondel und die durch die Oberflichenverfeinerung eingefiigten Gitterkanten.

Abbildung 6.28: Anfangsgitter und Detail der Oberflichenverfeinerung fiir Flugzeugkonfi-
guration



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Es wurde ein Finite-Volumen-Verfahren zur numerischen Simulation reibungsfreier Strom-
ungen auf polygonal (bzw. polyhedral) berandeten Maschen vorgestellt.

Das Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dass die Gittergenerierung in den Lésungspro-
zess integriert ist. Die zur Simulation notwendigen Gitter werden aus der Oberflichen-
beschreibung des Rechengebietes in selbst-adaptiver Weise, ohne Eingriff des Anwenders,
zusammen mit der Losung erzeugt.

Die Integration beruht auf einer hochst flexiblen Gitterstruktur, die polygonale bzw. po-
lyhedrale Maschen mit beliebig vielen Oberflichen unterstiitzt. So kann beispielsweise das
Untersuchungsgebiet nach Diskretierung seiner gekriimmten Oberflichen direkt als Masche
reprisentiert werden. Es wurde ein Algorithmus entwickelt, der Maschen durch Schnittebe-
nen verfeinert, ohne jedoch beliebig kleine Teile zu erzeugen. Benachbarte Maschen kénnen
durch Entfernen gemeinsamer Seitenfléchen vereinigt werden.

Mit Hilfe neuer, problemangepasster Methoden fiir die Rekonstruktion der Losung aus
den Zellmittelwerten kénnen auch auf automatisch erzeugten Gittern genaue Loésungen
berechnet werden. Dazu wird die Rekonstruktion in transformierten Variablen berechnet,
die unter allen Umsténden physikalisch sinnvolle Werte liefert. Die diskreten Ableitungen
werden so modifiziert, dass die Rekonstruktion die stationére Differentialgleichung erfiillt.
Das Verfahren wurde fiir 2D Referenzfille intensiv getestet.

Das numerische Verfahren und die Gitteradaption wurden auf Rechnern mit verteiltem
Speicher implementiert.

Ausblick

Die vorgestellte Methode kann auch auf 3D Geometrien angewendet werden. Erste Schritte
dazu wurden bereits unternommen, die Implementierung der Gitterteilung fiir 3D-Maschen
ist aber noch nicht abgeschlossen. Die Versuche zeigten, dass eine ausgefeilte Grafikun-
terstiitzung und der Speicherbedarf fiir die Anwendung des Verfahrens in 3D eine wesent-
lich hohere Bedeutung hat als in 2D.
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Eine andere wichtige Entwicklungsrichtung stellt die Anwendung des Verfahrens auf rei-
bungsbehaftete Stromungen dar. Im Rahmen einer Studienarbeit [20] wurden die Diskre-
tisierung der Konvektions-Diffusions-Gleichung auf polygonalen Maschen untersucht. Die
Anwendung des Verfahrens auf die Navier-Stokes-Gleichungen und die Implementierung
von Turbulenzmodellen stehen aber noch aus.

Eine wichtige Herausforderung stellt die Verkiirzung der Rechenzeiten dar. In einer wei-
teren Dissertation wird gegenwirtig die Anwendung von Mehrgittermethoden untersucht
[62]. Auch die Optimierung des numerischen Verfahrens fiir Vektorrechner kann dazu einen
Beitrag liefern.

Fiir die Robustheit der Methode spielen zuverldssige Adaptionsindikatoren eine wichtige
Rolle. Insbesondere in der Anfangsphase auf sehr groben Gittern sind die bisher angewen-
deten Standardmethoden nicht sehr zuverléssig. Die Ermittlung notwendiger Bedingungen
an die Maschengeometrie ist deshalb von besonderem Interesse.



Anhang A

Integrationsformeln

Fiir ein Finite Volumen Verfahren hoherer Ordnung werden verschiedene Integrationsfor-
meln benétigt. Aufgrund der geometrischen Komplexitéit der vorgeschlagenen Kontrollvo-
lumen ist die Berechnung der notwendigen Gréflen in 2D und 3D nicht trivial und soll im
Folgenden erldutert werden. Die Darstellung beschrénkt sich auf den Fall eben-berandeter
Kontrollvolumen in 2D und 3D, wie er fiir 2D-Geometrien typisch ist. Der weitaus schwieri-
gere Fall nicht-ebener Oberfléchen, wie sie in 3D auftreten kénnen, wird in [31] behandelt.

Fiir das explizite Zeitschrittverfahren Glg. 4.9

' ! (F] E : ; * ga] ¢k( ) Sjk)dA
J 99
] keN;

wird die Grofle des Kontrollvolumens A; benétigt, zur FluBberechnung der nach auflen
gerichtete Oberflaichennormalenvektor 5} sowie eine Quadraturformel fiir das Flufiintegral
J. aq, £ dA.

In die Formeln zur Ermittlung einer polynomialen Rekonstruktion p-ter Ordnung gehen
alle Momente bis zur Ordnung p

m® = |Q|:/1d)\€R
Q

1
m T €
1| Jao

ein. Siehe dazu auch die Darstellung im Abschnitt 4.3.

Eine Strategie zur Berechnung der gewiinschten Groéflen besteht darin, die gesuchten Inte-
grale mit Hilfe der Integralsidtze von Stokes und Gaufl durch Integrale auf den Oberflichen
des Kontrollvolumens darzustellen.

A.1 Integralnotation

Sei Q C R? eine offene, beschrinkte und zusammenhingende Teilmenge des Raumes der
Dimension d, deren Rand 0f) durch eine endliche Zahl stetig differenzierbarer, d — 1-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten beschrieben ist.
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Die Schreibweise

/Q od) = /Q () dA(@) (A1)

bezeichnet das Integral einer reellwertigen Funktion ¢ : Q — R, ¥ +— (&) iiber die Menge
2, mit den Momenten

m©  — |F|:/1dueR
I

1
m _ —/*d RY
m x S
o S

Das Integral [ -dy iiber ein stetig differenzierbares Teilstiick I' C 02 des Randes ist durch

Je@dui= [ els(@)deuDR () - Di(5) aA() (A2)

gegeben. Dabei beschreibt die bijektive, stetig differenzierbare Abbildung x : ¥ — T,
G k(§) = & (¥ := T~YT) € R*1) die Fliche T. Ist T eine ebene Hyperfliiche, so ist
eine affine Abbildung, d. h. Dk = const. In diesem Fall ist \/det(Dx!(y) - Dx(y)) konstant
und beschreibt die Grole (Fliche, Liange) der Hyperflache I'.

Mit Jp-do wird das Integral einer vektorwertigen Funktion @ : 2 — R? mit nach aussen
gerichteter Oberflachennormale o(Z),

/F<I>da ::/F<<I>(aé’),a(a‘:’)>du (A.3)

bezeichnet.

A.2 Bestimmung des Oberflichennormalenvektors

Aus dem Stokeschen Integralsatzes fiir eine ebene, polygonal berandete Fliche f € R? und
ihren Rand 0 f

/frot(ﬁ) da:/ vdp (A.4)

of

kann unter Verwendung geeigneter Vektorfelder ¢ eine Formel fiir den Oberflichennorma-
lenvektor abgeleitet werden. Fiir die Vektorfelder #;, (i = 1,2, 3)

Ui(%) = (T, €i11) - €it2 (A.5)
erhilt man
rot(ﬁ}) = é}
Dabei bezeichnet €; den i-ten Einheitsvektor, fiir die Indizes ¢ > 3 sei €; = €;_3 gesetzt.

Mit Hilfe der Vektorfelder aus Glg. A.5 148t sich aus Glg. A.4 die mittlere Oberflichen-
normale 5(f) bestimmen, welche im Fall der ebenen Fliche f mit der Oberflichennormale
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iibereinstimmt. Ist die Fliche polygonal berandet, so kann das Kurvenintegral auf die
polygonalen Randstiicke 0f) aufgeteilt werden.

Z /8 vy dp

keS(f)

si(f) = /frot ¥5)

= Ym0 - Siea(0h1) (A.6)

keS(f)

Dabei bezeichnet S(f) die Indexmenge aller Oberflichenobjekte der Facette f, 5(0fr) den
orientierten Tangentialvektor der Kante f, mit der Linge m(©)(df;) und es gilt ||5(f)|| =

mO)(f).

A.3 Darstellung eines Monoms als Divergenz

Eine Strategie zur Berechnung der bendtigten Integrale besteht darin, die gesuchten In-
tegrale mit Hilfe der Integralséitze von Stokes und Gaufl und einer “Stammfunktion” des
Integranden zu ermitteln.

[Lemma: Darstellung eines Monoms als Divergenz.] Sei a = (as,...,aq) € N§ ein Multi-
Index (d € N) und |a| = Y, 4 sein Betrag. Das Polynom p,

po:R*— R, T i%= x

ist das zu o gehorige Monom. Das Monom p,, besitzt die Darstellung

pa(f) T——div (pa( ) ’ _’) (A7)

|| +d

Die behauptete Darstellung 148t sich, ausgehend von der rechten Seite der Identitéit, durch
einfaches differenzieren verifizieren. Mit Hilfe der Produktregel erhélt man

lepa:Z" .Cl_f Za 1)=Zaz(fa)$z+2fa

i=1..d i=1..d i=1..d

Der erste Term ergibt nach wiederholter Anwendung der Produktregel

0; (¥ x; = 0; < H :cffT> cxp =0 (x) - x; HxO‘T = oz’ H:CO‘T = ;T (A.8)

=1..d r#i r#L

Damit ergibt sich die behauptete Identitét

div (pa (%) - Z azfa—f— = (la| +d) -7
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A.4 Volumen- und Schwerpunktsformeln

Die Momente eines Kontrollvolumens lassen sich unter Anwendung des Gaufi’schen Inte-
gralsatzes

/ div (¥) dX = vdo.
Q onN

und der Darstellung eines Monoms als Divergenz, Glg. A.7 ermitteln. Fiir das Volumen
m(® eines eben-berandeten Kontrollvolumens Q gilt:

m(0>(9):/ 1dA:1/ #do
Q d Joq

Das Oberflachenintegral 14t sich auf die Oberflichenstiicke 0€2; des Kontrollvolumens
aufteilen. Da diese als eben angenommen wurden, ist die nach auflen gerichtete Ober-

flachennormale do (%)

1

auf 09y, konstant. Dariiberhinaus variiert £ € 92 nur senkrecht zur Normalen so, dass das
Skalarprodukt ebenfalls konstant ist und an einem beliebigen Punkt & € 9, ausgewertet
werden darf. Bezeichnet man die Indexmenge aller Seiten des Kontrollvolumens € mit
S(€), so erhélt man fiir das Volumen

mO©) =% 3 (m®(00), 5(09%) (A9)
keS(Q)

Analog 1483t sich fiir den Schwerpunkt des Kontrollvolumens

d+DIQ - m Q) = (d+1) - o7 dA = [, div(F - ) dA
= [oq(& - T)do = Lyeg) (mP (0%), 5(0Q4)) - \a—(lzk| Joq, Tidp

ermitteln und es ergibt sich

1

e ]

Yo (mM(09y), 5(0%)) - mM (09 (A.10)
kES(Q)

A.5 Integrale fiir die Flussquadratur

Mit Hilfe der Integrale iiber Monome
[ (pal@) &) do
N

sollen die Uberlegungen zur Konsistenz der Flussintegration in Abschnitt 4.2.4 vervollstén-
digt werden. Wie in Glg. A.8 ermittelt man fiir a; = 0

0 — /div(faa-) = [ (3¢ do
Q o0
1

= Sk Ao z*dp
ke%(:ﬂ) |0Q%]| Jaq,
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So ergibt sich fiir die Monome p, = 1, po = @y, und py = TpTpm, (0, m # 9)

0 = Z Skz‘

keS(Q)

0 = Z Sk,i - an)
keS(Q)

0 = Z Skz nm 6Qk)
keS(Q)

Auflerdem erhilt man

(1+ozl-)/;f°‘d)\ _ /div(f"‘mia) d) =
Q Q

B
1
= Z <€Z,§k>— fa$z du
kES(Q) |00 Jog,
1 "
- ¥ m§1)(69k)sk,im Pa(T) dA
kES(Q) ki /oSy,

und es ergibt sich fiir die Monome p, = 1, po, = @, (n # i) und p, = x;

keS(Q)
QmD@) = > spioml (0%)
keﬂn
QImP (@) = 2 sk - mi (00%)
keSSD
Zusammen ergibt sich also
0 = Z Sk (A.11)
kesS(Q
Qe; = Z s, m (09, (A.12)
kes(Q)
0] (mV(@) & +amh(©Q)) = Z sk mP (09 (A.13)
kesS(Q

Anders als bei der Herleitung der Volumen- und Schwerpunktsformeln (Glgen. A.9, A.10)
erniedrigt hier die Multiplikation mit den Komponenten der Seitennormale den Exponen-
ten des Integranden nicht. Diese Bemerkung fiihrt zu den Identitéten (i = 1..d)

1

7> (m@),50) = Y m (@95 (0%)
keS(Q) keS(Q)
Ym0, 5o 00 = Y mP00si09)
+ keS(Q) kes(Q)

Dabei bezeichnet m(0€) einen beliebigen Punkt auf der Oberfliche der Seite 0€.



Anhang B

Nomenklatur

Raumdimension

i-ter Einheitsvektor

Index, der die Raumdimensionen 1 ...d durchliuft.

Einheitsmatrix

Index, der das betrachtete Kontrollvolumen identifiziert.

Index, der die zu j benachbarten Kontrollvolumen durchlduft.
beschreibende Abbildung der Hyperfliche I' ¢ R?, mit Parametermenge
¥ C Ri-1

Dimension des Zustandsraumes

nulltes Moment (Gréfe) des Kontrollvolumens ¢ R?

nulltes Moment (Grofe) der Hyperfliche I' ¢ R?

erstes Moment (Schwerpunkt) des Kontrollvolumens €2 C R?

erstes Moment (Schwerpunkt) der ebenen Hyperfliche I' ¢ R?

Anzahl der Integrationspunkte der Seitenquadraturformel

Indexmenge der Kontrollvolumen, die an das Kontrollvolumen j angrenzen.
N; U{j}

Kontrollvolumen und seine Oberfliiche, (2,00 C R?)

Kontrollvolumen

Seite zwischen €2; und €,

Oberflichennormalenvektor der Seite 9€2;, bzgl. Q; auswérts gerichtet,
|ISjkl] = 1091

(Index-) Menge aller Oberflichenobjekte des Gitterobjektes o
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