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Zusammenfassung

In dieser Arbeit sollen ausgesuchte Familien von (2-dimensionalen) projektiven Ebenen
auf Differenzierbarkeit untersucht werden. Dabei bedeutet , differenzierbar”, dass Punkt-
menge und Geradenmenge der Ebene differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind, so dass
»Schneiden von Geraden“ und , Verbinden von Punkten® differenzierbar ist.

Eine jede differenzierbare projektive Ebene ist auch eine topologische Ebene und es gibt
viele hochst verschiedene Beispiele topologischer projektiver Ebenen, die bis zu einem ge-
wissen Grad sogar klassifiziert sind.

Bei differenzierbaren projektiven Ebenen stellt sich die Situation ganz anders dar: Bis
jetzt sind nur sehr wenige Beispiele differenzierbarer projektiver Ebenen bekannt. Abgese-
hen von den klassischen Beispielen iiber den reellen Zahlen, den komplexen Zahlen, den
Quaternionen und den Oktaven gibt es eine Konstruktion sehr starrer Beispiele von Ot-
te (bei denen es unklar ist, ob sie nichttriviale Automorphismen besitzen) und eine Kon-
struktion von B. Segre, von der Immervoll gezeigt hat, dass sie differenzierbare projektive
Ebenen liefert, welche sogar grolle Automorphismengruppen aufweisen.

Differenzierbare affine (oder allgemeiner stabile) Ebenen sind hingegen leichter zu fin-
den. Im Gegensatz zu topologischen Ebenen, wo der projektive Abschluss einer lokalkom-
pakten, zusammenhidngenden affinen Ebene eine kompakte topologische projektive Ebe-
ne ist, gibt es differenzierbare affine Ebenen, deren projektiver Abschluss nicht differen-
zierbar ist (eine Familie solcher Beispiele wird in Kapitel|4/vorgestellt).

Auf der Suche nach Beispielen differenzierbarer Ebenen bietet es sich an, bekannte to-
pologische Ebenen darauf hin zu untersuchen, ob Punkt- und Geradenmenge eine diffe-
renzierbare Struktur zulassen, so dass ,,Schneiden” und , Verbinden differenzierbar wird.
Kompakte zusammenhédngende topologische projektive Ebenen konnen beziiglich der Di-
mension und Struktur ihrer Automorphismengruppen klassifiziert werden und in diesem
Rahmen ldsst sich die Suche nach differenzierbaren Ebenen recht systematisch durchfiih-
ren. Bodi hat in seiner Habilitationsschrift bewiesen: Ubersteigt die Dimension der Auto-
morphismengruppe einer Ebene eine gewisse Schranke, so ist die Ebene nur dann differen-
zierbar, wenn sie isomorph zur entsprechenden klassischen Ebene ist. Es ist naheliegend,
die verbleibenden bekannten Klassen und Familien kompakter zusammenhéingender to-
pologischer Ebenen auf Differenzierbarkeit zu untersuchen. Da die Beschreibung dieser
Familien allerdings sehr allgemein ist — meist gestiitzt auf einzelne oder mehrere Funktio-
nen, die relativ schwachen Anforderungen geniigen miissen und mit deren Hilfe man die
Punktreihen der Geraden beschreibt —, kann die Untersuchung sehr unangenehm werden.
In der Regel wird es wohl bei solchen Klassen nétig sein, mit Hilfe geometrischer Opera-
tionen und der Wirkung der Automorphismengruppe die differenzierbare Struktur zu kon-
struieren, die in einer differenzierbaren Ebene notwendigerweise vorliegen muss, um dann



Schneiden und Verbinden zu untersuchen. Das eigentliche Konstruieren der differenzier-
baren Struktur ist dabei weniger das Problem, sondern die dann konkret anzugebenden
Karten und der Umgang mit diesen: Die auftretenden Terme werden zum Teil so unange-
nehm, dass auch - oder gerade — Computeralgebrasysteme keine Hilfe mehr darstellen.

Im Fall 2-dimensionaler Ebenen hat Bodi gezeigt, dass differenzierbare projektive Ebe-
nen mit mindestens 3-dimensionaler Automorphismengruppe isomorph zur klassischen
Ebene P,(R) sind. Da die 2-dimensionalen kompakten zusammenhédngenden topologi-
schen projektiven Ebenen mit 2-dimensionaler Automorphismengruppe vollstdndig klas-
sifiziert sind, soll deshalb mit dieser Arbeit anhand zweier Familien begonnen werden,
diese Ebenen systematisch auf Differenzierbarkeit zu untersuchen. In Kapitel 4 wird ei-
ne Familien von Schiebe-Ebenen studiert, die zwar eine differenzierbare affine Teilebene
besitzen, im Allgemeinen aber als projektive Ebene nicht differenzierbar sind. In Kapitel|5|
werden Schellhammer-Ebenen untersucht. Dort ist es zwar moglich, Ebenen mit differen-
zierbaren stabilen Teilebenen zu finden, jedoch ist eine affine oder projektive differenzier-
bare Schellhammer-Ebene, sofern sie gewisse Zusatzvoraussetzungen erfiillt, isomorph zur
klassischen Ebene P, (R).



Summary

In this thesis we study differential projective planes, i.e. projective planes where the point
set and line set respectively are differential manifolds such that joining of points and inter-
section of lines are differentiable maps.

Up to now there are few examples of differential projective planes known. It is considered
common knowledge that the classical projective planes over the real numbers, the complex
numbers, the quaternions and the Cayley numbers are differential. Then there are some
rather rigid planes constructed by Otte for which it is not clear if they admit non trivial
automorphisms at all. Furthermore there is a construction by B. Segre for which Immervoll
provided the proof that they are indeed differential projective planes. The latter examples
even have relatively large groups of automorphisms. Apart from these examples there is
some theory mainly due to or collected by Bodi in his Habilitationsschrift (B6d95).

As for topological planes, under mild topological conditions one gets a topological pro-
jective plane from a topological affine plane simply by taking the projective closure. When
one considers differential planes things are not that easy. In fact there are examples of dif-
ferential affine planes which do not admit a differential projective closure (although the un-
derlying planes — the affine plane and its projective closure — are both topological planes).

In order to procure examples of differential projective planes one can pursue mainly two
different approaches. Since within a differential projective plane the flag space is a sub-
manifold of the product space of the point manifold and the line manifold respectively,
one might try to find a triple of manifolds such that the first one serves as the point man-
ifold, the second as the line manifold and the third as the flag manifold of a differential
projective plane. Immervoll, Léwen and Pupeza formulated suitable conditions (ILP10). It
is a completely different task to satisfy these conditions. Immervoll uses this approach in
(ImmO03) to prove that the planes due to B. Segre are indeed differential projective planes.
In general however one will encounter difficulties analysing the geometric structure of such
examples, to determine the automorphisms or the placement of the planes within existing
classifications.

The other method which we pursue here is to start from known topological projective
planes and to find out whether they admit a differential structure such that differential
projective planes result.

One important piece of information is the topological dimension of the point set of a
topological projective plane. The topological dimension of the point set coincides with
the topological dimension of the line set and this dimension is called the dimension of the
plane. Since 2-dimensional projective planes are rather well understood — at least if their
group of automorphisms has dimension greater than 1 — the focus shall be on these planes.

Due to Bodi it is known that a 2-dimensional differential projective plane which admits



a group of automorphisms of dimension at least 3 is isomorphic to the classical plane P, (R)
(see Theorem 3.6 on page/33). That means non-classical examples of differential projective
planes can only be found among planes whose automorphism group has dimension 2 or
less. The 2-dimensional topological projective planes admitting a group of automorphisms
of dimension 2 are explicitly known; see(3.17/for a summary of the classification. We will
study two different classes of planes of that kind.

In chapter |4/ we will study a special family of 2-dimensional shift planes. The point set
of a 2-dimensional projective shift plane consists of R? (the affine point set) plus certain
points at infinity. The lines are in general determined by the graph of a map h: R— R sat-
isfying certain conditions; this graph together with its translates under R? represent the
standard lines. “Vertical” lines and a line at infinity have to be added in order to obtain a
projective plane. This construction is invariant under the obvious action of the Lie group
R?. Here we will consider a map of the form h: R— R: x — x%+ a(x) where a: R— R rep-
resents a “small” disturbance, i.e. all its derivatives are supposed to diminish rapidly such
that lim, .+, x™ a®(x) = 0 for all m € NU {0} and all n € N. The action of the Lie group
R? on the set of points and the set of lines provides parts of a differential structure that are
necessary to get a differential plane. In fact this action determines the differential structure
on the set R? of affine points and also on the line at infinity minus one point (the point at
infinity of the vertical lines). The remaining gaps in the differential structure can also be
closed. Such a differential structure on the set of points can be transported to the set of
lines by a polarity.

We will prove that in this way one obtains a differential affine plane. In order to achieve
this it is sufficient to check the differentiability of the intersection map. Differentiability
of the joining map is procured by the self-duality of the plane via the polarity. But we are
also able to prove under certain further conditions that these differential affine planes do
not extend to differential projective planes (and even if these conditions are not met it still
seems highly unlikely that one would obtain a differential projective plane).

This family of shift planes is but a small sub-family of all 2-dimensional shift planes. A
similar family has been treated by Immervoll (Imm98). Some of our arguments apply to
all shift planes (for example the parts of the differential structure provided by the action
of the group of automorphisms); however, for treating differentiability of other shift planes
different arguments will have to be found. As is often the case with applying differential
geometry to concrete examples calculations can quickly become quite inconvenient and
even impossible to handle. A lot of (probably difficult) work would have to be done to close
the case of differential shift planes in general.

Things are much more pleasant for the second family of 2-dimensional projective planes
which we study in chapter|5; they will be called Schellhammer planes. With the exception
of one sub-family we are able to discuss Schellhammer planes concludingly. In general we
will see that a Schellhammer plane is a differential plane precisely if it is isomorphic to the
classical plane P, (R).

Any 2-dimensional Schellhammer plane can be described using the complex numbers
C plus a set of points at infinity as point space. The point rows of standard lines are deter-
mined by a suitable function fh leading to a description in polar coordinates. The special
lines are the ordinary straight lines through the origin 0 € C and the line at infinity contain-
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Summary

ing the points at infinity. The multiplicative group C* acts as a group of automorphisms of
such a plane by multiplication.

As was the case with shift planes the differential structure a differential Schellhammer
plane would have to carry is determined by this group action up to a certain degree. Ex-
cept for the planes whose generating function b satisfies h(0) = 0 and §’(0) = 0, the inverse
function theorem makes it possible to fill in the gaps in the differential structure using geo-
metric operations. Based on this differential structure it is possible to formulate conditions
on f that determine whether the corresponding Schellhammer plane is differential or not.
Using Fourier series we are then able to conclude that this is the case only if the plane is the
classical projective plane P, (R).
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Einleitung

Viele, ja vielleicht sogar die meisten Objekte in der Mathematik tragen mehr interessan-
te Strukturen als die, die den Betrachter gerade unmittelbar interessieren. Viele Gruppen
zum Beispiel tragen ganz natiirlich auch Vektorraumstrukturen, Topologien oder sind dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten. Dieser Umstand allein wére wenig interessant, wenn sich
die unterschiedlichen Strukturen des einen Objekts nicht untereinander vertragen wiirden,
wie zum Beispiel skalare Operationen, die stetig oder Gruppenhomomorphismen oder bei-
des sind, Gruppenmultiplikationen, die stetig oder differenzierbar sind.

Auch die Geometrie ist da keine Ausnahme. Die klassische projektive Ebene P, (R), de-
ren affine Ableitung in der Schule als solche de facto meist rein inzidenzgeometrisch be-
trachtet wird, trdgt zum Beispiel ganz natiirlich eine Topologie (die in der Schule, wenn
iberhaupt, eher unterschwellig ins Spiel kommt). Uberhaupt ist die Verquickung von In-
zidenzgeometrie mit topologischen Strukturen inzwischen zu einem recht umfangreichen
Gebiet geworden (wo tibrigens wieder ganz natiirlich algebraische Strukturen auftauchen).

Die Vertraglichkeit der Strukturen dullert sich im Bereich der topologischen Geometrie
(meist) darin, dass die Punkt- und Geradenmengen eine Topologie tragen und die geome-
trischen Operationen (in der Regel ,Schneiden von Geraden“ und , Verbinden von Punk-
ten“) stetig erfolgen sollen. Eine reiche Quelle an Informationen tiber kompakte projektive
(und auch allgemeinere) topologische Ebenen ist zum Beispiel (SBG*95).

Doch man muss nicht bei topologischen Strukturen aufhéren. Viele topologische Ebe-
nen sind lokal homéomorph zu R” fiir ein geeignetes n € N. Die Frage ist also ganz natiir-
lich, ob sich solche Ebenen auch als differenzierbare Ebenen erkennen lassen (wo analog
zum topologischen Fall die Punkt- und Geradenmenge differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten sein sollen, so dass Schneiden und Verbinden jeweils differenzierbar ist). Bei der klas-
sischen projektiven Ebene P, (R) ist dies zum Beispiel ganz natiirlich gegeben. Genaue De-
finitionen und erste allgemeine Erkenntnisse werden in Kapitel 2/zusammengefasst. Eine
umfangreiche Quelle hierzu ist die Habilitationsschrift von Richard Bodi (B6d95).

Aber im Gegensatz zur topologischen Geometrie ist es bei differenzierbaren projekti-
ven Ebenen nicht so leicht, Beispiele zu finden. Zunédchst einmal sind die klassischen Ebe-
nen iiber den reellen Zahlen, den komplexen Zahlen, den Quaternionen und den Oktaven
differenzierbare projektive Ebenen. Dann gibt eine Konstruktion von Otte, die sehr starre
Beispiele erzeugt (fiir die nicht klar ist, ob sie nicht-triviale Automorphismen zulassen; sie-
he Kapitel 3 und insbesondere Abschnitt(3.1). SchlieBlich ist noch eine Konstruktion von
B. Segre bekannt, von der Immervoll bewiesen hat, dass sie zu differenzierbaren projekti-
ven Ebenen fiihrt — dazu gleich mehr.

Im Gegensatz zu topologischen Ebenen, wo sich aus einer lokalkompakten, zusammen-
hingenden affinen Ebene durch Ubergang zum projektiven Abschluss eine topologische
projektive Ebene gewinnen lésst, gibt es differenzierbare affine Ebenen, deren projektiver
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Einleitung

Abschluss nicht differenzierbar ist. Eine Familie von Beispielen solcher Ebenen soll in Ka-
pitel/4, insbesondere Abschnitt|4.3, vorgestellt werden.

Auf der Suche nach Beispielen differenzierbarer projektiver Ebenen bieten sich nun zwei
verschiedene Vorgehensweisen an.

Da sich bei einer jeden differenzierbaren Ebene die Fahnenmenge als Untermannigfal-
tigkeit des Produkts aus Punkt- und Geradenmannigfaltigkeit darstellt, kann man versu-
chen, ein geeignetes Tripel von Mannigfaltigkeiten anzugeben, das eine differenzierbare
projektive Ebene beschreibt. Immervoll, Lowen und Pupeza haben in (ILP10) entsprechen-
de Bedingungen an die Mannigfaltigkeiten formuliert. Ein ganz anderes Problem ist es,
diese Bedingungen zu erfiillen. Eine Moglichkeit, auf diesem Weg zum Ziel zu kommen,
ist das alte Prinzip, eine vorhandene Struktur leicht zu stéren oder modifizieren, so dass
zwar die grundlegenden Eigenschaften erhalten bleiben, das neue Objekt aber nicht mehr
isomorph zum alten ist. Immervoll verwendet in (Imm03) diesen Ansatz, um zu beweisen,
dass es sich bei der von B. Segre angegebenen Konstruktion in der Tat um differenzierbare
projektive Ebenen handelt. Etwas konkreter wird ausgegangen von den klassischen projek-
tiven Ebenen iiber einem Korper K € {R,C,H}. Die Punktmenge wird dabei beschrieben
als die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume von K3, die Geraden lassen sich als
eindimensionale Unterrdume im Dualraum beschreiben. Die Inzidenz wird dann durch
Annullieren beim Einsetzen beschrieben. Oder, anders ausgedriickt, man erhilt die Punkt-
reihe einer Geraden als volles Urbild der 0 unter einer differenzierbaren Abbildung. Eine
geeignete Modifikation dieser differenzierbaren Abbildung fiihrt dann zu einer differen-
zierbaren projektiven Ebene. Im Fall der Konstruktion von B. Segre hat Immervoll nachge-
wiesen, dass die Automorphismengruppe relativ grof$ ist, das heif3t topologische Dimen-
sion > 1 hat. Im Allgemeinen wird jedoch bei einem solchen Beispiel, das durch Angabe
eines Mannigfaltigkeiten-Tripels beschrieben ist, die Frage nach der geometrischen Struk-
tur schwer zu beantworten sein. Das heil3t, welche Automorphismen besitzt die Ebene, wie
ist sie gegebenenfalls in bestehende Klassifikationen einzuordnen und als Abwandlung da-
von die vielleicht entscheidende Frage: Ist dieses Beispiel dann wirklich ein neues, bislang
unbekanntes Beispiel einer differenzierbaren Ebene?

Die andere Mdglichkeit — und sie soll in dieser Arbeit verfolgt werden — besteht darin, be-
kannte topologische Ebenen darauthin zu untersuchen, ob sie mit einer differenzierbaren
Struktur versehen werden konnen, so dass Schneiden und Verbinden differenzierbar wird.
Lokalkompakte zusammenh#ngende topologische projektive Ebenen mit groller Automor-
phismengruppe lassen sich beziiglich der Dimension und Struktur der Automorphismen-
gruppe klassifizieren. In diesem Rahmen hat Bodi in seiner Habilitationsschrift (B6d95)
schon einige Klassen aufgefiihrt, welche nicht differenzierbar sein kénnen (siehe Zusam-
menfassung in Satz (3.6 auf Seite 33). In dieser Arbeit sollen Ebenen untersucht werden,
deren Punkt- und Geradenraum jeweils die Dimension 2 besitzt. Diese Ebenen sollen kurz
als 2-dimensionale Ebenen bezeichnet werden. Solche 2-dimensionale Ebenen mit einer
mindestens 2-dimensionalen Automorphismengruppe sind vollstdndig klassifiziert (siehe
die Zusammenfassung der Klassifikation|3.17 in Abschnitt(3.3, Seite/35f). Bodi benutzt die-
se Klassifikation, um zu beweisen, dass — die klassische Ebene P,(R) ausgenommen — die
2-dimensionalen Ebenen mit mindestens 3-dimensionaler Automorphismengruppe nicht
differenzierbar sind.
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Es bleiben also auf der Suche nach 2-dimensionalen differenzierbaren projektiven Ebe-
nen die Familien mit 2-dimensionaler Automorphismengruppe zu untersuchen. In dieser
Arbeit soll dies fiir eine spezielle Familie von 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen (Kapitel 4)
und bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen (Kapitel 5) durchgefiihrt werden.

Dabei wollen wir einerseits sehen, wie ausgehend von der Wirkung der Automorphis-
mengruppe, die eine Lie-Gruppe ist und differenzierbar auf einer differenzierbaren Ebene
wirkt, eine differenzierbare Struktur auf Teilen der Ebene zu gewinnen ist. Eine differen-
zierbare Struktur fiir die ganze Ebene soll dann mit Hilfe der geometrischen Operationen
Schneiden und Verbinden sowie unter Zuhilfenahme einer Polaritit konstruiert werden.
Wir werden sehen, welche Schwierigkeiten dabei auftreten (die sich oft, aber nicht immer
mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen 16sen lassen).

Nachdem die differenzierbare Struktur konstruiert ist, die eine differenzierbare Ebe-
ne notwendigerweise tragen muss, ist noch zu priifen, ob sich die geometrischen Struk-
turen mit dieser differenzierbaren Struktur vertragen. Zunéchst wird gezeigt, dass die
Punktreihen von Geraden und dual dazu die Geradenbiischel Untermannigfaltigkeiten von
Punkt- beziehungsweise Geradenmannigfaltigkeiten sind. Anstatt die Differenzierbarkeit
von Schneiden und Verbinden durch direkte Rechnungen zu tiberpriifen, was in der Re-
gel sehr miithsam ist, wird hierzu ein Werkzeug eingesetzt, welches Peter Maier in seiner
Dissertation (Mai99) bereitgestellt hat, ndmlich die Argumentation mit Hilfe von differen-
zierbaren Familien von Untermannigfaltigkeiten (siehe auch Proposition[1.22).

Insgesamt ergibt sich, dass sich unter den untersuchten Ebenen keine nicht-klassische
differenzierbare projektive Ebene findet. Es ist also nach wie vor ein offenes Problem, ob es
nicht-klassische 2-dimensionale differenzierbare projektive Ebenen mit 2-dimensionaler
Automorphismengruppe gibt.
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1 Differentialtopologische Begriffe und
Hilfsmittel

1.1 Grundlegende Notationen aus der klassischen
Analysis

In diesem Abschnitt soll die verwendete Notation erldutert und einige aus der einschla-
gigen Literatur (zum Beispiel (Heu01), (Heu08), (Die85), (Hil01), (Hil02)) bekannte Ergeb-
nisse aus der klassischen Analysis, die im weiteren Verlauf von Relevanz sind, angegeben
werden.

Zunichst soll festgehalten werden, dass fiir diese Arbeit die natiirlichen Zahlen N die 0
nicht enthalten.

Ist U C T eine offene Menge eines topologischen Raums 7', so soll dies mit U é T be-
zeichnet werden.

In dieser Arbeit sollen Koordinatentupel, sprich Elemente, von R” als Zeilenvektoren ge-
schrieben werden. Dies hat zur Folge, dass die Abbildungsmatrizen linearer Abbildungen
von rechts operieren miissen. Es ist deshalb nur konsequent, lineare Abbildungen und da-
mit die Ableitung einer Funktion f: R™ — R" mit m,n € N, die ja auch nur eine lineare
Abbildungist, von rechts operieren zu lassen. Andererseits ist es aber sehr ungewohnt, klas-
sische Analysis in R mit von rechts operierenden Funktionen zu betreiben. Um kenntlich
zu machen, wann die Operation von rechts und wann von links erfolgt, soll die folgende
Konvention befolgt werden:

Funktionen, die von links operieren, werden durch Frakturbuchstaben beschrieben. An-
wenden der Funktion f auf ein Element x des Definitionsbereichs wird durch ,f(x)“ be-
zeichnet; die Komposition ,fog“ (beziehungsweise ,(fog)(x)“, angewendet auf x) ist als
»f nach g“ zu lesen. In der Regel soll dieser Fall bei Funktionen R” — R verwendet werden.

Ansonsten soll die Operation von rechts erfolgen. Das Anwenden einer Funktion ¢ auf
ein Element x soll dann in Exponentialschreibweise ,x¥“ oder wie folgt ,x . ¢ “ geschehen.
Die Komposition ¢ ist dann als ,zuerst ¢ dann vy “ zu lesen; angewendet auf ein Element
wird dies zu ,x¥¥“ beziehungsweise ,,.x . oy “.

Ist f: M — N eine Abbildung, dann soll f< das volle Urbild beschreiben, das heif3t, wir
erhalten eine Abbildung in die Potenzmenge M" durch f~: N — M":y — {x e M|x/ =y}.
Auch diese Abbildung soll nach obigen Regeln verwendet werden.

Unter der Ableitung D, f einer Funktion f: R™ § U — R" an der Stelle x, € U soll dieje-
nige lineare Abbildung verstanden werden, die im Sinne der Taylor-Entwicklung die Funk-
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1 Differentialtopologische Begriffe und Hilfsmittel

tion f linear approximiert, so dass lax gesprochen

X.frxo. f+(x—x). Dy f

gilt.

Eine Funktion f:R™ 2 U — R”" heilst differenzierbar an der Stelle x, € U, wenn die
Ableitung D, f existiert. Sie heilt differenzierbar, wenn sie an allen Stellen x, € U diffe-
renzierbar ist. .

Fiir eine Funktion f: 1—[;1:1 RY 2 U — R™ und 1 < i < n bezeichnet J;,, f die partielle
Ableitung nach dem i-ten Argument an der Stelle x € U. Ist genauer x = (x,,...,x,) und
): Rki —R™: 5'_>(x1y---yxi—l!grxi-l—ly---yxn)'fr
dann ist J;; f := Dy, f(icl,...,x,-fl,x,-ﬂ _____ +,)- Sehr hédufig begegnet einem dies fiir den Fall k; =1
fir 1 <i < nund m = 1. In Anlehnung an die tibliche ,f “-Notation soll dabei auch fiir
f:R"” O U — R die Schreibweise J; f(x) fiir die partielle Ableitung von f nach dem i-ten
Argument an der Stelle x verwendet werden.

Ist f:R" > R*":x— (x.f1,...,x. f,) differenzierbar, so ist fiir x, € R™ die Jacobi-Matrix
Jx, f gegeben durch
al;xo fl al;xo fn
J Xo f = .
am;xofl am;xofn
Wie gewohnt sei die Ableitung D, f mit der zugehorigen Jacobi-Matrix],, f identifiziert; es

soll also der Bequemlichkeit halber die Matrix ], f mit der Abbildung Dy, f: x — x - (Jx, f)
gleichgesetzt werden.

Ist f:R i U — R, so soll auch die iibliche Bezeichung ,{'“ fiir die Ableitung verwendet
werden. Und zwar ist §': x — '(x) mit {(x) =], f. Die m-te Ableitung von f fiir m € N soll mit
§im) bezeichnet werden.

1.1 Proposition (Kettenregel): Es seien f: R’ — R™ und g: R™ — R” differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

Dx(fg):(Dxf)(Dx.fg)

und fiir die zugehorigen Jacobi-Matrizen

J:(f8)=0:1)Uxr8)-

1.2 Bemerkung: Die Reihenfolge in der Notation der Ableitungen passt also ganz direkt
zur Reihenfolge der zugehorigen Jacobi-Matrizen. Bei einer Operation der linearen Abbil-
dungen von links hétte die Kettenregel die Form D, (gof) = (Dj«) g) © (D f) gehabt. Behalt
man die Verwendung von Zeilenvektoren bei, so dreht sich damit die Reihenfolge in der
Notation der Abbildungen im Vergleich zur Reihenfolge der zugehoérigen Jacobi-Matrizen
um.
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1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten und Abbildungen

1.3 Proposition: Ist die stetige Abbildung f: R™ § U — R" gegeben, so ist f genau dann
stetig differenzierbar, wenn fiir alle x € U und alle 1 < j < m die partiellen Ableitungen
J;.x f existieren und stetig von x abhéngen, das heift, die durch x — J;,, f gegebenen Abbil-
dungen sind stetig (der Bildbereich ist dabei die Menge der linearen Abbildungen R — R”",
welche man getrost mit R” versehen mit der Standardtopologie identifizieren kann).

Als ein Korollar aus dem Mittelwertsatz (zum Beispiel (Hil01, 3.3, Korollar 6)) kann man
folgende niitzliche Erkenntnis gewinnen:

1.4 Proposition: Sei f:R § (a,b) — R stetig und stetig differenzierbar auf (a, b) \ {xo}.
AuRerdem existiere lim,_,,, Dy f. Dann ist f stetig differenzierbar auf (a,b) und es gilt
D,, f=lim,_,, D, f.

Fiir eine r-mal stetig differenzierbare Funktion f: R™ é U — R”, wobei r e NU{oo},
soll die Bezeichung %"-Funktion verwendet werden; die Menge der entsprechenden
6"-Funktionen sei mit 6" (U,R") bezeichnet. Dabei hei3t r Differenzierbarkeitsgrad.

Vielleicht das wichtigste Hilfsmittel in der Differentialrechnung ist das folgende:

1.5 Proposition (Satz iiber implizite Funktionen): Es sei U C R’ x R" und
f €€ (UR™). Weiter sei (xo, yo) € U mit (xo, o). f =0 und &, y,) f € GL. (R).

Dann gibt es eine offene Umgebung x, € V é R! und eine (eindeutig bestimmte) Abbil-
dung g € ¢"(V,R™), so dass xo. g =)o und (x,x . g). f =0 fiir alle x € V. Weiter gilt dort
jeweils

-1
D, g =—(swan f) (Bowrn f) -
Ein wichtiger Spezialfall davon ist:

1.6 Proposition (Satz iiber die Umkehrfunktion): Es sei U é R"und f € ¢"(U,R").
Weiter sei xo € U und Dy, f € GL,, (R).

Dann gibt es eine Umgebung x, € V é R", so dass fiir f := f | zf die Inverse f~! existiert
und f~1e 6" (V. f, V) ist. Weiter gilt fiir alle y = x/ € V/ dann die Beziehung

D, (f)=D:)".

1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
Abbildungen

Es werden die iiblichen Definitionen und Begrifflichkeiten aus der Differentialtopologie
und der Theorie der Lie-Gruppen verwendet, siehe zum Beispiel (Hir94), (Kos93), (BJ73),
(MRD92), (Bre93), (OV90), (War83). Der Notation und der Bequemlichkeit halber seien ei-
nige Definitionen und Werkzeuge aber noch einmal explizit angegeben.
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1 Differentialtopologische Begriffe und Hilfsmittel

1.7 Definition: Sei 9t eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit (ein sepa-

rabler Hausdorffraum, der lokal hom6omorph zu R” ist). Sei weiter {i; éim jel},
wobei J eine geeignete Indexmenge ist, eine offene Uberdeckung von 90, das hei3t
m={J ey 4 und ; ist offen fiir alle j € J. AuRerdem gebe es eine Familie von Abbildun-

gen K={x;:4l; = R"|j € J}, so dass fiir alle j € J die Abbildung x; |i’x] ein Homéomor-
]

phismus ist. Eine jede solche Abbildung x; heiflt Karte von 91, der Definitionsbereich {;

heillt Kartengebiet der Karte x;; es soll auch die Bezeichnung (x;,4;) fiir die Karte ver-

wendet werden. Uberlappen sich die Kartengebiete zweier Karten (x;,4;) und (x,;), also
Ui Ny # O, so heildt

%= ("f |ujnuk)_l ("’C |umuk) TR D () N — (8 N4 CR”

Kartenwechsel. Die Familie von Karten K heillt €¢’-differenzierbarer Atlas, wenn al-
le Kartenwechsel ¥7-differenzierbar sind. Ein maximaler ¢ 7"-Atlas K’ (das ist ein At-
las, der alle Abbildungen enthélt, die differenzierbare Kartenwechsel liefern) heif3t
¢ "-differenzierbare Struktur. Das Paar (971, K’), bestehend aus einer topologischen Man-
nigfaltigkeit 9T und einer 6" -Struktur K’, heil’t 6" -differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1.8 Bemerkung: Statt ,¢>“ verwendet man auch gerne das Synonym glatt.

Wenn im Folgenden von ,differenzierbar® die Rede ist, so soll darunter in der Regel
6" -differenzierbar verstanden werden fiir einen beliebigen aber festen Differenzierbar-
keitsgrad r > 1. Auch der Begriff ,Mannigfaltigkeit“ soll synonym mit ,differenzierbare
Mannigfaltigkeit“ verwendet werden. Aullerdem wird in der Notation meist die Angabe
der differenzierbaren Struktur unterdriickt. Gegebenenfalls kann, wenn nicht ndher erldu-
tert, auch aus dem Kontext auf einen eventuell abweichenden Differenzierbarkeitsgrad ge-
schlossen werden.

Um die differenzierbare Struktur einer Mannigfaltigkeit zu bestimmen, reicht es schon
aus, einen konkreten Atlas anzugeben.

Aus einer Karte x;: {; — R” kann man durch Einschridnken auf offene Teilmengen

8 é 4l; weitere Karten gewinnen. Der Ubersichtlichkeit halber werden diese aber in der Re-
gel mit der urspriinglichen Karte identifiziert, wie auch tiberhaupt mit den Definitionsbe-
reichen (und der Angabe derselben) im Sinne der Ubersichtlichkeit gerne lax umgegangen
wird; so reicht es zum Beispiel in der Regel einen Kartenwechsel in der Form ,,; x = x;l x
anzugeben - die notigen Restriktionen und Co-Restriktionen ergeben sich iiblicherweise

aus dem Kontext.

1.9 Notation: Beziiglich einer genauen Definition von Tangentialraum und Tangential-
biindel sei hiermit auf die einschlédgige Literatur (Hir94), (Kos93), (BJ73), (MRD92), (Bre93)
verwiesen. Das Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit 9t sei mit T2 bezeichnet, der
Tangentialraum an einer Stelle p € 9t mit T, 9; ist dabei 7gy: TN — M die Biindelpro-
jektion, so gilt T, M = p™~,
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1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten und Abbildungen

1.10 Definition: Es seien (901, K) und (9, L) differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Eine Abbildung f: 9t — 9t heillt (lokal) 6" -differenzierbar an der Stelle x € 91, wenn fiir
Karten (x, ) € K mit x € f und (A,0) € L mit 4/ C Y die sogenannte lokale Reprisentation
x~ 1 fA an der Stelle x* eine ¢ -differenzierbare Abbildung ist.

Eine Abbildung f: 9t — 91 heil3t 6" -differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle x € 9t lokal
6" -differenzierbar ist.

Die Kategorie der ¢ -differenzierbaren Mannigfaltigkeiten besitzt ¢ " -differenzierba-
re Mannigfaltigkeiten als Objekte und %" -differenzierbare Abbildungen als Morphismen.
Die Menge der Morphismen von 91 nach 1 sei mit 6" (901, 01) bezeichnet. Ein Isomorphis-
mus dieser Kategorie hei3t Diffeomorphismus.

Ist f: 91— N eine differenzierbare Abbildung, so sei das Differential mit D f bezeichnet,
das ist diejenige Abbildung zwischen Tangentialbiindeln, die das Diagramm

Df
T —= TN
ml lm
M N

kommutativ ergédnzt. Als Einschrankung des Differentials erhédlt man dann das lokale Dif-
ferential oder die Ableitung von f an der Stelle x € 9t durch D, f: T, 9t — T,,N; dies ist
eine lineare Abbildung zwischen reellen Vektorrdaumen.

Ist die lineare Abbildung D, f injektiv, so heilt f immersiv bei x, ist D, f surjektiv, so
heil3t f submersiv bei x. Ist f immersiv fiir alle Stellen x € 91, so heil$t f Immersion, ist
f submersiv fiir alle Stellen x € 91, so heilt f Submersion. Eine Immersion f heif3t Ein-
bettung, wenn f |mf: M — NS C N ein Homdomorphismus ist. Das Bild M/ C 91 einer
Einbettung f heillt (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit von 91; in solch einem Fall
sprechen wir auch davon, dass die differenzierbare Struktur von 9t mit der von 1 vertrig-
lich ist.

Seien f € €7 (£,M7M) und g € €' (M, M). Man sagt f und g liegen transversal, wenn
T, £.Df4+T,M.D g =T, ;N =T, N, wann immer x/ = y§ gilt. Denkt man sich eine Un-
termannigfaltigkeit durch die zugehorige Einbettung reprédsentiert, ldsst sich der Begriff in
natiirlicher Weise auf zwei Untermannigfaltigkeiten oder eine Untermannigfaltigkeit und
eine Abbildung ausdehnen.

1.11 Bemerkung: In natiirlicher Weise ist (R”, {id}) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Der Begriff des ,lokalen Differentials“ fillt dann mit der ,Ableitung” im Sinne der klas-
sischen Analysis zusammen. Daher stellt es auch kein Problem dar, beidesmal dasselbe
Symbol und auch dieselbe Bezeichung dafiir zu verwenden.

Ebenso natiirlich ist jede nicht leere offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit eine Un-
termannigfaltigkeit. Die differenzierbare Struktur erhélt man durch Einschrianken, die Ein-
bettung durch die Inklusion.

Ist f: 91 — 9 eine bei x differenzierbare Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten
mit der lokalen Reprédsentation x~! fA an der Stelle x, so ist D, ,(x~! fA) die lokale Repra-
sentation von D, f mit zugehoriger Jacobi-MatrixJ, , (x~! fA). Die Eigenschaften von f und
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1 Differentialtopologische Begriffe und Hilfsmittel

D f im Sinne der Differentialtopologie werden durch alle ihre lokalen Reprédsentationen be-
stimmt. Es sind also in der Praxis am konkreten Beispiel genau diese lokalen Reprédsenta-
tionen zu untersuchen, iiblicherweise anhand der Jacobi-Matrizen.

1.12 Proposition (Kettenregel): Es seien f: £ — 9t und g: 9 — N differenzierbare
Abbildungen zwischen den Mannigfaltigkeiten £, 9t und 91. Dann gilt

D(fg)=MDf)Dg)

und
D, (fg):(Dxf)(Dx.f g) .

1.13 Definition: Ist 91;,...901, eine Familie von Mannigfaltigkeiten und f*: ]_[;’:1 Mm; —N
eine Abbildung in die Mannigfaltigkeit 1. Fiir 1 < i < n bezeichnet J;,, f die partielle Ab-
leitung nach dem i-ten Argument an der Stelle x € H;lzl ;. Ist genauer x = (x1,...,X,)
und

:mi _>m: 5H(xlr---yxi—l!grxi-l—lr---yxn)'fy

dannist 0, f =Dy, fl\ i
1.14 Proposition (Satz iiber implizite Funktionen): Es sei £ x 9 das Pro-
dukt zweier Mannigfaltigkeiten, weiter sei 9t eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
fE€E(£xM,MN). Weiter sei (xg, o) € £ x Mund Oy« ) f € GL,, (R).

Dann gibt es eine offene Umgebung x, € U C £ und eine (eindeutig bestimmte) Abbil-
dung g € €' (U,9M), sodass xo. g =yo und (x,x. g). f =(x0,)0). f fiir alle x € V. Weiter gilt
dort jeweils
-1

D, g=—(Ginf) (Gwen f)
Insbesondere ist die Menge (0, . g) € £ x 91 eine 6" -Untermannigfaltigkeit von £ x 9.

1.15 Bemerkung: Formulierungen des Satzes iiber implizite Funktionen und des Satzes
iiber die inverse Funktion wie in Proposition 1.5 und Proposition 1.6/ geschehen sind all-
gemein tiblich. Oft werden auch Banachrdume statt der hier angegebenen reellen Vektor-
rdaume verwendet. Eine Formulierung beziiglich Mannigfaltigkeiten ist weitaus seltener zu
finden, zum Beispiel aber in (MRD92), dort sogar noch sehr viel allgemeiner fiir Mannig-
faltigkeiten iiber Banachrdumen mit Ecken.

1.16 Definition: Seien 9t und 91 Mannigfaltigkeiten. Sei weiter f € € (9, M). Eine Stelle
x € M heillt regulire Stelle, wenn f submersiv bei x ist, ansonsten heifst x kritische Stelle
und x/ heiBt kritischer Wert. Ist y € 91 kein kritischer Wert, so ist es ein regulirer Wert.

1.17 Proposition (Satz iiber reguldre Werte): Sei 9 eine ¢"-Mannigfaltigkeit der
Dimension m € N und 91 eine ¢"-Mannigfaltigkeit der Dimension n € N. Sei weiter
fe€”(M,M). Ist y € N ein reguldrer Wert, dann ist das volle Urbild y/~ von y unter f
eine ¢ "-Untermannigfaltigkeit von 9t der Dimension m — n.
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1.18 Definition: Es sei 9t eine Mannigfaltigkeit und G eine Lie-Gruppe, also eine Gruppe,
die gleichzeitig eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, so dass die Gruppenoperationen
- Verkniipfung und Inversion von Gruppenelementen — differenzierbar sind.

Eine (rechts-) Wirkung von G auf 91 ist eine ¢ -differenzierbare Abbildung

WMXxG—-M:(x,8)—(x,8)=x.g=:x¢
mit
(x.g).h=x.(gh) und x.e=x
fiir alle x e M und alle g, h € G, dabei bezeichne e das Neutralelement der Lie-Gruppe G.
Sei x € M. Dann heilt G, :={g € G|x. g = x} < G Stabilisator von x in G.
Die Wirkung heifst transitiv, wenn fiir alle x € 91 gilt, dass x . G = 1. Sie heil3t regulir

oder scharf einfach transitiv, wenn zusétzlich fiir eines und dann alle x € 9 gilt, dass
Gx = {e}

1.19 Proposition: Sei G eine Lie-Gruppe und H < G eine abgeschlossene Untergrup-
pe. Dann trégt der Faktorraum der Rechtsnebenklassen ;;\G genau eine differenzierbare
Struktur so, dass G — ;\G: g — Hg eine Submersion ist.

Beweis: Siehe (MRD92, Proposition 6.2.1), (OV90, Chapter 1, Theorem 3), (War83, Theo-
rem 3.58). O

1.20 Proposition: Sei G eine Lie-Gruppe, die transitiv auf der Mannigfaltigkeit 9t wirkt.
Dann ist fiir beliebige x € 91
G\G—-M:Gg—x.g

ein Diffeomorphismus.

Beweis: Siehe (MRD92, Proposition 6.2.13), (OV90, Chapter 1, Theorem 4), (War83, Theo-
rem 3.62). O

1.21 Definition: Es seien 2,9t und & jeweils ¢7-Mannigfaltigkeiten. Eine Familie
(&4)aen heillt €7 -differenzierbare Familie von Untermannigfaltigkeiten von 91, wenn
es eine ¢"-Abbildung a: 2 x & — 9 gibt, so dass fiir alle a € 2 die Abbildung
(a,e)*:6—-M: p—(a,p)* eine ¢"-Einbettung ist, sowie (a, B)* = &, gilt.

Man sagt, dass zwei differenzierbare Familien von Untermannigfaltigkeiten (&,)sen
und (9, )pen transvers zueinander liegen, wenn fiir alle Paare (a,b) € A x B der Schnitt
von &, und §, einelementig und transversal ist. In diesem Fall ist die Abbildung
A RAXDB—->M:(a,b)— &,NH, definiert.

1.22 Proposition (Peter Maier): Gegeben sind die 6" -Mannigfaltigkeiten 2, B, &, $ und
M. Weiter seien (&,),cq SOWie (9 )pen differenzierbare Familien von Untermannigfaltigkei-

ten der Mannigfaltigkeit 1. Liegen (& ,),eo und (9;)pen transvers zueinander, dann ist die
Abbildung A: 2 x B — 9 differenzierbar.

Beweis: Siehe (Mai99, Corollary 5.1.9). Die Aussage wird dort zwar unter Verwendung von
6 °-Strukturen formuliert, der Beweis des zu Grunde liegenden Lemmas 5.1.7 verwendet
allerdings nur Tangentialraume und den Satz {iber implizite Funktionen (Proposition/1.14),
das heil3t, die Aussage ist auch fiir beliebige Differenzierbarkeitsgrade giiltig. O
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2 Differenzierbare Ebenen

In diesem Kapitel sollen Definitionen und Grundlagen differenzierbarer Ebenen behan-
delt werden, so weit sie im weiteren Verlauf von Interesse sind. Die Ergebnisse sind da-
bei im Wesentlichen in (B6d95) beziehungsweise (B6d97) und (B6d98) zu finden. Hierzu
noch die folgende Anmerkung: In diesen Quellen werden die Ergebnisse fiir den Fall von
¢ >-Differenzierbarkeit formuliert, die Beweise der hier verwendeten Ergebnisse benutzen
aber nur differentialtopologische Hilfsmittel, die auch im Fall von €¢"-Differenzierbarkeit
fiir r € NU {oo} beziehungsweise in Proposition 2.11,2.13 und 2.14 fiir 2 < r < 0o gelten.
Dass hier lediglich 6" -Differenzierbarkeit gefordert und benutzt wird, stellt also kein Pro-
blem dar.

2.1 Definitionen: differenzierbare stabile, affine,
projektive Ebenen

2.1 Definition: Sei Z = (2,.%,7) eine Inzidenzstruktur mit Punktmenge &, Geraden-
menge .2 und Fahnenmenge .7 C &2 x £ . Sei weiter fiir beliebige Mengen M die Diagonale
Ay ={m,m)eM x M|m € M}in M x M definiert.

Ein Element f € Z heil3t Fahne, ein Element f € & x £ \ & heilt Antifahne.

Ist L € ¢ eine Gerade, dann heilt 2, := {p € 2 |(p, L) € Z} die Punktreihe von L. Ist
dual dazu p € 22, so heillt £, :={L € £ |(p, L) € 7} das Geradenbiischel in p.

Eine solche Inzidenzstruktur £ heilst linearer Raum, wenn fiir jedes Punktepaar
(p,q) € 22\ Ap genau eine Verbindungsgerade L € £ existiert, mit (p,L) € Z > (q, L).
Die Verbindungsgerade L soll mit p V q bezeichnet werden.

Damit kann in einem linearen Raum die Verbindungsabbildung

ViP*\Ap —Z:(p,g)—pVq

definiert werden. AuRerdem schneiden sich in einem linearen Raum zwei Geraden in
hochstens einem Punkt. Mit D, := {(L, M) € ¥?| 22, N Py # O} erhalten wir deshalb die
Schnittabbildung

A L\Ay DDy —P: (L, M)— LAM =P, NPy,.

Da aber nicht gefordert ist, dass sich je zwei verschiedene Geraden schneiden, ist im Allge-
meinen D, # £?\ Ag.

Eine Menge M C 2 von Punkten heilSt kollinear, wenn es eine Gerade L € £ gibt, so
dass M C Z7;. Dual dazu heilt eine Menge M C ¢ von Geraden konfluent, wenn es einen
Punkt p € 2 gibt, so dass M C .Z,,.
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2 Differenzierbare Ebenen

Ein Dreieck ist eine Menge von drei verschiedenen Punkten, die nicht kollinear sind.
Ein Dreiseit ist die dazu duale Figur, also eine Menge von drei verschiedenen Geraden,
die nicht konfluent sind, sich aber paarweise in einem Punkt schneiden. Ein Viereck ist
eine Menge von vier verschiedenen Punkten, von denen jede dreielementige Teilmenge
ein Dreieck ist.

Da im weiteren Verlauf nur differenzierbare Ebenen von Interesse sind, sei fiir eine all-
gemeine Definition einer stabilen Ebene auf die Literatur (GL95) verwiesen. Stattdessen sei
direkt eine differenzierbare stabile Ebene definiert:

2.2 Definition: Eine ¢’ -differenzierbare stabile Ebene R = (13, £, §) ist ein linearer Raum,
der aullerdem die folgenden Axiome erfiillt:

(DS1) P und £ sind ¢ -Mannigfaltigkeiten.

(DS2) Der Definitionsbereich des Schneidens D, C £ ist eine offene Teilmenge.
Die Verbindungsabbildung v und die Schnittabbildung A sind 6" -differenzierbar.

(DS3) MR enthilt ein Viereck.

2.3 Definition: Eine %’-differenzierbare projektive Ebene R = (3, £,3) ist eine
6" -differenzierbare stabile Ebene, fiir die D, = £2 \ A gilt, das heil3t, je zwei verschiedene
Geraden haben einen eindeutigen Schnittpunkt.

2.4 Definition: Sei R = (3, £,3) eine ¢ -differenzierbare stabile Ebene. Zwei Geraden
L, M € £ heillen parallel, wenn B; NP, =D oder L= M. Sind L und M parallele Geraden,
so schreiben wir L || M.

Eine affine Ebene ist eine stabile Ebene, die zusitzlich das folgende Parallelenaxiom
erfiillt:

(P) Fir alle (p, L) € P x £ existiert genau eine Gerade G, so dass (p,G) € F und G || L.
Diese Gerade soll mit G = (p, L) bezeichnet werden.

Damit kann die Parallelenabbildung ||: g x £ — £: (p,G) — (p,G) | definiert werden.

Gilt in einer 4" -differenzierbaren stabilen Ebene das Parallelenaxiom (P) und ist die
Parallelenabbildung ¢ -differenzierbar, so sprechen wir von einer ¢"-differenzierbaren
affinen Ebene.

2.5 Proposition: Differenzierbare stabile, projektive beziehungsweise affine Ebenen sind
insbesondere stabile, topologische projektive beziehungsweise topologische affine Ebe-
nen.

Damit gilt aber auch dim* = dim £ = 2/ und [/ € {1,2,4,8}. Man sagt dann auch, die
Ebene hat Dimension 2/.

Beweis: Siehe (GL95, Theorem 3.25 & Theorem 3.29). O
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2.2 Kollineationen differenzierbarer stabiler Ebenen

2.6 Proposition: Ist R = (B, £,F) eine 2/-dimensionale differenzierbare stabile Ebene,
dannist jede Punktreihe 3, einer Gerade L € £ eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit
von ‘P und jedes Geradenbiischel £, in einem Punkt p € ‘P eine kompakte Untermannig-
faltigkeit von £; in beiden Fillen handelt es sich um eine /-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit.

Beweis: Siehe (Bod95, Theorem 1.6) oder (Bod97, Theroem 2.6). O

2.7 Proposition: In einer differenzierbaren stabilen Ebene R = (3, £, §) sind die differen-
zierbaren Strukturen der Punktmenge 8 und der Geradenmenge £ bereits durch die diffe-
renzierbaren Strukturen auf den Geradenbiischeln £,, £,, £, eines Dreiecks o, u, v €3 und
die geometrischen Operationen (Schneiden und Verbinden) von R vollstdndig bestimmt.

Beweis: Siehe (B6d95, Corollary 1.10) oder (B6d97, Corollary 2.10). O

2.8 Proposition: In einer differenzierbaren stabilen Ebene R = (3, £, §) schneiden sich
die Punktreihen von zwei verschiedenen Geraden transversal. Ebenso schneiden sich ver-
schiedene Geradenbiischel transversal.

Beweis: Siehe (B6d95, Theorem 1.13) oder (B6d97, Theorem 2.13). O

2.9 Proposition: In einer differenzierbaren stabilen Ebene R = (I3, £, §) ist die Fahnen-
menge § eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Produktmannigfaltigkeit 3 x £.

Beweis: Siehe (Bod95, Theorem 1.14) oder (B6d97, Theorem 2.14). O

2.2 Kollineationen differenzierbarer stabiler Ebenen

2.10 Definition: Eine Kollineation ¢ =(y%,p¢) zwischen zwei linearen Rdumen
R=(P,%,7) und Z'=(2',%',F') besteht aus einem Paar bijektiver Abbildungen
Yp: P —>2'und py: L — L', sodass 0z =9y X 0go: F — F':(p,L)— (p””,L7*) eine
Abbildung ist; man sagt auch, die (Punkt-) Abbildung ist geradentreu. Als Kurzschreibwei-
se soll p: #Z — 2’ verwendet werden.

Sind R =(3, £,§) und R’ =, £/, F’) differenzierbare stabile Ebenen und sind die Abbil-
dungen pg: P — P und g £ — £ stetig, so sprechen wir von einer stetigen Kollineation,
sind sie 6" -differenzierbar, so sprechen wir von einer 6" -differenzierbaren Kollineation.

Die Automorphismengruppe Aut(®R) einer ¢’ -differenzierbaren stabilen Ebene R be-
steht aus den ¢’ -differenzierbaren Kollineationen der Ebene in sich.

2.11 Proposition: Essei 2 < r < oco. Dann gilt: Jede stetige Kollineation ¢ : R — R’ zwi-
schen %’ -differenzierbaren stabilen Ebenen ist 4" -differenzierbar.

Beweis: Siehe (Bod95, Theorem 4.3) oder (B6d98, Theorem 2.3). Da das Hauptargument
hier durch einen Verweis auf (BK94) erbracht wird, sei auch hier darauf hingewiesen, dass
dort die Voraussetzung 6 *-differenzierbar nicht zum Tragen kommt (dafiir wird im Beweis
aber explizit ¢2-Differenzierbarkeit verwendet; es ist jedoch nicht klar, inwieweit diese Be-
dingung wirklich notwendig ist). O
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2 Differenzierbare Ebenen

2.12 Bemerkung: Im Fall einer stabilen Ebene ohne Differenzierbarkeitseigenschaften
soll die Gruppe der stetigen Kollineationen innerhalb der Ebene ebenfalls als Automorphis-
mengruppe bezeichnet werden. Die vorige Proposition 2.11 zeigt auch, dass trotzdem im
Allgemeinen keine Verwechslungsgefahr besteht. Einzig im Fall einer 6! -differenzierbaren
Ebene ist es mangels geeigneter Beispiele oder Sitze derzeit nicht klar, ob jede stetige Kol-
lineation auch differenzierbar ist.

2.13 Proposition: Essei?2 < r < oo. Versehen mit der kompakt-offenen-Topologie ist die
Automorphismengruppe I' einer %" -differenzierbaren stabilen Ebene R = (13, £, §) eine
Lie-Gruppe und wirkt in natiirlicher Weise %" -differenzierbar jeweils auf der Punktman-
nigfaltigkeit ‘3, der Geradenmannigfaltigkeit £ sowie der Fahnenmannigfaltigkeit 3.

Beweis: Siehe (B6d95, Corollary 4.4) oder (B6d98, Theorem 2.4). O

2.14 Proposition: Eine ¢’-differenzierbare stabile Ebene mit 2 < r < oo besitzt genau
eine differenzierbare Struktur.

Beweis: Siehe (B6d95, Corollary 4.5) oder (B6d98, Theorem 2.5). O

2.15 Bemerkung: Die vorige Proposition [2.14/ hat insbesondere zur Folge, dass man
bei differenzierbaren Ebenen im Allgemeinen nicht durch Anpassen der differenzierbaren
Struktur von einer ¢’ -differenzierbaren Ebene zu einer ¢ >-differenzierbaren Ebene ge-
langt — im Gegensatz zu rein differentialtopologischen Untersuchungen, wo dies durchaus
moglich ist, siehe zum Beispiel (Hir94, Chapter 2, insbesondere Theorem 2.9).
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3 Differenzierbarkeit 2-dimensionaler
projektiver Ebenen

3.1 Differenzierbare projektive Ebenen

Eine umfassende Quelle und wohl der Ausgangspunkt heutzutage fiir alle Untersuchun-
gen iiber differenzierbare Ebenen ist die Habilitationsschrift von Richard Bodi (B6d95).
Allerdings handelt es sich nicht nur dort oft um Erkenntnisse eher theoretischer Natur.
Die Suche nach Beispielen, gar nach ,verniinftigen“ Beispielen (das sollen solche mit einer
»groen“ Automorphismengruppe sein; grof8 in dem Sinne, dass sie eine topologische Di-
mension > 1 aufweisen) ist sehr miihsam und hat bislang noch nicht viel zu Tage geférdert
—im Gegensatz zu topologischen projektiven Ebenen, wo sich im Zuge einer Klassifikation
nach der Dimension der Automorphismengruppe mannigfaltige Beispielfamilien finden
lassen. Da jede differenzierbare projektive Ebene auch eine topologische projektive Ebene
ist, muss wohl die Forderung der Differenzierbarkeit eine sehr starke Bedingung sein, die
dazu fiihrt, dass bislang nur sehr homogene oder andererseits eher starre Beispiele bekannt
sind.

Die klassischen projektiven Ebenen iiber Divisionsalgebren P, (F), wobei F € {R,C,H, O},
sind natiirlich Beispiele fiir differenzierbare projektive Ebenen. Sucht man einen Beweis,
der tiefer geht als die allgemein feste Uberzeugung, dass dabei doch wohl nichts schief-
gehen konne, so wird man zum Beispiel in der Dissertation von Otte (Ott92, 8.13) fiindig,
welche tiberhaupt wichtige Beispiele bereitstellt. Oft erhdlt man den Beweis auch quasi
als , Abfallprodukt“ bei Erkenntnissen der Form , das einzige differenzierbare Mitglied ei-
ner gewissen Familie projektiver Ebenen ist eine der klassischen Ebenen®. Auch im Zuge
dieser Arbeit wird sich eine entsprechende Erkenntnis einstellen (siehe Beispiel 5.51 und
Satz|5.60).

Héufiger als Beispiele zu finden, ist die Erkenntnis, dass gewisse projektive Ebenen nicht
differenzierbar sind.

3.1 Satz (Joachim Otte): Die einzigen differenzierbaren projektiven Translationsebe-
nen sind die klassischen (das heil3t eine differenzierbare projektive Translationsebene ist
isomorph zu einer der Ebenen P, (F), wobei F € {R,C,H, 0}).

Beweis: Siehe (Ott92, Satz 8.10), (Ott95, Theorem 2.8). O

Bei topologischen Ebenen ist bekannt, dass jede lokalkompakte zusammenhédngende af-
fine Ebene einen kompakten projektiven Abschluss besitzt (SBG*95, Corollary 43.7), das
heil3t, sie ldsst sich als Komplement einer Punktreihe in eine kompakte projektive Ebene
einbetten. Dies gilt also insbesondere fiir differenzierbare affine Ebenen. Und hier wird ein
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3 Differenzierbarkeit 2-dimensionaler projektiver Ebenen

grofler Unterschied zwischen topologischen Ebenen und differenzierbaren Ebenen deut-
lich: Dieser projektive Abschluss ist im Allgemeinen nicht differenzierbar.

3.2 Satz (Joachim Otte): Es gibt nicht-klassische differenzierbare affine Translations-
ebenen der Dimension 4, 8 oder 16.

Beweis: Siehe (Ott92, Satz 6.16). O

Dass hier Dimension 2 nicht vorkommt, liegt nicht etwa daran, dass diese Dimensi-
on eine Ausnahme beziiglich der Differenzierbarkeit des projektiven Abschlusses darstellt,
sondern am Mangel weiterer nicht-klassischer 2-dimensionaler Translationsebenen. Auch
in Dimension 2 gibt es differenzierbare affine Ebenen, deren projektiver Abschluss nicht
differenzierbar sein kann; solche Beispiele (in Form von Schiebe-Ebenen) sind in der Di-
plomarbeit von Stefan Immervoll (Imm98) zu finden und auch hier soll in Kapitel 4, Ab-
schnitt (4.3 eine verwandte Konstruktion angegeben werden, die unabhéngig davon ent-
standen ist. Dabei ist nicht das Problem, eine differenzierbare Struktur fiir die projektive
Ebene zu finden. Im Gegenteil: Diese Beispiele lassen sich mit einer im differentialtopolo-
gischen Sinn sehr ,,schéonen® differenzierbaren Struktur versehen, so dass namlich Punkt-
reihen und Geradenbiischel Untermannigfaltigkeiten der Punktmannigfaltigkeit respekti-
ve Geradenmannigfaltigkeit sind, die sich untereinander auch noch transversal schneiden;
beides Eigenschaften, die nach Proposition 2.6/und Proposition 2.8 notwendig, nach dem
eben festgestellten aber auch nicht mehr als nur notwendig fiir die Differenzierbarkeit ei-
ner Ebene sind.

Zusammengefasst ergibt sich also:

3.3 Korollar: In jeder der moglichen Dimensionen 2, 4, 8 und 16 gibt es differenzierbare
affine Ebenen, deren projektiver Abschluss nicht differenzierbar ist.

Die Suche nach differenzierbaren projektiven Ebenen ist also nicht so ,einfach® wie im
Fall topologischer Ebenen, wo es reicht, eine entsprechende affine Ebene zu konstruieren,
um durch den projektiven Abschluss eine passende projektive Ebene zu bekommen.

Die andere wichtige Frage — um der Theorie auch einen praktischen Sinn zu geben -, ob
es denn iiberhaupt nicht-klassische differenzierbare projektive Ebenen gibt, hat ebenfalls
Joachim Otte in seiner Dissertation beantwortet:

3.4 Satz (Joachim Otte): In jeder der moglichen Dimensionen 2, 4, 8 und 16 gibt es
nicht-klassische differenzierbare projektive Ebenen.

Beweis: Siehe (Ott92, Satz 9.5). O

Allerdings sind dies auf Grund der Konstruktion sehr starre Ebenen: Es ist nicht klar, ob
die Automorphismengruppe dieser Ebenen nichttrivial ist.

Stefan Immervoll konnte den Beweis fiihren, dass es auch differenzierbare projektive
Ebenen mit relativ grofSer Automorphismengruppe gibt:

3.5 Satz (Stefan Immervoll): Injeder der Dimensionen 2, 4 und 8 gibt es nicht-klassische
differenzierbare projektive Ebenen €, fiir deren Automorphismengruppe die Dimensions-
abschitzung der folgenden Tabelle(3.1 gilt.
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3.1 Differenzierbare projektive Ebenen

‘ dim¢ | dimAut(¢) |

2 >1
4 >4
8 >13

Tabelle 3.1: Dimension der Automorphismengruppe

Beweis: Siehe (Immo03). O

Zum Beweis verwendet er die Methode aus (BI00), die in (ILP10) weiter ausgebaut ist.
Dort wird ausgehend von einem Tripel differenzierbarer Mannigfaltigkeiten mit gewissen
Zusatzeigenschaften untersucht, wann sich differenzierbare projektive Ebenen ergeben.
Um Beispiele zu generieren, weist dieser Zugang doch einige Schwierigkeiten auf: Zum
einen ist es eher schwer, geeignete Tripel von Mannigfaltigkeiten zu finden, die die bend-
tigten Zusatzeigenschaften aufweisen, zum anderen ist nicht abzusehen, ob sich die Auto-
morphismengruppe einer so erzeugten Ebene gut verstehen ldsst, um sie in die bestehende
Klassifikation einzuordnen. Es ist zu befiirchten, dass andere so generierte Beispiele dhnli-
che Probleme aufweisen, wie die in Satz/3.4 angesprochenen Ebenen, und unter Umstén-
den ziemlich starr sind.

Ein anderer Ansatz bei der Suche nach differenzierbaren projektiven Ebenen ist es, be-
reits bekannte geeignete fopologische projektive Ebenen zu studieren und zu entscheiden,
ob diese sich mit einer differenzierbaren Struktur versehen lassen, die sie zu differenzier-
baren projektiven Ebenen machen. Dieser Ansatz hat den Vorzug, dass die entsprechenden
Ebenen beziiglich ihrer topologischen Eigenschaften und beziiglich ihrer Automorphis-
mengruppe bereits einigermallen verstanden sind. Bis zu einem gewissen Punkt ist diese
Arbeit schon getan:

3.6 Satz (Richard Bodi (Dieter Betten)): Sei € eine differenzierbare projektive Ebene.
Ist die Dimension der Ebene und die Dimension der Automorphismengruppe wie in der
folgenden Tabelle/3.2 angegeben, so ist & klassisch.

| dim¢ | dimAut(¢) |

2 >3
4 >7
8 >17
16 >39

Tabelle 3.2: Grenzdimensionen fiir differenzierbare projektive Ebenen

Beweis: Fiir den Fall dim ¢ = 2 wurden Teile des Satzes von Dieter Betten in (Bet71) be-
wiesen. Der umfassende Beweis des ganzen Satzes ist in (B6d95, Chapter 9-12) zu finden.
(Siehe auch Anmerkung/3.19.) O

Dieser Weg, topologische projektive Ebenen auf ihre Vertraglichkeit mit differenzierba-
ren Strukturen hin zu untersuchen, soll auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit gegangen
werden.
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3 Differenzierbarkeit 2-dimensionaler projektiver Ebenen

3.2 Werkzeuge fiir die Untersuchung projektiver Ebenen

auf Differenzierbarkeit
In diesem Abschnitt sollen Werkzeuge eingefiihrt werden, die im spéteren Verlauf bei der
Untersuchung der Differenzierbarkeit spezieller projektiver Ebenen von Interesse sind.

3.7 Proposition: Eine differenzierbare projektive Ebene ¢ = (13, £, §) ist kompakt (das
heil3t, die Punktmenge ist ein kompakter topologischer Raum).

Beweis: Die Punktmenge ist lokal homdomorph zu R” fiir ein geeignetes n € N, damit sind
die Bedingungen von (GL95, Theorem 3.11) erfiillt. O

3.8 Definition: Essei & =(2,.%,7) eine projektive Ebene. Die duale Ebene ist gegeben
durch §*=(2*, 2%, 7")=(<,2,7"),wobei F*={(L,p)€e £ x 2 |(p,L) € F}.

Eine Dualitiit ist eine Kollineation ¢ = (¢ », 9 ¢): & — &*. Eine projektive Ebene, die eine
Dualitat zuldsst, heilkt selbstdual.

Eine Polaritit ¢ ist eine involutorische Dualitdt, das heilst ¢? := p¢* = ids, dabei ist
¢ =(pg,p2): 6> E.

3.9 Proposition: Die duale Ebene ¢* einer kompakten projektiven Ebene & = (3, £, §) ist
ebenfalls eine kompakte projektive Ebene.

Beweis: Siehe (SBG"95, Proposition 41.7). O

3.10 Proposition: Die duale Ebene ¢* einer differenzierbaren projektiven Ebene
¢ =(B, £,3) ist ebenfalls eine differenzierbare projektive Ebene.

3.11 Proposition: In einer differenzierbaren projektiven Ebene ¢ = (I3, £, §) sind die diffe-
renzierbaren Strukturen der Punktmenge ‘8 und der Geradenmenge £ bereits durch die dif-
ferenzierbaren Strukturen auf den Punktreihen o, Py, Py eines Dreiseits O, U, V € £ und
die geometrischen Operationen (Schneiden und Verbinden) von € vollstindig bestimmt.

Beweis: Dies ist die duale Aussage von Proposition|2.7. O

3.12 Proposition: Besitzt eine ¢ "-differenzierbare projektive Ebene ¢ = (3, £, F) mit
2 <r <o eine stetige Dualitédt ¢, so ist diese ¢ "-differenzierbar, das heilst insbesondere
tp: P — Lundig: £ — P sind Diffeomorphismen.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus Proposition 2.11, denn als stetige Bijektionen
zwischen kompakten Rdumen sind g und t¢ Homéomorphismen. |

3.13 Proposition: Sei € = (B, £,§) eine topologische projektive Ebene, t: & — &* eine
stetige Dualitdt und 3 sowie £ seien ¢ "-differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit 2 < r < o0.
Dann ist ¢ genau dann eine ¢"-differenzierbare projektive Ebene, wenn Schneiden von
Geraden A oder Verbinden von Punkten V eine 4" -differenzierbare Abbildung ist.

Beweis: Wegen Proposition 3.12/reicht die Feststellung A= (¢ x¢)Vetund V=_(t x t) At}
und das Wissen, dass die Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbarist. O
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3.14 Definition: Sei & =(2?,.%,.7) eine projektive Ebene, aulerdem L, M € £ verschiede-
ne Geraden und p € #, so dass (p, L) ¢ Z #(p, M). Eine Abbildung L— M:q—(gV p)\M
(oder eine dazu duale Abbildung) heil3t Perspektivitit.

3.15 Proposition: In einer differenzierbaren projektiven Ebene sind Perspektivitaten Dif-
feomorphismen.

Beweis: Eine Perspektivitit in einer differenzierbaren Ebene ist die Komposition von Dif-
feomorphismen. O

3.16 Korollar: In einer differenzierbaren projektiven Ebene sind alle Punktreihen von
Geraden und alle Geradenbiischel zueinander diffeomorph.

3.3 Uber 2-dimensionale projektive Ebenen

Um die systematische Suche nach nicht-klassischen Beispielen differenzierbarer projek-
tiver Ebenen fortzusetzen, bieten sich geradezu die 2-dimensionalen projektiven Ebenen
an, da diese einerseits der iiblichen Vorstellung einer ,, Ebene“ noch sehr gut entsprechen,
andererseits schon recht gut bekannt sind; gilt dim Aut(&) > 2, so sind sie sogar vollstindig
klassifiziert (siehe (SBG*95, Section 33-38) und die im Detail angegebenen Quellen):

3.17 Kilassifikation 2-dimensionaler projektiver Ebenen mit groBer Automorphis-
mengruppe: Sei & = (#,%,%) eine 2-dimensionale projektive Ebene. Weiter sei
A < Aut(&) eine zusammenhédngende abgeschlossene Untergruppe der Automorphismen-
gruppe mit dim A > 2. Dann ldsst sich die Situation wie folgt klassifizieren (Fixgebilde sind
dabei nur bis auf Dualitdten angegeben):

(@) Esist8>dimA >5. Dann ist & = P,(R) klassisch (siehe (SBG*95, Theorem 33.6)).

(b) EsistdimA =4. Dann fixiert A eine Antifahne und & ist eine Moulton-Ebene (sieche
Beispiel 5.25, (SBGT95, Section 34)).

(c) EsistdimA =3. Dann tritt einer der folgenden Fille auf:

(c1) Die Gruppe A = PSL;R fixiert keinen Punkt und keine Gerade, aber ein Oval.
Dann ist die Ebene & eine schiefthyperbolische Ebene (siehe (SBG'95, Section
35)).

(c2) Die Gruppe A = R x R? fixiert genau eine Fahne. Dann ist die Ebene & eine
Schiefparabel-Ebene (siehe Beispiel 4.6, (SBG95, Section 36)).

(c3) Die Gruppe A =R x L, fixiert genau zwei Punkte und zwei Geraden. Dann ist die
Ebene & eine Ebene iiber einem kartesischen Korper (siehe (SBG™95, Section
37)).

(d) EsistdimA = 2. Dann tritt einer der folgenden Félle auf (siehe (SBG*95, Theorem
38.5)):
(d1) Die Gruppe A = C* = R x SO,R fixiert genau eine Antifahne und & ist eine
Schellhammer-Ebene (siehe (Sch81)). Diese Ebenen sollen in Kapitel |5/ unter-
sucht werden.
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(d2) Esgilt AZR2.

(d2,1) Die Gruppe A fixiert genau die Punktreihe einer Geraden. Dann ist
& =P, (R) (siehe (Sal67, 5.4(b))).

(d2,2) Die Gruppe A fixiert genau eine Fahne. Dann ist & eine Schiebe-Ebene (sie-
he (Gro76), (SBG™95, 31.25)). Solche Ebenen sollen in Kapitel 4/ untersucht
werden.

(d2,3) Die Gruppe A fixiert genau zwei Geraden und zwei Punkte (siehe (Gro81)).

(d2,4) Die Gruppe A fixiert genau ein Dreieck (siehe (Poh90)).

(d3) Esgilt A=L,.

(d3,1) Die Gruppe A wirkt transitiv auf einer affinen Teilebene, das heilst auf
2\ @, fur eine Gerade Le ¥.

(d3,1,1) Die Gruppe A fixiert genau eine Fahne (siehe (Gro76)).

(d3,1,2) Die Gruppe A fixiert genau zwei Punkte und ihre Verbindungsgerade
(siehe (Gro76)).

(d3,2) Die Gruppe A wirkt auf keiner affinen Teilebene &2 \ 2, mit L € £ transitiv.

(d3,2,1) Die Gruppe A fixiert genau zwei Geraden und zwei Punkte (siehe
(Sch81)).

(d3,2,2) Die Gruppe A fixiert genau zwei Geraden und eine mehr als zweiele-
mentige abgeschlossene Teilmenge der Punktreihe einer dieser Gera-
den (siehe (Poh90)).

(d3,2,3) Die Gruppe A fixiert genau ein Oval und eine Tangente des Ovals (siehe
(Lip86), auch fiir eine genaue Beschreibung der Situation).

(d3,2,4) Die Gruppe A fixiert genau ein Semioval, eine das Semioval , beriihren-
de“ Gerade und eine abgeschlossene Teilmenge auf dieser Geraden, die
mindestens die ,Beriihrpunkte“ enthilt (siehe (Lip86), auch fiir eine
genaue Beschreibung der Situation).

In Tabelle(3.3auf Seite(37/ist die Klassifikation noch einmal kompakt zusammengefasst.

3.18 Bemerkung: Die in der Klassifikation[3.17 angegebenen Familien von Ebenen sind
zwar ,horizontal“ streng voneinander getrennt, in dem Sinne, dass eine Familie zu ge-
nau einer der angegebenen Konfigurationen bei fester Dimension der Automorphismen-
gruppe passt. ,Vertikal“ hingegen sind sie unter Umstdnden jedoch Teile voneinander:
So ist zum Beispiel die klassische projektive Ebene P,(R) in jeder Familie enthalten, jede
Moulton-Ebene (mit 4-dimensionaler Automorphismengruppe) nach(3.17(b) ist auch eine
Schellhammer-Ebene nach(3.17(d1) (in der Automorphismengruppe einer Moulton-Ebene
ist eine geeignete Untergruppe enthalten) und jede Schiefparabel-Ebene(3.17(c2) ist eine
Schiebe-Ebene3.17(d2,2).
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dimA

| Fixkonfiguration |

5<dimA<8

P,(R)

(@

Moulton

A=PSL,R

Schiefhyperbel

A=ZRixR?

Schiefparabel

kartes. Korper

Schellhammer

P,(R)

d2,1)

Schiebe

(d2,2)

(d2,3)

(d2,4)

(d3,1,1)

(d3,1,2)

(d3,2,1)

(d3,2,2)

(d3,2,3)

P AVAVAD A VAV VAV VA SV

(d3,2,4)

Tabelle 3.3: Klassifikation 2-dimensionaler projektiver Ebenen
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3 Differenzierbarkeit 2-dimensionaler projektiver Ebenen

3.3.1 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen projektiven
Ebenen

3.19 Anmerkungen zu Satz 3.6: Bodi verwendet in seinem Beweis von Satz(3.6| iiber
die Grenzdimension differenzierbarer projektiver Ebenen im Fall 2-dimensionaler projek-
tiver Ebenen die eben ausgefiihrte Klassifikation3.17. Wie bereits angesprochen, ist geklért,
dass die klassische projektive Ebene P, (R) differenzierbar ist. Um zu beweisen, dass die an-
deren Ebenen mit dimAut > 3 nicht differenzierbar sein konnen - so lange sie eben nicht
isomorph zur klassischen sind —, untersucht er die entsprechenden Familien im Einzelnen
(Bod95, Chapter 9).

Im Fall der Moulton-Ebenen3.17(b) verwendet Bédi die Wirkung der Automorphismen-
gruppe (Bod95, Corollary 6.6). Betten gibt in (Bet71, Satz 4) einen Beweis an, der zeigt,
dass eine echte Moulton-Ebene keine differenzierbare Struktur besitzen kann, so dass die
Punktreihen der Geraden differenzierbare Untermannigfaltigkeiten sind, was nach Pro-
position 2.6/ notwendig wére. Auch die Untersuchung der Schellhammer-Ebenen - die
Moulton-Ebenen gehoéren ja in die Familie der Schellhammer-Ebenen - wird diese Er-
kenntnis liefern (siehe Korollar[5.25).

Im Fall der Schiethyperbolischen Ebenen argumentiert Bodi hauptsdchlich mit
der notwendigen Differenzierbarkeit von Projektivititen und kommt so zum Widerspruch
gegen die Annahme einer differenzierbaren Ebene.

Bei den Schiefparabel-Ebenen 3.17(c2) untersucht Bédi, wie die differenzierbare Struk-
tur notwendigerweise auszusehen hat. Zunédchst wird mit Hilfe der Wirkung der Auto-
morphismengruppe und Proposition die differenzierbare Struktur auf den Teilen
der Punktmenge identifiziert, wo die Automorphismengruppe transitiv wirkt. Die da-
bei entstehenden ,Liicken“ werden anschlieBend mit Hilfe der Geometrischen Opera-
tionen ,Schneiden von Geraden“ und ,Verbinden von Punkten“ geschlossen. Im Ab-
schnitt/4.2 wird ein nicht undhnliches Vorgehen angewandt. Die so notwendigerweise fest-
gelegte differenzierbare Struktur sorgt dann auch dafiir, dass als einzige differenzierbare
Schiefparabel-Ebene die klassische in Frage kommt.

Die Argumentation bei den Ebenen iiber kartesischen Korpern 3.17(c3) fithrt Bodi mit
Hilfe des Konzepts der tangentialen Translationsebenen, das er in (B6d95) einfiihrt. Bei
Betten ist eine Beweisskizze angegeben (Bet71, Satz 5), die sich direkt auf die Wirkung der
Automorphismengruppe auf der Punktreihe der Fixgeraden beruft.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit sollen nun zwei Familien 2-dimensionaler projektiver
Ebenen mit mindestens 2-dimensionaler Automorphismengruppe auf Differenzierbarkeit
untersucht werden. Kapitel/4 behandelt spezielle Familien von Schiebe-Ebenen(3.17(d2,2).
Die Klasse der Schellhammer-Ebenen[3.17((d1) ist Gegenstand von Kapitel 5. Da die Auto-
morphismengruppen dabei wohl ,zu klein“ sind, um , Probleme* hinsichtlich der Differen-
zierbarkeit frith zu erkennen, muss zunehmend dazu iibergegangen werden, festzulegen,
wie die differenzierbare Struktur auf Punktmenge und Geradenmenge notwendigerweise
aussehen muss. Ist dies geschehen, so kann versucht werden, mit Hilfe der Ergebnisse aus
Kapitel 2/lund Abschnitt/3.2 notwendige Kriterien fiir die Differenzierbarkeit der Ebene zu
tiberpriifen. Zunéchst bietet es sich an, die Vertrédglichkeit der differenzierbaren Struktur
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mit Punktreihen und Geradenbiischeln zu testen. Sind nun in der Tat Punktreihen und Ge-
radenbiischel geeignete Untermannigfaltigkeiten, so kann in einem weiteren Schritt die
Forderung nach Differenzierbarkeit von ,Schneiden“ und , Verbinden“ untersucht werden.

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Bestimmung der differenzierbaren Struktur wird die
Wirkung der Automorphismengruppe sein, da sich aufgrund Proposition/1.20 die differen-
zierbare Struktur der Automorphismengruppe auf ihren Bahnen tibertragt. Je groer dabei
aber die unter der Wirkung fixierten Strukturen der Ebenen werden, desto kleiner werden
die Bereiche, auf denen die differenzierbare Struktur auf diese Weise festgelegt ist. Die da-
nach noch iibrigen ,weilen Flecken“ auf der Landkarte — sprich des Atlas — kénnen oder
miissen gegebenenfalls mit Hilfe der geometrischen Operationen ,Schneiden von Gera-
den“und , Verbinden von Punkten“ geschlossen werden. Allerdings hat dies — und das wer-
den die Beispiele in Kapitel 4 und|5/zeigen —, den entscheidenden Nachteil, dass mit Hilfe
der geometrischen Operationen gewonnene Karten sehr unhandlich werden, so dass mit
ihnen kaum noch gearbeitet oder argumentiert werden kann.

Ist die differenzierbare Struktur der Ebene einmal bestimmt, so kann mit Hilfe von Pro-
position|1.22|versucht werden, die Differenzierbarkeit von ,Schneiden von Geraden“ und
»Verbinden von Punkten® zu beweisen. Dieses Ergebnis von Peter Maier hat den Vorteil,
dass die Anzahl der Parameter im Vergleich zu einer direkten Rechnung reduziert wird und
so die Rechnung und das Argumentieren leichter fallt.

Ein weiteres Problem bei der Untersuchung auf Differenzierbarkeit der Ebenen ist der
folgende Umstand: Die Beschreibung der Ebenenfamilien der Klassifikation ist so allge-
mein, dass man nicht immer erwarten kann, die ganze Familie mit einem gewissen Argu-
ment einschliefen zu konnen; man muss sich unter Umstdnden mit Informationen iiber
gewisse Teilfamilien begniigen.

39



40



4 Differenzierbarkeitsfragen bei
2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

4.1 Definition und allgemeine Erkenntnisse

In diesem Kapitel sollen zunéchst allgemein 2-dimensionale Schiebe-Ebenen auf ihre Ver-
traglichkeit mit differenzierbaren Strukturen hin untersucht werden. Anschliellend wollen
wir dies bei einer speziellen Familie 2-dimensionaler Schiebe-Ebenen vertiefen.

4.1 Definition: Eine Schiebe-Ebene oder Shift-Ebene & =(22,.%, %) ist eine projektive
Ebene mit einer Fahne ((00), L(»)) € Z, die von einer kommutativen Gruppe X < Aut(&),
der sogenannten Schiebungs-Gruppe (oder Shift-Gruppe), fixiert wird, das heif3t fiir alle
¢ € X gilt((00), Lx)) - p7 = ((00), L()). Weiter wird verlangt, dass X jeweils auf 22 \ 2, und
auf .Z \ %) regulér wirkt (KS09, Definition 1.1).

Die affine Ableitung einer Schiebe-Ebene an der Geraden L, soll als affine Schiebe-
Ebene bezeichnet werden.

Im Fall 2-dimensionaler Schiebe-Ebenen fiihrt dies gemall der Klassifikation 3.17 auf
die folgende Konstruktion (siehe zum Beispiel (Sal65), (DO68), (Gro76), (Bet79), (Kna86),
(Pol93), (Pol95), (SBG195, 31.25(c)); dabei beleuchten die jeweiligen Arbeiten verschiedene
Teilaspekte des Gesamtbildes, die spdteren Arbeiten geben in der Regel zumindest einen
Uberblick iiber die fritheren Arbeiten).

4.2 Konstruktion einer 2-dimensionalen Schiebe-Ebene: Eine Funktion h: R — Rheil3t
planar, wenn fiir alle d R\ {0} die Abbildung

hy:R—=R:ix—h(x+d)—h(x)
eine Bijektion ist. Damit ldsst sich unmittelbar die Abbildung
h”:R*—R:(x,d)— b(x+d)—h(x)
definieren. Da b, eine Bijektion ist, kann weiter die sogenannte Auflésungsabbildung
h¥:Rx (R\{0}) > R:(y,d)— x, wobei h,(x) =y,

definiert werden.

Zu einer gegebenen (planaren) Funktion h: R — R definieren wir eine Inzidenzstruk-
tur € =(P, £,3). Bei dieser Konstruktion kann ohne Einschriankung h(0) =0 angenommen
werden. Es sei

P :=R*U{(x)|x €eRU{oo}}
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b (x, d) y

~d

. _d :
x] h(y,d)

Abbildung 4.1: Planaritét I Abbildung 4.2: Planaritét I
Zur ,Grundseite“ d gibt h”(x,d) Ein ,Steigungsdreieck” mit
die Hohe des »Grundseite“ d und Hohe y
»Steigungsdreiecks bei x an. kann genau an der Stelle h*(y,d)
eingepasst werden.

die Punktmenge. Die Geradenmenge ist gegeben durch
L:={Lapl(a,b) eR*}U{Lyla€RU{oo}},
wobei fiir a,b €R

Ligpy = {(x,h(x —a)+b)eR*|x eR}U{(a)} &P

Lia):=({a} x R)U{(c0)} P
L) :={(x)|x € RU{o0}} C*P.

Die Inzidenzrelation sei die Elementrelation, das heil3t fiir die Fahnenmenge

§=1p, L) ePxLlpeLl.

Die eben beschriebene Inzidenzstruktur € ist genau dann eine projektive Ebene, wenn die
Funktion § planar ist.
Fiir (s, t) € R? ist die Abbildung

(x,y)+—>(x+s,y+t)
OG0B — P (x)—(x+s) firxeR
(00) — (00)

geradentreu. Wir wollen der Bequemlichkeit halber diese so definierte Abbildung mit der
von ihr induzierten Kollineation auf der Ebene identifizieren und sie als Schiebung (oder
Shift) bezeichnen. Sie wirkt damit also auch auf der Menge der Geraden £ durch:

Lix,y) = Lx+sy+0)
Os,1)- £—-L: L(x) — L(x+s) firxeR
L) = L)
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(0) / (a) / L

(a,b)

Abbildung 4.3: (Punktreihen von) Geraden in einer Schiebe-Ebene

La,b)

L(az,bfh(afaz))

Abbildung 4.4: Geradenbiischel im affinen Teil der Schiebe-Ebene
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L((/,ln )
Liwo)
(a)
L a,
(c0) Lioo) )
Abbildung 4.5: Geradenbiischel im Abbildung 4.6: Geradenbiischel im
Fernpunkt (00) Fernpunkt (a)

Die Schiebungs-Gruppe X := {0, | (s, t) € R?} ist damit eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe der Ebene €. Sie wirkt reguldr auf B\ L) = R?, reguldr auf Ly, \ {(00)} und
istisomorph zur Gruppe (R?,+).

Eine sogenannte Standardgerade L, ;) entspricht dem durch die Schiebung o, ;) ver-
schobenen Graphen von b, also der Geraden L. Die vertikalen Geraden L) sind Bil-
der von L) unter o, p). Die Gerade L, wird iiblicherweise auch als Ferngerade bezeich-
net; die darauf liegenden Punkte (x) fiir x € RU {oo} sind gerade die Fernpunkte, also die
Schnittpunkte der Parallelenscharen, die man beim projektiven Abschluss der durch die
Punktmenge R? gegebenen affinen Ebene hinzufiigt.

Die Fahne ((00), L(«)) ist eine Fixfahne unter . Punkt- und Geradenmenge zerfallen da-
mit jeweils in die folgenden Bahnen:

P =1{(0,0)}>U {(0)}* U {(c0)}
£={Lon}*U{Lp}*U{L)}.

4.3 Proposition: Eine Abbildung h: R — R ist genau dann planar, wenn § strikt konvex ist
und fiir alle a € R gilt lim,_,.(h(x) — ax) = oo, oder wenn die Aussage fiir —§ statt h wahr
ist.

Beweis: Siehe (Gro76) O

4.4 Proposition: Eine Abbildungh € 6! (R, R) ist genau dann planar, wenn b’ eine Bijek-
tion ist.

Beweis: Siehe (Sal65) oder (SBG195). O
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4.5 Proposition: Essei € eine Schiebe-Ebene. Dann ist

(x)y) — L(—x,—y)
m: & — ¢ (x)e—= Ly firxeR
(00) = L)

eine Polaritit. Insbesondere ist die Schiebe-Ebene ¢ selbstdual.
Beweis: Siehe (SBG"95, Proposition 74.5) oder (DO68). O

4.6 Beispiel (Schiefparabel-Ebenen): Eine Schiefparabel-Ebene ist eine Schiebe-Ebene
der folgenden Form:
Seien ¢,d € Rmit ¢ >0 und d > 1. Sei weiter die sogenannte Schiefparabel

x4 fir x>0
hc'd'R_)R'x._){ c(—x)? fir x<0

gegeben. Eine solche Abbildung b, , erfiillt offensichtlich die Kriterien aus Propositi-
on/4.3/oder Proposition/4.4/und erzeugt somit eine Schiebe-Ebene &, 4, sieche zum Beispiel
(SBG195, Section 36).

Abbildung 4.7: Schiefparabeln Abbildung 4.8: Ableitungen von
Schiefparabeln

In dieser Familie ist auch die klassische 2-dimensionale projektive Ebene P,(R) wie
folgt enthalten (SBG™95, Example 31.2(a)): Fiir die Schiefparabel-Ebene zur Normalpara-
bel h,,: R— R: x — x? gilt & , = P,(R) vermoge des Isomorphismus ® mit Punktabbildung
®p: 612, = B(R): (x,y) = (x,y —x?).
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4.2 Differenzierbare Karten fiir Schiebe-Ebenen

In diesem Abschnitt sollen Karten untersucht werden, die in einer geeigneten differenzier-
baren Struktur fiir eine differenzierbare Schiebe-Ebene notwendigerweise enthalten sein
miissen. Es kann aber damit noch keine Aussage gemacht werden, ob eine Schiebe-Ebene
mit solchen Karten auch wirklich eine differenzierbare Ebene ist.

Wir wollen dabei grundsitzlich davon ausgehen, dass die Wirkung der Schiebungs-
Gruppe X differenzierbar erfolgt. Ebenso soll die Polaritdt 7= aus Proposition(4.5| differen-
zierbar sein. Nach Proposition 2.11 und ist es daftuir hinreichen, €7 -differenzierbare
Schiebe-Ebenen mit 2 < r < 0o zu betrachten.

4.7 Lemma: Ist h € 6" (R,R), wobei r € NU {oo}, so gilt fiir die Auflosungsabbildung
h¥ e €™ (R x (R\ {0}),R). Die zugehorige Ableitung ergibt sich zu:

1 1
D = ; / .
v = G, d)+ )~ (0570 d) (—h (h*(y,d)+ d))
Beweis: Wir betrachten die beiden Abbildungen

f: Rx (R\{0}) = Rx (R\{0}): (x,d) — (h”(x,d),d)
g: RX(R\{0}) = Rx (R\ {0}): (y,d) — (h™(y,d),d).

Unmittelbar aus der Definition von h” respektive b folgt, dass fog = gof = idrxr\jo); di€e
beiden Funktionen sind also invers zueinander. Da h € 6" (R,R) vorausgesetzt war, gilt
fe 6" (Rx(R\{0}),R x (R\{0})). Wir erhalten also die Ableitung

> 0 ! d)—h 0
Da)f= (D(x,d)b 1) — (b (xb‘jixldf; (x) 1) ’

welche wegen d # 0 offenbar invertierbar ist. Wir kdnnen also den Satz tiber die Umkehr-
funktion[1.6 aus der klassischen Analysis anwenden und erhalten

-1
0
Dy.ayg= (D(y,d)h‘ 1) =(Dg(y,d)f)

0

1
b (6 (.d)x+d)-v'(b*(.a)

—b'(b*(y,d)+d)
b (h*(.d)+d)-b'(h*(.d))

Ein Vergleich der ersten Spalten der auftretenden Matrizen liefert dann schlieflich die Be-
hauptung. O

Die differenzierbare Wirkung der Schiebungs-Gruppe auf dem affinen Teil der Schiebe-
Ebene hat unmittelbare Konsequenzen fiir eine geeignete differenzierbare Struktur der
Ebene:

4.8 Proposition: Die Karte 3\ L, — R?: (x,y) — (x,y) ist in der differenzierbaren Struktur
der differenzierbaren Schiebe-Ebene enthalten.
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Beweis: Die Wirkung der Schiebungs-Gruppe > auf ‘B3 \ L, ist reguldr, wie bereits in Kon-
struktion /4.2 festgestellt wurde. Mit Proposition/1.20 ergibt sich dann die Behauptung. O

4.9 Korollar: Ist die von der Funktion f erzeugte Schiebe-Ebene %" -differenzierbar, dann
isthe ¢"(R,R).

Beweis: Nach Proposition 2.6 sind Punktreihen von Geraden differenzierbare Unterman-
nigfaltigkeiten. O

4.10 Korollar: Fiir den affinen Teil der Geraden einer differenzierbaren Schiebe-Ebene
sind die folgenden Karten mit der differenzierbaren Struktur vertréglich:

Lan\{(a)}—=R:(x,h(x—a)+b)—x
L(d) \ {(c0)} —=R:(a,x)—x.

Mit demselben Argument wie in Proposition 4.8 — diesmal wird die Wirkung der
Schiebungs-Gruppe auf L) betrachtet — ergibt sich:

4.11 Proposition: Die Karte
Loo) \ {(00)} = R: (x) — x
ist mit der differenzierbaren Struktur der Ebene vertraglich.

Damit sind die differenzierbaren Strukturen auf den Punktreihen der Geraden schon
weitgehend verstanden. Allerdings fehlt bei allen Geradentypen die Information, wie der
letzte fehlende Punkt in die differenzierbare Struktur zu integrieren ist. Hitte man diese, so
kénnte man mit Hilfe von Proposition(3.11/die differenzierbare Struktur der Punktmenge
und damit auch der Geradenmenge vollstdndig beschreiben.

Um zu verstehen, ob und wie im Fall, dass man auf einer Geraden die Information tiber
dieses ,Einbinden des fehlenden Punktes“ gewonnen hat, sich diese Information auf an-
dere Geraden iibertragen ldsst, soll das folgende Hilfsmittel eingefiihrt werden.

4.12 Definition: Wir definieren & := RU{oo} und erhalten die folgenden Abbildungen:

(x,b(x—a)+b)— x
¢L(“_b): L(a,b) — 8 {

(a)— o0
. ) (ax)—x
Yrw' L@ _>®.{ (00)— 00
| [ @
Plieo: L) —)6.{ (00)— 00

Ubertridgt man mittels dieser Abbildungen die differenzierbare Struktur der jeweiligen
Punktreihen auf die Menge &, so wird diese zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit.
Die eben definierten Abbildungen werden damit in den jeweiligen Fillen zu Diffeomor-
phismen.
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

Auf & sei weiter die Abbildung

X ——X
T:6 - 6: {

00— 00
definiert, die offensichtlich eine Involution ist.

4.13 Proposition: Es sei ¢ eine differenzierbare Schiebe-Ebene, O é ® eine offene Teil-
menge und y: O — R eine Abbildung. Dann gilt:

(a) Die Abbildungy, = ((,0 L O) y ist genau dann eine mit der differenzierbaren Struk-

tur von € vertrédgliche Karte der Geraden L,), wenn die Abbildung 7, := ((p Loy |O) Y
eine mit der differenzierbaren Struktur von € vertréigliche Karte der Geraden L) ist.

La)

Ya
QFL(“)\L \
14
()
<IOL(b) T /

L)

R

(b) Die Abbildungy, := (cp Law) O) y ist genau dann eine mit der differenzierbaren Struk-

tur von € vertrédgliche Karte der Geraden L, ), wenn die Abbildung y;, := ((,0 Loy O) Y
eine mit der differenzierbaren Struktur von € vertragliche Karte der Geraden L, ;) ist.

L(a,S)

Ya
‘FL(“_S) \L \
T

()

PLipr) T /

L,

R

(Anmerkung: Bei den Diagrammen ist der Ubersichtlichkeit halber auf die korrekte Angabe
der Definitionsbereiche verzichtet.)

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir Geraden der Form L ,), das heift fiir die vertikalen
Geraden; es reicht dabei, den Fall beliebiger a € R und b = 0 zu betrachten. Sei also 7, eine
Karte der Geraden L.
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Die Schiebung o (_, ) ist ein Diffeomorphismus und weiter gilt o', ¢ | LE(:) = (Qr)(Pre) "

. L . .
Damit ist dann (U(_a,o) | LEO))) 7o eine Karte der Geraden L(,). Nun ist aber

Lo _
(0(‘“'0) |L§,f>) T0= (1)) (Pro)r =¢Lu? =Ta-

Die Behauptung fiir die Geraden der Form L, ;) folgt analog, man verwendet dort die
Schiebung o, —s). O

Wir sehen also, dass je zwei vertikale Geraden ¢
gewissermalen (via ®) ,dieselbe“ differenzierbare
Struktur besitzen, denn wenn L, eine Karte der
Form (a, x) — x7 besitzt, so ist (b, x) — x7 eine Karte

(00) Lo

von L;). Gleiches gilt fiir die Standardgeraden unter-

0,0 a,(
einander. Es ist jedoch nicht klar, in wieweit die dif- ( )H( )
ferenzierbaren Strukturen der beiden verschiedenen O (-a,0)

Arten von Geraden ,in der Ndhe der Ferngeraden®

miteinander vergleichbar sind, sprich, ob sich die dif-

ferenzierbare Struktur zwischen einer Vertikalen und ©o ®
einer Standardgerade auf so einfache Weise iibertra-

gen ldsst wie innerhalb der jeweiligen Art der Ge-

raden. Wir erinnern uns: Die einzig problematische

Stelle bei dieser Frage ist wegen Korollar/4.10 die dif-

ferenzierbare Struktur in einer Umgebung des Fern-

punktes der jeweiligen Geraden, ansonsten stimmen 0
auch hier die differenzierbaren Strukturen gewisser-

mallen iiberein. Natiirlich vermitteln Perspektivita-

ten die differenzierbare Struktur zwischen beliebigen Abbildung 4.9:
Geraden, die Beschreibung der Abbildungen wird da- Ubertragen der differenzier-
bei im Allgemeinen aber so kompliziert, dass sich baren Struktur vertikaler Gera-
konkrete Rechnungen damit kaum mehr durchfiih- den mittels Schiebung

ren lassen.

Im Gegensatz zu dieser Problematik lassen sich die differenzierbaren Strukturen von
Standardgeraden und der Ferngerade auf ,einfache“ Weise tibertragen.

4.14 Proposition: Es sei ¢ eine differenzierbare Schiebe-Ebene, O é ® eine offene Teil-
menge, 1: O — R eine Abbildung und 7 wie in|4.12 definiert.

Dann ist die Abbildung 7 = (90 Lo OT) Ty genau dann eine mit der differenzierbaren

Struktur von € vertréagliche Karte der Geraden L), wenn die Abbildung y, := (cp Liaw) |O) Y
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

eine mit der differenzierbaren Struktur von € vertrigliche Karte der Geraden L, ) ist.

L(o)
PLioc)
& Yoo
P
& ! R
b /
Lia)

Beweis: Wegen Proposition/4.13/reicht es, die Behauptung fiir die Gerade L) zu zeigen.

Abbildung v: L) — £o,0) und... ...anschlielend Polaritat

Abbildung 4.10: Ubertragen der differenzierbaren Struktur von der Fern- auf Standardge-
rade

Die Abbildung

X) — Lix—p-
v:=eV(0,0): Loo_>£(0,0): { ((OO))'_)LE;’ h(=x))

ist ein Diffeomorphismus und dasselbe gilt wegen Proposition(3.12|fiir die Polaritit 7= aus
Lemma 4.5. Damit ist 7, eine Karte der Geraden L) genau dann, wenn vy, eine Karte
der Geraden L ist.

Loo

v . 12 L(so) T
L(00)

Durch einfaches Nachrechnen sieht man, dass vy, = ¢, T, alsoist viiy) =y . O
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner
Schiebe-Ebenen

Im vorherigen Abschnitt hatten wir uns mit einigen notwendigen Bedingungen fiir die Ge-
stalt der differenzierbaren Struktur einer Schiebe-Ebene beziehungsweise derer Geraden
beschiftigt. Nun wollen wir eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen konstru-
ieren.

Wir wollen dabei nach folgendem Muster vorgehen. Es ist bekannt, dass die klassische
projektive Ebene tiber R differenzierbar ist und dass diese als Schiebe-Ebene aufgefasst
werden kann, indem man die planare Funktion h: R — R: x — x? fiir die Beschreibung
der Standardgeraden verwendet (siehe auch Beispiel4.6). Diese Geraden sollen durch eine
kleine Storung so vorsichtig modifiziert werden, dass sich trotzdem noch die differenzier-
bare Struktur der urspriinglichen Ebene tibernehmen lésst. So erhalten wir in der Tat eine
Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen. Wir finden aber auch eine hinreichende
Bedingung, die verhindert, dass der projektive Abschluss gewisser Ebenen dieser Familie
differenzierbar ist, obwohl die differenzierbare Struktur noch gut mit Punktreihen und Ge-
radenbiischeln vertraglich ist.

4.15 Generalvoraussetzung: Gegeben sei eine beschriankte Funktion a € 4> (R,R) so,
dass
h:R—R:x — x> +a(x)

eine planare Funktion ist. Aulerdem soll a fiir alle m € NU {0} sowie fiir alle n € N die
Beziehung

lim x™-a™(x)=0
x—=o00

oder dquivalent
1
ime—.q™ (1) =
lim -0 () =0
erfiillen.
Wir versehen die Menge ® mit der von folgenden beiden Karten induzierten differen-

zierbaren Struktur.
Y0: &\ {oo} = R:x—x

Too! G\ {0} —*RI{

x+—>% firxeR

oo—0

4.16 Lemma: Es seien p und g reelle gebrochen rationale Funktionen mit [p(x)| — oo fiir
x —0,und n eN.

Dann gilt lim,_, q(x) - a®(p(x))=0.

Falls |p(x)| — oo fiir x — 00, so erhalten wir analog lim,_ q(x) - a"™(p(x))=0.
Beweis: Zu jeder gebrochen rationalen Funktion ¢ gibt es eine Zahl k € NU {0} und eine
gebrochen rationale Funktion 7 so, dass

(x)= x—lk -F(x)
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

und ©(x) beschréankt ist fiir x — 0.
Damit folgt aber aus der Bedingung lim,_, xi,, -al?) (%) = 0 aus Generalvoraussetzung4.15
sofort

%Ciiréq(x)-a(") (i) =0.

Durch ein Anpassen der Laufvariablen x und geeignete Abschitzungen ldsst sich dann
der allgemeine Fall lim,_q(x)- a®(p(x)) auf diese Form mit einer geeigneten gebrochen
rationalen Funktion § zurtickfiihren:

i g™ ima(E)-a™ (1) =
}Cm(}q(x) a (p(x))<£m(}q(x) a (x) 0.
O

Dass es in der Tat Beispiele fiir solche Storfunktionen a gibt, zeigt das folgende Lemma.

4.17 Lemma: Essei c € [0, 1] eine Konstante. Die Abbildung
_L
a:R—>R:x-—>c(e x —l)x2

erfiillt die in Generalvoraussetzung4.15/geforderten Bedingungen.

Abbildung 4.11: Abbildung 4.12:
1

Graphen fiir ¢ =5 Ableitungen von h
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen

Beweis: Sicherlich ist a € ¥ (R,R) und erfiillt auch die Bedingungen an das asymptoti-
sche Verhalten. Um zu zeigen, dass die Funktion h = (x — x2)+ a planar ist, verwenden wir
Lemmal4.4| Die erste Ableitung

h’(x)z{ 2((1—c)x+ce‘f2 (x+§)) fir + €R\ {0}
0 flirx=0

ist stetig und wegen §’(x) — +oo fiir x — 00 auch surjektiv. Sie ist auferdem injektiv, weil
die zweite Ableitung

h”(x):{ 2(1—c—|—ce_xLz (%ﬂ—x—lz—l—l)) fl?l‘xER\{O}
2(1—c¢) flirx=0

strikt positiv ist. (Abbildungen'4.11 und|4.12) O

4.18 Lemma: Wir erhalten fiir die Punktmenge I3 der Schiebe-Ebene eine Karte der affi-
nen Punkte

%0,0): B\ Loy = R*: (x,¥) — (x,),
eine Karte, die affine Punkte und Punkte der Ferngeraden umfasst

()= (53 (5 -))

x0): P\ Lo — R { (x)—(0,x)

und eine Karte in einer Umgebung um den Fernpunkt der senkrechten Geraden

(6,) (=2 L5
oo PG ) x SRIUIOD =R L (1), (19)
(00) = (0,0

Diese Karten bilden einen Atlas der Menge ‘13; mit der von ihm erzeugten differenzierbaren
Struktur ist P8 eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Mit der Polaritdt © aus Lemmal4.5 erhalten wir ebenso einen Atlas fiir die Geradenman-
nigfaltigkeit mit einer Karte, die Standardgeraden umfasst,

20,0 £\ Lioo) = R%: Lz ) — (—x,—y)

einer Karte, die zusétzlich senkrechte Geraden abbildet,

Leyy— (=3, -2 (L +x))
: Loy R}U{L}) — R?: (o.y) ( x’ 2\x
A) S\({ o)X €ERFU{L )}) { L — (0,—x),

und eine Karte in einer Umgebung der Ferngeraden
2x 1
Ly (—y—xz’ —y—xz)
: 2.
A'(oo)- 8\{L(x'x2)\x€R}—)R : L(x)'_’ (_i’o)
L(oo) — (0, 0) .
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

Beweis: Die erste Moglichkeit, dies einzusehen, ist direktes Nachrechnen der Kartenwech-
sel und die Erkenntnis, dass diese in der Tat differenzierbar sind.

Andererseits ist die angegebene differenzierbare Struktur genau diejenige, die die klassi-
sche Ebene P, (R) in ihrem Parabelmodell trdgt, das hei3t als Schiefparabel-Ebene &, ,. Da
die Punktraume tibereinstimmen, kann diese differenzierbare Struktur unmittelbar auch
fiir die hier untersuchten Schiebe-Ebenen verwendet werden. Etwas konkreter tragen die
Geraden L) sowie L) und L) via ® wie in Definition(4.12 die in der Generalvorausset-
zungl4.15/definierte differenzierbare Struktur. Die differenzierbare Struktur fiir die Punkt-
menge ergibt sich dann mit Proposition|3.11/durch geometrische Konstruktionen. O

Mit dieser Angabe differenzierbarer Strukturen fiir Punkt- und Geradenmenge ist noch
keine Aussage dariiber gemacht, wie sich diese differenzierbaren Strukturen mit den geo-
metrischen Strukturen und Operationen vertragen. Dies soll im Folgenden geschehen.

4.19 Lemma: Die Punktreihe einer jeden Geraden L € £ der betrachteten Schiebe-Ebene
ist eine glatte Untermannigfaltigkeiten der Punktmannigfaltigkeit 3.

Ist (L, M) e (£ x £)\ Ag ein Paar verschiedener Geraden, dann schneiden sich die Punkt-
reihen der beiden Geraden transversal.

Mit Hilfe der Polaritdt 7w ibertragt sich dies auch auf Geradenbiischel in der Geraden-
mannigfaltigkeit.

Beweis: Da die differenzierbare Struktur der Ebene mit dem Parabelmodell der klassi-
schen differenzierbaren Ebene iibereinstimmt, ergibt sich die Behauptung fiir Paare von
senkrechten Geraden L, mit a € R direkt aus den Eigenschaften einer differenzierbaren
projektiven Ebene. Dasselbe gilt fiir den Schnitt einer senkrechten Geraden mit der Fern-
geraden L(y).

Mit Hilfe von Korollar/4.10/lassen sich senkrechte Geraden und Standardgeraden im affi-
nen Teil der Ebene parametrisieren. Beziiglich der Karte x( o) sieht man dann leicht: Da die
erste Ableitung h’ nach Lemmal4.4 ein Homomorphismus ist, muss der Schnitt zwischen
einer senkrechten Geraden und einer Standardgeraden sowie zwischen zwei Standardge-
raden verschiedener Parallelenscharen ebenfalls transversal sein.

Letztendlich bleibt der Fall einer Parallelenschar von Standardgeraden zu untersuchen.
Da Schiebungen Diffeomorphismen sind, reicht es, die Parallelenschar {Ly | ¢ € R},
das heit das Biischel im Fernpunkt (0), zu betrachten. Ist p € L) \ (L) U L)) €in
Punkt der Geraden, dann gibt es ein x € R so, dass sich fiir die Koordinaten des Punktes
p.xXo= (x , —% (x ‘a (i) + tx)) ergibt. Beziiglich der Karte x () konnen wir also eine Gera-
de L, als Graph der Funktion

_%(x.a(%)ﬂx) fiir x eR\ {0}

g, :R—R:ix—
0 flirx=0
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen

auffassen. Mit der Leibniz-Regel erhalten wir fiir beliebige Ableitungen des Terms x - a (i)
1 (n) " n ) 1 (n—i)
. — — @, —
(=) -2 (6))
1 (n) 1 (n-1)
= (G G
X x

Mit vollstdndiger Induktion erhalten wir fiir die Ableitungen (a (%))(n) die Beziehung

(a (%))(n) = qn(x)-a?) (%), wobei q; ,(x) =37, k;’]'f” gebrochen rationale Funktionen
mit ganzzahligen Koeffizienten k; ;, sind, die von Grad n der Ableitung abhingen. Der
Induktionsanfang entspricht der Kettenregel aus der klassischen Analysis. Setzen wir die

Formel fiir n als gegeben voraus, so erhalten wir
1 (n+1) 1 N\’
LE) (G
X X
n 1 /
= (Z ORG (—))
1=1 *
- 1 1 1
_ / O - RPRCEVN I B
;ql,n(x) a (x)+qz,n(x) a (x) ( xz)
n+1
1
:qu,n+l(x)'a(l) (_)
I=1 *

mit q; ,4,(x) =4} ,,(x)—d;_,,,(x)- 5 fiir | <mund g, ,4.,(x) == —g,,, -5 als neue gebrochen
rationale Funktion.

Mit Lemma [4.16 erhalten wir damit lim,_, (x -a (%))(m = 0. Falls n > 2 folgt weiterhin
lim,_, g(t”)(x) =0 im Grenziibergang. Fiir n =1 konnen wir lim,_, g}(x) = —% t berechnen.

Das heil3t einerseits, dass g, tiberall beliebig oft stetig differenzierbar ist. Insbesondere
kann damit die Punktreihe von L ) tiberall lokal als Graph einer ¢ >-Funktion dargestellt
werden und ist somit eine ¢ *>°-Untermannigfaltigkeit der Punktmannigfaltigkeit.

Da dabei andererseits lim,_ g/ (x) = —% t gilt, schneiden sich zwei Geraden der Paralle-
lenschar {L )|t € R} untereinander und auch mit der Ferngeraden transversal. O

Da jetzt sichergestellt ist, dass die Punktreihen (und damit auch die Geradenbiischel)
mit der gewédhlten differenzierbaren Struktur vertraglich sind, soll jetzt versucht werden,
mit Hilfe von differenzierbaren Familien, die die Punktreihen parametrisieren, auf die Dif-
ferenzierbarkeit des Schneidens zu schliefen (und damit letztendlich auch auf die Diffe-
renzierbarkeit des Verbindens).

4.20 Lemma: Essei L, ) € £ eine Gerade der Schiebe-Ebene. Dann gibt es eine offene
Umgebung é L\ {Ly)lx € RU {oo}} der Geraden, so dass

(x+s,b(x)+1) fiirx#oo

a:ilX@—’mi(L(s,t)’x)’_’{ (s) fir x =00
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

eine glatte Familie von Untermannigfaltigkeiten ist, die alle Geraden L, ) € I parametri-
siert, das heildt (L), &)* = Ls,) erfiillt.

Beweis: Mit {l:= £\ {Ly|x € RU{oo}} und der Schiebung o ;) definiert
o: U xP—P: (Lis,pP)—= P00

eine Abbildung, die auf I x R? differenzierbar ist, wie man leicht nachrechnet. Betrachten
wir eine Stelle (L), (c)) € {1 x P, so bendtigen wir fiir die Untersuchung der Differenzier-
barkeit von o die Karte A ) X x () im Definitions- und x im Bildbereich. Beziiglich dieser
Karten erhalten wir die lokale Reprisentation

) ) . X  2y+2s—tx+six
(A(O,O) X X(O))O.X(O) . ((S, t)’ (x’y)) — (1 T S.X" 2(1 T S.X')
Da (¢). x(@) = (0, c) kann die Umgebung 4 é {1 so klein gewahlt werden, dass im Nenner
1+ sx keine Nullstellen auftreten.

Untersuchen wir nun die Abbildung

. . (x,h(x)) fiirx #oo
§: "5_’”’”’{ (0) fiirx =oo.
Die lokale Reprasentation von g ist auf R € & gerade die Umkehrung der in Korollar4.10|
angegebenen Karte der Geraden L), und damit differenzierbar. In einer Umgebung von
oo € & gilt fiir die lokale Reprédsentation y g x() = 8o, wobei g, im Beweis von Lemma4.19|
definiert wurde. Dort hatten wir auch die Differenzierbarkeit von g, bewiesen. Insgesamt
ist g also eine differenzierbare Abbildung.

Als Komposition differenzierbarer Abbildungen ist a = (idy x g)o damit ebenfalls diffe-
renzierbar. O

4.21 Bemerkung: Wie die differenzierbare Familie aus Lemma zustande kommt,
ist geometrisch leicht zu erkldren: Eine jede Gerade wird parametrisiert, indem mittels ei-
ner Schiebung die Parametrisierung einer Referenzgeraden (ndmlich von L)) libertragen
wird.

Um die folgende differenzierbare Familie geometrisch zu verstehen, bedarf es einer
raumgreifenderen Erkldarung. Diese soll in Anhang/A/gegeben werden.

4.22 Lemma: Es sei L(,, mit a, € R eine Gerade der Schiebe-Ebene. Dann gibt es eine
offene Umgebung é £\ {L )} dieser Geraden so, dass die Abbildung

L(a,b)H(l —%,a— V_b)

2

Ap: U—R%:
Liay—(0,a)

eine Karte der differenzierbaren Struktur der Ebene ist.
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Offensichtlich ist & := & \ {oo} eine Untermannigfaltigkeit von &. Mit der obigen Karte
Ap erhalten wir die glatte Familie von Untermannigfaltigkeiten

(e & e L) (cx+d,a(cx—i)—x+czx2) fiirx eR,c#0

Britx&—P: ((e,d)(2,)x) { = fir v R e 0
und fiir alle L € 81 gilt ({L} x )F =L, \ (LA L(~)). Identifiziert man die Punktreihe 3, mit L
so wird daraus ({L} x &)f = L\ (LN L))
Beweis: Um die Abbildung A, iiberhaupt wie angegeben definieren zu kdonnen, miissen
wir fordern, dass U é A= {Lap|(a,b)€RxR_}U{Lla € R} ist. Bevor wir iiberpriifen, ob
{1 eine Umgebung von L) ist, wollen wir A, genauer untersuchen.

Fiir die Umkehrabbildung der Karte A, erhalten wir

- c,d)—L¢, . .\ flirc#0
A=A R - AL (,a) (a+%-52) 7
P (O,d)HL(d) firc=0.

Die vertikalen Geraden L), die unter A, die Koordinaten (0, d) besitzen, sind nicht im De-
finitionsbereich der Karte A ) enthalten. Damit kann der Kartenwechsel

1 1
pA0,0) = (Ap)_IA(O,O): (c,d)— (—d 50 4—02)

bestimmt werden. Dieser ist an jeder Stelle des Definitionsbereichs ein lokaler Diffeomor-
phismus, wie man leicht nachrechnet.

Sei nun ein Paar von Koordinaten (cy,d,) € R? gegeben. Es gilt 2¢ody +1 = 0 genau
dann, wenn (co,do).(A,)' = Lo, q2) ist. Somit ist ein solches Paar (¢, d) nicht im Defi-
nitionsbereich der Karte A, also auch nicht im Definitionsbereich des Kartenwechsels
pAo) = (A,)"1A(o) enthalten, welcher durch

2cd+1’ 2cd+1

Ao (¢ d)_)( 2¢ d(cd+1))
pM0)- LG

gegeben ist. Untersuchen wir also den Bildbereich dieses Kartenwechsels. Das Gebiet

U:=MU\{Loxnlx €R}). Ay

—l —1 (§+a))‘(a,b)eRx xR_}U{(O,—a)aeR}

(ab+é)) |(a,b)eR* xR_}u{(o,a)meR}
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ist in R? durch die Kurve a — (a, i) be- b=-2 U :
randet (siehe Abbildung(4.13). Fiir alle Ele- a— (“’ Z)
mente der Form (0, a,) mit a, € Rist U eine bh=—1 LT
offene Umgebung. Also ist i = U.(1,)! fiir J J b=0
alle Geraden L4, =(0,a,).(A,)"! ebenfalls h=0 ’ i
eine offene Umgebung. Wir erhalten durch h=—1
Nachrechnen, dass der Kartenwechsel 1

b=-2

Ao:R*\{(c,d)eR?|2cd+1=0} - U
P Abbildung 4.13:
ein Diffeomorphismus ist. Damit ist Bild des Kartenwechsels , o)
schlieflich die Abbildung A, eine Karte
der differenzierbaren Struktur der Schiebe-Ebene.

Untersuchen wir nun, ob die angegebene Abbildung f tatsachlich die gewiinschten Ge-
raden parametrisiert.

Geben wir uns die Koordinaten (c;,d;) € 4l. Ap vor. Im Fall ¢, # 0 erhalten wir die Abbil-
dung

B

1
: — _ 2.2
(01,611)~p7t><®'x'_> (C1X+d1,a(clx 50 ) xX+cix ) ,

1

welche eine Bijektion von & auf den affinen Teil der Geraden

2c1’ 4cp2

(Chdl)-pA:L(dl_’_l 1 )

ist. Denn fiir einen Punkt p, € L (1) \{(d1 + 3, )} gibt es genau ein ¥ € R, namlich
2¢cy’ 4c12

Z . _ 1
X:=c1x— 5,80, dass

1 1
=|(X+di+—, a(@)+2+|——
o ( e ())
1 ds 1 1 N 1)} 1
=lcx—— —,alcx—— CxX—— | ——
T 2¢ 2¢, 2 20 )  4c?
1 2.2
=|cx+d,,alax——|—x+cx
201

=x.p

(c1,d1).pAx®

gilt.
Im Fall ¢, = 0 miissen wir die Gerade L(;,)=(0,d,). ,A betrachten. Offensichtlich ist hier
die Einschrankung

B lipy o an} X & = Liay \ {(d1)}: x = (dy,—x)

eine Bijektion.
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Wenden wir uns nun der Differenzierbarkeit der Abbildung f zu. Es reicht dabei die lo-
kale Reprédsentation

—1)_ 242 s
B =2 %1y )Bxi00: RPXR—R?: (¢, d), x) — { (ex+d, “(C(’;’_z;)) x-+cx?) iﬁi zg
zu untersuchen. Da f stetig ist, miissen wegen Proposition 1.3/und(1.4 lediglich die parti-
ellen Ableitungen von 3 auf stetige Fortsetzbarkeit fiir ¢ — 0 iiberpriift werden.

Sicherlich ist die Abbildung ((c,d),x)— cx+d und damit die erste Komponente
von [5’ auch an der Stelle ((0,d),x) € R? x R beliebig oft stetig partiell differen-
zierbar. Die zweite Komponente von f ist eine Linearkombination der Abbildungen
((¢,d),x)— —x+ c?x?, welche ebenfalls dort beliebig oft stetig partiell differenzierbar ist,
und /5’3 =((c,d),x)—a(cx — i). Nun gilt aber wegen Lemmal4.16, dass fiir beliebige hohe-
re partielle Ableitungen 3, s, wobei v fiir einen geeigneten Multi-Index steht,

lim 3, B3((c, d),x)=0

und damit auch jede partielle Ableitung , B an der Stelle ((0,d), x) stetig fortsetzbar ist.
Also ist 8 beliebig oft differenzierbar. O

4.23 Korollar: Unter Generalvoraussetzung/4.15 ist die affine Ableitung (an der Ferngera-
den L)) der betrachteten Schiebe-Ebene eine glatte — also ‘6 *-differenzierbare — stabile
Ebene.

Beweis: Mit den in Lemma 4.20 und Lemma 4.22 definierten differenzierbaren Familien
von Untermannigfaltigkeiten erhilt man mit Proposition[1.22 die Differenzierbarkeit des
Schneidens von Geraden. Die duale Aussage zu Lemma4.20 liefert die Differenzierbarkeit
des Verbindens von Punkten. O

4.24 Lemma: Unter Generalvoraussetzung/4.15 ist die betrachtete affine Schiebe-Ebene
eine glatte affine Ebene.

Beweis: Wegen Korollar4.23ist nur noch zu zeigen, dass die Parallelenabbildung

I:PxL—L:(p, L)~ (p,L)",

die dem Paar (p, L) die Parallele zu L durch den Punkt p zuordnet, differenzierbar ist.

Sei also ein Punkt py = (xo,)0) € R? und eine Gerade Ly = L4, 1, flir ao, by € R gegeben.
Die Parallelenschar zu L ist {L,,,) |t € R}. Eine Parallele zu L, inzidiert also genau dann
mit dem Punkt p,, wenn (x, yo) = (x,(x — ao)? + a(x — ao) + t) fiir geeignete x, r € R. Durch
Umformen dieser Gleichung erhdlt man schlie@lich die lokale Repridsentation der Abbil-
dung || in einer Umgebung von (py, L) beziiglich der Karte A im Bild und den Karten
X(0,0) SOWie A(g o) im Urbild:

((00)™ % Koo)™) MAoo: (x,7).(a, b)) = (a,(x —af +alx—a)—y).

Sie ist offensichtlich beliebig oft stetig differenzierbar.
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Fiir einen Punkt po = (%o, o) € R? und eine Gerade L, = L(4,) mit d, € R ist beziiglich der
Geraden-Komponente die Karte Ay anzuwenden.

Untersucht man beziiglich dieser Karte die Inzidenzrelation, so stellt man fest, dass ein
Punkt (x,y) mitder Geraden (c¢,d).(A(p)) ' =L (_%, ) ) fiir ¢ # 0 genau dann inzidiert, wenn

0=—cy+cx?+2x+2d+a(x+1).

Weiter stellt man fest, dass ein Punkt (x,y) mit einer Geraden (0,d). (A))~! = L—4) genau
dann inzidiert, wenn
0=x+d.

Setzt man
x+ %) firc#0

“R2 _,R- - a(
R —R:(x,c) { 0 fiir c =0

so lassen sich die beiden Félle zusammenfassen und man erhélt eine Bedingung, ndmlich,
dass ein Punkt (x,y) genau dann mit einer Geraden (¢, d). () ! inzidiert, wenn

0=—cy+cx*+2x+2d+1(x,c).

Wegen Lemmal4.16/ist f beliebig oft stetig differenzierbar.

Des weiteren sind zwei Geraden (c¢;,d;).(A«g) ! und (c2, d>).(A)) ! genau dann parallel,
wenn ¢; = ¢,. Insgesamt erhdlt man die Beschreibung der Abbildung || beziiglich der Karte
A0y im Bild und den Karten A o) sowie x gy im Urbild:

((x00)™ x X)) IA@: (x,3),(c,d)) = (¢, 3 (—cy +cx?+2x +f(x,¢)))
Auch dies ist beliebig oft stetig differenzierbar. O

4.25 Korollar: Durch die in Lemmal4.17/angegebene Familie von Stérfunktionen wird eine
Familie glatter affiner Schiebe-Ebenen beschrieben.

4.3.1 Der Einfluss der Storfunktion a auf die Differenzierbarkeit der
projektiven Ebene

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Storfunktion a auf die Differenzierbarkeit der
projektiven Ebene auswirkt. Falls a die Nullfunktion ist, so ist die betrachtete Schiebe-
Ebene isomorph zur klassischen Ebene P, (R). Falls a ,harmlos“ genug ist (wir werden noch
sehen, was das genau bedeuten soll), wird sich herausstellen, dass die betrachtete Schiebe-
Ebene keine differenzierbare projektive Ebene sein kann. Das heif3t, es gibt in der Tat diffe-
renzierbare affine Schiebe-Ebenen, deren projektiver Abschluss nicht differenzierbar ist.
Dieser Teilabschnitt folgt dem Vorgehen von Immervoll in (Imm98). Er geht dort eben-
falls von einer leicht modifizierten Normalparabel fiir h aus, beschrénkt die Stérung aber
auf einen kompakten Tréger. Generalvoraussetzung|4.15 l1dsst hingegen Stérungen auf ei-
nem unbeschriankten Definitionsbereich zu, und Lemmal4.17|zeigt, dass es auch geeignete
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derartige Storfunktionen gibt. Immervolls Argumente miissen somit der verdnderten Aus-
gangssituation angepasst werden.

Dabei werden zwei Folgen von Punktepaaren untersucht, deren Verbindungsgerade ge-
gen die Ferngerade konvergiert. Diese Folgen zeigen dann auf, dass gewisse projekti-
ve Schiebe-Ebenen keine differenzierbare Struktur besitzen konnen, die differenzierbares
,Verbinden“ zulésst.

4.26 Definition: Es seien (xy, Jo),(x1, 1) € R? die Koordinaten zweier Punkte p, respektive
p1 beziiglich der Karte x(g), also py . x(0) = (%0, ¥0) und p; . x(0) = (x1, y1). Ist die Verbindungs-
gerade L = p, V p; der beiden Punkte im Definitionsbereich der Karte A, enthalten und
besitzt L beziiglich dieser Karte die Koordinaten L. A, = (¢, d) € R?, dann erhélt man Ab-
bildungen ¢ und ?, die die Koordinaten der Verbindungsgerade in Abhéngigkeit von den
Koordinaten der Punkte beschreiben:

c: (G0, o), (e, y)) = € = ( (G0, 3070V (1, 1)) - Ay,
0: (0, 30), (x1,31) = d = ( (0,300 ¥ (61,100 ) ), -

Beschrdnkt man sich bei der Wahl dieser Punkte p, = (xo, o) - x(_(ﬁ und p; =(x1,)1)- x(_(ﬁ
auf Punkte im affinen Teil der Schiebe-Ebene, also po, p1 € R?, so ist poV p1 € £\ {L(0)}-
Bei der Betrachtung spielt also nur noch die Karte A, | ALl eine Rolle; diese befindet
sich in der differenzierbaren Struktur der differenzierbaren affinen Schiebe-Ebene. Damit
ist nicht gesagt, dass die Karte A, in der differenzierbaren Struktur der projektiven Ebene
enthalten sein muss. Diese Frage zu kldren ist auch gar nicht nétig: Wir werden sehen, dass
wir die Untersuchung auf dem affinen Teil zu Ende fiihren kénnen.

Die Inzidenzrelation ldsst sich durch eine Gleichung beschreiben:

4.27: Esist
L:(C’d)'(z’(oo))_l = L(L 4d—cz)
2d’ " 4q2
und
_ 1 2¥0x0—1
_ 1_ |2 _2VoXo— 1
Po = (x0,¥0) - (x(0)) (xo ) xg ) .

Die Gerade L inzidiert also mit dem Punkt p, genau dann, wenn

2Yoxo—1 (1 c \* L. 4d — c?
sl (1Y o e

oder dquivalent
O:Zyod—c+x0+dx0a(xio—§)

gilt.

Die Koordinaten (¢, d) = L. A der Verbindungsgeraden L = p, Vv p; werden also in Ab-
héngigkeit von den Koordinaten (xo, o) = po . %) und (x1,y1) = p1 . X(0) beschrieben durch
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

das folgende Gleichungssystem:

0:2y0d—c+xo+dxoa(x—lo—i)

0:2y1d—c+x1+dx1a(x—ll—i).

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen voneinander, so erhélt man:
0=2d(yo—y1)+xo—x1+d (xoa(x—lo—i) _xla(%—i)) )

4.28 Definition und Feststellung: Die Abbildung f: R? x R? x R?> — R sei gegeben durch

1

f: (%0, Yo, X1, Y1, U, ) = 20(yo = y1) + X0 — X1 + v (an(—— %) —xla(i— %)) .

X0 X1
Das Tupel ((xo,¥0),(x1,)1),(c,d)) von Koordinaten zweier Punkte und ihrer Verbin-
dungsgeraden liegt damit in der Nullstellenmenge von f. Betrachtet man also zu den

Koordinaten (xo,yy) und (x;,y;) zweier Punkte die Koordinaten der Verbindungsgerade
(c(x0, Y0, X1, Y1), 0(X0, Yo, X1, 1)), und setzt man weiter

]’E: (X0, Y0, X1, 1) — f(xo,J/o,xl,J/h C(xo,J/o,xl;)’l);a(xod/o,xl,J/1)) )
so gilt f(xo, yo, X1, 1) = 0. Daraus folgt Dy, 1.,y F = 0 und &§(xo, yo, x1,1) =0.
4.29: Esist

0= 23 §(x0, Y0, X1, 1)
= &5 (0, Yo, X1, 11, (X0, Yo, X1, 1), 8(X0, Yo, X1, 1))
+ 85 §(x0, o, X1, 1, €(X0, Yo, X1, 1), 0(X0, Yo, X1, 1)) - 85 (X0, Yo, X1, 1)
+36f(x0yJ/0,x1yJ’1,C(xod/o;xlJl)ﬁ(xo’yo’xl’yl)) - 33 0(X0, Y0, X1, 1),

und weiter erhalt man fiir die einzelnen Terme

s f(x0, Yo, X1, y1, U, v)=—1+v (_a(xil _2%) +ia/(x_11 B %))

1 , ,
35f(x0,J/0yx1;J/1,u,U)= E (X1a (x%_ %) —XoQ (xio —%))

oot =200+ (00 (5= 37) e (5~ )
v (09 (G 37) = (5 -3).

Betrachten wir analog zur Definition von f eine einzelne Gleichung aus/4.27.
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen

4.30 Definition und Feststellung: Die Abbildung g: R?> x R? x R?> — R sei durch

X0 2v

g: (x())yO’xl)ylyu;v)'_’zyov— u+x0—{—yx0a(i — i)

gegeben.

Das Tupel ((x9, yo),(x1,1),(c, d)) von Koordinaten zweier Punkte und ihrer Verbindungs-
gerade liegt in der Nullstellenmenge der Funktion g. Betrachtet man also zu den Koordi-
naten (x, ¥o) und (x;, ;) zweier Punkte die Koordinaten (c(xo, yo, X1, 1), 0(X0, Yo, X1, 1)) der
Verbindungsgerade, und setzt man weiter

g: (XOrynylryl) = g(xO;J/o;th/l, C(xo,J/o,xlJ’l)ya(xod/o,xl,J/l)) )
so gilt §(xo, Yo, X1,¥1) = 0. Daraus folgt Dy, y, x, y.) § = 0 und & §(xo, Yo, X1,y1) =0.

4.31: Man erhilt

s 9(x0, Yo, X1, Y1, U, v) =0

1 71 u
% 8(X0, Yo, X1, Y1, U, V) = —1 = —Xo (— - 2—)

X0

1 u u 7|1 u
369(x0,J/0,x1,J/1,U,U)ZZJ/O'HCOQ(X—O—5)+5xoa (x—o—z—y),

und damit folgt

0= &5 §(x0, Yo, X1,)1)
:83g(xo,yo,xl,yl,C(XO;J/O’xl».VI)’D(xO’yO’xl’yl))
+ 05 9(xo, Yo, X1, Y1, (X0, Yo, X1, Y1), 0(X0, Yo, X1, 1)) + 83 ¢(X0, Yo, X1, 1)
+ 35 9(x0, Yo, X1, Y1, (X0, Yo, X1, Y1), 0(X0, Yo, X1, 1)) - &5 0(X0, Yo, X1, Y1)
= 35 9(x0, Y0, X1, Y1, (X0, Yo, X1, 1), 0(X0, Yo, X1, 1)) - G5 €(Xo, Yo, X1, Y1)
+ 35 9(x0, Yo, X1, Y1, (X0, Yo, X1, Y1), 0(X0, Yo, X1, 1)) - 5 0(X0, Yo, X1, 1) -

Die Gleichungen aus und [4.31 ergeben ein Gleichungssystem fiir die
Funktionen &3¢ und &0. Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir die Argumente
(%0, Y0, X1, ¥1, (X0, Yo, X1, Y1), 0(X0, Yo, X1,¥1)) bei Ableitungen von § und g sowie (xo, o, X1, 1)
bei Ableitungen von ¢ und o weg.

0=33f+ 35f-33c+36f-330
0= 359-33c+3eg-330

4.32: Gilt G §(xo, Y0, X1, 1, (X0, Yo, X1,1),0(X0, Y0, X1,)1)) # 0, dann lésst sich dieses Glei-
chungssystem so umformen, dass ;0 in einer Gleichung eliminiert ist, und man erhalt

_369'a3f 369'35f)
Os | af )’

0= +33c-(35g—

womit man spéter & ¢(xo, yo, X1, y1) bestimmen kann.
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

Nach dieser Vorarbeit wollen wir jetzt konkret das Verhalten von &5 ? untersuchen, wenn
die Punkte p, und p; gegen Punkte auf der Ferngeraden konvergieren. Wir werden fest-
stellen, dass unter Umstdnden das Verhalten von &0 von dem jeweiligen Grenziibergang
abhdngt und somit beziiglich keiner differenzierbaren Struktur das Verbinden von Punkten
stetig differenzierbar sein kann.

Die Untersuchung soll anhand der Folgen von Koordinatenpaaren

(1] (1] (L0 ] — (1 2
(pO:n'x(O)’pl;n'x(O))neN — (xo:n’yo;n’xl;n’yl;n neN " (;’0’ n’ l)neN

und
(2] (2] — (21 21 2] (2] (1 11
(pO;n'x(O)’ pl;n'x(o))nEN T (xO;n’yO;n’xl;n’yl;n neN " (;’0’ n n2’ l)nEN

vorgenommen werden. Um die dahinter liegende geometrische Idee anzudeuten, sei an-
gemerkt, dass der erste Punkt pélll = p([fll bei beiden Folgen tibereinstimmt, wéhrend der
Punkt PH; sich in einem Bereich befindet, wo die Stérung auf der Geraden durch a deutlich
zum Tragen kommt, die beim Punkt pﬂl jedoch schon stédrker abgeklungen ist.

Da es sich um eine topologische projektive Ebene handelt, ist das Verbinden von Punk-
ten stetig. Es gilt

: al _ 1 2 _
lim p,, = lim py;, =(0)

und

; 1l _ 1; 2] _
lim py, = lim py;, = (1),

folglich

li 0y, 00 = 2y 2y
nggo(po,nvpl;n %l_r)lg)lo(po;nvpl;n) L(OO)

Setzt man fiir [ € {1,2} also

AR SR (AR (AN ()
CEZ] — C(xo;n)yo;n’xl;n’yl;n) und

n A 3
d;] -—D(xo;n’yo;n’xlm’yl;” ’

so ergibt sich

lim ¢! =0
n—oo
lim d!' =0
n—oo

als Grenzwert der via A« | \{1) BEWONDENEN Koordinaten (¢}, d!!") von p([]lll Y p{lll

Untersuchen wir zunéchst die Folge (x([)ﬂl, yo[;l,]l,xﬁll, yl[;l,]l sen- Es gilt

N 1 1 D) 2 1]
_ o o_nr oy 1 1 N 1 o
o=Hcksbatioth) = -2 vt (oo i) - pa (b0 )

Wegen x([)f,L # x1 ist die zugehorige Verbindungsgerade p([]lll \Y pﬂ eine Standardgerade,

L;n
das heiRt, es gibt a,,, b, € R so, dass p., V pitk = Liay 5,y Und Lig, p,) - Aeo) |£\L( = (! allhy;
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen

insbesondere hat das d} # 0 zur Folge. Wir konnen deshalb obige Gleichung durch d)’
dividieren und erhalten

0=—2 1 1 cll 2 clu
= — _—ndg]_i_ ;a(n 2d ) ;a(zl’l—m) .

Die Storfunktion a ist nach Generalvoraussetzung4.15 beschréinkt, somit folgt

. 1 ity 2 1 cl
lim —a(n—%)——a( n— H) =0,
n—oo \ N 2d;, n dn

und weiter
0= Ii 9 1 1 clu 2 1 clu
=lim | 2= 7w+ e(n =) - e (3 -2ir)
n
— 9 1 I 1 el 2 o
= Jim | ~2= = | Jim  ~a (n - 5m) = ~a (30~ )
n
=-2-1 L
- _nl—r}c;lond[l]’
also
li L 2
n‘lﬂlondm ’

Setzen wir nun die Koordinatenfolge (x([)lll, yo[l,]l) in die in/4.27/gewonnene Gleichung ein,

welche die Inzidenz beschreibt:

1 1 W
— (1] (1] Cn
0——Cn +Z+;dn a(n—zdl]).

[
n

Dad L” # 0 kann diese Gleichung durch 2d Ell] dividiert werden,

0= cEll] 1 1 cll
__gd[1]+2nd[1]+_a(n 2d£}])’
n

und der Grenziibergang n — oo ergibt

(1]

L Cn 1 1 clu

0=lim (_gdm T onall " 2n (” N W))

n
(1]

L Cn 1 . 1 ) 1 clu

= lim (_gd[l]) +§rlll_rgo(nd£lll) +r111—r>¥>lo(ga(n_m)

cll
= lim 240 —1+0,

el

also

lim 241
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

]
Setzt man x,, 1= -~ — Zc;m , 50 gilt x,, — oo fiir n — 0o. Damit ergibt sich wegen Lemma'4.16

T | ity I CLI] ,
noe 0 ¢ (xQ; - zd;‘l) = lim | X0+ oomy | @)
1L;n ’ n

(1]
. / . Cn /
= lim (3 o/ (en) + lim (de a (xn))

=0+0.

(1] (1]
Wegen lim d!"' =0 und lim (— a (% - i) +—ra (% s )) =0 ergibt sich
n—0o0 X X

— o500
n—o00 Xoun Zd[y,]

: nronr i il 1
,%152033f(xo;n’yo;n’xl;n’yl;n’CL]’dL])

0| 1 1]
—im | —14am | — 2 — (e
‘ii%( ”dn( () (& d)))
yn

(1] 1 |
=—1+1limd" - lim | —a 2+ -2 |+ — o' [ L — <2
n—oo n n—00 XHL ZdL,I] x[l] XEL ZdLl]
n

=—1+40-0=—1.

Fir m € {0, 1} ist weiterhin lim xﬁ,ll];n =0, und o’ sowie a sind beschréankt, also
n—oo

; o nar il 1
rlzl—I»I(>loa5f(x0:n’y0;n’xl;n’yl;n’C[]’dL])

n

1 1 o 1 [
=lim= (x| L — | —xlV o/ [ L — <2
n—oo 2 \ " Ln xn2dy) 0;n xo2dy)

1 1 [ 1 [
= (lim (xM a2 - ) —tim [z o/ [ 2 — <
2 (Ho Fron @\ T 2a1) ) T \Fon @ \ S T 2]

1
=5(0-0)=0.

Ebenso folgt
: o il il 1
,%1_{12066f(xo;n’yo;n’xl;n’yl;n’CL]’dL])

T n_ (1] 1 o) [1] 1 o)
—rllgglo(z(YO;n_yl;n)+(xo;na(@_zd[nu X @ ORI
(1]
Cn n 1 el n (1 el
g (o (=) —obhe (G-
n

. 1] 1 C[I] 1] 1 C[I]
=—2+410im (xMal L - | _xlgq —
n—oo \ 0T\ KL 2al) L=\ &0 2a)

[1]
. Cn m (1 el I S
lim X, 0| = — 2| —x;., a — =
+ frees 2d£11] On a2 Ln 0 2a))
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen

1]
_ ) Cn . m o1l m (1
__2+0+r111—1»1010(2d[1]) rlzl—I»Iolo (xo;na (@_ng] —X;n @ ) T 240
[ : ;

=—2+0+(-1)-0=-2.

Die eben verwendeten Argumente helfen auch, die partiellen Ableitungen von g und de-
ren Verhalten beim Grenziibergang n — oo zu kontrollieren. Es gilt

1 w
. 1 1 1 1 . 1 U
rlllm s g(x([];ll,yo[;,]l,xg;ll,yl[;,]l, cL”,dEl”) = lim (—1 — —x([);ll o (—1 + = ))

n—00 x([fL Zd[nll
1 1] [1]
— : / 1 c
=—1—--lim | x;,a | -7+ 25
2 n—0oo Xoin 2dy
=-140=-1

und
: oy oo 1
%I_I};loaﬁg(xo;n’yo;n’xl;n’yl;n’ CL]’ dL])

[1]
s 0. 1 cl Cn 1) 1 o
= 'lll_r)l(;lo (Zy();n +x0;n a (x([)l] + W + Zd[l] xo;n a/ @ + ng]
; n d

n

(1]
_ . ] 1 o T m o1 el
=0+ rlll—r& (x":" a4 (xg?l, + 2dy) + rlll—rgo 241 ,lll_r& Ton @ x1l T 240
: s :

=0+0+(-1)-0=0.

Mit4.32]ldsst sichnun lim Js ¢ (x([)}ll , yo[.1 ,]l , x{lll , yl[.1 ,]l) bestimmen. (Der Ubersichtlichkeit hal-
n—o0 ’ ’ ’ ’
ber seien wieder die Argumente der Funktionen unterdriickt.)

Os0-0 0540
0= lim (— 60 3f+33c-(85g— 60 Sf))

n—0o0 aﬁf aGf
__ n—ox n—00 lim & c- | 1i _ n—o n—00
Tm gy e | imae—T e
0-(—1 0-0
= E )+lim83c-(—1+_—2)

=0+ 1lim &¢-(—1)=—1lim G ¢,
n—o0 n—o0

also

: ny o nly
rlll_Igoa?’ c(xO;n’yO;n’xl;n’yl;n) =0.

4.33: Wir haben jetzt die einzelnen Terme der Gleichung aus so weit unter Kontrolle,
dass wir dort den Grenziibergang n — oo durchfiihren konnen.

0= rlli_fgo(as f+05§-C5¢+06f-050)
= rllifglo(as f)+ rllifglo(as f)- rllifglo(as o+ ,l,ion(36 f) ,1}‘{30(33 0)
==1+4+0-0+(-2)-lim(&0),
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

also

1
y momomomy__ L
nglgoasa (xo,n’J’o,n’xlyn’ylvn) 2

Nachdem jetzt der Grenzwert lim,,_,, &; 0 fiir die erste Folge bestimmt ist, wollen wir uns
der Folge (x([]zll, yo[;zr]l,xfll, Jﬁ[zr]l »en Zuwenden, um fiir diese den entsprechenden Grenzwert
zu bestimmen.

Da wieder x([]zll # xP

L;n

gilt, ist die zugehorige Verbindungsgerade p([)ZL Y pﬂ eine Stan-

dardgerade, das heil3t, es gibt wieder geeignete a,, b, € R so, dass p([)ZL Y pﬁl = L(a,b,) und

Lia, b,) - Moo | Ay = (CLZ],d f ]). Insbesondere folgt fiir die zweite Koordinate d £,2 ] # 0. Wir

konnen deshalb die aus Proposition'4.27/durch Einsetzen der Folge gewonnene Gleichung

—o,,[2] ]2 2 2] 2]..[2] 1 c?
0—2y0;nd£l]_c£11+x0;n+d£l]x0;na(xéj—w

(2]

1 d 2
— 2 n n
——01[1]4-;—!— - a(n—;d—[nﬂ)

durch 2d Elz ! dividieren und erhalten
CLZ ] 1

1 12
0==5qm * 3mqm 25 (7 5am)
n n

4.34: Fihrt man fiir die letzte Gleichung den Grenziibergang n — oo durch, so erhilt man

c[z] 1
0=lim | ——=+——
n—co |\ 2d@ ° 2pd@ |-

Die durch Einsetzen der Koordinatenfolge in f gewonnene Gleichung

_ 3121 21 2] (2]
O_f(xo;n’yo;n’xl;n’yl;n

1 1 (2] n—1 2 (2]
—_ogl2l . — Q2] — _Cn 4 tn
= —2d? 4+ (( £ la (s W))

lasst sich mit ﬁ multiplizieren, und ergibt

0=-2 L o
=— n+ﬁf]+a(n—m)—

2
Auf Grund des Mittelwertsatzes gibtes ein &, € I,, := | n — 25, = — i]] so, dass

(5 -ap)-a(n-2r)

al =— —aln—25

n=1_ 247 2d?
Ln__ — tn_

(€)=
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also

2 o2 ra
a\ g 27 )~ ajn-— 247 a '(&n).
Damit erhalten wir

(2] 1 (2]
n? n? ch )

a —_— —_— a _—
(n—l dm) n (n—l 2a?

1 c2
0=—-2n4+——+a (n )

nd? dm
1 2 [2]
2n+—— d[z] a (5 )+ ( n_l ZC;[,,Z]) )

das heil3t

1 -n
n— =

1
2nd? "2 n-1

11 2 2
€tz e -am)

4.35: Da die Storfunktion a nach Generalvoraussetzung4.15 beschrankt ist, gilt

li 1 +al<ii 1 n (& )+1 1 (nz C[z])
imsup|————+n| <limsup|— a Y (P SR
n—>00p Zl’ldhz] - n—»oop 1 " 2 n n-1 2d£12]

<1i 1 1 2 o2

<timsup| 5 - (€ +imsup| 5 o (15~ )

+0
n—0o0
1 /
<5«

wobei ||-|| die Supremumsnorm ist.

4.36: Diese Abschédtzung aus/4.35zusammen mit der Erkenntnis aus'4.34/liefert

c 1 1 c
limsup [— =limsup|—n+ — +
MSUP |~ o | = HMSUp |+ o~ T g
cf
<limsup|—-n+———|+limsup|————+ ——
| " T anam | TP T 2na® T 24
< ! =— | a
2 2
4.37: Damit ergibt sich dann
i n2 C[Z] <i 2 i C£12]
imsu imsu —n|+limsup|n —
1
§1+—||a'||.
2
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

4.38 Korollar: Fiir alle € > 0 gibt es ein n, so, dass fiir alle n > n, gilt

cf] 1

_ < i | P

" a0 —5+2||“||
G P Ty
—_—— e+ ||d],

n—1 2d@|~ 2

also
1 / 1 /
1,C ], = —s—5|a ,1+£+5|a .

Das nichste Ziel wird es wieder sein, die in[4.29 auftretenden Terme so weit zu kontrol-
lieren, dass eine Aussage tiber das Grenzverhalten von & 0 getroffen werden kann.
Wenden wir uns dazu &; f zu.

Setzt man die Folge (x([]zll, yo[;z,l,xﬂ, yl[;z,l, c?,a? ).y iD f €in, so fiihrt das zu der Gleichung

1 1 2l n-—1 (2]

(21 2] 121 21 [2] g[2]) — 2 2 Cn 2 cn _
ot a5 = 2o (1 - 58) - St o 25) ) =0
Da xL ll # 0 gilt, folgt aus obiger Gleichung via Division mit xﬂ

a? 1 a? (1 He n-—1 BEN
0:—2x[2] -+ n2x[2] +x[2] ZG(H—W)——’/LZ a(m—m)
L;n L;n L;n

df] 1 n? n? 1 2 n—1 2 2
—_ _ (2] _ _ tn _ - nT _ Ctn
B 2x[z]—i_nzn—l-i_d” n—1 na(n Zd[f]) n? a("‘l Zd[nz])
Ln
sz] 1 n 2l ) 2
—_o " 4 _ = R = _ | _ n°__ Cn__
- Zx[z] +n—1+d" (n—la(n zdifl) a("—l de]))'
Lin

. 2] 2 [2] . . 2 "
Nunist "~ a (n - 2;"[2] ) —a (# — 22"[2] ) beschrinkt und lim,,_.., 2 = 0, also erhélt man aus
n

dieser Gleichung durch den Grenziibergang n — oo

sz] 1 n 2l ) 2

T . . . [2] _ Cn _ n __ Cn

0—,%220( 2y |+ lim (5= )+ tim (a8 (20 (n-257) -o (35 -25) )
L;n

=—2lim —
g
und folglich
d[z]
lim —-=0.
n—o0 xl;n
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Damit kann &; f untersucht werden. Es ist
: (21 2] 21 2] .[2] g[2
rlll_r)l(;loa3 f(xo;n’yo;n’xl;n’yl;n’ CL]’dL])

2] 1 2]
. _ 21 _ 1 _ ¢n / 1 _ ¢n
_’%1_%10( L+d, ( a(xfll 26152]) x . (’Cﬂ ng])))

Ln

. [2] 1 B dy 1 B
=—1+lim|-d, a(@—2d§1)+—xm a4 (T—m)

1;n
[2]
(2] d (2]
— _ ; _Jl2] 1 _ ¢ : -no 1 e
- 1+,1££10( d, “(xﬂ 24§1))+£E¥,10(x[21 a (xg%; Zd[f]))'
; I ;

[2]
4.39: Da a sowie o’ beschriankt sind und lim,,_,o, d Elz] =0 sowie lim,,_, j[—;] =0 gilt, folgt:
Ln

: 21 21 21 21 2 21y _
rlll_I)Ioloa3f(xO;n’yO;n’xl;n’yl;n’CL]’dL])__1'

4.40: Entsprechend dem Vorgehen bei der Folge (x([)ﬂl, yo[;l,]l , xﬁll, yl[l,]l 1en €rgibt sich:

; (21 2] 121 21 .[2] g[2]) —
}lggloasf(xo;n,yo;n,xl;n,yl;n,CL],dEZ])—O.

Bleibt noch der Term &; f zu untersuchen, bei dem dann die entscheidenden Komplika-
tionen auftreten. o
Nach der Abschédtzung aus|4.36/ist der Term n — % beschrénkt, also

c 1 c
WA g | TR (" am | O

4.41: Daraus folgt

C[Z]
lim —— =
n—co 2n.d
4.42: Damit gilt weiter
c 1 @
n . n

1' _— m————m=
nl—I»I(}oandLZ] nl—»oonanLZ]

4.43 Proposition: Fiir alle n € N gibt es nach dem Mittelwertsatz eine Stelle
[2]
(€l = [n—i "—Z—i] so, dass

2d?’ n-1 24%
2 (2] [2)
/ n Cp / Cp
d|l——=—"Lx|—-d|n——25
(n—l 2d[3]) ( Zde])

a//(gn) = n

also

2l ) (2] —-n
/ __ Cn [ n® o cq _ 7
a4 (n 2d£?]) a4 (n—l 2d£,2]) @ En)-

T n-1
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4 Differenzierbarkeitsfragen bei 2-dimensionalen Schiebe-Ebenen

Da aber I, < J,, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,

dass der Grenzwert {:=lim,_{, existiert (via Ubergang zu einer Teilfolge von

(x([fll, yo[;zr]l,xfll, yl[;z,]l)neN so, dass die entsprechende Teilfolge von (£, ),en konvergent ist).

Damit erhilt man dann

; (2] 1 2] 2] .[2] 4[2
rlzl—rgoaﬁf(x0:n’y0;n’xl;n’yl;n’CL]’dL])

_ T 2 _ 2] [2] 1 [2] 1o
—’%I_I)lc;lo (Z(J’o;n_J’1;n)+ (xO;"a(E_Zd[nz] — Xy, 0 XEZL _W
(2]

Cn_ (Ll o _ e 2 (1 _ e
*+qam (o (g~ ) e (- 2
n
2] 2] 2]
L c, 1, o2 ¢ 1,12 2 ¢ 1 1,2 2
—%520(—“@;“(”—@)—@;“(m—mﬁwﬁ“(m—m
. c LZ] -n , C LZ] s n2 o2
= | 24 gm0 g (55 ) |

Folglich gilt wegen[4.41,/4.42 und 4.43 sowie der Voraussetzung, dass a beliebig oft stetig
differenzierbar ist:

4.44 Proposition:
. 2 2 2 2
,1,15{)1036f(xé;lny(};r]wx{;lnyl[;,]p ¢, d®)=-2-0a"(0).

Vollig analog zum Vorgehen bei der ersten Folge erhédlt man

i [2] [2] [2] [2] B
rlzl—%lo 5 8(X .00 You» X100 Vi cf], df]) "
sowie
i 2] 121 [ [2] 12 B
rlll—lz{)loasg(x();n’y();n,xl;n’yl;n) C’[/lz]’df]) — 0
und damit wieder mit[4.32]

. 2] 2] _.[21 _ [21y _
rlzl—I»Ioloa3 c("CO;n’yO;n’xl;"’yl;n) =0.

4.45: Wir haben jetzt wieder die einzelnen Terme der Gleichung aus 4.29 so weit unter
Kontrolle, dass wir dort den Grenziibergang n — oo durchfiihren kénnen. (Der Ubersicht-
lichkeit halber seien wieder einmal die Argumente der Funktionen unterdriickt)

0= %gglo(agf+35f-83 c+0f-30)
= lim (&) + lim (&5 ) - 1im (& ¢) + lim (& f) - lim (55 0)
=—14+0-0+(-2— a”(g))-r{ggo(ﬁgo)
also

1
. 21 2] _.[21 _ 21y _
rlll_I)Ioloa3a(xo;n’yo;n’xl;n’yl;n) - _2+CL”(Z:) .
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4.3 Eine Familie differenzierbarer affiner Schiebe-Ebenen

4.46 Korollar: Besitzt a” im Intervall J, keine Nullstelle, so ist die zugehorige Schiebe-
Ebene als projektive Ebene nicht differenzierbar.

Beweis: Nach4.33 und'4.45 ist 3; 0 nicht stetig an der Stelle (0,0, 0, 0) fortsetzbar, deswegen
kann das Verbinden von Punkten nicht differenzierbar sein. O

4.47 Korollar: Durch die in Lemma [4.17 angegebene Familie von Stérfunktionen wird
eine Familie glatter affiner Schiebe-Ebenen beschrieben, deren projektive Abschliisse nicht
differenzierbar sind.
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5 Differenzierbarkeit bei
2-dimensionalen
Schellhammer-Ebenen

5.1 Definition und allgemeine Erkenntnisse

In diesem Kapitel sollen 2-dimensionale Schellhammer-Ebenen auf Differenzierbarkeit
untersucht werden. Abgesehen von einer Teilfamilie, die sich unserer Untersuchung in der
entscheidenden Frage verschliel3t, werden wir im Allgemeinen in der Lage sein, zu zeigen,
dass 2-dimensionale Schellhammer-Ebenen (einmal abgesehen von der klassischen pro-
jektiven Ebene) nicht differenzierbar sind.

5.1 Definition: Eine Schellhammer-Ebene ist eine projektive Ebene ¥ = (2, ¥, %) mit
einer Antifahne (0, L(»)) € (P x £)\Z, die von einer kommutativen Gruppe ¥ < Aut(.%), der
sogenannten Schellhammer-Gruppe, fixiert wird, das heilt fiir alle ¢ € X gilt 0¥ = 0 und
Lfoo) = L(x). Weiter wird verlangt, dass ¥ auf 2 \ (22, U {o}) regulér wirkt. (PS11)

Im Fall 2-dimensionaler Schiebe-Ebenen fiihrt dies gemaf$ der Klassifikation'3.17/auf die
folgende Konstruktion, die in (Sch81, §7) angegeben ist. Da wir ab jetzt auch nur noch
2-dimensionale Schellhammer-Ebenen untersuchen wollen, soll ,,Schellhammer-Ebene*“
synonym mit ,2-dimensionale Schellhammer-Ebene“ verwendet werden.

5.2 Konstruktion einer 2-dimensionalen Schellhammer-Ebene: Die beiden Men-
gen R, := R/nZ und R, := R/27'L'Z sollen mit der kanonischen differenzierbaren Struktur
versehen werden. Weiter sei eine Funktion h: R, — R} gegeben mit h(0) = 0, so dass
Inh:R;\ {0} = R: w Hln(ﬁ(w)) streng konkav ist; eine solche Funktion § soll als Schell-
hammer-Funktion bezeichnet werden. Eine jede Schellhammer-Funktion ldsst sich durch
einen skalierenden Faktor zu f)(%) = 1 normieren (die geometrische Struktur der im Folgen-
den beschriebenen Ebene bleibt davon aber unbeeinflusst).

Wir wollen nun eine Inzidenzstruktur & = (3, £, €) definieren. Als Punktmenge ‘3 ver-
wenden wir die komplexen Zahlen C, indem wir sie durch Polarkoordinaten beschreiben:
wir setzen (w,r) := re’* € CX, und (w,0) := (8,0) := 0 € C fiir den Ursprung. Auller-
dem fiigen wir noch eine Menge von sogenannten Fernpunkten (w,o00) mit w € R, hin-
zu; fiir w € R oder w € R, ist die natiirliche Projektion R — R: r — r 4 nZ respektive
Ry = Ry r+2nZ— r +nZ zu verwenden. Die Punktmenge ist also

P=CU{(w,0)|weR;}
={(w,r)eClw eR,reR}uU{(e,0)eCtU{(w,0)|w €R,}.
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Die Geraden sind als Teilmengen der Punktmenge gegeben, womit dann bereits die In-
zidenzrelation festliegt.
Fir (a,t) € C* sei

Lias) :={(a+w,#) emweRX}u{(a,oo)eas}
h(w) "

t
= {(w,_i) e‘B‘w+aeR;}U{(a,oo)e‘B}
b(w —a)
eine Standardgerade, fiir a € Ry, sei
Lo ={(a,r) e P|reR*}u{(e,0) e PEU{(a,00) € P}
eine Ursprungsgerade und schlieflich
Lieo) == {(w,0) €Plw €R}

die Ferngerade. Die Geradenmenge setzt sich dann folgendermaen zusammen:

L= {L(u,t)|(d, If) € CX} U {L(a,o) ‘ ac Rzﬂ} U {L(o,oo)}-

(,0)

Abbildung 5.1: (Punktreihen von) Geraden einer Schellhammer-Ebene

Die Schellhammer-Gruppe > := {0, |(a, t) € C*} = C* ist eine Gruppe von Automor-
phismen der Inzidenzstruktur, die via Multiplikation komplexer Zahlen auf Punkten und
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5.1 Definition und allgemeine Erkenntnisse

Geraden wirkt:
(w,r) »(w+a,rt)
U(a,t): ‘B_’% (.!0) = (.!0)
(w,00) = (w +a, o)
und

L(w,r) = L(w+a.rt)
O'(a,t): 2 i 2: L(o'oo) — L(o,oo)

Lw,0)— Lw+a0)-

Die Antifahne ((e,0), L)) wird also von X fixiert. Punkt- als auch Geradenmenge zerfallen
damit jeweils in die folgenden Bahnen:

‘B—{(O 1)}>U{(0,00)}>U {(e,0)}
={Lon}*U {Lon}* U{Lw)}-

Insbesondere ist X eine Lie-Gruppe versehen mit der von
Y—R: 04— (a,t)

induzierten differenzierbaren Struktur.

Fiir den praktischen Umgang mit 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen ist es sinn-
voll, die Funktion

. . h(w) fur0<sw<mn
b:Ror — R w {_6(1,{/—71') firr<w<2m

zu verwenden (Abbildung5.3). Da ndmlich

L(o,l):{( o )) €P weRy \ {0, n}}u{(o 00) €}

wird durch h und h dieselbe Inzidenzstruktur beschrieben. Der Unterschied dabei ist, dass
die Beschreibung der Punktreihen in Polarkoordinaten mit h auch negative Radien zuldsst,

was den entscheidenden Vorteil bei Betrachtungen in der Ndhe der Ferngeraden bringt
(Abbildung .

Abbildung 5.2: Graph von b Abbildung 5.3: Graph von b

7l



5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

(51

Abbildung 5.4: (Punktreihen von) Geraden in der Ndhe der Ferngeraden

5.3 Proposition (Irene Schellhammer): Die in Konstruktion|5.2 angegebene Inzidenz-
struktur & = (I3, £, €) ist eine topologische projektive Ebene. Die Schellhammer-Gruppe
Y ist eine Untergruppe der vollen Automorphismengruppe (der stetigen Kollineationen)
Aut(6).

Jede 2-dimensionale topologische projektive Ebene, die eine zu > = C* isomorphe
Gruppe von Automorphismen besitzt, entsteht auf diese Weise (siehe auch Klassifikati-
on[3.17(d1)).

Sind &; und &, zwei Schellhammer-Ebenen mit Schellhammer-Funktionen b, und b,,
so sind &, und S, genau dann isomorphe Ebenen, wenn es ein ¢ > 0 gibt derart, dass
h, = (w — (by(Fw))°).

Beweis: Siehe (Sch8l, §7). O

5.4 Beispiel: Die Schellhammer-Ebene zur Schellhammer-Funktion h = sin ist isomorph
zur klassischen projektiven Ebene P, (R).

Eine einfache Rechnung zeigt ndmlich L ;) = i + R € C. Die Schellhammer-Gruppe X
stimmt ja mit der Gruppe der Drehstreckungen iiberein; die Bilder von L) unter X zu-
sammen mit den Ursprungsgeraden ergeben somit genau die affinen Geraden von P, (R).

5.5 Proposition: Die Punktreihen und Geradenbiischel einer 2-dimensionalen Schell-
hammer-Ebene lassen sich wie folgt beschreiben.
Ist (a, t) € C*, so gilt fiir die Punktreihe der Geraden L,

t

’BL(ayt):L(a,t):{(aﬂ—w,m) e’BweRzn\{O,ﬂ}}U{(a,oo)E‘,B}

und fiir das Geradenbiischel durch (a, t)

La,t) =1La—w,rpw)| W € Rog} ={La—w,rpw) | W € Ry}
={Lia+w,ro(-w) | W € Roz} ={Larw,rp-wy)lw ERL}.
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5.1 Definition und allgemeine Erkenntnisse

L 3n 2 L, 2
(5-2) (5-%)
(0, (0,0)
Abbildung 5.5: Biischel in (0, 1) Abbildung 5.6: Biischel in (e,0)

Die Punktreihe der Geraden L, ) hat die Form
Pl = Lioo) = {(w,00) € Plw €R.},
das Geradenbiischel durch (e, 0) ist
L) =1Ll w €R}.
Die Punktreihe der Geraden L, ) ist
PBriwy = Loy =1la,r) € Pr eR*}U{(e,0) € PEU {(w,00) € B},
das Geradenbiischel durch (a,0c0) hat die Form

S(a,oo) = {L(a,r) | re R} U {L(-,oo)} .

G0 1y

2

(z)

£, 00 /\
Le,00) )
W

Abbildung 5.7: Geradenbiischel im Fernpunkt (7,00)
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Beweis: Fiir die Punktreihen der Geraden ist nichts mehr zu beweisen — diese sehen nach
Definition so aus.

Die Geradenbiischel £, fiir a € R; und £, ) erhidlt man durch Abgleich mit den ex-
plizit bestimmten Punktreihen; man stellt fest, dass die jeweiligen Punkte mit genau den
angegebenen Geraden inzidieren.

Betrachten wir also den Punkt (a, t) € C. Es ist klar, dass (a, ) € L.« und (a,t) € L(4,0).
Die Gerade L fiir (s, r) € C enthélt den Punkt (a, t) genau dann, wenn ein w € R, exis-

tiert, so dass
1
(a,t)= (w+s,r—) .
b(w)

Dies ist gleichwertigzu s =a — w und r = ¢ h(w). O
5.6 Lemma: In einer 2-dimensionalen Schellhammer-Ebene ist die Abbildung
(@,0) = La)

1:6—-06: (’,O)HL(-,OO)
(a,00) <= L4,

eine Polaritdt. (PS11, Example 4.3)

Beweis: Esist klar, dass (2 =id.
Fiir (a, t) € C erhilt man

! L 1y
SBL((”) :L(a,t) —{(W‘Fa,tm)
= {L(—w—a,% h(W)) ‘ w € Ry, \ {0) 71-}} U {L(—a,O)}

w ERzn\{O,TL’}} U{(Ll,OO)L}

=)
Weiter ist
%L(.,m)t = L(’:‘X’)L = {(wr OO)L | we RTL’}
={Lwolw R}
= L0
Und schliellich

mL(a.O)L = Lia0' ={(a, 1) Ir€eR*}tU{(e,0)}U{(a,00)'}
={L(a1)| T ERPU{Lo} ULLi-an}
={Lan|r €ERFU{L( o}
= £la00)-
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5.2 Eigenschaften differenzierbarer Schellhammer-Ebenen

5.7 Korollar: 2-dimensionale Schellhammer-Ebenen sind selbstdual.

Nach diesen ersten allgemeinen Erkenntnissen iiber Schellhammer-Ebenen wollen wir
jetzt zu differenzierbaren Schellhammer-Ebenen iibergehen.

5.2 Eigenschaften differenzierbarer Schellhammer-
Ebenen

5.8 Generalvoraussetzung und Bemerkung: Unter einer differenzierbaren Schellham-
mer-Ebene wollen wir nur solche Ebenen verstehen, bei denen auch die Schellhammer-
Gruppe X differenzierbar wirkt, und die Polaritét ¢ differenzierbar ist.

Wegen Proposition[2.11 ist es bereits hinreichend, wenn die Schellhammer-Ebene min-
destens ¢?-differenzierbar ist, denn X besteht aus stetigen Kollineationen und die Polaritét
¢ ist eine stetige Kollineation in die duale Ebene.

5.9 Lemma: Durch die Wirkung von ¥ = C* tibertragt sich die differenzierbare Struktur
von X auf die Punkte C* C B, die Menge von Geraden {L,  |(a,t) € C*}, die Ferngerade
L(s~), sowie das Biischel £, ).

Insbesondere gibt es offene Mengen 4, fiir i € {1,...,4} so, dass die Abbildungen

PO2C*DuU —R?%: (a,t) —(a,t)

{Lunl(a,t)eC} 24U —R?: L,y —(a,t)
Lieoo) 2 Us — Ry (w,00) — w
8(.,0)2114-’1{711 L(w,o) — W

differenzierbar sind und sich als Bestandteil der differenzierbaren Struktur einer differen-
zierbaren Schellhammer-Ebene interpretieren lassen.

Beweis: Das ist eine direkte Folgerung aus Proposition/1.20. O
5.10 Korollar: Die Abbildung
Lieco)— Ry (w,00) — w

ist ein Diffeomorphismus.

5.11 Korollar: In einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene sind die Abbildungen

und b differenzierbar.

Ror\{0,7}

5 |Rn\{0}

Aus der Analysis weill man:
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

5.12 Proposition: Sei h: R; — R{ eine Abbildung mit §(0) = 0, so dass h |Rﬂ\{0} zusitzlich
%" -differenzierbar ist fiir r > 1.

Dann istInb R\jop STENG konkav und h damit eine Schellhammer-Funktion genau dann,
wenn die Abbildung

~

Na ]

'R\ {0} —>R

R:\{0}

(lnf_’ |Rn\{o})/ B

ein fallender Hom6omorphismus ist.
Ist h | sogar 6" -differenzierbar mit r > 2, dann ist bereits

\’3‘||

R \{0}

)” _ b 6;(6 >

b

streng konkav, also wiederum h eine Schellhammer-Funk-

<0

Ry \{0}

(ln h

Rz \{0}

dquivalent dazu, dass Inh |
tion ist.

Rz \{0}

Das néchste Ziel ist, tiber Lemma/5.9/hinaus moglichst viele Informationen iiber die dif-
ferenzierbare Struktur einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene zu gewinnen, um da-
mit letztendlich Karten zu finden, die notwendigerweise in der differenzierbaren Struktur
einer solchen Ebene enthalten sein miissen und als Atlas verwendet werden kénnen.

Dazu wenden wir uns zunédchst den Ursprungsgeraden zu, also Geraden L, fiir w €R;.

5.13 Proposition: Sei & eine differenzierbare Schellhammer-Ebene. Dann vererbt sich auf
der Geraden L, fiir w € R, im Bereich L, \ {(®,0),(w,00)} die differenzierbare Struktur
von der differenzierbaren Struktur auf C* C 3.

Insbesondere ist die Abbildung

L(w,O) \ {(.) O)’(w’ OO)} —R: (LU, l’) =T

eine Karte in der differenzierbaren Struktur von L, ).

5.14 Lemma: Sei &S eine differenzierbare Schellhammer-Ebene und (a, t) € C*. Dann ist
R = Lia,0): W= Lig—w,rh(w)

ein Diffeomorphismus. Mit Hilfe entsprechender Karten beziehungsweise Parametrisie-
rungen von R, erhidlt man so Karten beziehungsweise Parametrisierungen des Biischels
’S(Ll,t)-

Beweis: (a—w,o0)

Es gilt
S gl / \L(.’Oo)
(W — Lig—w,rpwy) = (w—(a — w,00) — (a — w,0)V(a,t))

I
und letzteres ist als Komposition differenzierbarer Abbildun- (a,1)

gen selbst differenzierbar. Das selbe gilt fiir die zugehorige
Umkehrabbildung L(afw,l h(w))

(L(a—w,tf)(w)) = LU) = ((L(a—w,th(w)) A L(-,oo)) = (a —-w, OO) = LU) .
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5.2 Eigenschaften differenzierbarer Schellhammer-Ebenen

5.15 Lemma: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene und

RA{Z) DR w2
ERA\{Z} - Riw w—5)

Dann ist £ eine Bijektion und

(a,b(w)) fiirw & {0,%}
Rn - L(ayo)i w — (0, 0) flirw=0
(a,00) flirw=7%

ein Diffeomorphismus. Mit Hilfe entsprechender Karten beziehungsweise Parametrisie-
rungen von R, erhélt man so Karten beziehungsweise Parametrisierungen der Punktreihe

La,0)-
Beweis:

Wir betrachten zunéchst die Gerade L) und das
Biischel 2(%1). Die Abbildung

2’(%,1) — L(o,o): L— LA L(O,O)

ist eine differenzierbare Bijektion mit Umkehrab-
bildung

Loo =Lz =PV (5:1)

welche ebenso differenzierbar ist. Somit liegt also ein Diffeomorphismus vor. Durch Kom-
position mit dem in Lemma5.14/gewonnenen Diffeomorphismus zwischen R, und einem
Biischel erhélt man also einen Diffeomorphismus zwischen R, und L,):

Ist konkret Lz ») eine Gerade des Biischels Lz - dabei ist wy € R, —, so gilt fiir
geeignetes r € R:

—wo,h(w

(0,r) fiirw, & {O, %}
L(5-woitwy) N Loo = ((O-, 0)) ?}r w =0
, 00 ur wy = 5

Beachtet man, dass

L(%_WO,MWO)):{(Hrg—wo,%)seRgn\{O,ﬂ}}U{(erg—wo,oo)},

so fiihrt dies fiir w, ¢ {0, g} auf die Gleichung

T h(wo)
Or = P ’
(0,1) (s+ 2 wy hs) )
beziehungsweise
TT . h(wo)
s=wy—— undfolglich r=——.
T2 & b(wo—2)
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Die Abbildung
(0,%) fiir w0¢((0+ﬂZ)U(§+ﬂZ))
R,— Lygo: — 072
00): Wo (e,0) fiir wo €0+ nZ
(0,00) fiir wy € 5+ Z

ist also ein Diffeomorphismus zwischen der Geraden auf L und R.
Nach Anwenden von Automorphismen o, erhdlt man dann Diffeomorphismen zwi-
schen R, und beliebigen Ursprungsgeraden. O

5.16 Bemerkung: Um tatsdchlich konkret Karten angeben zu kdonnen, ist die Abbildung ¢
zu invertieren. Im Allgemeinen ist dies nicht ohne weiteres explizit moglich.

5.17 Lemma: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene, a, € R, und [: R i D—R
eine Abbildung so, dass

Lay,0) 2 Yo — R: (@, 1) = I(1)
eine Karte der Punktreihe von L4, o) in der differenzierbaren Struktur von & ist.

Dann gibt es fiir beliebige a € R, eine offene Umgebung 4(, é La,00) \ {L(e,00)} 50, dass

Liaoo) \ Lo} 24 = R: Lig,ry— (1)
eine Karte des Biischels £, ) in der differenzierbaren Struktur von & ist.

Ist weiter 0 € D, so gibt es fiir beliebige a € R, eine Umgebung 4, é La0)\ {(*,0)} mit
(a,00) €, so, dass
(a,r) —1(})
(a,00)— [(0)
eine Karte der Punktreihe L, o) in der differenzierbaren Struktur von & ist.
Beweis: Die Abbildung

¢ Lao0) \ 1Lioo0)} = L(asz0): Liar = (L(a,r) AL(g1z0)= (a+3, r))

Liaoy \ (0, 0)} 386 — R: {

ist als Komposition differenzierbarer Abbildungen diffe- (a,0)

renzierbar. Der Automorphismus O'(ap—a-2,1) ist ebenfalls Le,s0) Lian

differenzierbar, die Komposition ¢ 0 4,—4-z,1) ist dann ein

Diffeomorphismus von £, ) nach L, ), der mit Hilfe der

Karte auf L,, ) die angegebene Karte auf £, ) liefert. (a+7,7)
Mit Hilfe der Polaritidt ¢ aus Lemmal5.6 ist LY O (ag+a-5,1)

ein Diffeomorphismus von L, nach L, ), der die ange-

gebene Karte auf L, o) nach sich zieht, denn

o‘(a0+a7%,l)

L ¥
L(a,o)a(a,r)HL(_a'%)H (—a+§,%) [ (ao,%) EL(aO,O)
und

O(ap+a-%,1)

L ¢
Lia0)2(a,00) = L_ao = (—a+%,0) —"" (a,0) € Liay0)-
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5.2 Eigenschaften differenzierbarer Schellhammer-Ebenen

5.18 Korollar: Seil:R i D — R eine Abbildung so, dass fiir festes a, € R, die Abbildung

Liay,0) 24Uy —R:(ag,r)—1(r)

eine Karte in der differenzierbaren Struktur von & ist, so ist fiir beliebige a € R,

Lag) 2 —R: (@,1) — (1)
ebenfalls eine Karte der differenzierbaren Struktur von &.

5.19 Lemma: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene und L, ) € £ fiir a € R,

eine Ursprungsgerade. Sei weiter 0 € D é Rund I: D — R eine Abbildung so, dass
£(0,00 \ {L(e,00} = R Lio,ry = U(1)

(gegebenenfalls unter Einschrankung auf eine Umgebung um L o) im Definitionsbereich)
eine Karte der differenzierbaren Struktur ist.
Dann gibt es eine Umgebung i von L, o) so, dass die Abbildung

U— Rzi L(a,r) — (Ll, [(I’))

eine Karte der differenzierbaren Struktur von S ist. Insbesondere ist differenzierbar.

[|D\{0}
Beweis: Fiir
¢1:Lan—  (LanALex=(a)) — a
92: La,y = (L, - (0a,0)™" = Lo,n) — (1)
ist
(L(a,r) = (a, [(r))) = (L(u,r) = ((L(a,r)) . @1 y(L(a,r)) . (;02))
also als Komposition differenzierbarer Abbildungen selbst differenzierbar.

Nach Lemmal5.9 gehort die Abbildung L ) — r fiir r # 0 zur differenzierbaren Struktur
der Ebene. Der Kartenwechsel r — L ) — [(r) muss also differenzierbar sein. O

Damit ist es jetzt prinzipiell moglich, einen Atlas fiir die Punktmenge und fiir die Gera-
denmenge anzugeben.

5.20 Satz: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene und [: R — R, eine Abbildung
derart, dass fiir beliebige a € R,; die Abbildung

(a,r) —1(r)
L(a.O) —R;: (.’ 0) = [(O)

(a,00)— 3
ein Diffeomorphismus zwischen L, und R, ist (die Abbildung [ = ¢! aus Lemma/5.15
wadre ein Beispiel hierfiir).
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Dann besitzt die differenzierbare Struktur der Punktmenge einen Atlas, dessen Beschrei-
bung im Wesentlichen nur noch von [ abhédngt. Um dies nicht unnotig kompliziert werden
zu lassen, wollen wir ihn mit Hilfe der Zuordnungsvorschriften

X7. ‘BQCXHRZZ(W,T”)*—’(W»”)

(w,r)— (w,1(3)) mit w € w + nZ geeignet
(w,00) — (w,0) mit 1w € w + nZ geeignet

(w,r)— (I(rhw)), ((=rh(w —5)))
(9,00~ (0,0)

%F:‘B\{(°,0)}—>R21{

Xo. %\L(-,oo)_’Rz: {

angeben. Aus diesen Zuordnungsvorschriften lassen sich stetige Abbildungen und damit
Karten des Atlas gewinnen, indem man die Definitionsbereiche — wenn nétig — einschrankt
und die Reprisentanten geeignet wihlt — insbesondere den Reprdsentanten w bei x . Der
Bequemlichkeit halber wollen wir in Zukunft die Zuordnungsvorschriften x¢, x; und xp
mit den daraus abgeleiteten Karten identifizieren und mit der vorigen Interpretation im
Hintergrund wie Karten verwenden.

Mit Hilfe der Polaritédt « aus Lemma 5.6 ist aus dem Atlas fiir die Punktmenge auch ein
Atlas fiir die Geradenmenge zu gewinnen, den wir ebenso mit Hilfe der Zuordnungsvor-
schriften

Lign—(—a,l(t)) mitd e a+nZ geeignet
La0)—(—a,0) mit a € a + nZ geeignet

Lian = (I(h(=), (1 b(—a—3)))
L(o,oo) — (O)O)

AU: S\’{L(o,oo)} - R27'c X R: {

A.F: S\S(.yo) — R? . {

beschreiben wollen.

Beweis: Die Karte x; wurde schon in Lemmal5.9/angegeben.

Die Karte xr entsteht durch Anwenden der aus Lemma [5.6 bekannten Polaritit
L (w,r)— L(_wy%) und danach Komposition mit den durch Lemma/5.17/und Lemma|5.19|
gewonnenen Karten.

Die Abbildung x, entsteht durch die folgende geometrische Konstruktion. Fiir die erste
Komponente des Bilds eines Punkts (w, r) verwendet man den Punkt ((w, r)Vv(0,00)) ALz 0),
fiir die zweite Komponente den Punkt ((w,r)V (g, 00)) A Lo,0)- Die Koordinaten erhilt man
dann nach Anwenden der in der Voraussetzung geforderten Karten auf L(z ) respektive
Lo,0)- Als Komposition geometrischer Operationen und Karten, die zur differenzierbaren
Struktur der Schellhammer-Ebene gehoren, sind die so gewonnenen Karten also auch Be-
standteil der differenzierbaren Struktur. Im Einzelnen gilt ja

(w,r)v(0,00)€{L|t €R}

sowie

(w,r)V (%,00) € {L(%I) t eR} .

Das heil’t (w, r) € L ;) mit £; # 0 und folglich (w, r) = (a)l +0, 5(21)) oder (w, r) € L und

folglich (w, r) = (w1, o)1) fiir geeignete w,, t; und ;. Damit ist aber w = w; und t;, = r h(w)
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5.2 Eigenschaften differenzierbarer Schellhammer-Ebenen

Le,o)

(0,00)
(0, —rb(w-3)

Abbildung 5.8: Konstruktion der Karte x

respektive o, = r. Der Fall (w, r) € Lo, tritt nur auf, wenn r =0 oder w = 0. Aus w =0 folgt
aber auch h(w)=0. Insgesamt gilt also

(w, 1)V (0,00)= Lo, yw))-

Analog sieht man auch
(w, r)v (% ’00) = L(z,rpw-2))
ein. SchlieBlich ist

Loy N L(z,0) = (g ) %) = (£, rb(w))

und . .
rh(w—=2=2
et eo (OW) = (0.~rb(w=3).

Bildet man jetzt die eben bestimmten Schnittpunkte mit Hilfe der geforderten Karte ab, so
ergibt sich

(2, rh(w)) = ((rbh(w))
und

(0,—rb(w - g)) = I(=rh(w-7));

dies sind die Komponenten der Karte x. O
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

5.21 Bemerkung: Die im vorherigen Satz/5.20 angegebene Karte x ist fiir den Atlas red-
undant. Sie wird trotzdem mit aufgefiihrt, weil von ihr ausgehend die anderen Karten kon-
struiert wurden.

Die bei der Definition der Karten angesprochenen Schwierigkeiten (Einschrdanken des
Definitionsbereichs so, dass wirklich Abbildungen entstehen) verschwinden, wenn statt-
dessen Parametrisierungen der entsprechenden Teile der Schellhammer-Ebene verwendet
werden. Man erhélt zwar so mehrfache Uberlagerungen der Ebene, kann aber ohne Pro-
bleme mit Abbildungen (wenn auch nicht injektiven) hantieren. Fiir die praktischen Rech-
nungen werden aber spéter die Karten explizit benotigt, weshalb sie hier (mit der nétigen
Vorsicht) so bereitgestellt wurden.

5.22 Lemma: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene. Dann gibt es in einer ge-
eigneten Umgebung i1 é L(4,0) von (e,0) eine Karte y: L(,,0) é st — R:(a,r) — l(r) mit einer
geeigneten stetigen Abbildung [: R i U —Rso, dass (a,—r) =—(a,r)r, also [(—r)=—1(r).

Insbesondere gilt 0 € U und [(0) = 0. Wegen Korollar|5.11 ist aulerdem
zierbar und fiir r #0 gilt ['(—r) = '(r).

[ |U\ - differen-

Beweis: Fiir eine offene Umgebung U von (e, 0) sei die Karte
¢: Ligo2UV—R:(a,r)—m(r)

der differenzierbaren Struktur der Ebene gegeben mit einer zugehorigen stetigen Abbil-
dungm:R2 V — R. Dannist o1)¢: (a,r)— ((a+m,r)=(a,—r)) — m(—r) ebenfalls eine
Karte der differenzierbaren Struktur, da o, beziiglich dieser ein Diffeomorphismus ist,
mit der offenen Umgebung U N2Y?=v von (e,0) als Definitionsbereich.

Es ist leicht nachzurechnen, dass die Abbildung

y: BNY7= - R:(a,r)—m(r)—m(-r)

die geforderte Eigenschaft (a,—r)" = —(a, r)" erfiillt. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass sie
in der Tat ein Bestandteil der differenzierbaren Struktur der Ebene ist. Da ¢ ein lokaler Ho-
moomorphismus ist, kann m ohne Beschriankung der Allgemeinheit als streng monoton
steigend angenommen werden. Dann ist aber r — —m(—r) ebenfalls streng monoton stei-
gend. Damit ist r — m(r) — m(—r) eingeschriankt aufs Bild ein Homéomorphismus, ebenso
y.Istnunv:R—R:r— —r,dannist D, v =—1und o;1)p = ¢v.Esisty =¢ — 0,1 ¢, und
die Ableitung des Kartenwechsels ¢!y ergibt sich zu

D, (¢7')=D, (¢ =97 o) =D, (¢ o —p V)
=D,(id—v)=D,id—D,v
=1-(-1)=2#0.

Der Kartenwechsel ist nach dem Satz tiber die Umkehrfunktion|1.6 also sogar ein Diffeo-
morphismus. O
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5.2 Eigenschaften differenzierbarer Schellhammer-Ebenen

5.23 Lemma: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene, der linksseitige oder
rechtsseitige Grenzwert von ' bei 0 existiere und es gelte dabei lim,, ,bh'(w) # 0 bezie-
hungsweise lim,,« o b'(w) #0.

Dann ist i stetig an der Stelle 0.

Beweis: Wir betrachten fiir festes ay € R,,; Blischel von der Form
L(ao,t) = 1 L(ag-w,rnw)) | W € Rar},

wobei r # 0. Diese Biischel lassen sich nach Lemma/5.14 durch
Row = Liao,0): W= Liag-w,r(w)

mit der differenzierbaren Struktur vertrdglich parametrisieren. Alle diese Biischel schnei-
den sich fiir den Parameter w = 0 in der gemeinsamen Geraden L, ). Nach Lemma/5.19
gibt es fiir diese Biischel in einer geeigneten Umgebung der gemeinsamen Geraden L, )
Karten der Form

Liag-w,rowy = (@0 —w, [t h(w))) .

Als Komposition der Parametrisierung der Biischel mit der Karte auf den Geraden muss fiir
w in einer geeigneten Umgebung von 0 die Abbildung

m,:w— (m(w), meo(w)) = (ao—w, (2 H(w)))

differenzierbar sein; insbesondere ist m;, an der Stelle 0 differenzierbar. Da die Karten
fiir alle betrachteten Biischel £, ) in der ersten Komponente iibereinstimmen, kann der
Schnitt der Biischel nur dann transversal erfolgen, wenn die Ableitungen der zweiten Kom-
ponenten von m; nach dem Parameter w fiir verschiedene ¢ verschieden sind, das heif3t es
gilt m’t1 ,2(0) # m’tz,z(O), wenn f; # t,. Folglich gibt es Biischel £, ) so, dass m’t,z(O) # 0, und
wir wollen uns im Folgenden auf genau solche Biischel beschrénken. Fiir w ¢ nZ und x #0
existieren h’(w) sowie I'(x) und sind insbesondere stetig, wir kénnen mit Hilfe der Ketten-
regel also

m,(w)="1'(thw))th'(w)
bestimmen. Sei nun lim, o h'(w) # 0 angenommen, so folgt, da ja lim,,« o m’t,z(w) existiert,
dass
lim,\ o m’t)z(w) tim m’t)z(w)
lim,oh'(w) w0 b'(w)
N(QICOLIC)
=lim -
w0 B (w)
=t Br\%[ (tbh(w)).

Der rechtsseitige Grenzwert lim,,\ o '(# h(w)) existiert demnach ebenfalls; auferdem gilt
lim,\ o I' (2 h(w)) #0, da m’, ,(0) # 0. Die Funktion b ist stetig, das heifit

lim h(w)= }Uir\r})f)(W)Z l}i%b(w):o,
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

und nach Definition von § lésst sich insbesondere lim,,\ o h(w) \, 0 und lim,, » h(w) 0
schliefen. Wegen Lemma 5.22 existiert mit dem rechtsseitige Grenzwert lim,« o '(x) auch
der linksseitige lim, »oI'(x) und lim, » I'(x) = lim,\ o I'(x). Das bedeutet

BI\%[ (th(w)) =£1{1%[ (x) =£1%[ (x)= L}I/I%[ (th(w)).
Damit ist b’ stetig in 0, denn

mf,(w) limy, ~om] ,(w) limy\ om] ,(w)

A ()= 0 7 (b))~ Timg o £ U(t b(w)) T £ 7 (£ hw) — i? (-

Analog schlieBt man, wenn lim,, ~ h'(w) # 0 angenommen wird. O

5.24 Bemerkung: Falls bei 0 weder der linksseitige noch der rechtsseitige Grenzwert von
b’ existiert, sei es, weil h” bestimmt divergiert, sei es, weil trotz Beschrinktheit keine Konver-
genz vorliegt, so ldsst sich nicht mehr viel tiber die Eigenschaften von h beziehungsweise [
aussagen.

Der Beweis von Lemma 5.23 zeigt auferdem: Konvergenz von b’ gegen 0 an der Stelle 0
zieht bestimmte Divergenz der Ableitung [’ nach sich. Denn angenommen §’(0) =0 und [
ist beschrénkt, so folgt m’tl,z(o) =0= m’tZ'Z(O), die Biischel wiirden sich also nicht transversal
schneiden, was aber in einer differenzierbaren Ebene nicht vorkommen kann. Mehr Infor-
mation ldsst sich aber wohl in diesem Fall nicht gewinnen. Zwar lassen sich Beispiele dieser
Art gegebenenfalls mit einer differenzierbaren Struktur versehen so, dass die Punktreihen
und Geradenbiischel Untermannigfaltigkeiten der Punkt- beziehungsweise Geradenman-
nigfaltigkeit sind, die sich untereinander auch transversal schneiden, iiber die Differen-
zierbarkeit von Schneiden und Verbinden kann aber leider im Allgemeinen keine Aussage
gemacht werden (siehe Bemerkung/5.26). Im Gegensatz zum generischen Fall, der in Ab-
schnitt/5.3|besprochen wird, ist die differenzierbare Struktur deutlicher von der Funktion h
abhingig.

5.25 Korollar: Moulton-Ebenen verschieden von P, (R) sind nicht differenzierbar.

Beweis: Moulton-Ebenen lassen sich als Schellhammer-Ebenen darstellen (siehe (Bet72)
und (Sch81, §3)) mit h,(w) :=e~s*sin(w) und s €RY.
Dann ist fiir w € nZ
Eg(w) = e *"(—ssin(w)+ cos(w)),

also
lim () =1

aber
ST

1- / — -
lim h(w)=e

Damit ist iy fiir s # 0 nicht stetig bei 0, obwohl der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert
existiert und jeweils verschieden von 0 ist; nach Lemma/5.23/kann die Ebene also nicht dif-
ferenzierbar sein. Im Fall s = 0 liegt eine Moulton-Ebene vor, die isomorph zur klassischen
projektiven Ebene P, (R) ist (siehe Beispiel 5.4). |
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Lo,1); ba

Lo

Lo, ho

o > (0,00)
(e,0)
Abbildung 5.9: Abbildung 5.10:
Graphen der Schellhammer-Funktio- Standardgeraden verschiedener
nen verschiedener Moulton-Ebenen Moulton-Ebenen

5.3 Der generische Fall 1'(0)#0

5.26 Bemerkung: Auf den ersten Blick konnte man den Eindruck gewinnen, ’(0) = 0
zoge es nach sich, dass der Schnitt von Standardgeraden mit der Ferngeraden nicht mehr
transversal sein kann und es deswegen fiir die Schellhammer-Ebene unmadglich ist diffe-
renzierbar zu sein. Dies ist aber im Allgemeinen nicht der Fall.

Die Schellhammer-Funktion

h: Ry —»R:x — (sin(x))2

erzeugt nach Proposition/5.3/und Beispiel(5.4 eine zur klassischen projektiven Ebene P, (R)
isomorphe und damit differenzierbare Schellhammer-Ebene — obwohl h’(0) = 0 erfiillt ist.

Die in Satz 5.20 angegebene differenzierbare Struktur ldsst sich fiir dieses Beispiel so-
gar explizit angeben. Allerdings werden die dabei auftretenden Terme unangenehm kom-
pliziert. Es erscheint deswegen fast unmaoglich oder zumindest dullerst mithsam, im all-
gemeinen Fall einer Schellhammer-Funktion h mit §’(0) = 0, mit Hilfe der geometrischen
Konstruktionen aus explizit eine differenzierbare Struktur zu bestimmen.

Im Fall einer Schellhammer-Funktion b mit §’(0) # 0 kénnen wir jedoch wesentlich mehr
erreichen: Mit Hilfe des Satzes iiber die Umkehrfunktion kénnen wir den Atlas deutlich
vereinfachen. Dies und die sich daraus ergebenden Konsequenzen sollen im Folgenden
ausgefiihrt werden.

Esistaber leider nicht klar, ob sich jede Schellhammer-Funktion auf eine Schellhammer-
Funktion b mit h’(0) # 0 zuriickfiihren l#sst.

5.27 Generalvoraussetzung: Im Folgenden soll, wenn von einer (differenzierbaren)
Schellhammer-Ebene die Rede ist, immer eine 2-dimensionale (differenzierbare) Schell-
hammer-Ebene gemeint sein, bei der h auf Ry, stetig differenzierbar und b’'(w) # 0 fiir
w € nZ ist. (Nach Lemma 5.23|ist bereits die Existenz eines einseitigen Grenzwertes von
b’ bei 0 hinreichend fiir die stetige Differenzierbarkeit von b.)

Insbesondere gilt h(w) = —h(w + 7) und b'(w) = — ’(w + 7) fiir alle w € Ry,.
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

5.28 Proposition: Sei G eine Schellhammer-Ebene mit 6 !-Schellhammer-Funktion b, die
b'(0) # 0 erfiillt. Dann gilt fiir alle w € Ry; und a € Ry, \ TZ:

h(w)y' (w —a)— b (w)h(w —a)#0.

Insbesondere gibt es fiir a € R, \ 7Z ein r > 0 so, dass fiir alle w € R,,, gilt:

|6(w)b'(w —a) = §'(w)h(w —a)| > 1.

Beweis: Angenommen es gelte h(w)bh'(w — a) — b'(w) h(w — a) =0 fiir ein w € Ry,.

Falls h(w) =0, so ist

—b'(w)h(w —a)=0.

Wegen der Bedingungen an die Schellhammer-Funktion h aus Konstruktion/5.2/ist h(w) =0
genau fiir w € ©Z erfiillt. Weil aber dann h(w — a) # 0, miisste daraus h'(w) = §’(0) = 0
folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Zum selben Schluss kommt man unter der Annahme, dass h(w — a) =0.

Gehen wir davon aus, dass weder h(w) =0 noch h(w — a) =0, so erhalten wir

b'(w) _b(w-a)
b(w) ~ b(w—-a)

und damit einen Widerspruch zu Proposition|5.12, da ?‘J/((Ll:)11)) = Z/((L':’;)) genau dann gilt, wenn
w, € w, + nZ erfullt ist.

Dass der Term h(w)b’'(w — a) — b’(w) h(w — a) nicht nur keine Nullstelle besitzt, sondern
auch von 0 weg beschrankt ist, liegt daran, dass

Ry = R: w — h(w)h'(w —a)— b (w)h(w — a)

eine stetige Funktion auf einem Kompaktum ist. O

5.29 Lemma: Sei G eine differenzierbare Schellhammer-Ebene. Dann ist

(a,r)—r

L(avo)\{(a,OO)} —R: { (.’0) — 0

eine Karte in der differenzierbaren Struktur von L, ).

Beweis: In Lemma [5.15 haben wir bereits eine differenzierbare Parametrisierung be-
stimmt, die durch Einschrdanken auf geeignete Umgebungen und Invertieren zu einer Karte
wird. Betrachtet man den zugehdérigen Kartenwechsel, so erhédlt man

Ry \ %Z — Lgop —R
wo— (a, ¥ (wp)) — &(wo)

(eine Fallunterscheidung ist dabei nicht mehr nétig, wenn man ,,(0,0)“ mit (e, 0) identifi-
ziert). Dies ist auf R, \ %Z wegen Korollar 5.11/ differenzierbar — die Ableitung werden wir
sogleich bestimmen —; da sich aber die zugehorige Umkehrfunktion im Allgemeinen nicht
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mehr explizit angeben ldsst, kann nur mit Hilfe des Satzes {iber die Umkehrfunktion eine
Aussage getroffen werden, ob der Kartenwechsel ein Diffeomorphismus Ry, \ 7Z — R ist.
Es gilt

b E:( (wo) )’:h’(wo)h(wo—g)—b(wo)b’(wo—g
wo h(wo — g (h(wo . %))2

und weiter D, £ # 0, denn sonst wire

b’(wo) bwo — %) —b(wo) b'(wo — %) =0,

im Widerspruch zu Proposition|5.28. Der Satz tiber die Umkehrfunktion[1.6 ist damit an-
wendbar. O

5.30 Korollar: Sei S eine differenzierbare Schellhammer-Ebene. Dann ist
S(a,oo) \ {L(ﬁ,oo)} —R: L(a,r) —7r

eine Karte in der differenzierbaren Struktur des Biischels £, ).

Beweis: Dies ergibt sich aus Lemma 5.17/ mit Hilfe der in Lemma5.29 gewonnene Karte
fiir die Gerade L(40). O

5.31 Korollar: Sei & eine differenzierbare Schellhammer-Ebene. Dann ist

(@,r)—1
(a,00)—0

L0\ {(e,0)} —R: {

eine Karte in der differenzierbaren Struktur von L, ).

Beweis: Dies ergibt sich ebenfalls aus Lemmal5.17/mit Hilfe der in Lemma/5.29/gewonnene
Karte fiir die Gerade L ). O

Damit sind also die differenzierbaren Strukturen auf den entscheidenden Punktreihen
und Geradenbiischeln einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene explizit bekannt. Dies
kann nun benutzt werden, um mit Hilfe geometrischer Operationen einen Atlas fiir die
Punktmenge der Schellhammer-Ebene zu konstruieren.

5.32 Atlas fiir die Punktmenge: Mit Hilfe der in Lemma|5.29 gewonnenen Karte auf
den Ursprungsgeraden kann man die Karten auf der Punktmenge aus Satz/5.20/folgender-
malien angeben (genau wie dort stehen auch hier wieder nur noch im Abbildungssinn zu
interpretierende Zuordnungsvorschriften):

XZ:mQCX_’RZ:(w;r)'_’(w)r)

(w,r)— (w,1) mit € w +nZ geeignet
(w,00)— (,0) mit w € w + 7Z geeignet

(w,r)— (rhw),—rhw - 1))
(+,0)—(0,0)

xp: P\ {(e,0)} — R {

Xoiq:;\L(.,oo)—)Rzl {
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Geht man andererseits von einer nicht notwendigerweise differenzierbaren Schellham-
mer-Ebene aus, so erhélt man doch durch die angegebenen Abbildungen x, xr und xo
einen differenzierbaren Atlas der Punktmenge B, falls b differenzierbar ist und ’(0) # 0.

Da sich die Definitionsbereiche von x, und xy genau im Definitionsbereich von x
schneiden, miissen hierzu nur die Kartenwechsel von x, nach x, und von x, nach xp
untersucht werden.

Die Ableitung

1 0
-1 _
enlit)=(5 %)
besitzt im ihrem Definitionsbereich vollen Rang. Deshalb ist der Kartenwechsel x,' x r nach
dem Satz tiber die Umkehrfunktion|1.6 ein Diffeomorphismus.

Die Ableitung
-1 rh(w) rp(w-7)
Duwn (0 = ( b(w) —b(w —?%))

des Kartenwechsels x,' x besitzt die Determinante

det (D(W) (x;xo)) =—r(hw)b'(w—-73) =b'(w)b(w - 3)) #0,

die wegen Proposition nicht verschwindet. Also ist der Kartenwechsel wieder nach
dem Satz tiber die Umkehrfunktion|1.6 ein Diffeomorphismus.

5.33 Atlas fiir die Geradenmenge: Wie in Satz[5.20 erhilt man durch Anwenden der
Polaritédt ¢ aus den in5.32 gewonnenen Karten auch einen Atlas fiir die Geradenmenge. Mit

Aut £\ {Leoy} = R%: L(4)— (—d,t) mita < a+ nZ geeignet

Lo (1 h(—a) —lb(—a_ﬂ))
. S R2: (a,) ¢ Tt ’
AF' ,2\ S(D,O) R ‘ L(O,OO) — (0; 0)

ist die differenzierbare Struktur von £ bestimmt.

Unser ndchstes Ziel wird es sein, differenzierbare Familien von Untermannigfaltigkei-
ten zu konstruieren, die die Geraden der Ebene parametrisieren, um dadurch auf die Dif-
ferenzierbarkeit der Schnittabbildung schlieBen zu konnen beziehungsweise um weitere
Eigenschaften, die h besitzen muss, ermitteln zu konnen. Hierzu wollen wir zunédchst das
Schneiden zweier Geraden etwas genauer untersuchen.

5.34 Schnittpunkt zweier Geraden: Die Schnittpunkte von beliebigen Geraden mit der
Ferngeraden L., beziehungsweise von zwei Geraden, die sich in einem Punkt der Fern-
geraden schneiden, ergeben sich direkt aus der Definition dieser Geraden und sind aus
Proposition/5.5 ersichtlich. Schwieriger ist die Situation im affinen Teil der Schellhammer-
Ebene. Bei der folgenden Untersuchung geniigt es aber, sich auf die Félle zu beschrianken,
bei denen eine der beteiligten Geraden im Biischel £ liegt. Dies ldsst sich durch Konju-
gation mit einem geeigneten Automorphismus o ,,) erreichen.
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

Lo,m)
(0,00)

L(a,rz)

Abbildung 5.11: Schnitt von Geraden

Falls a € nZ, so schneiden sich zwei Geraden L) und L, ) entweder im Fernpunkt
(0,00) oder die Geraden fallen zusammen. Ist a ¢ 7Z, so schneiden sich die Geraden L)
und L,,0) im Ursprung (e, 0).

Seien im Folgenden also zwei Geraden L) und L, fiir (r;,72) € R?\ {(0,0)} und
a €R,; \ mZ gegeben. Die Lage der Geraden zueinander ist so, dass sie sich in einem
Punkt im affinen Teil der Schellhammer-Ebene schneiden. Wegen gilt fiir den Punkt
(w, )= Lio,r) A L(a,n)

1 1
(“’l'rlm):(“””: (“’2+“”2m)

fiir geeignete w,, w, € Ry, \ ©Z. Das heillt aber

n I

b(w) b(w—a)

w,=w,—a=w—-—a und r=

und letzteres ist genau dann der Fall, wenn
0=rb(w—-a)-rhw),

womit dann der Winkel w des Schnittpunkts (w, r) bestimmtist; dieser liefert auch sogleich
den Abstand r vom Ursprung. Ist r; = 0 (also nach Voraussetzung r, # 0), so folgt wieder
Wegen!ﬁfijr (w, r) = L(O,O) A L(a,rg)

0,t))=(w,r)= (wg—l—a , T f)(li/z)) ,

also
)

h(—a)

w=0 sowie w,=-—a unddamit ¢ =
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Andererseits wird der Winkel w auch schon durch die Gleichung
0=nbh(w—a)-rh(w)

bestimmt, denn fiir r, = 0 wird diese zu 0 = —r, h(w). Nun ist aber r, # 0, womit w = 0 folgt.

Analog wird auch im Fall r, = 0 der Winkel w des Schnittpunkts (w, 1) = L, ,)A L(a,0) bereits

durch die Gleichung 0 = r; h(w — a) —r, h(w) festgelegt; es ist ndmlich in diesem Fall w = a.
Die Abbildung

5:(R*\ {(0,00}) X (Roz \ TZ) x Ry = R: (11, 12, @, w) — 11 h(w — a) — r2 h(w)

beschreibt also durch ihre Nullstellenmenge das Schneiden von Geraden in der Form, dass
nach Vorgabe von Parametern (11, 1>, a) € (R?\{(0,0)}) x (R, \7Z) genau ein w € R;, existiert,
so dass der Schnittpunkt die Form (w, r) fiir geeignetes r € R hat. Die Frage ist nun, ob
dieses ,Auflosen nach w* differenzierbar geschieht. Das geeignete Werkzeug hierzu ist der
Satz tiber implizite Funktionen.

Bewegen wir uns in einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene geméal} Generalvor-
aussetzung/5.27| so ist s differenzierbar und es gilt

h(w —a)
—bh(w)
—nb'(w—a)
nbh'(w—a)—rb'(w)
Wir sind ja an einer Situation mit s(ry, 1», @, w) = 0 interessiert, also wenn

nb(w—a)—rhw)=0
oder dquivalent nbw—a)=rh(w)

D("hrz,tl,w)5 =

(%)

erfiillt ist. Der Satz tiber implizite Funktionen(1.5/liefert diesbeziiglich eine Aussage, wenn
fiir die vierte Komponente der Ableitung gilt

(D(rl,rz,a,w)5)4 =n b/(w - Ll) — I b/(W) # 0.

Ist nun r; =0, dann ist aufgrund der Definition von s der Fall , = 0 ausgeschlossen, aus
() folgt h(w) = 0 und damit w € nZ. Es gilt daher (D, 1, 0,u)5)a = —12§’(w) #0, da h’'(w) =0
fiir w € nZ gemal der Generalvoraussetzung/5.27/ausgeschlossen ist.

Falls h(w) = 0, so ist w € nZ. Mit (x) folgt r; h(w — a) = 0. Da fiir h(w — a) = 0 aber
w — a € tZ notig ist, was wegen a & nZ ausgeschlossen ist, ergibt sich zwangslaufig r, =0
und wie eben (D, 1,,4,w)5)a # 0.

Kommen wir jetzt zum allgemeinen Fall 0 € {r,} U (w + 7Z). Es ist

0=rb(w—a)-rb(w)
wegen h(w)# 0 und () genau dann der Fall, wenn

0=(rnb'(w—a)-nrb'(w))hHw)
=nb'(w—a)h(w)—rb (w)hw)

9 b (w— a)b(w) — 1 b(w — a) ' (w)
= (h(w —a)h(w)—h(w — a)h'(w)),
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

was aber wegen r; # 0 und Proposition/5.28/ausgeschlossen ist. Daher gilt (D, 1,,a,w)$)a 7 0.
Auf Grund des Satzes tiber Implizite Funktionen (1.5 gibt es eine differenzierbare Funk-
tion
10: (R*\ {(0,0)}) X (Rzr \ 7Z) — R,
mit
5(rly rZyayrﬁ(rly rZya)) =0
fir (11, 1o, a) € (R?\ {(0,0)}) % (Ry; \ 7Z) mit der Ableitung

1 b({b(rl)rba)_a)
—f)(rﬁ(rl,rg,a))

—nr b’ (vo(r, 2, a)—a)

Die Funktion 1 bestimmt zu gegebenen Parametern (ry, 12, a) € (R? \ {(0,0)}) x (Ry \ Z)
die Winkelkoordinate w = 1o(r, 1>, a) des Schnittpunkts (w, r) = L) A L(a,r,). Die zugeho-

rige Radiuskoordinate r ldsst sich dann tiber r =r, @ =r b(wl_a) bestimmen.

D o =—
(rr2,a) rn b’ (®(r,r2,a)—a) — b (v0(r, r, a))

5.35 Bemerkung: Es sei an dieser Stelle betont, dass sich die Funktion o nicht stetig auf
ganz R? x (R, \ Z) fortsetzen ldsst. Ja, es gilt sogar, dass fiir beliebige w, € R, eine Fol-
ge (11,1, T2,n)nen €Xistiert so, dass lim,, ., t0(11,,, 72,4, @) = Wy. Denn betrachtet man auf der
Geraden L, ) eine Folge von Punkten (wy, f,) — (e,0), und bestimmt man r, , und r,,
so, dass L, ) := (wo, £,) V(0,00)und L, ,, ) := (wo, t,,) V (a,00), so ist die Winkelkoordinate
des Schnittpunkts L, ,) A L(,r, ) konstant wo und somit lim,, . 00(71,5, 12,0, @) = Wo.

Dies darf aber nicht mit der Stetigkeit des Schneidens von Geraden verwechselt werden.
Da eine topologische projektive Ebene zugrunde liegt, ist das Schneiden von Geraden ste-
tig. Die eben bemerkte Tatsache ist lediglich eine Folge des Umstandes, dass der Ursprung
(e,0) in Polarkoordinaten nicht ,verniinftig“ darstellbar ist. Das Problem betrifft aber ledig-
lich den Winkel und nicht die Radiuskomponente.

5.36 Korollar: Sei(r,12,a)€(R?\{(0,0)}) x (R \ 7Z). Dann gilt
nb(w(r, 12, a)—a) =rh(w(r,r,a)).
Beweis: Das ist genau die Aussage (*) aus|5.34. O

5.37 Definition und Korollar: Die Radiuskomponente des Schnittpunkts zweier Geraden,
wie in/5.34 untersucht, wird durch die stetige Abbildung

n -
_ fiir vo(ry, 1, a) € 2
h(m(rl,rz,a)) LT a) ¢
: R? % (Rer \ 1Z) = R: (11, 15,@) — " fiir v(ry, 12,a) — a € 7Z
h(fo(r, r2,a)—a)
0 fiir (r1,12)=(0,0)
beschrieben. Wir konnen deshalb die Ausdriicke
n p)
—— und p
h(o(r, 12, a)) h(fo(r, r,a)—a)

gegenseitig ersetzen, insbesondere wenn einer der beiden nicht definiert ist. Dies soll im
Folgenden in der Regel ohne weitere Kommentare geschehen.
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Beweis: Da a ¢ nZ, kann entweder w(r, 1., a) € nZ oder (1, 7,a) — a € nZ vorkom-
men. Aus Korollar/5.36/folgt die Wohldefiniertheit. Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit des
Schneidens, wie bereits in Bemerkung/5.35/angesprochen. O

5.38 Korollar: Die in5.34 ermittelte Ableitung D, ,, )10 ldsst noch andere Darstellungen
zu. Es gilt

L (b(® — a))*
L) r 5% — a)h(®) — b'(®) b — a)
1 b(®) b( — a)
T YR —a)h®)—b(®)h(® —a)
S 1 b(®)b( — a)
2o =0 Y — a) b() — b () h(o — a)
) (h(%))*

" n B0 —a)h(®)— b'(©)h(® —a)

h(1)b'(0 — a)
b'(0—a)h()—h'(D)h(v—a)’
wobei der Ubersichtlichkeit halber die Argumente (ry,7,,a) der Funktion fo unterdriickt
sind, es ist also ,t0*“ als ,to(r;, 12, a)“ zu lesen.

a3;(r1,rz,a) o=

Beweis: Falls h(1o(ry,72,a) — a) # 0, so kann dies zum Erweitern von Briichen verwendet
werden. Zusammen mit Korollar|5.36 erhilt man also

1 _ (o —a)
Ay —a)-rh®)  (nh(®—a)-rh (D) hi-a)
_ bt — a)
" (R - a)h(f—a)— . (R)h(R - a)
_ b(fo — a)
b (® - a)h() — 120 (R)h(® — a)
1 b(f — a)

T bR - a)h(®) - h(®)hm—a)’
Analog erhélt man im Fall h(to(ry,12,a)) #0

1 1 h(ro)

nh(®—a)—rnbh®) n b(®—a)h®) —b®bmd—a)

Demnach gilt im Fall h(o(ry, r2,a)—a) #0

_— 1 -
O1i(r,rp,a) 10 = b (f—a)—rb(P) bh(ro —a)

__1, (b(® —a))’
r, b/(—a)h(®)— b (@) h(H—a)
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

Da aber h(ro(r,rn,a) —a) = 0 auch O™ = 0 impliziert und da nach Pro-
position [5.28 aullerdem b'(fo —a)h(tv) — b'(f0) h(to —a) #0 erfiillt ist, gilt fiir beliebige
(r1,r2,a) € (R*\ {(0,0)}) x (Rz \ 7Z):

~ 2
a1;(r1,rz,a) o= _l s (b(j’ﬂ —~ a/))~ = .
r, b —a)h(rv)—bh'(r)h(v —a)

Analog erhdlt man den alternativen Ausdruck fiir 0y, r, )10 sowie die Ausdriicke fiir
82;(r1,rz,a) fo.

Da h(t%(rl, I,a)— a) = 0 auch ro(ry, 2,a) — a € nZ zur Folge hat, dies aber aufgrund der

Lage der Geraden L) und L, ,) zueinander nur fiir r = 0 vorkommen kann, ergibt sich

die angegebene Form von &, 1, q) 10. O

Es soll im Folgenden ja die Frage geklart werden, ob das Schneiden von Geraden (und
dual dazu das Verbinden von Punkten) differenzierbar ist. Man kdnnte dazu versuchen,
mit Hilfe der eben in[5.34/definierten Funktion v (in Komposition mit den nétigen Karten
der differenzierbaren Struktur), direkt die Differenzierbarkeit zu testen. Leider erweist sich
dieser Versuch als ziemlich unfruchtbar. Wir wollen stattdessen auf die Verwendung diffe-
renzierbarer Familien von Untermannigfaltigkeiten hinarbeiten. Die Schnitte von Geraden,
die wir fiir diesen Zweck benétigen, kénnen aber ein wenig spezieller gewédhlt werden: Es
reicht fiir die Konstruktion der differenzierbaren Familien, Schnitte von Geraden der Bii-
schel £, und £, y zu verwenden. Der Winkel des Schnittpunkts ldsst sich dann mit

Z,
der im Folgenden definierten Funktion bestimmen:

5.39 Definition: Es sei v die in5.34/ bestimmte Funktion, die den Schnittpunktswinkel
bestimmt. Wir definieren

w(r,rp,5) fir(r,r.)#(0,0)

-R2 . —
:R*—R;:(n,1) { 0 fr (r, r2) =(0,0).

5.40 Bemerkung: Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass die eben definierte Funktion
to an der Stelle (0,0) nicht stetig ist, da ja bereits v bei (0,0) nicht stetig fortsetzbar war,
siehe Bemerkung/5.35.

5.41 Korollar: Sei(r;, ;) €R?\ {(0,0)}. Dann gilt
n h(m(rh ) — Z) = ”zh(m(ﬁ, 7‘2)) .
Beweis: Man wendet Korollar5.36 auf tv an. O

5.42 Korollar: Analog erhalten wir fiir die Radiuskomponente die stetige Abbildung

n

b(m(rl’ r2))

t: R —R:(r, 1) — o

h(m(rlr rZ)_ %)

fir wo(r, ) € TZ

fiir o(ry, 1) — % ZnZ.
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Wir konnen deshalb auch wieder die Ausdriicke
n g)

L d
b(m(rlrrz)) o b(m(rl,rz)—g)

gegenseitig ersetzen, insbesondere wenn einer der beiden nicht definiert ist. Dies soll im
Folgenden in der Regel ohne weitere Kommentare geschehen.

Beweis: Man wendet Korollar/5.37 auf v an. O

5.43 Korollar: Es gilt fiir (1, ,) € R?\ {(0,0)}

_ 1 hlo—3 —h(ro—%) )
D=5, h’(m—g)h(m)—h(m—g)h’(m)( b(t)
_1 b(t) ( —hw—1%) )
r b(w—2)h(w)— b —2)h'(w) | Hlw) )’

wobei wieder der Ubersichtlichkeit halber die Argumente (r,,7,) der Funktion w unter-
driickt sind.

Beweis: Das folgt direkt aus der Definition von tv und Korollar/5.38. O

5.44 Korollar: Fiir die Umkehrungen der in Lemma/5.32'und/5.33/bestimmten Karten gilt:

(x,y)— (ro(x,—y),e(x,—y))
(0,0)— (e,0)

und

(Ap)~": (x’y)HL(‘“’(x"Y)’ﬁ)
(0,0)'—) L(-,oo)-

Beweis: Es seien die Koordinaten (x,y) # (0,0) eines Punktes (w, r) unter der Karte x
gegeben. Also
(w,r)* = (rh(w),—rh(w—2)) =(x,y),

folglich
x=rhw) und y=-rh(w-7).

Falls y #0, so ist
x  rbhw)  hlw)

y —rbw-5 " pw-2)

und weiter
xb(w—3)=-yhw),

was man auch im Fall x # 0 erhilt. Nach[5.34 (x) und der Definition von v ldsst sich also die
Winkelkomponente w des Punktes durch

w :m(x,—J/)
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

und damit dann auch die Radiuskomponente r =t(x, —y) bestimmen.
Durch eine analoge Rechnung ergibt sich (Az)™!. O

In einer differenzierbaren projektiven Ebene miissen sich nach Proposition 2.8/ die
Punktreihen verschiedener Geraden transversal schneiden. Andererseits ist diese Bedin-
gung auch notwendig fiir die Anwendung von Proposition|1.22.

5.45 Lemma: Es sei G eine nicht notwendigerweise differenzierbare Schellhammer-Ebe-
ne mit einer differenzierbaren Schellhammer-Funktion b so, dass " auf R,, stetig ist und
b’(0) # 0 erfiillt.

Dann schneiden sich die Punktreihen zu je zwei verschiedenen Geraden transversal be-
ziiglich der in/5.32/angegebenen differenzierbaren Struktur.

Beweis: Zu untersuchen ist, wie sich die Tangentialrdume der Geraden eines Biischels in
dem gemeinsamen Punkt verhalten.

Eine Gerade L, fiir a € R; des Biischels £ ) ldsst sich in einer Umgebung von (e,0)
durch r — (r h(a),—rbhla— g)) beziiglich der Karte x, parametrisieren und fiir r = 0 er-
hélt man gerade den gemeinsamen Punkt (e,0) des Biischels (siehe Lemma|5.29}/5.32[und
Abbildung 5.6 auf Seite[79). Beziiglich der entsprechenden Karte %, des Tangentialraumes
TP erhdlt man

(Teo) L) ™ = Spann { (h(a), —ba— )},

denn die Ableitung der angegebenen Parametrisierung nach dem Parameter r ist ja
gerade (f)(a),—h(a— %)) Bei der Untersuchung zweier Geraden dieses Biischels ldsst
sich durch Anwenden eines geeigneten Automorphismus o,,;) der Schellhammer-Grup-
pe ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass eine der beteiligten Gera-
den die Gerade L) ist. Sie schneidet die Gerade L, fiir a ¢ ©Z transversal, denn
(h(O),—b(—%)) = (0,—b(—§)) und (h(a),—h(a— %)) sind sicherlich linear unabhéngig
(furaenZ gllt L(a,o) = L(O,O))-

Zum Studium von Geraden, die sich in einem Punkt (a,t) € C* € 8 schneiden, kann
man nach Anwendung des Automorphismus o, L ohne Beschriankung der Allgemeinheit

a =0 und ¢ = 1 annehmen (siehe Abblldung- 5.5 auf Seite 79). Eine Gerade L_4p(q) des

f)(a)

Biischels £,) lasst sich wegen Proposition 5.5/ durch w — ( atw, ) beziiglich der

Karte x, parametrisieren mit Ableitung (1 , hla)b(w) (h(w))z ) an der Stelle w. Der Parameter w = a
liefert dabei genau den Punkt (0, 1), folglich ergibt sich der Tangentialraum an die Gerade

L(—4,p(a) im Punkt (0,1) zu

(Toow Li-ana)™ = Spann{ ( ; (“)) }

hla)
Nun gilt zwar Z((“) = %, aber auch L, ya) = L(—atrzh(a+72), SOmit schneiden sich we-

gen Proposition’5.12/zwei Standardgeraden durch (0, 1) transversal.
Die Gerade L) kann via r — (0, r) parametrisiert werden. Die Ableitung der Parametri-
sierung ist (0, 1), man erhélt den Tangentialraum

(Tio,1) Liogy) ¥ = Spann {(0,1)}
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

und damit einen transversalen Schnitt mit den anderen Geraden durch (0, 1).

Bei der Betrachtung von Geraden, deren Schnittpunkt ein Fernpunkt ist, (siehe Abbil-
dung5.7 auf Seite 79), reicht es wieder nach Anwenden eines geeigneten Automorphismus
O (w,1), den Schnittpunkt (0,00) zu untersuchen. Dort treffen sich alle drei verschiedenen
Typen von Geraden. Die Standardgeraden L, fiir £ # 0 lassen sich beziiglich der Kar-
te xp via w — (w , % b(w)) parametrisieren, der Punkt (0,00) wird durch den Parameter
w = 0 erreicht. Die Ableitung der Parametrisierung nach dem Parameter w ergibt sich zu
(1 , % b’(w)) und damit ist der Tangentialraum

(T(O,O) L(O't))’?F = Spann{ (1 , % b/(O)) } .

Die Ursprungsgerade L) ldsst sich beziiglich der Karte xr via r — (0, r) mit Ableitung
(0,1) parametrisieren. Das heil3t fiir den Tangentialraum

(T(O,O) L(O,O)))?F = Spann{(O, 1)} .

SchlieRlich ist die Ferngerade L. ) liber w — (w,0) beziiglich x » parametrisierbar. Und
damit

(T(O,O) L(.yoo))iF = Spann {(1, 0)} .

Da nun nach Voraussetzung h'(0) # 0 sein soll, folgt also, dass sich verschiedene Geraden
im Punkt (0, c0) transversal schneiden. O

Als néchstes soll eine differenzierbare Familie von Untermannigfaltigkeiten konstruiert
werden, die die affinen Geraden einer Schellhammer-Ebene parametrisiert, also die Stan-
dardgeraden und die Ursprungsgeraden.

5.46 Konstruktion: Die Einpunktkompaktifizierung & := RU {oo} wird mit den Karten

70: &\ {oo} = Rix—x
und Yoo! &\ {0} —>R:x+—>%

eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, die via & — L,,0): r — (w, r) diffeomorph zu be-
liebigen Ursprungsgeraden ist; und das unabhingig davon, ob nun eine differenzierba-
re Schellhammer-Ebenen gemif§ Generalvoraussetzung|5.27 angenommen wird, oder ob
man eine entsprechende Schellhammer-Ebene mit der in|5.32 angegebenen differenzier-
baren Struktur versieht. Weiter sei {l:= £\ { L, )}

Da die geometrischen Operationen in einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene dif-
ferenzierbar sind, kann man damit eine differenzierbare Familie von Untermannigfaltig-
keiten konstruieren, die in der Lage ist, Standardgeraden und Ursprungsgeraden zu para-
metrisieren.

Nach Lemma/5.9/und wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit des Schneidens ist

U—3: L(w,r) = ((L(w,r) A L(O,oo)) = (w, OO)) — W — 0w,

und
(£(0,00 \ {Ls,00)}) X & = P (Lo,r1), 72) = Lo,y A Lz 1)
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

jeweils eine differenzierbare Abbildung (bei letzterer ist natiirlich , Lz «)“ mit L) 2Zu
identifizieren). Da X differenzierbar auf einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene
wirkt, ist schlieRlich

a:Ux6—P: (L(w,n)’ ) — ((L(w,rl) . O'(—u;,l)) A L(’%‘,rz)) O (w,1)

differenzierbar, und

(e,0) fiir (ry,72)=1(0,0)
(L(w,rl)r r)* =1 (w+w(n,nr),trn,r)) firr#oound (r,n)#(0,0)
(w,00) fiir , =00.

Andererseits parametrisiert die Abbildung a auch in einer nicht notwendigerweise dif-
ferenzierbaren Schellhammer-Ebene die Geraden aus il in geeigneter Weise. Wir wollen
jetzt kldaren, unter welchen Bedingungen « in diesem Fall zu einer differenzierbaren Fami-
lie wird.

Die Karte Ay ist auf ganz Y definiert. Bei der Untersuchung der Differenzierbarkeit ist
also nur auf die jeweilige Karte von & und die daraus resultierende Karte von ‘3 zu achten.

Fiir Parameter aus & \ {0} und damit die Karte y, erhdlt man unter « Bilder in ‘B \ {(e,0)},
wofiir die Karte xr der Punktmannigfaltigkeit verwendet werden kann. Fiir die lokale Re-
préasentation @, = ((Ay)™! X (Yoo) ') @xF ergibt sich dann

((—W"‘m(rlrr_lz)yt(hlL))
Ut B = R (w11, 12) = 4 = (—w+mn, ), Fo(e0n, 1)) filr 7, 70
= (_w—'_m(rlyrlz)rer(m(rlrrLz)_g))

(—w,0) firr,=0.

Aus Korollar/5.41/folgt
1 T 1 1
rlf)(m(”hr—z)—g):r—f)(m(l’br—z))
2
und weiter

l’ﬂ’zh(m(”h,—t)—g) :f)(m(”hrlz))-
Da h beschrénkt ist, folgern wir
lim ryr, b (v(r,7) = 3) =0,
also
lin%h(m(rl,riz)) =0.

Da b stetig ist sowie h(x) = 0 genau fiir x € nZ gilt und tv nur Werte in R, annimmt, ergibt
sich schlieflich

limro(ry,2) €0+ nZ.
r2—0 T2
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Die Ableitung berechnet sich dann soweit moglich als

a1;(W,r1,r2)(UooOlF)1 a1;(W,r1,r2)(Uoan)2
D(w,rl,rz) ( Uoan) = 82;(w,r1,r2) ( Uoan)1 a2;(W,r1,r2) ( Uoan)2
a3;(w,r1,r2)(Uoan)1 aS;(w,rl,rz)(Uoan)Z

Konkret lassen sich diese partiellen Ableitungen an Stellen (w, ry, r») mit r, # 0 problem-
los angeben. Fiir r, — 0 reicht eine Untersuchung der partiellen Ableitungen auf Stetigkeit
aus, um auf die Differenzierbarkeit von ;. a schlieBen zu kénnen.

Es ergibt sich

O1i(w,n,m) (oo @p) = (—1,0).

Bei den folgenden partiellen Ableitungen sind die Argumente der Terme to(r, riz) der

Ubersichtlichkeit halber unterdriickt, es ist also in der Regel ,w* als ro(r, riz) und ,,0; ro“
als J;,,, 1y zu interpretieren. Weiter ist beim Ableiten zu beachten, dass das zweite Ar-
[¥]

gument der Funktion ,,a, (ndmlich ,r;“) gemal Definition an das erste Argument von to
tibergeben wird.
Es gilt
. ~(hw=5))°
© /(0 =5) (1) — bt —3) (1)’
und da h beschrénkt ist, sowie wegen Proposition/5.28

a2;(w,r1.rz)(UooOlF)l =0 =

lim a2;(w,r1,r2) (Uoan)l =0.
12—0

Weiter ist
Ooi(w,r1,12) (yo@p)2=T2 h'(ro —%) -0 1o

—(r2h(r0—2))* /(0 —2)
b'(t0 —7)h(r0) — b —7) b’ (v0)’

also, wieder wegen Proposition/5.28 und weil auch b’ beschrénkt ist,
}ln(l] az;(lﬂ,l‘l,rz) (UOOaF)Z =0.
2—)

Aus

1
a3;(14/,r1,r2) (Uoan)l = _§ Oy to
1 h(tv —3)b(tv)
12 B (w—2)p(r0) — h(rv —Z)h/(v)
B n(h(w—3))*
b’ (0 —Z)h(r0) — h(to —Z) b (1w)
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

folgt dann
. r(h(=2)° n
l a w,r,r2 =77 T - Ty’ =7 .
A St Lo e N = (0 h (D 0) ~ 5(0)
Und schliel3lich
1 1
a3;(w,r1,r2)(Uooap)z = r_l b/(m) O 10 (_g)
— L o). (_i). h(ro —5) h(w)
n r2) b'(v—3)p(w)— b —3) b’ ()
_ bhw—=3 b (r0) b(ro —7)b(ro)
h(to) b'(ro —7) b(rw) — b —7) b ()
(b =5) b (w)
b’(tv —2)b(tv) — (v —2) (1)’
woraus
}ZILI(I] a?:;(Lu,rl,rz) (Uoan)Z =1
folgt.

Damit ist die Differenzierbarkeit der Abbildung ;. a nachgewiesen (man beachte dabei
Proposition(1.3/und(1.4), und das unabhéngig davon, ob nun eine differenzierbare Schell-
hammer-Ebene gemil Generalvoraussetzung/5.27 angenommen ist oder ob man von ei-
ner nicht notwendigerweise differenzierbaren Schellhammer-Ebene ausgeht, die man mit
der entsprechenden differenzierbaren Struktur aus'5.32 und/5.33 versehen hat.

Fiir Parameter aus & \ {oo} und damit die Karte y, erhdlt man unter a Bilder in
B\ L), woliir die Karte xo der Punktmannigfaltigkeit ausreicht. Damit ergibt sich dann
fir ;00 = (Ay)™' X (yo0)™')axo in Karten:

R3 — R?
(w,r1,12)— (t(rlyrz)'b(—w‘i‘m(rl,rz));—t(rl,rz)'h(—w‘i‘m(rl,rz)— %))

_ (r h(—w+w(n,r)) _, h(—w+m(r1,r2)_§))
U b (r(r1, 1)) ' b(ro(r,12))

_ (r h(—w+w(n,r)) h(—w+m(rl,r2)_§))
= r B

h(m(h,rz)—g) N b(m(rl,rz)—g)

vo%o'*

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass jedenfalls ,a,, als Komposition stetiger Abbil-
dungen (ndmlich Schneiden von Geraden, Verbinden von Punkten sowie von Karten und
derer Inversen) stetig ist, obwohl die Funktion tv bei (0,0) nicht stetig ist.

Die Ableitung berechnet sich dann als

O wrr) (oot Orw,r,m) (yoQo)2

Dw,rr) (go20) = | @otw,rm) Co@o)1 Cotuw,ri, ) (o @o)2
iw,r,m) (0@ Bitaw,rr) (o @o)2
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Fiir (11, 2) #(0,0) lassen sich die partiellen Ableitungen auch explizit angeben. Es ist

Ovswrr) (oo = —t(r, 12) - b’ (=w +1(r, 12))
Atwrnr) (po@o)2 = t(r1,12)- b (—w +ro(ry, 1) — %) .

Wegen Korollar(5.42 gilt ( li)m(0 0 t(r1, r2) = 0. Da weiter b’ beschrénkt ist, folgt
r,r2)—=0,

lim 4. a,);=0= Ilim 4. a),.
(11, 72)—(0,0) L(w,rl,rz)(UO O)l (r1,72)—(0,0) 1,(w,r1,r2)(U0 0)2

Bei den folgenden partiellen Ableitungen sind wieder die Argumente der Terme to(ry,7>)
der Ubersichtlichkeit halber unterdriickt, es ist also in der Regel ,w* als o(ry, 7») und ,,6; o “
als i, )0 zu interpretieren. Weiter ist beim Ableiten zu beachten, dass das zweite Ar-
gument der Funktion ,,a, (ndmlich ,r;“) gemal Definition an das erste Argument von tv
tibergeben wird.

a2;(14/,r1,r2)(anO)l
_b-w+w)  b(-w+w)-Gw-h(w)—h-w +w)h'(w)- G w

om) (b(10))?
_hwAw) | blow+w)hw) - bl-w +w)hw) o
b(tw) (b))’
_ b(~w+w)
h(to)
L Vw4 w)h(w) —b=w +w)b'(w) —b(w)h(w —7)
(h(r))* (v —Z)h(w) — h(w —2) b (1)

= (h(—w + 1) (b'(r0 —3) h(1v) — h(ro —7) b’ (1))
— (b’ (=w + 1) h(r) — h(—w + 1) b’ (1)) h(rv —7))
- () (' (0 —Z) h(10) — h(rw —Z) ' (rv)))
~ bw)(§'(w =) h(~w + 1) — hlw — ) (~w +w))
a b(r0) (b’ (ro —Z) h(r0) — h(rv —Z) b’ (1))
_ h(w—=3)h(—w+w)—h(rv -3 (—w + )
a b (r0 —2) b(10) — h(tv —5) b'(tv)

Weiter gilt

a2;(w,r1,r2) ( ano)z

hl—w+w-7)  y(w+w-7) dw-hw)-h(-w+w-7)§ () 6w
_ -

(1) (b(m))z
_ThCwt ) | ew b Dhw) hew e,
() (b(r)
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

—h-wm-E)
T b
(= w+10—-2)b(w) — h(—w + 0 —5) () b(r) b0 —3)

(h(r))* '(t0 —Z) (1) — h(rw —Z) ' (1v)
= (h(—w + 10 —7) b —7) b'(r0) = h(~w + 1w —7) (v —7) h(1v)
+ b (—w +10—=7)b(r0) h(ro —7) = h(—w + 1o —2) () h(rv — 7))
- () (B (10 —Z) () — b —Z) (1))
b(~w+w—-2)h(v—7)—bh(-w+rw-7)§ (v —7)

2

b'(ro—Z)h(10) — b —7) b'(v)

sowie

a3;(W,T1,r2)(U0aO)1

_, Y w+w)-dw-h(w)—h(-w +w)h'(w)-d
1 (b(w))’

_ b(—w+m)h(w) = h(=w +w)b(1)

(h(r))*

_ b'(=w+mw)h(w) — h(=w +r0)b'(wv) —h(r0)h(rv —7)

B (h())° 5w —Z) (1) — b0 —Z) (1)

_ b(~w+w)h(10) - h(—w +1)h’(0)

b (w—Z)h(w)— (v —Z) (1)

und schlieflich

rlalm

a3;(14/,r1,r2) ( ano)z

h(—w+w—73)-dn-h(w)—h(-w+rw—7)§ () o

=—n

(h(r0))*
b'(—w+w—2)b(w) —h(—w +ro—7) b (v)
= 5 rlé’lm
(h(r0))
_ Ywtw-3)h(w)—h-w +w—-3)b'(w) —h(w)h(w—3)
(h(r))® b (ro —Z) h(r0) — h(ro —Z) i’ (vo)

W (=w+w—7)h(w) - h—w +w—7)h(w)
b'(ro —7) b(ro) — h(to —7) b’ (t0)

Die Abbildung « ist also genau dann eine differenzierbare Familie von Untermannigfal-
tigkeiten, wenn die eben bestimmten partiellen Ableitungen stetig von der Stelle abhéngen,
an der sie ausgewertet werden. Da v auf (R*)? stetig ist, ergibt sich dort kein Problem. Kri-
tisch wird die Situation fiir (r1,7,) — (0,0), denn wir haben in|5.35|bereits festgestellt, dass
(7, 12) in diesem Fall beliebige Werte in R, annehmen kann, die partiellen Ableitungen
Oistw,r,m) (yoQp)j Milssen aber unabhéngig davon konvergieren. Da die Argumente r; und
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

1, in den Termen 0y, r,) ( yo®); Dur noch im Argument von tv vorkommen, miissen die
partiellen Ableitungen also konstant fiir beliebige Werte von 1(r;, 1) sein.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich die bei den einzelnen Termen auftretenden Bedin-
gungen auf eine einzige reduzieren lassen:

5.47 Lemma: Sei b eine 6'-Schellhammer-Funktion mit b’(0) # 0. Dann sind die folgen-

den Aussagen dquivalent:

b — w)b(x — )= blx — )b (x = )
i) Vv 2n JICERY on’ = — 2 =C
B Vi ERer ICER VX € Rort = ) — b — 1) x)

.. H e —(w+)bx - -bhlx—(w+)h'(x—3)
(ii) YweRy; 3ICeR VxeRy,: h’(x—g)h(x)—b(x—g)h’(x) =
b —w)h(x) —hlx —w)b'(x) _

h (= 3)b(x) - hlx = F)b'(x)

) e —(w+2)hx)—bhlx—(w+3)h'(x)
iv) YweRy,, ICeR Vx Ry, o= %)h(x)— b %)h/(x) =

C

(i YweR,; ICeR Vx Ry,

Das heif3t, die Abbildung a aus/5.46/ist genau dann eine differenzierbare Familie von Un-
termannigfaltigkeiten, wenn eine der obigen Aussagen wahr ist. Auf Grund der Definition
von a bedeutet dies, dass fiir die Schellhammer-Funktion § einer differenzierbaren Schell-
hammer-Ebene die obigen Aussagen erfiillt sind.

Beweis: Setzt man X :=x + %, so erhélt man aufgrund der Definition von

(e — £)5x) — hlex — £)b/(x) = /(¥ — m)b(E — 5)~ b — m)b (&~ )
=~ (®hE - H+HEY(E- )
= /(% - DhE) - hE - D).

Damit gilt
b(x—w—2)b(x—3)=blx—w-3)p(x—73)
= b'(X—w—-m)h(& —7) = h(X —w— 1)y (X —n)
= b'(¥ — w)h(x) - h(X — w)bH'(X),
das heifdt,

b'(x—(w+)hlx—3)—bhlx—(w+DH'(x—3)  b/(x—w)h(X)—h(% — w)p'(%)
b'(x — 2)b(x) — hix — Z)b'(x) T HE-DHE - bhE-DH(E)

Fur x =w(r, r») erhdlt man in den Aussagen (i) (iv) gerade die in/5.47 berechneten Ter-
me der entscheidenden partiellen Ableitungen von a. O
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

5.48 Lemma: Fiir eine 6'-Schellhammer-Funktion h mit §’(0) # 0 sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

) VweR,; 3CeRVxeRy,:

b'(x — w)h(x) —hlx —w)h'(x) _ c
b'(x — 5)b(x) — blx = 5)b'(x)

(i VweR,; ICeR VxR,
h(x)(h'(x —w)—Ch'(x - 7)) =b'(x)(b(x —w) - Ch(x - 7))
i) YVweR,, 3ICeRIDeRT Vx Ry,

|h(x)| =D+ |h(x — w)— Ch(x—3)|

Wegen Lemma|5.47 bedeutet dies: Die Abbildung a aus |5.46/ist genau dann eine diffe-
renzierbare Familie von Untermannigfaltigkeiten, wenn eine der obigen Aussagen wahr ist.
Insbesondere sind fiir die Schellhammer-Funktion § einer differenzierbaren Schellham-
mer-Ebene die obigen Aussagen erfiillt.

Beweis: Wegen Proposition|5.28|ergibt sich die Gleichwertigkeit der ersten beiden Aussa-
gen durch einfache Aquivalenzumformungen.

Sei also h(x)(h'(x — w)— Ch'(x — 7)) =b'(x)(h(x — w) — Ch(x — 7)) vorausgesetzt.
Falls h(x) =0, so folgt x € 7Z und damit h’(x) # 0, also h(x — w)— Ch(x — %) =0.
Angenommen h(x —w)—Ch(x — g) =0, aber h(x) # 0. Dann folgt sofort

h’(x—w)—Ch’(x—g):O.

Somit gilt h(x — w) = Ch(x — 7) und h’(x — w) = Ch'(x — 7). Wire nun C = 0, so zoge das
H(x — w)=0="h'(x — w) nach sich, was aber nach der Forderung an h nicht sein kann. Aus

b(x —w)ChH(x—7)=Ch(x — 7)b'(x —w)
erhalten wir deshalb
blx —w)h'(x —7)—b'(x —w)h(x - 7)=0,

was im Widerspruch zur Voraussetzung nach Proposition|5.28 genau fiir w € 7 + nZ erfiillt
ist und nicht fiir beliebige w € Ry,.

Wir wissen daher, dass h(x) =0 genau dann gilt, wenn h(x —w) — Ch(x — %) =0.

Im Fall h(x) # 0 kann man also

) (b (x = w) = C'(x = 5)) = b'(x) (h(x — w) - Chlx ~ )
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

zu

() _ Hlr—w)=Ch—5) _ (hlx—w)-Chlx—5))
hix)  blr-w)-Chlx—3)  hlx—w)=Chx—3)

umformen. Durch Integration

0@, [T ee—w) - Che =)
o h@) W E—w)=Ch(t—3) '

wobei x, &€ mZ zu wihlen ist, erhilt man
In|h(x)| —In]h(xo)| =1n |b(x — w) — Ch(x — £)| = In|h(xo — w) — Chlxo — £)|,

und damit

|b(2xo)
|60 — w) — Ch(xo —

. . .. L [H(xo)l
also ergibt sich fiir D := [heo—)-Ch(ro—2)|

Umgekehrt gilt fiir x € [0,7], dass h(x) = b(x) > 0. Ist weiter h(x — w)— Ch(x — %) >0
angenommen, dann folgt aus

lh(x)l = E”bu—un—cwx—gn
2

die Behauptung.

h(x)=D- (h(x — w)—Ch(x —3))

auch
H'(x)=D-(h'(x—w)-Ch'(x-7)).
Somit gilt

h(x)D(h'(x — w)— Ch'(x = 3)) =bh(x)b'(x) = D(h(x — w) — Ch(x — 5)) b'(x)

und damit fiir diesen Fall die Behauptung. Der Fall h(x — w) — Ch(x — 7) < 0 und die Fille
fiir x € [, 27] lassen sich ebenso direkt berechnen. O

5.49 Konstruktion: Um auf die Differenzierbarkeit einer Schellhammer-Ebene schliefen
zu konnen, muss noch eine weitere differenzierbare Familie von Untermannigfaltigkeiten
gefunden werden, ndmlich eine, die auch die Ferngerade parametrisiert. Da die Punktrei-
hen von Geraden aus 4 := £\ £, o) komplett im Definitionsbereich der Abbildung x  liegen,
macht das die Untersuchung beziiglich Karten wesentlich einfacher. Als Mannigfaltigkeit
fiir die Parametrisierung der einzelnen Geraden kann & := R, mit der kanonischen Para-
metrisierung (y)~': R—R;: t — ¢ + nZ verwendet werden. Die Abbildung

B:Ux&—-PB:(L,w)— ((w,00)V(e,0)AL,

ist in einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene als Komposition differenzierbarer Ab-
bildungen selbst differenzierbar und somit eine differenzierbare Familie von Unterman-
nigfaltigkeiten. Unabhéngig davon, ob nun eine differenzierbare Schellhammer-Ebene
vorliegt, parametrisiert § Standardgeraden und die Ferngerade.

110



5.3 Der generische Fall'(0)#0

/ (w, OO) L(-,oo)

(w,00)

Die Differenzierbarkeit der Abbildung S in dem Fall, wo nicht notwendigerwei-
se eine differenzierbare Schellhammer-Ebene vorliegt, soll jetzt untersucht wer-
den. Nach Korollar [5.44 beschreiben die Koordinaten (x,y)#(0,0) beziiglich der

Karte Ar die Gerade L(_m(x =)’ Der Schnittpunkt dieser Gerade mit der Ur-
Y )

sprungsgeraden (w,00)V(e,0)= L, in Koordinaten beziiglich der Karte xr ist dann
(w,t(x,—y)h(w +w(x,—y))). Insgesamt erhalten wir die lokale Représentation

Br=((Ar) " x () DB xp: (x,y,w)— (w,t(x,—y)h(w +w(x,—y))) .

Bei der Untersuchung der Differenzierbarkeit ist wieder der Grenziibergang fiir Koordi-
naten (x,y)— (0,0) entscheidend —in den anderen Fillen ergeben sich keine Probleme und
die Differenzierbarkeit ist als Komposition differenzierbarer Abbildungen gegeben. Es ist

D(x,y,w) (FﬁF)l =

—-— O O

Der Term der zweiten Komponenten (rfr), = t(x,—y)b(w + to(x,—y)) entspricht den
bereits in[5.46/ untersuchten Termen (zum Beispiel der ersten Komponente (yoap);). Wir
stellen also fest, dass diese Familie von Untermannigfaltigkeiten 8 genau dann differen-
zierbar ist, wenn die Familie von Untermannigfaltigkeiten « aus|/5.46 differenzierbar ist.

5.50 Korollar: Eine Schellhammer-Ebene ist im Sinn von Generalvoraussetzung/5.27/ge-
nau dann differenzierbar, wenn die Schellhammer-Funktion b die Bedingungen aus Lem-

ma erfullt.

5.51 Beispiel: Die Funktion h: x — sin(x) erzeugt gerade eine Schellhammer-Ebene, die
isomorph zur klassischen projektiven Ebene P, (R) ist (siehe Beispiel|5.4). Die Differenzier-
barkeitsbedingungen aus Lemma|5.48 entsprechen dabei bekannten Additionstheoremen
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

fiir trigonometrische Funktionen, denn

b'(x —w)h(x)—bh(x —w)h'(x) _ cos(x — w)sin(x) —sin(x — w)cos(x)
b'(x — 2)b(x) = hlx — 3)h'(x) ~ cos(x — 7)sin(x) — sin(x — 7) cos(x)

sin(x — w — x)

~ sin(x— £ —x)

=sin(w).

Insbesondere heildt dies aber auch, dass P, (R) differenzierbar ist. Dies ist zwar keine neue
Erkenntnis, doch ist hiermit ein weiterer Beweis fiir diese Tatsache gefunden.

5.52 Korollar: Sei G = (3, £, F) eine Schellhammer-Ebene. Die zugehorige Schellhammer-
Funktion h sei ¢ -differenzierbar fiir r € NU {oo} und erfiille ’(0) # 0.

Dann ist die aus der projektiven Ebene abgeleitete stabile Ebene &’ = (3, £/,§’) mit
Punktmenge P’ =P\ ({(¢,0)} U L)), Geradenmenge £ = £\ {Lq )} und Fahnenmenge
§ =FN(P’' x £) eine ¢’ -differenzierbare stabile Ebene.

Beweis: Mit Hilfe von Proposition und den differenzierbaren Familien von Unter-
mannigfaltigkeiten ¢ und f aus/5.46/ und 5.49 eingeschriankt auf die Ebene &’ folgt un-
mittelbar die Differenzierbarkeit des Schneidens von Geraden. Anhand der Rechnungen
erkennt man auch, dass der Differenzierbarkeitsgrad der differenzierbaren Familien direkt
von dem der Schellhammer-Funktion abhédngt. Die Polaritdt ¢ aus Lemma iibertrégt
diese differenzierbaren Familien, die Punktreihen parametrisieren, in differenzierbare Fa-
milien, die Geradenbiischel parametrisieren. Die bei der Konstruktion der differenzierba-
ren Familien problematischen Stellen, wo noch weitere Bedingungen fiir die Differenzier-
barkeit erfiillt werden miissten, sind in dieser abgeleiteten stabilen Ebene nicht enthalten.

O

Fiir die weitere Untersuchung ist es von Nutzen, die Differenzierbarkeitsbedingung/5.48
in einem etwas anderen Licht zu betrachten.

5.53 Korollar: Seih eine ¢'!-differenzierbare Schellhammer-Funktion mit b’(0) # 0, und

sei

b'(x — w)h(x) — hlx — w)h'(x)
b'(x — 3)b(x) —blx — F)b'(x)
Nach Korollar|5.50/sind die folgenden Aussagen dquivalent:

g: Ry xRy = R (x, w) —

(i) Die Schellhammer-Funktionf erzeugt eine differenzierbare Schellhammer-Ebene.
(ii) Fiir beliebige w, € R, und alle (x1, x2) € Ry X Ry gilt g(x;, wo) = g(x2, wy).

(iif) Fir beliebige (x;,x,) € Ry X Ry, stimmen die Funktionen

g(xl! .) =9 %1 XRoy und g(xz’ .) =8 X2 XRon

tiberein, das heilst g(x;,®) = g(x>,e).
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

5.54 Bemerkung: Mit
§: Rox X Ror = R: (3, w) — b'(x — w)h(x) — h(x — w) b’ (x).

istin5.53

o, w) = 2.
g(x’ E

5.55 Proposition: Es gilt g(0, w) = g(, w) genau dann, wenn (0, w) = §(3, w).

Beweis: Nach Definition gilt h(0) = 0 und h(—7) = —h(5). Damit ergibt sich die folgende
Rechnung:

3(0,2)=5(0)H'(0—£) — y'(0)h(0 — £)
= —/(0)h(~2)
=H(0)h(%)
= H(Z)H'(0) — b(£)b(0)
=HE)(E - 5)—§(E)h(E - %) =5(%, ).

|

5.56 Korollar: Wegen Korollar [5.53 gilt in einer differenzierbaren Schellhammer-Ebene
8(0, w)=§(5, w), das heillt §(0,¢) = §(3, o) fiir g(x,e):

_g |XXR27T.

Jetzt sind wir in der Lage, Beispiele von differenzierbaren Schellhammer-Ebenen zu
(unter-) suchen. Dabei hilft die folgende Feststellung:

5.57 Proposition: Jede ¢'-Schellhammer-Funktion § ldsst sich in eine Fourier-Reihe oh-
ne konstantes Glied entwickeln, das heilt, es gibt Koeffizientenfolgen (an) € RN und
(bn) ,.en €RY s0, dass

neN

h(x)= Z(an cos(nx)+ b, sin(nx))
n=1

fiir alle x € R,;. Des Weiteren gilt
o0

h'(x)= Z n(—a,sin(nx)+ b, cos(nx))
n=1

fiir alle x €Ry;,.
Insbesondere ldsst sich also wegen Korollar/5.11 die Schellhammer-Funktion einer diffe-
renzierbaren Schellhammer-Ebene in eine solche Fourier-Reihe entwickeln.
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Beweis: Da ) als mindestens %! vorausgesetzt ist, kann f in eine Fourier-Reihe entwickelt
werden, deren Ableitung gliedweise bestimmt wird (siehe zum Beispiel (Heu08, Satz 136.3,
Satz 143.1)). Zu kldren ist nur, warum kein konstantes Glied % vorkommt. Dies gilt, da

r2n pid 27

ag =j h(x)dx=] bh(x)dx +J h(x)dx
0 0 s
rn 27

:j B(x)dx+f —h(x —m)dx
0 m

rm

:J E(x)dx—f h(x)dx=0.
0 0

|

Mit der Problematik, wann eine Fourier-Reihe eine Schellhammer-Funktion liefert, wol-
len wir uns anhand eines Beispiels auseinandersetzen.

5.58 Beispiel: Gegeben sei die abbrechende Fourier-Reihe h: x — sin(x) + c¢ sin(3x). Die
Frage ist, fiir welche ¢ € R eine solche Funktion h eine Schellhammer-Funktion ist (in Bei-
spiel 5.4/und Beispiel/5.51/haben wir gesehen, dass fiir ¢ = 0 gerade der Fall der klassischen
projektiven Ebene vorliegt). Auf die Normierung der Schellhammer-Funktion wollen wir
dabei (der Ubersichtlichkeit halber) keinen Wert legen, da sie weder fiir die benutzten Ar-
gumente noch fiir die Bestimmung des Isomorphietyps der Ebene notwendig ist.

Zunichst einmal muss ¢ so gewdhlt werden, dass h im Intervall (0, ) keine Nullstelle
besitzt.

Sei zunichst der Fall ¢ > 0 untersucht. Fiir x € [%ﬂ, %7‘[] gilt dann zwar csin(3x) <0, an-
dererseits aber auch sin(x) > % Wegen |csin(3x)| < |c| folgt somit: Wenn ¢ < %, dann gilt
h(x) > 0 fiir x € (0, ). Dies ist zwar eine recht vorsichtige Abschédtzung. Die weitere Unter-
suchung zeigt aber, dass noch nicht einmal diese vorsichtig gewihlt Schranke ausgeschopft
werden kann. Deswegen ist eine genauere Abschédtzung an dieser Stelle nicht notig.

sin(x) sin(x)

NS

— = sin(3x) T
% sin(3x)
-1 + -1 +
Abbildung 5.12: Abbildung 5.13:
Graphen von sin und % sin(3x) Graphen von sin und —ﬁ sin(3x)

Im Fall ¢ < 0 kénnen wir wir wegen Symmetrie von h die Untersuchung auf das Intervall
[0, %] einschrinken. Dort ist der Sinus konvex, also gilt sin(x) > %x. Weiter ist sin(3x) < 3x,
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

und da ¢ <0 vorausgesetzt war, also ¢ sin(3x) > ¢3x. Fiir ¢ > —% gilt also
) ) 2 2 2
sin(x)+ csin(3x)> —x+4+c3x>—x+ | —— |3x=0.
T v 3n

Insgesamt besitzt b fiir c € (==, 1) im Intervall (0, 7r) keine Nullstelle.

37’2
Um zu zeigen, dass in diesen Fillen h eine Schellhammer-Funktion ist, reicht es nach

M (W2 . .
Proposition/5.12, die Bedingung M(x) < 0 zu erfiillen. Dazu sei zundchst untersucht,

b7 —(0)?

7 in Intervall (0, 7r) Nullstellen besitzt. Es ist

fur welche ¢ € R die Funktion

(5" h—(b'Y)(x) = (—sin(x) — 9csin(3x)) (sin(x) + ¢ sin(3x)) — (cos(x) + 3¢ cos(3x))”
=—1-9¢*—10csin(x)sin(3x) — 6¢ cos(x) cos(3x)
=—1-9¢?—10c3 (cos(—2x) — cos(4x)) — 6¢3 (cos(—2x) + cos(4x))
=—1-9c¢%—8ccos(2x)+2c cos(4x)
=—1-9¢*—8¢ (Z(COS(X))2 - 1) +2c (2 (cos(2x))* - 1)
=—1-9¢*+6¢ —16¢(cos(x))’ + 4c (2 (cos(x))* - 1)
=—1-9¢%+10c —32c(cos(x))* + 16¢(cos(x))*.

Substituiert man den Term u := (cos(x))®, so besitzt h” h—(h’)? genau dann Nullstellen,
wenn 0 < u <1und
0=16cu®—32cu —1+10c—9¢c?,

1 1 1 1
u=1 — | 6+—4+9c oder u=1—4/—|6+—+9c|.
+\/16(+c+ ) \/16(+c+ )

Dal+ % (6 + % +9c) >1,reichtes,denTerm u =1- % (6 + % + 90) weiter zu untersu-
chen. Dabei ist klar, dass 1 — i (6 + % + 90) <1
Es gilt %5 (6 + % + 96) = 0 genau dann, wenn 9¢? +6¢ + 1 = 0; dies ist fiir ¢ = —% der Fall.

Da deswegen 9¢2 +6¢ +1 > 0, folgt (6+%+96) > 0 fiir ¢ > 0 und 1 (6+%+96) < 0 fiir
¢ < 0; die obige quadratische Gleichung ist also nur fiir positive c¢ 16sbar.

Weiteristu =1— ,/ (6+ +90) > 0 genau dann, wenn 0 < (6+ +90) < 1. Dies ist

genau fiir ¢ € [5, 1] erfullt

also fur

Insgesamt besitzt B0 fijr ¢ & [ ,1] keine Nullstellen. Fiir ¢ € (— = —) besitzt h keine
Nullstellen im Intervall (0 7). Wir haben also den in Frage kommenden Berelch fiir c aufdas
Intervall (— %, é) eingeschrinkt. Es ist nun noch zu kldren, dass w fiir diese Werte von
¢ negativ ist. Als Verkettung stetiger Funktionen ist dies aber stetig und da keine Nullstellen
vorliegen, geniigt es, einen Wert im Definitionsbereich zu testen. Es ist

b" b ;.\ —1-9c*+10c

hz 5)= 1I—c :9C—1,
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

Abbildung 5.14: Graphen fiir c =0, ¢ = é, c=—=%

3

was fiir die angegebenen Werte von c tatsdchlich negativ ist.

2 1

Als Fazit erhalten wir fiir ¢ € (—5, 5) eine Familie von Schellhammer-Ebenen, welche

nach Proposition 5.3 fiir ¢ # 0 nicht isomorph zur klassischen Ebene P,(R) sind.

5.59 Lemma: Sei ) eine 6¢!-Schellhammer-Funktion mit der zugehorigen Fourierreihen-
darstellung

h(x)= Z(an cos(nx)+ b, sin(nx)).
n=1

Dann lésst sich fiir beliebiges x € Ry, die in Bemerkung/5.54/eingefiihrte Funktion §(x, ) in
eine Fourierreihe entwickeln, so dass also fiir beliebige w € R, gilt:

glx, w)= Z(dn(x)cos(n w)+ b,(x)sin(nw)),

mit den Fourier-Koeffizienten

dn(x)=nh(x)(—ansin(nx)+b, cos(nx)) —§’(x)(a, cos(nx)+ b, sin(nx))
ba(x)=nb(x) (a,cos(nx) + b, sin(nx)) —b'(x)(a,sin(nx) — b, cos(nx)).

Beweis: Mit Hilfe von Proposition|5.57 und Additionstheoremen trigonometrischer Funk-
tionen ergibt sich

hlx —w) :Z (a,cos(n(x—w))+b,sin (n(x —w)))

n

Il
—

1

(an (cos(nx)cos(nw)+ sin(nx) sin(nw))

S
Il
—

+ b, (sin(nx) cos(nw)— cos(nx)sin(n w)))

1

((an cos(nx)+ b, sin(nx)) cos(nw)

S
Il
—

+ (ansin(nx) — b, cos(nx)) sin(n w))
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

und analog

b(x—w)=

NgE

n (—an sin(n(x — w)) + b, cos(n(x — w)))

3
Il
—

1

n( —ay, (sin(nx) cos(nw)— cos(nx)sin(nw))

3
Il
—

+ b, (cos(nx)cos(nw)+ sin(nx) cos(n w)))

1

n( (—a, sin(nx) + b, cos(nx)) cos(nw)

3
Il
—

+ (@, cos(nx)+ b, sin(nx)) sin(n w)) .
Da h als 6! vorausgesetzt ist, konvergieren diese Reihen absolut. Damit gilt dann
8, w)=H(x)h'(x — w) —§'(x) h(x — w)

= nh(x)( (—a, sin(nx)+ b, cos(nx)) cos(nw)
n=1

+ (an cos(nx)+ b, sin(nx)) sin(n w))
- Z h'(x) ( (ancos(nx)+ b,sin(nx)) cos(nw)

+ (an sin(nx)+ b, cos(nx)) sin(n w))

= Z ((n bh(x) (—ansin(nx)+ b, cos(nx))

n=1

+b'(x) (—a,cos(nx)— b, sin(nx))) cos(nw)
+ (n h(x) (ancos(nx)+ b,sin(nx))
+b'(x) (—ansin(nx)+b, cos(nx))) sin(n w)) .

O
5.60 Satz: Sei S eine differenzierbare Schellhammerebene, fiir die Generalvorausset-
zung|5.27 zutrifft. Dann ist & die klassische projektive Ebene P, (R).

Beweis: Wegen Korollar [5.56 geniigt es §(0,e) und g(g,o) zu untersuchen. Diese beiden
Funktionen kénnen nach Lemma5.59 in eine Fourierreihe entwickelt werden und es gilt
(0,¢)=§(5,e) genau dann, wenn die jeweiligen Fourierkoeffizienten tibereinstimmen, das

heiflt @,(0)=a,(3) und b,(0)= Z)n(g) fiir alle n €N. Da

dn(0)=nh(0)(—a,sin(0)+ b, cos(0)) — h’(0)(a, cos(0)+ b, sin(0)) = —h’(0)a,
an(3)=nb(3)(~ansin(n})+b,cos(n3)) —b'(3)(a,cos(ns)+b,sin(n3))

=n(-an,sin(n7)+b,cos(n3)) —b'(3)(a,cos(n?)+b,sin(n?))
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5 Differenzierbarkeit bei 2-dimensionalen Schellhammer-Ebenen

und

b,(0)= nh(0)(a, cos(0)+ b, sin(0)) — h’(0)(a, sin(0) — b,, cos(0)) = b’(0)b,,
ba(2)=nb(%)(ancos(nZ)+b,sin(nt)) —y'(£)(ansin(n)— b, cos(n’))
=n(ancos(nZ)+b,sin(n)) — b'(£)(a, sin(nZ) — b, cos(n2)),

werden die Fourierkoeffizienten a,, und b,, von | fiir beliebiges aber festes n € N beschrie-
ben durch das folgende homogene lineare Gleichungssystem:

(nsin(n})+b'()cos(n})—b'(0)a,+ (=ncos(n3)+4'(3)sin(n}))b, =0
(=ncos(n3)+b'(3)sin(ng))a, + (—nsin(n})—b'(3)cos(n7)+H'(0))b, =0

Es stellt sich nun die Frage, fiir welche n € N dieses Gleichungssystem nichttrivial 16sbar
ist.

Es sei zunéchst n gerade angenommen. Die Koeffizientenmatrix K, des obigen linearen
Gleichungssystems hat dann die Form

B ( b'(5)cos(n7)—b'(0) —ncos(ny) )
e —ncos(ny) —b'(3)cos(n})+h'(0)

und fiir die Determinante gilt

e i / 2 i 2
det(K,)=— (b'(%)cos(nZ)—/(0))” — n® (cos(n))
e s / 2
- ((h (5)cos(n3)—h (0)) + nz) .
Das heif$t, um det(K,) = 0 zu erhalten, ist n? = 0 notwendig. Fiir gerade n € N ldsst sich
das lineare Gleichungssystem somit nur trivial I6sen und in diesen Fillen ergibt sich fiir
die Fourierkoeffizienten a, =0=b,,.

Es konnen also nur Fourierkoeffizienten fiir ungerade n € N vorkommen. Die Koeffizi-
entenmatrix K,, des linearen Gleichungssystems hat dann die Form

sin(n)—§'(0)  b'(%)sin(nZ)

K, =
b'(%)sin(nf) —(sin(nZ)-40))

mit Determinante
det(K,) =~ (nsin(nZ)—§(0)) ~ (1'()" (sin(n))’
=—((rsinnH)-y©@) + (v'®)) .
Also zieht det(K;,) = 0 notwendigerweise n sin(ng) —b'(0)=0und f)’(%) = 0 nach sich. Die

Bedingung
nsin(n7)—h'(0)=0
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5.3 Der generische Fall'(0)#0

kann aber fiir maximal ein festes n € N erfiillt werden, denn angenommen, es gdbe
(n1, n,) € N2 so, dass obige Bedingung erfiillt ist, so folgt unmittelbar

nysin(n, %) = n,sin(n,3)

und damit
n;= |n1 sin(n1§)| = |n2 sin(n2§)| =n,.

Demzufolge besitzt h beziehungsweise )’ die Form

h(x)=a, cos(nx)+ b, sin(nx)

b'(x)=n(—ansin(nx)+ b, cos(nx))

fiir ein festes n € N. Nun muss, um eine nichttriviale Losung des linearen Gleichungssys-
tems zu erhalten, ja noch f)’(%) = 0 erfiillt sein. Also muss

0=b(3)=—naysin(n?y)
und folglich a, = 0 gelten. Die Schellhammer-Funktion ist demnach durch
h(x)=b, sin(nx)

zu beschreiben, was wegen h(x) > 0 fiir x € [0, 7r] nur mit n = 1 zu erreichen ist. Weiter sorgt
die vorgesehene Normierung der Schellhammer-Funktionen fiir b; =1, denn

1=h(%)=b, sin(£).

Die Schellhammer-Funktion h = sin beschreibt aber gerade die klassische projektive Ebene
P, (R), siehe Beispiel 5.4| O

5.61 Korollar: Sei & eine Schellhammer-Ebene, die nicht isomorph zur klassischen pro-
jektiven Ebene P, (R) ist, mit einer 6" -Schellhammer-Funktion b, die h’(0) # 0 erfiillt.

Dann ist die in Korollar 5.52 angegebene abgeleitete differenzierbare stabile Ebene &’
maximal in dem Sinn, dass jede differenzierbare stabile Teilebene S von G in & als stabile
Teilebene enthalten ist.
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A Geometrische Herleitung der glatten
Familie aus Lemma 4.22

In Beispiel 4.6 wurde bereits erwdhnt, dass die Schiefparabel-Ebene &), (also die Ebene
zur Normalparabel b, ,: R—R: x— x?) via ®5: &, — P(R): (x,y)— (x,y —x?) isomorph
ist zur klassischen projektiven Ebene P, (R).

Diese Abbildung ¢ kann nun verwendet werden, um eine andere Beschreibung einer
Schiebe-Ebene & nach Generalvoraussetzung/4.15/zu erhalten. Es gilt

(x,h(x—s)+t)q’:(x,(x—s)z-l—a(x—s))@:(x,—23x+sz+t+a(x—s));

also, statt wie im Fall der klassischen Ebene , Parabeln® auf ,,Geraden“ abzubilden, tiber-
tragt ® nun ,gestorte Parabeln“ auf ,gestorte Geraden“ (die Vertikalen bleiben dabei un-
verandert). Das heillt mit

Ley ::{(x,cx+d+a(x+§))‘xeR}

und
L= {Z,Cyd‘(C,d)ERZ}U{L(C)‘CER}

wird ./ = (R%,.%Z,€) zu einer affinen Ebene, die isomorph ist zur affinen Ableitung der
Schiebe-Ebene & an der Ferngeraden L ). Der Isomorphismus ¢ wirkt dabei auf den Ge-
raden wie folgt:

(I)gl R72N j: L(s,t) — i—2s,sz+t
Liey— L)

Da es in dem Modell der , gestorten Parabeln® nicht so einfach scheint, eine glatte Fami-
lie zu konstruieren, die auch vertikale Geraden umfasst, soll dieses Modell .<f der »gestor-
ten Geraden“ hierzu verwendet werden.

Als ersten Schritt wiirde man gerne ein Biischel (im Punkt (0,0)) parametrisieren, stellt
dann aber fest, dass dies unnoétige Komplikationen hervorruft. Es erweist sich als einfa-
cher, von einem Biischel ,ungestorter Geraden“ auszugehen und die zugehorigen , gestor-
ten Geraden“ zu verwenden. Man erhilt so zwar kein Biischel, aber doch immerhin eine
einparametrige Familie von Geraden (siehe auch AbbildungA.3):

L., firc#0
c— ¢
L(o) flirc=0
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-2+
_3 €
2 3
AbbildungA.1: Abbildung A.2:
typische , gestorte Parabeln® typische , gestorte Geraden“

Abbildung A.3: Abbildung A.4:
Familie ,gestorter Geraden® Parametrisierung
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Die Geraden dieser Familie sollen gewissermalf3en synchron parametrisiert werden. Eine
Gerade L wird mit dem Parameter y wie folgt beschrieben (siehe auch Abbildung[A.4):

Y v, @ 7
y— (E,y‘i‘a(g‘i‘z)) ELE,O.
Die so gewonnene Parametrisierung der Punkte der Geraden-Familie

() (cy,—y—l—a(cy—i)) Ei_%,o fiirc #0
’ 0,—y)e L) firc=0

wird dann mit ! {ibertragen nach & zu

2077 42

(c,y)— (cy,czyz_y+a(cy—§))eL(L Ly fire#0
| 0,—-y)€ Lw) fiir c =0,

und durch Nachschalten der Schiebung o4 ) ergibt sich schlief{lich die gesuchte glatte
Familie mit:

"’ ac

(cy+d,czy2—y+a(cy—§))EL(LM_L) fiirc#0
(C,d,J/)*—’ 2c 2 -
(d,—y)EL(d) firc=0.

Die in Lemma 4.22 angegebene Karte A, ergibt sich dann gerade als Umkehrung der so
gewonnenen Parametrisierung der Geradenfamilie.
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B Ein ,,Scheibenmodell” fur
2-dimensionale
Schellhammer-Ebenen

So einfach die in Konstruktion [5.2| angegebene Beschreibung einer 2-dimensionalen
Schellhammer-Ebene ist und so gut sie auch die Wirkung der Schellhammer-Gruppe auf
der Schellhammer-Ebene darstellt, ist sie nicht so gut geeignet, um Zeichnungen der geo-
metrischen Situation anzufertigen. Zwar ist man gewéhnt ,unendlich groBe“ Zeichnungen
zu interpretieren und man ist gewohnt Skizzen zu verwenden, die die Situation abstrahie-
ren, doch lassen sich 2-dimensionale Schellhammer-Ebenen auch kompakt beschreiben,
so dass man ein Modell in die Hand bekommt, das sich sowohl fiir Zeichnungen gut eignet,
als auch die Geometrie der Ebene gut trifft. Das Hilfsmittel hierzu ist denkbar einfach: In
der Beschreibung der Ebene in Polarkoordinaten verwendet man in der Radius-Koordinate
den Arcustangens derselben; die Punkte aus dem affinen Teil der Ebene kommen dadurch
im Inneren, die Fernpunkte auf dem Rand einer Kreisscheibe D zu liegen. Diese Kreis-
scheibe besitzt Radius 7 und kann gegebenenfalls auch zur Einheitskreisscheibe skaliert
werden.

4,,

Lie,0)
Loy bs 3+ Lo,); b3

Loy b2

Lo,1); by

(0,3)

2

(0,0)

Abbildung B.1: Standardgeraden verschiedener Schellhammer-Ebenen. Links in der Gaul3-
schen Zahlenebene, rechts Situation beziiglich D. Dabei ist h,(w) = sin(w),
h(w) = (sin(w))2 und b, = e 02 sin(w), also entsprechend der klassi-
schen Ebene P, (R) (nach Beispiel 5.4/sowie nach Bemerkung/5.26) und einer
Moulton-Ebene nach/5.25.

Fiir die konkrete Beschreibung des Scheibenmodells wollen wir wieder Polarkoordina-
ten verwenden, wie sie in Kapitel 5 eingefiihrt wurden. Sei D = {(w, r)e C‘O <r< g} die
Kreisscheibe. Dort sei weiter die Aquivalenzrelation ~ definiert durch (w, D~ (w+km, S
fir k € Z auf den Fernpunkten und (w,r) ~ (w, r) sonst. Fiir die Punktmenge gilt dann
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B Ein ,Scheibenmodell” fiir 2-dimensionale Schellhammer-Ebenen

¢ = D/_. Die Menge der Geraden setzt sich dann wieder zusammen aus der Ferngeraden

L(',OO) = {(w’ g) € SB‘ we RZTE} ’

den Ursprungsgeraden
Liwo :={(w,r)eB|re[-5, 21}

und den Standardgeraden

L= {(a + w,arctan (ﬁ)) ‘ wER,,\ {0,7‘[}} u{(a,5)}.

Durch VergroRern der Kreisscheibe und Anpassen der Aquivalenzrelation zur Beschrei-
bung der Punkte kann auch ein Modell gewonnen werden, bei dem man die Situation in
der Ndhe der Ferngeraden besser iiberblickt, allerdings mit dem Nachteil, dass deutlich
mehr Punkte durch mehrere Reprdasentanten beschrieben werden.

Fiir diese Beschreibung verwenden wir die Kreisscheibe D = {(w,r) € C|0 < r < 7} und
die Relation ~ auf der Punktmenge mit

(w,r)~(w,r)
(w,5)~(w+kmr, ) firkeZ
(w1, ) X (wo, ) fiir wy, wy € Ry

und (wy, 1)~ (w., 1,), wenn w; = w, + 7 und tan(r;) = —tan(r,).

Die Punktmenge ist dann wieder gegeben durch ¢ = D/ ; an der Beschreibung der Gera-
den #ndert sich im Prinzip nichts, es wurden ja nur die Aquivalenzklassen, die einen Punkt
beschreiben, vergroRert (siehe Abbildung(B.2).

Tragt man hier wieder die Polarkoordinaten in einem kartesischen Schaubild ab, so er-
gibt sich eine Situation, die mit der in Abbildung/5.4 vergleichbar ist (siehe Abbildung/B.3).

128



Abbildung B.2: Situation im Modell beziiglich D

(+,0)

(e,0)

Abbildung B.3: Situation im Modell beziiglich D, kartesisch abgetragen
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