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1. Svobodnoe tecenie

Das FlieBen diinner Schichten einer
viskosen Fliissigkeit unter dem Binfluf der
Massenkraft bei Beriicksichtigung der Ober-
flichenspannung wurde theoretisch unter-
sucht. Gefunden wurde die n#herungsweise
Losung einer Stromungsgleichung, die angibt,
daB der von einer Reihe von Verfassern fest-
gestellte wellenformige Zustand stabiler
ist als der laminare. Die Form des Wellen-
profils, die Phasengeschwindigkeit und die
Amplitude wurden ermittelt. Die gefundenen
theoretischen Grofen der kritischen Werte
Re, , bei denen der Wellenzustand eintritt,
st¥mmen mit dem Versuch iiberein. Durch die
wellenf8rmige Art der Strdmung konnte die
von Friedman und Miller beobachtete schnelle
Farbausbreitung lings des fliissigen Stromes
quantitativ erklért werden.
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Einleitung

Bei einer durch eine feste Wand und eine freie Oberfléche be-
grenzten Fliissigkeitsstromung mit geringer Schichtdicke (bis 1 - 2 mm)
nimmt man selbstverstindlich an, daB die Viskosit#t der Fliussigkeit
der Hauptfaktor ist, der ihren Strémungsverlauf beeinfluBt. Stromungs-
technisch l8uft die Aufgabe auf den einfachsten Fall einer laminaren
Stromung hinaus, und man erhdlt die wohlbekannte kubische Beziehung
zwischen der Schichtdicke und der Fliissigkeitsmenge bezogen auf die
Einheitsbreite des Stromes Q. Als Stabilit&tskriterium dieser lamina-

ren Stromung wird die Reynolds-Zahl verwendet, die gleich

Re = 4QVW1) A (1)

ist, mit ¥ - kinematische Viskosit#t. Experimentell am griindlichsten
untersucht wurde der Fall der Fliissigkeitsstromung an einer senkrechten
Wand unter EinfluB der Schwerkraft. Die Untersuchungen einiger Verfas-
ser [1] haben gezeigt, daB das kubische Gesetz der laminaren Strdmung
quantitativ gut durch den Versuch bestédtigt wird in einem Reynoldszah-
lenbereich bis 1 500, wo turbulente Stromung auftritt. In diesen Unter-
suchungen wurde die Schichtdicke durch Messungen des sich an der Wand
befindenen Fliissigkeitsvolumens bestimmt.

Kirkbride [2] hat die Dicke der Fliissigkeitsschicht mit dem Mikro-
meter gemessen und festgestellt, daB sie groBer ausfdllt als nach dem
Gesetz fiir laminare Stromung; er hat dies damit erkldrt, daB ilber die
freie Oberfléche Wellen laufen.

Der wellenfdrmige FlieBcharakter wurde auch von Fallah, Hunter
und Nash [3] festgestellt. Der Versuch zeigt, daB dieser wellenfdrmige
Bewegungscharakter schon bei Werten von Re um 20 - 30 auftritt. Auf
diese Weise wurde ermittelt, daB jene Bewegung, von der angenommen
wurde, daB sie beinahe im gesamten Re-Bereich eine einfachste laminare
sei, in Wirklichkeit eine wellenftrmige Bewegung ist. Um diesen Flief-
charakter zu untersuchen haben Friedmann und Miller [1] Farbe in den‘
Fliissigkeitsstrom gegeben, um auf diese Weise die maximale FlieBge-
schwindigkeit zu bestimmen. Der Versuch zeigte, daB die Geschwindigkeit,
mit der sich die Farbe ausbreitet, ungefdhr anderthalb mal so groB
ist wie die FlieBgeschwindigkeit der HuBeren Fliissigkeitsschicht,

welche beim laminaren Fliellen den groBten Wert besitzt.
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Diese Untersuchungen zeigen, daB das Gesetz fiir laminares Flieben
nur grob eingehalten wird und sich auf die durchschnittliche Schicht-
dicke‘bezieht, sich der FlieBcharakter aber gleichzeitig vom einfachen
laminaren unterscheidet. Den Grund fiir diesen Unterschied muBl man of-
fenbar darin suchen, daB bei der Herleitung der hydrodynamischen Glei~
chungen die Kraft der Oberflichenspannung nicht beriicksichtigt wurde,
welche beim FlieBen einer Fliissigkeit mit geringer Viskosit&#t und in
diinnen Schichten, und sogar bei geringfiligiger Kriimmung der freien Ober-
fléiche, einen betrdchtlichen Wert annimmt, der mit den Werten der Vis-
kositdtskrifte vergleichbar ist. In der folgenden Darlegung wird ge-
zeigt werden, daB das wellenfdrmige FlieBen, wenn man die Kapillar-
krifte beriicksichtigt, tatsdchlich auch bei geringen Geschwindigkeiten
stabiler ist als das einfache laminare FlieRen.

Wenn ein stabileres wellenfdrmiges FlieBen vorhanden ist, dann
hat dies jene wichtige Bedeutung,daB eine Reihe bekannter physikali-
scher Erscheinungen, welche beim FlieBen in diinnen Schichten beobachtet
werden und die bislang wenig verstanden wurden, erkl&ért und beschrie-
ben werden knnen. Aus diesen Erscheinungen wihlen wir in der vorlie-
genden Arbeit das FlieBen einer Fliissigkeit bei Einwirkung eines Gas-

stromes auf ihre freie Oberfliche und die WHrmelibertragung in ihr aus.

Die Hauptgleichungen

Eine physikalische GroBe, die das zu untersuchende Flieflen be-
stimmt, ist auler der Dichte f und der Viskositétlﬂ noch die Oberfl&-
chenspannung . Der Bequemlichkeit wegen filhren wir die Grobe d (ki-

nematische Oberflichenspannung) einj; fiir sie gilt:

8:—“0:/5- ‘. . (2)

Wir nehmen an, daB die Bewegung durch die konstante Massenkraft
unterstitzt wird. Mit j bezeichnen wir die Beschleunigungskomponente
dieser Kraft, die in FlieBrichtung angenommen wird. Gewohnlich ist J
entweder Beschleunigungskomponente der Trégheitskraft oder der Flieh-
kraft. Wir nehmen an, daB das FlieBen zweidimensional ist und dab es

in Richtung der x-Achse verliuft, und messen die Koordinate y im Ab-
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stand a, von der Wand ab (Abb. 1). Die verinderliche Schichtdicke be-
zeichnen wir mit a. Die Geschwindigkeitskomponente im jeweiligen FliefB-

punkt bezeichnen wir mit Vo und vy. Die Durchschnittgeschwindigkeit
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Abb. 1

auf der x-Achse im jeweiligen Querschnitt bezeichnen wir mit v; sie

ist gleich

v::vl—gvxdy.. S 3)
11
. J L :

Wir untersuchen das Stoffgleichgewicht des Stromes durch das

Element dx und erhalten

dva da o : 64) '
o ot

Die Gleichung der freien Oberfldche der flieRenden Schicht wird

durch die Kurvengleichung

“y ""-:»a'u‘f’ - - (5)

. e 1]
satziie

A

{iharsetau

der Universitiitsbiblisthek Stuttgart




-5 -

bestimmt; die Schichtdicke ist gleich

el NN

Die GriBe ? ist eine Funktion von x und der Zeit t. Wenn man annimmt,
dafl das Profil der freien Oberfliche ohne sich zu verdndern sich mit
der konstanten Phasengeschwindigkeit k bewegt, dann kann man (f als
Funktion von einer einzigen Variablen betrachten, die gleich x - kt

ist; dann erfiillen auch alle Werte, die Funktionen von ihr sind,

F = F(q’), die folgende Gleichung in den partiellen Ableitungen:

- 01 n. . 4‘ . N ) . (7)

"Im Folgenden werden wir die Differenzierung nach x durch Punkte be-
zeichnen.

Unter den Durchschnittswerten der Funktionen von y?, die fiir
die Lénge und die Zeit angenommen sind, gibt es noch die folgende
Gleichung:

X,

F@ =\ fax=1\ jat,  x=—21,
. Ko Ty : . : .
-0 : 0. IR - T

Die Mittelung nach der Linge x werden wir durch einen Strich be-
zeichnen.

Bei der Untersuchung liefern uns diese Bedingungen die Mdglich-
keit, sie von einer Variablen abzuleiten, die wir x nennen, indem wir
in den Ausdruck fiir ?’die Zeit t = O einsetzen. Wir werden den Vorgang
dann als stabil ansehen, wenn die Schichtdicke a einen konstanten Mit-

telwert besitzt, fir den wir annehmen

i @

I

@y

Daher folgt aus dem Ausdruck (6)

|
i

CE=0 . 0]

|

Aus den Beziehungen (7) und (4) erhalten wir

éfr(k—v)‘ T _ . '
—-—~— P == 0, | i ( . (11).

AAAAAA N1 TN
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Die Differénz zwischen den Geschwindigkeiten k und v bezeichnen wir
mit u ; dies ist die mittlere Geschwindigkeit im Querschnitt, bezogen
auf den Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit der Wellenfront

k bewegt. Dann erhalten wir

V=k—1y; Vo= R —u,, vﬂ® 

wobei v und U die Geschwindigkeiten im mitfleren FlieBquerschnitt

a_ bezeichnen. Aus (11) folgt

ua = 1,0, = const. (13

Die durchschnittliche Fliussigkeitsmenge Q wird, nach Ausdruck (8)
bestimmt, zu
7

Q=-L ( vadt = va. ' (14) |

N
0 l/’
0

Wir setzen den Wert v aus (12) bei stabilem FlieBen ein und erhalten
fiir Q

Q = Z{T—~Tn = Rty — Uy = Va1, (15)

Die FlieBgleichungen

Bei gewdhnlichem laminarem FlieBen einer Flissigkeit wird die
konstante Massenkraft in jedem Punkt durch die Viskosititskraft ausge-
glichen, fiir die gilt p(0*v,/0y?) , Wir integrieren diesen Ausdruck und
nehmen als Randbedingungen aﬁ, daBl die Geschwindigkeit an der Wand
gleich Null ist und daB auf der freien Oberfliche keine Schubspannun-
gen vorhanden sind, und da hier das Geschwindigkeitsgef#lle ebenfalls
gleich Null ist, erhalten wir die bekannte quadratische Geschwindig-

keitsverteilung im Querschnitt:

v;\:;“—" 1,50 (1 -~ éi> (16)
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wobei v die durchschnittliche Geschwindigkeit im Querschnitt ist,
die durch den Ausdruck (3) bestimmt wird.

Bei wellenformiger Bewegung, an der auch noch die Kapillar-
und Trégheitskréfte beteiligt sind, kann diese Verteilung gestort
werden. Bei der Untersuchung des FlieBens in diinnen Schichten be-
schrinken wir uns auf den Fall, wenn die Wellenlénge betréichtlich
groBer ist als die Schichtdicke. Da die Vigkositédtskrdfte in diesem
Fall die Hauptrolle spielen, muB die durch sie bestimmte Randbedin-
gung (daB die Geschwindigkeit an der Wand gleich Null ist) beachtet
werden. Deshalb kann man annehmen, daB die gquadratische Verteilung
der Geschwindigkeit ohne Beriicksichtigung des Gliedes hoherer Ord~-
nung nach y /a hinreichend genau das Fliefen auch beim wellenfor-
migen Zustand charakterisiert.

Da der Querschnitt gegeniiber der Wellenlénge sehr klein ist,
kann man ebenfalls den EinfluB der Geschwindigkeitskonstanten vy
vernachlissigen. Dann nimmt die Gleichung von Navier und Stokes auf

der x-~Achse folgende Gestalt an:

R R AR | - an

Um diese Gleichung zu 1l8sen, filhren wir in sie fir jedes der
Glieder den im Querschnitt mittleren Wert der GrdRen Vo und vi ein.
Fiir Vo ergibt sich die Losung durch den Ausruck (3), und fiir Ve
erhalten wir nach (16)

@ £z 5
.

—L-gv?agizz—f—qﬂ. , (18)
0

Wenn wir entsprechend (7) die Ableitung nach der Zeit durch die
Ableitung nach x ersetzen, erhalten wir
;ilﬂ<iiqﬂ.M“k¢, ——] J§L.+;j:__3v.ll _+.V-Wf“ (19)
ox \ & —7{7 ox ! 2 i
Wir suchen die ndherungsweise Ldsung filr die TFunktion ¥ , die die=-

se Gleichung erfiillt und die einen stabilen periodischen Charakter

besitzt. Dabei nehmen wir an, daf die Schwingungsamplitude der Wel-

« 2
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lenoberfliche im Ausdruck (5) immer kleiner sein wird als die durch-
schnittliche Schichtdicke a , woraus folgt, daB die Amplitude ||

immer kleiner als Eins sein wird:

o<1 (20)

Dem Signifikanzgrad werden wir duch den Index bezeichnen, mit dem
in die Glieder mit gleichen Koeffizienten eingeht. Wir nehmen
ebenfalls an, daB die GroBenordnung der Ableitungen von Y’ durch

die Beziehungen

lol* > alol;  lol > allel usw. C

bestimmt wird.

In dem von uns untersuchten FlieBen einer Fliissigkeit kann das
Druckgefslle in Gleichung (19) aus zwei Griinden entstehen: 1) durch
den Druck des Gasstroms, der ihre freie Oberfléche umstromt, 2) durch
die Krédfte der Oberfldchenspannung.

Zuerst untersuchen wir das FlieBen ohne Einwirkung des Gasstro-
mes. Nach dem bekannten Ausdruck fiir das Druckgefdlle, das durch die

Kapillarkrdfte erzeugt wird, gilt

op 0 a '(22)

mm—  — »
2)3/2

dx 0% (14-a

Nach Bedingung (21) kann man, mit einer Genauigkeit bis einschlieflich
GroBen zweiter Ordnung annehmen, daB der Betrag des Nenners gleich

Eins iste.

Erste Ndherung

Wir fihren in Gleichung (19) die Funktion ¢ ein. Nach (6), (12)
und (13) driicken wir die Geschwindigkeit v und ihre Ableitung nach x

in der Form

[ S T/ R ¢

Ite’ (149
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aus. Wir fithren die Bezeichnung fiir das Verhdltnis der Phasenge-

schwindigkeit k zur Geschwindigkeit v ein:
Z = R/vy: ’ ' (24)

Wir lassen bei allen Koeffizienten nur die Glieder hoherer
Ordnung unberiicksichtigt und erhalten aus Gleichung (19) die
folgende:

Sao@-wo(z——l)(z—*l?)so—l%( ><p+(f——3””°>=o. (25)

Wenn ? 0 ist, dann haben wir das einfache laminare FlieBen,
Wir bezeichnen die Schichtdicke des Stroms mit m, die durchschnitt-
liche Geschwindigkeit mit w, filhren den Wert Q aus (15) ein und

erhalten aus diesem Ausdruck die einfache Gleichung

j=3vam=3Qm > . o

Wenn ? nicht gleich Nullyist, dann erhalten wir eine lineare
Gleichung dritter Ordnung. Damit sie eine stabile periodische Losung
hat, ist notwendig, daf das konstante Glied und das Glied mit lf
gleich Null wird. Hieraus folgt, daB Gleichung (I) dann erfiillt sein
muB, und deshalb kommt die Schichtdicke a, in erster Ndherung beim
wellenfdrmigen FlieBen der Dicke m nahe, die man bei gewShnlichen
laminaren FlieBen vorfindet. Und auch die Geschwindigkeit v, wird
im mittleren Querschnitt in erster N&herung gleich der Geschwindig-
keit w sein.

Wenn der Koeffizient beim Glied lf gleich Null ist, erhalten
wir

Joe==avugag . ) . ~ a1

Diese Gleichung ist fiir die Existenz des stabilen Flielens mit
periodischem Zustand wichtigt. Wir setzen in sie den Wert j aus
(I) ein und sehen, daB z in jedem Fall positiv und in erster Nihe-

rung z ®%3 sein muB; folglich ist die Phasengeschwindigkeit k

ﬁbzrs&tz&mgfzmﬁlm
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1l3ngs des FlieBens gerichtet und gleich der dreifachen Geschwindig-
keit v im mittleren FlieBquerschnitt.

Wenn man die Wellenlinge mit A bezeichnet und den Wert
n == 2n/h, (1)

einfiihrt, dann ist die gesuchte periodische Losung

o= asinnx. N )]
: 4 . . .

Die GriBe o& nennen wir bedingt Amplitude. Die GrdBe n wird bestimmt

als

n? :'(z—l)(é—l,z) 1;3'(3&;,5—%. . | (IV) |

]

Bei gegebenem z und ag legt dieser Ausdruck die Wellenlinge fest.
Die GroBe vo wird aus (15) aus der Durchflulimenge Q bestimmt. Im
weiteren Verlauf wird die Abhéngigkeit des Fliefens von der Durch-

fluBmenge Q untersucht.

Zweite Ngherung

Um die Genauigkeit der ersten Ndherung und jene Grenzwertbe-
dingungen,bei denen das wellenfdrmige FlieBRen auftreten kann, zu be-
urteilen, muf man die folgende Ndherung finden. Die zweite N&herung
erh#lt man, wenn man in Gleichung (25) die Glieder mit ¢ von zwel-
ter GréBenordnung einsetzt. Wir verfahren so und erhalten folgende

-nichtlineare Gleichung:

Sayp (1-+3¢) + 3 (= —D(—12) (1 — s—;zj) q)) ot

Fo s (ime) ek (Jmag) =0

(A, ag

Wir suchen die stabile periodische Losung dieser Gleichung, wobel
wir der Losung (26) jene Glieder zufligen, die verdoppelte Periodi-
zitHt besitzen. Man kann die Glieder von zweiter GroBenordnung

identisch zu Null werden lassen, wenn man annimmt:

Ubersetzunnssislle
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@:Hmm+w%ﬁmwm_4iw%m%my“ (V)
. v 1 ,

@y

Damit diese Losung gilt, ist notwendig, dal die frithere Be-
dingung (II), welche beinhaltet, daB die Glieder der GrdBenordnung
(f gleich Null sind, erfiillt wird. Wenn die vonA{( unabhéngigen
Glieder gleich Null sind, dann ergibt sich beim Einsetzen von (V)

in Gleichung (27):
R T N _'

Diese Gleichung zeigt, daB die durchschnittliche Schichtdicke a,
in zweiter Ndherung schon von der Amplitude ¢ abh#éngt. Wir be-
zeichnen das Verh#ltnis der durchschnittlichen Schichtdicke a, zu
Schichtdicke m bei laminarem Zustand, der beil derselben Menge Q

eintritt, mit /3:

Q, == (3”L. . (29)
Dann erhalten wir aus den Ausdriicken (28) und (I)
S ) - o (30)

Ahus diesem Ausdruck ist zu ersehen, daﬁ/ﬁ von der Amplitude
abhiéngt und immer kleiner als Eins sein wird, und folglich wird
-die durchschnittliche Schichtdicke bei wellenfdrmigem Zustand gerin-
ger sein als bei laminarem. Wie im weiteren Verlauf zu erkennen sein
wird, liefert dies einen stationdren wellenfSrmigen Zustand, der
stabiler ist als der laminare. Der Ausdruck (IV), der n, d.h. die
Wellenlinge bestimmt, bleibt in zweiter Niherung unverdndert.

In Ausdruck (V) tritt fiir q> ein zweites harmonisches Glied
mit cos2nx auf, weil in den Bedingungen iiber das FlieBen der Fliissig-
keit die Symmetrie fehlt. Wenn die Grofe a kleiner wird als ihr Durch-
schnittswert a dann weichen die FlieBbedingungen von jenen Bedingun-
gen ab, wo a einen Wert hat, der grdBer als a, ist. Der Koeffizient
bei cos2nx ist gering; dies zeigt, daB die einfache sinusoidale Form
der Wellen auch bei bedeutenden Amplituden nicht wesentlich verzerrt

wird.

ssteile
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Das Glied mit sin2nx tritt bei wellenfdrmigem Zustand aufgrund
dessen auf, daB ldngs des Flusses kein Gleichgewicht zwischen den
Viskositits- und den Volumenkr#ften vorhanden ist. Bei Beachtung von
Bedingung (II) wird dieser Gleichgewichtsmangel sich nur auf die Ent-
stehung von Harmonischen zweiter und hdherer Gr3Benordnung auswirken.
Die GroRe des Koeffizienten bei diesem Glied f&1lt mit zunehmendemn
n (d.h. mit Abnahme der Wellenlinge) rapide ab, da n in einen Koeffi-
zienten in dritter Potenz eingeht; einen merklichen EinfluB auf die
Form der Wellen hat dieses Glied nur dann, wenn wellenformiger Zu-
stand eintritt. Deshalb kann man den EinfluB des Glieds mit sin2nx
auf die Form der Wellen praktisch im gesamten Bereich des wellenfor-
migen Zustands vernachléssigen. Dieses Glied ist notwendig, um die
kritischen Bedingungen fiir die Entstehung des wellenfdrmigen Zustands
aufzustellen. Somit zeigt die zweite Niherung, daf die Sinuglinie
die Form der wellenférmigen Oberfliche gut darstellt. Man kann vor-
aussetzen, daB die Glieder der folgenden GrdBenordnung noch weniger
Einflu® haben, ihre Berechnung ist jedoch zu umfangreiche.

Wenn man in den Ausdruck (V) die Zeit einfithrt, dann sieht die
periodische L&sung in zweiter Néherung fiir a in voller Gestalt so

aus:
a =, {1 b oosin (v -— RE) '~|- 0,28a% cos 21 (X — /(’f) —

—-—L—.*oc'l'sin on _(xmkt)%}— ] -l | " | -(Va)

4a,8n®

Bestimmung der Amplitude

Die Amplitude ¢ kann aus den Stabilitdtsbedingungen des wel-
lenférmigen FlieBens und seines Energiegleichgewichts bestimmt werden.
Bei der zu untersuchenden FlieBbeding. wird die Dissipation der Ener-
~gie nur infolge der Viskosititskrifte eintreten. Die Grofe der Ener-
giedissipation iiber den gesamten Querschnitt im Strom in einem Ele-
ment der Linge dx bezeichnen wir mit dE/a; nach der bekannten hydro-
dynamischen Formel [4] und unter den gemachten Annahmen ist sie dann

gleich

Ubersetzungsstelle
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v, 24}" ' ‘ ‘
(3

Wir setzen v aus (16) ein, integrieren und erhalten die Dissipations-

energie auf die Lénge dx

dE, = — 3w 2 dx.

Die durchschnittliche Dissipation pro Ldngeneinheit ist gleich

EM - —“3}*7)?‘('1"‘1- o . (32)
Nachdem wir die Werte v und a aus den Ausdriicken (6) und (23) und
7 aus (24) eingesetzt und mit F die Funktion

: . )‘ . . )

PR T (U ) (39

A (o) ' .
0 : :

bezeichnet haben, ermitteln wir, dab die durchschnittliche Energie-

dissipation pro Lingenheiheit beim DurchfluB Q gleich
E,=— 3pQ%ay’F Lo (34)

ist. Wenn ¢ = 0 ist, d.h. wenn kein wellenfdrmiges Flieﬁen vorhan-
den ist, ist F = 1 und die Energiedissipation ist die gleiche wie
auch beim gewdhnlichen laminaren Fliefen.

Die dissipierte Energie wird nur infolge der Volumenkrédfte
"abgedeckt". Das Mittel pro Lingeneinheit beim Durchflufl Q ist
gleich .

E; = Jova = Q- .88
Beli gegebenem Durchfluf ist dies eine konstante Grobe, deshélb hat
die Menge der dissipierten Energie beim stationfiren Zustand E; ei-
nen konstanten Wert. Wenn wir dies und den vorhergehenden Augdruck

gleichsetzen, erhalten wir fir die durchschnittliche Schichtdicke:

@b = 3vQ jIF. (36)

Uborssizungssiclia
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Aus diesem Ausdruck ist ersichtlich: je geringer F, desto geringer
ist auch 8y die durchschnittliche Schichtdicke.

Wir berechnen die Grofe F. Angenommen sei, dal ein bestimmtes

Integral folgender Art

) I
1 {0 dx :
—— e C, b).
) ?\ . b'-}“ CCP f( )
’ 0

| (37)

bekannt sei. Wir differenzieren f nach dem Parameter c¢ oder b und
nehmen danach an, daB diese Parameter gleich Eins sind; wenn man die

Klammern des Zdhlers auflost, dann kann man alle drei Integralformen

erhalten, in die Ausdruck (33) zerfdllt, z.B.:

:_1_5“_41; | (38)

USWe
Da wir nur den stationdren periodischen Zustand untersuchen,

fiihren wir die Funktion 7 aus (V) in Ausdruck (37) ein und beschrin-
ken uns zuerst auf die Glieder mit der ersten Harmonischen; dann er-

halten wir das bekannte Integral:

dz
b casin ny

1 o o onlfs
T === ([)-4_ 6‘20’.2) ! . (39)

Cg__,s:'\,

Auf besagte Weise fihren wir die Berechnung durch und erhalten

fir F den Ausdruck

F = —:‘; (24021 — 62 - 22t |- 2)]} (1 —o2) ™. (40)

Die errechnete Kurve F = 1 ist in Abb. 2 in den Koordinaten z
und u? dargestellt. Aus der Abbildung ist ersichtlich, daf diese
Kurve zusammen mit der Achse z eine geschlossene Fliche begrenzt;
Punkte die innerhalb dieser Fliche liegen, entsprechen F £ 1.

Um den kleinsten Wert F herauszufinden, konstruieren wir die
Kurven 0F/0(e?)==0 und 0F/0z=0 (Abb. 2). Der Schnittpunkt dieser Kur-

ven liefert Punkt M mit den Koordinaten z = 1,5 und 0(2 = 0,5; fir

{ihersetzungsstalls
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ihn ist F R£0,7, also der kleinst mdgliche Wert diesér Funktion,
Wenn man sich vorstellt, daB beim FlieBen einer Fliissigkeit

im gewdhnlichen laminaren Zustand eine sinusformige Schwingung auf-
tritt, die derart ist, daB ihre Phasengeschwindigkeit eine Grole be-
sitzt, die in den Bereich der durch die Kurve F =1 begrenzte Fléche
fg1lt, dann ist die dissipierte Energie T, kleiner als die der Stro-
mung mitgeteilte Energie E}. Deshalb beginnt die kinetische und
kapillare Energie anzusteigen, was zu einer Zunahme der Schwingungs-

amplitude filhrt. Dieser Vorgang dauert solange, bis F einen bestimm-

Abb. 2. - Fu=], 2 0F0(?)=0,
3 OF)dz=0, 4 —3Fy =2

ten Mindestwert angenommeh hat, und die Dicke der Stromung wird
auf den Wert reduziert, der durch Ausdruck (36) bestimmt wird.

Da wir uns in dieser Arbeit auf die Untersuchung der statio-
néren periodischen Ldsung beschrénken, igt auBerdem -~ damit F den

kleinsten Wert hat - noch notwendig, daB der Wert z die Bedingung

o
[ > =y £ 5
Vhorontzunossiclls
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(II) erfiillt, nimlich daB der Koeffizient beil ? in der Hauptglei~
chung (25) gleich null ist.
Wir setzen den Wert j aus (I) und a  aus (29) in Ausdruck
(II) ein und erhalten
=3, (41)

Wenn man Ausdruck (36) bei wellenfdrmigem Zustand mit dem gewohn-
1ichen laminaren (1) vergleicht und das Verhdltnis von Dicke a  zu

m aus (29) einfiihrt, dann erhdlt man

porate (2

Diese Gleichung pestimmt zusammen mit der Minimalitétsbedin—
gung F die Groflen u? und z. Um dlese Aufgabe zu lésen, berechnen
wir den Wert F auf der Kurve d[”d(o)::o Wir konstruieren die Kur-
ve z = BF und suchen ihren Schnittpunkt mit der Kurve OF [0 (¢*)==
er ist in Abb. 2, als O bezeichnet und liefert die gesuchten Werte
der GroBen z und a?. Wenn man die Zahlen, die innerhalb Rechen~

schiebergenauigkeit errechnet wurden, aufrundet, dann erhdlt man
‘ﬁ:am;asaw;z:QA;F;@em@;p:Q%. (V1)

Somit wird nach Ausdruck (29) ermittelt, dal die durchschnittliche
Dicke der Stromung &, bei wellenfdrmigem Zustand unter gtabilen
periodischem wellenformlgem FlieBen bei gleichen purchflufmengen
anndhernd um 7 % geringer ist als m beinm laminaren zustand. Aus dem
ermittelten Wert X kann man ersehen, daB die Amplitude der Wellen
bei allen Durchflufimengen eine betridchtliche GroBe annimmt, die

gleich 0,46 von der Jurchschnittlichen gtromungsdicke a g ist, und

die Phasengeschwindigkeit gleich dem 2, k-fachen der Geschwindig-
keit v, im mittleren Querschnitt ist, de.h. petrichtlich griber
als sie ist.

Wenn wir die erste Niherung flur u? nehmen, konnen wir den
Tehler abschitzen, der dadurch entsteht, dab bei Berechnung der
Integrale (39) die Glieder der zwelten Harmonischen in Ausdruck
(v) fir Y weggelassen wurden. Man kann aufzeigen, dal dieser Feh-~
ler bei der Bestimmung der untersuchten GrsBen im Bereich des Zu~-

stands der hochsten Wellen gleich dem Wert der GroBenordnung

Uber%tzwzgm’sﬂlle
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(0,284)==0,018, (43)

d.h. weniger als 2 % ist.
Angenommen, die Linge der Wand, an der die Fliissigkeit vom
Ausgangspunkt herabflieft, ist gleich X und ausreichend grob,
daB der Zustand im groBten Lingenbereich stationdr ist, Dann ist
bei gegebener DurchfluPmenge Q der Potentialverbrauch dieser Schicht

gleich
(44)

N

1 0
— (L5 P
7y 0¥ JP

Bei vollem Gleichgewicht aller Ubrigen Energieformen wird
jener FlieBzustand der stabilste station#Hre Zustand sein, bei dem
diese GroBe den kleinsten Wert hat und folglich die durchschnitt-
liche Schichtdicke ag minimal ist. Deshalb ist bei vorgegebenem
Durchfluf Q - da a, kleiner m ist - d e r untersuchte
wellenfdrmige Zustand der stabilere,
und nicht der laminare.

Tig ist noch hinzuzufiigen, daB die durchgefiihrte Analyse sogar
innerhalb der gewdhlten Ndherungen es nicht ermdglicht festzustellen,
ob die aus Gleichung (27) ermittelte stationdire sinusartige Wellen-
form [Ausdrupk (V)] die stabilste Art des wellenfdrmigen Flielens
ist. Es ist sehr wahrscheinlich, daB eine vollsté@ndigere Untersu-

chung dieses FlieBtypus dazu fihrt, daB man wellenfSrmige Zusténde

findet, die bei noch geringeren Schichtdicken auftreten und folg-
lich noch stabiler sind. Man konnte sich vorstellen, daB diese
FlieBtypen sozusagen Entstellungen des ermittelten sinusformigen
FlieBen sind, in dem sich die Wellen gewissermaflen in Gruppen
sammeln; dabei ist die Amplitude der Wellen etwas grdfer und die
Phasengeschwindigkeit geringer. Auf erster Stufe der Untersuchung
dieser Art des FlieBens kann die ermittelte periodische Ldsung,
wie es der Versuch zeigt, als ausreichende Ndherung zur Beschrei-
bung jener physikalischen Erscheinungen dienen, iiber die in der

Einleitung gesprochen wurde.
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Grenzwerte des wellenfOrmigen Zustands

Wir setzen in Ausdruck (IV) die ermittelten Werte fiir z und
F aus (VI) ein, bringen die DurchfluBmenge Q ein und erhalten unter
Verwendung von Ausdruck (36) fiir n2:

n=E—1)E—-1,2) ~:r— ;:6;%)—:0,7 -{T(S‘L . {(45)“

Aus Ausdruck (IIT) erhalten wir die Wellenlénge
=75 o
; ) 07 ‘(\/II)

Die durchschnittliche Schichtdicke wird aus Ausdruck (%36) durch

Substitution des Wertes F = 0,8 bestimmt:

ay= 1,34‘,<1§~>"’. | A1)
Mit diesen zwei Ausdriicken kann man jenen Wert von Re und der Durch-
fluBmenge Q festlegen, in dem die Annahme gerechtfertigt ist, die
fiir die ndherungsweise Ldsung gemacht wurde. Die Beschrd&nkung der
Werte der Ableitungen (21) bestimmt die Grenze der Wellenldnge A@r’
die sich durch die gemachten Annahmen ergibt. Nachdem wir die Werte

lf und X eingesetzt haben, erhalten wir aus (21)

A ler— o370 (46)

' ay ay o

Dieser Ausdruck bestimmt die geringste Wellenlinge, bis zu der man
annehmen kann, daB & und z in geringem Grade von der Wellenlénge
abhingen; je kilirzer die Wellenliinge ist, desto weniger sicher er-
weist sich die angenommene Ngherung. Selbstverstindlich schrénkt
diese Bedingung die Existenz des wellenformigen Zustands auch bel
geringeren Wellenlingen nicht ein, man konnte, wie es die Analyse
zeigt, sich vorstellen, daB & mit Abnahme der Wellenlinge zunimmt
und z ab. Die Bedingung (46) stimmt auch mit den anderen von uns ge-
machten Annahmen iiberein, ndmlich daB die Wellenléinge betrdchtlich

groBer sein muB als die Dicke der Stromunge.
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Die Herleitung des Grenzwertes der grofiten Wellenlinge, bel
dem der wellenfdrmige Zustand beginnt, ist, da wir keine genaue
IL8sung haben, mit Schwierigkeiten verbunden, die es nicht zulassen,
diese Aufgabe zuverldssig durchzufiihren. Am natiirlichsten wére es,
jene Werte der Koeffizienten zu bestimmen, die die GrofBe n im Aus-
druck (V) enthalten, und bei denen eine vollstdndige Losung zustande
kommt. Da wir nur die ersten zwei Glieder dieser Zerlegung haben,
kann man nur von der Voraussetzung ausgehen, daB die Konvergenz der
Reihe abgesichert ist, wenn der Koeffizient bei szsin2nx kleiner

Bins ist. Dann erhalten wir
JAnta S < 1. o (47)

Diese Ungleichung bestimmt den geringsten Wert n.

Den Grenzwert, bei dem der wellenfdrmige Zustand eintritt, kann
man auch noch feststellen, wenn man von folgender physikalischer Vor-
aussetzung ausgeht. Wir ermitteln die auf die Einheit der Wellenlinge
bezogene mittlere Potentialenergie der Oberflichenspannung. Sie ist
gleich der Wellentberfl&che, multipliziert mit & :

E = ol1+ ()™ | (48)

Wir setzen ¢ aus (V) ein und schreiben nur die groBten Glieder auf,

die von n abhingen; dann erhalten wir

R [1+4<ﬂ)2n—«_|_,..]j | @)

dayd

Hieraus ist ersichtlich, daB die Oberfléchenenergie fﬁ; mit zunehmen-
dem A und folglich mit Abnahme von n abnimmt, solange der Wert in
Klammern gering ist,

Aber wenn das Glied in Klammern grof wird, dann tritt bel ei-
ner bestimmten Wellenlé&nge A}:eine Verdnderung des Vorzeichens der
Ableitung OE:/0n/auf, und die Energie beginnt zuzunehmen. Physikalisch
stimmt dies damit iiberein, daB auf den Wellenk&mmen Bereiche mit
einer betrdchtlichen Riickkriimmung auftreten, und die Wellen sozusagen

brechen. Man kann vorausetzen, daB solche Wellenformen instabil sind,

Ubersstzungssizlle
der Universititsbibliothek Srutigart




- 20 -

und deshalb die maximale Wellenlinge festgelegt wird durch die Glei~

chung:

P, 00
Con o ,
Wir vernachléssigen die Verdnderung von a, mit der Wellenlinge und

erhalten aus (42)

jAnta s <077, - , - (1)

Da n durch die Kubikwurzel aus der Grdfe von rechts bestimmt wird,
liefern die beiden Ausdriicke (47) und (51) annghernde Werte fiir die
kritische Wellenlinge. Wir nehmen die Ungleichung (51) und filhren
den Wert n aus Ausdruck (45) ein; dann ist das Grenzverh#ltnis lk
und ay gleich |

Ao M 135071Q, (52

Ca Qg

Wir bringen den Wert der Zahl Re aus (1) ein und erhalten fiir die
Grenze des wellenfdrmigen Zustandes, wenn wir die Werte aus (VII)

und (VIII) einsetzen,

.Rek—2’43<jv4.> =035, (1X)

Der auf diese Weise ermittelte kritische Wert der Re-Zahl legt den
Moment des Ubergangs vom laminaren zum wellenfdrmigen FlieBen gut

fest, wie dies aus den Versuchsangaben ersichtlich ist.

Beschreibung des wellenftrmigen FlieRens

Die gewonnenen Ergebnisse geben uns die Mdglichkeit, das peri-
odische wellenfdrmige FlieBen einer Flissigkeitsschicht zu beschrei-
ben. In Abb. 3 ist der Querschnitt einer Stromung dargestellt, der
fiir einen bestimmten Zeitpunkt auf der Grundlage von Ausdruck (V)

errechnet wurde. Zur besseren Darstellung wurden a und A so ge-
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wdhlt, daB die'Zeiohnung gestaucht ausfdllt, in Wirklichkeit ist das
Verh&8ltnis von Wellenlinge zum Querschnitt wesentlich gridhler als in
der Abbildung dargestellt. Die Kurve bezieht sich auf den Fall, wenn
der Koeffizient von sin2nx gleich null ist; da dieses Glied von n3
abhidngt, nimmt sein Wert nach Eintritt des wellenformigen Stromungs-
vorgangs mit Zunahme der DurchfluBmenge @ schnell ab, und die Wellen-
form kommt der dargestellten Kurve nahe. In Abb. 3 ist die durch-
schnittliche Schichtdicke a gekennzeichnet, und auch die Schichtdicke
ist angegeben, flr den Fall gilt, daB gewdhnliches laminare Flielen

vorliegt.
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Abb. 3.

Die durchschnittliche Geschwindigkeit in einem beliebigen Quer-
schnitt der Strdmung wird nach den Ausdriicken (12), (23) und (24)
bestimmt:

v =1, (2— ) . 53).

Wenn man die Werte z und ? einsetzt, dann kann man die Geschwindig-
keit in einem beliebigen Querschnitt errechnen. Die Maximalgeschwin-
digkeit v wird im breitesten Strdmungsabschnitt erreicht. Im engsten
Abschnitt ist die durchschnittliche Geschwindigkeit v nicht nur ge-
ring, sie verliuft auch in umgekehrter Richtung. Die auf die ILinge
der Strémung bezogene durchschnittliche Geschwindigkeit vV kann aus
Ausdruck (35) errechnet werden, unter Verwendung des Integralwertes
von (39). Die fiir die Wellenform in Abb. 3 errechneten GroBen sind

gleich:

_‘ [vlrll':: 1 744‘00; (va = O’Q'UO; Tz; 207_887}0' (54) ‘

Ubzrsetzunasnisile

der Unlversitatsbibliothek Stutigart




- 20 -

In einem bestimmten Wellenquerschnitt ist die Geschwindigkeit v gleich
null. Die Lage dieses Querschnitts wird aus Ausdruck (53) bestimmt;
wir setzen ihn gleich Null. In Abb. 3 sind die Querschnitte, wo die
Geschwindigkeit gleich Null ist, durch die Geraden 00 gekennzeichnet.
In jedem Querschnitt ist die Geschwindigkeitsverteilung aus-
gehend von der Achse nach Ausdruck (17) quadratisch. Deshalb hat die
Geschwindigkeit an der Oberfliche der Stromung ihren groéBten Wert,
und sie ist um 1,5 mal grdfer als die durchschnittliche. In Abb. 3 ist
schematisch durch Pfeile die Geschwindigkeit in den verschiedenen
Punkten angedeutet. Wenn wir das gewonnene Bild der Geschwindigkeits-
verteilung betrachten, kdnnen wir erkennen, daB man Strdmung nicht als
wellenfdrmige charakterisieren kann, sondern eher als Herab -
fallen von Flissigkeitstropfen in
ld&nglicher Form an der Wan d.
Somit zeigt die durchgefilhrte Analyse, daB nach einer bestimmten
Schichtdicke, die beim kritischen Wert der Reynoldszahl Rek (IX) er-

reicht wird, das stabilere FlieBen dem Aufsplittern der Strdmung in

einzelne Tropfen entspricht. Obwohl die gefundene periodische Losung
stabiler ist als die laminare, kann, wie bereits bemerkt wurde, den-
noch der Fall eintreten, daB eine vollsti@ndigere und genauvere Ana=-
lyse erkennen 1HBt, daB auch ein weniger regelmdfRiger Aufbau der Wel-
lencberfléiche méglich ist. Somit ist nicht ausgeschlossen, daB die
Abmessungen und Verteilung der "Tropfen" in Wirklichkeit nicht so
regelmédBig sind, wlie dies in Abb. 3 dargestellt ist, obwohl sich die
durchschnittlichen Werte der Amplitude, der Wellenlénge und Phasen-
geschwindigkeit nicht viel von den angegebenen unterscheiden diirften.
Es ist auch durchaus moglich, daB das Bestreben zur Ansammlung in
"Tropfen'" in der Strdmung nicht nur an der Achse x in Stromungsrich-
tung auftritt, sondern auch senkrecht zu ihr. Dabei hort die Aufgabe
auf zweidimensional zu sein, und ihre Ldsung stdBt auf weitere mathe-
matische Schwierigkeiten. Die experimentelle Untersuchung des wellen-
formigen Zustands kann die weitere Analyse dieses komplizierten Fliel-

typus betréchtlich fdrdern.
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Vergleich mit den Versuchsdaten

Tn Abb. 4 sind die GroBen der Rela’cion‘L/'a.o abgetragen, die
aus den Ausdriicken (VII) und (VIII) in Abhingigkeit von der Re-Zahl
[1] fiir Wasser, Toluol und fliigsige Luft filr ein Flielen, das unter
dem EinfluB der Schwerkraft (j = 981) an einer senkrechten Wand ein-

tritt, errechnet wurden. Die angenommenen physikalischen Konstanten

sind in der folgenden Tabelle angegeben:

' P \ th ‘ g RC, RC‘ gr
Wasser | . . ... ] 09007 " 71 03 | 200
. A .
Toluol . . .. . v v v o 0,86 0,585-10 29 21 170
B it -9
flussige Luft . ... .. .. 0,9 0,174-10 g4 | 24 | 215

In Abb. 4 wurde eine Gerade gezogen, die durch die Gleichung
(IX) bestimmt wird; ihre Schnittpunkte mit der Kurve liefern den Wert
der kritischen Reynoldszahl Re, und des Verhdltnisses Ak/ao. Die er-
mittelten GroBen sind in der Tebelle angegeben; wie man sehen kann,

liegen diese Rek nahe bei dem Wert, der im Versuch [1], 25 * 5, be-

obachtet wurde. In der Abbildung wurde auch eine horizontale Gerade
gezogen, die sich durch Gleichung (46) ergibt; sie schneidet die

Kurven in den Punkten, die 'd@r/ao entsprechen, bis zu denen man die

in den angegebenen Berechnungen gemachten Annahmen fiir erfiillt halten

kann. Regr’ das diesen Werten entspricht, ist ebenfalls in der Tabelle

aufgefithrt.
Die Genauigkeit der Daten fir die Dicke der Stromung, welche

von verschiedenen Verfassern angefithrt wird, gibt uns nicht die Mog-
lichkeit, den Unterschied von 7 % zwischen der Filmdicke, welche fir

den laminaren (I) und den wellenf8rmigen Zustand (VIII) errechnet wurden,

mit Sicherheit zu bestatigen.

Beim wellenfdrmigen 7ustand bewegt sich die auf der OberflHche

befindliche Flissigkeit mit maximaler Geschwindigkeit. Diese Geschwin-

digkeit ist immer kleiner als die Phasengeschwindigkeit, deshalb be-
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Abb. 4. 1 = Toluol, 2 - Wasser,
%3 - fliissige ILuft.

finden sich die Fliissigkeitsteilchen an der Oberfliche folglich in ver-
schiedenen Abschnitten des Wellenprofils, und ihre Geschwindigkeit
Yndert nicht nur ihre GriBe, sondern, wie gezeigt wurde, auch ihre Rich-
tung. Die durchschnittliche Geschwindigkeit der Teilchen an der Ober-
flsiche ist nach Ausdruck (16) gleich 1,5 T und nach den angegebenen
Daten (54) gleich 1,24 Ve Verglichen mit dem laminaren Fliefen ist sie
geringer als die Geschwindigkeit 1,5 w, da die Geschwindigkeit v, bei
gleicher Durchflussmenge nur um 7 % groBer ist als w.

Am Anfang dieses Artikels wurde darauf hingewiesen, daB Fried-
man und Miller [1] die Ausbreitung von Farbe in einer Fliissigkeit mit
einer Geschwindigkeit von 2,4 w beobachtet haben; somit kann der hohe
Wert dieser GroBRen nicht einfach durch die Zunahme der Geschwindigkeit,
mit der sich die Fliissigkeitsteilchen beim wellenf&rmigen Zustand auf
der Oberfliche bewegen, erkldrt werden. Der Vorgang dieser schnellen
Farbausbreitung in der Stromung ist tatsdchlich durch den wellenformigen
_FlieBcharakter bestimmt, sein Ursprung jedoch ist ein anderer, und um
seinen Mechanismus zu kldren, betrachten wir das in Abb. 5 dargestéllte
Modell. '

Angenommen, der schmale parallele Spalt zwischen den Platten 1
und 2 sei mit einer Fliissigkeit gefiillt, und im linken, dunkel ge-
seichneten Abschnitt sei die Fliissigkeit bis zur Grenze, die durch die

Linie cd gekennzeichnet sei, stark gefédrbt (Abb. S5A). Jetzt verleihen

-
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wir der oberen Platte 1 eine waagrechte Schwingbewegung mit dem Schwin-
gungsausschlag b und der Periode T. Dann nimmt die obere Platte nach
der Zeit 1/2 T die in Abb. 5B dargestellte Stellung ein, die Grenze
des gefirbten Abschnittes cd ist jetzt schriég und nach rechts verscho-
ben. Dadurch, daB die Schicht diinn ist, gelingt es der Farbe nach ei-
ner Verschiebungszeit von 1/2 T, quer durch die Schicht zu diffundie-
ren und in die tiefer gelegene Fliissigkeit vorzudringen; die Grenze
des gefdrbten Raumes erstreckt sich bis zur Linie Cld' Nach der Zeit

T kehrt die obere Platte in ihre Ausgangsstellung zuriick (4bb. 5C),
doch infolge der Diffusion quer durch die diinne Schicht bleibt die
Fliissigkeit bis zur Grenze cldl gefdrbt. Bei darauffolgender Schwin~
gung wiederholt sich der Vorgang (Abb. 5D), aber jetzt befindet sich
die Grenze c.d,von wo aus die Farbe sich auszubreiten beginnt, im Ab-

1
stand b vom linken Ende der Platte und breitet sich um 2b aus. Nach

2TD

27 B

Abb‘ 5.

Beendigung der zweiten Schwingung (Abb. 5E) wird erstens die Fiér-
bung der Fliissigkeit im Spalt im Abstand b stérker, und zweitens
breitet sich die Grenze um den Abstand 26 aus. Der Vorgang setzt

sich so fort, und man ersieht daraus, daB, ungeachtet dessen, daB
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die Fliissigkeit im Durchschnitt keine Léngsstromung besitzt, sich
dennoch die Farbe mit der durchschnittlichen Geschwindigkeit b/T aus-
breitet. Und schlieBlich ist bei einem solchen Vorgang die Intensi-
t&t der Firbung ldngs des Ausbreitungsweges inhomogen und nimmt die

ganze Zeit lber bis zum Ende ab.

Man kann annehmen, daB die analoge Erscheinung auch bei Aus-
breitung von Farbe lings einer diinnen Schicht einer flieBenden
Flussigkeit beim wellenfdrmigen Zustand auftritt. Hier wird die ge-
férbte Grenze mit der Geschwindigkeit iibertragen, die gleich der
maximalen in der Strdmung vorhandenen ist. Nach (53) betrigt sie
Vm = 1,5 v F 2,1 v oder anndhernd 2,3 w von der durchschnitt-
lichen bei laminarem Zustand, wenn er mit derselben Durchflulimenge
ablaufen kann.

Wenn wir die Geschwindigkeit an der Flissigkeitsoberfléche,
die bei laminarem Zustand am groften ist, mit W = 1,5 w bezeichnen,

dann erhalten wir aus dem Ausdruck fiir den Durchfluf (15)
W=1,6Q/m. ' (55)

Wenn wir den Wert m aus (I) einsetzen, dann erhalten wir unter An-

nahme von j = 981 bei’laminarem Zustand
(Wv)*==1100 (Qv)2. (56)

Auf analoge Weise erhalten wir fiir den wellenfBrmigen Zustand

Vou=2,1Qu5™. (57)

Wir setzen den Wert ao aus (VIII) ein und erhalten

(Vi)' =3800 (Qu)~ )

Wenn die in den Ausdriicken (56) und (58) in Klammern stehenden Gris-
sen als Koordinaten angesehen werden, dann erhalten wir zwei Kurven.
Im laminaren Bereich folgt die Ausbreitung der Farbe der Kurve (56),
und nach dem Wert Qk (52),bei dem sich der wellenfdrmige Zustand

einstellt, nach Kurve (58). Die auf diese Weise ermittelte Kurve ist

Ubsrsstzungsstelle
der Univarsi%éiﬁéﬂéﬁﬁoth@k Tttnart




- 27 -

v, v 7

"

a0 ‘ I-v '
25 : . T

//
z'” ['-1\ °

15 //5_,:,_; b

LY

»

 10 Vk?” 5

; ','0_.5‘_.. i

N A T RV Y Ry ey T
' : -1’

Abb. 6.

in Abb. 6 abgebildet. Friedman und Miller haben das beschriebene
Diagramm zur Darstellung der Ergebnisse ihrer Experimente mit Wasser
gewshlt. Die von ihnen filir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Far-
be erzielten Punkte sind in Abb. 6 eingetragen.

' Wenn wir in Betracht ziehen, wie schwierig es ist, den ver-
waschenen Farbrand visuell zu beobachten, der anscheinend auch die
starke Streuung der Punkte in Abb. 6 hervorruft, dann kann man die
Ubereinstimmung der Versuchsdaten mit der errechneten Kurve fiir be-
friedigend halten. Die Richtigkeit des vorgestellten Mechanismus
iiber den Vorgang der Farbausbreitung wird auch dadurch bekréftigt,
daB die Autoren der genannten Versuche betonen, dab der Rand der

Farbausbreitung stark verwaschen war.
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