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Einleitung

Die Methode der Finiten Elemente zur numerischen Losung von Differentialgleichun-
gen entstand Ende der fiinfziger Jahre zunéchst in der Flugzeugindustrie. Sie wird
seitdem in Mathematik und Ingenieurwissenschaften sténdig weiterentwickelt und
wird heute in vielfaltiger Weise fiir numerische Berechnungen verwendet, beispiels-
weise in der Elastizitatstheorie.

Das Verfahren beruht auf einer Unterteilung des gegebenen Gebiets in kleinere Ele-
mente und der Verwendung von jeweils polynomialen Ansatzfunktionen auf den
einzelnen Elementen. Herkommliche Methoden erfordern dabei meist eine auf-
wendige Gittergenerierung und eine hohe Zahl an Freiheitsgraden bei Verwendung
von Ansatzfunktionen hoherer Ordnung. Diese Probleme entfallen bei einem An-
satz mit web-Splines (weighted extended b-Splines) auf uniformen Gittern, die von
K. Hollig, U. Reif und J. Wipper am Mathematischen Institut A entwickelt wurden
([HRWO01b]). Die Erzeugung eines Gitters entfillt durch eine gleichméflige Untertei-
lung des Gebiets in Quadrate, auflerdem wird pro Ansatzfunktion nur ein Freiheits-
grad bendtigt, wodurch die Grofle des entstehenden Gleichungssystems verringert
wird. Die Gewichtung ermoglicht zusétzlich eine exakte Einhaltung von vorgegebe-
nen Randbedingungen einer Differentialgleichung.

Im Rahmen des WEB-Projekts am 2. Lehrstuhl des Mathematischen Instituts A
werden derzeit verschiedene Aspekte der web-Methode und deren Anwendung in der
Elastizitatstheorie untersucht. Ziel dieser Diplomarbeit ist die Untersuchung von
web-Splines als Ansatzfunktionen zur Losung eines Differentialgleichungsproblems
4. Ordnung, der Plattengleichung

Ay = f, in Q

:% = 0, auf 092,

die die Auslenkung einer am Rand 0f) fest eingespannten Platte beschreibt.

u

In Kapitel 1 wird zunéchst die Differentialgleichung am Beispiel einer Rechteck-
platte hergeleitet und die zugehorige Variationsformulierung angegeben. Das zweite
Kapitel enthélt eine Zusammenstellung der Grundlagen der Finite Elemente Appro-
ximation der Losung der Differentialgleichung in geeigneten endlichdimensionalen
Ansatzraumen. Nach der Definition von b-Splines und web-Splines, wird in Kapi-
tel 3 ein solcher, fiir die Finite Elemente Approximation der Plattengleichung mit

>



6 EINLEITUNG

web-Splines geeigneter, Ansatzraum angegeben. In Kapitel 4 wird die Stabilitdt der
Approximationslosung bzgl. der web-Basis bewiesen, sowie die Optimalitéit der Feh-
lerordnung, die von der Finite Elemente Approximation geliefert wird. Im Rahmen
des WEB-Projekts wurde auch ein Programmpaket zur Losung verschiedener Pro-
bleme der Elastizitdtstheorie in MATLAB implementiert. Das 5. Kapitel enthélt eine
kurze Beschreibung der Implementierung der verwendeten Programme. In Kapitel
6 finden sich schliellich numerische Beispiele fiir die Losung der Plattengleichung,
sowie den Fehlers dieser Losung. Auflerdem werden dort fiir Beispielgebiete die
Konditionen der Galerkinmatrizen des nichterweiterten und des erweiterten Systems
miteinander verglichen.



Kapitel 1

Herleitung der Plattengleichung

Als Platte wird ein ebenes Flachentragwerk bezeichnet, das senkrecht zur Mittele-
bene belastet wird. Die Plattendicke h ist dabei im Vergleich zur Lange [,, und
Breite [,, klein. Je nach Dickenverhéltnis unterscheidet man sehr diinne, diinne und
méfig dicke Platten. Eine Platte wird als diinne Platte bezeichnet, wenn die Quoti-
enten h/l,, bzw. h/l,, zwischen 1/10 und 1/50 liegen. Fiir diese Platten findet die
Kirchhoff’sche Plattentheorie Anwendung, die auf die Differentialgleichung A%v = f
fihrt. ([Ram00]).

Am Beispiel einer Rechteckplatte in einem kartesischen Koordinatensystem wird die-
se Differentialgleichung nun hergeleitet. Dabei soll die unverformte Mittelebene in
der x1-xo-Ebene liegen. v sei deren Auslenkung und f der Druck mit dem die Platte
belastet wird, normiert mit einer Konstanten K, die von physikalischen Kenngrofien
der Platte abhéngig ist.

Mit der zusétzlichen Bedingung, dass die Platte an allen Réndern fest eingespannt
sein soll, ergibt sich dann:

Plattengleichung : A%v = f in

Randbedingungen : v = S—Z =0 auf 00

Dabei ist A der Laplace-Operator:
0? 0?
= a—x% + a—x%
und Q U 0N} die unverformte Mittelflache der Platte.

1.1 Kinematische Gleichungen

Die Verformung der Platte unter der Belastung F'(x1, x5, x3) werde durch die Funk-
tion u beschrieben:

uw:R? — R3

(z1,79,73) — (ul(xbxz;$3)7U2($1;$27I3)7U3(5€1,$27I3))

7



8 KAPITEL 1. HERLEITUNG DER PLATTENGLEICHUNG
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Abbildung 1.1: Platte

Bei der Kirchhoft’schen Plattentheorie geht man von folgenden Annahmen aus:

e Die Platte wird senkrecht zur Mittelebene belastet, die Kraft greift an der
Plattenoberfliiche an.
= F(z1, 22, %) = (0,0, p(x1,72))

e Die Plattendicke &ndert sich bei der Verformung nicht, d.h. Verschiebungen
in z3-Richtung sind unabhéngig von der x3-Koordinate.
= ug(w1, T, v3) = uz(71, T2)

e Die Punkte auf der Mittelebene werden nur in x3-Richtung verschoben und
die Normale zur Mittelfliche ist nach der Verformung wieder Normale zur
verformten Mittelfléche.

= Ul(IhSL’z,Q?:&) = —963%
8%1
8U3

U2($1,932,$3) = —3538—3:2
U3($1,$2,l‘3) = U3(331,$2)

Der Verzerrungstensor, der im allgemeinen Fall die Form

€11 €12 €13 1(8u- Gu-)
i J

€= | €21 €22 € mit g;; = = +
21 €22 €23 =3\, " oxs
€31 €32 £33
hat, erhélt damit fiir die Platte folgende Eintrége :

. 8%us . &%us
3 830% 3 Ox10x2 0
2 2
Verzerrungen ¢ = 07ug Oug ) (1.1)
0

I3 Ox10x2 3 823

0 0



1.2. GLEICHGEWICHTSBEDINGUNGEN 9

1.2 Gleichgewichtsbedingungen

Fiir die Platte sollen nun das Kréifte- und Momentengleichgewicht aufgestellt wer-
den, um zu einer statischen Beschreibung zu gelangen. Dazu werden die auftre-
tenden Spannungen in jeder der drei Koordinatenrichtungen betrachtet, sowie die
Schubspannungen. Durch Integration iiber die Dicke der Platte gelangt man von
den Spannungen zu den Schnittgroflen. Wahlt man als Integranden die Spannung,
so erhélt man eine resultierende Kraft, Integration iiber das Produkt o;;z3 ergibt
ein Moment.

e Spannungen in x;- und x;-Richtung: o1, 022

Da man davon ausgeht, dass die Mittelebene der Platte nur in z3-Richtung
verformt wird, treten dort keine Spannungen in x;- und zs-Richtung auf. Be-
trachtet man den Spannungsverlauf o1; auf einer Normalen zur Mittelebene so
ist dieser punktsymmetrisch, denn nach den Annahmen der Kirchhoff’schen
Plattentheorie werden Normalen wieder auf Normalen abgebildet. Entspre-
chendes gilt fiir 095. In x1-und xo-Richtung treten deshalb keine resultieren-
den Krifte auf (fi = [o11 dzg = 0 = fo = [ 09 dx3), es entstehen jedoch
Drehmomente:

h
2
mi = / 011 X3 d[L‘g (12)

[METRY

Moo = / 099 I3 dZL’g (13)

NI

e Spannung in x3-Richtung: o33
Da die Belastung p(z,z3) nur an der Oberflache z3 = % angreift, muss die
Spannung o33 im Innern der Platte eigentlich Werte zwischen —p(z1, ) und 0
annehmen. Da |o33| jedoch im allgemeinen sehr viel kleiner als |o1| und |ogs|
ist, kann o33 vernachléssigt werden. Damit ergibt sich weder eine resultierende
Kraft, noch ein Drehmoment aus os3.

e Schubspannungen: o3, 013,023
Aus den Annahmen der Kirchhoff’schen Theorie ergibt sich, dass auch oy
punktsymmetrisch ist, d.h. es ergibt sich wie bei o1, und 09, ein resultierendes
Moment, wiahrend die Funktionen o3 und 093 achsensymmetrisch sind, sich
also eine resultierende Kraft, jedoch kein Moment ergibt ( f 013 T3 drs =

fO'Qg T3 dl’3:0 )

h
2

mip = /h 012 I3 df]?g (14)
.
2

g = / 013 dl’g (15)
h
2

qa = / 093 dIg (16)
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Durch Kréfte-und Momentenbetrachtungen an einem infinitesimalen Element, ge-
langt man zur statischen Beschreibung der Platte.

e Kriftegleichgewicht :

Die Verédnderung der Groflen ¢; und ¢ vom einen zum anderen Schnittufer kann
naherungsweise durch die beiden ersten Glieder der Taylorreihe beschrieben werden:

0
q1 (1 + dxy) = q1(x1) + _a(h (1) dxy
€1

q2

=

O
q + a1 dxy

go + gﬂ d$2

T2

Kriftegleichgewicht:

0
p dridrs + (1 + o dxy) dry — ¢ dxg +

81‘1
19)
+ (g2 + o dxs) dxy — qa dxy =0
81’2
p dxidrs + % dxridzre + % dxidre =0
8$1 0x2
Iq g2
= —— +5-=0 1.7
b + 81’1 * 81’2 ( )

Dabei werden die Kréfte jeweils mit dem infinitesimalen Element, auf dem sie wirken,
multipliziert. p wirkt auf der Flache dx,dx,, ¢, auf der Kante dxs, ¢o auf der Kante
dl’l.

e Momentengleichgewicht :

Durch Betrachtung des Momentengleichgewichts in z;-Richtung,

0 0
—mq1 d.I'Q —+ (mn —+ 877;11 d&?l) d%g -+ (m12 + 877;12 dZCQ) dl’l — M2 dl’l —
1 2
—q1 dry drg =0
omq; Omas

dCL’l dl’g + a d[EQ d[L’l — {1 dl’g d.l’l =0

(’hl I
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erhalt man

oma; Omas

8$1 (91’2

- =0 (1.8)

und entsprechend fiir das Momentengleichgewicht in xo-Richtung

amgg 8m12

— ¢ =0. 1.9
O Oz q2 ( )
Aus (1.7) - (1.9) ergibt sich
9*mi; Pmiy | OPmyy
2 =— 1.10

Mit den Gleichungen (1.7), (1.8) und (1.9) stehen nur drei Gleichungen fiir die fiinf
Unbekannten myq, mas, mis, q1, g2 zur Verfiigung, d.h. das System ist noch statisch
unbestimmt.

1.3 Werkstoffgesetze

Um das System losen zu kénnen, muss erst noch ein Zusammenhang zwischen der
geometrischen Beschreibung, die durch die kinematischen Gleichungen gegeben ist,
und den statischen Gleichungen hergestellt werden. Dies geschieht durch die Werk-
stoffgesetze.

Aufgrund der obigen Annahme o33 = 0 kann der Zusammenhang zwischen den Ver-
zerrungen £11, €s9, €12 und den Spannungen o1y, 09y, 012 durch das Hooke’sche
Gesetz des ebenen Spannungszustandes beschrieben werden:

099 = 1 5 v 1 0 €929 (111)
012 o0 La-vw) 2 €1

Dabei sind v die Poisson-Zahl (Querkontraktionszahl) und E der Elastizitdtsmodul.
Durch Einsetzen der Verzerrungen (1.1) erhélt man fiir die Platte

_ o O%ug
011 E 1 v 0 3 ox?
g = — v 1 0 —X Oug
22 1_ .2 3 8x2§
- 1
012 0 0 =(1—-v _ 0% us3
L 2( ) 2 13 5e1003
B 9?2 9?2
r —XT3 (6‘;%3 +v 632%3)
_ du ?u
= m —X3 (V ng —+ 8$§3) (].].2)
_ _ _9uz
|~ (L—v) 5765
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Damit bestétigen sich die Symmetrieeigenschaften der Spannungen o4, 099, 012 und
die GroBlen my1, maee und myy kénnen nach (1.2) - (1.4) berechnet werden.

h
2 Eh3 82u3 82U3

mi; = /_% 011 T3 dl‘g = 12<1 — 1/2) <— 833% -V agj‘g > (113)
h
2 Eh3 82163 82U3

Moy = /_%022 5 oy = 15 (—u 57 ax3> (1.14)
% Ehg 62U3

mio = /_% 012 X3 dl’g == 712(1 — ]/2) <—(1 -V 8x18x2> (].].5)

Bemerkung 1.1

1. Eigentlich ist die gleichzeitige Annahme von €33 = 0 und o33 = 0 ein Widerspruch,
da z.B. eine Dehnung in z;-Richtung auch eine Dehnung in der dazu senkrechten
Richtung, also auch in z3-Richtung, bewirkt, jedoch fiihren diese beiden Annahmen
bei der weiteren Rechnung zu keinen Schwierigkeiten. In Wirklichkeit verschwinden
die Groflen nicht, sondern sind nur vernachléssigbar klein.

2. Nach dem Elastizitatsgesetz

vE
21— T AT —2)

Oij = 5i,j Ekk

bestehen die Zusammenhénge oy3 = FEV go3 und o3 = 1% £13. Dies ist mit den
Annahmen €13 = €93 = 0 und 013 # 0, 093 # 0 nur dann zu vereinbaren, wenn der
Schubmodul G = 2(1—]iy) sehr grof3 ist, wenn also eine schubstarre Platte vorliegt.
Deshalb wird eine Kirchhoff’sche Platte auch als schubstarre Platte bezeichnet. Die
beiden Spannungen o3 und 053 miissen nur deshalb ungleich Null sein, weil o33 = 0
gesetzt wird. Eigentlich ist diese Komponente nur klein und nicht Null, und die
auflere Kraft wiirde durch diese Spannung ausgeglichen.

1.4 Plattengleichung und Randbedingungen

Werden nun (1.13) - (1.15) in (1.10) eingesetzt, ergibt sich mit K = #}_ﬁ;ﬂ)

84’&3 8411,3 84U3 84'&3 8411,3
_K ( 2(1 — ) _
ot v Ox20x3 +21-v) Ox20x3 v 0x30x3  Ox} b
K ( 84UJ3 8411,3 64U3 > = —p
oz 0r20x3  Oxf '
Plattengleichung: A?us = % (1.16)

Fiir eine an allen Réndern eingespannte Platte ergibt sich als Randbedingung zu-
néchst

uslog =0 . (1.17)
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Die zusétzliche Forderung, dass der Rand fest eingespannt sein soll, wird durch die
Bedingung

ou
8—7; 00 =0 (1.18)

erfiillt, denn aus %bg =0 = mizlsq = 0, es treten also keine Drillmomente am
Rand auf ([AANO9S], S. 189).
Insgesamt erhélt man damit aus (1.16) - (1.18) mit v = us

Plattengleichung : A%v = f in 2
1.19
Randbedingungen : v = Z—U =0 auf 02 ( )
n
mit
o p(1, 22)
f(@1,22) = T K (1.20)

1.5 Variationsformulierung

Die zur Differentialgleichung gehérende Variationsformulierung erhélt man aus der
Forderung, die Energie

1
H::/B[égza—fv] dB—l—/aBgv aB (1.21)

zu minimieren ([Bra92], S. 255).

Aufgrund der Randbedingungen in (1.19) ist das zweite Integral Null. Mit den fiir die
schubstarre Platte getroffenen Annahmen, nach denen die Matrix der Verzerrungen
(1.1) nur vier von Null verschiedene Eintrége hat und symmetrisch ist, vereinfacht

sich das erste Integral zu
1 .
Im= —&'g— fv| dB, (1.22)
B \ 2

mit & = [e11, €29, 2610)7und & = [0y, 02, 012)7,

wobei die Eintrége der beiden Vektoren in (1.1) bzw. (1.12) berechnet wurden.

Mit B =Q x [—2,2] und

H:Hi—f—Ha, mltHZ:/

B

1
—&T¢ dB und 11, = —/ fv dB
2 B
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erhédlt man durch Integration nach z3 :

v

1 v 0 9z?

1 [0% &° 02 920
Hi:/_K{Z’ . ”] v 10 2y a0
Q2 |0z Ox;’  Ox10x, 0 0 1 52,

2 8$1(9:E2

K 9*v\” 0%v 0*v A v\’
= — — 2 2(1 — ds2
2 /Q <8x%) N V@x% 0z} * (6$§) +21-v) (axla@)
I, = —/ vp dS)
Q

II; lasst sich noch vereinfachen zu
I; = —/ K(Av)?dS (1.23)
Q
Dazu wird die Greensche Formel
fiir v,w € C1(Q) : /v Ow dr = —/ Oiv w dx—f—/ vw v; ds, (1.24)
Q Q o9

wobei 0;v die Ableitung der Funktion v nach der i-ten Komponenten und v; die i-te
Komponente der duleren Normalen bezeichnet ([Bra92], S.36), auf jeden der Terme
0;jv0kv zweimal angewandt. Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen (1.19)
verschwindet dabei jeweils das Kurvenintegral.

Damit ergibt sich als Variationsformulierung fiir die an allen Rédndern fest einge-
spannte Platte

I = II +1I,
= 1/K(AU)QCZQ—/Up dQ) — min (1.25)
2 Ja Q
bzw. mit (1.20)
1
—/(AU)QdQ—/Uf d) — min. (1.26)
2 Ja Q

Die notwendige Bedingung fiir das Minimum des Funktionals
Il =0 (1.27)

liefert wieder die Differentialgleichung (1.19). (JAAN9S], S.176)

1.6 Beispiel

Als Beispiel fiir die Losung der Plattengleichung wird die Platte mit der in Abbildung
1.2 gezeigten Mittelebene betrachtet.
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Abbildung 1.2: Beispielplatte

Unter dem Einfluss der iiber das ganze Gebiet konstanten Gewichtskraft wird sie
verformt.

Fiir praktische Rechnungen kann die Platte z.B. aus Beton sein, die Werte fiir den
Elastizitdtsmodul E und die Poissonzahl v liegen dann im Bereich

N N
E : 22-109—2—39-109—2 und v : 0.15 — 0.22.
m m

Fiir das Beispiel wird £ = 22 - 109% und v = 0 gewahlt.

Abbildung 1.3: Auslenkung der Mittelebene

Zur Visualisierung der bei der Verformung auftretenden Spannungen, kann z.B. die
von Mises - Spannung

Om = \/&% + 0% — 5109 (1.28)
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geplottet werden.
Dabei sind 7, und &, die Eigenwerte der Spannungsmatrix

. 011 O12
O12 022

|
-

o~

Abbildung 1.4: von Mises-Spannung



Kapitel 2

Finite Elemente

Man sucht jetzt eine Losung des Randwertproblems (1.19). Da diese im Allgemei-
nen nicht einfach analytisch angegeben werden kann, stellt sich die Frage nach einer
geeigneten numerischen Approximation. Dafiir bietet sich ein Ansatz mit Finiten
Elementen an. Uber einer Diskretisierung des Gebiets  wird dabei, ausgehend von
der Variationsformulierung, eine Approximation der Loésung mit meist stiickweise
polynomialen Funktionen gesucht.

In diesem Kapitel sollen die theoretischen Grundlagen fiir die Finite Elemente Me-
thode kurz zusammengestellt werden.

2.1 Sobolev-Riume

Sei Ly(£2) der Raum der Funktionen, deren Quadrat iiber {2 Lebesgue-integrierbar
ist. Dann definiert man fiir zwei Funktionen u,v € Lo(£2) durch

(u,v)g := / u(z)v(x)dx
0
ein Skalarprodukt mit der zugehorigen Norm
[ullo = v/ (u, u)o
Ly(€2) wird damit zu einem Hilbertraum.
[Bra92], S. 28

Definition 2.1 (Schwache Ableitung)
u € Lo(Q) besitzt die schwache Ableitung v = 0%u, falls v € Ly(2) und

(¢,v)0 = (=11 (0%p,u)y  fiir alle ¢ € CZ(Q)
gilt.
[Bra92], S. 28

17



18 KAPITEL 2. FINITE ELEMENTE

Dabei bezeichnet C3°(€2) den Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen,
die nur in einer kompakten Teilmenge von 2 von 0 verschiedene Werte annehmen.

Definition 2.2 (Sobolev-R&ume)
Fiir ganzzahliges m > 0 bezeichne H™(S2) die Menge aller Funktionen u in Lo(f),
die schwache Ableitungen 0%*u fiir alle |o| < m besitzen. In H™(2) wird durch

(Uy V) = Z (0%u, 0%v)o

laf<m

ein Skalarprodukt mit der zugehérigen Norm

lillo o= VD = | S / (0ou)?

laj<m

erklart. Daneben betrachtet man die Seminorm

o= | 32 [ @y

|a|=m

Die Vervollstandigung von C§°(Q2) bzgl. der Sobolev-Norm || - ||, wird mit HJ*(Q2)
bezeichnet.

[Bra92], S. 28f

Klassische Lésung einer Randwertaufgabe nennt man eine Funktion, die die vorge-
gebene Differentialgleichung, sowie die zugehorigen Randbedingungen erfiillt. Fiir
eine Losung der Plattengleichung bedeutet dies, dass sie auf €2 viermal und auf dem
Rand 0€) noch einmal stetig differenzierbar sein muss.

Definition 2.3 (klassische Losung der Plattengleichung)
Eine Funktion v € C*(2) N C*(Q) ist eine klassische Lésung der Plattengleichung
(1.19), wenn sie die Differentialgleichung

A*v=f inQ
und die Randbedingungen
v = @ =0 aufdf)
on

erfiillt.

Diese klassische Losung, die fiir glatten Rand des Gebiets (2 und glattes f existiert,
kann jedoch nur in Spezialfillen (z.B. Kreisplatte mit rotationssymmetrischer Belas-
tung, [Ram00]) einfach gewonnen werden. Ansonsten, insbesondere wenn es keine
klassische Losung gibt, sucht man eine geeignete Naherungslosung. Ausgangspunkt
fir die Approximation mit Finiten Elementen ist die Variationsformulierung (1.26).
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Jede klassische Losung minimiert das Variationsproblem. Umgekehrt ist auch jede
Losung des Variationsproblems, die in dem Raum C*(Q) N C1() liegt, eine klassi-
sche Losung. Das Minimum des Variationsproblems wird aber nicht unbedingt fiir
eine Funktion aus diesem Raum angenommen.

Man withlt deshalb einen Raum, der C*(2) N C1(€) enthiilt und in dem das Mini-
mum, wenn es existiert, auch angenommen wird. Der dafiir geeignete Hilbertraum
ist H2(€2). In diesem Raum sucht man eine Losung der Variationsaufgabe. Wie im
néichsten Abschnitt gezeigt wird, existiert diese sogenannte schwache Ldsung und
ist sogar eindeutig.

Definition 2.4 (schwache Losung der Plattengleichung)
Eine Funktion © € HZ(Q) ist eine schwache Lésung der Plattengleichung (1.19),
wenn sie die quadratische Form

1
—/AvAv—/fv, v e HE Q)
2 Ja Q

minimiert.
Fiir spatere Abschétzungen bendtigen wir noch die Friedrichsche Ungleichung.

Satz 2.1 (Friedrichsche Ungleichung)
Fiir ein beschrédnktes Gebiet € ist

1/2
lully < ( [ rad un?)
Q

I
=
S
m
=
=

[H501]

Dabei ist A < B eine Abkiirzung fiir A < const - B, die noch oft verwendet wird.

2.2 Biharmonische Gleichung

Der folgende Satz liefert fiir die Plattengleichung (1.19) die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung des Variationsproblems.

Satz 2.2 (Biharmonische Gleichung)
Ist v — [, fu ein stetiges lineares Funktional auf H§(Q), so besitzt die biharmoni-
sche Gleichung

A*v = finQ, vzg—U:OaufaQ (2.1)

n

eine eindeutige schwache Losung, die die quadratische Form

1 2
i/gAUAU—/QfU, ve Hi(Q) (2.2)
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minimiert und das System

/AuAv = / fu, Vv € H3 () (2.3)
Q Q

Iost.
[Ho01]

Um Satz 2.2 zu beweisen, wird zunéchst definiert, was man unter einer symmetri-
schen, stetigen, elliptischen Bilinearform versteht und dann eine zur Variationsfor-
mulierung Passende gewahlt.

Definition 2.5
Sei H ein Hilbertraum. FEine Bilinearform a : H x H — R heifit stetig, wenn mit
einem C' > (

la(u, v)] < Cllufllvll Vu,ve H (2.4)

gilt. Eine symmetrische, stetige Bilinearform a heifit H-elliptisch, wenn mit einem
a>0

a(v,v) > allv||? Yve H (2.5)
1St.
[Bra92], S. 38
Dabei bezeichne || - || die Norm des Hilbertraums.

Satz 2.3 (Biharmonische Bilinearform)
Die symmetrische Bilinearform

a(u,v) = / AuAv
0
ist stetig und elliptisch auf HZ(S2).
[Ho01]
Beweis:

e Stetigkeit:
durch partielle Integration erhélt man

2 2

a(u,v) = / Z 0;0;u 0;0;v = / Z 0;,0;u 0;0;v (2.6)
Q=1 Q=1

und daraus mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

o< ([ ()

1,7=1 7,7=1
= ulz Jol2 < [ull2]|v]2
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e Elliptizitat:
aus der Friedrichschen Ungleichung (Satz 2.1) erhélt man

2
U2 j /@uz
/Q| HED AT
2
aiuQ j /818u2
| 1o > [l

und daraus
2
Julft = 3 [ 10y = afu.w
ij=17%

wobei das Gleichheitszeichen wegen (2.6) gilt.

O

Zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Variationsproblems
bendtigt man als Hilfsmittel noch den Darstellungssatz von Riesz und den Projek-
tionssatz.

Satz 2.4 (Darstellungssatz von Riesz)
Es sei f(x) ein lineares Funktional im Hilbertraum H. Dann gibt es genau ein
Element y aus H, so dass

fl@) = (zy), = llyll

gilt.

[Tri72], .90
Dabei ist (-,-) das Skalarprodukt auf dem Hilbertraum H und || - || die zugehorige
Norm.

Satz 2.5 (Projektionssatz)
Sei H ein Hilbertraum, K C H sei abgeschlossen und konvex, und es sei xo € H.
Dann existiert genau ein x € K mit

— zo]| = inf [ly — @oll.
lz = ol| = Inf ly — o

[Wer95], S.176

Damit kann man jetzt den folgenden Satz beweisen.
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Satz 2.6

Sei V' ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||, a(-,-) : V x V — R eine stetige
Bilinearform, f : V. — R ein stetiges lineares Funktional und U eine nichtleere
Teilmenge von V. Gegeben sei ein Minimierungsproblem: finde u mit

uelU und J(u) = inf J(v), (2.7)

velU

wobei das Funktional J : V — R definiert ist durch
1
J:veV = Jw) = 5@(1},1}) — f(v).

Auflerdem gelte
e V ist vollstdndig
e U ist eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von V'
e die Bilinearform a ist symmetrisch und V -elliptisch,

dann hat das Minimierungsproblem (2.7) genau eine Ldsung.
[Cia78], S.2f

Beweis:

Da die Bilinearform a V-elliptisch ist, ist sie auch positiv definit, also ein Skalarpro-
dukt. Dieses induziert eine zu || - || Aquivalente Norm ||u||, = v/a(u,w). V ist mit
dieser Norm ein Hilbertraum.

Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert ein Element o f € V', so dass

YoeV, f(v)=ua(of,v) ist.

Aufgrund der Symmetrie der Bilinearform a, kann damit das Funktional J umge-
schrieben werden zu

J(v) = %a(v,v) —a(of,v) = %a(v —of,v—of)— %a(af, af).
Das Minimum von J(v) wird also fiir das v € U angenommen, das den Abstand
zwischen o f und der Menge U, beziiglich der a-Norm, minimiert. Die Losung ist
damit die Projektion von of auf die Menge U bzgl. des a-Skalarprodukts. Nach
dem Projektionssatz existiert diese und ist eindeutig, da U nach Voraussetzung eine
abgeschlossene, konvexe Teilmenge von V' ist.

Bemerkung 2.1

Wenn die beiden Rdume U und V' identisch sind, erhélt man das Minimum von
J(w) = za(v—of,v—of) — %a(af,af) fir uw = of, da of jaim Raum V = U
liegt. Damit erhélt man direkt die Darstellung der Losung in der Form a(u,v) =

a(o f,v) = f(v).
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Nach diesen Vorbereitungen kann nun der Satz iiber die Biharmonische Gleichung
bewiesen werden.

Beweis von Satz 2.2: Esist V = U = HZ(Q2). Nach Voraussetzung ist v — fQ fu
ein stetiges lineares Funktional und die in Satz 2.3 definierte Bilinearform a(u,v) ist
stetig und elliptisch. Damit hat nach Satz 2.6 das Problem die quadratische Form

(2.2)
%/QAUA’U—/Q]CU:%CL(U?U)_/QJCU

zu minimieren, genau eine Losung u € HZ ().
Wegen U = V erhélt man mit Bemerkung 2.1 direkt die Darstellung der Losung in

der Form (2.3)
a(u,v):/AuAv:/fv.
0 o

Da (2.2) die zum Randwertproblem (2.1) gehérende Variationsformulierung ist, ist
diese Losung u eine schwache Losung von

A% =f inQ, Uzg—vz() auf 0.
n

O

Auch wenn U ein echter Unterraum von V ist, kann man die Losung des Minimie-
rungsproblems als Losung eines Gleichungssystems darstellen.

Satz 2.7
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.6. Wenn U ein abgeschlossener Unterraum
von V' ist, dann ist u genau dann eine Lisung des Minimierungsproblems (2.7), wenn

uelU und Yo eU a(u,v)= f(v).

[Cia78], S.3

2.3 Finite Elemente Approximation

Fiir die numerische Berechnung wahlt man nun einen geeigneten endlichdimensio-
nalen, abgeschlossenen Unterraum S;, von HZ(Q2). Nach Satz 2.6 hat das Variati-
onsproblem in diesem Raum genau eine Losung wy. Fiir sie gilt nach Satz 2.7, dass
das Minimum von

1/AUAU—/fU , v E Sy (2.8)
2 Jo Q

genau dann bei u;, angenommen wird, wenn

a(up,v) = / AupAv = / fv NVoves, (2.9)
Q Q
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ist.
Sei N die Dimension von S;. Dann kann man eine Basis (¢, s, ...,%N) von Sy,
wéhlen und (2.9) ist dquivalent zu

Q Q
Der Ansatz
N
k=1

fithrt auf das Gleichungssystem

WE

1

b
Il

Q Q
-~ AG, = F
[Bra92], S.52

Zur Bestimmung der Approximationslésung uy, miissen damit nur noch die Koeffizi-
enten A = {ag}r—1. .~ des Gleichungssystems bestimmt werden. Dieses Verfahren
wird Galerkin-Verfahren genannt und die Matrix G, mit den Eintragen

gz’,j:/ﬂAiﬁiA%’ (2.13)

als Galerkinmatriz bezeichnet.

Zur Konstruktion eines geeigneten Raums S;, wird zunéchst das Gebiet €2 in kleinere
Teilgebiete unterteilt. Auf dieser Zerlegung werden Ansatzfunktionen gewéhlt, die
eine Basis fiir S}, bilden. Sie werden als Finite Elemente bezeichnet. Der Parameter
h steht dabei fiir die Feinheit dieser Zerlegung. Die Rdume werden so gewéhlt, dass
die Losung u, € S, fiir h — 0 gegen die schwache Losung konvergiert.

Dabei sollten die Basisfunktionen einen kleinen Tréager im Gebiet {2 haben. Dann
iiberschneidet sich der Tréger einer Funktion nur mit dem weniger anderer und die
Matrix G}, enthalt viele Nullen.

Fiir zweidimensionale Gebiete wihlt man meist eine Zerlegung in Dreiecke oder Vier-
ecke. Die einfachsten Ansatzfunktionen sind dann die sogenannten Hutfunktionen,
stiickweise lineare Funktionen, die durch die Werte an den Ecken der Dreiecke bzw.
Vierecke eindeutig bestimmt werden. Es gibt jedoch viele verschiedene Varianten.

Bemerkung 2.2

Ist der Raum S;, wie oben eine Teilmenge des Hilbertraums, in dem das Variati-
onsproblem gestellt ist, bezeichnet man die Finiten Elemente als konforme Finite
Elemente. Man kann S, auch als Teilraum eines anderen Hilbertraums wihlen. Die
verwendeten Ansatzfunktionen nennt man dann nichtkonforme Finite Elemente.
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Zur Losung der Plattengleichung werden aufgrund der Variationsformulierung An-
satzfunktionen benétigt, die mindestens einmal stetig differenzierbar sind. Auch fiir
diese C'-Elemente gibt es verschiedene Ansiitze. Auf Dreieck- oder Viereckgittern
sind jedoch i.a. viele Freiheitsgrade erforderlich, dies fithrt zu sehr groflen Galer-
kinmatrizen. Aus diesem Grund werden oft nichtkonforme Ansétze verwendet, die
meist mit weniger Freiheitsgraden auskommen.

Im n#chsten Kapitel werden web-Splines als Ansatzfunktionen vorgestellt. Sie sind
konforme Finite Elemente, die auf reguléren Gittern definiert werden und benétigen
nur einen Freiheitsgrad pro Ansatzfunktion. Dadurch kénnen zur Approximation
sogar Funktionen von héherem Grad verwendet werden, ohne allzu grofile Galerkin-
matrizen zu erhalten.

Grundlage fiir die Fehlerabschétzung bei der Finite Elemente Approximation ist das
folgende Lemma. Es wird in Kapitel 4 fiir die Abschétzung des Approximationsfeh-
lers in der H%-Norm verwendet.

Lemma 2.1 (Céa-Lemma)
Die Bilinearform a sei V-elliptisch [mit V' = H™(Q2) oder V.= H[*(Q))]. Ferner seien
u bzw. uy, die Losungen der Variationsaufgabe in V' bzw. in S, C V. Dann ist

c .
lu = upllm < — inf fju = vp[|m
O vVRESH

wobei C und « die Konstanten aus Definition 2.5 sind.
[Bra92|, S. 54

Fiir Abschétzungen in der H°-Norm benétigt man auBerdem noch das Dualitéits-
prinzip von Aubin-Nitsche.

Lemma 2.2 (Aubin-Nitsche-Lemma)
Ist H Unterraum eines Hilbertraums H,, dann erfiillt der Fehler e;, = u — uy, der
Ritz-Galerkin Approximation uy, € S, C H

el < inf . = vl el
wobei u, die Losung des dualen Problems
a(v,u.) = (v,ep)s, v € H,

und (-, -), das Skalarprodukt auf H, ist.



Kapitel 3
web-Splines

Fiir die Finite Elemente Approximation der Plattengleichung sollen nun speziell
gewichtete erweiterte b-Splines (weighted extended b-Splines) betrachtet werden.
Sie sind iiber reguldren, quadratischen Gittern definiert. Wahrend bei Zerlegungen
in Dreiecke oder Vierecke meist eine aufwendige Gittergenerierung erforderlich ist,
entfillt das bei Verwendung von web-Splines, da nur ein gleichméfiges Gitter iiber
das Gebiet 2 gelegt werden muss. Ein weiterer Vorteil wurde schon im letzten Kapi-
tel erwahnt. Da man wenige Ansatzfunktionen benétigt, bleiben auch bei héherem
Ansatzgrad die Galerkinmatrizen vergleichsweise klein.

Ausgehend von b-Splines werden web-Splines in Abschnitt 2 zunéchst allgemein
definiert, in Abschnitt 3 wird dann der Ansatzraum fiir die Finite Elemente Appro-
ximation der Plattengleichung angegeben.

3.1 b-Splines

Splines sind Funktionen, die {iber einer Knotenfolge stiickweise polynomial sind. Sie
bilden einen linearen Raum. Als b-Splines vom Grad n bezeichnet man Basisfunk-
tionen fiir den Splineraum vom Grad n. Da fiir die Finite Elemente Approximation
der Plattengleichung web-Splines iiber uniformen Gittern verwendet werden, werden
der Einfachheit halber in diesem Abschnitt nur b-Splines iiber uniformen Knoten-
folgen betrachtet. Eine allgemeinere Definition findet sich z.B. in [HR98]. Haben
die Knoten jeweils den Abstand 1, nennt man die b-Splines kardinal. Sie werden
iiber der Knotenfolge Z definiert.

Definition 3.1 (kardinaler b-Spline)
Der kardinale b-Spline b™ vom Grad n ist definiert durch

b (a) = /0 e bt

ausgehend von

x fir 0<x<1
bl(z) =< 2—x firl<wz<?2
0 sonst

26
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Abbildung 3.1: Kardinalsplines vom Grad 1,2 und 3

Alternativ gilt fiir die Ableitung

d n _1n—1 n—1
%b () =0"""(z) =b""(z —1).

[H01]

Kardinalsplines vom Grad n haben also jeweils Tréagerldnge n+ 1. Die Kardinalspli-
nes mit Tréger [i,7 + n + 1] erhélt man durch Verschiebung

b/ (x) = b"(z — 1)
und fiir uniforme Knotenfolgen mit Knotenabstand h definiert man

Definition 3.2 (Skalierter b-Spline)
Der skalierte b-Spline vom Grad n

bZh(f) =b"(x/h —1)
hat Tréger [ih, (i +n + 1)h] und Knoten in hZ.

[H501]

| | | | | |
ih  (i+1L)h

Abbildung 3.2: skalierte b-Splines vom Grad zwei

Die so definierten b-Splines haben die anfangs erwihnten Eigenschaften.
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Satz 3.1 (Eigenschaften der b-Splines)

e Lineare Unabhéngigkeit: Die b-Splines by, k ~ D, sind auf dem Definiti-
onsbereich D linear unabhéngig.

e Basis aus b-Splines: Die b-Splines b, k ~ D bilden eine Basis fiir den
Raum aller stiickweisen Polynome vom Grad < n auf dem Definitionsbereich
D, die an den inneren Knoten, kh € int D, (n-1)-mal stetig differenzierbar
sind.

e Partition der Eins:

Z b};h(z) =1
k

[H601]
Aufgrund der Basiseigenschaft der b-Splines kann man Splines folgendermaflen de-
finieren:

Definition 3.3 (Splines)
Ein Spline p zur Gitterweite h mit Definitionsbereich D ist eine Linearkombination
von b-Splines b} ,(z),

) =) abi(@)

k~D

wobei iiber alle k € 7 summiert wird, fiir die die b-Splines in D nicht identisch Null
sind.

[H601]

Fiir den spéteren Stabilitdtsbeweis und die Fehlerabschétzung ist die Existenz von
dualen Funktionalen fiir die b-Splines wichtig.

Satz 3.2 (Duale Funktionale)
Zu jedem Gitterintervall

Qi+t = (k+1)h+ [0, h]

im Tréger von by, gibt es ein Polynom )\fk"h vom Grad < n mit

/ h’l)\Z”Z(x) Z c;bi () = .
Qr+1 j

[H01]
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Abbildung 3.3: duale Funktionale zum b-Spline vom Grad zwei

Fiir einen b-Spline b, und ein duales Funktional /\272 gilt also:

-1 \In gn
/ h )‘k,h j,h—5k,j
Qk41

Abbildung 3.3 zeigt die dualen Funktionale, die zu den drei Gitterintervallen eines
kardinalen b-Splines vom Grad 2 gehoren.

Zum Beweis der optimalen Fehlerordnung in Kapitel 5 wird ein Quasi-Interpolant
verwendet, der die optimale Fehlerordnung liefert. Deshalb soll hier der Begriff
der Quasi-Interpolation zunéchst fiir univariate, im Folgenden auch fiir multivariate
b-Splines definiert werden.

Definition 3.4 (Quasi-Interpolant)
Eine mit Hilfe von linearen Funktionalen o}, definierte Approximation

f=Sf=> (onf) b
k

ist ein Quasi-Interpolant der Ordnung m auf Ly(D), wenn

(1) Sp = p fiir alle Polynome vom Grad <m
(i3) |orf] < const B2 f|lo.

[Ho01]
Die Quasi-Interpolation der Ordnung m einer Funktion f ist also eigentlich eine
lineare, beschrankte Approximation mit Splines, die fiir Polynome der Ordnung m

exakt ist. Die b-Spline-Koeffizienten oy f sind dabei nur von der Einschrankung der
Funktion f auf den Tréger des b-Splines b, abhéngig.

Durch Multiplikation von b-Splines in jeder Komponenten erhélt man:
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Definition 3.5 (Tensorprodukt b-Spline)
Der d-variate b-Spline vom Grad n = (nj,...,ng) ist ein Produkt univariater b-
Splines

Zh(@ = bzll,h@l) Tt bzdd,h(md)-

Dabei ist k € Z¢, n € N? und x € R,
H501]

Abbildung 3.4 zeigt einen bivariaten b-Spline, in beiden Komponenten vom Grad
Zwel.

Multivariate Splines und Quasi-Interpolanten werden entsprechend dem eindimen-
sionalen Fall definiert, ebenfalls genauso erhélt man die Existenz von dualen Funk-
tionalen.

0.6

Abbildung 3.4: Tensorprodukt b-Spline vom Grad zwei

Definition 3.6 (Multivariate Splines)
FEin d-variater Spline p zur Gitterweite h mit Definitionsbereich D ist eine Linear-
kombination von Tensorprodukt-b-Splines,

p(a:) = Z Ckbz,h(x)’

k~D

wobei iiber alle k € Z¢ summiert wird, fiir die die b-Splines in D nicht identisch
Null sind.

[H501]
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Satz 3.3 (Multivariate duale Funktionale)
Zu jeder Gitterzelle

Qi1 = (k+ D+ [0, h]*
im Tréger von by, gibt es ein multivariates Polynom
N (@) = N (@) - N ()

vom Grad < n mit
/ —d )\l n Z &b ’
Qrt1

wobei k,l € Z¢ und n € N? ist. Insbesondere kénnen die dualen Funktionale so
gewéhlt werden, dass ihr Trédger kleiner als eine Gitterzelle ist, z.B. supp(/\m) =

(k+1)h+ [3h, 3h]%.
[H501]

Definition 3.7 (Multivariater Quasi-Interpolant)
Mit Funktionalen oy eines univariaten Quasi-Interpolanten der Ordnung m wird
durch

f=Sf=> <®%> fbx

k~D v

ein multivariater Quasi-Interpolant mit
1Sf = flo < const ™ fllmsa
definiert.

[H501]

3.2 web-Splines

Es werden ab jetzt m-variate b-Splines betrachtet, bei denen der Ansatzgrad in jeder
Komponente gleich ist. Der Ubersichtlichkeit halber werden die Gitterweite h und
der Grad n als Indizes weggelassen. Auflerdem werden die b-Splines noch mit dem
Faktor A~"/? multipliziert.

bi(z) = h™™ b (1) O (@) (3.1)
Auch die dualen Funktionale

(@) = hT AT @) - A () (3:2)

im,
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Abbildung 3.5: Klassifizierung der Gitterzellen

werden ohne die Indizes A und n geschrieben und skaliert. Die Multiplikation mit
h~/2 hat den Vorteil, dass damit das Integral iiber jeden b-Spline und jedes duale
Funktional gleich eins ist. Auflerdem ist fiir den spéteren Stabilitdtsbeweis notwen-
dig, dass der Tréager der dualen Funktionale nach Satz 3.3 kleiner als eine Gitterzelle
gewihlt werden kann, speziell sei der Tréiger hier supp(\!) = (i + )h + [1h, 3h].
Da die Plattengleichung iiber einem zweidimensionalen Gebiet 2 gelost werden soll,
ist bei der spéateren Anwendung der web-Splines immer m = 2, sie sollen hier jedoch
zunéchst fiir beliebige Dimensionen definiert werden.

Uber das Gebiet © wird ein regulires quadratisches Gitter mit Gitterweite h gelegt.
Wie im Beispiel in Abbildung 3.5 zu sehen ist, kann man zwischen inneren Gitterzel-
len, die komplett im Gebiet €2 enthalten sind, Randzellen und &dufleren Gitterzellen
unterscheiden.

Beziiglich 2 konnen auch die b-Splines auf dem Gitter klassifiziert werden:

Definition 3.8
Die Menge der relevanten Indizes ftiir das Gebiet ) wird bezeichnet mit

K={keZ":supp b,NQ+#0D}.

Sei Ly, = {l € Z™ : Qg1 C supp by N Q}. Ein b-Spline by, heifit innerer b-Spline,
wenn Lj nicht leer ist, sonst duBerer b-Spline. Die entsprechenden Teilmengen von
K werden mit I und J bezeichnet, also

K=TI1UJ.

Fiiri € I, muss der Index [(i) in der Definition der dualen Funktionale die Bedingung
(i) € L; erfiillen. Zur Vereinfachung der Notation sei ab jetzt

A =A@
[HRWO1b]
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Abbildung 3.6: Klassifizierung der b-Splines

Abbildung 3.6 zeigt fiir b-Splines vom Grad zwei diese Unterteilung. Die Markie-
rungen geben dabei jeweils die linke untere Ecke des Trégers an. Der Trager eines
inneren b-Splines (mit o gekennzeichnet) enthélt nach Definition mindestens eine
innere Gitterzelle, wihrend der Schnitt des Trégers eines dufleren b-Splines (o) mit
2 nur Randzellen enthélt. Fiir zwei b-Splines ist aulerdem der Trager markiert, der
fiir den Grad zwei jeweils 3 x 3 Gitterzellen umfasst.

Fiir die m-variaten b-Splines und die zugehérigen dualen Funktionale gilt:

Satz 3.4
Fiir alle k € K und i € I sind die b-Splines b, und die dualen Funktionale \;
beschrankt und orthogonal

Belo <1, [Adlo <1, /m&—%p
Q

[HRWO1D]

Will man den von den m-variaten b-Splines iiber (2 aufgespannten Raum als Ansatz-
raum fiir die Finite Elemente Approximation verwenden, stellen sich zwei grundsétz-
liche Probleme. Zum einen kann eine Dirichletrandbedingung, wie z.B. bei der
Plattengleichung in (1.19), in diesem Raum nicht erfiillt werden. Diese Schwierig-
keit umgeht man dadurch, dass die b-Splines mit einer geeigneten Gewichtsfunktion
multipliziert werden. Auf die Wahl der Gewichtsfunktion zur Losung der Platten-
gleichung wird im néchsten Abschnitt eingegangen.

Ein weiteres Problem stellt sich dadurch, dass die dufleren b-Splines, deren Triger
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unter Umstédnden nur zu einem sehr kleinen Teil im Gebiet €2 liegen, zu einer schlech-
ten Kondition des Galerkinsystems fiihren kénnen. Die dufleren b-Splines kénnen
jedoch nicht einfach weggelassen werden, da die inneren b-Splines alleine keine Ba-
sis fiir den Raum der stiickweisen Polynome auf 2 bilden. Sie werden deshalb an
die inneren b-Splines gekoppelt. Wie im weiteren gezeigt werden soll, kann damit
ein iiberméfiges Anwachsen der Galerkinmatrix vermieden werden und man erhélt
trotzdem die optimale Approximationsordnung.

Definition 3.9 (web-Splines)
Fiir ¢ € I wird der gewichtete, erweiterte b-Spline (web-Spline) B; definiert durch:

w
Bi= (bi " Z‘”’jb‘f) ’

wobei x; den Mittelpunkt der Gitterzelle QQ; ;) bezeichnet. Fiir die Koeffizienten
€i,j gllt

|€i,j| j 1, 61‘7]‘ =0 flll" ||Z —j” i 1,

und sie werden so gewéhlt, dass alle gewichteten Polynome wp mit
Grad(p) < n im web-Ansatzraum Bj, = span{B; : i € I} enthalten sind.

[HRWO1b]

Nach [HRWO01b] kénnen die Kopplungskoeffizienten als Produkt von Lagrange-Poly-
nomen berechnet werden:

Satz 3.5
Fiir alle 5 € J sei

IGj)={ieZ™: o, <i, <a,+n}
der néchste Bereich innerer Indizes zu j, dann sind die Koeffizienten

m optn

—1
[T1] 22— firiel()
€ij = p=1 l=ay by —1
Iiy
0 sonst

fiir die Konstruktion der web-Splines aus Definition 3.9 geeignet.

I(j) bezeichnet also die Indexmenge der inneren b-Splines, an die der &uflere b-
Spline b; gekoppelt wird. Umgekehrt soll mit .J(¢) die Menge der d&ufleren b-Splines
bezeichnet werden, die an den inneren b; gekoppelt werden. Abbildung 3.6 zeigt
links einen dufleren b-Spline zusammen mit den zugehorigen neun inneren. Rechts
ist ein innerer b-Spline dargestellt, an den drei &uflere gekoppelt werden. Dadurch
wird der Trager des inneren b-Splines vergrofiert.
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el ™
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Abbildung 3.7: links: &uflerer B-Spline mit zugehoriger Menge 1(j), rechts: innerer
B-Spline mit J ()

Den Triger des web-Splines B; erhélt man durch Schnitt dieses vergréflerten Tragers
mit dem Gebiet Q.

supp(B;) = (supp(b:) | ] supp(b;)) N Q) (3.3)

jeJ (@)
Die zu den web-Splines gehtérenden dualen Funktionale sind

Ak = U)(ZE]C)

e, kel (3.4)

wobei xy, wie bei den web-Splines, den Mittelpunkt der Gitterzelle Qi) bezeich-
net.

Fiir den spateren Stabilitdtsbeweis wird auflerdem noch eine Abschétzung fiir er-
weiterte b-Splines ohne Gewichtung (eb-Splines) bendtigt.

Satz 3.6
Fiir eb-Splines und die zugehérigen dualen Funktionale

Bi = bl + Z ei’jb]’ Ak = )\k

j€J
gilt

1Bill: = A~ Akl < 1

[HRWO1a)
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3.3 Ansatzraum zur Losung der Plattengleichung

Wie im vorigen Abschnitt schon erwéhnt, wird die Gewichtsfunktion so gewéahlt,
dass die Randbedingungen der gegebenen Differentialgleichung von Funktionen im
web-Ansatzraum erfiillt werden kénnen. Nach (1.19) bedeutet das bei der Plat-
tengleichung, dass fiir eine berechnete Approximation u € B, die Bedingungen
ulgn = %k—m = 0 gelten miissen. Da fiir allgemeine Gebietsrander weder die b-
Splines noch deren Normalenableitung auf dem Rand verschwinden, muss eine Ge-
wichtsfunktion w zur Konstruktion eines web- Ansatzraumes fiir die Plattengleichung
auf dem Gebiet €2 die Bedingungen

ow
0 = — |50 = 0 3.9
w|dQ on |8Q ( )
erfiillen. Auflerdem soll die Gewichtsfunktion dquivalent zur quadrierten Abstands-
funktion sein,

w(x) ~ dist*(x,00). (3.6)

Diese Voraussetzung wird beim Beweis der Stabilitét und bei der Fehlerabschétzung
(Kapitel 4) benotigt.
Fiir die web-Splines
w
Bi = m(bl -+ Z ei,jbj>
jeJ
gilt dann
0B,
on

Fiir die Konstruktion einer Gewichtsfunktion, die dquivalent zur Abstandfunktion
ist, gibt es verschiedene Ansétze, von denen einer im Folgenden kurz vorgestellt
werden soll. Durch Quadrieren erhélt man daraus eine Gewichtsfunktion, die (3.5)
und (3.6) erfiillt.

Fiir einfache Gebiete, bei denen eine implizite Darstellung der Randkurve vorliegt
(z.B. Kreis, Ellipse), kann diese Darstellung direkt als Gewichtsfunktion verwendet
werden. Sie wird dabei immer so gewéhlt, dass im Inneren des Gebiets positive Wer-
te angenommen werden. Das hat den Vorteil, dass fiir die Implementierung gleich
ein praktischer in-out-Test des Gebiets geliefert wird.

Fiir Gebiete, die durch Vereinigung, Schnitt und Differenzbildung aus solchen ein-
fachen Gebieten zusammengesetzt sind, konnen die aus den einzelnen impliziten
Darstellungen der Randkurven gewonnenen Gewichtsfunktionen zu einer neuen kom-
biniert werden. Diese Gewichtsfunktionen werden als R-Funktionen bezeichnet. Sie
sind auch wieder im Inneren des Gebietes positiv und dquivalent zur Abstandsfunk-
tion. ([Bos02])

BZ"(’)Q =0 und

o = 0. (3.7)

Als Ansatzraum zur Losung der Plattengleichung wird der Raum By, der web-Splines
(Definition 3.9) gew&hlt, wobei die Koeffizienten e; ; nach Satz 3.5 berechnet werden,



3.3. ANSATZRAUM ZUR LOSUNG DER PLATTENGLEICHUNG 37

Abbildung 3.8: Beispiel einer R-Funktion

und die Gewichtsfunktion (3.5) und (3.6) erfiillen soll. Da in diesem Ansatzraum
eine Losung von

1/A?)Av—/fv—>min ,v € By, (3.8)
2 Ja Q

gesucht wird, miissen die verwendeten Tensorprodukt b-Splines mindestens vom
Grad n = 2 sein.
Nach Satz 2.7 wird das Minimum bei u; angenommen, wenn

Q Q

Da die web-Splines alle linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis des Raumes
By,. Nach (2.10)-(2.12) fithrt (3.9) mit dem Ansatz

up = Z%‘Bz‘ (3.10)

iel

auf

iel i€l

[ swan. - [ (z ) = Yo [ ABan,

und damit auf das Gleichungssystem

/AuhABk:Zaz/ABZABk = /ka, VB € By,
Q Q Q

i€l (3.11)
~ AGh = F




Kapitel 4

Stabilitit und Fehlerordnung

Fiir den in Kapitel 3 definierten Raum B, der web-Splines mit Gewichtsfunktion
w(z) ~ dist?(z,00) soll jetzt die Stabilitit der Basis gezeigt werden, und dass die
Kondition der Galerkinmatrix bei Verkleinerung der Gitterweite nicht stéirker als h=*
wéchst. Auflerdem soll bewiesen werden, dass die Finite Elemente Approximation
die optimale Fehlerordnung liefert. Wie in den vorangegangenen Kapiteln werden
web-Splines wieder mit B; bezeichnet, die zugehorigen bivariaten b-Splines mit b;.
Die dualen Funktionale sind in (3.4) definiert.

Es werden nur Gebiete mit glattem Rand 0f2 betrachtet. Unter dieser Voraussetzung
ist die Gewichtsfunktion w(z) beliebig oft differenzierbar.

4.1 Stabilitat

Zunéchst soll eine entsprechende Aussage zu Satz 3.6 fiir web-Splines bewiesen wer-
den.

Lemma 4.1
Die Norm der web-Splines mit w(z) ~ dist*(z,0) und der zugehérigen dualen
Funktionale ist beschrinkt und sie sind orthogonal zueinander.

[Billo =1 (4.1)
[Aillo =1 (4.2)

/ BN, = 6i (4.3)
Q

Beweis: Sei w(x) ~ dist(x,00) eine zur Abstandsfunktion dquivalente Gewichts-
funktion mit w(x) = @w?*(x). Betrachtet wird ein web-Spline B; und ein duales
Funktional Aj.

e 1; ist der Mittelpunkt einer inneren Gitterzelle
= () = dist(x;,002) = h
o fiir alle x € supp B; gilt |x — ;| < h

= |o(z) —w(z:)] 2 h

38
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Damit erhélt man die Abschétzung
i) |, ) -
w(w;) w(x

<1+

ﬁ(x") LY (4.4)

e der Triger Q' = h([3,3]> + k+1(k)) jedes dualen Funktionals Ay liegt in einer
inneren Gitterzelle

= w(z) = dist(z,00) = h, firz € Q'

Deshalb gilt fiir x € " auch

w(zk) w(zy) — w(x) h

() <=1+ —IZ)(:E) <1+ () =<1 (4.5)
Wegen w(z) = w?*(z) folgt aus (4.4) und (4.5)

w(z) und fiir z , wizk)

w(a:,-)jl df €qQ (@) <1

Mit [[billo = 1, ||Mkllo <1 (Satz 3.6) und |e; ;| < 1 (Satz 3.4) erhélt man

Bio = [ G e, <[] el + 3 fesllesho
¢ jeJ t jeJ
< ;”((i)) <1 = (4.1)
IAkllo = Zﬁ’“f&“osm(g))\ ello =1 ~ (4.2)
P R TN
fi5se =t G e
o [w(e), w(ak) §
_ /(lw(wi)b’A’“+/gzw(xl) % b e
_ / w(f’”’ﬁ)biAk:@,k = (4.3)
o w(z;)

wobei benutzt wird, dass Vj € J : supp b; N supp A\, =0 = b\, = 0.

Es bezeichne || A|| die euklidische Norm der Matrix A mit A = {a;}ies :

Al = (Z a?)m

el
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Satz 4.1
Die web-Basis {B; }ies ist stabil bzgl. der Ly-Norm

|> | ~ 14l
icl
Beweis:
Abschit h oben: H Bill =< |4
° schatzung nach oben z;a 0 — || ||

e
Zunichst wird eine einzelne Gitterzelle Q=[kh, (k+ 1)h] betrachtet. Sei I(Q) = {i €
I|Q N supp B; # 0} die Menge der Indizes der web-Splines deren Tréger sich mit @
iiberschneidet.

[>a
i€l

2 9 ,
B; = H ; < ( E .B; )
0,QNQ Z 0o0ne — \ lai Billo,one
i€l(Q) ie1(Q)

2
= (X laillBillogeo)

i€l(Q)

Mit ||Billogne < ||Billoo = 1 und der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erhalt
man

[Ent g = (3 1) = 3 - 3
i€l 1€1(Q) 1€I(Q 1€l(Q
= QI Y laf* = Z jaa .
1€1(Q) i€l(Q

Die letzte Ungleichung gilt, weil () sich nur mit dem Trager weniger web-Splines
iiberschneidet.
Summation iiber alle Gitterzellen ergibt:
7 < al 2
D 3 ol

sl = Slxen]
iel Q €l(Q)
= Z S el 2D il = Al

i€l QNsupp B;#0 el

Dabei gilt die letzte Ungleichung, weil B; lokalen Tréger hat, die zweite Summe also
nur iiber wenige Gitterzellen lauft. Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten erhélt
man schlie8lich

=< [|A]|.
214

[
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o Abschdtzung nach unten: HZ a; B; . = || A]l
iel

zuerst fiir einen Koeffizienten ay,
ag| = ‘/AkzaiBi = ’/ AkzaiBi
Q@ er ko el
< lAilog, ||>-aiB.
il
= HZ a; B;
icl

:>|ak|2 = HZCM'B@'
icl

0,Qk

07Qk

2
0,Qk

Dabei ist Q. der Tréiger des dualen Funktionals Ay. Summation iiber alle Koeffizi-
enten:

Slal = Y[San| <@l S as
kel kel  iel 0.Qk Q el 0,Q
< max|1@) [ wn| <[

@ el 0 el 0

> Al = Y as,
el

O

Fiir die Abschétzungen der Kondition der Galerkinmatrix und des Approximati-
onsfehlers benotigt man zusétzlich eine Abschéatzung fiir die Ableitungen der web-
Splines.

Lemma 4.2
Fiir die web-Splines B; gilt

1Bill: = n~".

Beweis:
Es wird die Leibnizsche Regel fiir drei Faktoren

D*(fgh)= Y c(B,7.0)D’f D'g D°h
B+vy+i=a

verwendet. Sei wieder w(z) ~ dist(x,0Q), mit w(z) = w*(r). AuBerdem wird
w; := (x;) definiert und im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber das Argument x
immer weggelassen. B; sind die in Satz 3.6 definierten, nichtgewichteten, erweiterten
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b-Splines. Fiir sie gilt B; = wﬂéz Dann erhélt man mit der Leibnizschen Regel fiir
die Ableitung

1D Billo = D“(——B)
wW; W; 0
= | X wwra(0i()) (=) @B
w; wW; 0
BH+y+i=a
0
< , D7 DB )H
< o <|2|>: c(B,7,0) - Db
715 a
1 -
DB DB,
+ Z c(ﬁ,%é)sz wD"wD° B; (4.6)
iy ' ’

wobei man den ersten Summanden fiir § = 4 = 0 und den zweiten fiir 5 =0, |y| > 1
bzw. v =0, || > 1 erhélt. Mit

o wﬂz =<1 nach (4.4)

o W, ~h = wi < h!

e die Ableitungen von w sind beschrankt

° HRHZ =< h~! nach Satz 3.6
folgt die Abschétzung:

IDYBilo < h7lel 4 p=tp= =) o p=2p=(al=2) < =l

Dabei miissen aufgrund der Beschréanktheit der Ableitungen von w in jedem Term
in (4.6) nur die Faktoren E und die jeweils hichste auftretende Ableitung von B;

beriicksichtigt werden.

fiir o <1 — ||Bi|li = b7

Satz 4.2
Die H;-Sobolevnorm der web-Basis {B; }ic; ist beschrénkt.

1> asBi]l, = n7lAl
iel

Beweis:
Die Norm der Ableitung D Z a; B; mit |a| = [ wird zunéchst auf einer Gitterzelle

el
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() betrachtet:

HDO‘ > B,
el

— HD“ S B
1)

’ :HZa,-DaB,
¢ i@

07Q

2
< (Xl DBilo) = (X lad 1D°Bi])
iel(Q) i€l(Q)
nach Lemma 4.2 =< <Z la;| h~ ‘o‘|> Z |a|? Z 2l
1€I(Q) 1€1(Q) 1€1(Q)
= D lal @R = ATy o
i€l(Q) i€l(Q)

Summation iiber alle Gitterzellen:

HZ - ZH > aD B, =3 Z 0l

1€I(Q) 1€I(Q
R S
1€l QNsupp B;#0 iel
= hH A

=< h7Y| Al
l

> [

4.2 Kondition der Galerkinmatrix

Nach (3.11) hat die Galerkinmatrix G}, die Eintrége

Q

Im Folgenden soll bewiesen werden, dass bei Verkleinerung der Gitterweite h die
Kondition von G}, nicht stirker anwichst als h=2.

Satz 4.3
Fiir die Kondition bzgl. der Matrixnorm ||A|| der Galerkinmatrix der web-Splines
mit w(z) ~ dist*(x, 0Q) gilt

cond Gy, < h™%.

Beweis:
Die Kondition der Matrix G}, ist das Verhéltnis von ihrem betragsmifig grofiten,
Amaz, ZU kleinstem Eigenwert, \,,;,. Da fiir den Rayleighquotienten

ATGLA

rA) =~
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Amin < T(A) < Apnae gilt, konnen diese beiden Eigenwerte durch maximieren, bzw.
minimieren des Rayleighquotienten berechnet werden.

ATGhA = ZZak gkl a; = ZZ/CLk ABk ABZ a;
k=1 I=1 k=1 I=1
— /(AZakBk) <AZGlBl> Z/(Aza131>2
2 n
N /<aamzz‘”3l +2/a 2 “ZBZ 82ZC”BZ+

+/(§22ial31>

Unter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung ergibt sich hierfiir die

Abschétzung
< ISl (G o)) (G en))

* HZasz!L

< 4HZaszH P2Al) = A A)°

D.h. der Rayleighquotient kann nach oben abgeschétzt werden durch

ATGLA | hU AR
ATA = A2

Als untere Schranke ergibt sich aus

ATGA = / (AialBl)Q
/(W ialBl> —|—2—ZalBl a < ZakBk n <a _ ZalBl>

durch partielle Integration, beachte B;|gn = 8—7;‘]39 =0,

r(A) = =ht

2

- a2y o)+ (o o) =[]

Zweimalige Anwendung der Friedrichschen Ungleichung (Satz 2.1) ergibt die Absché-
tzung

" 2 n 2 n 2 " 2
’ E B = ‘ E B = ‘ E asz‘ = H E aszH
2 1 0 0

=1 =1 =1 =1
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und damit

2
0

ATGhA le;alBl
= Tra E T qap F

Fiir den grofiten und kleinsten Eigenwert von G, gilt damit auch
1 j /\mm S )‘maac j h_47

und man erhalt fiir die Kondition der Matrix

h74
cond Gh '_< T = h_4.

g

Dass die Kondition der Galerkinmatrix nicht stérker anwéchst, liegt, wie in Kapitel
3 schon angedeutet wurde, an der Kopplung der dufleren b-Splines an die Inneren.
Da fiir die &ufleren b-Splines, deren Trager nur zu einem kleinen Teil im Inneren des
Gebiets Q liegt, keine dualen Funktionale existieren, fiir die die Aussagen (4.2) und
(4.3) aus Lemma 4.1 gelten, ist fiir nichterweiterte b-Splines die Abschéitzung nach
unten in Satz 4.1 nicht moglich. Damit kann man auch den kleinsten Eigenwert
nicht mehr mit (4.7) nach unten abschétzen und die Kondition der Galerkinmatrix
ist nicht mehr beschrénkt.

Numerische Beispiele, die das schnelle Anwachsen der Kondition der Galerkinmatrix
des nichterweiterten im Vergleich zum erweiterten System zeigen, finden sich in
Kapitel 6.

4.3 Fehlerordnung

Nach dem Céa-Lemma 2.1 hingt der Fehler einer Finite Elemente Approximation
nur von der bestmoglichen Approximation der exakten Losung v € V' im Ansatz-
raum S, C V ab. Unter den Voraussetzungen, dass die schwache Losung u der
Plattengleichung und der Rand des Gebiets €2 glatt sind, soll gezeigt werden, dass
es im Raum Bj, der web-Splines mit Gewichtsfunktion w(z) ~ dist?(z,0) einen
Quasi-Interpolanten gibt, der u mit der optimalen Ordnung approximiert. Damit
liefert dann auch die Finite Elemente Approximation mit web-Splines die optimale
Ordnung. Optimal bedeutet dabei, dass die exakte Losung mit derselben Ordnung
approximiert wird, die bei herkémmlichen Finiten Elementen, stiickweisen Polyno-
men vom Grad n, bestenfalls erreicht wird.

Fiir die spéitere Konstruktion des Quasi-Interpolanten wird zunéchst eine Absché-
tzung fiir die orthogonale Projektion auf Polynome benétigt.
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Lemma 4.3 (Verallgemeinertes Bramble-Hilbert-Lemma)
Ist P die orthogonale Projektion auf Polynome vom Grad < n, so gilt

1f = Pfllia = 0¥ fllke
firl <k<n+1.
HE01]

Sei jetzt w wieder eine Gewichtsfunktion dquivalent zur Abstandsfunktion w(z) ~
~ dist(z,00) und u die glatte Losung des Variationsproblems. Es folgen zunéchst
einige Hilfssétze fiir die Abschétzung der Funktion v := u/w:

Lemma 4.4
Fiir jede Teilmenge €' C Q mit Abstand § zum Rand 02 und w(x) ~ dist(x,00)
gilt

[vllesre = 67 ([l + lvlles)-
[HRWO1b]
Durch iterierte Anwendung von Lemma 4.4

0 (v lleer + [lvlle-1.90)

672 (l0*v]lkg + lovllk-1,0 + [[dv]le—1,0 + V]l k-2.0/)

[0]].0

A TATA

erhalt man

Lemma 4.5
Fiir jede Teilmenge €)' C Q) mit Abstand § zum Rand 02 und w(x) ~ dist(x,08)
gilt

l
[Wlleer =67 @ vllk—izmor -
v=0

Lemma 4.6
Fiir w(zx) ~ dist(x,00Q) gilt

[olle = lwv]lrsr -
[HRWO1b]
Mehrmalige Anwendung von Lemma 4.6
[vlla—t = @vllh-ir1 = 0% 0]5t12 = - .

fiithrt auf
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Lemma 4.7
Fiir @ (zx) ~ dist(x,0Q) gilt

ol = @0l -

Lemma 4.8 .

Sei () eine Teilmenge des Gebiets 2 und § = dist(Q, d2) ihr Abstand zum Rand des
Gebiets. p sei ein Polynom vom Grad n, das die Funktion v approximiert . Dann
gilt:

o fiird=h,I<n—1+jundj<2

J
(maz ) [[o = pl < A3 i 0l (1)
v=0

e fliro <hundl<n

(maz @) [lv—pl 2 A" vl (4.9)

Beweis: Unter Verwendung des Bramble-Hilbert-Lemma und Lemma 4.5 erhéalt
man:

fuird = h

(max @)’ lv—plli = (max @) "7 [uflno1yy

J
< W (max @) Y 6 ([ 0l|n-140

v=0
Da nach Voraussetzung 6 = h, ist 67 (max @)’ < 1 und damit

J
(max @) Jlo = plle < B3 0l
v=0

Fiir § < h gilt dagegen:
1 (max @) ol

A ([P

= prtt ||U”n—1

(max )’ [jv—pl;

Lemma 4.9
Sei w ~ dist(x,0). Dann gilt fiir v und das Polynom p vom Grad n, das v
approximiert

[o(v = p)lli = Ulv = plliy + max(w) [jo = pll; -
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Beweis:

D(i(v —p)) = Y cla, B)D* i D*(v - p)

BLa
= o D*(v—p)+ > cla,B)D* % D°(v —p)
[B<a
damit gilt fiir die Norm
[piw=p)ll, < @ D*w=p),+||> el )0 D' =p)|,
B<a
< maxd ||D*(v—p H0+ HZ B)D* P DP (v — )Ho
B<a

Im zweiten Summanden taucht dabei [-mal (mit [ = |a) ein Term mit |3| =1 —1
auf. Die Ableitungen von w sind beschréankt und man erhélt

[(v = p)lle 2 maxad |Jo—plli + v = plli-s -
O

Jetzt wird ein Quasiinterpolant P, auf dem Raum B, definiert und gezeigt, dass er
die schwache Losung u mit der optimalen Ordnung approximiert.

Satz 4.4
Der Quasiinterpolant

Pyu = Z<Ai’ u)B
iel

approximiert Funktionen u, mit u = 2% = 0 auf 02 mit der optimalen Ordnung,

on
d.h.
lu — Puull; < A" ||| s fiir 0<I1<n.

Beweis: Betrachtet wird zunéchst wieder nur eine Gitterzelle ()

e sei 1(Q) die Menge der Indizes fiir die supp B; N Q # 0 gilt

e )= U (supp B; N Q)
i€l(Q) ~
= |I(Q)| = 1 und Durchmesser von @ < h
o u =1 mit w ~ dist(z,0N) und w(z) = 0*(z)

e Sei p das Polynom vom Grad n, das v approximiert.
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Py =Y (A,u)B; = Py(ib°p) = i’p,
i€1(Q)

da der Raum der web-Splines By, gerade alle gewichteten Polynome wp fiir Polynome
vom Grad < n enthélt.

u—Pau = u-— Z (A, u)B;

i€1(Q)
= - > (A, d*0)B
1€I(Q)
= @’(v—p)— D (N, d*(v—p))B;
i€l(Q)
= Z a; B; mit  a; = (A, W (v — p))
1€I(Q)

= |lu — Pyulligne = ‘

(v —p) — Z a; B;

i€l(Q)

li*w = Dllgg + | 3 aibi

1€l(Q)

1L,QNQ

IA

4.10
rone (410)

Die beiden Normen in (4.10) werden nun einzeln abgeschétzt.
Fiir [ > 2 gilt nach Lemma 4.9 die Abschétzung

HzZJ2(U < HzZJQ(U

< 1

p)Hz,Q
max @) ||@(v — p)

p) Hz,QmQ

Hz,@

= jjw p)Hz—l,Q +
= 1 [= o =pl g+ maxi)fo =pll,y o] +

+ (max ) [ZHU _le—LQ + (max%@)HU _sz,Q]

= M=o =pl_yq+21 (maxd)|lv—p|_, 5 + (maxd)*|[o - pf|, 5

Unter Verwendung von Lemma 4.8 lésst sich jeder der drei Summanden nach oben
abschéitzen und man erhilt, unabhéngig davon, ob dist(Q, Q) > h oder dist(Q,2) <
hfirl <n

[ =Pl grg = 2" (%00 + 0]l + 0l0) -
Fiir [ = 1 erhélt man analog
lo* (W =)l gre = [[0*(0 =)l
= 2 (max @)|lv—pllyg + (max @)*lv—pll g
= B[] g+ vl g + lolloio)
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und fir { =0
”ZDQ(U p)HO,QmQ = ||7j)2(v _p)Ho,Q
=< (max w)QHU_pHo,Q
= hn+1( wZUHnJFLQ + ||wv ‘n,Q + HUHn—l,Q) ’

d.h. fiir alle I > 0 und [ < n erhélt man fiir den ersten Summanden aus (4.10) die
Abschétzung

(v — W ([[@tol] g+ o] g +llollg) - @1D)

HszQ n+1,Q

Fiir den zweiten Summanden erhalt man aus dem Beweis von Satz 4.2

1/2
iBi < h il
e g = (2 o)

1€I(Q

< h m?é( |a;|. (4.12)
i€l

Die a; lassen sich wegen ||A;||o = 1 abschétzen durch

jail < [[&*(v = p)]|0

was wiederum nach (4.11)

W ([0, 6 + 1ol g + ol

n+1,Q n— lQ

ist. Damit gilt auch fiir den zweiten Summanden aus (4.10)
< hn+1—l ~2
|>aB,,, < ],
i€l
Aus (4.11) und (4.13) ergibt sich so fiir (4.10)

lu= Pl grn < [[4°0 =), 000 +H Z ;B
i€1(Q)

n+1Q+|vaH s+ vl 1)
— l||u||n+1,@ , (4.14)

lldoll, g +llollg) - (413)

1,QNQ

PN

hn+1—l (

el

PN

UH n+1,Q

wobei die letzte Ungleichung nach Lemma 4.7 gilt.
Durch Summation {iber alle Gitterzellen erhélt man mit [/(Q)| < 1

lu = Puully = A" flullags -
O

Damit erhédlt man nun die optimale Approximationsordnung fiir die Finite Elemen-
te Approximation mit web-Splines. wu sei wieder die schwache Losung der Plat-
tengleichung, die man nach Satz 2.2 als Losung des zugehorigen Variationspro-
blems erhilt. Die Approximation mit web-Splines mit w(z) ~ dist?(z,0Q) sei
up, = >, a;B;, B; € By, wobei die Koeffizienten a; durch Losen des Gleichungs-
systems (3.11) bestimmt sind.
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Satz 4.5

Wenn u und 052 glatt sind, hat die Finite Elemente Approximation u; der schwachen
Lésung u der Plattengleichung mit web-Splines vom Grad n > 3 in der H°-, H*-
und H*-Norm die optimale Ordnung

lu —unlly < A" uflpgr, 1=0,1,2.
Beweis:
o 1=2:

Der Quasi-Interpolant
Pou= Z<Ai’ u) B;
iel

liefert im web-Spline-Raum B, fiir n > 2 eine Approximation mit der optimalen
Ordnung. Auflerdem ist nach Satz 2.3 die Bilinearform a(-,-) HZ-elliptisch. Nach
dem Céa-Lemma 2.1 hiangt die Approximationsordnung der Finiten Elemente damit
in der H2-Norm nur von der bestméglichen Approximation im Raum B; ab, kann
also nicht schlechter als die des Quasi-Interpolanten sein und man erhélt so:

lw = unll 2 flu = Prulls 2 5" [uflnsr, n>3. (4.15)
o 1=0:
Hier wird das Aubin-Nitsche-Lemma 2.2 mit H = HZ, || - || = || - ||2, H« = H® und
|- [l« =1 - |lo angewandt. Damit erhélt man
lu—unllg = inf [l —vnllz [lu— w2 (4.16)
v €EBy

Mit dem Bramble-Hilbert-Lemma erhélt man fiir [ = 2, k = 4 und n > 3 die

Abschétzung:
s = vnlla = A*[lulla (4.17)

Aufgrund der Regularitidt des dualen Problems gilt :
[tealla = [Ju = unllo (4.18)
Zusammen mit (4.15), (4.17) und (4.18) erhilt man damit fiir (4.16)

lu —uplly = inf flu. = wvallz (o —usll2
v €EB

A

W2 sl flu = w2

= 1? Jlu = unllo A" Hlullnss

und somit
lu = unllo = A" |l
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o 1=1:

Aus den optimalen Konvergenzraten fiir den H°- und H?2-Fehler erhilt man mit Hilfe
von Interpolation auch fiir den H'-Fehler die optimale Konvergenzordnung ([BL76])

lu = unlly = A" |[uflnga-
O

Da im Beweis der optimalen Approximationsordnung des Quasi-Interpolanten die
Einschrankung [ < n bendétigt wird, kann das Céa-Lemma auch nur fiir den Fall
n > 3 angewandt werden. Mit obigem Beweis erhélt man so auch fiir den H%- und
den H'-Fehler nur fiir n > 3 die optimale Approximationsordnung. Die numerischen
Ergebnisse (siehe Kapitel 6) legen jedoch die Vermutung nahe, dass man auch fiir
Splinegrad zwei fiir den H'- und den H?-Fehler die optimale Konvergenzordnung
erhilt. Fiir den H°-Fehler ist dies jedoch offenbar nicht mehr der Fall, sondern es
geht eine Ordnung verloren.

Mit der, hier nicht bewiesenen Annahme, dass fiir n = 2 die Abschétzung
= unll2 < R flulls

noch gilt, erhielte man dieses Resultat wie folgt.
Im Beweis von Satz 4.5, Fall I=0, kann aufgrund der Voraussetzungen des Bramble-
Hilbert-Lemmas

[<k<n+1

fiir n = 2 der Wert fiir k nicht grofler als drei gewéhlt werden. Damit ergibt sich in
(4.17)

[t = vnlla = llulls < Al
Die Regularitét der Losung des dualen Problems kann also nicht vollstdndig ausge-

nutzt werden. Damit wiirde man eine Abschétzung des Fehlers

fu—wnlf = inf o enll flu -

=
= Dl lu = unll2
=

hllu = unllo o fulls,

also
lu —wunllo < A% Jlulls
erhalten, was genau eine Ordnung schlechter als die fiir Splinegrad > 3 in Satz 4.5

bewiesene Fehlerordnung von O(h™™!) ist.

Auch wenn die Losung u oder der Rand 92 nicht mehr glatt sind, wird die Ap-
proximationsordnung entsprechend schlechter.



Kapitel 5

Implementierung

Neben den theoretischen Untersuchungen zu Stabilitdt und Fehlerordnung, wurden
auch numerische Beispiele betrachtet.

Im Rahmen des WEB-Projekts am 2. Lehrstuhl des Mathematischen Instituts A
wurde von mehreren Doktoranden und Diplomanden ein Programmpaket in MATLAB
implementiert, mit dem verschiedene Probleme der Elastizitétstheorie durch Finite
Elemente Approximation mit web-Splines gelost werden kénnen. Die zum Aufstel-
len und Losen des Gleichungssystems, sowie zur Auswertung der Losung bei der
Plattengleichung benétigten Unterprogramme werden im Folgenden kurz erlautert.
Eine Ubersicht iiber die verwendeten Programme und eine Beschreibung des Haupt-
programms findet sich im Anhang, eine ausfiihrliche Beschreibung zur Bedienung in
der WEB-Projekt-Dokumentation. [HAB™]

5.1 Gebiets- und Gittergenerierung

Das Gebiet €2 wird mit dem fiir das WEB-Projekt geschriebenen Editor QBE (Qua-
dric Boundary Editor) erzeugt. Mit ihm lassen sich Gebiete darstellen, die durch
Schnitt, Vereinigung und Differenzbildung von zweidimensionalen Kegelschnitten
(Geraden, Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln) zusammengesetzt werden. Die Rand-
kurve wird dabei segmentweise in Bézierform gespeichert. Uber einem solchen Ge-
biet wird mit Rvachev-Funktionen eine Gewichtsfunktion w konstruiert, die dquiva-
lent zur Abstandsfunktion ist, im Inneren des Gebiets positive und auflerhalb nega-
tive Werte annimmt (siche [Bos02]).

Uber Q wird ein gleichméBiges Gitter mit vorgegebener Gitterweite h gelegt. Es
wird dabei, durch evtl. Verschiebungen in x- und y-Richtung so bestimmt, dass kein
kritischer Punkt auf einer Gitterlinie liegt. Kritische Punkte sind dabei Extrema
und Segmentendpunkte, die andernfalls bei der numerischen Integration Probleme
bereiten wiirden. Die m x n so erhaltenen Gitterzellen werden anschliefend in in-
nere Zellen, die ganz im Gebiet €2 enthalten sind, duflere und Randzellen unterteilt.
Jede wird mit einem Doppelindex bezeichnet. Die Eigenschaften der Gitterzellen
konnen dann iibersichtlich in einer Matrix gespeichert werden. Die dufleren Zellen
sind zwar fiir die weitere Berechnung uninteressant, behélt man sie bleibt jedoch die
Indizierung der anderen Gitterzellen iibersichtlicher.

93
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Abbildung 5.1: Nummerierung der Gitterzellen

5.2 Aufstellen der Galerkinmatrix

Der Triger jedes b-Splines vom Grad N umfasst (N + 1) x (N + 1) Gitterzellen.
Bzgl. des oben konstruierten Gitters erhélt man also (m + N) x (n+ N) b-Splines,
deren Triger jeweils mindestens eine der m x n Zellen enthélt. Auch sie werden mit
einem Doppelindex durchnummeriert. Wie schon bei den Gitterzellen erhélt man
so auch einige b-Splines, die fiir die Approximation nicht benétigt werden, da ihr
Triger nur duBere Gitterzellen umfasst. Der Ubersichtlichkeit halber behilt man

auch sie.

1,3) | (2,3) (3,3
Q

1.2)122)|(3,2) | ...

W)@y EY ..
€

Abbildung 5.2: Nummerierung der b-Splines vom Grad zwei
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Nach (3.11) enthélt die Galerkinmatrix G die Eintrige
0

Da die Koppelung der dufleren an die inneren b-Splines durch eine einfache Ma-
trixmultiplikation berechnet werden kann, wird zunéchst die Galerkinmatrix mit
gewichteten und nicht erweiterten b-Splines (wb-Splines) aufgestellt. Sie wird mit

G bezeichnet.
Gi; :/ABZ» AB; =) :/ A(wb;) A(wb;) (5.1)
Q .
Qij i

Dabei ist );; die Menge aller Gitterzellen auf denen b; und b; beide nicht verschwin-
den, Qi; = {Q; | Qi € (supp(b;) N supp(b;))}. Uber alle anderen Gitterzellen muss
nicht summiert werden, da die Integrale auf ihnen Null sind.

Man kénnte die Matrix G also durch eine Schleife iiber alle b-Spline-Kombinationen
berechnen. Da jede Gitterzelle im Triger mehrerer b-Splines liegt, miisste dabei
mehrmals iiber jede einzelne integriert werden. Zur numerischen Berechnung der
Integrale wird die Gauflintegration verwendet. Dabei miissten bei jedem erneuten
Vorkommen einer Gitterzelle jedesmal wieder neu die Gaufpunkte und -gewichte,
sowie die Werte der Gewichtsfunktion an den Gauflpunkten, berechnet oder diese
Werte gespeichert werden. Um diesen unnétigen Aufwand zu vermeiden, ldsst man
die Schleife iiber alle Gitterzellen laufen. Auf jeder einzelnen, ();, berechnet man
zunéchst den Faktor A(wb;) fiir alle b;, deren Triger ; enthélt. In einer weiteren
Schleife werden die Integrale {iber alle b-Spline-Kombinationen berechnet und an
der entsprechenden Stelle zum evtl. schon vorhandenen Eintrag der Galerkinmatrix
addiert.

Fiir eine einzelne Gitterzelle (); erhélt man somit

Qi,j = f]m"i‘/ A(wbl)A(wa) s (52)
l

wobei das Integral nur fiir Q; C (supp(b;) N supp(b;)) nicht verschwindet.

Fiir jeden b-Spline b; vom Grad N gibt es hochstens (2N + 1) x (2N + 1) b-Splines
b; deren Tréger sich mit dem von b; iiberschneiden. Hat b; den Doppelindex (i1, 42)
sind das genau die b; mit iy — N < j; < i3 + N und i — N < jy < iy + N (siche
Abbildung 5.3 fiir einen b-Spline vom Grad zwei).

Die rechte Seite des Gleichungssystems hat nach (3.11) die Form

_ /Q fB;  baw. / B (5.3)

wenn auch hier zunéchst mit wb-Splines gerechnet wird. Auch diese Integrale kénnen
durch Summation der Werte auf jeder einzelnen Gitterzelle (); berechnet werden und
man erhélt, entsprechend (5.2),

fizfﬂr/Q fub; (5.4)
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Abbildung 5.3: mogliche b-Splinekombinationen

dabei nimmt das Integral nur fiir Q; C supp(b;) Werte ungleich Null an. Da man
fiir jeden b-Spline einen Eintrag f; erhilt, hat die Matrix £ der rechten Seite die
Dimension (m + N) x (n+ N).

Fiir die b-Splines, deren Trager nur duflere Gitterzellen enthalten, werden die Dia-
gonaleintrége der Matrix G und die entsprechenden Eintrédge von F' zum Schluss auf
eins gesetzt, da sie keinen Anteil an der Approximation haben.

Das Gleichungssystem fiir wb-Splines hat dann die Form

GX=F . (5.5)

Im Folgenden wird die numerische Integration, sowie die Berechnung der b-Spline-
werte an den Gaulpunkten, die auf die Auswertung eines Kardinalsplines zuriickge-
fithrt wird, néher erldutert.

5.2.1 Numerische Integration

Zur Berechnung der Integrale iiber die einzelnen Gitterzellen wird die Gauf-Integr-
ation verwendet. Dabei wird ein Integral durch eine gewichtete Summe von Funk-
tionswerten approximiert

| e = 3wt (5:5)

wobei die Gewichte w; und die Stiitzstellen z; so gewéhlt werden, dass Polynome
von moglichst hohem Grad exakt integriert werden.

Verwendet man w(z) = 1 und [a,b] = [—1, 1], erhédlt man als Stiitzstellen die Null-
stellen des Legendrepolynoms vom Grad n.
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Satz 5.1 (Gauf-Legendre-Formel)
Die Stiitzstellen der Gauf3-Legendre-Formel der Ordnung 2n sind die Eigenwerte der
Tridiagonalmatrix

0 be 0
by 0 b
T - B0
bn—l 0 bn
0 b, 0
mit E_1
by = _ , fir2<k<n

Vv (2k — 3)(2k — 1)
und fiir die Gewichte gilt
v — /1 dr
o Vil

wobei V; der durch vj; = 1 normierte Eigenvektor zu x; ist. Fir [a,b] # [—1,1]
werden die so berechneten Stiitzstellen und Gewichte auf das Intervall [a,b] trans-
formiert. Fiir den Fehler gilt:

[ et =S st = S 6 W

fiir ein u € [a,b]. Insbesondere ist die GauB-Formel exakt fiir Polynome vom Grad
< 2n.

[H598], S.156-166

Satz 5.2 (Produktformeln)
Sind die Integrationsformeln

b m d n
[raemY wse) o[ asd )
a i=1 c j=1

exakt fiir Polynome vom Grad < m bzw. < n, so ist die Produktformel

b pd m_n
/ / f(z,y) de dy = ZZuivjf(xi,yj)

i=1 j=1
exakt fiir die Polynome
p(z,y) = Z Z ai;x'y’
i<m j<n

vom Grad < m in x und < n iny.
[Ho98], S.175

Fiir innere Gitterzellen erhélt man so direkt die Stiitzstellen und Gewichte fiir die
Gauflintegration. Bei Integration iiber eine Randzelle muss der in dieser Zelle lie-
gende Teil des Gebiets () dagegen zuerst geeignet auf ein Rechteck transformiert
werden, um Satz 5.2 anwenden zu koénnen.
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Abbildung 5.4: Polynomstiicke der Kardinalsplines

5.2.2 Auswertung der wb-Splines

Wegen A(wb;) = Aw - b; + w - Ab; + 2 - Vw - Vb; braucht man zur Berechnung der
Eintriige der Galerkinmatrix G nach (5.2) die Werte der Gewichtsfunktion und des
b-Splines b;, sowie von beiden die ersten und die nichtgemischten zweiten Ableitun-
gen, an den Gaulpunkten. Den bivariaten b-Spline b; erhélt man durch Multiplika-
tion zweier univariater b-Splines vom selben Grad, die beide skalierte, verschobene
Kardinalsplines sind. Man benétigt also nur eine effiziente Moglichkeit um Kardi-
nalsplines auszuwerten. Nach [App01] (S.101) empfiehlt sich dafiir die Darstellung
als stiickweises Polynom.

Der Kardinalspline ist auf jedem Trégerintervall [i,i + 1], i = 1, ..., n, ein Polynom
vom Grad n

qi(z) = Zai,jxj
=0

Verschiebt man die stiickweisen Polynome alle auf das Intervall [0, 1], erhélt man
die folgende Darstellung:

Gi(z) == qi(r +1i) = Z a; 5’ (5.7)

Es geniigt damit, zur Berechnung der Werte der bivariaten b-Splines, die x- und
y-Werte der GauBpunkte der Gitterzelle @, jeweils auf das Intervall [0, 1] zu trans-
formieren, und die Polynome ¢; an diesen Stellen auszuwerten. Fiir jeden einzelnen
b-Spline b, der auf ); nicht verschwindet, muss man daraus in beiden Kompo-
nenten nur noch das passende Polynomstiick auswéhlen und die Werte in z- und
y-Richtung multiplizieren. Die Matrix A,,, die die Koeffizienten a@; ; fiir den Grad n
enthélt, muss dabei nur einmal berechnet werden.

Fiir die Ableitungen des Kardinalsplines kann man die Darstellung aus Definition 3.1
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verwenden, man benétigt fiir die erste und zweite Ableitung also die Kardinalsplines
vom Grad n — 1 bzw. n — 2. Entsprechend (5.7) geniigt zu deren Berechnung die
Kenntnis der Matrizen A, _; und A,_s, die ebenfalls nur einmal aufgestellt werden
missen.

Zur Auswertung der Gewichtsfunktion w ~ dist?((z,y),02) geniigt es die Werte der
Gewichtsfunktion @ mit w(z,y) ~ dist((z,y),0Q) und w = w?, sowie deren erste
und zweite Ableitungen, an den GauBlpunkten zu kennen. Daraus kénnen die ent-
sprechenden Werte von w und deren Ableitungen zusammengesetzt werden. Denn
es gilt:

w = w?
Wy, = 2W- Wy

~2 A A
Wey = 2<wx+w-wm>

Wenn man nun noch fiir alle Punkte, die aulerhalb von € liegen, die Werte von w
mit —1 multipliziert, dann bleibt die Eigenschaft der Gewichtsfunktion, auflerhalb
von {2 negativ zu sein, erhalten.

5.3 Berechnung der Erweiterungsmatrix

Um von dem Gleichungssystem GX = F zum Gleichungssystem GX = F' mit web-
Splines zu kommen, miissen die &ufleren b-Splines an die inneren gekoppelt werden.
Dazu wird zunichst die Transformation der vierfach indizierten Matrix G in die
doppelt indizierte Gg betrachtet, die durch Umwandlung der Doppelindizes der b-
Splines in einfache geschieht. Dabei ergeben die Eintrage G’(:, ., 1,j) die Diagonal-
cintriige von Gg. In Abb. 5.6 sicht man links die Belegung einer Matrix Gy fiir
Splinegrad N=2. Man erkennt die (2N 4 1) x (2N + 1), also hier 25 Diagonalen, die
Eintrage ungleich Null enthalten, wahrend der Rest der Matrix aus Nullen besteht.
Genauso wird die Matrix F der rechten Seite des Gleichungssystems in einen Vektor
Fy umgeschrieben.
Um von der so erhaltenen Matrix G der wh-Splines zur Matrix der web-Splines
G, und von Fs 7u Fs, zu gelangen, miissen zunéchst die Koppelungskoeffizienten
e;; berechnet werden. Dazu muss fiir jeden &ufleren b-Spline vom Grad N ein
(N +1) x (N + 1) grofler Bereich innerer Indizes gefunden und nach Satz 3.5 die
zugehorigen Lagrangepolynome ausgewertet werden.
Die Transformationsmatrix 7" erhélt dann die Eintrdge t;; = 0;; + e;; und damit
gilt:

GS = TTésT und FS = TTFS (58)

[H502]

Dabei hat T die Dimension |I| x |1 + J|, wobei I wieder die Indexmenge der inneren
b-Splines und J die der dufleren bezeichnet. Durch die Erweiterung werden Grofie
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Abbildung 5.5: Belegung einer Transformationsmatrix

und Kondition der Matrix G'g gegeniiber G verkleinert.

Abbildung 5.5 zeigt die Belegung einer solchen Transformationsmatrix 7. Dabei
sind die b-Splines schon nach inneren und &dufleren sortiert. Fiir die inneren erhéalt
man im linken Teil von T die Einheitsmatrix, fiir die &ufleren hat man jeweils meh-
rere Koppelungskoeffizienten e; ;.

In Abb. 5.6 sieht man rechts die Belegungsstruktur der zur linken Matrix Gs
gehorenden Matrix Gg. Die Dimension ist kleiner und die Belegung mit Eintrigen
ungleich Null dichter (siehe auch numerische Beispiel in Kapitel 6).

5.4 Losung des Gleichungssystems

Zur Losung des nichterweiterten bzw. erweiterten Gleichungssystems GsX = Fy
bzw. GgX = Fs kann auf schon implementierte Loser zuriickggegriffen werden.
Da man bei der Plattengleichung sowohl fiir Gy als auch Gg symmetrische, positiv
definite Matrizen erhéilt, bietet sich das cg-Verfahren (conjugate gradient method),
das theoretisch nach n Schritten konvergiert, zur Losung an.

Satz 5.3 (Konjugierte Gradienten)
Mit der Methode der konjugierten Gradienten erhélt man die Losung eines symme-
trischen, positiv definiten Systems der Dimension n in héchstens n Schritten.

[H598]

Die Konvergenz ist dabei umso schlechter je grofier die Kondition der Galerkinma-
trix ist, kann jedoch durch Vorkonditionierung verbessert werden. Fiir die Beispie-
le in Kapitel 6 wurde eine SSOR-Vorkonditionierung (symmetric successive over-
relaxation) mit Relaxationsparameter § = 1.3 verwendet.
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Abbildung 5.6: Belegung der Matrizen Gg und Gg

Bei Losung des nichterweiterten Gleichungssystems wird der so erhaltene Losungs-
vektor X wieder in eine Matrix umgewandelt, um zum Plotten der Losung die
doppelt indizierten wb-Splines verwenden zu kénnen. Wird dagegen das erweiter-
te Gleichungssystem gelost, werden die Koeffizienten der web-Splines durch erneu-
te Multiplikation mit der Transformationsmatrix 7" zuvor in Koeffizienten der zu-
gehorigen wb-Splines umgewandelt. Ist X die Losung des erweiterten Gleichungs-
systems GgX = Fg, dann erhélt man die Losung des zugehorigen nichterweiterten
Gleichungssystems GgX = Fy als

X=TX

5.5 Plotten der Losung und der Spannungsvertei-
lung

Den Wert der Ndherungslosung an einem Punkt x € 2 erhélt man durch Summa-
tion der wb-Splines, die in = nicht verschwinden, multipliziert mit den zugehorigen
Losungskoeffizienten,

firzre@: wup(x)= Zai ~w(z) - bi(x)

i~Q

Fiir Splinegrad N lduft die Summe dabei iiber hochstens (N + 1) x (N + 1) b-
Splines. Dabei féllt fiir jeden eine andere der (N + 1) x (N + 1) verschiedenen
Tragerzellen mit () zusammen. Wenn man die Auswertungspunkte gleichméaflig
iiber dem Gebiet () verteilt, geniigt es deshalb die verschiedenen vorkommenden
b-Splinewerte einmal zu berechnen und fiir jede Gitterzelle nur noch mit den ent-
sprechenden Losungskoeffizienten zu multiplizieren. Auflerdem muss fiir jede Gitter-
zelle die Gewichtsfunktion an diesen Punkten ausgewertet werden. Da sie innerhalb
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Abbildung 5.7: Auslenkung der Platte

des Gebiets €2 positive und auflerhalb negative Werte annimmt, kann man anhand
des Vorzeichens entscheiden, ob ein Punkt im Gebiet Q liegt oder nicht. Geplottet
werden nur die inneren Punkte.

Entsprechend geht man beim Plotten der Spannungsverteilung in einer zur Mit-
telebene parallelen Ebene der Platte vor. Da die Spannung in jedem Punkt der
Platte aus den drei verschiedenen Komponenten o1, 05 und o015 besteht, wird zur
Visualisierung die von Mises-Spannung

Om = \/5% + 03 — 0109 (5.9)

verwendet.Sie ergibt sich aus den Eigenwerten ¢, und 5 der Spannungsmatrix, deren
Eintrége sich nach (1.12) aus der Auslenkung der Platte berechnen lassen. Wie schon
in Kapitel 1 erwéhnt wurde, verschwinden die Spannungen in der Mittelebene.

Zur Berechnung benétigt man demnach die zweiten Ableitungen der Auslenkung, die
aus Funktionswerten, ersten und zweiten Ableitungen der Gewichtsfunktion und der
b-Splines, sowie den Losungskoeffizienten berechnet werden kénnen. Auch hierbei
werden die Plotpunkte gleichméfig iiber dem Gitter verteilt, um die Auswertung
der b-Splines zu vereinfachen.

5.6 Fehlerberechnung

In Kapitel 4.3 wurde bewiesen, dass die Finite Elemente Approximation der Platten-
gleichung mit web-Splines die optimale Fehlerordnung liefert. Um dies fiir Beispiele
nachpriifen zu kénnen, wurde auch eine Funktion zur Fehlerberechnung implemen-
tiert. Bei Beispielen bei denen die exakte Losung u des Problems bekannt ist, muss
man nur iiber die Differenz dieser und der berechneten Losung wy integrieren und
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Abbildung 5.8: von Mises-Spannung

erhilt fiir k = 0, 1,2 den Fehler in der H°-, H'- bzw. H2-Sobolevnorm

1/2

Fun) := llu— unlls = 2:/ w—uw?| .

|| <K

bzw. den relativen Fehler

|u — upllx

Frattn) = T

Nach Satz 4.4 erwartet man bei Halbierung der Gitterweite A fiir den Fehler in der

H'-Norm i
|w — ol \"""
= Ul , (2 , 5.10
i —wfo ~ \2 (5.10)

d.h. je hoher der Ansatzgrad der web-Splines desto schneller konvergiert u, gegen
die exakte Losung.

Kennt man die exakte Losung eines Beispielproblems nicht, kann nur der Fehler ge-
geniiber einer genaueren Approximation berechnet werden. Bei der Implementierung
wurde dabei der relative Fehler zwischen der Approximationslosung zur Gitterweite
h und der mit halbierter Gitterweite h/2 gewahlt:

ean = vl

Fapp<uh) = ||uh||k

, k=0,1,2 (5.11)
Dabei besteht die Schwierigkeit darin, dass man das Gitter mit Gitterweite h/2
nicht einfach durch Aufteilen jeder Gitterzelle der Gitterweite h in vier kleinere
Zellen erhalt, sondern dass das feinere Gitter gegeniiber dem urspriinglichen auch
noch verschoben sein kann.



Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

Die in Kapitel 4 bewiesene Beschrianktheit der Kondition der Galerkinmatrix, sowie
die optimale Fehlerordnung bei der Finite Elemente Approximation der Platten-
gleichung mit web-Splines sollen nun anhand einiger numerischer Beispiele nachge-
priift werden. Dazu werden zunéchst einige einfache Beispiele, bei denen die exakte
Losung der Differentialgleichung bekannt oder vorgegeben ist, betrachtet. Fiir wei-
tere Beispiele werden die numerischen Ergebnisse angegeben.

Die verschiedenen Splinegrade werden dabei mit folgenden Symbolen bezeichnet:

Splinegrad | 2 3 4 5 6
Symbol ‘x o o K *

6.1 Einheitskreis

0.5¢

-0.57

_1, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 6.1: Beispielgebiet Einheitskreis

64
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Abbildung 6.2: Auslenkung Einheitskreis mit konstanter Belastung

6.1.1 konstante Belastung

Fiir einen Kreis mit konstanter Belastung kann die Auslenkung analytisch angegeben
werden. Sie ist rotationssymmetrisch und hat fiir einen Punkt mit Abstand r vom
Kreismittelpunkt den Wert

p (2 2)2

= — A

u

wobei K die in (1.4) definierte Konstante, a der Radius des Kreises und p die
konstante rechte Seite ist [Ram00].

Fiir das Beispiel wurde @ = & = 1 gewéhlt. Die Kraft zeigt in Richtung der positiven
z-Achse, so dass man in diesem Fall eine Auslenkung nach oben erhilt (Abb. 6.2).
Nach (6.1) ist sie rotationssymmetrisch, genau wie ihre Ableitungen und damit auch

die Spannungsverteilung (Abb. 6.3).

Abbildung 6.3: Spannungsverteilung der von Mises-Spannung
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Eine Gewichtsfunktion, die dquivalent zur Abstandsfunktion ist, ist die implizite
Darstellung des Einheitskreises

w(z,y) =1 —a? — 2

Die zur Losung der Plattengleichung benoétigte, zur quadrierten Abstandsfunktion
aquivalente, Gewichtsfunktion ist damit

w(z,y) = (z,y) = (1 -2 — )%

Da die Losung ein Polynom vom Grad vier ist, ist sie im web-Splineraum enthalten.
Abweichungen von der exakten Losung ergeben sich deshalb bei der numerischen
Berechnung nur durch Rundungsfehler. Wie in der folgenden Tabelle zu sehen,
wird der Fehler deshalb bei Verkleinerung der Gitterweite auch etwas grofler. Fiir
verschiedene b-Splinegrade und verschiedene Gitterweiten sind die relativen Fehler in
der H% und der H2-Norm gegeniiber der exakten Losung angegeben. N bezeichnet
dabei den b-Splinegrad.

h || H° N=2 | H?, N=2 [ H°, N=3 | H?, N=3
1/2 || 1.4226-15 | 1.903e-14 || 3.959¢-15 | 6.805e-14
1/4 || 3.925e-16 | 1.687e-15 || 4.097e-16 | 1.795¢-15
1/8 || 2.956e-15 | 8.922¢-15 || 1.818¢-15 | 5.089¢-15
1/16 || 9.379¢-14 | 1.248¢-13 || 3.846¢-14 | 5.040e-14
1/32 || 2.785¢-13 | 1.799¢-12 | 4.874e-13 | 9.284e-12
1/64 || 7.555e-12 | 6.521e-11 | 2.570e-12 | 3.726e-11

6.1.2

Gibt man die Auslenkung der Platte vor und berechnet durch A%y = f die zu-
gehorige rechte Seite, kann man Beispiele konstruieren, fiir die die exakte Losung
bekannt ist. Auflerdem kann man die Ableitungen von u berechnen. Die Appro-
ximationslosung, sowie deren Ableitungen, konnen somit direkt mit den exakten
Werten verglichen werden.

Um ein Beispiel zu konstruieren bei dem die Losung nicht im web-Ansatzraum ent-
halten ist, wurde die Losung

exakte Losung u = w(x,y) - exp(y)

u(z,y) = (1—2° —y°)* exp(y)

vorgegeben. Dies entspricht der Gewichtsfunktion fiir den Einheitskreis multipliziert
mit der Exponentialfunktion der y-Werte.

Abbildung 6.4 zeigt die Konvergenzraten des H'- und des H2- Fehlers. Dazu wurden
fiir die Gitterweiten (1/2)%, i=1:6, jeweils der H'- bzw. H?*-Fehler im i-ten Schritt
durch den im (i+1)-ten dividiert und logarithmiert. Nach (5.10) erwartet man fiir
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Abbildung 6.4: Konvergenzrate H'-und H2-Fehler fiir N =2 — 5, h =27k
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Abbildung 6.5: H'-Fehler und H2-Fehler fir N =2 — 5, h =27

den Fehler in der k - Norm bei Splinegrad N eine Konvergenzrate von N + 1 — k.
Fiir die H! - Norm und N = 3 sollte die Konvergenzrate demnach drei und fiir
den H? - Fehler zwei sein. Bei hoherem Splinegrad ist sie entsprechend héher. In
Abbildung 6.4 sieht man, dass bis zum Splinegrad vier diese Konvergenzraten sehr
genau erreicht werden. Lediglich bei der letzten Gitterhalbierung und Splinegrad
N = 5 ergibt sich eine Abweichung. In Abbildung 6.5 sind fiir dieselben Gitterweiten
und Splinegrade die Fehler in der H'- bzw. H?- Norm abgebildet. Wie man hier sieht
nimmt bei Splinegrad fiinf der Fehler im letzten Iterationsschritt nicht mehr so stark
ab, was auf Rundungsfehler zuriickzufiihren ist. Der H!- Fehler betriigt hier schon
im 5. Schritt nur noch 1.51 - 107'2. Ansonsten ist der in der halblogarithmischen
Darstellung lineare Fehlerverlauf gut zu erkennen. Weiterhin sieht man, dass man
hier auch fiir den Splinegrad N = 2 die optimale Konvergenzordnung, zwei fiir den
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H'- und eins fiir den H?-Fehler, erhiilt. In Satz 4.5 wurde diese Eigenschaft nur fiir
N > 3 bewiesen.

6.1.3 Kondition der Galerkinmatrix

Nach Satz 4.3 gilt, dass die Kondition der Galerkinmatrix des erweiterten Systems
nicht stirker als h=* wichst. Wie dort schon erwihnt wurde, gibt es keine entspre-
chende Abschéitzung fiir das nichterweiterte System. Dies macht sich vor allem bei
héheren Splinegraden und kleinen Gitterweiten deutlich bemerkbar. Die folgende
Tabelle enthélt die Konditionen und Dimensionen der erweiterten und nichterwei-
terten Galerkinmatrizen bei Grad N=4 fiir das vorherige Beispiel Einheitskreis mit
vorgegebener exakter Losung.

h cond GS cond GS dim GS dim GS
1/2 | 1.1878e+16 | 5.2445e+06 81 45
1/4 | 7.8094e+22 | 2.4873e+07 169 109
1/8 | 3.2834e+30 | 1.6631e+08 441 313
1/16 || 1.0583e+37 | 2.2814e+4-08 1369 1013
1/32 || 1.6674e+43 | 4.0250e+4-08 4761 3621
1/64 || 4.2767e+43 | 3.9251e4+08 || 17689 13669

Je kleiner die Gitterweite umso weniger unterscheiden sich die Dimensionen der
beiden Matrizen, da der Anteil an dufleren Gitterzellen und damit an dufleren b-
Splines, im Vergleich zu den Inneren, immer geringer wird. Im Gegensatz dazu un-
terscheiden sich die Konditionen der beiden Matrizen bei kleiner Gitterweite sehr
stark. Nach Satz 4.3 dndert sich die Kondition der erweiterten Matrix bei Gitterhal-
bierung um nicht mehr als den Faktor 16, in obiger Tabelle ist der Unterschied sogar
oft deutlich kleiner. Bei der nichterweiterten Matrix steigt die Kondition dagegen
bei jeder Gitterhalbierung um mehrere Zehnerpotenzen an.

Wie stark sich die Kondition der Galerkinmatrix des nichterweiterten Systems, au-
Ber bei Verkleinerung der Gitterweite, auch bei kleiner Verschiebung des Gitters ver-
schlechtern kann, soll das folgende Beispiel zeigen. Es wird wieder der Einheitskreis
mit konstanter Belastung betrachtet, die Gitterweite bleibt unverdandert, lediglich
der Gittermittelpunkt wird verschoben.

Im linken Bild ist die Aufteilung der Gitterzellen fast symmetrisch zum Ursprung.
Auch die Randzellen haben noch einen relativ grofilen Schnitt mit dem Gebiet,
wéahrend im rechten Bild manche Gitterzellen nur durch die Markierung als Randzel-
len zu erkennen sind. Wie in der folgenden Tabelle ersichtlich, steigt die Kondition
der Matrix durch solche Zellen mit sehr kleinem Anteil am Gebiet stark an, wihrend
dies bei der erweiterten Matrix durch die Koppelung der d&ufleren an die inneren b-
Splines vermieden wird. Als Splinegrad wurde N = 3 verwendet.
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15 15
1 1
0.5t 0.5¢
0 f
-05 -0.5¢
_17 _1,
s 1 05 0 05 1 15 X5 1 05 o0
h | Mittelpunkt wb-cond web-cond
0.4 | (0.01,0.01) | 4.4836 e+15 | 3.8627e+04
04| (0.15,0.1) | 7.2420e+33 | 5.9296e+04
0.4 | (0.153,0.1) | 3.5278¢+42 | 5.9413e+04
6.1.4 exakte Lésung u = w(x,y) - exp(—(x? + y?))

Als weiteres Beispiel fiir eine exakte Losung, wird

u(z,y) = (1 —2*—y?)

vorgegeben.

10°

2

exp(—(2* +y%))

Abbildung 6.6: H’- und H?-Fehler fir N =2 —5, h =27*
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Abbildung 6.7: Konvergenzrate H°- und H2Fehler fir N =2 —5, h = 27*

Abbildung 6.6 zeigt die Fehlerkurven und Abbildung 6.7 die zugehorigen Konver-
genzraten. Auch hier wurde die Losung fiir die Gitterweiten (1/2)?, i=1:6, berechnet.
Auftillig ist, dass man fiir die Splinegrade drei, vier und fiinf, sowie fiir Grad zwei
in der H%-Norm wieder die optimale Fehlerordnung erhilt, wihrend die Konver-
genzrate des H-Fehlers bei Grad zwei eine Ordnung zu schlecht ist. Hier kann die
Regularitit des dualen Problems offenbar nicht voll ausgenutzt werden und man

erhélt in diesem Spezialfall nicht die optimale Fehlerordnung (vgl. Bemerkungen
nach Satz 4.5).

In der folgenden Tabelle sind fiir die Splinegrade drei und vier und verschiedene
Gitterweiten die Maximumnormen des Fehlers angegeben. Dazu wurde die Diffe-
renz zwischen berechneter und exakter Losung in jeder Zelle an 5 x 5 gleichméafig
verteilten Punkten bestimmt und das Maximum des Betrags berechnet. Die Auslen-
kung selbst ist punktsymmetrisch zum Ursprung und nimmt dort ihren maximalen
Wert eins an, d.h. schon bei sehr grober Gitterweite ist die maximale Abweichung
der Approximationslosung gering.

h N Fma:v N Fmax
1/2 || 3 | 1.8000e-03 || 4 | 1.0542¢e-04
1/4 || 3 | 1.0646e-04 | 4 | 1.1541e-05
1/8 || 3 | 6.1440e-06 || 4 | 2.5127e-07

1/16 || 3 | 3.2357e-07 || 4 | 7.4509e-09
1/32 | 3 | 2.4830e-08 || 4 | 2.0807e-10
1/64 || 3 | 1.5002e-09 || 4 | 5.8423e-12
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6.2 Ellipse mit Kreisloch

-4 -2 0 2 4

Abbildung 6.8: Gebiet Ellipse mit Kreisloch

Auch fiir das zweite Beispielgebiet kann die Gewichtsfunktion explizit angegeben
werden. Sie ergibt sich aus den impliziten Darstellungen der Ellipse (mit den Halb-
achsen 4 und 3) und dem verschobenen Einheitskreis (Mittelpunkt (-0.75,0.5)) zu

e = (1-5-2) (2 (o-8) 1)

Um auch hier eine exakte Losung zu kennen, wird wieder die Auslenkung der Platte

u(r,y) = w(x,y) cos(y)

vorgegeben und daraus die rechte Seite der Differentialgleichung berechnet.

6.2.1 Kondition der Galerkinmatrix

In den folgenden Tabellen werden wieder die Konditionen der Galerkinmatrizen des
erweiterten und nichterweiterten Systems, sowie ihre Dimensionen verglichen. Wie-
der siecht man das starke Anwachsen der Kondition beim nichterweiterten System,
wéhrend sie sich beim erweiterten System wenig dndert. Je héher der Splinegrad
desto gravierender ist der Unterschied.

h cond GG cond G dim G | dim G
1.2 | 1.3570e+22 | 6.1936e+07 99 40
0.6 | 6.1272e+26 | 2.7952e+05 252 157
0.3 | 3.8016e+29 | 9.3698e+04 744 505
0.15 | 1.1733e+40 | 3.8906e+05 2552 1778
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h cond G cond G dim G | dim G

N—1 1.2 | 5.5733e+29 | 2.9738e+10 120 55
_ 0.6 | 2.0167e+35 | 2.1160e+08 285 186
0.3 | 1.7852e+38 | 9.0514e+07 800 564

0.15 | 3.2713e+51 | 3.4216e+08 2655 1896

h cond G cond G dim G | dim G

N— 1.2 | 7.4404e+37 | 3.3089e+13 72 143
=5 0.6 | 1.5495e+44 | 6.0500e+10 217 320
0.3 | 1.8926e+47 | 2.4324e+10 623 858

0.15 | 2.2494e+63 | 6.1989¢e+10 2014 2760

6.2.2 Verifikation der Fehlerordnung

Die in Satz 4.5 bewiesene Fehlerordnung der Approximationslésung soll anhand
dieses Beispiels noch einmal experimentell bestétigt werden. Losung und Rand des
Gebiets sind glatt, aulerdem wurde das Beispiel so gewéhlt, dass die exakte Losung
bekannt ist und somit direkt mit der Approximationslésung verglichen werden kann.
Abb. 6.9 zeigt den H® - und den H? - Fehler fiir verschiedene Splinegrade und
jeweils halbierte Gitterweite und Abb. 6.10 die zugehdrigen Konvergenzraten des
H?-Fehlers.

0 1 2 3 4 5 0 0 1 2 3 4 5
Abbildung 6.9: H - und H? - Fehler fiir Splinegrad N=2-5, h=2"%
Wie im vorherigen Beispiel erhélt man die optimale Fehlerordnung, aufler fiir den

H°-Fehler bei Splinegrad N = 2. Bei diesem Spezialfall ist sie wieder eine Ordnung
zu niedrig.
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Abbildung 6.10: Konvergenzraten des H? - Fehlers fiir N =2 — 5

6.2.3 Konvergenz des Losers

In Abbildung 6.11 ist die Anzahl der benotigten Iterationen bis zum Erreichen einer
relativen Residuumnorm < 107 fiir die Gitterweiten 27%, k = 0 : 4 und fiir die
Splinegrade N = 2 — 5 geplottet.

0 1 2 3 4

Abbildung 6.11: Iterationszahl fiir relative Residuumnorm < 10e — 09
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6.3 Beispiele mit Singularitiaten

Beim Beweis der Optimalitiat der Fehlerordnung in Kapitel 4.3 wurde vorausgesetzt,
dass der Rand 0f2 des Gebiets, sowie die Losung u glatt sind. Fiir die Kreisplatte mit
ausgeschnittenem Quadrat (Abb. 1.2), die im 1. Kapitel als Beispielgebiet betrach-
tet wurde, sind diese Bedingungen offensichtlich nicht erfiillt. Im Spannungsplot
(Abb. 1.4) sind die Singularitdten der Losung, die in den Ecken auftreten, zu erken-
nen. Die Ableitungen der Verschiebung, die zur Berechnung der Spannungsmatrix
benotigt werden, sind nicht mehr beschrinkt. Da die Platte am Rand fest einge-
spannt ist und die Losung damit durch die gewéhlte Gewichtsfunktion am Rand
immer Null wird, sind die Singularitdten dagegen bei der Auslenkung der Platte
nicht zu sehen.

Zur Untersuchung der Fehlerordnung bei einem Gebiet mit Ecken wird eine einfache
Rechteckplatte (5.35 x 7) betrachtet, die auch wieder mit konstanter Kraft belastet
wird. Da hier keine exakte Losung bekannt ist, wird jeweils der Fehler einer Approxi-
mationslosung gegeniiber der Approximation auf dem Gitter mit halber Gitterweite
bestimmt.

Wie man am parallelen Verlauf der Fehlerkurven in Abb. 6.12 sieht, sind die Fehler
bei hoherem Splinegrad zwar kleiner, nehmen aber nicht schneller ab. Dies wird an-
hand der Konvergenzraten in Abb. 6.13 noch deutlicher. Fiir Grad drei wiirde man
bei einer glatten Losung eine Konvergenzrate von vier fiir den H°-Fehler erwarten,
dies wird auch hier erreicht. Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen wird die
Konvergenz insgesamt jedoch bei hoherem Splinegrad nicht besser.

0 1 2

Abbildung 6.12: H°- und H? Fehler bei Splinegrad 3-6, Gitterweite h = 2%
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Abbildung 6.13: Konvergenz des H°- und H?-Fehlers bei Splinegrad 3-6

Auch bei diesem Beispiel, ein Kreis mit ausgeschnittenem Dreieck, treten Singula-
ritdten in den Ecken auf.

Abbildung 6.14: Beispielgebiet mit Ecken

Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen ist diesmal nicht die von Mises-Spannung,
sondern die Hauptspannung, der betragsméflig grofite Eigenwert der Spannungsma-
trix, geplottet.
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Abbildung 6.15: Auslenkung der Platte

Abbildung 6.16: Verteilung der Hauptspannung



Anhang A

Programmiibersicht

A.1 erstellte Programme

Es folgt eine kurze Ubersicht der fiir diese Diplomarbeit in MATLAB erstellten Pro-
gramme in alphabetischer Reihenfolge. Fine ausfiihrliche Beschreibung zur Bedie-
nung dieser und anderer Programme des web-Projekts findet sich in der web-Projekt-
Dokumentation [HAB*].

e web_error
Programm zur Berechnung des Fehlers der Approximationslosung. Sofern die
exakte Losung des Problems bekannt ist, wird sie mit der Ndherungslosung
verglichen, ist das nicht der Fall, wird der Fehler gegeniiber der Approximation
bei halber Gitterweite bestimmt. Der Fehler wird in der HO-, H1- und H2-
Norm berechnet. Zusétzlich kann die Differenz der beiden Lésungen noch
geplottet werden.

e web_galerkin _plattengl

Funktion, die fiir die Plattengleichung die Galerkinmatrix sowie den Vektor
der rechten Seite mit gewichteten, nichterweiterten b-Splines aufstellt. Gebiet
und rechte Seite der Differentialgleichung kénnen dabei beliebig vorgegeben
werden. Um das Aufstellen des linearen Gleichungssystems iibersichtlicher
zu halten, werden die b-Splines dabei jeweils mit zwei Indizes versehen, die
Galerkinmatrix ist also vierfach die rechte Seite entsprechend doppelt indiziert
(siche Kapitel 5.2).

e web_plattengl bsp

Beispielprogramm, das fiir die beiden in Kapitel 6.1 bzw. 6.2 betrachteten
Beispiele Einheitskreis und Ellipse mit Kreisloch das Gleichungssystem auf-
stellt, 16st und die berechnete Losung sowie den Fehler ausgibt. Dabei sind
die rechten Seiten jeweils so gewéhlt, dass die exakte Losung bekannt ist. Git-
terweite und Anzahl der verschiedenen Gitterweiten, fiir die die Berechnung
durchgefiihrt werden soll, konnen dabei vorgegeben werden. Die Funktionen
web_rhs_plattengl _bsp bzw. web_exsol_plattengl_bsp enthalten die rech-
ten Seiten bzw. die exakten Losungen fiir die Beispiele.
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web_plattengl _sol

Hauptprogramm zur Berechnung der Losung der Plattengleichung. Fiir ein
beliebig vorgegebenes Gebiet, mit zugehoriger Gewichtsfunktion, und eine be-
liebige rechte Seite der Differentialgleichung werden die zum Losen des Glei-
chungssystems notigen Schritte durchgefiihrt. Zunéchst wird mit der Funktion
web_galerkin_plattengl das Gleichungssystem aufgestellt und mit web_
system _solve gelost. AnschlieBend wird die berechnete Losung mit web_
solution_plot ausgegeben und wenn moglich durch Aufruf der Funktion web_
error der Approximationsfehler berechnet. Dabei kénnen die Startgitterweite
und die Anzahl der verschiedenen Gitterweiten, fiir die die Rechung durch-
gefiihrt werden soll, sowie die gewiinschte Basis (wb-Splines oder web-Splines)
und verschiedene Loserkonfigurationen vorgegeben werden.

web_plattengl spannung

Berechnet zu einer Losung der Plattengleichung die zugehorige Spannungsver-
teilung der von Mises-Spannung in einem vorgegebenen Abstand zur Mittele-
bene und plottet sie.

web_plattengl test

Testfunktion, die fiir die beiden Beispiele Einheitskreis und Ellipse mit Kreis-
loch einen kompletten Programmdurchlauf mit geeigneten Parametern durch-
fiihrt.

web_solution_plot

Funktion zum Plotten der berechneten Verschiebung. Auch dieses Programm
bendtigt als Eingabeparameter wieder die zum Gebiet gehérende Gewichts-
funktion. Dabei kann die Feinheit des Plotgitters vorgegeben werden, die
Losung direkt ausgegeben oder nur die entsprechenden Matrizen zuriickgege-
ben werden.

web_system_solve

Diese Funktion wandelt die vierfach indizierte Galerkinmatrix in eine doppelt
indizierte und entsprechend den doppelt indizierten Vektor in einen Einfachen
um. AnschlieBend wird die Funktion web_solve zum Ld&sen des entstandenen
Gleichungssystem aufgerufen und die erhaltene Losung wieder in eine doppelt
indizierte Matrix umgewandelt.

web_weight_rfct_sqr

Berechnet aus der mit R-Funktionen konstruierten Gewichtsfunktion, die dqui-
valent zur Abstandfunktion ist, die fiir die Plattengleichung bendétigte qua-
drierte Gewichtsfunktion, sowie deren erste und alle zweiten Ableitungen (sie-
he Kapitel 5.2).

web_weight_sqr_ellipse_kreis, web_weight _sqr_unitcircle
Quadratische Gewichtsfunktion fiir das Beispiel Ellipse mit Kreisloch bzw.
Einheitskreis.
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A.2 Das Hauptprogramms web_plattengl_sol

Anhand eines Beispiels soll die Verwendung des Hauptprogramms web_plattengl_sol
kurz erldutert werden. Das in Abbildung A.1 gezeigte Beispielgebiet wurde dafiir
mit dem Quadric Boundary Editor (gbe, [Bos02]) durch Schnitt einer Ellipse mit
einer Geraden und einer Parabel sowie Differenzbildung mit einer weiteren Ellipse
erzeugt. Aus dem gbe heraus lasst sich auch direkt die Funktion zum Erstellen der
zugehorigen, zur Abstandsfunktion dquivalenten, Gewichtsfunktion aufrufen. Sie ist
in Abbildung A.2 zu sehen.

Fiir dieses Gebiet soll jetzt die Auslenkung der Platte unter konstanter Belastung
berechnet werden. Die entsprechenden Daten fiir die konstante rechte Seite stellt
die Funktion web_rhs_one bereit.

In MATLAB wird das Hauptprogramm aufgerufen:

> [s,HO_Fehler,H1 Fehler,H2 Fehler|=

=web_plattengl_sol("web_weight rfct_sqr’,’"web_rhs_one’,’'web’, 1,4, 'pcg’,'fkt _exsol’);

Die Funktion web_weight_rfct_sqr berechnet dabei die quadrierte Gewichtsfunk-
tion, 1’ ist in diesem Fall die Startgitterweite, 4’ die Anzahl der verschiedenen
Gitterweiten. 'web’ gibt an, dass die Losung mit erweiterten b-Splines berechnet
werden soll, alternativ wiirde bei Eingabe von 'wb’ mit nichterweiterten b-Splines
gerechnet, und 'pcg’ steht fiir den verwendeten Loser.

[l " Quaddric Boundary Editor [Cll= 1 a]

Datei  Mereinigung  Schnitt  Differenz Gewichtsfunktion

Lr

4L

3+

Abbildung A.1: gbe mit Beispielgebiet
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Ol =1[&]

File Edit View Insert Tools Window Help
DEES YA /| PR

Abbildung A.2: zugehorige Gewichtsfunktion

Als Ausgabe erscheint fiir jede Gitterweite ein Bild des zugehorigen Gitters. Abbil-
dung A.3 zeigt fiir das obige Beispiel das Gitter der grobsten Gitterweite h = 1.

(%]
File Edit View Insert Tools ‘Window Help

DG YA A2/ | 5P

Ol =1[&]

B r

Abbildung A.3: grobstes verwendetes Gitter
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Abbildung A.4: Auslenkung der Platte
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Anschlielend wird die berechnete Losung sowie die Spannungsverteilung der von

Mises-Spannung geplottet.

B Figure No. 9

[BIETE

File Edit “iew Insert Tools Window Help

IDsda I "A 2/ | pRD

von Mises-Spannung

Abbildung A.5: von Mises-Spannung in der Platte
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Figure Ho. 10 ol =1 a]
File Edit View Insert Tools Window Help

DEEG| YA A/ PP

-4 HO-,H1 - und H2-Fehler

Abbildung A.6: Fehlerplot

Als letztes erscheint ein Fehlerplot, wenn die Losung fiir geniigend viele verschiedene
Gitterweiten berechnet wurde. Das heifit, wenn bei bekannter Losung mit mindes-
tens zwei verschiedenen Gitterweiten, bei unbekannter Lésung mit mindestens drei
verschiedenen Gitterweiten gerechnet wurde.
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