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derUniversiẗatStuttgart zur ErlangungderWürdeeines

DoktorsderIngenieurwissenschaften(Dr.-Ing.)
genehmigteAbhandlung

vorgelegt von

Burkhard Plaum

ausGöttingen

Hauptberichter: Prof.Dr. rer. nat.H. Zohm
Mitberichter: Prof.Dr.-Ing. F. Landstorfer
TagderEinreichung: 16.November2000
TagdermündlichenPrüfung: 14.Februar2001
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Zusammenfassung

Die vorliegendeArbeit befaßtsichmit derOptimierungvon überdimensioniertenHohl-
leiterkrümmern.ÜberdimensionierteHohlleiter werden in Hochleistungsmikrowellen-
anlagenverwendet,um die Leistungsdichteund somit die maximalenFeldsẗarken zu
verringern.Aber auchbei breitbandigenKleinleistungsanwendungenkannein Hohllei-
ter zumindestan der oberenGrenzedesFrequenzbereichs̈uberdimensioniertsein.Eine
VergrößerungdesQuerschnittshat aberauchzur Folge, daßmehrereModen ausbrei-
tungsf̈ahig sind, so daßaufgrundvon Geometriesẗorungen,wie KrümmungoderQuer-
schnittsver̈anderung,Modenwandlungenauftreten.Ziel einersolchenOptimierungist ein
möglichstniedrigerFalschmodenanteilamAusgangdesKrümmerssowie möglichstwe-
nig FalschmodeninnerhalbdesKrümmers.Der Algorithmuskannauchzur Optimierung
von schlangenartiggekr̈ummtenModenwandlernbenutztwerden,indemdie Eingangs-
modealseineFalschmodedefiniertwird, unddie Krümmungsooptimiertwird, daßam
Ausgangidealerweisenur nochdie gewünschteNutzmodeexistiert.
DasersteKapitel gibt eineEinführungin die Wellenausbreitungin einemgeradenHohl-
leiter. Hier werdenFormeln für die Hohlleitermodenzun̈achstfür einen allgemeinen
Querschnittunddannfür die im folgendenbetrachtetenHohlleitertypen(rechteckig,zy-
lindrischmit glatterWandundzylindrischmit korrugierterWand)hergeleitet.
DaszweiteKapitel entḧalt eineBetrachtungderFelderin einemgekr̈ummtenHohlleiter.
In demAnsatzwerdendie transversalenFelderdesgekr̈ummtenHohlleitersnachModen
desgeradenHohlleitersentwickelt. Die SummeausdiesenHohlleitermodenwird in die
MaxwellschenGleichungeneingesetzt,die in demKoordinatensystemdesgekr̈ummten
Hohlleitersaufgestelltwurden.Auf dieseWeisewird dasdreidimensionaleFeldproblem
desgekr̈ummtenHohlleitersin ein einfachesAnfangswertproblemtransformiert,wobei
die unbekanntenGrößendie Amplitudender ModendesgeradenHohlleiterssind. Die
numerischeLösungdiesesProblemsben̈otigt bei guterGenauigkeit nur sehrwenigRe-
chenzeit.Die gesamtePhysikder MaxwellschenGleichungenist dannnur nochin den
Koppelkoeffizientenenthalten,für die jedochanalytischeAusdr̈ucke zur Verfügungste-
hen.
Das folgendeKapitel befaßt sich mit der allgemeinenVorgehensweisebei der Opti-
mierungvon Hohlleiterkr̈ummernund ist vom eigentlichenOptimierungsverfahrenun-
abḧangig.Hierzu zählendie Definition einer Bewertungsfunktionund die Darstellung
desKrümmungsverlaufsdurcheineFourier- oderTschebyscheffreihe.Die Koeffizienten
dieserReihesinddanndie Parameter, durchderenVer̈anderungdie Optimierungdurch-
geführtwird.
Für die Optimierungwurdenein genetischerAlgorithmusundein SimulatedAnnealing
Algorithmusimplementiert.BeideVerfahrenhabensehrguteEigenschaftenbei schwie-
rigen Optimierungsproblemen,d.h. wenndie Bewertungsfunktionviele lokale Minima
aufweist.NachdembeideVerfahrenvorgestelltwerden,folgt als Beispieldie Optimie-
rungeines28 GHz TE01-Krümmers,der für dasDépartementde RechercheFondamen-
tale sur la Matière CondenśeedesCommissariat̀a l’Energie Atomique(CEA) in Gre-
noble/Frankreichoptimiert und gefertigt wurde. Da dasSimulatedAnnealingVerfah-
renzur diesemZeitpunktnochnicht implementiertwar, wurdedie Optimierungnur mit
dem genetischenAlgorithmus vorgenommen.Das Ergebnisist ein Krümmer, bei dem
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derFalschmodenanteilim Innerennur maximal11.9% betr̈agt.Am Ausganghabendie
Falschmodennur einenAnteil von 0.016%. Ein Vergleich mit Krümmern,die bei glei-
chenAbmessungenherk̈ommlicheanalytischeKrümmungsfunktionenhaben,zeigt,daß
der optimierteKrümmerin jeder Hinsicht besserist. Die optimierteKrümmungsfunk-
tion hatzwei lokaleMaximaundunterscheidetsichsomitgrundlegendvon allenKrüm-
mungen,die bisherverwendetwurden.Der Krümmerwurde gefertigt,und es wurden
MessungendesModenspektrumsam AusgangdesKrümmersvorgenommen,die einen
Falschmodenanteilvon 1.33% lieferten.Die Gründefür denhöherenFalschmodenanteil
liegen teilweiseim Meßaufbau,der auchohneeingebautenKrümmergewisseFalsch-
modenaufweist.Andererseitsgibt esaufgrundvon FertigungstoleranzenAbweichungen
desKrümmersvon der optimiertenForm. Dennochist die gemesseneFalschmodenlei-
stungwesentlichgeringer, alsbeidemKrümmermit konstanterKrümmung,deralsStart-
krümmerfür die Optimierungdiente.Dieserhat am AusgangeinenFalschmodenanteil
vonca.20 %.
Im folgendenKapitel werdendie beidenOptimierungsverfahrenverglichen. Zunächst
wurdeder bereitsbekannte28 GHz TE01-Krümmerbis zu einembestimmtenZielwert
derBewertungsfunktionoptimiert.VerglichenwurdendieAnzahlderben̈otigtenSchritte
für die beidenVerfahren.In einemweiterenBeispiel wurde ein sẗarker überdimensio-
nierter70 GHzTE01-HE11-Wandleroptimiert,wobeialsStartwerteingeraderHohlleiter
diente.Die Optimierungenwurdenhier nach10000BerechnungenderBewertungsfunk-
tion gestoppt,verglichenwurdendie erreichtenWerte.In beidenFällen erwiessich das
SimulatedAnnealingVerfahrenals wesentlicheffizienter. Der genetischeAlgorithmus
hatzus̈atzlichdenNachteil,daßviele Parametereingestelltwerdenmüssen,die sichalle
auf die Effizienz auswirken,abernur experimentellermittelt werdenkönnen.Es zeigte
sich,daßbeimSimulatedAnnealingVerfahrensehrguteParameterwesentlicheinfacher
zu findensind,und daßsie, andersals beim genetischenAlgorithmus,nur grob an das
aktuelleProblemangepaßtwerdenmüssen.



4 INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 8

2 Felder im Hohlleiter 10
2.1 AllgemeinerQuerschnitt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1.1 LösungderMaxwellschenGleichungen. . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.2 NormierungderModenamplituden. . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.3 OhmscheVerluste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 RechteckigerQuerschnitt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.1 LösungenderMaxwellschenGleichungen. . . . . . . . . . . . . 18
2.2.2 NormierungderModenamplituden. . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.3 OhmscheVerluste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 ZylindrischerQuerschnittmit glatterWand . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.1 LösungenderMaxwellschenGleichungen. . . . . . . . . . . . . 22
2.3.2 NormierungderModenamplituden. . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.3 OhmscheVerluste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 ZylindrischerQuerschnittmit korrugierterWand . . . . . . . . . . . . . 27
2.4.1 Impedanzmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4.2 NormierungderModenamplituden. . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.4.3 OhmscheVerluste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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6.2 Vergleichmit analytischenKrümmungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
6.3 MessungderFalschmoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

7 Vergleichder Verfahren 94
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8 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Computersimulationund computergesẗutzte Optimierungsind in allen Bereichender
Technik stetsaktuelle Themen.Eine Simulationberechnetgrunds̈atzlich aus gegebe-
nen Input-Werten,z.B. der GeometrieeinesFlugzeugfl̈ugelsunter Verwendunganaly-
tischerFormeln oder numerischerVerfahrenOutput-Werte,wie z.B. dasresultierende
Strömungsfeldin derUmgebungdesFlügels.
Bei der Optimierunggeht man einenSchritt weiter, indem der ComputerInput-Werte
suchensoll, die zum bestenOutput führen.Da alle Optimierungsverfahrenletztendlich
durch Probierenden optimalenInput suchen,kann man sagen,daß jede Optimierung
immersehrviele Simulationenbeinhaltet.
Es ist klar, daßmanbei einemProblem,dessenSimulationfür sichbereitszeitlich um-
fangreichist,sicherlichkeinOptimierungsverfahrenimplementierenwird, welches10000
Simulationenben̈otigt. Wegender sẗandigzunehmendenRechnerleistungenwerdenje-
dochSimulationenfür neueProblememöglich.AndereProbleme,die bereitsseitJahren
erfolgreichsimuliertwerden,werdeninteressantfür Optimierungen.Die Ergebnissevon
Optimierungensind teilweiseverblüffend,dasiesichnicht seltenfundamentalvon dem
unterscheiden,wasEntwickler vorherals gut empfundenhaben.Eine Optimierungläßt
sich fast immer als SuchenacheinemglobalenExtremumeiner reellwertigenBewer-
tungsfunktionmit vielen Ver̈anderlichenformulieren.Hierbei ist esgleichg̈ultig, ob ein
Maximum(z.B.WirkungsgradeinerTurbine)odereinMinimum (z.B.Eigenrauschenei-
neselektronischenVersẗarkers)gesuchtwird. Die Bewertungsfunktionkannsichauchaus
mehrerenGrößenzusammensetzen,die danngleichzeitigoptimiertwerden.
Ein idealesOptimierungsprogrammwürdenacheiner Optimierungein Ergebnisfinden,
bei demmanabsolutsicherseinkann,daßeskeinebessereMöglichkeit gibt, alsodas
globaleExtremumderBewertungsfunktion.In derRealiẗat ist diesbei schwierigenPro-
blemenjedochnicht der Fall. Es ist deshalbwichtig, daßein Optimierungsverfahrenan
irgendeinerStelleZufallszahlenverwendet.Wird derZufallszahlengeneratordannjedes-
mal unterschiedlichinitialisiert, kommenin derTat bei jederOptimierungandereErgeb-
nisseheraus.Unterscheidensich die Ergebnissenur geringf̈ugig, so erḧoht diesdie Ge-
wißheit,daßmantats̈achlichein globalesExtremumder Bewertungsfunktiongefunden
hat.
DasZiel dieserArbeit war die ErstellungeinesComputerprogrammszur Optimierung
vonüberdimensioniertenHohlleiterkomponenten.̈UberdimensionierteHohlleiterwerden
überall in der Hochleistungsmikrowellentechnik,alsoz.B. in Elektron-Zyklotron-Reso-
nanzheizungs-Anlagen(ECRH) für Kernfusionsexperimenteund in Mikrowellensinter-
anlagen,verwendet.Bei hohenLeistungenkannes in einemHohlleiter wegender ho-
henFeldsẗarkenzuÜberschl̈agenkommen.EineÜberdimensionierungverringertdieLei-
stungsdichteundsomitdie Feldsẗarken.AußerdemhabenüberdimensionierteHohlleiter
im allgemeinengeringereohmscheVerluste.Aber auchim Kleinleistungsbereichhaben
überdimensionierteHohlleiter den Vorteil einer gewissenBreitbandigkeit, weshalbsie
z.B. in Plasmadiagnostikanwendungenoderauchin derRadioastronomieeingesetztwer-
denkönnen.In einemüberdimensioniertenHohlleiter sind jedochmehrereModenaus-
breitungsf̈ahig,weshalbbei GeometriesẗorungenModenwandlungenauftreten.
In der Simulationwird die Reaktionder Felderim Hohlleiter auf Geometriesẗorungen
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bestimmt,wobei als Geometriesẗorung nur die Krümmungimplementiertwurde. Der
Lösungsansatzbestehtin der Entwicklung desGesamtfeldesnachModen desgeraden
Hohlleiters,die dannin die MaxwellschenGleichungenim Koordinatensystemdesge-
krümmtenHohlleiterseingesetztwerden.Somitwird ausdemanf̈anglichendreidimensio-
nalenFeldproblemeinSystemskalarergekoppelterDif ferentialgleichungen,welchesnur
die Modenamplitudenentḧalt. Programme,die die Modenwandlungin einemgekr̈umm-
tenHohlleiterberechnen,wurdenbereits1983amIPF entwickelt [10]. Die Berechnung
dauertauf einemheutigenPC nur Sekundenbruchteile,weshalbmaneineOptimierung
desKrümmungsverlaufeshier sehrgut implementierenkann.
Die Programmierungbestandim wesentlichendarin, die Berechnungder Modenwand-
lung neuzu implementieren,wobeidie altenCodesalsReferenzgalten.Die Neuimple-
mentierungwarerforderlich,davieleVerbesserungen(z.B.unbeschr̈ankteZahlderHohl-
leitermoden)eingebautwurden.Fernerwurdendie Routinenin bezugauf Geschwindig-
keit optimiert,undesmußteein Interfacefür denDatenaustauschmit demOptimierungs-
algorithmusgeschaffen werden.Die Softwarewurdestarkmodularisiert,sodaßz.B. je-
desProgrammdurchAustauschnur wenigerKomponentenin Versionenfür rechteckige,
glattwandigezylindrischeundkorrugiertezylindrischeHohlleiterzurVerfügungstand.
Als Optimierungsverfahrenwurdezun̈achstein genetischerAlgorithmusimplementiert.
Mit diesemwurdeein 28GHZ TE01-Krümmeroptimiert.DasOptimierungszielwar hier
sowohl ein möglichstgeringerFalschmodenanteilam Ausgangals aucheinemöglichst
geringeFalschmodenleistunginnerhalbdesKrümmers.Der genetischeAlgorithmuslie-
ferteeinenKrümmermit einemFalschmodenanteilvon 0.016% amAusgangundmaxi-
mal11.9% im Inneren.Ein Vergleichzeigtauch,daßdieseWertemit Krümmern,diedie
gleichenAbmessungenund analytischeKrümmungsfunktionen(sin, sin2) haben,nicht
erreichtwerdenkönnen.
Der Krümmer wurde gefertigt und Messungenlieferten einenFalschmodenanteilvon
1.33% amAusgangdesKrümmers.Der Unterschiedvon MessungundRechnungliegt
zumTeil amMeßaufbau,derauchohneKrümmereinengewissenFalschmodenanteilauf-
weist.AndereGründesindFertigungstoleranzenundeventuelleFehler, diedurchdieVer-
wendungeinesvereinfachtenModells zur Beschreibung der Wandrillungals anisotrope
Oberfl̈achenimpedanzgemachtwerden.Dennochist der tats̈achlicheFalschmodenanteil
wesentlichgeringer, alsbei anderenKrümmernmit gleichenAbmessungenundanderen
Krümmungen.
Als zweiterOptimierungsalgorithmuswurdeein HybridverfahrenausDownhill Simplex
und SimulatedAnnealingimplementiert.Ein Vergleich der beidenVerfahrenzeigt,daß
die erreichbarenErgebnisseprinzipiell die gleichensind.Die Rechenzeit,die im wesent-
lichendurchdieZahlderwährendderOptimierungberechnetenKrümmerbestimmtwird,
ist beim SimulatedAnnealingVerfahrenjedochdeutlichgeringer. Bei beidenVerfahren
kannder Fall auftreten,daßder Algorithmussehrlangeim Bereicheinesschlechteren
lokalenMinimums der Bewertungsfunktionverweilt. Doch auchhier hat die Erfahrung
gezeigt,daßdiesbeimSimulatedAnnealingseltenerderFall ist. Essinddennochbeibei-
denVerfahrenmehrereOptimierungennötig, um sicherzustellen,daßmanein globales
Minimum derBewertungsfunktiongefundenhat.
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2 Felder im Hohlleiter

2.1 Allgemeiner Querschnitt

In diesemAbschnittsollenalle wichtigenBeziehungenfür Hohlleitermodenhergeleitet
werden.Die BerechnungenderFelderim Hohlleitersindauchin derLiteraturzu finden
(z.B. [23]). Dennochsollensiehier nocheinmalvorgestelltwerden,da in dieserArbeit
teilweiseandereBezeichnungenund Vorfaktorenfür die Feldkomponentenverwendet
werden,die sp̈aterfür die Definition von Hybridmodenund die Berechnungder Felder
im gekr̈ummtenHohlleiterwichtig sind.Eswird zun̈achstvon einemallgemeinenQuer-
schnittundeinemallgemeinenKoordinatensystemausgegangen.Als Spezialf̈allewerden
dannHohlleitermit rechteckigemundzylindrischemQuerschnittbehandelt,für die auch
diesp̈aterbeschriebeneOptimierungvonKrümmernimplementiertwurde.

2.1.1 Lösungder MaxwellschenGleichungen

Um allgemeineFormenfür Hohlleiterwellenherzuleiten,geht man zun̈achstvon den
MaxwellschenGleichungenin einemhomogenen,linearen,isotropensowie strom-und
ladungsfreienMediumaus:

∇ 
 H � ε
∂E
∂ t

(2.1a)

∇ 
 E ��� µ
∂H
∂ t

(2.1b)

∇B � 0 (2.1c)

∇D � 0 (2.1d)

B � µ H (2.1e)

D � ε E (2.1f)

Für einKoordinatensystemkannmandiezudenKoordinatenachsenu1, u2 undu3 geḧori-
genTangentenvektorent2, t2 undt3 in kartesischenKoordinatenangeben:

t1
� ∂x

∂u1 

∂y
∂u1 


∂z
∂u1

(2.2a)

t2
� ∂x

∂u2 

∂y
∂u2 


∂z
∂u2

(2.2b)

t3
� ∂x

∂u3 

∂y
∂u3 


∂z
∂u3

(2.2c)
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DasKoordinatensystemsoll orthogonalsein,d.h.esgilt:

t1 	 t1
� 0 (2.3a)

t2 	 t3
� 0 (2.3b)

t1 	 t3
� 0 (2.3c)

DaeingeraderHohlleiterangenommenwird, wähltmanunabḧangigvomQuerschnittdes
HohlleiterseineGeometrie,in derdie z-Achseparallelzur Hohlleiterachseliegt. Diesist
z.B.derFall für kartesischeKoordinatenundZylinderkoordinaten.Esgilt dann:

u3
� z (2.4)

t3
� � 0
 0
 1� (2.5)

Es werdennun einzelneModen mit den FeldernEm und Hm definiert, die sich in z-
Richtungmit einernochzu bestimmendenPhasenkonstanteβm ausbreiten.Fernerwird
eineharmonischeZeitabḧangigkeit angenommen.MankanndannFeldsẗarkenem undhm

definieren,dievon derZeit t undvonz unabḧangigsind:

Em
� em ej � ωt � βmz� (2.6a)

Hm
� hm ej � ωt � βmz� (2.6b)

Außerdemnimmtmanan,daßdie Tangentenvektorent1 undt2 vonz unabḧangigsind:

∂ t1

∂z
� 0 (2.7a)

∂ t2
∂z

� 0 (2.7b)

UnterdiesenAnnahmenkannmandie Gleichungen2.1abis 2.1ddurchej � ωt � βmz� divi-
dierenunddannwie folgt ausdr̈ucken:

1
t2

∂
∂u2

hm� z � jβm � hm� 2t2� � jωεem� 1 (2.8a)

1
t1

� jβm � hm� 1t1� � ∂
∂u1

hm� z � jωεem� 2 (2.8b)

1
t1t2

∂
∂u1

� hm� 2t2� � ∂
∂u2

� hm� 1t1� � jωεem� z (2.8c)
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1
t2

∂
∂u2

em� z � jβm � em� 2t2 � ��� jωµhm� 1 (2.8d)

1
t1

� jβm � em� 1t1 � � ∂
∂u1

em� z ��� jωµhm� 2 (2.8e)

1
t1t2

∂
∂u1

� em� 2t2 � � ∂
∂u2

� em� 1t1 � ��� jωµhm� z (2.8f)

∂
∂u1

� hm� 1t2 � � ∂
∂u2

� hm� 2t1 � � jt1t2βmhm� z � 0 (2.8g)

∂
∂u1

� em� 1t2� � ∂
∂u2

� em� 2t1� � jt1t2βmem� z � 0 (2.8h)

Die Betr̈agederTangentenvektorent1, t2 und t3 werdenhier mit t1, t2 undt3 bezeichnet.
Aus(2.8a)und(2.8e)kannmanem� 1 undhm� 2 alsFunktionenvonem� z undhm� z bestimmen.
Außerdemkannmanaus(2.8b)und(2.8d)em� 2 undhm� 1 alsFunktionenvonem� z undhm� z
angeben.Die Ergebnisselauten:

em� 1 �
� jβm

1
t1

∂em� z
∂u1

� jkZ 1
t2

∂hm� z
∂u2

k2 � β 2
m

(2.9a)

em� 2 �
� jβm

1
t2

∂em� z
∂u2

�
jkZ 1

t1

∂hm� z
∂u1

k2 � β 2
m

(2.9b)

hm� 1 �
j k
Z

1
t2

∂em� z
∂u2

� jβm
1
t1

∂hm� z
∂u1

k2 � β 2
m

(2.9c)

hm� 2 �
� j k

Z
1
t1

∂em� z
∂u1

� jβm
1
t2

∂hm� z
∂u2

k2 � β 2
m

(2.9d)

Hier ist k die WellenzahldesunendlichausgedehntenMediums,Z ist der Wellenwider-
stand.SetztmandieseFormelnin (2.8g)und(2.8h)ein,soerḧalt manskalareDifferenti-
algleichungenfür em� z undhm� z:

1
t1t2

∂
∂u1

t2
t1

∂em� z
∂u1

� ∂
∂u2

t1
t2

∂em� z
∂u2

� � k2 � β 2
m� em� z � 0 (2.10a)

1
t1t2

∂
∂u1

t2
t1

∂hm� z
∂u1

� ∂
∂u2

t1
t2

∂hm� z
∂u2

� � k2 � β 2
m� hm� z � 0 (2.10b)
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Der skalareLaplace-Operator∆t , dernur partielleAbleitungenin transversalerRichtung
entḧalt, ist folgendermaßendefiniert:

∆t
� 1

t1t2

∂
∂u1

t2
t1

∂
∂u1

;
∂

∂u2

t1
t2

∂
∂u2

; 0 (2.11)

Damit erḧalt man Wellengleichungenfür die longitudinalenKomponentender elektri-
schenundmagnetischenFelder:

∆tem� z � � k2 � β 2
m� em� z � 0 (2.12a)

∆thm� z � � k2 � β 2
m� hm� z � 0 (2.12b)

Nun werdentransversaleelektrischeundmagnetischeWellen(TM- undTE-Wellen)de-
finiert, für die gilt:

hTM
m� z � 0 (2.13a)

eTE
m� z � 0 (2.13b)

Soerḧalt manfür TM-Wellen:

∆te
TM
m� z � � k2 � β 2

m� eTM
m� z � 0 (2.14a)

eTM
m� 1 �

� jβm
1
t1

∂eTM
m� z

∂u1

k2 � β 2
m

(2.14b)

eTM
m� 2 �

� jβm
1
t2

∂eTM
m� z

∂u2

k2 � β 2
m

(2.14c)

hTM
m� 1 �

j k
Z

1
t2

∂eTM
m� z

∂u2

k2 � β 2
m

(2.14d)

hTM
m� 2 �

� j k
Z

1
t1

∂eTM
m� z

∂u1

k2 � β 2
m

(2.14e)

Für TE-Wellengilt:

∆th
TE
m� z � � k2 � β 2

m� hTE
m� z � 0 (2.15a)
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eTE
m� 1 ��� jkZ 1

t2

∂hTE
m� z

∂u2

k2 � β 2
m

(2.15b)

eTE
m� 2 � j

kZ 1
t1

∂hTE
m� z

∂u1

k2 � β 2
m

(2.15c)

hTE
m� 1 ��� jβm

1
t1

∂hTE
m� z

∂u1

k2 � β 2
m

(2.15d)

hTE
m� 2 ��� jβm

1
t2

∂hTE
m� z

∂u2

k2 � β 2
m

(2.15e)

Für spezifischeQuerschnitteerḧalt manaus(2.12a)und (2.12b)i.A. ein Eigenwertpro-
blem, dessenLösungenein Orthogonalsystembilden. Man kann die Felderem hm der
ModenauchdurchzweiEigenfunktionenTm undT �m ausdr̈ucken,diedieWellengleichung
erfüllen:

� ∆t
�

k2 � β 2
m� Tm

� 0 (2.16a)

� ∆t
�

k2 � β 2
m� T �m � 0 (2.16b)

Außerdemmußdie FunktionTm die Randbedingungenfür eTM
m� z erfüllen,T �m die Randbe-

dingungenfür hTE
m� z.

Die Eigenfunktionenmüssensp̈aternormiertwerden,damitalle Modenmit dergleichen
Amplitudeauchdie gleicheLeistunghaben.DieseNormierungist in Hohlleitern,in de-
nenmehrereModenexistieren,wichtig, wennmandie LeistungendereinzelnenModen
vergleichenwill oderwenndurchModenwandlungeineMode Leistungan eineandere
Modeabgibt.
Die AmplitudehatdieDimension� W. DamitalleFeldsẗarkendierichtigenDimensionen
bekommen,erhaltendie FelderderTM- undTE-ModenVorfaktorenBTM undBTE:

BTM
� � RmZ (2.17a)

BTE
� � Rm� 3

2

� Z
(2.17b)

Hier ist Rm
� βm

k einenormiertePhasenkonstante.DieseWahlderVorfaktorenführt auch
beidersp̈aterenDefinitionvon HybridmodenzueinfacherenTermen.
Schließlichwerdenalle Feldkomponentennochmit der imagin̈arenEinheit j multipli-
ziert, waszu reellenTransversalkomponentenund dadurchzu einfacherenRechnungen
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führt.Die FelderderTM-Modenergebensichdannzu:

eTM
m� z � jAm� RmZ

k2 � β 2
m

βm
Tm (2.18a)

eTM
m� 1 � Am� RmZ

1
t1

∂Tm

∂u1
(2.18b)

eTM
m� 2 � Am� RmZ

1
t2

∂Tm

∂u2
(2.18c)

hTM
m� 1 ��� Am

1

� RmZ

1
t2

∂Tm

∂u2
(2.18d)

hTM
m� 2 � Am

1

� RmZ

1
t1

∂Tm

∂u1
(2.18e)

Für TE-Modengilt:

hTE
m� z � jAmRm

Rm

Z
k2 � β 2

m

βm
T �m (2.19a)

eTE
m� 1 � Am� RmZ

1
t2

∂T �m
∂u2

(2.19b)

eTE
m� 2 ��� Am� RmZ

1
t1

∂T �m
∂u1

(2.19c)

hTE
m� 1 � AmR2

m
1

� RmZ

1
t1

∂T �m
∂u1

(2.19d)

hTE
m� 2 � AmR2

m
1

� RmZ

1
t2

∂T �m
∂u2

(2.19e)

Um dieseFormelnaufeinenkonkretenHohlleiterquerschnittzu übertragen,brauchtman
lediglich die FunktionenTm undT �m, die die Gleichungen2.16aund2.16bunddie Rand-
bedingungenerfüllen.

2.1.2 Normierung der Modenamplituden

Breiten sich in einemHohlleiter mehrereModen aus,so müssendie Eigenfunktionen
normiertwerden,um die AmplitudenderverschiedenenModenvergleichenzu können.
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Für dieModenleistungPm soll gelten:

Pm
� 1

2

�
Am

� 2 (2.20)

Zunächstwird von unnormiertenEigenfunktionenT̃m undT̃ �m ausgegangenfür die gilt:

Tm
� NmT̃m (2.21)

T �m � NmT̃ �m (2.22)

Die Modenleistungergibt sich, wennmandenAnteil desPoyntingvektorsin Ausbrei-
tungsrichtung̈uberdenHohlleiterquerschnittA integriert:

Pm
� 1

2
A

� em� 1h�m� 2 � em� 2h�m� 1 � dA (2.23)

In dieseBeziehungwerdennundie die FunktionenT̃m und T̃ �m sowie die Koordinatenu1
undu2 unddie Betr̈agederTangentenvektorent1 undt2 eingesetzt:

PTM
m

� 1
2
� �Am

�
Nm� 2

u1 �max

u1 �min

u2 �max

u2 �min

1
t1

∂ T̃m

∂ t1

2 � 1
t2

∂ T̃m

∂ t2

2

t2t1du2du1 (2.24a)

PTE
m

� 1
2
� �Am

�
Nm� 2R2

m

u1 �max

u1 �min

u2 �max

u2 �min

1
t1

∂ T̃ �m
∂ t1

2 � 1
t2

∂ T̃ �m
∂ t2

2

t2t1du2du1 (2.24b)

In korrugiertenHohlleiterngibt esaufgrundderRandbedingungenHybridmoden,deren
Felderman als ÜberlagerungeinesTE- und einesTM-Anteils auffassenkann.Es gilt
dannim allgemeinenFall:

ehybrid � dTM
m eTM �

dTE
m eTE (2.25a)

hhybrid � dTM
m hTM �

dTE
m hTE (2.25b)

Für dieModenleistungfolgt daraus:

Phybrid
m

� � dTM
m � 2PTM

m
� � dTE

m � 2PTE
m

� 1
2

dTM
m dTE

m

A

� eTM
m� 1hTE �m� 2 �

eTE
m� 1hTM �m� 2 � eTM

m� 2hTE �m� 1 � eTE
m� 2hTM �m� 1 � dA �

� dTM
m � 2PTM

m
� � dTE

m � 2PTE
m

�

1
2
� �Am

�
Nm� 2dTM

m dTE
m 1

�
R2

m

u1 �max

u1 �min

u2 �max

u2 �min

∂ T̃m

∂u1

∂ T̃ �m
∂u2

� ∂ T̃m

∂u2

∂ T̃ �m
∂u1

du2du1 (2.26)
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Um denNormierungsfaktor Nm zu bestimmen,werdendie Modenleistungenberechnet
unddie Ergebnissein Gleichung2.20eingesetzt.Der Ausdruckwird dannnachNm auf-
gelöst.

2.1.3 OhmscheVerluste

Für dieBerechnungderFelderim Hohlleiterist esausreichend,dieRandbedingungenei-
ner ideal leitendenHohlleiterwandanzunehmen.Für die ohmschenVerlustemußjedoch
die endlicheLeitfähigkeit der Hohlleiterwand ber̈ucksichtigt werden.Um den Dämp-
fungskoeffizientenzubestimmen,mußzun̈achstdie LeistungsabnahmedPm

dz aufgrundder
Wandstr̈omeberechnetwerden.Esgilt weiterhindie Annahme,daßdie tangentialeelek-
trischeFeldsẗarke an der WandNull ist, und deshalbkeineWandstr̈omehervorruft. Es
werdennur die Wandstr̈omeber̈ucksichtigt,die demtangentialenmagnetischenFeld an
derWandentsprechen.Außerdemwird angenommen,daßdie Skintiefewesentlichklei-
neralsdie WanddickedesHohlleitersist.
Bei TM-WellenhatdasMagnetfeldnur Transversalkomponenten.Esfließt alsoein lon-
gitudinalerFlächenstromKm� z, für dengilt:

Km� z � hm� t �Wand (2.27)

DerLeistungsabfall in einemLängenelementdz ist somit:

dPTM
m

dz
� Rs

2 l

�
hm� t � 2dl , (2.28)

wobeidasIntegral überdenRanddesgesamtenQuerschnittszubestimmenist. Rs ist der
Oberfl̈achenwiderstandderHohlleiterwand.Er errechnetsichzu:

Rs
� Rc

ωµ
2σ

(2.29)

mit derLeitfähigkeit σ . Die Oberfl̈achenrauhigkeit, die zueinerErhöhungdeseffektiven
Oberfl̈achenwiderstandesführt,wird durcheinenKorrekturfaktorRc ber̈ucksichtigt.Meist
wird für Rc ein Wert von 2 gewählt [10], in neuerenUntersuchungenwurdeein Wert von
1.3experimentellermittelt [11].
TE-Wellenhabenim allgemeinenFall Wandstr̈ome,die eineKomponentein z-Richtung
undin transversalerRichtunghaben.Für die Komponentengilt:

Km� z � ht
�
Wand (2.30)

Km� t � hm� z �Wand (2.31)

Esgilt dannfür denLeistungsabfall:

dPTE
m

dz
� Rs

2 l
� � hm� t � 2Wand

� �
hm� z � 2Wand� dl (2.32)

Ist derLeistungsabfall dPm
dz für dieModenmbestimmt,soerḧalt manfür denDämpfungs-

koeffizientenαm:

αm
� dPm

dz
1

2Pm
(2.33)



18 2 FELDERIM HOHLLEITER

2.2 RechteckigerQuerschnitt

2.2.1 Lösungender MaxwellschenGleichungen

�

�

�

� �
Abbildung1: Geometriein einemRechteckhohlleiter

In Hohlleiternmit rechteckigemQuerschnittwerdenkartesischeKoordinatenverwendet
(sieheAbb. 1). Esgilt daher:

u1
� x (2.34)

u2
� y (2.35)

t1
� 1 (2.36)

t2
� 1 (2.37)

DadieWandalsidealleitendangenommenwerdendarf,geltenalsRandbedingungen:

ez
�
Wand

� 0 (2.38)

∂hz

∂n Wand

� 0, (2.39)

wobein derNormalenvektoraufderHohlleiterwandist.Als LösungenderMaxwellschen
Gleichungenerḧalt mansomitfür die EigenfunktionenTm undT �m:

Tm
� Nmsin

pπx
a

sin
mπy

b
(2.40)

T �m � Nmcos
pπx
a

cos
mπy

b
(2.41)



2.2 RechteckigerQuerschnitt 19

mit denganzzahligenIndizesp undm. Für die Phasenkonstanteβm gilt:

βm
� k2 � pπx

a

2 � mπy
b

2
(2.42)

Mansieht,daßTEpm undTMpm-ModendiegleichePhasenkonstantehaben,alsoentartet
sind. Die Phasenkonstantemußpositiv reell sein.Deshalbist eineHohlleitermodenur
ausbreitungsf̈ahig,wennfür die Freiraumwellenzahlk gilt:

k � kcm, (2.43)

wobei

kcm
� pπ

a

2 � mπ
b

2
(2.44)

dieCutoff-WellenzahlderModem ist.

Für dieFeldkomponentenderTMpm- undTEpm-Modenim Rechteckhohlleitergilt:

eTM
x

� AmNm� RmZ
pπ
a

cos
pπx
a

sin
mπy

b
(2.45a)

eTM
y

� AmNm� RmZ
mπ
b

sin
pπx
a

cos
mπy

b
(2.45b)

eTM
z

� jAmNm� RmZ
k2

cm

βm
sin

pπx
a

sin
mπy

b
(2.45c)

hTM
x

��� AmNm
1

� RmZ

mπ
b

sin
pπx
a

cos
mπy

b
(2.45d)

hTM
y

� AmNm
1

� RmZ

pπ
a

cos
pπx
a

sin
mπy

b
(2.45e)
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eTE
x

��� AmNm� RmZ
mπ
b

cos
pπx
a

sin
mπy

b
(2.46a)

eTE
y

� AmNm� RmZ
pπ
a

sin
pπx
a

cos
mπy

b
(2.46b)

hTE
x

��� AmNmR2
m

1

� RmZ

pπ
a

sin
pπx
a

cos
mπy

b
(2.46c)

hTE
y

��� AmNmR2
m

1

� RmZ

mπ
b

cos
pπx
a

sin
mπy

b
(2.46d)

hTE
z

� jAmNmR2
m

1

� RmZ

k2
cm

βm
cos

pπx
a

cos
mπy

b
(2.46e)

Mansieht,daßTM-Wellennurexistieren,wennbeideIndizesvonNull verschiedensind.
Deshalbwird in Monomode-Rechteckhohlleiterndie TE10-Mode verwendet,da sie die
niedrigsteCutoff-Frequenzhat,undkeineentarteteTM-Modeexistiert.

2.2.2 Normierung der Modenamplituden

Um dieNormierungsfaktorenNm zuberechnen,werdennundieEigenfunktionenderMo-
denim Rechteckhohlleiterin die allgemeinenGleichungen2.24aund2.24beingesetzt:

PTM
m

� �
Am

� 2N2
mπ2

2

a

0

b

0

p2

a2 cos2
pπx
a

sin2 mπy
b

�
m2

b2 sin2 pπx
a

cos2
mπy

b
dydx (2.47)

PTE
m

� �
Am

� 2N2
mR2

mπ2

2

a

0

b

0

m2

b2 cos2
pπx
a

sin2 mπy
b

�
p2

a2 sin2 pπx
a

cos2
mπy

b
dydx (2.48)

Zur LösungwerdenfolgendeIntegralbeziehungenverwendet:

a

0
sin2 pxπ

a
dx �

0 für p � 0

a
2 für p � 0

(2.49)

a

0
cos2

pxπ
a

dx �
a für p � 0

a
2 für p � 0

(2.50)
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DabeiTM-ModenimmerbeideIndizesgrößeralsNull sind,gilt für dieModenleistung:

PTM
m

� �
Am

� 2N2
mabk2

cm

8
(2.51)

Bei TE-Wellenerḧalt man:

PTE
m

� �
Am

� 2N2
mR2

mabk2
cm

4εpm
(2.52)

mit

εpm
� 2 für p � 0
 m � 0

1 sonst

(2.53)

SetztmannunPm
� 1

2

�
Am

� 2 in dieseGleichungeneinundlöstnachNm auf,soerḧalt man
für dieNormierungsfaktoren:

NTM
m

� 4
abk2

cm
(2.54)

NTE
m

� 2εpm

R2
mabk2

cm
(2.55)

Meist werdenHohlleiterverwendet,bei denendie Breitea größerist alsdie Höheb. Bei
TE-Wellenist dannimmerderx-Index größeralsNull. Bei denhierangegebenenFormeln
für dieModenleistungwurdejedochauchderumgekehrteFall ber̈ucksichtigt,sodaßman
z.B.auchdie Leistungvon TE0m-Wellenbestimmenkann.

2.2.3 OhmscheVerluste

DasIntegral für denLeistungsabfall im Rechteckhohlleiterlautetfür TM-Wellen:

dPTM
m

dz
� Rs

2

a

0

�
hx � x
 0�

� 2dx
� a

0

�
hx � x
 b�

� 2dx

� b

0

�
hy � 0
 y�

� 2dy
� b

0

�
hy � a
 y�

� 2dy (2.56)

Setztmandie Feldkomponentenhier ein,soerḧalt manunterVerwendung
derIntegralbeziehungen(2.49)und(2.50):

dPTM
m

dz
� Rs

2

AmNmBTM

RmZ

2 mπ
b

2 a

0
sin2 pπx

a
dx

� pπ
a

2 a

0
sin2 mπy

b
dy

� Rs

2

AmNmBTM

RmZ

2 mπ
b

2
a
� pπ

a

2
b (2.57)
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Für denDämpfungskoeffizientenαTM
m erḧalt manso:

αTM
m

� dPTM
m

dz
1

2PTM
m

�

Rs
AmNmBTM

RmZ

2 mπ
b

2
a
� pπ

a

2
b

2RmZ�
Am

�
2N2

mB2
TM ab pπ

a
2 � mπ

b
2

� 2Rs

RmZb

m2 � p2 b
a

3

m2 � p2 b
a

2 (2.58)

DerLeistungsabfall für TE-Wellenlautet:

dPTE
m

dz
� Rs

2

a

0
� � hx � x
 0�

� 2 � �
hz � x
 0�

� 2� dx
� a

0
� � hx � x
 b�

� 2 � �
hz � x
 b�

� 2 � dx
�

b

0
� � hy � 0
 y�

� 2 � �
hz � 0
 y�

� 2� dy
� b

0
� � hy � a
 y�

� 2 � �
hz � a
 y�

� 2� dy (2.59)

Für p �� 0 erḧalt man:

dPTEpm
m

dz
� Rs

2
� AmNmBTE � 2 k4

cm

β 2
m
� a � b� � p2π2

a
� m2π2

b
(2.60)

DerDämpfungskoeffizientwird dannzu:

αTEpm
m

� 2Rs

ZbRm
1 � R2

m 1
� b

a
�

R2
m

b
a

b
a p2 � m2

p2 b2

a2
�

m2
(2.61)

BeiTEp0-Modenwird dieDämpfunggesonderthergeleitet.Für denLeistungsabfall dieser
Modengilt:

dP
TEp0
m

dz
� Rs

2
� AmNmBTE � 2 pπ

a

2 � k4
cm

β 2
m

a
�

2b
k4

cm

β 2
m

(2.62)

Die Dämpfungergibt sichdannzu:

αTEp0
m

� Rs

ZbRm
1
�

2
b
a
� 1 � R2

m� (2.63)

2.3 Zylindrischer Querschnitt mit glatter Wand

2.3.1 Lösungender MaxwellschenGleichungen

Für Hohlleitermit kreisförmigemQuerschnittnimmtmaneinZylinderkoordinatensystem
an(sieheAbbbildung2). DerRadiusdesHohlleiterswird mit a bezeichnet.Esgilt für die
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Abbildung2: Geometriein einemzylindrischenHohlleiter

Koordinatenu1 undu2 unddie Betr̈agederTangentenvektorent1 undt2:

u1
� r (2.64)

u2
� φ (2.65)

t1
� 1 (2.66)

t2
� r (2.67)

Die RandbedingungenaufderidealleitendenWandlauten:

ez
�
r " a

� 0 (2.68)

∂hz

∂ r r " a

� 0 (2.69)

Im folgendenwird für dieFelderderModeneineDarstellungverwendet,diesichvonden
in derLiteraturangegebenenFormeln(z.B. [23]) darinunterscheidet,daßdie transversa-
len FelderderTMpm- undTEpm-Wellendie gleicheAzimutalabḧangigkeit haben.Dieser
Ansatzist nötig, da die Formeln sp̈ater auf HybridmodendeskorrugiertenHohlleiters
übertragenwerdensollen.Auch für die Berechnungder Modenwandlungim gekr̈umm-
tenHohlleiter ist eswichtig, daßTM- undTE-Wellendie gleicheAzimutalabḧangigkeit
haben.
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SetztmandieDifferentialgleichungen(2.16a)und(2.16b)für Zylinderkoordinatenan,so
erḧalt manalsLösungfür die FunktionenTm undT �m:

Tm
� NmJp � rkcm� sin� pφ � (2.70)

T �m � NmJp � rkcm� cos� pφ � , (2.71)

wobeifür die Phasenkonstanteβm gilt:

βm
� k2 � k2

cm (2.72)

Darausfolgt, daßeineMode nur ausbreitungsf̈ahig ist, wenndie Freiraumwellenzahlk
größeralskcm ist. Aus denRandbedingungenerḧalt manfür dieCutoff-Wellenzahlen:

kTM
cm

� jpm

a
(2.73)

kTE
cm

� j �pm

a
, (2.74)

wobei jpm die m’ te Nullstelle der BesselfunktionJp ist, j �pm ist die m’ te Nullstelle der
AbleitungJ�p. Eswird nunnochein radialerEigenwertXm definiert,für dengilt:

Xm
� kcma (2.75)

Für dieFelderderModengilt dann:

eTMpm
r

� AmNm� RmZ
Xm

a
sin� pφ � J�p rXm

a
(2.76a)

eTMpm
φ

� AmNm� RmZ
p
r

cos� pφ � Jp
rXm

a
(2.76b)

eTMpm
z

� AmNm� RmZ j
k2

cm

βm
sin� pφ � Jp

rXm

a
(2.76c)

hTMpm
r

��� AmNm
1

� RmZ

p
r

cos� pφ � Jp
rXm

a
(2.76d)

hTMpm
φ

� AmNm
1

� RmZ

Xm

a
sin� pφ � J�p rXm

a
(2.76e)

eTEpm
r

��� AmNm� ZRm
p
r

sin� pφ � Jp
rXm

a
(2.77a)

eTEpm
φ

��� AmNm� ZRm
Xm

a
cos� pφ � J�p rXm

a
(2.77b)

hTEpm
r

� AmNmRm
Rm

Z
Xm

a
cos� pφ � J�p rXm

a
(2.77c)

hTEpm
φ

��� AmNmRm
Rm

Z
p
r

sin� pφ � Jp
rXm

a
(2.77d)

hTEpm
z

� jAmNmRm
Rm

Z
k2

cm

βm
cos� pφ � Jp

rXm

a
(2.77e)
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Die TM0m-Modenmüssenhiergesondertbetrachtetwerden,daihreFelderverschwinden,
wennmanin denallgemeinenGleichungenfür die TMpm-Wellen p � 0 wählt. TM0m-
Modensind rotationssymmetrisch.DaselektrischeFeld hatnur Komponentenin z- und
r-Richtung,dasmagnetischeFeldhatnur eineKomponentein azimutalerRichtung.Die
FeldkomponentenderTM0m-Modenergebensichzu:

eTM0m
r

� AmNm� RmZ
Xm

a
J�p rXm

a
(2.78a)

eTM0m
z

� AmNm� RmZ j
k2

cm

βm
Jp

rXm

a
(2.78b)

hTM0m
φ

� AmNm
1

� RmZ

Xm

a
J�p rXm

a
(2.78c)

Um dieFelderdirektaufderHohlleiterachse,d.h.bei r � 0 zubestimmen,mußin diesen
Gleichungenfür r # 0 ein Grenzwertfür den Term p

r Jp
rXm

a gebildetwerden.Man

erḧalt:

lim
r $ 0

p
r

Jp
rXm

a
�

1
2

Xm
a für p � 1

0 sonst

(2.79)

Fernergilt:

J�p � 0� �
1
2 für p � 1

0 für p �� 1
(2.80)

Darausfolgt, daßnur Modenmit demAzimutalindex p � 1 transversaleFeldkomponen-
tenbei r � 0 haben.
Der Winkel φ ist auf derHohlleiterachseebenfalls nicht definiert.Man kannjedochdie
Azimutalabḧangigkeitender Felderso interpretieren,daßbei TE1m- und TM1m-Moden
daselektrischeFeld dort nur einey-Komponentebesitzt,dasmagnetischeFeld hat nur
einex-Komponente.Esgilt alsofür TM1m-Moden:

eTM1m
y

�
r " 0

� 1
2

AmNm� RmZ
Xm

a
(2.81a)

hTM1m
x

�
r " 0

��� 1
2

AmNm
1

� RmZ

Xm

a
(2.81b)

Für TE1m-Modengilt:

eTE1m
y

�
r " 0

��� 1
2

AmNm� RmZ
Xm

a
(2.82a)

hTE1m
x

�
r " 0

� 1
2

AmNmRm
Rm

Z
Xm

a
(2.82b)
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2.3.2 Normierung der Modenamplituden

Im glattenHohlleitergilt für die LeistungenPTM
m undPTE

m :

PTM
m

� 1
2

�
Am

� 2N2
m


 φ

0

r0

0

X2
m

a2 sin2 � pφ � J�p2 rXm

a
� p2

r2 cos2 � pφ � J2
p

rXm

a
rdrdφ (2.83)

PTE
m

� 1
2

�
Am

� 2N2
mR2

m


 φ

0

r0

0

p2

r2 sin2 � pφ � J2
p

rXm

a
� X2

m

a2 cos2 � pφ � J�p2 rXm

a
rdrdφ (2.84)

Die LösungdieserIntegralewird im Anhang(Kapitel A, Seite109) beschrieben.Man
erḧalt:

PTM
m

� εp
π
4

N2
m
�
Am

� 2X2
mJ�p2 � Xm� (2.85)

PTE
m

� εp
π
4

N2
m
�
Am

� 2R2
mX2

mJ2
p � Xm� 1 � p2

X2
m

(2.86)

Mit:

εp
� 2 für p � 0

1 sonst

(2.87)

Für dieNormierungsfaktorenNm gilt daher:

NTM
m

� 1

εp
π
2X2

mJ�p2 � Xm� (2.88)

NTE
m

� 1

εp
π
2R2

mX2
mJ2

p � Xm� 1 � p2

X2
m

(2.89)

2.3.3 OhmscheVerluste

Die DämpfungskonstantenderModenin einemglattenZylinderhohlleitermit derOber-
flächenimpedanzRs ergebensichfür TE-Modenzu [5],[23]:

αTE
m

� Rs

ZRma
X2

m

Y2
m

� p2

X2
m
� p2 (2.90)

Hier ist Y � k 	 a. Für TM-Modengilt:

αTM
m

� Rs

ZRma
(2.91)
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2.4 Zylindrischer Querschnitt mit korrugierter Wand

2.4.1 Impedanzmodell

d

2a

pc wc

Abbildung3: SchnittdurcheinenkorrugiertenRundhohlleiter

Im glattenzylindrischenHohlleiter sind die WellentypenTE0m und die TM1m-Wellen
entartetund somit starkverkoppelt.Insbesonderein gekr̈ummtenHohlleiternkanneine
vollständigeWandlungderTE0m-Welle in die TM1m-Welle undzurück erfolgen.Da die
TE0m-Modenhäufig verwendetwerden,kannmandenHohlleiter korrugieren,d.h. ihn
mit einer in azimutalerRichtunggerillten Innenwandversehen(sieheAbb. 3), wasdie
EntartungderTE0m- undTM1m-Wellenaufhebtunddie Modenwandlungreduziert.
EinesolcheHohlleiterwandkann,wenndie Rillungsperiodepc kleineralsetwa 0% 3λ ist,
gutdurcheineanisotropeOberfl̈achenimpedanzbeschriebenwerden[5]. Nimmt manan,
daßdie Wellendurchdie VerlusteanderOberfl̈achenicht beeinflußtwerden,sogilt für
dieKomponentenderOberfl̈achenimpedanz:

Zφ
� 0 (2.92)

Zz
� jZ

wc

pc

tankd

1
� 2tankd

ka

� jZwZ (2.93)

Die Rillen selbstwerdenhier als kurzgeschlosseneLeitungssẗucke aufgefaßt.Der Nen-
ner 1

� 2tankd
ka wird eingef̈uhrt, um die Krümmungder Hohlleiterwandzu ber̈ucksichti-

gen[5]. DasVerḧaltnisvon Rillungsweitezur Rillungsperiodewc � pc trägtder Tatsache
Rechnung,daßnur die Rillen selbstzur Impedanzbeitragen.EineKorrugationstiefevon
λ
2 entsprichtnachdemImpedanzmodellwiedereinemglattenHohlleiter. Wennsichalso
in einemHohlleiterdie Korrugationstiefesprungartigvon Null auf λ

2 erḧoht,werdendie
FelderderHohlleitermodendadurchnichtbeeinflußt.Wird dieImpedanzZz unendlich,so
verschwindendie longitudinalenWandstr̈omeunddie berechneteDämpfungderModen
wird sehrgering.In der Praxisist die Dämpfungjedochaufgrundder Wandstr̈ome,die
innerhalbderRillen fließen,etwasgrößer.
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Bei dieserWandimpedanzergebensichalsRandbedingungenfür die Felder:

eφ
�
r " a

� 0 (2.94a)

� ez

hφ r " a

� Zz (2.94b)

Danachwie vor einzylindrischesKoordinatensystemangenommenwird, sinddie Funk-
tionenTm und T �m der Modengleich wie im glattenHohlleiter. Setztmandie Feldkom-
ponentender Modenin die Randbedingungenein, so erḧalt manaus(2.94a)für TE0m-
Wellen:

J� � Xm� � 0 (2.95)

Da die TE0m-WellenkeinelongitudinalenWandstr̈omehaben,werdensiedurchdie azi-
mutaleKorrugationalsonicht beeinflußt,sie habenim korrugiertenHohlleiter die glei-
chenEigenwerteundsomitauchdasgleicheFeldlinienbildwie im glattenHohlleiter. Für
TM0m-Wellengilt:

XmJ0 � Xm� � ZwkaJ�p � Xm� � 0 (2.96)

Da TM0m keineeφ -Komponentehaben,ist die Bedingung(2.94a)hier immererfüllt. Es
könnenalsoauchTM0m-Wellen im korrugiertenHohlleiteralleineexistieren;daderEi-
genwertXm jedochnundieBedingung(2.96)erfüllenmuß,ändertsichdasFeldlinienbild
mit zunehmenderKorrugationstiefe.
Für p � 0 könnendie Feldereiner reinenTM- oderTE-Welle nicht beideRandbedin-
gungenerfüllen.EsexistierendaherHybridmoden,dieausderÜberlagerungeinerTMpm

und einer TEpm-Welle gebildetwerden.Wie schonerwähnt, kann man die Felderder
Hybridmodenmit MischungsfaktorendTM

m unddTE
m ausdr̈ucken:

ehybrid
m

� dTM
m eTM

m
�

dTE
m eTE

m (2.97a)

hhybrid
m

� dTM
m hTM

m
�

dTE
m hTE

m (2.97b)

Im folgendengilt analogzuDoane[5]:

dTM
m

� 1 (2.98)

dTE
m

� dm (2.99)

Esgibt alsonureinenMischungsfaktor, derdenAnteil derTE-Wellenangibt.Somiterḧalt
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manfür die FelderderHybridmoden:

er
� AmNm� RmZ

Xm

a
J�p rXm

a
� dm

p
r

Jp
rXm

a
sin� pφ � (2.100a)

eφ
� AmNm� RmZ

p
r

Jp
rXm

a
� dm

Xm

a
J�p rXm

a
cos� pφ � (2.100b)

ez
� jAmNm� RmZ

k2
cm

βm
Jp

rXm

a
sin� pφ � (2.100c)

hr
� AmNm

1

� RmZ
� p

r
Jp

rXm

a
�

dmR2
m

Xm

a
J�p rXm

a
cos� pφ � (2.100d)

hφ
� AmNm

1

� RmZ

Xm

a
J�p rXm

a
� dmR2

m
p
r

Jp
rXm

a
sin� pφ � (2.100e)

hz
� jdmAmNm

R
2
3
m

� Z

k2
cm

βm
Jp

rXm

a
cos� pφ � (2.100f)

WerdendieseFelderin Gleichung2.94aeingesetzt,soerḧalt manfür denMischungsfak-
tor dm:

dm
� pJp � Xm�

XmJ�p � Xm� (2.101)

SetztmandiesenAusdruckin dieGleichungenfür ez undhφ einundbildetdieRandbedin-
gung2.94b,soerḧalt mannacheinigenUmformungenfolgendeDispersionsbeziehung:

F � Xm� : � XmJ�p � Xm�
pJp � Xm�

� pJp � Xm� R2
m

XmJ�p � Xm�
� X2

m

Zwpka
� 0 (2.102)

Im glattenHohlleitersinddie WerteXm bekannt.Aus diesenundmit Hilfe derAbleitung
dF
dXm

könnenmit dem Newton-Verfahrenrekursiv die Eigenwertefür eine zunehmende
Korrugationstiefebestimmtwerden.Aus denTM-ModendesglattenHohlleiterswerden
bei zunehmenderKorrugationstiefesogenannteHE-Moden,die TE-Moden desglatten
Hohlleiterswerdenzu EH-Moden.Der UnterschiedzwischenHE- und EH-Modenbe-
stehtin derPhasenlagederTM- undTE-Anteile bzw. im VorzeichendesMischungsfak-
torsdm.
Die Abbildungen4 und5 zeigendenVerlaufderEigenwertefür einigeModenniedriger
Ordnungfür einenHohlleiter mit 70mm Durchmesserfür die Frequenzen14GHz und
140GHz. Als Maß für die ÜberdimensioniertheiteineszylindrischenHohlleiterswird
meisteineGrößeY � ka definiert.NachdemImpedanzmodellentsprichteineKorrugati-
onstiefevon λ

2 wiedereinemglattenHohlleiter. In Abbildung5 siehtman,daßin einem
starküberdimensioniertenHohlleiter die Kurven der Eigenwertebei Korrugationstiefen
um λ

4 flacherverlaufenalsin einemschwachüberdimensioniertenHohlleiter. Dasbedeu-
tet, daßmanbei korrugiertenHohlleiterndurcheinestarke Überdimensionierungauch
einegewisseBreitbandigkeit erreichenkann.
Tabelle1 faßtdieModenwandlungenzusammen,die in einemHohlleiterauftreten,wenn
dieKorrugationstiefeallmählichvon 0 bis λ

2 erḧohtwird.
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Abbildung 4: Eigenwerteeiniger Moden in einem 70mm Hohlleiter bei 14 GHz
(ka � 10.2696)
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Abbildung 5: Eigenwerteeiniger Moden in einem 70mm Hohlleiter bei 140GHz
(ka � 102.696)
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d � 0 0 & d & λ
2 d � λ

2 Bemerkung
TE0m TE0m TE0m KeineBeeinflussungdurchKorrugation
TM0m TM0m TM0(m-1) m � 1
TM01 TM01 Oberfl̈achenwelle
TMpm HEpm TEpm p � 0
TEpm EHpm TMp(m-1) m � 1
TEp1 EHp1 Oberfl̈achenwelle

Tabelle1: Modenwandlungenin einemkorrugiertenHohlleitermit wachsenderKorruga-
tionstiefe

Interessantfür technischeAnwendungenist dieHE11-Mode.Sieentsprichtin starküber-
dimensioniertenHohlleiternmit einerKorrugationstiefevon λ

4 näherungsweiseeinemli-
nearpolarisiertengaußschenStrahl,dersich im Hohlleiterausbreitet.An einemoffenen
Hohlleiterendekoppeltdie HE11-Modenahezuzu 100% aneinengaußschenStrahlan.
Die HE11-Mode hat nachder in [5] angegebenenFormel einesehrgeringeDämpfung.
Allerdingswerden,wie bereitserwähnt,hier nicht die Wandstr̈omeber̈ucksichtigt,die in
denRillen selbstfließenundfür einenzus̈atzlichenLeistungsverlustsorgen.
Wie man in den Abbildungen4 und 5 sehenkann,kann man eine HE11-Mode erzeu-
gen,indemmanzun̈achsteineTM11-Modein einemglattenHohlleitererzeugtunddann
die Korrugationstiefelangsamauf λ

4 erḧoht.EineandereMöglichkeit bestehtdarin,eine
TE11-Modezu erzeugen.Die Korrugationstiefewird dannsprungartigauf λ

2 erḧoht,und
dannlangsamauf λ

4 verringert.
Dasim VerlaufdervorliegendenArbeit entwickelteProgrammodulfür korrugierteHohl-
leiter berechnetbei derInitialisierungfür alle Frequenzendie Eigenwerteanjeweils 100
Stützstellenzwischen0 und λ

2 . Eskanndannz.B. für dieBerechnungeinesKrümmersei-
nebeliebigeKorrugationstiefegewähltwerden.DerEigenwertwird zun̈achstmit linearer
InterpolationausdenStützwertenberechnet.AusdeminterpoliertenWertwird dannunter
VerwendungderDispersionsfunktionF undderenAbleitung ∂F

∂Xm
mit demNewton Ver-

fahrendergenaueEigenwertbestimmt.WegendergroßenZahl von Stützstellenbraucht
dasNewtonVerfahrenseltenmehralszwei Iterationen.Die Frequenzkannnichtbeliebig
gewählt werden.Man gibt amAnfangein Frequenzintervall unddie Zahl derFrequenz-
punktean.DieseMethodeben̈otigt zwar etwaslängerzur Initialisierung,danachkönnen
die Eigenwertefür einebestimmteKorrugationstiefejedochsehrschnellbestimmtwer-
den.Dasist haupts̈achlichwährendeinerOptimierungvonVorteil.

2.4.2 Normierung der Modenamplituden

Die ModenleistungkanndurchAnwendungvon Gleichung2.26berechnetwerden.Die
Lösungwird im Anhang (Kapitel A, Seite 109) beschrieben.Man erḧalt für TM0m-
Moden:

PTM0m
m

� π
2

N2
m
�
Am

� 2 1
RmZ

B2
TM X2

m J� 20 � Xm� � 2
Xm

J0 � Xm� J� 0 � Xm� � J2
0 � Xm� (2.103)



2.4 ZylindrischerQuerschnittmit korrugierterWand 33

Für denNormierungsfaktorgilt daher:

NTM0m
m

� BTM Xm
RmZ

π J� 20 � Xm� � 2
Xm

J0 � Xm� J� 0 � Xm� � J2
0 � Xm�

(2.104)

Für TE0m-Wellengilt:

PTE0m
m

� �
Am

� 2N2
m

π
2

R2
mX2

mJ2
p � Xm� (2.105)

NTE0m
m

� 1
πR2

mX2
mJ2

p � Xm� (2.106)

Für dieModenleistungderHybridmodenim korrugiertenHohlleitergilt:

Phybrid
m

� �
Am

� 2N2
m

π
4

X2
mJ2

p � Xm� 1
�

d2
mR2

m 1 � p2

X2
m

� 2p
dmX2

m

� p2

X2
md2

m

� 2 1
�

R2
m dm

p
X2

m
(2.107)

DerNormierungsfaktorergibt sichdannzu:

Nhybrid
m

� 2

πX2
mJ2

p � Xm� � 1 � d2
mR2

m� 1 � p2

X2
m

� 2p
dmX2

m

� p2

X2
md2

m

� 2 � 1 � R2
m� dm

p
X2

m

(2.108)

2.4.3 OhmscheVerluste

Für dieDämpfungenderHybridmodengilt nachDoane[5]:

αhybrid
m

� RsX2
m

2ZDmRmaY2

1
Z2

w

�
d2

mR2
m (2.109)

Mit:

Dm
� 1

2
� 1 � R2

md2
m� 1 � p2

X2
m

� 2p
dmX2

m

� p2

d2
mX2

m

� 2 � 1 � R2
m� dm

p
X2

m
(2.110)

Für dieTM0m- undTE0m-Modengilt:

αTM0m
m

� Rs

ZRma
1 � 2YZw

X2
m

� YZw

Xm

2 � 1

(2.111)

αTE0m
m

� RsX2
m

ZRmaY2 (2.112)
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3 Felder im gekrümmten Hohlleiter

3.1 Allgemeiner Querschnitt

Die folgendeBehandlungderFelderim gekr̈ummtenHohlleiterist weitgehendanalogzu
[15], wobeidaraufgeachtetwurde,daßalleBeziehungenunabḧangigvonQuerschnittund
RandbedingungendeseigentlichenHohlleiterssind. In dennachfolgendenAbschnitten
werdendanndie Spezialf̈alle behandelt.
Im gekr̈ummtenHohlleiter ist die z-Achsegekr̈ummt.Die entsprechendeKoordinate,in
derenRichtungsichdie Welle ausbreitet,wird mit u3 bezeichnet.Die transversalenKo-
ordinatenachsenu1 und u2 sollenweiterhindenendesgeradenHohlleitersentsprechen.
Fernersind die Tangentenvektorender transversalenKoordinatent1 und t2 von u3 un-
abḧangigunddasKoordinatensystemist weiterhinorthogonal.Die MaxwellschenGlei-
chungenlassensichdannwie folgt angeben:

1
t2t3

∂
∂u2

� t3H3 � � ∂
∂u3

H2t2
� j

k
Z

E1 (3.1a)

1
t1t3

∂
∂u3

H1t1
� ∂

∂u1
� t3H3 � � j

k
Z

E2 (3.1b)

1
t1t2

∂
∂u1

� H2t2� � ∂
∂u2

� H1t1� � j
k
Z

E3 (3.1c)

1
t2t3

∂
∂u2

� t3E3 � � ∂
∂u3

E2t2
��� jkZH1 (3.1d)

1
t1t3

∂
∂u3

E1t1
� ∂

∂u1
� t3E3 � ��� jkZH2 (3.1e)

1
t1t2

∂
∂u1

� E2t2 � � ∂
∂u2

� E1t1� ��� jkZH3 (3.1f)

Die transversalenGesamtfelderim gekr̈ummtenHohleiterwerdennun in Reihennach
FelderndesgeradenHohlleitersentwickelt:

Et
� ∑

m
Vmẽt �m (3.2a)

Ht
� ∑

m
Imh̃t �m (3.2b)

Hier entsprichtVm einerSpannung,Im entsprichteinemStrom.Demzufolgehabenẽt �m
und h̃t �m als Einheit m� 1, eshandeltsich alsonicht um Feldsẗarken im physikalischen
Sinne,sondernumVektorfunktionen,dieproportionalzudenphysikalischenFeldsẗarken
sind.
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Die FelderdesgeradenHohlleiterswerdenin ihrer allgemeinenForm alsHybridmoden
mit denMischungsfaktorendTM

m unddTE
m unddenEigenfunktionenTm undT �m angesetzt.

Für die transversalenFeldergilt also:

ẽt �m � dTM
m ∇tTm

�
dTE

m ∇tT �m 
 tz (3.3)

h̃t �m ��� dTM
m ∇tTm 
 tz

�
dTE

m R2
m∇tT �m (3.4)

In diesemAnsatzist derNormierungsfaktorNm in denFunktionenTm undT �m enthalten.
Demzufolgegilt für die transversalenFeldkomponentenderTM- undTE-Anteile:

h̃TM
m1

��� ẽTM
m2 (3.5a)

h̃TM
m2

� ẽTM
m1 (3.5b)

h̃TE
m1

��� R2
mẽTE

m2 (3.5c)

h̃TE
m2

� R2
mẽTE

m1 (3.5d)

Für dieu3-KomponentenderModenfelderdesgeradenHohlleitersgilt:

ẽm3
� jkZdTM

m
k2

cm

k2 Tm (3.6a)

h̃m3
� j

k
Z

dTE
m

k2
cm

k2 T �m (3.6b)

mit derCutoff-Wellenzahlkcm
� k2 � β 2

m. Setztman(3.2b) in (3.1c)ein und(3.2a)in
(3.1f), soerḧalt manfür die u3-KomponentendesGesamtfeldesim gekr̈ummtenHohllei-
ter:

E3
� jkZ∑

m
dTM

m Im
k2

cm

k2 Tm (3.7a)

H3
� j

k
Z ∑

m
dTE

m Vm
k2

cm

k2 T �m (3.7b)

Um dieSpannungs-undStromkoeffizientenIm undVm zubestimmen,wird dieGleichung
3.1d mit � t3h̃n1 � multipliziert, Gleichung3.1ewird mit � t3h̃n2 � multipliziert, wobei h̃n1
undh̃n2 die u1- bzw. u2-KomponenteneinergekoppeltenModen sind.

∑
m

jkZdTM
m

k2
cm

k2 Im
∂

t2∂u2
� Tmt3� h̃n1

� ∂Vm

∂u3
ẽm2h̃n1

��� jkZ∑
m

h̃m1Imt3h̃n1 (3.8a)
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∑
m

∂Vm

∂u3
ẽm1h̃n2

� jkZdTM
m

k2
cm

k2 Im
∂

t1∂u1
� Tmt3 � h̃n2

�'� jkZ∑
m

h̃m2Imt3h̃n2 (3.8b)

AddiertmandieseGleichungen,soerḧalt man:

∑
m

∂Vm

∂u3
ẽm1h̃n2

� ẽm2h̃n1
�

jkZdTM
m

k2
cm

k2 Im
∂

t2∂u2
� t3Tm� h̃n1

� ∂
t1∂u1

� t3Tm� h̃n2
�

� jkZ∑
m

Imt3 � h̃m1h̃n1
�

h̃m2h̃n2 � (3.8c)

Außerdemwird Gleichung3.1a mit � � t3ẽn1 � multipliziert; Gleichung3.1b wird mit
� � t3ẽn2 � multipliziert. Man erḧalt:

∑
m

∂ Im
∂u3

h̃m2ẽn1
� j

k
Z

dTE
m

k2
cm

k2 Vm
∂

t2∂u2
� t3T �m� ẽn1

��� j
k
Z ∑

m
Vmẽm1ẽn1t3 (3.9a)

∑
m

j
k
Z

dTE
m

k2
cm

k2 Vm
∂

t1∂u1
� t3T �m� ẽn2

� ∂ Im
∂u3

h̃m1ẽn2
��� j

k
Z ∑

m
Vmẽm2ẽn2t3 (3.9b)

Die Addition dieserGleichungenergibt:

∑
m

∂ Im
∂u3

� ẽn1h̃m2
� ẽn2h̃m1 � � j

k
Z

dTE
m

k2
cm

k2 Vm
∂

t1∂u1
� t3T �m� ẽn2

� ∂
t2∂u2

� t3T �m� ẽn1
�

� j
k
Z ∑

m
Vmt3 � ẽm1ẽn1

�
ẽm2ẽn2 � (3.9c)

Den Tangentenvektor t3 kannman immer durchdenTangentenvektor der z Koordinate
desgeradenHohlleitersundeinesStörtermsξ � u1 
 u2 � ausdr̈ucken.Esgilt also:

t3
� 1

� ξ � u1 
 u2 � (3.10)

Die FelderderModensindorthonormal,d.h.esgilt im geradenHohlleiter:

A

� ẽm1h̃n2
� ẽm2h̃n1 � dA � δ � pm�(� qn� (3.11)

Mit:

δ � mn� �
1 für m � n und p � q

0 für m �� n oderp �� q

Die Gleichungen3.8cund3.9cwerdennunüberdengesamtenQuerschnittintegriert.Für
dieEinzeltermegilt:

A

∑
m

∂Vm

∂u3
� ẽm1h̃n2

� ẽm2h̃n1 � dA � ∂Vn

∂u3
(3.12)
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A

∑
m

∂ Im
∂u3

� ẽn1h̃m2
� ẽn2h̃m1 � dA � ∂ In

∂u3
(3.13)

A

∑
m

jkZIm dTM
m

k2
cm

k2

∂Tm

t2∂u2
h̃n1

� ∂Tm

t1∂u1
h̃n2

�
h̃m1h̃n1

�
h̃m2h̃n2 dA � jkZInR2

n

(3.14)

A

∑
m

j
k
Z

Vm dTE
m

k2
cm

k2

∂T �m
t1∂u1

ẽn2
� ∂Tm

t2∂u2
ẽn1

�
ẽm1ẽn1

�
ẽm2ẽn2 dA � j

k
Z

Vn (3.15)

Insgesamterḧalt man:

∂Vn

∂u3

��� jkZInR2
n
� jkZ∑

m
ImDmn (3.16a)

∂ In
∂u3

��� j
k
Z

Vn
� j

k
Z ∑

m
VmEmn (3.16b)

Mit:

Dmn
�

A

dTM
m

k2
cm

k2

∂ � ξTm�
t2∂u2

h̃n1
� ∂ � ξTm�

t1∂u1
h̃n2

� ξ � h̃m1h̃n1
�

h̃m2h̃n2� dA (3.17a)

Emn
�

A

dTE
m

k2
cm

k2

∂ � ξT �m�
t1∂u1

ẽn2
� ∂ � ξT �m�

t2∂u2
ẽn1

� ξ � ẽm1ẽn1
�

ẽm2ẽn2 � dA (3.17b)

Die ersteGreen’scheFormellautetim ebenenFall:

A

)
∇t � ξTm�+*,� ∇tTn � dA �

l

ξTm
∂Tn

∂n
dl �

A

ξTm∆tTndA

�
l

ξTm
∂Tn

∂n
dl
�

k2
cn

A

ξTmTndA, (3.18)

wobei n der nachaußenzeigendeNormalenvektor auf der Hohlleiterwandist. Ein ana-
logerAusdruckgilt für T �m undT �n. Außerdemgilt allgemeinfür beliebigeSkalarfeldera
undb:

A

∂a
t1∂u1

∂b
t2∂u2

� ∂a
t2∂u2

∂b
t1∂u1

dA � 0 (3.19)
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Die TermeDmn undEmn werdendamitzu:

Dmn
�

A

ξ � h̃m1h̃n1
�

h̃m2h̃n2 � dA � dTM
m dTM

n
k2

cm

k2
l

ξTm
∂Tn

∂n
dl
�

k2
cn

A

ξTmTndA

(3.20a)

Emn
�

A

ξ � ẽm1ẽn1
�

ẽm2ẽn2 � dA � dTE
m dTE

n
k2

cm

k2
l

ξT �m∂T �n
∂n

dl
�

k2
cn

A

ξT �mT �ndA

(3.20b)

Um von denSpannungs-undStromkoeffizientenzu denModenamplitudenzu kommen,
werdennunhin- undrücklaufendeWellenmit denAmplitudenA�n undA�n definiert.Es
gilt:

Vn
� � RnZ � A�n �

A�n � (3.21a)

In � 1

� RnZ
� A�n � A�n � (3.21b)

SetztmandieseGleichungenein undbezeichnetmandie Koordinateu3 wiedermit z, so
erḧalt manfür diehin- undrücklaufendenWellen:

∂A�n
∂z

��� jβnA�n � m-" n

∑
m

K �mnA�m �
K �

mnA
�
m (3.22a)

∂A�n
∂z

� jβnA�n � m-" n

∑
m

K �
mnA�m �

K �mnA
�
m (3.22b)

Eshandeltsichum ein SystemgekoppelterDif ferentialgleichungenersterOrdnung,das
auchalsSystemdergekoppeltenWellengleichungenbezeichnetwird. DiesesGleichungs-
systemwird im Abschnitt3.5(Seite45) genauerbehandelt.
Für dieKoppelkoeffizientenK �mn undK �

mn gilt:

K .mn
� jk

2� RmRn
� RmRnEmn / Dmn� (3.23)

WegenderEnergieerhaltungmußgelten:

Knm
��� K �mn (3.24)

In zylindrischenHohlleitern,die eineazimutaleKorrugationhaben,sinddie Mischungs-
faktorendTM

m unddTE
m immer reell. Somit folgt aus3.20a,3.20bund3.23,daßdie Kop-

pelkoeffizientenfür Hohlleiterkr̈ummungimmerrein imagin̈arsind.Esgilt also:

Knm
� Kmn (3.25)
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3.2 RechteckigerQuerschnitt

AusdenallgemeinenFormelnwerdennundieKrümmungskoppelkoeffizientenfür Recht-
eckhohlleiterhergeleitet.Für die EigenfunktionenderTMpm- undTEpm-Wellengilt:

Tm
� Nmsin

pπx
a

sin
mπy

b
(3.26a)

T �m � Nmcos
pπx
a

cos
mπy

b
(3.26b)

Die Normierungsfaktorenergebensichzu:

NTM
m

� 4
abk2

cm
(3.26ca)

NTE
m

� 2εpm

abk2
cmR2

m
(3.26cb)

Mit:

εpm
� 2 für p �� 0
 m �� 0

1 sonst
(3.26d)

Wegender RandbedingungenderFelderim glattenHohlleitergilt für die Eigenfunktio-
nen:

∂Tm

∂n Wand

� 0 (3.4)

T �m Wand
� 0 (3.5)

3.2.1 E-EbenenKr ümmer

Zunächstwird einKrümmerbehandelt,beidemdieKrümmungsebenein derEbenedesE-
FeldesderTE10-Modeliegt (sieheAbb. 6). Die von derKrümmungabḧangigeStörfunk-
tion ξ wird zu:

ξ � y
R

(3.6)

Da die Störfunktion nur von y abḧangt, sind nur Moden verkoppelt, bei denendie x-
Indizesp undq gleichsind.Im folgendenwird daherq � p gesetzt.DerKoppelkoeffizient
für TEpm-TEpn-Kopplungenwird damitzu:

K .� TEpm 0 TEpn� �
� j � εpmεpnbk

Rπ2 � m2 � n2 � 2


 m2 kcn

kcm
Rm

Rm

Rn
/ Rn

Rm

�
n2kcm

kcn
Rn

Rn

Rm
/ Rm

Rn
(3.7)
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E
x

z

b

R

y
a

Abbildung6: E-EbenenKrümmermit rechteckigemQuerschnitt

wenn
�
m � n

�
ungeradeist. Ist

�
m � n

�
gerade,wird derKoppelkoeffizientNull. Ein häufi-

gerFall sindKopplungenderTE10-Modemit TE1n-Moden.Setztmanin deroberenFor-
melm � 0 und p � 1, soerḧalt maneineneinfacherenAusdruck:

K .� TE10 0 TE1n� �
� j � 2bβn

Rπ2n2 1
� na

b
2

Rn

Rm
/ Rm

Rn
(3.8)

Für dieKopplungenvon TEpm- undTMpn-Modengilt für ungerade
�
m � n

�
:

K .� TEpm 0 TMpn� �
� j 2εpmpnk

Rkcmkcna � n2 � m2 �
Rn

Rm
/ Rm

Rn
(3.9)

Ist
�
m � n

�
gerade,sowird derKoppelkoeffizientNull. Auch dieserAusdruckwird einfa-

cherim Fall einerTE10-TM1n-Kopplung.Manerḧalt:

K .� TE10 0 TM1n� �
� j � 2ak

Rπ2n 1
� na

b
2

Rn

Rm
/ Rm

Rn
(3.10)

DurchVertauschenvon m undn erḧalt mandanndenKoppelkoeffizient für TM1m-TE1n-
Kopplungen:

K .� TM1m 0 TE1n� �
� j 2εpnpmk

Rkcmkcna � m2 � n2 �
Rm

Rn
/ Rn

Rm
(3.11)

DerKoppelkoeffizient für TMpm - TMpn - Kopplungenlautet(
�
m � n

�
ungerade):

K .� TMpm 0 TMpn� �
� j2bk

R� RmRnkcmkcnπ2 � n2 � m2 � 2


 � RmRn / 1� mnπ2

b2 � m2 � n2 � � p2π2

a2 2mn � k2
cmk2

cn

k2 2mn (3.12)
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Für gerade
�
m � n

�
ist derKoppelkoeffizientNull. AuchdieserKoppelkoeffizient läßtsich

für Moden,die in diegleicheRichtunglaufen,umformenzu:

K �� TMpm 0 TMpn� �
� j2bkmn

Rπ2 � n2 � m2 � 2
kcn

kcm
Rm

Rn

Rm

� Rm

Rn

� kcm

kcn
Rn

Rn

Rm

� Rm

Rn

(3.13)

Ist die TE10-Modein einemE-Ebenen-Kr̈ummerdie Nutzmode,soexistierenalsFalsch-
modendie entartetenTE1m- undTM1m-Moden,die die gleichePhasenkonstantehaben.
Im Systemder gekoppeltenWellengleichungenkönnendieseModenzu einemModen-
paarzusammengefaßtwerden,wasdie Rechengeschwindigkeit deutlicherḧoht. Da die
TE10-Modekeineex-Komponentehat,darf auchdie SummederFalschmodenkein elek-
trischesFeld in x-Richtunghaben.Für ein entartetesTM1m/TE1m-Modenpaarbedeutet
das:

eTM1m
x

�
eTE1m

x
� 0, (3.14)

oderfür dieAmplitudenderbeidenModen:

ATM1m
m

� ma
Rmb

ATE1m
m (3.15)

Man kanndasTE1m/TM1m-ModenpaardannalseineModeauffassen,für derenAmpli-
tudeA1m gilt:

A1m
� A2

TE1m

�
A2

TM1m
(3.16)

DarausergebensichunmittelbarfolgendeZusammenḧange:

A1m
� 1

� ma
Rmb

2

ATE1m
(3.17)

A1m
� 1

� Rmb
ma

2

ATM1m
(3.18)

Dies führt dann zu anderen Koppelkoeffizienten. Es gilt für TE10-TE1n/TM1n-
Kopplungen:

K �� TE10 0 TE1n 1 TM1n� � 1
� ma

Rmb

2

K �� TE10 0 TE1n� � 1
� Rmb

ma

2

K �� TE10 0 TM1n� �

��� j
� 2b

Rn2π2βm
Rm

Rn

� Rn

Rm
(3.19)
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Für dieKopplungenderModenpaareuntereinandergilt:

K �� TE1m 1 TM1m 0 TE1n 1 TM1n� �
1
� na

Rnb

2

1
� ma

Rmb

2

Rnb
na

K � TE1m 0 TM1n�
�

K � TM1m 0 TM1n�
ma
Rmb

� 1
� na

Rnb

2

1
� ma

Rmb

2
K � TE1m 0 TE1n�

�
K � TM1m 0 TE1n�

ma
Rmb

� � j2kb
Rπ2 � n2 � m2 � 2 � m2Rn

�
n2Rm� Rn

Rm

� Rm

Rn
(3.20)

3.2.2 H-EbenenKr ümmer

E

y

b

a

z

x

R

Abbildung7: H-Ebenen-Kr̈ummermit rechteckigemQuerschnitt

In einemH-Ebenen-Kr̈ummer(sieheAbb. 7) lautetdieStörfunktionξ :

ξ � x
R

(3.21)

Dasbedeutet,daßeineTEp0-Welle nur in TEq0-Wellenumgewandeltwird, esgilt daher
m � n � 0.
Manerḧalt für

�
p � q

�
ungerade:

K .� TEp0 0 TEq0� �
� j4apq

Rπ2 � p2 � q2 � 2 βmβn
1

RmRn
1 � p2 � q2

8
λ
a

2

/ 1 (3.22)

Hier ist λ die Freiraumwellenl̈ange.Wenn
�
p � q

�
geradeist, wird K .mn Null. In einem

Hohlleiter, derin derH-Ebenegekr̈ummtist, sindalsoalleTEp0-Modendirektoderindi-
rekt,d.h.überandereModen,miteinanderverkoppelt.
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Die Krümmungskoppelkoeffizientenfür Rechteckhohlleiterwurden1965vonQuinever-
öffentlicht [21]. Die hier angegebenenFormelnstimmenmit denenvon Quineüberein,
wobeihierzus̈atzlichnochderKoppelkoeffizientK �� TE1m 1 TM1m 0 TE1n 1 TM1n� für dieentarte-

tenTE/TM-Modenpaarebestimmtwurde,derin [21] fehlt.

3.3 Kr eisförmiger Querschnitt mit glatter Wand

Für zylindrischeHohlleiter wird ein Koordinatensystemwie in Abbildung 8 angenom-
men.Die Transversalkoordinatenr und φ entsprechendenendesgeradenHohlleiters.
DerStörtermξ wird zu:

ξ � r
R

cosφ (3.23)

φr

z

R

Abbildung8: Koordinatensystemfür gekr̈ummtezylindrischeHohlleiter

Die Krümmungskoppelkoeffizientenim zylindrischenHohlleitermit glatterWandsindin
[15] für Moden,die in gleicherRichtunglaufen,angegeben.Modenkopplungenaufgrund
einesgekr̈ummtenHohlleiterstretennur für Modenauf, für derenAzimutalindizesp und
q gilt:

�
p � q

� � 1

Für KopplungenderTE0m- undTE1n-Wellengilt:

K �� TE0m 0 TE1n� � j � � 1� m� n� 1Y
XmX2

n � Rm
�

Rn � 2
R 2RmRn � X2

n
� 1�2� X2

n
� X2

m� 2 (3.24)

Für dieKopplungenderentartetenTE0m- undTM1n-Wellengilt:

K �� TE0m 0 TM1n� �
j Y
R3 2Xm

für m � n

0 für m �� n

(3.25)
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Die TM0m-Wellenwerden“kreuzpolarisiert”angesetzt.DadieseModenjedochrotations-
symmetrischsind,wirkt sichdiesnur auf die Formelnaus,nicht jedochauf dasErschei-
nungsbildder Felderim Hohlleiter. Für die Kopplungenvon TM0m-Wellen mit TM1n-
Wellengilt:

K �� TM0m 0 TM1n� � j � � 1� m� nY
� Rm

�
Rn � ) 2RnX2

m
�

Y2 � Rm
� Rn �4� 1 � RmRn �+*

R� 2RmRn � X2
n
� X2

m� 2 (3.26)

Entsprechendgilt für TM0m-TE1n-Kopplungen:

K �� TM0m 0 TE1n� � j � � 1� m� n� 1Y
� Rm

�
Rn �

R 2RmRn � X2
n
� 1�4� X2

n
� X2

m� (3.27)

Für dieallgemeinenFälle wird angenommen,daßgilt:

q � p
�

1

Für dieTEpm-TEqn-Kopplungengilt:

K �� TEpm 0 TEqn� � j
� � 1� m� nY

2R RmRn � X2
m
� p2 �4� X2

n
� q2 �2� X2

n
� X2

m� 2


 � 1 � RmRn � ) 2X2
mX2

n
� p � p � 1�4� X2

m
�

X2
n �5* � X2

mX2
n

Y2 � X2
m
�

X2
n
� 2pq� (3.28)

Für TEpm-TMqn-Kopplungengilt:

K �� TEpm 0 TMqn� � j � � 1� m� n� 1Y
� p � Rm

�
Rn �

2R RmRn � X2
m
� p2 �4� X2

n
� X2

m� (3.29)

Entsprechendgilt für TMpm-TMqn-Kopplungen:

K �� TMpm 0 TMqn� � j � � 1� m� nY
� Rm

�
Rn�4� RmXn

�
RnXm�

2R� RmRn � X2
n
� X2

m� (3.30)

3.4 Kr eisförmiger Querschnitt mit korrugierter Wand

Die Formelnfür Koppelkonstantenim korrugiertenRundhohlleiterwurdenfür alle Mo-
den von Doaneangegeben[5]. Teilweiseliefern seineFormeln jedochkeine richtigen
Vorzeichenfür die Koppelkonstanten.Eswerdendeshalb,wie beimglattwandigenHohl-
leiter, die neuerenFormelnvon Li undThumm[15] verwendet.DieseFormelnergeben
sichdurchLösungderim Abschnitt3 (Seite34)angegebenenIntegraleunterVerwendung
derFelderderModenim korrugiertenHohlleiter. Bei einerKrümmungim Rundhohlleiter
sindnurdie Modenverkoppelt,für derenAzimutalindizesp undq gilt:

�
p � q

� � 1 (3.31)
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Für Kopplungen,andeneneineTE0m-Welle beteiligtist, gilt:

K �� TE0m 0 HE1n 1 EH1n� � j � � 1� m� n� 1Y
XmXn � Rm

�
Rn � 2 � Rm

� Rn
�

dnRn �
2R� RmRnDn � X2

n
� X2

m� 2 (3.32)

Für KopplungenvonTM0m-Wellengilt:

K �� TE0m 0 HE1n 1 EH1n� � j � � 1� m� nY
� Xm � Rm

�
Rn �

2R� RmRnDmDn � X2
n
� X2

m� 2DnXn


 � 1 � dnR2
n
�

RmRn � 1 � dn�+� 1
�

dn

ZY
� dnX2

n

Y2 � 1 � dnR2
n
�

dnRmRn �


6� Rm
� Rn � Y2 � � 1 � dn � 2X2

m

ZY
� 2dnX2

n Rn (3.33)

In denanderenFällen,d.h.für p �� 0, lassensichdieKoppelkonstantenbestimmen,wenn
manannimmt,daßq � p

�
1 ist. Esgilt dann:

K �� HEpm 1 EHpm 0 HEqn 1 EHqn� � j � � 1� m� nY
1

4R� RmRnDmDn � X2
m
� X2

n � 2dmdnXmXn
Fmn

(3.34)

Mit:

Fmn
� RnX2

m
)
2n � n � 1�4� 1 � dn�4� 1 � dm� � 2dmdnX2

n *


 )
Rn � 1 � dmdnR2

m� � Rm � 1 � dmdnR2
n �+*

�
n � n � 1�2� 1 � dn�4� 1 � dm� ) � 1 � dmR2

m�2� 1 � dnR2
n �

� � 1 � dm�4� 1 � dn � RmRn *,� X2
n
� X2

m� � dmdnX2
mX2

n


7� R2
m
� R2

n � ) � Rm
�

Rn �4� dmRm
�

dnRn� � 1
�

dmdnRmRn * (3.35)

3.5 DasSystemder gekoppeltenWellengleichungen

DasSystemdergekoppeltenWellengleichungenwurdein Abschnitt3.1hergeleitet(siehe
Seite38).Esbeschreibtdie Modenwandlungin einemgekr̈ummtenHohlleiter.
In derPraxiswerdenreflektierte(d.h.rückwärtslaufende)Wellenvernachl̈assigt,wasbe-
deutet,daßalle KoppelkoeffizientenK �

mn verschwinden.Außerdemwird die Annahme
gemacht,daßamEndedesIntegrationsbereichskeineModenrückwärtsin dengekr̈umm-
ten Hohlleiter hineinlaufen.Eine ohmscheDämpfungder Moden wird ber̈ucksichtigt,
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indem jβm durcheinekomplexeAusbreitungskonstanteγm
� αm

�
jβm ersetztwird, die

dieohmscheDämpfungαm entḧalt. Esbleibt dannfolgendesGleichungssystem̈ubrig:

∂An

∂z
��� γnAn

� m-" n

∑
m

K �mnA�m (3.36)

SinddieAmplitudenAm allerber̈ucksichtigtenModenamAnfang,d.h.beiz � 0 bekannt,
kanndiesesDifferentialgleichungssystemmit demRunge-Kutta-Verfahrengelöstwerden.
DiesesVerfahrenliefert dieModenamplitudenanbeliebigenPunktendesKrümmers.Die
SchrittweitestelltsichbeidemhierverwendetenRunge-Kutta-Verfahrenautomatischein.
Eswurdedie Runge-Kutta-Routineaus[20] verwendet,die für komplexe Zahlenumge-
schriebenwurde.Eshandeltsichhier um ein Runge-Kutta-Verfahren4. Ordnungmit au-
tomatischerSchrittweiteneinstellung,wobei die Fehlerabscḧatzungexakt für Polynome
5. Ordnungist.
Für die Modenwandlungist nur die relative PhasenlagederModenzueinanderentschei-
dend.Insbesonderein überdimensioniertenHohlleitern unterscheidensich die Phasen-
konstantenderModennurgeringf̈ugig,d.h.diePhasendifferenzenderModenzueinander
ändernsichwesentlichlangsamer, alsdie absolutenPhasen.Deshalbist esausGründen
derRechenzeitsinnvoll, mit umnormiertenFunktionenΨn � z� zurechnen,waszuwesent-
lich größereneffektivenWellenl̈angenführt,undsomitgrößereSchrittweitenerlaubt.Für
Ψn � z� gilt:

A�n � z� � Ψn � z� e� jβref z, (3.37)

wobeiβref derMittelwertausdergrößtenundkleinstenvorkommendenPhasenkonstante
ist:

βref
� 1

2
� βmin

� βmax� (3.38)

DurchdieseUmnormierungwird ein gemeinsamerOffsetvon denPhasenkonstantender
Modenabgezogen.In früherenArbeiten(z.B. [10]) war βref immerdie Phasenkonstante
der Nutzmode.Die hier gewählteMethodehat jedochdenVorteil, daßdie kleinsteauf-
tretendeeffektive Wellenl̈angemaximalwird, dasbedeutet,daßmanmit nochgrößeren
Schrittweitenauskommt. In einemExperimentbrachtedieseMethodebei gleichenEr-
gebnisseneineVerringerungder Rechenzeitum 30 % gegen̈ubereinerNormierungauf
diePhasenkonstantederNutzmode.
Die KoppelkoeffizientenderModenwerdenvon dieserNormierungnicht beeinflußt,da
für die Modenwandlungnur die relativePhasenlagederModenzueinanderentscheidend
ist, welchedurchdie Normierungnichtbeeinflußtwird.
Als endg̈ultigesGleichungssystemerḧalt manso:

∂Ψn

∂z
��� )

αn
�

j � βn
� βref �+* Ψn

� m-" n

∑
m

KmnΨm (3.39)

Die Gleichungkannauchin Matrixschreibweiseangegebenwerden:

∂
∂z

Ψ � � H � Ψ (3.40)
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Hier ist

Ψ �
Ψ �1
Ψ �2

...
Ψ �N

derAmplitudenvektorfür die Moden,N ist die AnzahlderModen.Die Koeffizientender
symmetrischenMatrix H lauten:

hi j
� � )

αi
�

j � βi
� βref �+* für i � j� Ki j

��� K j i für i �� j
(3.41)

Die Vektor-Matrix-Multiplikation ausGleichung3.40wird vonderRunge-Kutta-Routine
sehroft durchgef̈uhrtundhatdenweitausgrößtenAnteil anderGesamtrechenzeit.Esgilt
deshalb,daßdieGesamtrechenzeitetwaproportionalzumQuadratderModenzahlist,was
insbesondereim Hinblick aufeinesp̈atereOptimierungwichtig ist. Die Koppelmatrixhat
gewisseEigenschaften(Symmetrie,Nichtdiagonalelementesindrein imagin̈ar), die eine
gewisseOptimierungderVektor-Matrix-Multiplikation erlauben.
In allen Fällen sind die Krümmungskoppelkoeffizientenrein imagin̈ar und proportional
zurKrümmung.Esgilt also:

K .mn
� jc.mnC � z� (3.42)

Hier ist C � z� � 1
R die Krümmung;c.mn wird Krümmungskoppelkonstantegenannt.Die

Krümmungskoppelkonstantenmüssennur einmalamAnfangderBerechnungbestimmt
werden. Währendder Lösung des Differentialgleichungssystemswird der ben̈otigte
KrümmungskoppelkoeffizientdurchMultiplikation derKrümmungskoppelkonstantemit
deraktuellenKrümmungbestimmt.Für die KrümmungC � z� gilt ferner:

C � z� � dϑ � z�
dz

, (3.43)

wobei ϑ � z� der aktuelleKrümmungswinkel an der Stellez ist. Umgekehrt gilt für den
Krümmungswinkel ϑ � z� :

ϑ � z� � z

0
C � ξ � dξ (3.44)

DerGesamtwinkel ϑl einesKrümmersmit derLängel ist dann:

ϑl
� l

0
C � ξ � dξ (3.45)

DasSystemdergekoppeltenWellengleichungenhatdenentscheidendenVorteil, daßnur
mit Modenamplitudengerechnetwird, was zu einemSystemgewöhnlicherDif ferenti-
algleichungenersterOrdnungführt. Eine Lösungder MaxwellschenGleichungenunter
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BerücksichtigungderGesamtfelderwürdezueinerdreidimensionalenpartiellenDifferen-
tialgleichungführen,dienur mit sehrzeitaufwendigenVerfahrengelöstwerdenkann.Im
Hinblick auf eineOptimierungeinesKrümmungsverlaufes,bei der sehrviele Krümmer
berechnetwerdenmüssen,scheidetein solcherAnsatzaus.
Dennochsolltenhier die Näherungen,die bei demSystemder gekoppeltenWellenglei-
chungengemachtwerden,zusammengefaßtwerden.

8 Vernachlässigungreflektierter Moden:

Die BerücksichtigungreflektierterModenwürdebedeuten,daßausdemAnfangs-
wertproblemein Randwertproblemwird, da die Moden,die am EndedesKrüm-
mersrückwärtsin denHohlleiterhineinlaufenfür dieLösungben̈otigt werden.Ein
solchesRandwertproblemkannnur mit zeitaufwendigerenMethoden(z.B. Rela-
xationsverfahren)gelöstwerden.Fernerist dergemeinsameOffsetβref derModen
nach(3.38)Null, wennmanannimmt,daßjedeModeaucheinenrücklaufendenAn-
teil hat.Die Umnormierungwürdedanndie Schrittweitennicht vergrößern.Meist
wird maneinenKrümmerjedochsodimensionieren,daßdie Krümmungnicht zu
stark ist, d.h. daßder KrümmungsradiusR immer wesentlichgrößer ist, als die
Hohlleiterdimension,die in derKrümmungsebeneliegt. Esgilt alsoz.B. bei einem
Rechteckhohlleiter, derin derE-Ebenegekr̈ummtist:

R 9 b

In diesemFall kann man davon ausgehen,daßdie Reflektionentats̈achlich ver-
nachl̈assigbarsind.

8 GetrennteBerechnungder Dämpfung für jedeMode:

Die BerechnungderDämpfunggeschiehtfür jedeModeeinzeln,wobeiderDämp-
fungskoeffizientαm ausdenvonderModeerzeugtenWandstr̈omenberechnetwird.

Breiten sich in einemHohleiter mehrereModen aus,so könnensich die Wand-
strömeder einzelnenModenkonstruktiv oderdestruktiv überlagern,waszu einer
Ver̈anderungdesLeistungsabfalls führt. Ist ein Krümmerlängeralsdie größtevor-
kommendeSchwebungswellenl̈angeder Moden, so hebensich Effekte der kon-
struktivenunddestruktivenÜberlagerungteilweiseauf,wasdenentstehendenFeh-
ler verringert.

8 Berücksichtigung nur wenigerModen:

Da die Rechenzeitungef̈ahrproportionalzumQuadratderModenzahlist, werden
meistnichtalleim Hohlleiterausbreitungsf̈ahigenModenber̈ucksichtigt.Mankann
die dominantenFalschmodenjedochleicht finden,indemmaneineTestrechnung
mit sehrvielen Moden macht,und die Moden, die danneine vernachl̈assigbare
Amplitudehaben,für die Optimierungwegläßt.

3.5.1 Spezialfall: Zwei Moden

In vielenFällengibt esin einemHohlleiterkr̈ummernur einedominanteFalschmode.In
diesemFall läßtsichdasSystemdergekoppeltenWellengleichungenunterVernachl̈assi-
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gungderohmschenVerlustefolgendermaßenausdr̈ucken:

∂Ψ1

∂z
��� jc12C � z� Ψ2 (3.46a)

∂Ψ2

∂z
��� j∆βΨ2

� jc12C � z� Ψ1 (3.46b)

c12 ist die KoppelkonstantederbeidenModen,für die Dif ferenzder∆β derPhasenkon-
stantengilt ∆β � β2

� β1, d.h.für dieBezugsphasenkonstanteβref wurdehierβ1 gewählt.
Es wird angenommen,daßam EingangdesKrümmersdie ganzeLeistungin der Nutz-
modeist. Esgilt also:

Ψ1 � 0� � 1 (3.47a)

Ψ2 � 0� � 0 (3.47b)

Aus (3.46a)folgt nun:

Ψ2
� j

c12C � z�
∂Ψ1

∂z
(3.48a)

Bildet mandie Ableitungnachz, soerḧalt man:

∂Ψ2

∂z
� j

c12C � z� ∂ 2Ψ1
∂z2

� c12
∂C � z�

∂z
∂Ψ1
∂z)

c12C � z�+* 2 (3.48b)

SetztmandieseBeziehungenin (3.46b)ein,soergibt sichalsendg̈ultigeDifferentialglei-
chung:

∂ 2Ψ1

∂z2
�

j∆β � ∂C � z�
∂z

1
C � z�

∂Ψ1

∂z
� )

c12C � z�+* 2Ψ1
� 0 (3.49)

Man kannfür einigeFälle analytischeLösungendergekoppeltenWellengleichungenmit
zweiModenangeben.

3.5.2 Spezialfall: Zwei entarteteModen

Zwei Modensindentartet,wennsiedie gleicheAusbreitungskonstantehaben.In diesem
Fall gilt also:

∆β � 0

Gleichung3.49wird dannzu:

∂ 2Ψ1

∂z2
� ∂C � z�

∂z
1

C � z�
∂Ψ1

∂z
� )

c12C � z�+* 2Ψ1
� 0 (3.50)
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Die allgemeineLösunglautet:

Ψ1
� a1sin c12 C � z� dz

�
a2cos c12 C � z� dz (3.51)

Für die zweiteModeΨ2 gilt die gleicheDifferentialgleichung.Wählt manalsAnfangs-
bedingung:

Ψ1 � 0� � 1 (3.52)

Ψ2 � 0� � 0 (3.53)

sokannmandie Konstantensowählen,daßgilt:

Ψ1
� cos c12 C � z� dz (3.54)

Ψ2
� sin c12 C � z� dz (3.55)

Wegen des ZusammenhangszwischenKrümmungund dem Krümmungswinkel ϑ � z�
könnendieLösungenauchfolgendermaßenangegebenwerden:

Ψ1
� cos c12ϑ � z� (3.56)

Ψ2
� sin c12ϑ � z� (3.57)

DasModenspektrumhängtalsonurvomKrümmungswinkel ϑ � z� ab,nichtvomeigentli-
chenKrümmungsverlauf.Ein Beispielfür entarteteModen,die durchKrümmunginein-
anderumgewandeltwerden,sinddieTE0m undTM1m-Modenim zylindrischenHohlleiter
mit glatterWand.Die Krümmungskoppelkonstanteist in diesemFall (sieheKapitel 3.3,
Seite43):

c � TE0m 0 TM1m� �
ka

� 2Xm

Gibt eskeinehöherengekoppeltenModen,wird dieTE0m-Modevollständigin dieTM1m-
Mode gewandelt,diesewird dannwieder in die TE0m-Mode zurückgewandelt.Für die
Winkel ϑn, bei denendie gesamteLeistungin derTE0m-Modeist, gilt:

ϑn
� � 2Xmπn

ka

mit demganzzahligenIndex n. DieseBeziehungenwurdenfür dieEntwicklungvonTE01-
TM11-Modenwandlerngenutzt[24].
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3.5.3 KonstanteKr ümmung mit zweiModen

Ist die Krümmungkonstant,sogilt:

C � z� � const � C (3.58)

∂C � z�
∂z

� 0 (3.59)

Die Differentialgleichungfür Ψ1 wird dannzu:

∂ 2Ψ1

∂z2
�

j∆β
∂Ψ1

∂z
� � c12C� 2Ψ1

� 0 (3.60)

Die DifferentialgleichunghatalsallgemeineLösung:

Ψ1 � z� � e� j 1
2∆βz

� ∆β � 2 � 4 � c12C� 2 � ∆β � 2 � 4 � c12C� 2cos
1
2

z � ∆β � 2 � 4 � c12C� 2 �

j∆β sin
1
2

z � ∆β � 2 � 4 � c12C� 2 (3.61)

Die ModenleistungP1 derNutzmodeverḧalt sichdannwie:

P1
� � ∆β � 2 � 4 � c12C� 2cos2 1

2z � ∆β � 2 � 4 � c12C� 2
� ∆β � 2 � 4 � c12C� 2 (3.62)

DarauskannmandiemaximaleFalschmodenleistungP2�max berechnen.Esgilt:

P2�max
� 1

1
� ∆β

2 � c12C�
2 (3.63)

DieseBeziehungkannbeim DesigneinesKrümmersverwendetwerden,um die erfor-
derlicheGrößedesKrümmersfür einemaximaleLeistungder dominantenFalschmode
abzuscḧatzen.

3.5.4 Beispiel: 70GHz Rechteckkrümmer

Abschließendsoll einBeispielfür einenTE10-Rechteckkr̈ummervorgestelltwerden.Der
Hohlleiter ist in derH-Ebenegekr̈ummt,d.h.daßalle TEp0-Modenmiteinanderverkop-
pelt sind.EshandeltsichumeinenK-BandHohlleitervomTyp WR 42. In diesemHohl-
leiterexistiertbiszueinerFrequenzvon28.08GHznurdie TE10-Mode.Bei derverwen-
detenFrequenzvon70 GHzexistierenalsgekoppelteFalschmodendie TE20- , die TE30-
und die TE40-Mode. Ein solcherHohlleiter gilt als schwachüberdimensioniert.Abbil-
dung9 zeigtdie vorgegebeneGeometriedesKrümmers.
Der Krümmungsradiuswird von der innerenHohlleiterwandausgemessen.Nimmt man
einekonstanteKrümmungan,sobetr̈agter bei dervorgegebenenGeometrie10 cm,was
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10 cm

10cm

10.7mm

ϑl : 90;

Abbildung9: Geometriedes70GHzTE10-Krümmers

eineKrümmungvon 10m� 1 ergibt. Die TE20-Modeist die dominanteFalschmode.Aus
derKoppelkonstantec � TE10 0 TE20� errechnetsichdie maximalezu erwartendeFalschmo-

denleistungmit Gleichung3.63zu24.98%.
Abbildung 10 zeigt dasModenspektrumdesKrümmersmit konstanterKrümmung.Es
wurdedurchnumerischeIntegrationdesSystemsdergekoppeltenWellengleichungener-
mittelt. In diesemFall sinddiehöherenModen(TE30 undTE40) tats̈achlichvernachl̈assig-
bar. Die maximaleLeistungderTE20-Modebetr̈agt25.69%, die Abscḧatzungmit Glei-
chung3.63 war alsoetwaszu optimistisch.Die Gründefür diesegeringeAbweichung
liegenin dernumerischenLösungdesProblemsmit Runge-Kutta-Verfahren.
Einen solchenKrümmer kann man optimieren,indem man die Längeund somit die
Krümmungso wählt, daßam Ausgangdie Leistungder Nutzmodeein Maximum hat.
Dies bedeutetaberauch,daßsich die Abmessungen̈andern,d.h. daßder Krümmerun-
ter Umsẗandennicht mehrin die vorgegebeneGeometrieausAbb. 9 paßt.Außerdemhat
ein solcherKrümmerim Innerenimmer einenrechthohenFalschmodenanteil,waszu
größerenVerlustenführt.
ZumVergleichwurdenochein Krümmermit dengleichenAbmessungen(sieheAbb. 9),
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Abbildung10:Modenspektrumin demKrümmermit konstanterKrümmung

abermit einemanderenKrümmungsverlauf,untersucht.Der Krümmungsverlaufwurde
in einerOptimierungmit demin Kapitel 5.1 (Seite66) beschriebenengenetischenAlgo-
rithmusermittelt.Als Startwertdientehier derKrümmermit konstanterKrümmung.Ab-
bildung11 zeigtdie KrümmungsverläufedesStartkr̈ummersunddesoptimiertenKrüm-
mers.Abbildung12zeigtdasresultierendeModenspektrumim optimiertenKrümmer. Die
TE20-ModehatjetzteinemaximaleLeistungvon10.82%; amAusganghabendieFalsch-
modennur nocheinenAnteil von 0.06%. Mit derOptimierungkannmanalsobei glei-
chenAbmessungen,d.h.bei gleichemStart-undEndpunkt,einenmaximalenFalschmo-
denanteilerreichen,der wesentlichgeringerist, als der von Gleichung3.63 gelieferte
Wert.Am Ausgangsinddie Falschmodendannpraktischvernachl̈assigbar.
Die optimierte Krümmungin Abbildung 11 hat am Anfang des Krümmersbis etwa
z= 0.04m einenstarkschwankendenVerlauf.Im Modenspektrumin Abbildung12 sieht
man,daßin diesemAbschnittausdereinlaufendenTE10-ModeeineTE10/TE20-Moden-
mischungentsteht.Im Bereichzwischen0.04m und0.12m sindsowohl die Krümmung
alsauchdie Modenleistungennahezukonstant.Esscheintsichhier alsoum eineEigen-
modezu handeln,die andengekr̈ummtenHohlleitermit nahezukonstanterKrümmung
in diesemBereichangepaßtist. Im letztenAbschnittwird dieseModenmischungdurch
einestarkschwankendeKrümmungwiederin die TE10-Modezurückgewandelt.
In diesemFall hatdieOptimierungalsogleichmehrereDingegeliefert:

8 EineTE10-TE20 Modenmischung,die einengeringerenTE20-Anteil undsomitge-
ringereVerlustehat,als der Startkr̈ummer, und zudemnocheineEigenmodenmi-
schungdesgekr̈ummtenHohlleitersim mittlerenAbschnittdarstellt.

8 Zwei Modenwandler, die die einlaufendeTE10-Modein die Eigenmodenmischung
umwandeln,unddieseamKrümmerendewiederzurückwandeln.



54 3 FELDERIM GEKRÜMMTEN HOHLLEITER
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In [13] befindetsicheineDiskussionüberEigenmodendesgekr̈ummtenHohlleitersund
wie dieseermitteltwerdenkönnen.
UmdieErgebnisse,dievomSystemdergekoppeltenWellengleichungengeliefertwerden,
zu veranschaulichen,kannmandie LeistungsdichteinnerhalbdesKrümmersberechnen.
Hierzu werdendie transversalenelektrischenund magnetischenFeldkomponentenaller
Modenaddiert.Für die gesamteLeistungsdichteSz im Hohlleitergilt:

Sz
� et 
 h �t (3.64)

Mit:

et
� ∑

m
et �m (3.65a)

ht
� ∑

m
ht �m (3.65b)

Abbildung13zeigtdieLeistungsdichtenim Startkr̈ummerundim optimiertenKrümmer.
Da der Hohlleiter in der H-Ebenegekr̈ummt ist, ist die gesamteFeldverteilungvon der
y-KoordinatedesHohlleitersunabḧangigundkanndeshalbin einemzweidimensionalen
Bild gutdargestelltwerden.

32.0
24.0
16.0
8.0
0.0

S [kW/m2]

Abbildung13:Leistungsdichtein einemKrümmermit konstanter(links) undoptimierter
(rechts)Krümmung

Der abschnittsweiserechthoheTE20-Anteil beim Krümmermit konstanterKrümmung
siehtin Abbildung13 (links) aus,wie eineReflektionderWelle anderHohlleiterwand.
Dort tretenauchhöhereFeldsẗarken auf, die in Hochleistungsanwendungenzu Durch-
schl̈agenführenkönnen,undgrößereWandstr̈ome,diedie ohmschenVerlusteerḧohen.
In einemoptimiertenKrümmer(sieheAbb. 13,rechts)wird amAnfangdieFeldverteilung
soverformt,daßsiederKrümmungambestenangepaßtist.DieseFeldverteilungist dann
im weiterenVerlauf fastkonstant.Am EndedesKrümmerswird dieseModenmischung
wiederin die TE10-Modezurückgewandelt.
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4 Optimierung

4.1 BisherigeVerfahren

Nimmt man an, daßdie Nutzmodenur mit einer weiterenMode verkoppelt ist, kann
man bei bestimmtenKrümmungsverläufendie gekoppelteWellengleichunganalytisch
integrieren(sieheKapitel 3.5.1,Seite48). Im Fall einerkonstantenKrümmungkanndie
LängeeinesHohlleiterkr̈ummersanalytischoptimiertwerden,indemmanmit Gleichung
3.62die LängedesKrümmerssowählt,daßdie FalschmodeamAusgangverschwindet.
EswurdenweitereUntersuchungenmit anderenKrümmungsverläufengemacht(z.B.[6]).
Ebenfalls unterBerücksichtigungvon nur zwei ModenkannderKrümmungsverlaufop-
timiert werden,waszur sog.Fourier-Krümmungführt [7]. Bei korrugiertenKrümmern
kannfernerbei einervorgegebenenKrümmungdie Korrugationstiefeoptimiert werden,
da die Korrugationstiefeeinenstarken Einfluß auf die Koppelkonstantenund somit auf
dasModenspektrumhat.
Breitensich in einemHohlleiterweitereFalschmoden,die mit dengenanntenVerfahren
nichtber̈ucksichtigtwerden,aus,sokannmaneineKontrollrechnungmit allendominan-
tenModendurchf̈uhren.

4.2 Bisher verwendeteKr ümmungen

Bisherwurdenfür Hohlleiterkr̈ummereinigeKrümmungsverteilungengewählt,die sich,
mit Ausnahmeder Fourier-Krümmung,alle durch einfacheanalytischeAusdr̈ucke an-
gebenlassen.Die konstanteKrümmung,die bereitsin Kapitel 3.5.4(Seite51) erwähnt
wurde,stellt denKrümmeralsAusschnitteinesKreisesdar:

C � z� � ϑl

l
(4.1)

Oft werdenauchKrümmermit einersinus-odersin2-Krümmungverwendet:

C � z� � ϑl π
2l

sin
πz
l

(4.2)

C � z� � 2ϑl

l
sin2 πz

l
(4.3)

Bei überdimensioniertenRechteckhohlleiternkanndurcheineIntegrationdergekoppel-
ten Wellengleichungennachgewiesenwerden,daßhier eineSecanshyperbolicusKrüm-
mungoptimalist [6]:

C � z� � 1
R0

sech
π � z � l

2 �
R0ϑl

� 1

R0cosh
π � z� l

2 �
R0ϑl

(4.4)

Der minimale KrümmungsradiusR0 kann hier ver̈andertwerden.Eine solcheKrüm-
mungsverteilungergibt einenWinkel von ϑl , wennmandie Verteilungvon � ∞ bis ∞
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integriert. Um bei der endlichenKrümmerl̈angevon l dennochdenrichtigenWinkel zu
erhalten,kannmaneinenetwasgrößerenWinkel ϑ �l in Gleichung4.4 einsetzten.Für ϑ �l
gilt:

ϑ �l � ϑl

1 � 1
π
4 ef � f

(4.5)

Mit:

f � lπ
2ϑlR0

DieseKrümmungenkönnenalsStartwertefür eineOptimierungverwendetwerden.

4.3 Definition der Bewertungsfunktion

FastjedesOptimierungsproblemläßtsichalsSuchenacheinemglobalenMinimum einer
reellwertigenFunktion fb beschreiben,dieim folgendenalsBewertungsfunktionbezeich-
netwird. Wird die Mikrowelle zu einerAntennetransportiert,z.B. für eineECRH oder
Radaranwendung,sollteeinHohlleiterkr̈ummeramAusgangmöglichstwenigFalschmo-
denhaben,da diesedie Feldverteilungund die Polarisationstören.Ein gewisserAnteil
anFalschmodeninnerhalbdesKrümmerskannjedochtoleriertwerden,wenndieFalsch-
modenbis zumEndedesKrümmerswiederin die Nutzmodezurückgewandeltwerden.
Allerdings habenFalschmodeni.A. höherelokale Feldsẗarken und eine höhereDämp-
fung,sodaßderFalschmodenanteilinsbesonderebei Hochleistungsanwendungen,wenn
dieGefahreinesDurchschlagsbesteht,nicht überz.B.20 % liegensollte.
Es gibt aberauchAnwendungen,z.B. Sinter̈ofen,bei deneneinegewisseFeldhomoge-
nität durcheinemöglichsthoheModenunreinheiterreichtwird. Hier sindim Prinzipnur
die ohmschenVerlustevon Bedeutung,da diesedenKrümmeraufheizenund denGe-
samtwirkungsgradverringern.
Um allenForderungengerechtzu werden,wird die Bewertungsfunktionfb, die die Qua-
lit ätdesKrümmersangibt,folgendermaßendefiniert:

fb
� wl Pl

�
ws�maxPs�max

�
ws� outPs� out

Pin 	4� wl
�

wmax
�

wout � (4.6)

Hier ist Pl die gesamteohmscheVerlustleistungim Krümmer. Siegibt an,wie starksich
derKrümmererwärmt.Ps�max ist diemaximaleFalschmodenleistunginnerhalbdesKrüm-
mers.Um dieseGrößeexakt zu bestimmen,müßteman währendder Lösungder ge-
koppeltenWellengleichungendenmaximalauftretendenWert zwischenspeichern.Dies
würdejedochzu einerdrastischenVerlangsamungder Rechnungund somit der gesam-
ten Optimierungführen.Deshalbwird z.B. an 10 PunkteninnerhalbdesKrümmersdie
Falschmodenleistungberechnet.Der größteauftretendeWert ist dannPs�max. Es ist sehr
wichtig,daßdiemaximaleFalschmodenleistungmit in dieOptimierungeinbezogenwird,
da es theoretischKrümmer gibt, die in der Mitte einenFalschmodenanteilvon 80 %
odermehrhaben,der bis zum Endewiedervollständigin die Nutzmodezurückgewan-
delt wird. SolcheKrümmersind jedochnicht praktikabel,da sie im Innerensehrhohe
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lokale Feldsẗarken habenund außerdemsehrempfindlichgegen̈uberFertigungstoleran-
zensind. Der Wert Ps� out gibt schließlichdie Falschmodenleistungam Ausgangan,die
ein Maßfür die Qualiẗat derdortigenFeldverteilungist. Alle Leistungenwerdenauf die
EingangsleistungPin normiert.Die Bewertungsfunktionwird in Prozentangegeben.
Die Gewichtsfaktorenwl , ws�maxundws� out könnenje nachAnwendungfrei gewähltwer-
den.Bei Breitbandanwendungenwird fb für jedenbetrachtetenFrequenzpunktberechnet,
unddannderarithmetischeMittelwertberechnet.Um dieRechenzeitmöglichstgeringzu
halten,werdenvon denGrößenPl , Ps�max undPs� out nur diejenigenbestimmt,derenGe-
wichtsfaktornicht Null ist.
Die OptimierungsroutinehatnundieAufgabe,durchVariationderKrümmungundeven-
tuell auchderKorrugationstiefe,ein globalesMinimum von fb zufinden.

4.4 Definition der zu optimierendenParameter

Ein weitererSchritt für die ImplementierungeinesOptimierungsprogrammsist die Defi-
nition einesParameterraums,in demdieOptimierungsroutinedieParameteridealerweise
beliebigändernkann,ohnedaßsinnloseErgebnisseherauskommen.Die Optimierungs-
parameter, die zu einemVektorC zusammengefaßtwerdenkönnen,sinddie Argumente
für dieBewertungsfunktionfb.
Im vorliegendenFall wird die KrümmungsfunktiondurcheineReihenentwicklungdar-
gestellt.Faßtmandie Reihenkoeffizientenzu einemArray zusammen,sohatmaneinen
SatzvonParametern,durchderenÄnderungdasErgebnisoptimiertwerdenkann.Wichtig
sindhier folgendeKriterien:

8 JedemSatzvon ParameternmußgenaueinKrümmerentsprechen.

8 JederKrümmersolltenachMöglichkeit nur durcheinenParametersatzbeschreib-
barsein.

8 JedereinzelneParametersollteidealerweisebeliebigänderbarsein,ohnedaßsinn-
loseErgebnisseherauskommen.

In vielen Fällen sind geometrischeRandbedingungeneinesHohlleiterkr̈ummersbereits
vorgegeben(sieheAbb. 14).DasKoordinatensystemwird hiersogewählt,daßderKrüm-
meranfangim Koordinatenursprungliegt; der geradeHohlleitervor demKrümmerliegt
parallelzur x-Achse.Jedervon derOptimierungsroutinevorgeschlageneKrümmermuß
einenvorgegebenenGesamtwinkelϑl haben.Soll derKrümmerin einbereitsbestehendes
Systemeingebautwerden,mußdasEndedesKrümmersaneinemfestvorgegebenenOrt
(xl , yl ) liegen,wo sichdanndasfolgendegeradeStückanschließt.
Für dieKoordinatenx undy einesPunktesz im Krümmergilt:

∂x
∂z

� cos
)
ϑ � z�+* (4.7a)

∂y
∂z

� sin
)
ϑ � z�+* (4.7b)
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Abbildung14:VorgegebeneGeometrieeinesHohlleiterkr̈ummers

wobei

ϑ � z� � z

0
C � z� � dz� (4.8)

derWinkel aneinerbestimmtenStellez innerhalbdesKrümmersist. Demzufolgegilt für
x � z� undy � z� :

x � z� � z

0
cos

)
ϑ � ξ �+* dξ (4.9a)

y � z� � z

0
sin

)
ϑ � ξ �5* dξ (4.9b)

Die Koordinatenxl undyl desEndpunktesergebensichdannzu:

xl
� l

0
cos

)
ϑ � ξ �+* dξ (4.10)

yl
� l

0
sin

)
ϑ � ξ �+* dξ (4.11)

Für denGesamtwinkel ϑl gilt:

ϑl
� l

0
C � z� dz (4.12)
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DieseRandbedingungenmüssenimmergelten,d.h. jederKrümmer, dervon einerOpti-
mierungsroutinevorgeschlagenwird, mußsieerfüllen.
Bei denverwendetenReihenentwicklungenist dasIntegral für ϑ � z� immer geschlossen
lösbar, d.h.derWinkel aneinerStellez läßtsichdurcheineReihedarstellen:

ϑ � z� � N

∑
i " 0

Ci fi � z� (4.13)

Somitkönnenxl bzw. yl durcheineeinfachenumerischeIntegrationderGleichungen4.10
und4.11z.B. mit demSimpsonVerfahrenbestimmtwerden.AußerdemkannderKoef-
fizient nullter OrdnungsoimmerausdemGesamtwinkel unddenanderenKoeffizienten
berechnetwerden.
Das ParameterarraỹC kommt von der Optimierungsroutineund kann beliebigereelle
Zahlenenthalten.DasArray C entḧalt dieReihenkoeffizientenfür eineKrümmungsfunk-
tion,diealleRandbedingungenerfüllt. Eswird nunfolgendesSchemaverwendet,umaus
demArray C̃ die KoeffizientenC zubestimmen:

8 Die Krümmungskoeffizientenin C̃ gelten für eine normierteLängevon 1. Die
tats̈achlicheLängewird sp̈aterermittelt.

8 DasArray C̃ entḧalt keinenKoeffizientennullterOrdnung,dadieserausdemWin-
kel unddenanderenKoeffizientenbestimmtwird. Diesbedeutet,daßdie Optimie-
rungsroutineeinenKrümmungsverlauf liefert, zu demdannein konstanterAnteil
addiertwird, mit dem die BedingungdesGesamtwinkels erfüllt wird. Auf diese
Weisewird zus̈atzlichdieZahlderOptimierungsparameterum1 verringert,wasei-
neschnellereOptimierungermöglicht.DerKrümmungskoeffizientnullterOrdnung
wird nunfür die Länge1 unddengewünschtenWinkel ϑl ermittelt.

8 Für eineLängevon 1 wird mit denKoeffizientenC̃ entweder̃xl oderỹl berechnet.

8 Aus derberechnetenKoordinatekannnunein Skalierungsfaktorbestimmtwerden,
der angibt,um wieviel derKrümmerbei einerLängevon 1 zu großoderzu klein
ist. Für denSkalierungsfaktorsgilt:

s � xl

x̃l

oder

s � yl

ỹl

Die Längel wird dannzu:

l � s

Für dieendg̈ultigenKrümmungskoeffizientenci gilt:

ci
� c̃i

s
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Esist nicht möglich,sowohl xl alsauchyl beliebigfestzulegen.In einemsymmetrischen
Krümmer, beidemdieKrümmungeinegeradeFunktionist, hängenxl undyl zusammen:

xl
� cos

ϑl

2
x2

l
�

y2
l

yl
� sin

ϑl

2
x2

l
�

y2
l

MankönntenocheinenungeradenKoeffizientenzulassen,dereinebeliebigeWahlsowohl
von xl alsauchvon yl erlaubenwürde.Die Berechnungenhierfür würdenjedochnume-
rischeIterationsverfahrenerfordern,die die Rechenzeitdeutlicherḧohenwürden,dasie
für jedenvon derOptimierungsroutinevorgeschlagenenKrümmererfolgenmüßten.
In korrugiertenHohlleiternändernsichdieEigenwerte,undsomitalle Eigenschaftendes
Krümmersperiodischmit derKorrugationstiefe,danachdemverwendetenImpedanzmo-
dell eineKorrugationstiefevon λ

2 wiedereinemglattenHohlleiterentspricht.DiesePeri-
odizität stört Optimierungsverfahren,die denGradientenderBewertungsfunktiondirekt
oderindirektauswerten(z.B. Downhill Simplex). Esist deshalbsinnvoll, wennderOpti-
mierungsalgorithmusdieKorrugationstiefenur innerhalbdesIntervalls

)
0; λ

2 * änderndarf.
Eskannsogarsinnvoll sein,denBereichnochweitereinzuschr̈anken,undz.B.nurKorru-
gationstiefenzwischen0% 1λ

4 bis 0% 9λ
4 zu verwenden.Hier bietetessichan,alsTransfor-

mationsfunktiondenArcustangenszu verwenden,derbeliebigereelleArgumentein ein
Intervall von � π � 2 bis π � 2 abbildet.An dieOptimierungsroutinewird danneinParame-
ter D̃ übergeben,für dengilt:

D̃ � tan
D � Dmin

Dmax
� Dmin

π � π
2

(4.14)

Hier ist D die tats̈achlicheKorrugationstiefe.Aus demOptimierungsparameter̃D kann
dieKorrugationstiefeD dannfolgendermaßenbestimmtwerden:

D � arctan� δ � � π
2

π
� Dmax

� Dmin� � Dmin (4.15)

Mit diesenNormierungenund Transformationenist zudem gewährleistet,daß jeder
KrümmernurdurchgenaueinParameterarrayC beschreibbarist.
Die Bewertungsfunktionfb mußalsozun̈achstausdemArray C̃ denKoeffizientennullter
Ordnungund danndie tats̈achlichenReihenkoeffizientenbestimmen.Wird die Korru-
gationstiefemitoptimiert,wird ausdemOptimierungsparameter̃D die tats̈achlicheKor-
rugationstiefebestimmt.In diesemFall müssendannauchnoch noch die Eigenwerte
derModensowie die Ausbreitungs-undKrümmungskoppelkonstantenfür die jeweilige
Korrugationstiefebestimmtwerden.DannwerdendasModenspektrumamAusgang,die
ohmschenVerlusteund, falls gewünscht,die maximaleFalschmodenleistunginnerhalb
desKrümmersbestimmt.
Im folgendenwerdenMethodenvorgestellt,mit denenderKrümmungsverlaufdurcheine
FourierreiheodereineReiheausTschebyscheff-Polynomenapproximiertwird. Kriterien
für die Wahl der Entwicklungenwar eineguteApproximationder bisherverwendeten
Krümmungensowie dieanalytischeLösbarkeit desIntegralsfür ϑ � z� .
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4.5 Tschebyscheff-EntwicklungdesKr ümmungsverlaufs

Tschebyscheffpolynomeeignensich gut für die Approximationvon Funktionen,deren
Verlaufnur innerhalbeinesIntervalls vonBedeutungist. Bei Krümmernist diesderFall,
dadieKrümmungsfunktionnur für 0 D z D l interessantist.
Die Tschebyscheff-PolynomeTn � t � sinddefiniertals:

Tn � t � � cos� n arccost � (4.16)

Mit trigonometrischenUmformungenerḧalt man:

T0 � t � � 1

T1 � t � � t

T2 � t � � 2t2 � 1

T3 � t � � 4t3 � 3t (4.17)

T4 � t � � 8t4 � 8t2 � 1

	+	5	
Tn� 1 � t � � 2tTn � t � � Tn� 1 � t � für n E 1

Ein Tschebyscheff-PolynomTn F xG hatn reelleNullstellenxk H n, für diegilt:

xk H n I cos
π F k J 1

2 G
n

mit k I 1K 2K 3LMLML n (4.18)

Für dieNullstellenxk H n von Tn gilt die diskreteOrthogonaliẗatsrelationfür i K j N n:

n

∑
kO 1

Ti F xk H n G Tj F xk H n G I
0 für i PI j

nQ 2 für i I j I 0

n sonst

(4.19)

MankanneineFunktionC F t G im Intervall RSJ 1;1T durcheineReiheausTschebyscheffpo-
lynomenann̈ahern:

C F t GVU
N W 1

∑
i O 0

ciTi F t G J 1
2

c0, (4.20)
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wobeifür die Koeffizientenci gilt:

ci I 2
N

N

∑
kO 1

C cos
π F k J 1

2 G
N

cos
π i F k J 1

2 G
N

(4.21)

Werdennur symmetrischeKrümmungsverläufezugelassen,so verschwindenalle Koef-
fizientenci für ungeradei. Da die KrümmungC F zG im Intervall R 0;l T definiert ist, wird
folgendeVariablentransformationverwendet:

t I 2
l
z J 1 (4.22)

Für dieKrümmunggilt also:

C F zG I ∑
i

ciTi
2
l
z J 1 J 1

2
c0 (4.23)

Für die IntegralevonTschebyscheff-Polynomengilt:

T0 F t G dt I t (4.24a)

T1 F t G dt I 1
2

t2 (4.24b)

Tn F t G dt I 1
2

1
n X 1

TnY 1 F t G?J 1
n J 1

TnW 1 F t G für n Z 1 (4.24c)

Man kanndemzufolgedasIntegral einerFunktion,die durchTschebyscheff-Polynome
angen̈ahertwird, wiederumdurchTschebyscheff-Polynomedarstellen:

N W 1

∑
i O 0

ciTi F t G dt I
N W 1

∑
i O 0

CiTi F t G (4.25)

Wobeifür die KoeffizientenCi derStammfunktiongilt:

C0 beliebig (4.26)

Ci I ci W 1 J ci Y 1

2k
für i Z 0 (4.27)

WähltmandenKoeffizientenC0 so,daßdasIntegralbei J 1 verschwindet,kannmandann
denKrümmungswinkel in Abhängigkeit von t angeben:

ϑ F zG I l
2

N W 1

∑
i O 0

CiTi
2
l
z J 1 (4.28)
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Konstant sin sin2 Natürlich sech
R0 I 0L 5m

c0 π 2.32923 2.18579 2.63563 2.68514
c2 0.0 J 1.23223 J 1.52504 J 0.65807 J 0.55026
c4 0.0 0.06906 0.47571 J 0.41129 0.09027
c6 0.0 J 0.00147 J 0.04569 J 0.18279 J 0.01424
c8 0.0 1.65424[ 10W 5 0.00218 J 0.05483 0.00223
c10 0.0 J 1.14814[ 10W 7 J 6.31302[ 10W 5 J 0.00997 J 0.00035
c12 0.0 5.41214[ 10W 10 1.22252[ 10W 6 J 0.00083 5.50141[ 10W 5

c14 0.0 J 1.85101[ 10W 12 J 1.71846[ 10W 8 0.0 J 9.92734[ 10W 6

Tabelle2: Tschebyscheff-KoeffizientenvonKrümmungsverläufen,l I 1 m, ϑl I 90\
Will mandenGesamtwinkel, sowird vonz I 0 bisz I l integriert.WerdendieseIntegra-
tionsgrenzenin die Tschebyscheffpolynomeeingesetzt,gilt allgemein:

Tn F 1G]J Tn F J 1G I 2 für n ungerade

0 für n gerade
(4.29)

Sindnunci die Tschebyscheff-KoeffizienteneinerKrümmungsfunktionC F zG , ergibt sich
dannfür denKrümmungswinkel:

ϑl I l
c0

2
J c2

3
J c4

15
L5L+L^J c2k

F 2k J 1G F 2k X 1G (4.30)

AndererseitsbedeutetdieserZusammenhang,daßsichderKoeffizient c0 direkt ausden
anderengeradenKoeffizientenbestimmenläßt,wennderWinkel bekanntist:

c0 I 2
ϑl

l
X c2

3
X c4

15
L+L5L ck

F 2k J 1G F 2k X 1G (4.31)

Man kannnunTschebyscheff-Koeffizientenfür die bisherverwendetenKrümmungsver-
läufeangeben.Wie manin Tabelle2 sieht,konvergierendieEntwicklungenrechtschnell,
wasdie Zahl derKoeffizientenundsomitdieOptimierungszeitverringert.

4.6 Fourier Entwicklung desKr ümmungsverlaufs

Schlangenf̈ormigeModenwandlerhabeneinennäherungsweisecosinusf̈ormigenVerlauf
derHohlleiterachse.DasichdieKrümmungbeikleinenAmplitudennurwenigvomgeo-
metrischenVerlaufunterscheidet,ist auchdiesenäherungsweisecosinusf̈ormig.Wird eine
periodischeFunktionmit Tschebyscheff Polynomenangen̈ahert,ben̈otigt mansehrviele
Koeffizienten.Eskanndeshalbsinnvoll sein,bei einerOptimierungvon Modenwandlern
dieKrümmungdurcheineFourierreihedarzustellen.
Die FourierreiheeinerFunktionlautet:

C F zG I a0

2
X N

∑
kO 1

ak cos
k2πz

l
X bksin

k2πz
l

(4.32)
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Aus einerbekanntenKrümmungfür einenperiodischenModenwandlerkönnendie Fou-
rierkoeffizientenwie folgt berechnetwerden:

ak I 2
l

l

0
C F zG cos

2πkz
l

dz (4.33a)

bk I 2
l

l

0
C F zG sin

2πkz
l

dz (4.33b)

Für die in Kapitel4.4(Seite58)beschriebeneTransformationderOptimierungsparameter
in dieReihenkoeffizientenderKrümmungwird einanalytischerAusdruckfür denKrüm-
mungswinkel ϑ F zG ben̈otigt. Er lautet:

ϑ F zG I
z

0
C F ξ G dξ I a0

2
z X N

∑
kO 1

l
2πk

ak sin
k2πz

l
X bk 1 J cos

k2πz
l

(4.34)

Für denGesamtwinkel derKrümmungfolgt dann:

ϑz I a0

2
l , (4.35)

wasbedeutet,daßauchhier derKoeffizient nullter Ordnungnicht andie Optimierungs-
routineübergebenwird, daermit demGesamtwinkel ϑl bereitsfestliegt.
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5 Optimierungsverfahren

5.1 GenetischeAlgorithmen

5.1.1 Beschreibung desVerfahrens

GenetischeAlgorithmenwurdengeradein denletztenJahrenfür vieleelektromagnetische
Optimierungsproblemeerfolgreichangewandt (z.B. [27], [22]). Bei einemgenetischen
Algorithmus(GA) wird ein Satzvon Optimierungsparameternals Chromosombezeich-
net.Ein Chromosomentḧalt Gene, die gewissermaßendie kleinsteInformationseinheit
darstellen.Die klassischengenetischenAlgorithmen sind binär kodiert, d.h. die Gene
sindeinzelneBits, die sp̈aterbeschriebenengenetischenOperatoren(Kreuzung,Mutati-
on)sindboolescheOperationen,dieaufdieeinzelnenGeneangewandtwerden.Z.B. kann
soeinezufälligeMutationdurchgef̈uhrtwerden,indemeinzelneBits invertiertwerden.
Heutzutagewerdenfür Optimierungsproblememit kontinuierlichver̈anderbarenParame-
tern oft reellegenetischeAlgorithmenverwendet,d.h. die Genesind reelleZahlen;die
ChromosomensindVektorenmit reellenKoeffizienten.Die genetischenOperatorenwer-
denhier durch arithmetischeOperationendargestellt,die auf einzelneGeneoder gan-
ze Chromosomenangewandtwerden.Ein Chromosombeinhaltetmit seinenGenendie
kompletteInformationüberdenErscheinungstypeinesIndividuums.In dervorliegenden
Implementierungfür Hohlleiterkr̈ummerwerdendie Reihenkoeffizientenfür denKrüm-
mungsverlaufzusammenmit derKorrugationstiefezu einemChromosomzusammenge-
faßt,d.h.einChromosomist genaudasParameterarrayC, dasin Abschnitt4.4(Seite58)
definiertwurde.
Bei genetischenAlgorithmen wird aus einem oder mehrerenStartchromosomeneine
BevölkerungausvielenverschiedenenIndividuengebildet.
NachdemVorbild dernaẗurlichenEvolution werdendurchVererbungundzufällige Mu-
tationenausderbestehendenBevölkerungneueChromosomenerzeugt.Die Funktion fb,
die hier auchalsFitnessfunktionbezeichnetwird, erlaubteineBewertungderIndividuen
untereinander. Nachder ErzeugungdesNachwuchseswerdennun die bestenIndividu-
enselektiert,sodaßdieBevölkerungszahlwiederdenurspr̈unglichenWertannimmt.Ein
Flußdiagrammfür denhier implementiertengenetischenAlgorithmusist in Abbildung15
zusehen.Hier ist Np dieZahlderElternindividuen,Nk ist diegesamteZahlderNachkom-
men,die in jederGenerationerzeugtwerden.Die hiergezeigtengenetischenOperationen
sollennunim einzelnenbeschriebenwerden.

5.1.2 Initialisierung der Bevölkerung

ZunächstmußeineAusgangsbevölkerungerzeugtwerden.Hatmankeinenfirstguessfür
dieLösung,sokannmanhierGeneausZufallszahlenerzeugen.Bei Hohlleiterkr̈ummern
kannmananalytischeKrümmungsverläufealsStartkr̈ummungennehmen.Die Wahl der
Startkr̈ummungwirkt sichstarkaufdieben̈otigteZeit für dieOptimierungaus.EineDis-
kussionüberguteStartkr̈ummungenbefindetsichin Kapitel 6.1(Seite84)
Hat maneinenodermehrereStartwerte,so werdendurchdie Addition von kleinenZu-
fallszahlenzu deneinzelnenGenen(asexuelle Vermehrung)weitereChromosomener-
zeugt,dienochrechtähnlichzudenStartwertensind.EineMöglichkeit bestehtdarin,auf
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Bevölkerung
Initialisierungder

AussuchenvonPaaren

Nachwuchs
Kreuzung,Erzeugungvon

MutationdesNachwuchses

Bestimmungder
Fitnessfunktionendes

Nachwuchses
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Aussuchendesbesten
Individuums

erfüllt?
Abbruchbedingungnein

dernächstenGeneration
AussuchenderElternindividuen

Bevölkerungszahl

Np

Np _ Nk

Np

Abbildung15: Flußdiagrammfür dengenetischenAlgorithmus
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dieseWeiseeineBevölkerungmit Np Chromosomenzu erzeugen,die danndie Eltern-
individuenfür die ersteGenerationsind. In dervorliegendenImplementierungwird aus
denStartkr̈ummerneineBevölkerungvonNp X Nk Individuenerzeugt,ausderdurcheine
anf̈anglicheSelektiondieNp bestenIndividuenausgesuchtwerden.

5.1.3 Aussuchenvon Paaren

Für die Erzeugungvon Nachwuchsmüssendie Np Chromosomenzu Paarenzusammen-
gefaßtwerden.Esgibt verschiedeneMöglichkeitenzu entscheiden,ob 2 Elternindividu-
engut geeignetfür einePaarungsind.MancheImplementierungensuchendie Paarerein
zufällig aus.Man kannauchIndividuenmit möglichstähnlichenChromosomenzusam-
menfassen.Bei demvorliegendenProblemist es jedochkaummöglich, einenAbstand
zweierChromosomenim Parameterraumzubestimmen,dadieunterschiedlichenReihen-
koeffizientenin verschiedenenGrößenordnungenliegen.Die Skalierungsfaktorenfür die
jeweiligenKoeffizientensindje nachEinzelfall sehrunterschiedlichundvor derOptimie-
rungnicht bestimmbar. EineandereMöglichkeit bestehtdarin,Individuenmit ähnlichen
Wertender Fitnessfunktionzusammenzufassen.DieseMöglichkeit wurdehier gewählt,
da manannehmenkann,daßChromosomen,die im Parameterraumnahbeieinanderlie-
gen,auchähnlicheWertederFitnessfunktionhaben.

5.1.4 Kr euzung,Erzeugungvon Nachwuchs

Für die Erzeugungvon NachwuchsausElternchromosomengibt esebenfalls viele Mög-
lichkeiten.Bei reell kodiertengenetischenAlgorithmenkannmandie Nachkommenals
gewichtetesMittel derbeidenElternchromosomenerzeugen.In dervorliegendenImple-
mentierungwerdennk NachkommenauseinemPaarCv K Cm nachfolgenderVorschrift
erzeugt,wobeidieChromosomenhier alsVektorenim mathematischenSinnaufzufassen
sind:

Ci I wiCv X F 1 J wi G Cm mit 0 ` i N nk (5.1)

Für denGewichtsfaktorwi gilt:

wi I F 1 J wmaxG i
nk J 1

X wmax
nk J 1 J i

nk J 1
(5.2)

Meistwurdenk I 3 undwmax I 2 gewählt.Somitgilt für die3 NachkommenC0, C1 und
C2:

C0 I 2Cv J Cm (5.3a)

C1 I 1
2 F Cv X CmG (5.3b)

C2 I 2Cm J Cv (5.3c)



5.1 GenetischeAlgorithmen 69

In diesemFall entstehtC1 alsarithmetischesMittel ausdenEltern.Die KinderC0 undC2
sindlineareExtrapolationenin verschiedenenRichtungen.Für die Zahl Nk dererzeugten
Nachkommenpro Generation(sieheAbb. 15)gilt in diesemFall also:

Nk I nkNp

2
(5.4)

Dies ist gleichzeitigauchdie Zahl der Bewertungsfunktionen,die in jeder Generation
berechnetwerdenmuß.

5.1.5 Mutation desNachwuchses

DurcheinezufälligeMutationdesNachwuchsessoll verhindertwerden,daßeinzelneGe-
ne bei allen Chromosomender Bevölkerungidentischwerden,wasdazuführenwürde,
daßsiesichdurchKreuzungnichtmehrver̈andernkönnten.AußerdembestehtdieChan-
ce,daßeinzelneNachkommendurcheinesẗarkereMutationin denBereicheinesbesseren
lokalenMinimumsderFitnessfunktiongelangen,wo sichdanneineBevölkerungbilden
kann.
Die Erfahrunghatgezeigt,daßdie EffizienzderOptimierunginsbesonderebei schwieri-
genProblemensehrstarkvon denParameternderMutationabḧangt.
In dervorliegendenImplementierungwird dieMutationnachfolgenderVorschriftdurch-
geführt:

Cmutiert I Coriginal F 1 X r1σmG für r2 N pm

Coriginal sonst
(5.5)

Hier sind:

Cmutiert : MutiertesGen
Coriginal : OriginalesGen
r1: GaußverteilteZufallszahlmit Mittelwert0 undStandardabweichung1
r2: GleichverteilteZufallszahlzwischen0 und1
pm: AktuelleMutationswahrscheinlichkeit
σm: AktuelleMutationsintensiẗat

DieseFormelwird für jedeseinzelneGen,d.h.für jedesElementeinesParametervektors
mit jeweilsneuenZufallszahlenangewandt.
In dererstenImplementierungwurdenochjedesGenmutiert.Durchdie Einführungder
Mutationswahrscheinlichkeit konntedie EffizienzderOptimierungwesentlichverbessert
werden.
Die Parameterσm undpm sindwährendeinerGenerationkonstantfür alleNachkommen.
Esist einleuchtend,daßdieBevölkerungbeiderVerwendungeineskleinenWertesfür σm

im BereichdesnächstenlokalenMinimums bleibt, dort aberin RichtungdesTiefpunk-
tes konvergiert. Bei Mutation mit einer großenStandardabweichungfindet eine starke
StreuungdesNachwuchsesstatt.Deshalbbestehtdie Chance,auseinemlokalenMini-
mumherauszukommen,undein besseresMinimum zu finden.BeideEffekte,dasFinden
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desTiefpunktesim Bereicheineslokalen Minimums und die Mutation zu einembes-
serenMinimum, sinderwünscht.In dervorliegendenImplementierungwird deshalbfür
σm alle 5 Generationenein größererWert gewählt 1. EineAlternativezurgelegentlichen
Erhöhungvon σm ist die Wahl von cauchyverteiltenZufallszahlenfür r1. Hier tauchen
großeWerteauchohneVer̈anderungvon σm mit einerwesentlichgrößerenWahrschein-
lichkeit alsbeigaußverteiltenZufallszahlenauf.Manerḧalt cauchyverteilteZufallszahlen
rc ausgleichverteiltenZufallszahlenru mit folgenderTransformation:

rc I tanF ruπ J π
2
G , (5.6)

wobeifür ru gilt:

0 N ru N 1

Abb. 16 zeigteinenVergleichderbeidenDichtefunktionen.Die gaußscheKurvehathier
eineStandardabweichungvon 1. Bei der Cauchyverteilungist die Standardabweichung
nichtdefiniert[2]. Die Kurvengelten,wennmanin beidenFällenσm I 1 wählt.

1a
2π eb x2

2

1
π

1
1c x2

x

f

d x

e

1050-5-10

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

Abbildung16:VergleichderDichtefunktioneneinerGauß-undCauchyverteilung

Auf jedenFall darf immer nur der Nachwuchsmutiert werden,nicht jedochdie Eltern.
Elternindividuenver̈andernsichwährendderOptimierungnicht undverbleibensolange
in der Bevölkerung,bis sie durchbessereNachkommenersetztwerden.Dadurchwird
gewährleistet,daßsichdasGesamtergebnisnie verschlechtert.
In denBeispielenderfolgendenKapitelwerdendiegewähltenParameterfür dasjeweilige
Problemangegeben.Obwohl genetischeAlgorithmenim allgemeinensehrgutkonvergie-
ren und bei verschiedenenZufallszahlenreproduzierbareErgebnisseliefern, habendie

1DieseTatsachedecktsich mit der Theorie,daßgelegentlicheUmpolungendesErdmagnetfeldes,die
zu zeitweiliger erhöhter Höhenstrahlungund sẗarkerer Mutation der Lebewesenführen,wichtig für die
EntstehungneuerArten sind.
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MutationsparametereinenstarkenEinflußaufdie ZahlderGenerationen,die für einebe-
stimmteOptimierungben̈otigt werden.In derLiteratur(z.B. [22]) werdennurRichtwerte
für die Mutationsparameterangegeben.Die optimalenWertemüssenimmerexperimen-
tell ermitteltwerden.

5.1.6 Bestimmungder FitnessfunktionendesNachwuchses

Für die Berechnungder FitnessfunktioneinesIndividuumsmüssenzun̈achstder Krüm-
mungsverlaufundeventuelldieKorrugationstiefeausdemChromosomC bestimmtwer-
den.DieUmrechnungvonOptimierungsparameternin dieReihenkoeffizientenderKrüm-
mungist in Kapitel4.4(Seite58)beschrieben.Anschließendwird dieFitnessfunktionfb,
wie in Kapitel 4.3(Seite57) beschrieben,berechnet.

5.1.7 Aussuchender Elternindividuen der nächstenGeneration

Für die Auswahl der Elternindividuenfür die folgendeGenerationgibt esauchwieder
verschiedeneMöglichkeiten[22]. In der vorliegendenImplementierungwerdenausder
Gesamtbevölkerungeinfachdie bestenNp Individuenausgesucht.Hier ist esebenfalls
wichtig, daßdieElternin KonkurenzzumNachwuchsstehen.Sowird gewährleistet,daß
sichdiegesamteBevölkerunginnerhalbeinesGenerationsschrittesnieverschlechtert.Ein
Individuumstirbt erstdann,wennesnicht mehrzudenNp Bestengeḧort.

5.1.8 Abbruchkriterium

Wie die naẗurlicheEvolution, hört auchein genetischerAlgorithmusim Prinzipnie auf.
Manmußalsoein Abbruchkriteriumdefinieren.Dieskannz.B.sein:

f MaximaleZahl derGenerationen

f Zielwert derFehlerfunktion(z.B. Falschmodenanteilunter1 %)

f KonvergenzderChromosomen,d.h.derAlgorithmuswird abgebrochen,wennsich
alle Chromosomennurnochgeringf̈ugigunterscheiden

Die erstenbeidenKriterien lassensich sehrleicht automatisieren.Wesentlichschwieri-
ger ist es,die Konvergenzzu untersuchen.Die Chromosomensind vektorielleGrößen,
derenKoeffizientennicht direkt miteinandervergleichbarsind.So ist z.B. die Standard-
abweichungdesTschebyscheff Koeffizienten12.Ordnungnicht mit derStandardabwei-
chungdesKoeffizienten0. Ordnungvergleichbar, dasichdiesenormalerweiseum meh-
rere Größenordnungenunterscheiden.Es ist auchnicht möglich, vor der Optimierung
geeigneteSkalierungsfaktorenzu finden.In demComputerprogramm,welchesim Rah-
mendieserArbeit geschriebenwurde,kannmandeshalbzwischeneinermaximalenZahl
derGenerationenundeinemZielwertderFitnessfunktionwählen.
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5.1.9 Kontrollwerte für die Effizienz

Das interaktive Programmzeigt währendder OptimierungdenaktuellenKrümmungs-
verlauf des bestenIndividuums,den resultierendenVerlauf des Krümmerssowie das
ModenspektruminnerhalbdesKrümmersan. Fernerwerdendie Fitnessfunktionendes
bestenunddesschlechtestenElternindividuumsangezeigt.DerWert fbHmin desbestenEl-
ternindividuumszeigt dasaktuelleErgebnisder Optimierung.Mit demWert fbHmax des
schlechtestenElternindividuumskannmanabscḧatzen,wie die Gesamtbevölkerungim
Parameterraumverteilt ist. Wenn sich fbHmax nur geringf̈ugig von fbHmin unterscheidet,
dannbedeutetdiesin derRegel,daßsichdieBevölkerungin einemlokalenMinimum der
Fitnessfunktionbefindet.Wichtig ist auch,daßsich fbHmax in jederGenerationverringert.
Bleibt fbHmax übereineGenerationkonstant,sobedeutetdies,daßalleNachkommeneiner
GenerationschlechteralsdasschlechtesteElternindividuumwaren.
Abbildung 17 zeigt typischeVerläufe von fbHmin und fbHmax währendder Optimierung.
Als zus̈atzlicherWert ist hier noch die durchschnittlicheFitneßaller Elternindividuen
zu sehen.Die Optimierungwurde zweimal durchgef̈uhrt, und zwar einmal mit gauß-
verteiltenZufallszahlenfür die Mutation und einmalmit Cauchyzufallszahlen.Bei den
Cauchyzahlenwar σ immer 0.5. Bei dengaußschenZahlenwurdealle 5 Generationen
σ I 10gewählt.MansiehteinenähnlichenVerlaufderKurven.Dadie Anfangsbevölke-
rung durch Klonen und Mutieren der Startwerteerzeugtwird, ist die Streuungin den
Fitnessfunktionenam Anfangrechtgroß.In denerstenGenerationensammeltsich da-
herdie Bevölkerungzun̈achstim Bereichum dasbesteStartindividuuman.Der Wert für
fbHmin verringertsichin denerstenca.20 Generationennur unwesentlich.Erstwennsich
die Bevölkerungin einemBereichdesParameterraumsansammelt,steigendie Chancen
für einedeutlicheVerbesserung.
In denrechtenDiagrammenkannmandieKonvergenzin RichtungdesTiefpunktessehen.
Die minimaleFitnessfunktionist nach400GenerationenbeigaußverteiltenZufallszahlen
etwaskleiner, als bei der Verwendungvon Cauchyzahlen.Da der Zufallszahlengenera-
tor immer von der aktuellenSystemzeitinitialisiert wird, könnendie Rechenzeitenbei
verschiedenenProgramml̈aufenjedochdeutlichvoneinanderabweichen.Ein drastischer
Unterschiedin bezugauf die Effizienzkonntedeshalbfür die beidenZufallszahlengene-
ratorennichtnachgewiesenwerden.
Das Programmläuft solangebis die Abbruchbedingungerfüllt ist. Danachbleibt die
Bevölkerungim Arbeitsspeicher, damitdieOptimierungnacheinereventuellenVer̈ande-
rungderMutationsparameterfortgesetztwerdenkann.Die Optimierungkannaberauch
manuellunterbrochenwerden,wennabzusehenist, daßkeinewesentlicheVerbesserung
mehrzuerwartenist.
Eskanntheoretischpassieren,daßein einzelnesIndividuumdurcheinestarke Mutation
in ein besseresMinimum gelangtist, währendsich die restlicheBevölkerungin einem
schlechterenMinimum befindet.Man siehtdasdaran,daß fbHmin wesentlichkleiner ist
als fbHmax, und daßdie durchschnittlicheFitnessetwa gleich wie fbHmax ist. Weil für ei-
ne erfolgreichePaarungimmer zwei Individuenben̈otigt werden,die sich möglichstim
BereichdesgleichenMinimumsbefinden,kanndieserZustandtheoretischbeliebiglan-
gedauern,wennsichnur ein Individuumim bestenlokalenMinimum befindet.Deshalb
wurdeeineweitereVerbesserungeingebaut,bei der dasbesteIndividuumjeweils einen
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Abbildung 17: Entwicklungender Fitnessfunktionenim Verlauf der Optimierungmit
gaußverteiltenZufallszahlen(oben)undcauchyverteiltenZufallszahlen(unten)

Nachkommendurch Klonung erḧalt. DieserNachkommewird dann,wie alle anderen
Nachwuchsindividuen,mutiert.SosteigtdieChance,daßsich,ausgehendvombestenIn-
dividuum,schnelleineganzeBevölkerungim BereichdesMinimumsbildet, auchwenn
die restlicheBevölkerungsich zun̈achstnoch in einemanderenGebietdesParameter-
raumsbefindet.
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5.2 SimulatedAnnealing

5.2.1 Prinzip

EineandereGruppevonOptimierungsalgorithmensinddie SimulatedAnnealingVerfah-
ren.Siewerdenebenfalls für Problemeverwendet,bei denendie zu minimierendeFunk-
tion viele lokale Minima besitzt.Der HintergrunddieserMethodeist die Tatsache,daß
ein Metall, wenneserhitzt und anschließendlangsamabgek̈uhlt wird, zu einemGitter
erstarrt,dasdenniedrigstenEnergieinhalthat.DasAbkühlenhatzur Folge,daßdie Be-
weglichkeit derAtomemit abnehmenderTemperaturebenfalls abnimmt.Ver̈anderungen
im entstehendenGitter, die zu einerErhöhungder Gesamtenergie beitragen,werdenso
mit abnehmenderTemperaturimmerunwahrscheinlicher.
Übertragenauf dasProblemder Minimierung einerFunktionmit mehrerenVer̈anderli-
chenbedeutetdies,daßÄnderungen,die zu einerVerschlechterungdesErgebnisses,d.h.
zueinerErhöhungderBewertungsfunktionfb führen,mit einerWahrscheinlichkeit p ak-
zeptiertwerden,für die gilt:

p I eW fb g neuh fb g alt
T für fbH neu Z fbH alt

1 sonst
(5.7)

Hier sind fbH alt und fbH neu die altenundneuenWertederBewertungsfunktion,ihnenent-
sprechenin derThermodynamikEnergieniveausfür verschiedeneGitterkonfigurationen.
T ist die “Temperatur”,die im LaufederOptimierungverringertwird. Sieentsprichtder
thermischenEnergie, die in der Thermodynamikmit kT bezeichnetwird. Aus Gründen
derEinfachheitwird derFaktork hier weggelassen.
TrägteineÄnderungderVariablenzu einerVerbesserungbei, sowird sie immerakzep-
tiert, und dient als Start für dennächstenSchritt.Eine Verschlechterungwird mit einer
Wahrscheinlichkeit akzeptiert,die ausderDif ferenzderFunktionswerteundderTempe-
raturbestimmtwird.
Esgibt vieleMethoden,auseinemParameterarrayCalt einneuesArray Cneuzuerzeugen.
Die einfachsteMöglichkeit bestehtin derAddition von Zufallszahlen.DieseVorgehens-
weisehatjedochdenNachteil,daßderGradientvon fb hierüberhauptnichtber̈ucksichtigt
wird. Esgibt Fälle, in denenCneu fastimmerzu einemschlechterenErgebnisführt,auch
wennesdie Möglichkeit für eineVerbesserunggibt.
EswurdedaherderSimulatedAnnealingAlgorithmusaus[20] implementiert,dereigent-
lich ein HybridverfahrenausSimulatedAnnealingundDownhill Simplex ist. Die Ände-
rungen,d.h. die ErzeugungdesArrays Cneu wird hier nachden Regeln desDownhill
Simplex Verfahrendurchgef̈uhrt,welchesim nächstenKapitel beschriebenwird.

5.2.2 DasDownhill SimplexVerfahren

DasDownhill Simplex Verfahrenist ein lokales,gradientenorientiertesOptimierungsver-
fahren,welchesverwendetwird, wennkein analytischerAusdruckfür denGradienten
derBewertungsfunktionberechnetwerdenkann.Ein Simplex im N-dimensionalenRaum
bestehtausN X 1 Punkten,dieeinnichtverschwindendesVolumeneinschließen.Im drei-
dimensionalenRaumz.B. ist ein Simplex einePyramide.Beim Downhill Simplex Ver-
fahrenwird nun in jedemSchritt versucht,den schlechtestenPunkt Cs zu verbessern.
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b) Wie a) abermit zus̈atzlicherExpansion

d)
in RichtungdesbestenPunktes

c) Kontraktionin RichtungderEbenederbesseren
Punkte

KontraktionderN schlechtestenPunkte

Cb

Cb

a)SpiegelungdesschlechtestenPunktesander
EbenederanderenPunkte

Cb

Cb

Cn

Cn

Cn

Cs

Cs

Cs

Cs

Abbildung 18: Operationenbeim Downhill Simplex Verfahren.Cs und Cb sind der
schlechtestebzw. bestePunktvor derOperation,Cn ist derneuePunkt

Abbildung18zeigtdie Operationen,die hierfür zurVerfügungstehen.Die Fälle a)bisc)
könnendurchfolgendeGleichungbeschriebenwerden,wobeidie ParameterarraysCi als
Vektorenim mathematischenSinnzu interpretiertensind:

Cn I wCs X 1 J w
N J 1

i iO s

∑
i

Ci , (5.8)

wobeiN die ZahlderPunkteim Simplex ist und:

w I
J 1 für Fall a

J 2 für Fall b

0L 5 für Fall c

(5.9)
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Für Fall d) gilt die Formel:

CnH i I wCi X F 1 J wG Cb für i PI b

Ci für i I b,
(5.10)

wobeiderFaktorw zu 0.5 gewählt wird. In dervorliegendenImplementierungwird fol-
gendesSchemaverwendet:

f Cs wird andenanderenPunktengespiegelt (Fall a in Abb. 18).WennCn besserist,
alsCs, wird Cs durchCn ersetzt.

f Ist Cn besseralsCb, wird einezus̈atzlicheExpansionversucht(Fall b in Abb. 18).
Ist derneuePunktbesseralsvorher, wird derneuePunktin denSimplex eingesetzt.

f Ist dasErgebnisvon Fall a schlechteralsderzweitschlechtestePunkt,sowird eine
Kontraktionin RichtungderbesserenPunkteversucht.(Fall c in Abb. 18).

f Ist Cn immernochschlechteralsCs, wird eineKontraktionin Richtungdesbesten
Punktesvorgenommen(Fall d in Abb. 18).

DiesesVerfahrenkonvergiertnormalerweiseimmerin RichtungdesnächstenlokalenMi-
nimums.Dort zieht sich der Simplex zusammen,bis alle Punkteinnerhalbder Maschi-
nengenauigkeit gleichwerden.

5.2.3 Kombination der Verfahren

Die ErweiterungderDownhill Simplex Methode,diezumSimulatedAnnealingVerfahren
führt, bestehtdarin,daßbei jedemVergleichvon 2 Wertenvon fb exponentiellverteilte
ZufallszahlenzudenFunktionswertenaddiertwerden.Diesbedeutet,daßeinneuerPunkt
akzeptiertwird, wennfür die FunktionswertefbH alt und fbH neu gilt:

fbH neu J r1 N fbH alt X r2 (5.11)

Hier sind r1 und r2 exponentiellverteilteZufallszahlen.Eine exponentiellverteilteZu-
fallszahlre wird durchfolgendeTransformationauseinergleichverteiltenZufallszahlru

erzeugt:

re I J T ln F ru G (5.12)

T ist diepositiveTemperatur, für ru gilt:

0 N ru N 1 (5.13)

Auch bei der anf̈anglichenBestimmungvon Cs und Cb werdenZufallszahlenzu den
Funktionswertenaddiert, d.h. daß nicht immer der schlechtestePunkt im Simplex
ver̈andertwird.
Wählt man als TemperaturNull, so werdenalle Zufallszahlenebenfalls Null und das
Verfahrenwird exakt zu dem Downhill Simplex Verfahren,welchesin Abschnitt 5.2.2
beschriebenist.
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5.2.4 Senkungder Temperatur

Es gibt verschiedeneMöglichkeiten für dasAbsenken der Temperatur(siehe[20]). In
der vorliegendenImplementierungwird die TemperaturT immer nachm Schrittenauf
F 1 J ε G T reduziert,wobeim und F 1 J ε G vom Benutzer, auchwährendderOptimierung,
ver̈andertwerdenkönnen.DieseMethodeentsprichteinemexponentiellenAbkühlen.
Ein Problembei allen SimulatedAnnealingVerfahrenist, daßdasErgebnisprinzipiell
schlechtersein kann,als der Startwert.Das Verfahrenkann sogarauseinembesseren
lokalenMinimum in einschlechteresgelangen,unddort konvergieren.
Um dieszuverhindern,wird derbestePunkt,derje erreichtwurde,gespeichert.Sokann
mandasVerfahrennacheinerbestimmtenAnzahlvon Schrittenstoppen,undausgehend
vom gespeichertenbestenPunkt,neustarten.In diesemFall werdendie übrigenPunk-
te desSimplex danndurchAddition von cauchyverteiltenZufallszahlenausdemeinen
Punkterzeugt.Man kannauchnacheinerbestimmtenZahl von Schrittendie Temperatur
aufdenStartwertzurücksetzten.
DasProgrammerlaubtallegenanntenOptionen.GuteErfahrungenwurdenmit folgenden
Parameterngemacht:

f Die Starttemperaturist in dergleichenGrößenordnung,wie die Bewertungsfunkti-
on. Sie wird grob an die BewertungsfunktiondesStartkr̈ummersangepaßt.̈Uber-
tragenauf dasAusglüheneinesMetallsbedeutetdies,daßdie Anfangstemperatur
andie BindungsenergiedesMetallsangepaßtwird.

f Alle 10Schrittewird dieTemperaturum20 % verringert.

f Alle 200 Schrittewird ein neuerSimplex ausdembestenbishererreichtenPunkt
erzeugt.

f Alle 1000Schrittewird die TemperaturaufdenStartwertzurückgesetzt.

5.3 Testder Verfahren

Die beidenVerfahrensollennunaneinemeinfachenBeispiel,bei demeineLösungbe-
kannt ist, überpr̈uft werden.Es soll ein Krümmeroptimiert werden,in dem nur zwei
Moden ausbreitungsf̈ahig sind. Die ohmschenVerlustewerdenvernachl̈assigt,indem
der spezifischeWiderstanddes WandmaterialsNull gesetztwird. Für eine konstante
Krümmungmit zweiModenkanndasSystemdergekoppeltenWellengleichungenanaly-
tischgelöstwerden(sieheKapitel 3.5.3,Seite51).Die LeistungderNutzmodeinnerhalb
desKrümmerswird durch Gleichung3.62 beschrieben.Sie wird an einer Stelle z im
Krümmermaximal,wenngilt:

1
2

z F ∆β G 2 X 4 F c12CG 2 I nπ mit n I 0K 1K 2K 3LMLjL (5.14)

Der Krümmersoll einenGesamtwinkel von 90\ haben.Für die Krümmerl̈angel unddie
KrümmungC gilt dannfolgenderZusammenhang:

l I π
2

1
C

(5.15)
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Ein Krümmer mit konstanterKrümmunghat also am Ausgang,d.h. bei z I l , keine
Falschmoden,wennfür die KrümmungC gilt:

C I 1
R I ∆β

2n 4 J c2
12
n2

(5.16)

In diesemFall istndieAnzahlderMinimaderNutzmodeinnerhalbdesKrümmers.Ferner
gilt beieinem90\ -Krümmermit konstanterKrümmungfür dieKoordinatenxl undyl des
Endpunktes:

xl I yl I R I 1
C

(5.17)

Ein Beispielfür einenHohlleitermit nur 2 ausbreitungsf̈ahigenverkoppeltenModenist
derWR 42HohlleiterausKapitel3.5.4(Seite51),wenndieFrequenzauf40 GHzverrin-
gertwird. Eswird die Bewertungsfunktionfb I PsH out Q Pin gewählt.Bei einerkonstanten
Krümmungwird alsoeintheoretischerWertvon fb I 0 erreicht.Als Beispielwurden I 1
gewählt.Hierausergibt sichmit (5.16)und(5.17)für xl undyl :

xl I yl I 0L 0158315m

Wird die Modenwandlungin einemKrümmermit diesenAbmessungenund konstanter
Krümmungmit demvorliegendenProgrammberechnet,so ergibt sich aufgrundnume-
rischerFehlerein Falschmodenanteilvon 5L 37 [ 10W 11 % am Ausgang.Da die Bewer-
tungsfunktionin Prozentangegebenwird, ist diesgleichzeitigderWert für fb in diesem
Fall. Ausgehendvon einemKrümmermit einersin2-Krümmungwurdenjeweils 10 Op-
timierungenmit demgenetischenAlgorithmusunddemSimulatedAnnealingVerfahren
durchgef̈uhrt.Die Optimierungenwurdenabgebrochen,nachdemdie Bewertungsfunkti-
oneinenWert von5L 37 [ 10W 11 % erreichthatte.
Beim genetischenAlgorithmuswurdeeineBevölkerungszahlvon Np I 50 Elternindivi-
duengewählt. Die Parameterfür die ErzeugungderNachkommenwarenso,wie in Ka-
pitel 5.1.4(Seite68) beschrieben.DasbesteIndividuumwurdezus̈atzlichin jederGene-
rationgeklont.Tabelle3 zeigtdieverwendetenMutationsparameter. Eswurdengaußsche
Zufallszahlenverwendet.

pm σm

SchwacheMutation 50% 0.5
StarkeMutation 50% 10

Tabelle3: Mutationsparameterfür dengenetischenAlgorithmus

Tabelle4 zeigt die ZahlenNi der ben̈otigten Iterationsschritteund die ZahlenNf der
BerechnungenderBewertungsfunktionfür die 10Programml̈aufe.
Bei diesemBeispielmußder genetischeAlgorithmus im DurchschnittwenigerBewer-
tungsfunktionenberechnen,um zu demgewünschtenErgebniszu kommen.Bei beiden
Verfahrenunterscheidensichdie Zahlenderben̈otigtenSchrittebei deneinzelnenOpti-
mierungensehrstark.
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GenetischerAlgorithmus SimulatedAnnealing
Ni Nf Ni Nf

Lauf 1 31 2482 1997 3302
Lauf 2 38 3014 1970 3665
Lauf 3 17 1418 1969 3394
Lauf 4 75 5826 4891 8697
Lauf 5 133 10234 738 1345
Lauf 6 8 734 917 1661
Lauf 7 22 1798 4795 8857
Lauf 8 6 582 866 1537
Lauf 9 28 2254 911 1676
Lauf 10 34 2710 855 1582
Minimum 6 582 738 1345
Maximum 133 10234 4891 8857
Durchschnitt 39.2 3105.2 1990.9 3571.6

Tabelle4: Ben̈otigteIterationsschritteundBerechnungenderBewertungsfunktion
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rü

m
m

un
g(

m

l 1 )

0.0350.030.0250.020.0150.010.0050

350
300
250
200
150
100
50
0

-50
-100
-150
-200

Abbildung19: OptimierteKrümmungenmit festemEndpunktfür dengenetischenAlgo-
rithmus(links) undSimulatedAnnealing(rechts)

Abbildung19zeigtdieerreichtenKrümmungsverläufefür diebeidenVerfahren.Obwohl
beideVerfahrendenZielwert für die Bewertungsfunktionimmererreichthaben,lieferte
dasSimulatedAnnealingVerfahrenmanchmalKrümmungen,die am Anfang und am
Endenegativ sind.Abbildung20zeigtfür einesolcheKrümmung(SimulatedAnnealing,
Lauf 1) denentsprechendenVerlaufderHohlleiterachse.
Die ErgebnissederOptimierungenmit demgenetischenAlgorithmusunterscheidensich
wesentlichweniger von der konstantenKrümmung.Die gefundenenKrümmer unter-
scheidensichin dermaximalenFalschmodenleistungim Inneren,dadiesein derBewer-
tungsfunktionnicht ber̈ucksichtigtwurde.DasbesteErgebnisliefertehier dasSimulated
AnnealingVerfahrenbeimLauf 8. Hier ist PsHmaxnur32.8%.DerVergleichskr̈ummermit
einerkonstantenKrümmunghateinemaximaleFalschmodenleistungvon45.3%.
DieAbbildungen21und22zeigendieKrümmungsfunktionendesoptimiertenKrümmers
und desVergleichskr̈ummerssowie die korrespondierendenVerläufeder Hohlleiterach-
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Abbildung 20: Verlauf der Hohlleiterachsebeim optimierten Krümmer (Simulated
Annealing, Lauf 1)
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Abbildung 21: Krümmungenfür den optimierten Krümmer (Simulated Annealing,
Lauf 8) unddenVergleichkr̈ummer
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Abbildung 22: Verläufe der Hohlleiterachsefür den optimiertenKrümmer(Simulated
Annealing,Lauf 8) unddenVergleichkr̈ummer

KonstanteKrümmung
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Abbildung23:NormierteFalschmodenleistungfür denoptimiertenKrümmer(Simulated
Annealing,Lauf 8) unddenVergleichkr̈ummer
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GenetischerAlgorithmus SimulatedAnnealing
Ni Nf Ni Nf

Lauf 1 80 6206 739 1346
Lauf 2 22 1798 888 1648
Lauf 3 32 2558 1789 3287
Lauf 4 28 2254 738 1357
Lauf 5 111 8562 880 1647
Lauf 6 62 4838 1891 3494
Lauf 7 90 6966 1659 3028
Lauf 8 465 35466 600 1047
Lauf 9 50 3926 645 1200
Lauf 10 19 1570 798 1449
Minimum 19 1570 600 1047
Maximum 465 35466 1891 3494
Durchschnitt 95.9 7414.4 1062.7 1950.3

Tabelle5: Ben̈otigteIterationsschritteundBerechnungenderBewertungsfunktion

sen.Abbildung23 zeigtdie LeistungderTE20-Modefür beideKrümmer.
In diesemBeispielhabenbeideVerfahrenKrümmungsverläufegefunden,die, insbeson-
derebeimSimulatedAnnealingVerfahren,teilweisesehrstarkvonderkonstantenKrüm-
mungabweichen,d.h.dasbekannteMinimum derBewertungsfunktionwurdenicht im-
mergefunden.
Hier mußbemerktwerden,daßessichbei diesemBeispielum ein relativ einfachesOp-
timierungsproblemhandelt,da nur die Ausgangsleistungeiner Falschmodeminimiert
wurde.Die BedingungeinervollständigenZurückwandlungderTE20-Modein dieTE10-
Mode kannmit vielen Krümmungenerreichtwerden.In der Praxiswürdemanhier als
weiteresOptimierungskriteriumz.B. nochdie maximaleFalschmodenleistunginnerhalb
desKrümmerswählen.In denBeispielenderKapitel6 und7 wurdenimmermehralsein
Optimierungskriteriumgewählt mit der Folge, daßverschiedeneProgramml̈aufe meist
reproduzierbareErgebnisselieferten.
EineandereMöglichkeit derOptimierungbestehtdarin,daßmankeinenfestenEndpunkt
vorgibt, sonderndie Gesamtl̈angel desKrümmerskonstanthält. Die Schwebungswel-
lenlängezwischenderTE10-ModeundderTE20-Modestehtnunin einemfestenVerḧalt-
nis zur Gesamtl̈angedesKrümmers,wasdie Freiheit in der Wahl der Krümmungein-
schr̈ankt. Der Vergleichskr̈ummermit der konstantenKrümmunghat eine Längevon
2.48681cm, die nun als festeLängefür die Optimierungengewählt wurde.Es wurden
wieder10 Programml̈aufemit beidenVerfahrendurchgef̈uhrt.Tabelle5 zeigtwiederdie
ben̈otigtenIterationsschritteunddie BerechnungenderBewertungsfunktionfür alle Pro-
gramml̈aufe.
Auffallendist hier, daßdergenetischeAlgorithmusfür dieseOptimierunglängerbraucht,
alsbeieinemfestenEndpunkt.DasSimulatedAnnealingVerfahrenhingegenben̈otigt im
DurchschnittwesentlichwenigerIterationsschritte.Abbildung 24 zeigt die gefundenen
Krümmungsverläufefür diebeidenVerfahren.Hier wurdenkeineKrümmungsfunktionen
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z (m)

K
rü
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Abbildung24: OptimierteKrümmungenmit festerLängefür dengenetischenAlgorith-
mus(links) undSimulatedAnnealing(rechts)

mehrgefunden,die negative Werteannehmen.Der genetischeAlgorithmus hat nun in
einigenProgramml̈aufenKrümmungengefunden,die sichnur nochgeringf̈ugig von der
konstantenKrümmungunterscheiden.Die AbweichungendieserKrümmungenvon der
konstantenKrümmungsindin Abbildung25zusehen.
Die ErgebnissedieserTestshabenunteranderemgezeigt,daßmit denvorliegendenPro-
grammenkeinevollständigautomatisierteOptimierungvon beliebigenHohlleiterkr̈um-
mernvorgenommenwerdenkann.AngesichtsderstarkenAbweichungenin denRechen-
zeitenist eseffizienter, mehrerekürzereOptimierungenmit einerbeschr̈anktenZahl der
Iterationsschrittedurchzuf̈uhren,alsbei einerOptimierungabzuwarten,bis ein bestimm-
ter Zielwert derBewertungsfunktionerreichtist. FernersindmehrereProgramml̈aufeer-
forderlichumsicherzustellen,daßdie Ergebnisseeinander̈ahnlichsind.
Oft ist auch die erforderlicheGröße eines Krümmerszun̈achst unbekannt.Mit den
Näherungsformelnfür zwei Modenund konstanteKrümmungkann zwar ein maxima-
ler FalschmodenanteilinnerhalbdesKrümmersabgescḧatztwerden,die Ergebnissevon
Optimierungensind jedochmeistwesentlichbesser. Deshalbist manauchhier auf Tests
mit verschiedenenKrümmerabmessungenbzw. aufErfahrungswerteangewiesen.
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Abbildung25:AbweichungenvonderkonstantenKrümmungderProgramml̈aufe3, 7, 8,
9 und10(genetischerAlgorithmus)
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6 Beispiel: 28GHz TE01 Kr ümmer

6.1 Optimierung

Als Testfür dasOptimierungsprogrammwurdeein28GHzTE01-Krümmeroptimiertund
gebaut,derin einer10kW Transmissionsleitungfür dasDépartementdeRechercheFon-
damentalesur la Matière CondenśeederCommissariat̀a l’Energie Atomiquein Greno-
ble/Frankreicheingesetztwerdensoll [18]. DasHohlleitersystem,dasdieMikrowellevon
einemGyrotronzu einerIonenquelleführt, ben̈otigt nebenanderenKomponenteneinen
90p -Krümmer. Die Leitung bestehtausglattwandigenHohlleitern. Da die TE01-Mode
mit derTM11-Modeentartetundsomitstarkverkoppeltist, wurdefür denKrümmerein
korrugierterHohlleitergewählt, in demdie Entartungaufgehobenwird. Die TE01-Mode
selbstwird durcheineKorrugationjedochnicht beeinflußt.Die Korrugationstiefewurde
mit in dieOptimierungeinbezogen.
FolgendeWertewarenvorgegeben:

Winkel: 90p
Hohlleiterdurchmesser:32.537mm (k q a r 9s 55)

Nach einigenTestrechnungenwurde für den EndpunktdesKrümmersxl = yl = 0.4m
gewählt, da dieseAbmessungennicht zu groß für die Anlagesind und dennocheinen
relativ geringenFalschmodenanteilim Innerenermöglichen.
Es wurde ein Startkr̈ummermit einer konstantenKrümmungund einer Korrugations-
tiefe von 0s 4λ

4 gewählt. Mit diesemeinzigenfirst guesswurde eine Bevölkerungvon
Np r 50 Elternindividuenerzeugt.Für die MutationwurdengaußverteilteZufallszahlen
mit σm r 0s 5 verwendet.Alle 5 Generationenwurdeσm r 10 gewählt. Die Mutations-
wahrscheinlichkeit pm betrugimmer50%.
Für dieErzeugungvonNachwuchswurdendieParameterausKapitel 5.1.4(Seite68)ver-
wendet.Die Optimierunglief über400 Generationen.Für die Modenwandlungwurden
nebender TE01-Mode drei primär gekoppelteModensowie zwei sekund̈ar gekoppelte
Modenber̈ucksichtigt.Für dieApproximationderKrümmungwurdenTschebyscheff Po-
lynome(bis12.Ordnung)verwendet,wobeinurgeradeKoeffizientenzugelassenwurden.
Da der Koeffizient nullter Ordnungnicht an die Optimierungsroutinëubergebenwurde,
ergabsich zusammenmit der Korrugationstiefeein 7-dimensionalerParameterraumfür
dieOptimierung.
EswurdefolgendeBewertungsfunktionverwendet:

fb r Pmax t 10 q Pout

11 q Pin

Dasbedeutet,daßdiemaximaleFalschmodenleistunginnerhalbdesKrümmersgleichzei-
tig mit derFalschmodenleistungamAusgangoptimiertwird.
Abbildung 26 zeigt die Krümmungsverläufe des Startkr̈ummersund des optimierten
Krümmers.Die optimierteKrümmungsfunktionhatzweiMaximaundunterscheidetsich
somitgrunds̈atzlichvonallenanalytischenKrümmungsfunktionen,die für Hohlleiterbis-
herverwendetwurden(sieheKapitel4.2,Seite56).Die resultierendenVerläufederHohl-
leiterachsensindin Abb. 27 zusehen.Die optimierteKorrugationstiefebetr̈agt0s 506λ

4 .
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Abbildung26:Krümmungsverläufefür denStartkr̈ummerunddenoptimiertenKrümmer
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Abbildung 28 zeigt denVerlauf der ModenleistungenentlangdesStartkr̈ummers.Man
sieht,daßdieAmplitudenderbeidendominierendenFalschmodenHE11 undEH12 einen
näherungsweisesinusf̈ormigenVerlaufaufweisen.Bei nureinerdominantenFalschmode
kannmaneinenKrümmermit konstanterKrümmungoptimieren, indemmandieAbmes-
sungensowählt,daßamAusgangdieFalschmodeeinMinimum hat.Wie bereitserwähnt,
sindKrümmerbisheraufdieseWeisedimensioniertworden.
Bei mehrerenFalschmodenist dieseMethodewegenderunterschiedlichenSchwebungs-
wellenl̈angennicht möglich.Außerdembleibt sodie maximaleFalschmodenleistungin-
nerhalbdesKrümmersin dergleichenGrößenordnung,wasin Hochleistungsanwendun-
genzuProblemenführenkann.
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Abbildung28:ModenspektrumdesStartkr̈ummers

Abbildung29zeigtdasModenspektrumdesoptimiertenKrümmers.Die Optimierunghat
dazugeführt daßdie FalschmodenamAusgangpraktischverschwinden,bei gleichzeitig
minimalemFalschmodenanteilinnerhalbdesKrümmers.
EswurdenauchExperimentemit anderenStartkr̈ummungengemacht.Mankönnteanneh-
men,daßdie Optimierungdannbesonderseffizient ist, wennmanals first guessbereits
einesehrguteKrümmungverwendet.Versuchehabenjedochgezeigt,daßdie Optimie-
rungambestenverläuft,wennderAlgorithmusamAnfangkeineInformationenüberdie
Krümmungsfunktionhat, d.h. daßalle Optimierungsparameterfür die KrümmungNull
sind. Da der Koeffizient Nullter Ordnungnicht an die Optimierungsroutinëubergeben
wird, ist diesbei der konstantenKrümmungimmer der Fall. So könnenam Anfangal-
le denkbarenKrümmungsverläufemit der gleichenWahrscheinlichkeit durchMutation
entstehen.Nimmt manin diesemBeispielalsfirst guesseinesin-Krümmung,bei derder
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Abbildung29:ModenspektrumdesoptimiertenKrümmers

Tschebyscheff-Koeffizient 2. Ordnungdominantist, so wird der Algorithmussehrlan-
ge in einemlokalenMinimum mit einersin-ähnlichenKrümmungverweilen,bis dann
durchMutationdie Krümmungmit zwei MaximanachAbbildung26 entsteht.Aufgrund
dieserÜberlegungen,wurdealsfirst guessin allenOptimierungenimmereinekonstante
Krümmunggewählt.

Um den Krümmer zu fertigen, wurde zun̈achstein flexibler Hohlleiter mit einemsi-
nusf̈ormigenKorrugationsprofildurch Galvanoformunghergestellt.Da das Impedanz-
modell von einemrechteckigenKorrugationsprofilausgeht,mußtedie eine äquivalen-
te Korrugationstiefebestimmtwerden,die bei einemsinusf̈ormigenKorrugationsprofil
die gleicheWandimpedanzhat,wie die rechteckigeKorrugationmit einerKorrugations-
tiefe von 0s 506λ

4 . Hierfür existierenUmrechnungsfaktoren(z.B. [4]) für verschiedenen
Korrugationsprofile.EinegenauereMöglichkeit bestehtdarin,mit einemStreumatrixpro-
gramm,welchesbereitsamIPF zur Verfügungstand,die Korrugationstiefeentsprechend
dessinusf̈ormigenProfils umzurechnen.DasStreumatrixprogrammrechnetmit Moden
desglattenHohlleiters,die sinusf̈ormigeKorrugationwird als eineReiheaufeinander-
folgenderQuerschnittssprüngeber̈ucksichtigt[25]. Esist nunmöglich, für ein beliebiges
KorrugationsprofilEigenmodenmischungenzufinden,diedurchdieKorrugationnichtbe-
einflußtwerden.Die ÜberlagerungderEinzelmodeneinersolchenMischung,die Moden
desglattenHohlleiterssind,ergibt danneineHybridmodedeskorrugiertenHohlleiters,
wie sie auchmit demImpedanzmodell(sieheKapitel 2.4.1,Seite27) bestimmtwerden
kann.Dafür denUmrechnungsfaktorderKorrugationstiefebeiverschiedenenHybridmo-
dengeringf̈ugigverschiedeneErgebnisseherauskommen,wurdedieUmrechnungfür die
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HE11-Mode,die ja die dominanteFalschmodeist, durchgef̈uhrt.
In einenAluminiumblockwurdedanneinKanalfür denflexiblenHohlleitergefr̈ast,des-
senVerlaufderoptimiertenFormentspricht.Abbildung30zeigtdenfertigenKrümmer.

Abbildung30: Der fertigeKrümmer

6.2 Vergleich mit analytischenKr ümmungen

DasErgebnisderOptimierungist sehrgut in bezugaufdieFalschmodenleistungamAus-
gangund denFalschmodenanteilinnerhalbdesKrümmers.Dennochstellt sich die Fra-
ge,obdiegefundeneKrümmungsfunktionbesserist, alsdiebisherverwendeten.Deshalb
soll deroptimierteKrümmernunmit Krümmernmit analytischenKrümmungsfunktionen
verglichenwerden.Die Erfahrunghatgezeigt,daßesnichtmöglich ist, dieKorrugations-
tiefe unddie Krümmunggetrenntvoneinanderzu betrachten,daeszu jederKrümmung
eineandereoptimaleKorrugationstiefegibt. Deshalbwurdenfür zwei Krümmermit ei-
nersin-undeinersin2-Krümmungzun̈achstdieoptimaleKorrugationstiefeermittelt.Die
AbmessungendesKrümmers,d.h. die Koordinatenxl und yl desEndpunktes,sind bei
allenKrümmerngleich.Tabelle6 zeigtfür die drei Krümmerdie optimaleKorrugations-
tiefe sowie die maximaleFalschmodenleistungPsvmax innerhalbdesKrümmersund die
FalschmodenleistungPsv out amKrümmerausgang.

Korrugationstiefe(λ
4 ) Psvmax (%) Psv out (%)

Optimiert 0.506 11.9 0.016
sin 0.378 20.6 0.054
sin2 0.448 21.1 0.815

Tabelle6: VergleichderoptimiertenKrümmungmit analytischenKrümmungen

Abbildung31zeigtdieVerläufederFalschmodenleistungeninnerhalbderKrümmer. Der
optimierteKrümmer hat die bestenEigenschaftenin bezugauf Psvmax und Psv out . Ein
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Abbildung31:FalschmodenleistungenderKrümmer

Krümmermit einersin- odersin2-Krümmungmit vergleichbaremEigenschaftenmüßte
wesentlichgrößereAbmessungenhaben,alsderoptimierteKrümmer.

6.3 Messungder Falschmoden

In einemExperimentwurde die Falschmodenleistungam AusgangdesKrümmersge-
messen.HierzuwurdederAusgangdesKrümmersanein Wellenzahlspektrometerange-
schlossen.Abbildung32 zeigtdie Anordnung.
Ein WellenzahlspektrometerbestehtauseinemHohlleiter mit vielen kleinen Löchern,
die wie eineAntennewirken,die durchdie Wandstr̈omeim Hohlleitererregt wird. Jede
einzelneMode sorgt für einenMikrowellenstrahl,der unter dem Brillouin-Winkel der
Modein denAußenraumabgestrahltwird. Mit einerdrehbarenRichtantennekönnendie
Modenso identifiziert werden.Da sich die Wandstr̈omeverschiedenerModengleicher
Leistungin Betragund Richtungunterscheiden,müssenzudemEichfaktorenbestimmt
werden,mit denendanndieAnteilederModenleistungenanderGesamtleistungermittelt
werdenkönnen.Um alle Modenzu erfassen,müssenvom ausgekoppeltenFeld müssen
beidePolarisationsrichtungengemessenwerden[12].
SoerscheinenTE0m-Modenz.B. nur dannim Spektrum,wenndie Antennedie Kompo-
nentedeselektrischenFeldesaufnimmt,welchesenkrechtzur k-Ebeneist. Um auchdie
SpektrenderModenaufzunehmen,die bez̈uglich derKrümmungsebenekreuzpolarisiert
sind,wurdedasWellenzahlspektrometerum 90p gedreht.So ist esgut möglich, die ein-
zelnenKeulenzuidentifizieren.EineKeule,die in Kreuz-undKopolarisationgleichstark
ist, kannz.B.nur zueinerModegeḧoren,derenAzimutalindex geradeist.
Um denEinfluß desMeßaufbausauf dasModenspektrumzu untersuchen,wurdenalle
MessungenauchohneeingebautenKrümmerdurchgef̈uhrt.
Abbildung 33 zeigt das gemesseneSpektrum für E w k am Krümmerausgang,
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Abbildung32: AnordnungzurMessungdesModenspektrumsamAusgangdesoptimier-
tenKrümmers

Abbildung34 zeigt dasModenspektrumohneKrümmer. Die Spektrenfür E | k sind in
denAbbildungen35 (mit Krümmer)und36(ohneKrümmer)zusehen.
In denDiagrammensindauchrelativeKoppelkoeffizienteneingetragen.DadieTE01 Mo-
de im Vergleich zu denmeistenanderenModensehrgeringeWandstr̈omehat,wird sie
sehrschwachausgekoppelt.VondenAmplitudenderFalschmodenmußdaherderrelative
Koppelkoeffizientvon derAmplitudesubtrahiertwerden.Tabelle7 zeigteineAuflistung
aller wichtigenModenamplituden.Eine Unterscheidungzwischenkreuz-und kopolari-
siertenModenwird nur beiModenmit Azimutalindex 1 gemacht.Die kreuzpolarisierten
Modenwerdenz.B.mit TE}12 bezeichnet.ZudemsinddiekorrespondierendenModendes
korrugiertenHohlleitersangegeben,die innerhalbdesKrümmersexistieren.
In Abbildung33siehtmaneinenrechtstarkenTE02-Anteil, dertheoretischdurchModen-
wandlungeninnerhalbdesKrümmersentstehenkann.Wie manin Abbildung 34 sehen
kann, tritt dieseMode aberauchohneKrümmerauf. Deshalbist es wesentlichwahr-
scheinlicher, daßdie TE02-ModedurchprimäreKopplungin denQuerschnittstapernent-
steht,dadie TE01-Modeunddie TE02-Modebei Querschnitts̈anderungendirekt mitein-
anderverkoppeltsind.
Die gemesseneLeistungderTM11-Mode,die derHE11-ModedeskorrugiertenHohllei-
tersentspricht,ist etwasgrößer, als in derRechnung.Man kannjedochauchhier sehen,
daßdie TM11-Mode ohneKrümmerexistiert (sieheAbb. 36). Die TE01-Mode und die
TM11-Mode sind im glattenRundhohlleiterentartet.Dasbedeutet,daßbereitskleinste
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P

ow
er

 (
dB

)

TE11
16.0dB TM21

13.7dB

TM11
15.5dB

TM02
10.3dB

TE21
15.1dB TM12

12.9dB

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Angle (Degrees)

Kopolarisation
Kreuzpolarisation
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GeometriesẗorungeneineModenwandlungverursachenkönnen.
Die MessunglieferteinsgesamteinengrößerenFalschmodenanteilalsdieRechnung,wo-
beisichgezeigthat,daßeinigeFalschmodenauchohneKrümmerexistieren.
Eine weitereUrsachefür die Abweichungsind die Näherungen,die durch dasImpe-
danzmodellgemachtwerden.Eswurdeein sinusf̈ormigesKorrugationsprofilgewählt,da
einRechteckprofil,vondemdasImpedanzmodellausgeht,schwererherzustellenist. Au-
ßerdembestehtbei einerrechteckf̈ormigenKorrugationwegender scharfenKantendie
Gefahrvon Durchschl̈agen.Esist nichtmöglich,mit einemsinusf̈ormigenKorrugations-
profil dievomImpedanzmodellgeforderteOberfl̈achenimpedanzfür alleModengleicher-
maßenzuerreichen.DerhiergemachteFehlerwirkt sichaufdieKoppelkoeffizientenund
diePhasenkonstantenaus.Da jedochauchin derLiteraturAllgemeineUmrechnungsfak-
torenfür die Korrugationstiefenbei verschiedenenKorrugationsprofilengibt [4] [26], ist
derzuerwartendeFehlerehergering.
Fernergibt esaufgrundvonFertigungstoleranzenFehlerim Krümmungsverlauf.Letztere
könnennur schwerabgescḧatztwerden,dadermathematischeZusammenhangzwischen
Abweichungender Fräsmaschineund den resultierendenTschebyscheff-Koeffizienten
derKrümmungsfunktionunbekanntist.
Beim Wellenzahl-Spektrometerhandeltessich um ein offenesSystem,welchesimmer
empfindlichgegen̈uberStreustrahlungist. Auch hier sindFehlerin dengemessenenAm-
plitudenmöglich.
Insgesamtist jedochein Falschmodenanteilvon 1.33% für dieseAnwendungvertretbar.
DerStartkr̈ummermit konstanterKrümmunghatteamAusgangeinenFalschmodenanteil
von19.3%, wasbedeutet,daßderoptimierteKrümmerwesentlichbesserist.

Mode Mode Amplitude Koppel- Normierte Normierte
(glatt) (korrugiert) faktor Leistung(%) Leistung(%)

gemessen berechnet
TE01 TE01 74.2 dB 0.0 dB 98.67 99.63
TM11 HE11 66.1 dB 15.5 dB 0.43 1.39 q 10~ 4

TE02 TE02 55.8 dB 7.7 dB 0.24
TE12 EH12 56.4 dB 6.9 dB 0.33 2.61 q 10~ 4

TM }11 HE}11 59.1 dB 15.5 dB 0.09
TE}12 EH}12 50.9 dB 6.9 dB 0.09
TE22 EH22 53.0 dB 10.3 dB 0.06 4.83 q 10~ 5

TE11 EH11 55.9 dB 16.0 dB 0.03
TM21 HE21 50.9 dB 13.7 dB 0.02 1.50 q 10~ 2

TE21 EH21 48.6 dB 15.1 dB 8.40 q 10~ 3

TM }12 HE}12 42.4 dB 12.9 dB 3.34 q 10~ 3

TE32 EH32 44.8 dB 16.8 dB 2.37 q 10~ 3

TM12 HE12 40.7 dB 12.9 dB 2.26 q 10~ 3 1.44 q 10~ 4

Tabelle7: GemesseneModenamplitudenamKrümmerausgang
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7 Vergleichder Verfahren

DabeideimplementiertenVerfahrenmit Zufallszahlenarbeiten,unddieZufallszahlenge-
neratorenbei jedemProgrammlaufvonderSystemzeitinitialisiert werden,ist einexakter
VergleichderVerfahrenschwierig.
Die Optimierungläuft bei beidenAlgorithmen in der Tat jedesmalandersab. Wenn
aberbei jedemProgrammlaufdiegleicheKrümmungsfunktionreproduziertwerdenkann,
dannerḧoht diesdie Gewißheit,daßessich hier um ein globalesMinimum der Bewer-
tungsfunktionhandelt.
Ein Beispielfür einegut reproduzierbareOptimierungist der28GHzTE01 Krümmeraus
Kapitel 6.

7.1 28GHz TE01 Kr ümmer

Der KrümmerausKapitel 6 (Seite84) wurde optimiert und gebaut,als dasSimulated
AnnealingVerfahrennochnicht implementiertwar.
Die Optimierungmit demgenetischenAlgorithmuswurdesehroft wiederholt,weshalb
für diesesspezifischeProblemgewisseErfahrungswertevorliegen.Die Bewertungsfunk-
tion erreichtbei fastjederOptimierungeinenWert von unter1 %. Die Krümmungsfunk-
tion hatdannimmerdengleichenprinzipiellenVerlaufmit zwei lokalenMaxima(siehe
Abb. 26 auf Seite85). DiesesBeispielist deshalbgutgeeignet,um die beidenVerfahren,
dengenetischenAlgorithmusundSimulatedAnnealing,zuvergleichen.
EswurdenbeideProgrammemit gleichenParametern10 mal gestartet.Als Abbruchbe-
dingungwurdeein erreichterWert von 1 für die Bewertungsfunktiongewählt.
Beim SimulatedAnnealingVerfahrenwurdeeineAnfangstemperaturvon 2 eingestellt,
die alle 10 Schritteum 20 % verringertwurde.Alle 200SchrittewurdederSimplex aus-
gehendvom bestenbishererreichtenPunkt neu initialisiert. Alle 1000 Schrittewurde
zus̈atzlichdie TemperaturaufdenAnfangswertzurückgestellt.
Die Bevölkerungszahlbeim genetischenAlgorithmusbetrugNp r 50 Elternindividuen.
Als Parameterfür dieErzeugungderNachkommenwurdendie in Kapitel5.1.4(Seite68)
angegebenenWerteverwendet.DasbesteIndividuumwurdezus̈atzlichin jederGenerati-
ongeklont.EswurdeeineMutationmit gaußschenZufallszahlengewählt;Tabelle8 zeigt
die verwendetenParameter. Die starke Mutation fandalle 5 Generationenstatt.Es hat
sichin Experimentengezeigt,daßdieEffizienzwesentlichgesteigertwerdenkann,wenn
man die Mutationsintensiẗat verringert,sobaldanzunehmenist, daßdasglobaleMini-
mumbereitserreichtist, d.h.daßkeineglobaleSuchemehrerforderlichist.Die geringere
MutationsintensiẗatbegünstigtdanndieKonvergenzzumTiefpunkt,dadieNachkommen
nicht mehrsostarkgestreutwerden,daßsiedenBereichdeslokalenMinimumsverlas-
sen.Deshalbwurdendie Mutationsparameterangepaßt,sobaldein Wert von 1.1% der
Bewertungsfunktionerreichtwar. Der Wert für fb, bei demdie Mutationsparameteran-
zupassensind,kannnur experimentellermittelt werden.Er kannals obersterPunktdes
globalenMinimums der Bewertungsfunktion,der unterhalballer anderenlokalenMini-
maliegt,angesehenwerden.Dasbedeutet,daßnachErreichendiesesWertesdieMutation
nurnochdieKonvergenzzumTiefpunktbegünstigtensoll.
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In diesemBeispielwurdenmehrereOptimierungendurchgef̈uhrt,wobeisichherausstell-
te,daßdieKrümmungsfunktionenallerKrümmer, dieeineBewertungsfunktionvonunter
1.1% haben,bereitsdenprinzipiellenVerlaufdesoptimiertenKrümmersausKapitel 6.1
mit zweiMaximahaben.

fb � 1s 1% fb � 1s 1%
Schwach Stark Schwach Stark

pm 20 % 50% 20 % 50%
σm 0.5 1.0 0.05 0.1

Tabelle8: MutationsparameterbeimgenetischenAlgorithmus

Tabelle9 zeigtdie Zahl Ni der Iterationsschritteunddie Zahl Nf der Berechnungender
Bewertungsfunktionfür alleProgramml̈aufe.

GenetischerAlgorithmus SimulatedAnnealing
Ni Nf Ni Nf

Lauf 1 122 9398 1523 2615
Lauf 2 205 15706 653 1128
Lauf 3 4054 308230 1242 2100
Lauf 4 798 60774 3702 6546
Lauf 5 222 16998 662 1141
Lauf 6 184 14110 2254 3863
Lauf 7 2108 160334 2659 4679
Lauf 8 1009 76810 634 1089
Lauf 9 1129 85930 659 1127
Lauf 10 258 19734 554 950
Minimum 122 9398 554 950
Maximum 4054 308230 3702 6546
Durchschnitt 1008.9 76802.4 1454.2 2523.8

Tabelle9: Ben̈otigteIterationsschritteundBerechnungenderBewertungsfunktion

Am Endeder Optimierung,wenndasendg̈ultige Minimum bereitserreichtist, hat der
verwendeteSimulatedAnnealingAlgorithmusdenVorteil, daßderGradientderBewer-
tungsfunktion,insbesonderebeiniedrigenTemperaturen,durchdenenthaltenenDownhill
Simplex Algorithmusber̈ucksichtigtwird, wasbeim genetischenAlgorithmusnicht der
Fall ist.
BeimgenetischenAlgorithmuskanngesagtwerden,daßdieOptimierungimmerinterak-
tiv erfolgensollte.Der Verlauf sollte beobachtetwerdendamit die Mutationsparameter
angepaßtwerdenkönnen,wenndasVerfahrenbei einemlokalenMinimum stehenbleibt.
Sosollteesin derPraxisnie vorkommen,daßdie Optimierungso langedauert,wie der
Programmlauf3 beimgenetischenAlgorithmus.
EinegewisseAutomatisierungkönntedadurcherreichtwerden,daßmannacheinerbe-
stimmtenAnzahlvon erfolglosenGenerationen,d.h.wennkeinesderNachkommenbes-
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ser, alsdasschlechtesteElternindividuumist,entwederdieMutationsparameterver̈andert,
oderdie gesamteBevölkerung,ausgehendvombestenIndividuumneuinitialisiert. Beim
SimulatedAnnealingVerfahrenist ein ähnlicherMechanismusdurchdie Neuinitialisie-
rungdesSimplex nach200Schrittenbereitsrealisiert.DennochzeigendieBeispiele,daß
dergenetischeAlgorithmusauchohneAnpassungderParameterimmerdenZielwertder
Bewertungsfunktionerreicht,auchwenner dafür sehrvieleGenerationenben̈otigt.
Die Ergebnisseder Optimierungensind in Abbildung 37 für beideVerfahrenzu sehen.
Wie mansieht,habenalleKrümmungendengleichenprinzipiellenVerlaufmit zweiMa-
xima.AuchdieansteigendenFlankenandenRänderntauchenimmerauf.Siesindoffen-
barwichtig, um die einfallendeTE01-Modein eineArt Eigenmodefür dengekr̈ummten
Hohlleiterumzuwandeln.
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Abbildung37: OptimierteKrümmungsverläufefür SimulatedAnnealing(links) undden
genetischenAlgorithmus(rechts)

Bei denOptimierungen,die sehrviele Schritteben̈otigt haben,hattedie Krümmungdes
bestenKrümmersoft bereitszwei Maxima, die ansteigendenFlanken an denRändern
warenjedochnochnicht vorhanden,waszu einemhöherenFalschmodenanteilinnerhalb
desKrümmersführte.Esscheinthier ein schlechtereslokalesMinimum vorzuliegen,in
demdie Optimierungsalgorithmensehrlangeverweilten.
Bei den schnellverlaufendenOptimierungenfand der Algorithmus bereitsam Anfang
einenKrümmungsverlaufmit zweiMaxima,derschondie ansteigendenFlankenhatte.
Mankannaucherkennen,daßsichdie Krümmungenbei SimulatedAnnealingVerfahren
sẗarkervoneinanderunterscheiden,alsbeimgenetischenAlgorithmus.

7.2 70GHz TE01 - HE11 Modenwandler

Ein weitausschwierigeresOptimierungsproblemist ein schlangenartiggekr̈ummterMo-
denwandler, wennalsfirstguesseingeraderHohlleitergewähltwird. Dain einemgeraden
HohlleiterkeineModenwandlungstattfindet,handeltessichum dendenkbarschlechte-
stenStartwert.
Ein Modenwandlerwird prinzipiell analogzu einemKrümmeroptimiert. Der einzige
Unterschiedbestehtdarin, daßdie gewünschteAusgangsmodeals Nutzmodedefiniert
wird. Die Eingangsmodeist eineFalschmode,dieamEingang100% derGesamtleistung
hat.Deshalbist die maximaleFalschmodenleistungPsvmax in einemModenwandlerim-
mergenau100%, weshalbsiein derBewertungsfunktionnichtber̈ucksichtigtwird. Eine
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wichtige Größeist jedochdie ohmscheVerlustleistungPl . Sie wird geringer, wennder
Leistungsanteilhöherer, verlustreicherModenminimiert wird.
Es soll ein 70 GHz TE01-HE11-Modenwandleroptimiert werden.Um eineHE11-Mode
aus einer TE01-Mode zu gewinnen, wurde früher die TE01 mit einem glattwandigen
Wandlerin eineTE11- oderTM11-Modekonvertiert.Diesewurdedannin einemHohllei-
ter mit langsamzu- oderabnehmenderKorrugationstiefein die gewünschteHE11-Mode
gewandelt[24].
EineandereMöglichkeitbestehtdarin,dieTE01-Modein einemgekr̈ummtenkorrugierten
Hohlleiterdirekt in die HE11-Modeumzuwandeln[14]. Da dieseModenohnehinrelativ
starkverkoppeltsind, kannein solcherWandlersehreinfachentworfen werden,solan-
ge eskeineweiterendominantenModengibt. Hier sollendie gleichenHohlleiterdaten
verwendetwerdenwie in [14]. In diesemFall hatderHohlleitereinenDurchmesservon
27.79mm, waseinerelativ starkeÜberdimensionierungbedeutet(k q a r 40s 77). Dement-
sprechendmüssenauchviele Modenber̈ucksichtigtwerden,wassowohl die Rechenzeit
erḧohtalsauchdieOptimierungerschwert.
Wird eine rotationssymmetrischeHE11-Mode am Ausganggewünscht,so ist naẗurlich
eineKorrugationstiefevon λ

4 optimal.Bei dieserKorrugationstiefesindjedochdieTE01-
Mode und HE21-Mode fast entartet,waszur Folge hat, daßgleichzeitigmit der TE01-
HE11-WandlungaucheineHE11-HE21-Wandlungstattfindet.Versuchehabengezeigt,daß
in diesemFall kein Modenwandlermit einervern̈unftigenLängeoptimiertwerdenkann.
WesentlichbessereErgebnisselassensich mit einerKorrugationstiefevon 0.4 λ

4 errei-
chen.Tabelle10 zeigtdie Schwebungswellenl̈angenunddie Koppelkoeffizientenfür die
Korrugationstiefenλ4 und0s 4 q λ

4 .

Korrugationstiefe λ
4 0s 4 q λ

4
TE01-HE11 0.40 0.45

Schwebungswellenl̈ange(m) TE01-HE21 97.64 1.44
HE11-HE21 0.40 0.34

Krümmungskoppelkonstante TE01-HE11 4.72 4.94
HE11-HE21 4.66 4.42

Tabelle 10: Schwebungswellenl̈angen und Krümmungskoppelkonstantender TE01-,
HE11- undHE21-Moden

Bei einer Korrugationstiefevon λ
4 haben die TE11-Mode und die HE21-Mode ei-

ne sehr großeSchwebungswellenl̈ange.Fernersind die Krümmungskoppelkonstanten
c � TE01 � HE11� und c � HE11 � HE21� fast gleich. Das bedeutet,daßimmer ein betr̈achtlicher

Teil der Leistung,die von der TE01-Mode in die HE11-Mode gekoppelt wird, durch
die HE11-HE21-Kopplungin die HE21-Modegelangt,dadie Bedingungenfür die HE11-
HE21-Wandlungfastdie gleichensind,wie für die TE01-HE11-Wandlung.
Wird 0s 4 q λ

4 alsKorrugationstiefegewählt, so ist die Schwebungswellenl̈angezwischen
derTE01-ModeundderHE11-Modewesentlichgeringer. Fernerist die Koppelkonstante
für dieerwünschteTE01-HE11-Wandlungetwasgrößer, dieKoppelkonstantefür diepara-
sitäreHE11-HE21-Wandlungist etwasgeringer. Die ohmscheDämpfungderHE11-Mode
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betr̈agt in diesemFall nachder Formel von Doane[5] nur 0.022dB/m. In einement-
sprechendenglattenHohlleitermit densonstgleichenDatenist die DämpfungderTE11-
Mode0.099dB/m, dieTM11-Modewird sogarmit 0.2364dB/mged̈ampft.Ein korrugier-
terTE01 � HE11-Wandlermit einerKorrugationstiefevon0.4 λ

4 ist also,insbesonderebei
hohenLeistungen,günstiger, alseinglattwandigerTE01-TE11- oderTE01-TM11-Wandler.
Die Gesamtl̈angel desWandlersbetr̈agt1.5m. Die Bewertungsfunktionlautet:

fb r Pl t Psv out

2 q Pin

Die beidenForderungen,geringeVerlusteund eine hoheModenreinheitam Ausgang,
widersprechensich teilweise,da eine effektive Modenwandlungoft über höhereMo-
den geht, die dannauchhöhereVerlustehaben.Durch die Berücksichtigungder Ver-
lustleistungwerdendie Programmegezwungen, eineModenwandlungzu wählen,ander
möglichstwenighöhereModenbeteiligtsind.
Wie einige vorausgehendeExperimenteergaben,ist eine Darstellungder Krümmung
mit Tschebyscheff-Polynomenbesser, da die Darstellungdes optimalenKrümmungs-
verlaufsdurch eine Fourierreihewesentlichmehr Koeffizientenben̈otigt, als bei einer
Tschebyscheff-Reihe.
Die Programmewurdennach 10000Berechnungender Bewertungsfunktionabgebro-
chen.Das Vergleichskriteriumist nun der erreichteWert von fb. Da die Bewertungs-
funktion am Anfangder Optimierungwesentlichhöherist, als bei der Optimierungdes
Krümmers,wurdefür dasSimulatedAnnealingVerfahreneineAnfangstemperaturvon
10gewählt.AnsonstenwarenalleParametergleich,wie in Kapitel 7.1beschrieben.
Beim genetischenAlgorithmuswurdenfür die Mutation diesmalCauchy-Zufallszahlen
verwendet.Tabelle11 zeigtdie Parameter, die sichnacheinigenvorhergehendenExpe-
rimentenalsbrauchbarerwiesenhaben.Auch hier wurdealle 5 Generationeneinestarke
Mutation gewählt. Alle anderenParameterfür dengenetischenAlgorithmuswurdenso
gewählt,wie bei derOptimierungdesKrümmersin Kapitel 7.1.

fb � 0s 6% fb � 0s 6%
Schwach Stark Schwach Stark

pm 20 % 50 % 10 % 20%
σm 1.0 1.0 0.005 0.01

Tabelle11:MutationsparameterbeimgenetischenAlgorithmus

Tabelle12zeigtdieErgebnissevon10Programml̈aufenmit beidenVerfahren.Mansieht,
daßbei SimulatedAnnealingfast immer eineBewertungsfunktionvon unter0.4% er-
reichtwird. Beim genetischenAlgorithmuswarendie Ergebnisseimmerschlechter. Der
genetischeAlgorithmushatesin 4 Fällennicht geschafft, eineBewertungsfunktionvon
unter0.5% zu erreichen;beim SimulatedAnnealingVerfahrenwar diesnur einmalder
Fall. Abbildung38zeigtdie KrümmungsverläufederModenwandler, derenBewertungs-
funktion schlechterals0.5% ist. Man sieht,daßsichdie Krümmungsverläufestarkvon-
einanderunterschieden,was daraufhindeutet,daßdie Bewertungsfunktionbei diesem
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Genetischer Simulated
Algorithmus Annealing

Lauf 1 1s 052990 0s 398451
Lauf 2 0s 455659 0s 398437
Lauf 3 0s 445854 0s 398412
Lauf 4 0s 425937 0s 944974
Lauf 5 0s 710259 0s 398406
Lauf 6 0s 434524 0s 398452
Lauf 7 2s 610810 0s 398456
Lauf 8 0s 646451 0s 398442
Lauf 9 0s 410999 0s 398422
Lauf 10 0s 405898 0s 398427
Minimum 0s 405898 0s 398406
Maximum 2s 610810 0s 944974
Durchschnitt 0s 759938 0s 453088

Tabelle12:ErreichteWertederBewertungsfunktionfür dengenetischenAlgorithmusund
SimulatedAnnealing

Problemviele lokaleMinima hat,in denendie Optimierungsverfahrenteilweisehängen-
gebliebensind.
Abbildung39zeigtdieKrümmungenderWandlermit einerBewertungsfunktionvonun-
ter 0.5.Wie mansieht,kamenhier immervergleichbareKrümmungsverläufeheraus,die
sichhöchstensum denFaktor -1 unterscheiden.Bei einemModenwandlermit demGe-
samtwinkel von 0 entsprichtdie Multiplikation der Krümmungmit -1 einerSpiegelung
desWandlersan der x-Achse.Aus Symmetriegründenhatein solcherWandlerdie glei-
chenEigenschaften.Um denVergleichzu erleichtern,wurdendie Kurvenin Abbildung
39,beidenenderKoeffizient c̃2 negativ ist,mit -1 multipliziert.Die ErgebnissedesSimu-
latedAnnealingVerfahrensliegenfastexaktaufeinander. Beim genetischenAlgorithmus
sind die Abweichungengrößer, was sich auchin der größerenStreuungder erreichen
Bewertungsfunktionenbemerkbarmacht(sieheTabelle12).
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Abbildung38: OptimierteKrümmungsverläufemit fb � 0s 5% für SimulatedAnnealing
(links) unddengenetischenAlgorithmus(rechts)
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Abbildung39:OptimierteKrümmungsverläufemit fb � r 0s 5%für SimulatedAnnealing
(links) unddengenetischenAlgorithmus(rechts)

Abbildung40 zeigtdie KrümmungdesbestenWandlers(SimulatedAnnealing,Lauf 5),
Abbildung 41 zeigt die resultierendeForm desHohlleiters.DasModenspektrumist in
Abbildung 42 zu sehen.Es entḧalt nur die 4 Moden,die einengrößerenAnteil an der
Gesamtleistunghaben.Esist erkennbar, daßinnerhalbdesKrümmersauchdieEH12- und
dieHE21-ModeneinengewissenAnteil anderGesamtleistunghaben.EineModenwand-
lung,andenenauchhöhereModenbeteiligtsind,scheintin diesemBeispieleffizienterzu
sein,alseinereineTE01-HE11-Wandlung.DajedochdiegesamteVerlustleistungPl in der
Bewertungsfunktionenthaltenwar, wurdendie Amplitudenderverlustreicherenhöheren
Modenindirekt minimiert.Für die Optimierungwurdeninsgesamt9 Modenber̈ucksich-
tigt, die bei ZwischenergebnissenwährendderOptimierungeinewichtigeRolle spielen.
Tabelle13 zeigtdie Leistungenaller ber̈ucksichtigtenModennormiertauf die Eingangs-
leistung.Die gesamtenohmschenVerlusteergebensichdarauszu0.52%.
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Abbildung 40: Krümmungsverlauf des optimierten Wandlers (SimulatedAnnealing,
Lauf 5)
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Abbildung41: HohlleiterformdesoptimiertenWandlers(SimulatedAnnealing,Lauf 5)

Der optimierteTE01-HE11-Wandleraus[14] hateineLängevon ca.1.45m, ist alsonur
geringf̈ugigkürzer, alsderhier vorgestellteWandler. Der Falschmodenanteil,derbei den
verschiedenenVersionenin [14] nie geringerals1 % war, betr̈agthier lediglich0.42%.

Mode Normierte
Leistung(%)

HE11 99.1593
TE01 0.0028
EH12 0.1104
HE12 0.0224
HE21 0.1606
EH22 0.0114
HE22 0.0041
EH13 0.0054
HE13 1.8858q 10~ 6

Tabelle13:ModenleistungenamAusgangdesWandlers
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Abbildung42:ModenspektrumdesoptimiertenWandlers(SimulatedAnnealing,Lauf 5)

7.3 Breitbandiger Rechteckkrümmer

Schließlichsoll noch die OptimierungeinesbreitbandigenKrümmersfür einenTE10-
Rechteckhohlleitervorgestelltwerden.Es handeltsich um dengleichenHohlleiter vom
Typ WR 42ausKapitel3.5.4(Seite51),auchdieAbmessungendesKrümmers(xl r yl r
10 cm) unddie Krümmungsebene(H-Ebene)sindgleich.Die Frequenzsoll im Bereich
von50GHzbis80 GHz liegen.DieserFrequenzbereichwird für X-ModeReflektometrie
im geplantenKernfusionsexperimentITER verwendetwerden.
Für die Optimierungwurden4 äquidistanteFrequenzpunkteinnerhalbdesIntervalls ge-
wählt, d.h.dasModenspektrumwird für 50 GHz, 60GHz, 70GHz und80GHz berech-
net.Die Wahl der Frequenzpunkteist etwaskritisch. Wennnämlich die Absẗandezwi-
schendenPunktenzugroßsind,könnenKrümmergefundenwerden,diebeidenbetrach-
tetenFrequenzpunkteneinensehrgeringenFalschmodenanteilhaben,derzwischenden
Punktenjedochwesentlichgrößerwird. Für die Bewertungsfunktiongilt, wie in Kapitel
7.1:

fb r Psvmax t 10 q Psv out

11 q Pin

Eswurdenwiederjeweils 10 Optimierungenmit demgenetischenAlgorithmusunddem
SimulatedAnnealingVerfahrendurchgef̈uhrt. DasAbbruchkriteriumwar ein Wert von
1.05% für die Bewertungsfunktion,da alle Krümmer, die diesenWert aufweiseneine
sehrähnlicheKrümmungsfunktionhaben.Beim SimulatedAnnealingVerfahrenwurde
eineAnfangstemperaturvon 5 gewählt, alle anderenParameterwarengleichwie in den
vorhergehendenBeispielen.Tabelle14 zeigt die Mutationsparameterbeim genetischen
Algorithmus.EswurdengaußscheZufallszahlenverwendet.Für die anderenParameter,
wie etwadie Bevölkerungsgr̈oße,wurdendie Standardeinstellungenverwendet.
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fb � 1s 1% fb � 1s 1%
Schwach Stark Schwach Stark

pm 50 % 50% 50 % 50%
σm 10 0.5 1 0.05

Tabelle14:MutationsparameterbeimgenetischenAlgorithmus

Tabelle15 zeigt die Zahl Ni der Iterationsschritteund die Zahl Nf der Berechnungen
der Bewertungsfunktionfür alle Programml̈aufe.Wie mansieht,ben̈otigt auchhier das
SimulatedAnnealingVerfahrenwenigerBerechnungenderBewertungsfunktion.

GenetischerAlgorithmus SimulatedAnnealing
Ni Nf Ni Nf

Lauf 1 403 30754 500 887
Lauf 2 147 11298 1677 2797
Lauf 3 139 10690 1936 3451
Lauf 4 422 32198 1633 3156
Lauf 5 164 12590 766 1315
Lauf 6 312 23838 451 796
Lauf 7 358 27334 2708 5077
Lauf 8 220 16846 519 880
Lauf 9 294 22470 547 944
Lauf 10 317 24218 3381 6437
Minimum 139 10690 451 796
Maximum 422 32198 3381 6437
Durchschnitt 278 21224 1412 2574

Tabelle15:Ben̈otigteIterationsschritteundBerechnungenderBewertungsfunktion

Abbildung 43 zeigt die von beidenVerfahrengefundenenKrümmungsverläufe. Hier
erkennt man wieder zwei lokale Maxima, die jedoch nicht so stark ausgepr̈agt sind,
wie beim 28 GHz TE01-KrümmerausKapitel 6. Fernerhabealle Krümmungenan den
RändernsehrstarkansteigendeFlanken.Die Optimierungwurdeabgebrochen,wennein
Wert von 1.05% derBewertungsfunktionunterschrittenwurde.DenniedrigstenWerter-
reichtedergenetischeAlgorithmusbeimLauf 5. Abbildung44zeigtfür diesenKrümmer
die Ausgangsleistungder Nutzmodesowie der Falschmodenfür den betrachtetenFre-
quenzbereich.Für das Modenspektrumwurden hier wesentlichmehr Frequenzpunkte
gewählt, als für die Optimierung.Man sieht,daßdie Ausgangsleistungder Nutzmode
auchzwischenden4 Frequenzpunkten,für diederKrümmeroptimiertwurde,nichtnied-
riger ist.
DerSprungin derLeistungderNutzmodebei56.04GHzkommtvonderWandlungin die
TE40-Mode,dieoberhalbdieserFrequenzausbreitungsf̈ahigwird. Bei einerbreitbandigen
OptimierungkönnenModenber̈ucksichtigtwerden,dienurin einemTeil desbetrachteten
Frequenzbereichsausbreitungsf̈ahigsind.UnterhalbderGrenzfrequenzist dieAmplitude
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rü

m
m

un
g(

m

� 1 )

0.180.160.140.120.10.080.060.040.020

25

20

15

10

5

0

-5

Abbildung43:Krümmungsverläufefür deroptimiertenKrümmerbeimSimulatedAnne-
alingVerfahren(links) undbeimgenetischenAlgorithmus(rechts)
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Abbildung44: AusgangsleistungderTE10-Mode(links) undderFalschmoden(rechts)

solcherModen dannimmer Null. Abbildung 45 zeigt die Verläufe der Leistungssum-
mederFalschmodenfür 50, 60, 70 und80 GHz. Erwartungsgem̈aßsteigtdie maximale
LeistungderFalschmodenbeihöherenFrequenzen,daderHohlleiterhiersẗarker überdi-
mensioniertist unddeshalbeinesẗarkereModenwandlungauftritt.Bei 80GHzbetr̈agtdie
FalschmodenleistunginnerhalbdesKrümmersjedochnur22.3%,wasbeiKleinleistungs-
anwendungenein vertretbarerWert ist. Alle Falschmodenwerdenbis zumKrümmeren-
denahezuvollständigin die TE10-Modezurückgewandelt.Wie manauchin Abbildung
44 (links) sieht,sinddie ohmschenVerlustederTE10-Mode in jedemFall dominantge-
gen̈uberdenFalschmoden.

7.4 Bewertungder Verfahren

Der genetischeAlgorithmusist in bezugauf die Rechenzeitwesentlichungünstiger, als
SimulatedAnnealing.AuchkonntekeinOptimierungsbeispielgefundenwerden,beidem
nichtbeideVerfahrenprinzipiell diegleichenOptimierungsergebnisseliefernkönnen.Bei
schwierigenProblemenwie demModenwandlerkönnenbeideVerfahrenfür sehrviele
Iterationsschrittein einemschlechterenlokalenMinimum verweilen.DieBeispielezeigen
jedoch,daßdiesbei SimulatedAnnealinganscheinendseltenerpassiert.
Ein weitererNachteildesgenetischenAlgorithmusist,daßmangeeigneteMutationspara-
metereinstellenmuß,die sichalle auf die Effizienzauswirken.Wie auchin [22] erwähnt
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Abbildung45: LeistungssummederFalschmodenfür 50,60,70und80 GHz

wird, hängendie optimalenMutationsparameterbei genetischenAlgorithmenstarkvom
jeweiligenProblemab,undkönnennurexperimentellermitteltwerden,wasgrunds̈atzlich
mehrereOptimierungenerfordert.
Beim SimulatedAnnealingVerfahrenwurdendie Parameterfür die Temperaturabnahme
nur einmalermittelt.WegenderdadurcherreichtensehrgutenEffizienzwurdensienicht
mehrgëandert.LediglichdieAnfangstemperaturwurdeentsprechendderzuerwartenden
Bewertungsfunktiondesfirst guessbeim Krümmerund Modenwandlerunterschiedlich
gewählt.
Generellkanngesagtwerden,daßmanbei keinemder beidenVerfahrennachnur einer
Optimierungsicherseinkann,daßmanein globalesMinimum der Bewertungsfunktion
gefundenhat.
Man könntebeideProgrammesoerweitern,daßsieselbsẗandigmehrereOptimierungen
vornehmen.Bei genetischenAlgorithmengibt eseineinteressanteMöglichkeit, bei der
esmehrereBevölkerungengibt, die normalerweisenicht in Konkurenzzueinanderste-
hen.Lediglich einigeIndividuenwanderngelegentlichvon einerBevölkerungzur einer
anderen.
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8 Zusammenfassungund Ausblick

Im Rahmender vorliegendenArbeit wurdenProgrammezur numerischenOptimierung
von gekr̈ummtenHohlleiterkomponenten(Krümmer, Modenwandler)entwickelt. Damit
wurdenmehrereOptimierungendurchgef̈uhrt.Als einBeispielwurdeeinTE01-Krümmer
für eine28GHz Transmissionsleitungfür dasDépartementdeRechercheFondamentale
surla MatièreCondenśeederCommissariat̀a l’EnergieAtomiqueoptimiertundgefertigt.
DeroptimierteKrümmerausKapitel6 hatbessereEigenschaften,alsanderevergleichba-
reKrümmer, bei denendie Krümmungsfunktioneinensin odersin2-Verlaufhat.Obwohl
diegemessenenFalschmodenamplitudenamAusgangdesKrümmersgrößersind,alsdie
vomOptimierungsprogrammerrechnetenWerte,bleibtderFalschmodenanteilmit 1.33%
in einerGrößenordnung,die für dieseAnwendungvertretbarist.
Die Optimierungbestehtoft in derErzeugungeinerArt Eigenmodenmischung,dieandie
Krümmungangepaßtist. Ein so optimierterKrümmerbestehtmeistausdrei Abschnit-
ten.Der ersteAbschnitt,in demdie Krümmungmeistsehrstarkschwankt,erzeugtaus
der vom geradenHohlleiter kommendenMode die Eigenmodenmischung.Der zweite
AbschnitthateinenäherungsweisekonstanteKrümmung.Hier breitetsichdie Eigenmo-
denmischungaus,d.h. die Amplitudender Modenschwanken hier nur wenig. Im drit-
ten Abschnittwird dieseModenmischungwieder in die Mode desgeradenHohlleiters
zurückgewandelt.
Gekr̈ummteModenwandlerkönnenmit demgleichenProgrammoptimiertwerden.Hier
wird die Eingangsmodeals Falschmodedefiniert, das Optimierungszielist dann eine
möglichst großeLeistungder Nutzmodeam Ausgangund geringeohmscheVerluste.
Fernerwird ein Gesamtwinkel von 0 gewählt. Läßtmanin der Optimierungsymmetri-
scheKrümmungenzu, so werdenvon demProgrammnur Modenwandlergeliefert,bei
denenAnfangundEndeaufeinerAchseliegen.Die Modenwandler, diesooptimiertwer-
den,habenbei vergleichbarerLängewenigerFalschmodenam Ausgang,als die bisher
verwendeten.Die Modenwandlunggehtzu einemgewissenTeil auchüberhöhereMo-
den,wasbeidenbisherangewandtenVerfahrenzumDesignsolcherModenwandlernicht
leichtmöglichwar.
Die ErgebnissederOptimierungsindambesten,wennalsStartwerteinekonstanteKrüm-
mungverwendetwird. Die bisherverwendetenanalytischenKrümmungsfunktionenstel-
len oft lokale Minima der Bewertungsfunktiondar, unterscheidensich jedochstarkvon
denoptimiertenKrümmungsverläufen.Dasbedeutet,daßesfür jedesOptimierungverfah-
renschwierigist, auseinemsolchenlokalenMinimum herauszukommenundschließlich
dieoptimaleFormzufinden.
Als Optimierungsverfahrenwurdeein genetischerAlgorithmusundein Hybridverfahren
ausSimulatedAnnealingundDownhill Simplex implementiert.BeideVerfahrenkönnen
prinzipiell zudengleichenErgebnissenkommen.EskannbeibeidenVerfahrenaberpas-
sieren,daßsiesehrlangein einemschlechterenlokalenMinimum verweilen,sodaßdie
Optimierungneugestartetwerdenmuß.
Experimentehabenjedochgezeigt,daßdasSimulatedAnnealingVerfahrenfür eineer-
folgreicheOptimierungim Mittel wenigerRechenzeitben̈otigt undseltenerin Nebenmi-
nimaderBewertungsfunktionhängenbleibt.
BeideProgrammekönnenin der Praxisjedochgut verwendetwerden.Die Verfügbar-
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keit vonzweiverschiedenenOptimierungsprogrammenhatzudemdenVorteil, daß,wenn
beideProgrammevergleichbareErgebnisseliefern,die Gewißheitgrößerist, daßessich
wirklich umdieoptimaleLösung,d.h.umdasglobaleMinimum derBewertungsfunktion
handelt.
Angesichtsder sẗandigsteigendenRechnerleistungenkönnenOptimierungsprogramme
immer dahingehenderweitertwerden,daßBerechnungsverfahren,die bisherwegender
langenRechenzeitennur in einmaligenSimulationenverwendetwurden,mit in die Opti-
mierungeingebautwerden.
In denvorliegendenCodeswurdez.B.nurdieModenwandlungaufgrundderKrümmung
implementiert.Durch Anwendungder Streumatrixmethode(siehez.B. [25]) kannauch
die Reaktionder Hohlleiterfelderauf Durchmessersprüngeberechnetwerden.Ein Op-
timierungsprogramm,in demdie Streumatrixmethodeimplementiertist, könntefür die
Optimierungvon QuerschnittstapernundModenwandlern,bei denendurcheineDurch-
messer̈anderungz.B. eineTE0m in eineTE0n-Modeumgewandeltwird, verwendetwer-
den.
Fernerkönnteein Streumatrixcodedie Eigenwerteder Hybridmodenim korrugierten
Hohlleiter und derenVerlusteexakt, d.h. ohnedie NäherungendesImpedanzmodells,
bestimmen.Sowäremannichtmehraufein rechteckigesKorrugationsprofilangewiesen.
Mit diesenEigenwertenund denDämpfungskonstantenkönnteman,wie in dieserAr-
beitbeschrieben,unterVerwendungdesSystemsdergekoppeltenWellengleichungendie
Modenwandlungin einemgekr̈ummtenkorrugiertenHohlleiterbestimmen.
Esliegt auchdie Ideenahe,nichtnur dieHohlleiterkr̈ummung,sondernauchdenDurch-
messerund eventuellsogardie KorrugationstiefeinnerhalbeinesKrümmervariabelzu
gestalten,undsomehrMöglichkeitenfür eineOptimierungzu schaffen.Allerdingsmuß
gesagtwerden,daßsowohl derDurchmesseralsauchdie Korrugationstiefedie Phasen-
konstantenderModenbeeinflussen.Die Annahme,daßjedeMode überallim Krümmer
die gleichePhasenkonstantehat führt dazu,daßdasSystemdergekoppeltenWellenglei-
chungensehrschnellgelöst werdenkann.VariablePhasenkonstantenwürdenzur Folge
haben,daßdiesefür jedeModewährendderLösungmit demRunge-Kutta-Verfahrenan
sehrvielenStellenim Krümmerbestimmtwerdenmüßten.AußerdemwürdedieHerstel-
lungeineskorrugiertenHohlleiterkr̈ummers,beidemDurchmesserundKorrugationstiefe
variabelsind,wesentlichkompliziertersein.AngesichtsdergutenErgebnisse,diez.B.bei
derOptimierungdesTE01-KrümmersausKapitel 6 erzieltwurden,ist esfraglich,ob ei-
ne derartigeErweiterungder Programmefür die Optimierungvon Hohlleiterkr̈ummern
überhauptnötig ist.
EineÜberlegungbestehtdarin,eineandereMethodezurBerechnungderFelderin einem
gekr̈ummtenHohlleiterzuimplementieren.EineMöglichkeitwärehierz.B.dieParabolic
EquationMethode.DieseMethodewird vor allemin derterrestrischenWellenausbreitung
undin derAkustik verwendet;sieläßtsichjedochauchfür gekr̈ummteHohlleiteranwen-
den[19].
In diesemAnsatzwird dieWellengleichungunterVernachl̈assigungreflektierterWellenin
eineParabolischeDifferentialgleichungtransformiert,die dannalsAnfangswertproblem
formuliertwerdenkann.
Sokönnten,ausgehendvon derFeldverteilungamKrümmeranfang,die Felderinnerhalb
desKrümmersberechnetwerden.DieseBerechnungwärewesentlichzeitaufwendiger, da
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die Unbekanntenhier keineskalarenModenamplitudensind,sondernzweidimensionale
Feldverteilungenim Hohlleiterquerschnitt,die ansehrvielenStützstellenbestimmtwer-
denmüssen.Allerdings könntemanso die ohmscheDämpfungunterVerwendungder
Gesamtfelderbestimmen,waseineErhöhungderGenauigkeit bedeutenwürde.Auchdie
maximalenFeldsẗarken,oderStellenmit sehrhohenWandstr̈omeninnerhalbdesKrüm-
merskönntenbei dieserMethodegut ermittelt werdenund als Optimierungskriterium
dienen.
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A Berechnungder Modenleistungim Rundhohlleiter

Für die BerechnungderModenleistungim zylindrischenHohlleitergeltenfolgendeBe-
ziehungenfür TM[pm]-Wellen(p � 0):

PTM
m � 1

2
N2

m �Am � 2
� φ

0

r0

0

X2
m

a2 sin2 � pφ � J�p2 rXm

a
� p2

r2 cos2 � pφ � J2
p

rXm

a
rdrdφ (A.1)

Bei TE-Modengilt entsprechend:

PTE
m � 1

2
N2

m �Am � 2R2
m

� φ

0

r0

0

p2

r2 sin2 � pφ � J2
p

rXm

a
� X2

m

a2 cos2 � pφ � J�p2 rXm

a
rdrdφ (A.2)

Für die Integrationin azimutalerRichtungwerdenfolgendeIntegralbeziehungenverwen-
det:

2π

0
sin2 � pφ � dφ �

0 für p � 0

π sonst

(A.3)

2π

0
cos2 � pφ � dφ �

2π für p � 0

π sonst

(A.4)

Somiterḧalt manfür dieLeistungen:

PTM
m � π

2
N2

m �Am � 2
r0

0

X2
m

a2 J�p2 rXm

a
� p2

r2 J2
p

rXm

a
rdr (A.5)

PTE
m � εp

π
2

Z0

Rm
B2

TEN2
m �Am � 2

r0

0

p2

r2 J2
p

rXm

a
� X2

m

a2 J�p2 rXm

a
rdr (A.6)

Mit:

εp �
2 für p � 0

1 sonst

(A.7)

Der Ausdruckfür PTM
m gilt wiedernur für p � 0, dadie FelderderTM0m-Modengeson-

dertbehandeltwerden.Die verbleibendenIntegralefür TE undTM-Wellenwerdennun
identisch.Man kannalsoschreiben:

PTM
m � π

2
N2

m �Am � 2Sm (A.8)
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PTE
m � π

2

Z0

Rm
εpB2

TEN2
m �Am � 2Sm (A.9)

Mit:

Sm �
r0

0

p2

r2 J2
p

rXm

a
� X2

m

a2 J�p2 rXm

a
rdr (A.10)

Um dasIntegral zu lösen,werdennunfolgendeBeziehungenverwendet:

J�p rXm

a � Jp~ 1
rXm

a �
ap
rXm

Jp
rXm

a
(A.11)

J�p rXm

a � ap
rXm

Jp
rXm

a � Jp} 1
rXm

a
(A.12)

Setztmansowohl (A.11)alsauch(A.12) in (A.10)ein,soerḧalt manfür dasIntegralnach
einigenUmformungen:

Sm � 1
2

X2
m

a2

r0

0
J2

p} 1
rXm

a
�

J2
p~ 1

rXm

a
rdr (A.13)

DiesesIntegralkannnungeschlossenausgewertetwerden,wennmanfolgendeBeziehung
verwendet:

rJ2
p

rXm

a
dr � r2

2
J2

p
rXm

a � Jp~ 1
rXm

a
Jp} 1

rXm

a
(A.14)

Manerḧalt schließlich:

Sm � 1
4

X2
m J2

p~ 1
� Xm� � Jp} 2

� Xm� Jp
� Xm� � J2

p} 1
� Xm� � Jp~ 2

� Xm� Jp
� Xm� (A.15)

Der Ausdruckwird so umgeformt,daßnur nochBesselfunktionenp’ ter Ordnungvor-
kommen.HierzuwerdenfolgendeBeziehungenverwendet:

Jp} 2
� Xm� � 2 � p � 1�

Xm
Jp} 1

� Xm� � Jp
� Xm� (A.16)

Jp~ 2
� Xm� � 2 � p � 1�

Xm
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� Xm� � Jp
� Xm� (A.17)

und

Jp~ 1
� Xm� � p

Xm
Jp
� Xm� � J�p � Xm� (A.18)

Jp} 1
� Xm� � p

Xm
Jp
� Xm� � J�p � Xm� (A.19)
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Manerḧalt schließlich:

Sm � 1
2

X2
m J�p2 � Xm� � J2

p
� Xm� 1 �

p2

X2
m

� 2
Xm

Jp
� Xm� J�p � Xm� (A.20)

Im glattenHohlleitergelteneinfacheRandbedingungen.Für TM-Wellen ist Jp
� Xm� � 0.

Somitgilt:

PTM
m � π

4
N2

m �Am � 2X2
mJ�p2 � Xm� (A.21)

Bei TE-Wellenist J�p � Xm� � 0. Somiterḧalt man:

PTE
m � π

4
εp

Z0

Rm
B2

TEN2
m �Am � 2X2

mJ2
p
� Xm� 1 �

p2

X2
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(A.22)

Bei den TM0m-Wellen wird die Leistunggesonderthergeleitet,da die Felderbei die-
sen Moden analogzu [5] kreuzpolarisiertdefiniert sind. Da TM0m-Wellen keine eφ -
Komponentebesitzen,gilt für dieLeistung:

PTM
m � 1

2
A

� erhφ � dA (A.23)

Setztmandie Feldkomponentenein,soerḧalt man:

PTM
m � 1

2
N2

m �Am � 2
2π
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a

0

X2
m

a2 J� 20 rXm

a
rdrdφ , (A.24)

odereinfacher:

PTM
m � πN2

m �Am � 2
a

0

X2
m

a2 J� 20 rXm

a
rdr (A.25)

DaJ� 20 � J2
1 ist, kannauchdiesesIntegralgeschlossenausgewertetwerden.Manerḧalt:

PTM
m � π

2
N2

m �Am � 2X2
m J2

1
� Xm� � J0

� Xm� J2
� Xm� (A.26)

Mit denobenangegebenenBeziehungenfür BesselfunktionenkannauchdieserAusdruck
entsprechendumgeformtwerden,daßer nur nochdie BesselfunktionJ0 und ihre Ablei-
tungJ�0 entḧalt:

PTM
m � π

2
N2

m �Am � 2X2
m J� 20 � Xm� � 2

Xm
J0
� Xm� J� 0 � Xm� � J2

0
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Im glattenHohlleiterist wiederJ0
� Xm� � 0. In diesemFall gilt:

PTM
m � π

2
N2

m �Am � 2X2
mJ� 20 � Xm� (A.28)
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Die Leistungder TM0m-Moden ist doppeltso groß,als die Formel für p �� 0 ergeben
würde,wennmanhier p � 0 einsetzenwürde.
Hybridmodenim korrugiertenHohlleiterwerdenanalogzu [5] angesetzt:

ehybrid
m � eTM

m
�

dmeTE
m (A.29)

hhybrid
m � hTM

m
�

dmhTE
m (A.30)

Die Modenleistungenkönnenberechnetwerden,indemmandie Feldkomponentender
ModendeszylindrischenHohlleitersin Gleichung2.26einsetzt.Man erḧalt die Leistun-
gender reinenTE- undTM-WellenundeinenMischterm.In diesemtauchenkeinesin-
und cos-Funktionenmehrauf, da diesebeim Zusammenfassender Einzelkomponenten
sin2 � pφ � � cos2 � pφ � � 1 ergeben.
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DasIntegral läßtsicheinfachdurcheinepartielleIntegrationlösen.Man erḧalt:

Phybrid
m � PTM

m
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m � 2PTE
m � �Am � 2N2

m
π
2

dmpJ2
p
� Xm� 1

�
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B BerechnungdesFernfeldes
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Abbildung46:Koordinatensystemfür dieFernfeldberechnungbeiHohlleiternbeliebigen
Querschnitts

Für Plasmaheizungs-und Diagnostikanwendungenist nebender Modenmischungim
Hohlleitervor allemdasresultierendeFernfeldeinesoffenenHohlleiterendesinteressant.
Um dieseszu berechnen,müssenzun̈achstdie transversalenKomponentenex undey des
elektrischenFeldesim Hohlleiterbekanntsein.Eswird ein Kugelkoordinatensysteman-
genommen,wobeidasHohlleiterendeim Ursprungliegt. Die Welle wird in Richtungder
positiven z-Achseabgestrahlt(sieheAbb. 46). Für dasFernfeldeinerHohlleiterapertur
beliebigenQuerschnittsgilt [16]:

eθ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0 s
excosφ �

eysinφ � Z0cosθ � hxsinφ � hycosφ µ
� ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � ds (B.1a)

eφ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0 s
cosθ � � exsinφ �

eycosφ � � Z0
� hxcosφ �

hysinφ µ
� ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � ds (B.1b)

In diesenGleichungensind ex, ey, hx und hy die transversalenFeldkomponentenin der
Apertur, R0, θ undφ sinddie KugelkoordinatendesFernfeldpunktes.
Am IPF wurde1995ein Programmentwickelt, mit demausgehendvon einerModenmi-
schungim korrugiertenHohlleiterdasresultierendeFernfeldberechnetwerdenkann[9].
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DieseProgrammintegriert die GleichungenB.1aund B.1b numerisch,und liefert zwei
eindimensionaleFeldverteilungenentlangderx- undy-Achse.
Für eineUntersuchungdesFernfeldeseiners-förmigdeformiertenHE11-Hohlleiteranten-
ne,wie siefür dasKernfusionsexperimentITER geplantist, wareine2-dimensionaleBe-
rechnungeinessolchenFernfeldesnötig (siehe[17]). Da dasbestehendeProgrammwe-
genderohnehinrechtlangenRechenzeitnichtaufdie Ausgabeeineszweidimensionalen
Fernfeldeserweitertwerdenkonnte,wurdenachMöglichkeitengesucht,die Berechnung
zu beschleunigen.Die Resultatesind analytischeLösungender Integrale in (B.1a)und
(B.1b) für Rechteck-undZylinderhohlleiter, die im folgendenvorgestelltwerdensollen.

B.1 Rechteckhohlleiter

Für dasFernfeldeinesRechteckhohlleitersgilt:

eθ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

excosφ �
eysinφ � Z0cosθ � hxsinφ � hycosφ µ

� ejk � x¶ sinθ cosφ } y¶ sinθ sinφ � dy� dx� (B.2a)

eφ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

cosθ � � exsinφ �
eycosφ � � Z0

� hxcosφ �
hysinφ µ

� ejk � x¶ sinθ cosφ } y¶ sinθ sinφ � dy� dx� (B.2b)

Die Komponentender magnetischenFeldsẗarke könneneliminiert werden,indemman
folgendeGleichungenanwendet:

hTM
x � � eTM

y
1

RmZ0
(B.3a)

hTM
y � eTM

y
1

RmZ0
(B.3b)

hTE
x � � eTE

y
Rm

Z0
(B.3c)

hTE
y � eTE

x
Rm

Z0
(B.3d)
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Abbildung47:Koordinatensystemfür die Fernfeldberechnungbei Rechteckhohlleitern

Die Fernfeldgleichungenkönnensovereinfachtwerden:

eθ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � dcosθ �

�
a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

Ô
excosφ �

eysinφ µ ejkx¶ sinθ cosφ ejky¶ sinθ sinφ dy� dx� (B.4a)

eφ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

� d � cosθ �

�
a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

Ô
� exsinφ �

eycosφ µ ejkx¶ sinθ cosφ ejky¶ sinθ sinφ dy� dx� (B.4b)

Mit:

d �
1

Rm
für TM-Wellen

Rm für TE-Wellen

(B.5)

Um dieFeldkomponenteneinsetztenzukönnen,mußmanbeachten,daßin denFeldglei-
chungenfür denRechteckhohlleiterangenommenwird, daßsichderHohlleiterquerschnitt
in x-Richtungvon 0 bis a, in y-Richtungvon 0 bis b erstreckt.Für dasFernfeldwird je-
dochangenommen,daßdie z-Achsein der Mitte der Querschnittesliegt, dasbedeutet,
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daßderQuerschnittvon � a
2 bis a

2, bzw. von � b
2 bis b

2 reicht.Für dieFelderim Hohlleiter
gilt dann:

eTM
x � � AmNmÕ RmZ

pπ
a

cos
pπx
a

� pπ
2

sin
mπy

b
� mπ

2
(B.6a)

eTM
y � � AmNmÕ RmZ

mπ
b

sin
pπx
a

� pπ
2

cos
mπy

b
� mπ

2
(B.6b)

eTE
x � AmNmÕ RmZ

mπ
b

cos
pπx
a

� pπ
2

sin
mπy

b
� mπ

2
(B.6c)

eTE
y � � AmNmÕ RmZ

pπ
a

sin
pπx
a

� pπ
2

cos
mπy

b
� mπ

2
(B.6d)

Manerḧalt dannfolgendeFernfeldgleichungen:

eTM
θ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � cosθ
Rm

� AmNmÕ RmZπ

�
a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

�
p
a

cos
pπx�

a
� pπ

2
sin

mπy�
b

� mπ
2

cosφ �

m
b

sin
pπx�

a
� pπ

2
cos

mπy�
b

� mπ
2

sinφ ejkx¶ sinθ cosφ ejky¶ sinθ sinφ dy� dx� (B.7a)

eTM
φ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1
Rm

�
cosθ � AmNmÕ RmZπ

�
a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

p
a

cos
pπx�

a
� pπ

2
sin

mπy�
b

� mπ
2

sinφ �

m
b

sin
pπx�

a
� pπ

2
cos

mπy�
b

� mπ
2

cosφ ejkx¶ sinθ cosφ ejky¶ sinθ sinφ dy� dx� (B.7b)
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eTE
θ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � Rmcosθ � AmNmÕ RmZπ

�
a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

m
b

cos
pπx�

a
� pπ

2
sin

mπy�
b

� mπ
2

cosφ �

p
a

sin
pπx�

a
� pπ

2
cos

mπy�
b

� mπ
2

sinφ ejkx¶ sinθ cosφ ejky¶ sinθ sinφ dy� dx� (B.7c)

eTE
φ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� Rm
�

cosθ � AmNmÕ RmZπ

�
a
2

~ a
2

b
2

~ b
2

�
m
b

cos
pπx�

a
� pπ

2
sin

mπy�
b

� mπ
2

sinφ �

p
a

sin
pπx�

a
� pπ

2
cos

mπy�
b

� mπ
2

cosφ ejkx¶ sinθ cosφ ejky¶ sinθ sinφ dy� dx� (B.7d)

Um die Integraleauszuwerten,werdenfolgendeBeziehungenverwendet:

ejαxsin� βx
� γ � dx � 1

β 2 � α2

Ô
jα sin� βx

� γ � � β cos� βx
� γ �5µ ejαx (B.8a)

ejαxcos� βx
� γ � dx � 1

β 2 � α2

Ô
jα cos� βx

� γ � � β sin� βx
� γ �+µ ejαx (B.8b)

Bevor dieseGleichungenangewendetwerden,kannmanzeigen,daßfür ganzzahligep
undm gilt:

sin
pπx�

a
� pπ

2 � 0 für x� ��Ö a
2

sin
mπy�

b
� mπ

2 � 0 für y� ��Ö b
2

Eskommenalsonurnochcos-Termein derLösungvor. SetztmandieIntegrationsgrenzen
in die cos-Termeein,soerḧalt man:

cos
pπx�

a
� pπ

2 � 1 für x� � � a
2� � 1� p für x� � a

2
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cos
mπy�

b
� mπ

2 � 1 für y� � � b
2� � 1� m für y� � b

2

Für dieFernfeldererḧalt mandannfolgendeGleichungen:

eTM
θ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � cosθ
Rm

� AmNmÕ RmZπ �
p
a

cosφ CpSm �
m
b

sinφ SpCm (B.9a)

eTM
φ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1
Rm

�
cosθ � AmNmÕ RmZπ

p
a

sinφ CpSm �
m
b

cosφ SpCm (B.9b)

eTE
θ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � Rmcosθ � AmNmÕ RmZπ
m
b

cosφ CpSm �
p
a

sinφ SpCm (B.9c)

eTE
φ v f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� Rm
�

cosθ � AmNmÕ RmZπ �
m
b

sinφ CpSm �
p
a

cosφ SpCm (B.9d)

Für dieTeilintegraleCp, Cm, Sp undSm gilt:

Cp �
a
2

~ a
2

cos
pπx�

a
� pπ

2
ejkx¶ sinθ cosφ dx�

� jksinθ cosφ � � 1� pejksinθ cosφ a
2 � e~ jksinθ cosφ a

2

pπ
a

2

� � ksinθ cosφ � 2 (B.10a)

Cm �
b
2

~ b
2

cos
mπy�

b
� mπ

2
ejky¶ sinθ sinφ dy�

�
jksinθ sinφ � � 1� mejksinθ sinφ b

2 � e~ jksinθ sinφ b
2

mπ
b

2

� � ksinθ sinφ � 2 (B.10b)

Sp �
a
2

~ a
2

sin
pπx�

a
� pπ

2
ejkx¶ sinθ cosφ dx�

� � pπ
a

� � 1� pejksinθ cosφ a
2 � e~ jksinθ cosφ a

2

pπ
a

2

� � ksinθ cosφ � 2 (B.10c)
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Sm �
b
2

~ b
2

sin
mπy�

b
� mπ

2
ejky¶ sinθ sinφ dy�

� � mπ
b

� � 1� mejksinθ sinφ b
2 � e~ jksinθ sinφ b

2

mπ
b

2

� � ksinθ sinφ � 2 (B.10d)

Manbeachte,daßsichdiekomplexenExponentialfunktionenfolgendermaßenausdr̈ucken
lassen:

� � 1� nejx � e~ jx � � 2cosx für n ungerade

2 j sinx für n gerade
(B.11)

Ist p oderm Null, so kannin denBrüchender NennerNull werden.Hier seiendeshalb
nochdie Wertefür Cp, Cm, Sp undSm für dieseFälle angegeben:

Cp p× 0 � 2
sin� ksinθ cosφ a

2 �
ksinθ cosφ a

2
� 2si� ksinθ cosφ

a
2
� (B.12a)

Cm �m× 0 � 2
sin� ksinθ sinφ b

2 �
ksinθ sinφ b

2
� 2si� ksinθ sinφ

b
2
� (B.12b)

Sp p× 0 � 0 (B.12c)

Sm �m× 0 � 0 (B.12d)

B.2 Zylindrische Hohlleiter

Für dasFernfeldgilt beieinemzylindrischenHohlleiter:

eθ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

2π

0

a

0

excosφ �
eysinφ � Z0 cosθ � hxsinφ � hycosφ µ

� ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � r � dr � dφ � (B.13a)

eφ v f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

2π

0

a

0

cosθ � � ex sinφ �
eycosφ � � Z0

� hxcosφ �
hysinφ µ

� ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � r � dr � dφ � (B.13b)
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Abbildung48:Koordinatensystemfür die Fernfeldberechnungbei Rundhohlleitern

Hier sindr � undφ � Zylinderkoordinatenauf derApertur. Die Komponentendermagneti-
schenFeldsẗarkewerdenwiedereliminiert, indemmansiefolgendermaßenausdr̈uckt:

hTM
x � � eTM

y
1

RmZ0
(B.14a)

hTM
y � eTM

x
1

RmZ0

hTE
x � � eTE

y
Rm

Z0
(B.14b)

hTE
y � eTE

x
Rm

Z0
(B.14c)

Die Fernfeldgleichungenkönnensovereinfachtwerden:

eθ î f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � dcosθ �
� 2π

0

a

0

Ô
excosφ �

eysinφ µ ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � r � dr � dφ � (B.15a)
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eφ î f � j
2λ0

e~ jkR0

R0

� d � cosθ �
� 2π

0

a

0

Ô
� exsinφ �

eycosφ µ ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � r � dr � dφ � (B.15b)

Mit:

d �
1

Rm
für TM-Wellen

Rm für TE-Wellen

(B.16)

Die transversalenelektrischenFeldkomponentenin kartesischenKoordinatenergeben
sichzu:

ex � er cos� φ � � eφ sin� φ � (B.17a)

ey � er sin� φ � � eφ cos� φ � (B.17b)

Nimmt manin denFeldgleichungen(2.76a)bis (2.77e)nocheinenbeliebigenPolarisati-
onswinkel α an,soerḧalt manfür dieFeldkomponenten:

eTM
x � AmNmÕ RmZ

Xm

a
J�p rXm

a
sin

Ô
p � φ � α �+µ cos� φ �

�
p
r

Jp
rXm

a
cos

Ô
p � φ � α �+µ sin� φ � (B.18a)

eTM
y � AmNmÕ RmZ

Xm

a
J�p rXm

a
sin

Ô
p � φ � α �+µ sin� φ �
� p

r
Jp

rXm

a
cos

Ô
p � φ � α �5µ cos� φ � (B.18b)

eTE
x � � AmNmÕ RmZ

p
r

Jp
rXm

a
sin

Ô
p � φ � α �5µ cos� φ �

�
Xm

a
J�p rXm

a
cos

Ô
p � φ � α �+µ sin� φ � (B.18c)

eTE
y � � AmNmÕ RmZ

p
r

Jp
rXm

a
sin

Ô
p � φ � α �5µ sin� φ �

� Xm

a
J�p rXm

a
cos

Ô
p � φ � α �5µ cos� φ � (B.18d)
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NunwerdenfolgendeBeziehungenverwendet:

sin� pφ �
pα � sin� φ � � 1

2

Ô
cos� pα � � cos� p � 1� φ � cos� p � 1� φ �

�
sin� pα � � sin� p � 1� φ � sin� p � 1� φ �5µ (B.19a)

cos� pφ �
pα � cos� φ � � 1

2

Ô
cos� pα � � cos� p � 1� φ �

cos� p � 1� φ �
� sin� pα � � sin� p � 1� φ �

sin� p � 1� φ �5µ (B.19b)

cos� pφ �
pα � sin� φ � � 1

2

Ô
cos� pα � � sin� p � 1� φ � sin� p � 1� φ �

� sin� pα � � cos� p � 1� φ � cos� p � 1� φ �5µ (B.19c)

sin� pφ �
pα � cos� φ � � 1

2

Ô
cos� pα � � sin� p � 1� φ �

sin� p � 1� φ �
�

sin� pα � � cos� p � 1� φ �
cos� p � 1� φ �5µ (B.19d)

FernerwerdenalsAbkürzungeneingef̈uhrt:

A � p
r

Jp
rXm

a
(B.20)

B � Xm

a
J�p rXm

a
(B.21)

Die Feldkomponentenwerdennunzu:

eTM
x � AmNmÕ RmZ

1
2

ï
cospα

Ô � B �
A� sin� p � 1� φ � � B � A� sin� p � 1� φ µ

�
sinpα

Ô � B �
A� cos� p � 1� φ � � B � A� cos� p � 1� φ µñð (B.22a)

eTM
y � AmNmÕ RmZ

1
2

ï
cospα

Ô � B �
A� cos� p � 1� φ � � � B

�
A� cos� p � 1� φ µ

�
sinpα

Ô � � B � A� sin� p � 1� φ � � B � A� sin� p � 1� φ µñð (B.22b)

eTE
x � AmNmÕ RmZ

1
2

ï
cospα

Ô � � A � B� sin� p � 1� φ � � � A
�

B� sin� p � 1� φ µ
�

sinpα
Ô � � A � B� cos� p � 1� φ � � � A

�
B� cos� p � 1� φ µñð (B.22c)

eTE
y � AmNmÕ RmZ

1
2

ï
cospα

Ô � � A � B� cos� p � 1� φ � � A � B� cos� p � 1� φ µ
�

sinpα
Ô � A �

B� sin� p � 1� φ � � � A
�

B� sin� p � 1� φ µñð (B.22d)
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Die Terme � A � B� und � A �
B� könnenwie folgt angegebenwerden:

A � B � Xm

a
Jp} 1

rXm

a
(B.23)

A
�

B � Xm

a
Jp~ 1

rXm

a
(B.24)

Um nunausdiesenBeziehungendasFernfeldzu ermitteln,werdenfolgendeIntegralbe-
ziehungenverwendet:

2π

0

ejucos� φ ~ φ ¶ � cos� nφ � � dφ � � 2π jncos� nφ � Jn
� u� (B.25a)

2π

0

ejucos� φ ~ φ ¶ � sin� nφ �j� dφ � � 2π jnsin� nφ � Jn
� u� , (B.25b)

wobeiin diesemFall gilt:

u � kr � sinθ

SomitergebensichfolgendeFernfelder:

eTM
θ î f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � 1
Rm

cosθ �
a

0

UTM î xcosφ �
UTM î ysinφ r � dr � (B.26a)

eTM
φ î f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1
Rm

�
cosθ �

a

0
� UTM î xsinφ �

UTM î ycosφ r � dr � (B.26b)

Mit:

UTM î x � AmNmÕ RmZ
Xm

a
π j p~ 1Jp~ 1

� kr � sinθ � Jp~ 1
r � Xm

a
sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ

� j p} 1Jp} 1
� kr � sinθ � Jp} 1

r � Xm

a
sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ (B.27)

UTM î y � AmNmÕ RmZ
Xm

a
π j p~ 1Jp~ 1

� kr � sinθ � Jp~ 1
r � Xm

a
cos

Ô � p � 1� φ �
pα µ

�
j p} 1Jp} 1

� kr � sinθ � Jp} 1
r � Xm

a
cos

Ô � p � 1� φ �
pα µ (B.28)
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Für TE-Modengilt:

eTE
θ î f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � Rmcosθ �
a

0

UTE î xcosφ �
UTE î ysinφ r � dr � (B.29a)

eTE
φ î f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� Rm
�

cosθ �
a

0
� UTE î xsinφ �

UTE î ycosφ r � dr � (B.29b)

Mit:

UTE î x � AmNmÕ RmZ
Xm

a
π � j p~ 1Jp~ 1

� kr � sinθ � Jp~ 1
r � Xm

a
sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ

� j p} 1Jp} 1
� kr � sinθ � Jp} 1

r � Xm

a
sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ (B.30)

UTE î y � AmNmÕ RmZ
Xm

a
π � j p~ 1Jp~ 1

� kr � sinθ � Jp~ 1
r � Xm

a
cos

Ô � p � 1� φ �
pα µ

�
j p} 1Jp} 1

� kr � sinθ � Jp} 1
r � Xm

a
cos

Ô � p � 1� φ �
pα µ (B.31)

Die verbleibendenIntegralekönnennungeschlossenausgewertetwerden,wennmanfol-
gendeBeziehungverwendet:

Jn
� ax� Jn

� bx� xdx � x
a2 � b2

� bJn
� ax� J�n � bx� � aJn

� bx� J�n � ax�5� (B.32)

Somiterḧalt manschließlichdie FernfelderderModenalsgeschlosseneTerme:

eTM
θ î f � AmNmÕ RmZXmπ

j
2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � 1
Rm

cosθ �
� Qp~ 1sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ � Qp} 1sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ cosφ �

Qp~ 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ � Qp} 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ sinφ (B.33a)

eTM
φ î f � AmNmÕ RmZXmπ

j
2λ0

e~ jkR0

R0

� 1
Rm

�
cosθ �

� � Qp~ 1sin
Ô � p � 1� φ �

pα µ � Qp} 1sin
Ô � p � 1� φ �

pα µ sinφ �

Qp~ 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ � Qp} 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ cosφ (B.33b)
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eTE
θ î f � AmNmÕ RmZXmπ

j
2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � Rmcosθ �
� � Qp~ 1sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ � Qp} 1sin

Ô � p � 1� φ �
pα µ cosφ �

� Qp~ 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ � Qp} 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ sinφ (B.33c)

eTE
φ î f � AmNm Õ RmZXmπ

j
2λ0

e~ jkR0

R0

� Rm
�

cosθ �
� �

Qp~ 1sin
Ô � p � 1� φ �

pα µ � Qp} 1sin
Ô � p � 1� φ �

pα µ sinφ �

� Qp~ 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ � Qp} 1cos
Ô � p � 1� φ �

pα µ cosφ , (B.33d)

wobeigilt:

Qn � jn
1
a

a

0

Jn
� kr � sinθ � Jn

r � Xm

a
r � dr �

jn

Xm
a

2

� � ksinθ � 2
ksinθJn

� Xm� J�n � kasinθ � �
Xm

a
J�n � Xm� Jn

� kasinθ � (B.34)

Der Fall p � 0 wird gesondertbetrachtet.DieseModensind rotationssymmetrisch,d.h.
derPolarisationswinkel α tauchthier nicht auf.Die FeldkomponentenderTM0m-Wellen
lauten:

eTM
x � AmNmÕ RmZ

Xm

a
J�0 rXm

a
cosφ (B.35a)

eTM
y � AmNmÕ RmZ

Xm

a
J�0 rXm

a
sinφ (B.35b)

Für TE0m-Wellengilt:

eTE
x � AmNmÕ RmZ

Xm

a
J�0 rXm

a
sinφ (B.36a)

eTE
y � � AmNmÕ RmZ

Xm

a
J�0 rXm

a
cosφ (B.36b)

Die Fernfelderergebensichdannzu:

eTM
θ î f � j

2λ0

e~ jkR0

R0

� 1 � 1
Rm

cosθ � AmNmÕ RmZ
Xm

a

� 2π

0

a

0

J�0 r � Xm

a
cosφ � cosφ �

sinφ � sinφ ejkr ¶ sinθ cos� φ ~ φ ¶ � r � dr � dφ � (B.37a)
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Löstmandie Integralein φ -Richtungwie im Fall p �� 0, soerḧalt man:
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Nach Auswertungder Integrale in r-Richtungerḧalt man für die eθ -Komponentedes
FernfeldesderTM0m-Wellen:

eTM
θ î f � j

λ0

e~ jkR0

R0
π � 1 � 1

Rm
cosθ � AmNmÕ RmZXmQ1 (B.39a)

Die eφ -KomponentedesFernfeldesderTE0m-Modenergibt sichzu:

eTE
φ î f � �

j
λ0

e~ jkR0

R0
π � Rm

�
cosθ � AmNmÕ RmZXmQ1, (B.39b)

wobei Q1 nachGleichung(B.34) berechnetwird. Die KomponentendesFernfeldesin
kartesischenKoordinatenergebensichzu:

exî f � eθ î f cosθ cosφ � eφ î f sinφ (B.40a)

eyî f � eθ î f cosθ sinφ �
eφ î f cosφ (B.40b)

Die BesselfunktionenJp~ 1
� Xm� , Jp} 1

� Xm� undderenAbleitungensindvon derPosition
desgewünschtenFernfeldpunktesunabḧangig.Siemüssennureinmalberechnetwerden.
Esmüssenfür jedenPunktdie FunktionenJp~ 1

� kasinθ � undJp} 1
� kasinθ � sowie deren

Ableitungenberechnetwerden.Es wird eineRoutineaus[20] verwendet,die die Bes-
selfunktionenundderenAbleitungenin einemFunktionsaufrufberechnet.DieseRoutine
funktioniert jedochnur für Argumente,die größeralsNull sind.Liegt derFeldpunktauf
derz-Achse,ist sinθ � 0. DieserFall mußgesondertbehandeltwerden.Esgilt:

Qn
� θ � 0� � � a

Xm
J�0 � Xm� für n � 0

0 sonst.
(B.41)

DasFeldbei θ � 0 verschwindetalsoausSymmetriegründenfür alle Modenmit p �� 1.
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C Summary

This work dealswith the optimizationof oversizedwaveguidecomponents.Oversized
waveguidesareusedin highpowermicrowavesystems(e.g.electroncyclotronresonance
heatingsystemsin nuclearfusion experiments)wherethe field strengthscould lead to
arcingif monomodewaveguidesareused.But alsoin low-powerapplications,likeplasma
diagnosticsor radio astronomy, oversizedwaveguidesare usedbecauseof their better
broadbandcharacteristicsandlow damping.
In anoversizedwaveguide,wheremorethanonemodecanpropagate,geometryperturba-
tionslike diametervariationor curvatureleadto modeconversion.In ordinarytransmis-
sionlinecomponentslike waveguidebends,modeconversionshouldbeassmallaspos-
sible, becausespuriousmodesdisturb the desiredfield pattern.Higher-order spurious
modesalsohave higherlocal field strengthswhich increasetherisk of arcingandhigher
ohmiclosses.On theotherhand,in modeconverters,geometryperturbationsareusedto
convert theincomingmodeto thedesiredoutputmode.
In chapter2 (Page10), thefield componentsof waveguidemodesarederivedfrom Max-
wellsequations.Thoughthisderivationcanbefoundin literature,it is presentedhere,be-
causesomedetails,whicharenecessaryfor theformulationof hybridmodesin corrugated
waveguidesandfor thecalculationof themodeconversionin curvedwaveguides,differ
from the conventionsusedin commonbooks.The formulasarefirst derived in general
coordinates.In thefollowing sections,thefieldsaregivenfor rectangularandcylindrical
waveguides.Cylindrical waveguidescanalsohaveanazimuthalcorrugation.Therectan-
gularcorrugationslotsaretakeninto accountasshortedtransmissionlines.Theresultis
ananisotropicwall impedance,for which thefieldsof themodeshave specialboundary
conditions.In suchcorrugatedwaveguides,theTE0m-Modesarethe sameasin smooth
wall waveguides.TM0m-modesin corrugatedwaveguideshaveeigenvaluesandfield dis-
tributionswhich differ from thesmoothwall waveguide.Modeswith anazimuthalindex
of greaterthanzeroexist only asso-calledhybrid modeswhich consistof a TM- anda
TE-component.
In chapter3 (Page34), formulasfor the modeconversiondueto curvaturearederived.
To calculatethefieldsin acurvedwaveguide,thetotal traversalfieldsareexpandedinto a
seriesof modesof thestraightwaveguide.Thesefieldsareinsertedinto Maxwellsequa-
tions,which arewritten in thecoordinatesystemof thecurvedwaveguide.Theresultof
this derivation is a systemof coupledordinarydifferentialequationswhich describethe
amplitudesof themodesalongthecurvedwaveguidesection(Equations3.22aand3.22b,
Page38). Thefield distributionsof thevariousindividual modesin thecurvedwavegui-
deareonly presentin thecouplingcoefficients,which canbecalculatedusinganalytical
formulasfor everywaveguidemode.
If reflectedmodesareneglected,i.e. if all presentmodesarepropagatingin thesamedi-
rection,thesystemof coupledmodeequationsis an initial valueproblem.Ohmic losses
canbetakeninto accountby usingcomplex propagationconstantsfor themodes(Equa-
tion 3.39,Page46).
Theerrorsdueto theomissionof reflectedmodesarenegligible,asthepowerof thereflec-
tedmodesis small, if thecurvatureradiusis muchlarger thanthewaveguidedimension
in thecurvatureplane.
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Anotherproblemare the ohmic losses,which are calculatedfor eachmodeseparately
usingthecorrespondingwall-currents.This is correctonly if therein onemodepropaga-
ting in thewaveguide.For moremodes,thewall currentsof all modessuperposeresulting
in a total power loss,which in generaldiffers from the sumof the power lossesof the
singlemodes.If no degeneratemodesareexisting andif thebendis longerthanthe lar-
gestbeatwavelength,this errorcanbenegligible. For thedegenerateTE1m/TM1m-mode
pairsin rectangularwaveguideshowever, which canbe treatedasonesinglemode,it is
notpossibleto calculateanexactvaluefor theattenuationconstant.
In highly oversizedwaveguides,whereseveralthousandmodescanexist,only few modes
aretaken into account,sincethe total calculationtime is approximatelyproportionalto
thenumberof modessquared.To reducetheerrorsdueto thelimited numberof modes,
sometest calculationscan be doneby first choosinga large numberof modesanddo
the optimizationonly with the modes,which hada non-negligible amplitudein the test
calculation.
If only 2 coupledmodesarepropagatinginsidea waveguide,andthe ohmic lossesare
negligible, analyticalsolutionsof the coupledmodeequationscan be found for some
cases.Fromtheamplitudesof 2 coupledmodesin abendwith aconstantcurvature,which
areknown analytically, themaximumspuriousmodecontentinsidea bendwith a given
sizecanbeestimated,if onedominantspuriousmodeexists.
In the generalcase,the initial value problemis solved numericallywith an adaptive-
stepsizeRunge-Kutta-Method.Startingwith a modemixture coming from the straight
waveguide,themodeamplitudesat arbitrarypointsinsidethebentwaveguidecanbeob-
tained.Thismethodhasbeenusedfor calculatingthemodespectrumin bentwaveguides
[24].
Fromtheamplitudesof themodesinsideawaveguidebendandthecorrespondingelectric
and magneticfields, the total Poynting vector inside the bendcan be calculated.In a
waveguidebendwith alargespuriousmodecontent,thePoyntingvectordescribesawave
which is reflectedseveraltimesat thewaveguidewalls (seeFigure13,Page55, left).
In anoptimizedbend,theincomingfield patternis deformedby convertinga small frac-
tion of thepower into somelow orderspuriousmodes.In somecases,thisdeformedfield
is aneigenmodemixtureof thecurvedwaveguide,whichdoesnotchangealongthebend.
At the bendoutput, this eigenmodeis almostcompletelyconvertedback into the main
modeof thefollowing straightwaveguide(seeFigure13,Page55, right).
Chapter4 (Page56) describes,how theoptimizationof waveguidebendscanberealized
in general.Almost every optimizationproblemcanbe describedby finding the global
minimumof anobjective function.Theargumentsof thefunctionarethefreeparameters
whichcanbechangedby theoptimizer. Theobjectivefunctionreturnsarealvaluewhich
indicatesthequality.
To definetheargumentsfor theobjective function,thecurvaturefunctionof thebendis
expandedinto aFourier-seriesor aseriesof Chebycheff polynomials.In all examples,on-
ly evencoefficientswereallowedfor theoptimization.This alwaysleadsto symmetrical
bendgeometriesandreducesthenumberof optimizationparameters.
Thecoefficientsof thecurvaturearethenchangedto obtainthebestresults,i.e. theglobal
Minimum of theobjective function.If thewaveguideis corrugated,thecorrugationdepth
canbeanadditionalargumentfor theobjective function.
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A bendhassomegeometricboundaryconditionslike the total angleand the size, i.e.
thecoordinatesof thestart-andendpoint.Becausetheseconditionsmustbe fulfilled by
everybendwhich is suggestedby theoptimizer, a specialscalingmethodwasdeveloped
which transformsanarbitrarysetof optimizationcoefficientsinto curvaturecoefficients
which alwaysfit into thegivengeometry. This methodhastheadditionaladvantage,that
thenumberof optimizationcoefficientsis onelessthanthenumberof seriescoefficients
of thecurvaturefunction,becausethezero-ordercoefficient canalwaysbeobtainedfrom
thetotal angleandthehigherordercoefficients.This reducesthenumberof optimization
parametersandthereforeincreasestheoptimizationspeed.
To calculatetheobjectivefunction,theoptimizationcoefficientsarefirst transformedinto
series-coefficientsfor thecurvaturefunction.For theresultingwaveguidebend,themode
conversionis calculatedby integratingthesystemof coupledmodeequations.Thereturn
valueof theobjective functionis aweightedaverageof theoutputpowerof spuriousmo-
des,themaximumpower of spuriousmodesinsidethebendandthe total ohmic losses.
Theoutputpower of spuriousmodesdescribestheperturbationof thefield patternin the
following straightwaveguide.The maximumpower of spuriousmodesinsidethe bend
describesthemaximumfield deformationwhichcanleadto arcingdueto high local field
strengths.The total ohmic lossesindicatethe power loss and the heatingof the bend.
The weight factorsfor these3 valuescanbe chosenarbitrarily accordingto the actual
problem.If broadbandbendsareoptimized,the objective function is calculatedfor se-
veral frequenciesandthereturnvalueis theaveragevalueof theresultsfor thedifferent
frequencies.
Chapter5 (Page66) dealswith thetwo optimizationmethodswhich wereimplemented.
The first methodis a GeneticAlgorithm. GeneticAlgorithms have becomepopularin
many technicaloptimizationtasksduringthelastyears[27], [22].
In GeneticAlgorithms,chromosomesaredescribedin away, thateachchromosomecom-
pletely describesan individual. The first Geneticalgorithmswerebinary codedi.e. the
smallestinformationunits(thegenes) weresinglebits.Themanipulationof thegeneswas
doneusingbooleanoperations.In optimizationproblemswith realoptimizationparame-
ters,thenewerrealcodedGeneticAlgorithmsareused.In realcodedGeneticAlgorithms
thegenesarerealnumbers,thechromosomesarevectorscontainingall genesnecessary
to describeanindividual.In this implementation,achromosomeis simplyanarraywhich
containsthecoefficientsfor thecurvatureand,for corrugatedwaveguides,thecorrugation
depth.
Startingwith oneor morefirst guesses,a populationof many Individualsis createdby
addingsmall randomnumbersto thecoefficientsof thefirst guesses.In eachgeneration,
pairsarechosenfor mating.Fromthechromosomesof onepair, offspringis created.In the
presentimplementation,eachpairproduces3 children.Thechromosomesof thechildren
arederivedasa weightedaverageof thecoefficientsof theparentswith differentweight
factorsfor eachoffspringindividual.
The offspring is thenmutatedby addingrandomnumbersto singlecoefficientsof their
chromosomes.This mutationis very important,becauseit preventssingle coefficients
from becomingequalin thewholepopulationwhich would make a furtheroptimization
impossible.If bigger randomnumbersare used,the mutationalso offers a chancefor
singleindividualsto leave the areaof onelocal minimum of the objective function and
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movetowardsabetterminimum.
Thereexist severalparametersfor themutation.Themutationprobabilitypm is theproba-
bility for eachgeneto bemutatedatall. Themutationintensityσm is afactorby whichthe
randomnumberis multiplied beforethemutation.Normally, themutationshouldchange
the genesonly slightly. This offers a possibility for the whole populationto converge
towardsthenext local minimum.
Everyfew (typical5) generations,othermutationparametersareused,with abiggerinten-
sity σm andoptionallyanotherprobability pm. This offersa chancefor singleindividuals
to leavetheareaof thelocalminimumandto moveinto abetterminimum.For therandom
numbers,theusercanchosebetweenGaussiannumbersandCauchynumbers.Gaussian
numbershave the advantage,that their valuesaremostly within known limits. Cauchy
numberscanalsohaveverybig valuesevenif themutationintensityσm is small.
Thesemutationparametersmustbeselectedcarefullyaccordingto theactualproblembe-
causethey haveagreatinfluenceontheefficiency of thealgorithm.Anotherimprovement
canbedoneby selectingaweakermutationafteracertainvaluefor theobjectivefunction
is reached.Thisvaluecanonly befoundexperimentallyandshouldbethehighestpointof
theglobalminimumwhich lower thanevery otherlocal minimum.If this point is found,
onecansee,thatall individualswhichhave lowervaluesfor theobjectivefunction,alrea-
dy have similar curvatures.Themutationshouldthenbecomeweaker becausetheglobal
searchwith astrongmutationis no longerneeded.
After calculatingtheobjectivefunctionsof theoffspringindividuals,thepopulationsizeis
reducedto thenumberof parents,which canproduceoffspringin thenext generation.To
achieve this, theindividualsaresortedaccordingto their objective functionsandthebest
individualssurvive for thenext generation.Is hasbeenobserved,thatsometimesthebest
individualalreadyfoundtheglobalminimum,while therestof thepopulationremainsin
anotherminimum.This situationcanlast for many generationsbecausefor a population
generatedin the global minimum,at least2 individualsareneededthere.The codehas
anotherenhancement,which clonesthe bestindividual in eachgeneration.The cloned
offspring individual is thenmutatedlike therestof theoffspring.This enhancementcan
quickly produceawholepopulationin thebetterminimumafteronesingleindividualwas
locatedthere.
In theexamples,thepopulationsizewas50parents.As eachpairproduces3 children,76
new individualsarecreatedin eachgenerationif thebestindividual is cloned.This also
means,thattheobjective functionhasto beevaluated76 timesin eachgeneration.
Unlike in real live, individualscansurvive for many generationsuntil they arereplaced
by betterchildren.This methodguarantees,that the resultof theoptimizationcannever
beworsethanthefirst guess.
The secondmethodwhich was implemented,is a combinationof a Downhill Simplex
methodand a SimulatedAnnealingmethod.The Downhill Simplex methodis a local
optimizationmethod,whichcanbeusedfor optimizationproblems,whenthederivativeof
theobjective functionis unknown, or if it’ s too timeconsumingto calculateit. A simplex
in anN-dimensionalspaceconsistsof N

�
1 pointswhichencloseanonzerovolume.In the

Downhill Simplex method,thesimplex consistsof pointsin theparameterspace,i.e.each
point describesa singlewaveguidebend.In eachstep,thedownhill simplex methodtries
to improvetheworstpointby doingaseriesof transformationslikereflectionof theworst
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point at theplaneof theotherpoints.Figure18 (Page75) shows thepossibleoperations.
Theadvantageof thedownhill simplex methodis, thatfinding a local minimumrequires
in generalonly few evaluationsof theobjective function.Thedownhill simplex method
however doesnot do a globalsearchin theparameterspace.If all pointsof thesimplex
areclosetogetherin theareaof onelocal minimum,thesimplex contractsuntil all points
becomeequaldueto thefinite machineprecision.
To prevent this behavior, theDownhill Simplex methodwascombinedwith a Simulated
Annealingalgorithm.The idea of the SimulatedAnnealingAlgorithms is, that liquids
which freezeandcrystallizeor metalswhich annealslowly find a crystalconfiguration
with thelowestpossibleenergy content.This is achievedbecausetheenergy of theatoms
or ions,which describestheir mobility, is decreasedasthetemperaturedecreases.There-
fore,changesin thecrystallattice,whichleadto anincreasedenergy of thewholesystem,
becomelesslikely whenthetemperaturedecreases.
In SimulatedAnnealingAlgorithms, the optimizationparametersare,mostly randomly,
changedandtheobjective functionof thenew parametersetis calculated.If thenew set
is betterthanthe original set,it is acceptedfor thenext step.If thenew resultis worse,
it is acceptedwith a probabilitywhich is calculatedfrom thedifferenceof the2 objecti-
ve functionsandthe temperature. SimulatedAnnealingmethodsareglobaloptimization
techniques,becausethe new parametersetcanbe locatedeverywherein the parameter
spacedependingon therandomnumbersusedfor creatingthenew set.Onedisadvanta-
geof SimulatedAnnealingmethodsis that they do not take thegradientof theobjective
functioninto account.
One iterationstepof the implementedhybrid methodis basicallya Downhill Simplex
step.TheDownhill Simplex methodis combinedwith theSimulatedAnnealingmethod
by addingexponentiallydistributedrandomnumbersto theobjective functionswhenever
theirvaluesarecompared.Thismeans,thatthepointof thesimplex, whichis to beimpro-
ved is not alwaystheworstpoint. Thenew points,which areobtainedby theoperations
describedin Figure18, canalso be acceptedif they areworsethan before,depending
on therandomnumberswhich wereaddedto their objective functionvalues.If the tem-
peraturebecomeszero,all randomnumbersarezeroandoptimizationis doneonly by
theDownhill Simplex Method.Thetemperatureis decreasedby 20% each10 iterations.
Even thoughotherannealingschemeshave beendeveloped(see[20]), this methodhas
beenfoundvery effective for all theexamplespresentedin this work. Theonly parame-
ter, which hasto beadjustedroughlyto theactualproblemis thestartingtemperature.If
thefirst guessalreadyhasavery low objective function,thestartingtemperaturemustbe
lower thanfor first guesseswith higher(i.e. worse)objective functions.
Unlike GeneticAlgorithms,SimulatedAnnealingmethodscantheoreticallyproducere-
sultswhich areworsethanthe first guess.In this implementation,the bestresultwhich
wasever found, is saved.Each200 Iterations,the simplex is reinitializedfrom the best
result.In addition,thetemperatureis setto thestartingvalueeach1000steps.With these
enhancements,theSimulatedAnnealingMethodcanrun for aninfinite timeand,like the
GeneticAlgorithm, neverproducesresultswhichareworsethanthefirst guess.
As both implementedoptimizationmethodswork with randomnumbers,which aredif-
ferent in eachprogramrun, the resultsof multiple optimizationscandiffer. Very large
differenceshave alsobeenfoundin thenumbersof iterationswhich areneededto obtain
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a certainvaluefor theobjective functions.It is thereforenecessaryto run the optimiza-
tion several times.If theresultsdiffer only slightly in eachoptimization,it increasesthe
sureness,thataglobalminimumof theobjective functionwasfound.
As a test for the methods,a bendwith only 2 propagatingmodeswasoptimized.The
sizeof the bendwaschosenin a way, that the spuriousmodein a bendwith a constant
curvatureis completelyconvertedbackto themainmode.For theobjectivefunction,only
theoutputpowerof spuriousmodeswasused.Thismeans,thattheproblemhasaknown
solutionwith a theoreticalvalueof zerofor theobjective function.
A numericalcalculationof sucha bendwith a constantcurvatureresultsin a spurious
modecontentof 5ò 37 ó 10~ 11 % dueto roundoff errors.Thisvaluewaschosenasthestop-
ping conditionfor the following optimizations.Startingwith a sin2-curvatureandusing
fixed start- and endpoints,the algorithmsalways reacheda spuriousmodecontentof
5ò 37 ó 10~ 11 %. The curvaturefunctionsof the resultingbendsaresometimessimilar to
the constantcurvature.But especiallythe SimulatedAnnealingMethodfound curvatu-
res,which arecompletelydifferent(seeFig. 19, page79). Thereasonfor thesedifferent
curvaturesmaybethesimplicity of theproblem,becauseif thereareonly 2 modespro-
pagatingin a waveguide,andthepeakpower of thespuriousmodehasno effect on the
objectivefunction,therearemany possibilitieswherethespuriousmodeis completelyre-
convertedto themainmodeat thebendoutput.Table4 showsthenumberNi of iterations
which wereneededfor theoptimizationandthecorrespondingnumberNf of theevalua-
tionsof theobjective function.Sincetheevaluationof theobjective function is themost
time consumingpart of the program,the numberNf is alsoan indicator for the whole
optimizationtime. Onecansee,that theGeneticAlgorithm neededto calculatebetween
582and10234objectivefunctionsfor theoptimization.TheSimulatedAnnealingmethod
neededbetween1345and8857evaluations.This resultsshow that,especiallyfor theGe-
neticAlgorithm, theoptimizationtime canvary dramaticallybetweendifferentprogram
runswith thesameparameters.
To reducethe degreesof freedomin finding a curvaturewith no spuriousmodesat the
output,anotheroptimizationwasdoneusingafixedlengthof thebend.Usingthiscondi-
tion, theratioof thebendlengthandthebeatwavelengthof the2 modesis constantfor all
bends.Theresults,whichareshown in Fig. 24(page83),aremoresimilar to theconstant
curvatureandhave thesamehighmodepurity at theoutput.
The next example in Chapter6 is a 28 GHz TE01-bend which was designedfor the
DépartementdeRechercheFondamentalesur la MatièreCondenśeeof theCommissariat
à l’Energie Atomiquein Grenoble/France.Thebendwasdesignedfor a 10kW transmis-
sionline whichconnectsagyrotronwith anion source.
The waveguide systemis build with cylindrical smoothwall waveguides.In the bend
however, acorrugatedwaveguideis usedbecausetheTE10-ModeandtheTM11-Modeare
degeneratein thesmoothwall waveguideandcurvaturecouplingcanleadto a complete
conversionof theTE01-Modeinto theTM11-Mode.
SincetheTE01-modeis not affectedby thecorrugation,thecorrugationdepthwastaken
into accountfor theoptimization.
Theoptimizationwasstartedwith a constantcurvatureanda corrugationdepthof 0.4 λ

4 .
It wasdonewith the GeneticAlgorithm becausethe SimulatedAnnealingmethodwas
not implementedat that time. The objective function took the outputpower of spurious
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modesandthemaximumpowerof spuriousmodesinto account.
After the400generations,thealgorithmfoundacurvaturefunction,whichhas2 maxima
(seeFig. 26, Page85) andis thereforesignificantlydifferentfrom the curvatureswhich
werepreviously usedfor the designof waveguidebends.The outputpower of spurious
modeswasreducedby theoptimizationfrom about20 % to 0.016%. Thepeakpowerof
spuriousmodesdroppedfrom about25 % to 11.9%.
Experimentsalsoweremadewith differentfirst guesses.Theconstantcurvaturehowever
givesthebestresultsandtheshortestoptimizationtime,becausemany of theothercurva-
ture functions(like sineor sin2) representlocal minimaof theobjective function,which
have to beleft beforetheactualoptimizationstarts.
A comparisonwith bendswith a sin anda sin2 curvatureshows, thattheoptimizedbend
hasthe bestcharacteristicswith respectto the outputpower of spuriousmodesandthe
peakpowerof spuriousmodesinsidethebend(seeFig 31,page89).
Thebendwasmanufacturedandtheoutputpowerof spuriousmodeswasmeasuredusing
a wavenumberspectrometeranda network analyzer. Themeasuredmodespectrumsho-
wed a spuriousmodecontentof 1.33%, which is higher than the computedvalue of
0.016%. Themeasurementsof themodespectrumof theexperimentalsetup,which was
donewithout thebend(seeFigures34 and36), show, thatsomespuriousmodes,especi-
ally theTE02- andtheTM11-modeareexistentwithout thebend.TheTE02-Mode,which
wasnot takeninto accountfor theoptimization,canbegenerateddirectly from theTE01-
modein thediametertapers,which werenecessaryin theexperimentalsetup(seeFigure
32).TheTM11-Mode,which is degeneratewith theTE01-mode,canbeexitedby minimal
geometrydisturbancesanywherein thewaveguide.
Anotherreasonfor thehighermeasuredspuriousmodecontentcanbe theerrorswhich
aremadeby usinga sinusoidalcorrugationprofile.This corrugationprofile caneasierbe
manufacturedandhas,unlike the rectangularcorrugation,no sharpedgeswherearcing
canoccur.
Themodeldescribingtheanisotropicwall impedanceonly works for rectangularcorru-
gationprofiles.Althoughtherearefactorswhich transforma corrugationdepthof with a
rectangularprofile into anequivalentdepthwith anotherprofile, this transformationcan
only be exact for onemode.For themanufacturingof thebend,theequivalentcorruga-
tion depthwascalculatedfor the HE11-mode,which is the main spuriousmodein the
TE01-bend,usinga scatteringmatrix program.The eigenvaluesof thehigherorderspu-
rious modesare thereforeslightly different from the calculatedmodes.Thereare also
smallerrorsduringthemanufacturingprocessdueto thelimited machineprecision.The
resultingerror in themodespectrumis howeverhardto estimatebecausetheeffectsof a
variationof theactualbendshapeon thecurvaturefunctionareunknown. Themeasured
modespectrumis however muchbetterthanthespuriousmodecontentof thebendwith
constantcurvature,whichwasusedastheinitial bendfor theoptimization.
Chapter7 (Page94) describesacomparisonof the2 implementedoptimizationmethods.
As a first example,the 28GHz of the precedingchapterwasoptimized10 times with
theGeneticAlgorithm andtheSimulatedAnnealingmethod.Theresultingcurvaturesare
alwayssimilar to the bendwhich wasmanufacturedandtested(seeFig. 37, Page96).
This indicates,that the algorithmsdid find a global minimum of the objective function
with high probability in this case.The SimulatedAnnealingMethod however needed
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muchlesstime for theoptimizationthantheGeneticAlgorithm.
Thesecondexampleis acorrugated70GHzTE01-HE11 modeconverter. Modeconverters
canbeoptimizedby definingthe incomingmodeasa spuriousmode.Sinceall possible
modeconvertershave a spuriousmodecontentof 100% at the input, the peakpower
to spuriousmodescannotbe optimizedandshouldhave no influenceon the objective
function. The objective function shouldtake the output power of spuriousmodesand
ohmiclossesinto account.A minimalpowerof spuriousmodesat theendof theconverter
means,thatonly thewantedoutputmodeexists there.Theohmiclossesshouldbetaken
into account,becausemany possiblemodeconversionsalsoincludehigherordermodes
which have higherlosses.By optimizing the total power loss,thealgorithmis forcedto
chooseaconversionschemewith aminimalamountof lossymodesinsidetheconverter.
Theoptimizationwasstartedwith a straightwaveguide,which is, in fact, theworstpos-
sible modeconverter. Sincethis is a difficult optimizationtask,both algorithmswhere
run 10 timeswith a limited numberof 10000evaluationsof the objective function.The
bestresultsall have similar curvaturefunctions(seeFig. 39, Page100)Both algorithms
however sometimesstoppedwith muchworseresultsanddifferentcurvatures(seeFig.
38, Page99). In thesecases,the algorithmsremainedin a higherlocal minimum of the
objective function.This happenedonly oncefor SimulatedAnnealingbut 4 timesfor the
GeneticAlgorithm.
The last exampleis the optimizationof a broadbandrectangularwaveguidebend.The
frequency rangeis 50– 80GHz.At 50GHz,thereexist 3 coupledmodesinsidethewave-
guide.At about56GHz,theTE40-Modealsocanpropagate.In broadbandoptimizations,
thecodecantakemodesinto account,whosecutoff frequency is insidetheinterestingfre-
quency range.If themodespectrumis calculatedfor a certainfrequency, theamplitudes
of all modeswith ahighercutoff frequency areautomaticallysetto zero.
Theoptimizationwasagaindone10timeswith boththeSimulatedAnnealingMethodand
theGeneticAlgorithm. In this example,all optimizationsproducedvery similar curvatu-
res(seeFig.43,Page104). TheSimulatedAnnealingAlgorithmneededfewerevaluations
of theobjective functionthantheGeneticAlgorithm.
Theoptimizedbendhasa spuriousmodecontentat theoutputof lessthan0.12% for all
frequencies(seeFig. 44, right). Figure45 showsthepowersumof spuriousmodesalong
thebendfor 50, 60, 70 and80 GHz. Thepeakpower of spuriousmodesinsidethebend
is about3 % for 50GHzandrisesup to 23% for 80 GHz.
Thecomparisonof the2 methodsshows,thattheoptimizationwith theGeneticAlgorithm
is in generalmoretime-consuming.Theresultsof themethodsarebasicallythesameand
they arereproduceablein differentprogramruns.This meansthat both methodsare in
principalableto find theglobalminimumof theobjective function.In any casehowever,
multiple optimizationsarenecessaryto ensure,that the algorithmwasnot stoppedat a
higherlocal minimumof theobjective function.
TheSimulatedAnnealinghastheadvantage,thata setof annealingparameterscouldbe
foundwhich workswell for all examples.Only thestart-temperaturehadto beadjusted
accordingto theobjective functionof thefirst guess.
GeneticAlgorithmshoweverareverysensitivewith respectto theparametersusedfor the
mutation.Theoptimalmutationparametersaredifferentin eachproblemandcanonly be
foundexperimentally. This requiresseveralprogramrunsbeforetheactualoptimization
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starts.
To further enhancetheseprograms,a loop could be written, which doesa numberof
optimizationswith thesameparametersandthesamestartingvaluesautomatically.
Anotherapproachcouldbetheuseof a differentmethodfor calculatingthefields inside
thebentwaveguide.Theparabolicequationmethod,whichis normallyusedfor terrestrial
wave propagation,canalsobeimplementedfor oversizedwaveguides[19]. This method
hastheadvantage,thatthetotalfield insidethewaveguideis takeninto account.No errors
aremadeby calculatingthelossesfor eachmodeseparatelyor by choosingonly a limited
numberof modes.Using the total fields, the maximumelectricalfield strengthinside
thebend,which canbecritical in highpower applications,caneasilybefoundandtaken
into accountfor theoptimization.TheParabolicequationmethodhoweverwouldbemuch
moretimeconsumingbecausetheproblem,whichhasto besolved,is apartialdifferential
equationin 2 or 3 dimensions.For eachstep,asystemof many linearequationshasto be
solved.Thecoupledmodeequationhastheadvantage,thatonly scalarmodeamplitudes
mustbecalculated.
The fields of the modesin corrugatedwaveguidesare calculatedusing the impedance
model,which is only valid for rectangularcorrugationprofiles.A moregeneralapproach
consistsin calculatingthe eigenvaluesfor the modesfor arbitrary corrugationprofiles
using the scatteringmatrix method[26]. Theseeigenvaluescould be calculatedat the
beginningof theoptimizationfor differentcorrugationdepths.Theactualcalculationof
the modeconversionwould still be doneby the very fast integratingthe coupledmode
equation.By usingtheseenhancements,waveguidecomponentscould be optimizedfor
arbitrarycorrugationprofiles.
Another limitation of the presentprogramsis that curvatureis the only waveguidede-
formation,for which themodeconversioncanbecalculated.Many modeconvertersho-
wever, do theconversionvia othergeometryperturbations.With a varyingdiameterin a
cylindrical waveguidefor example,TE0m-modescanbeconvertedinto TE0n-modes.With
animplementationof thecoupledmodeequationfor othertypesof geometryperturbati-
ons,suchmodeconverterscouldalsobeoptimized.
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UniversiẗatStuttgart,Institut für Plasmaforschung,1995.

[10] HENLE, W. NumerischeOptimierungeinesüberdimensioniertenRillenhohlleiter-
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gart,Institut für Plasmaforschung,Juni1987.

[11] KASPAREK , W., EMPACHER, L., ERCKMANN, V., GANTENBEIN, G., HOLL-
MANN, F., LAQUA , H., WEISSGERBER, M., AND ZOHM , H. Developmentsfor
the140ghzecrhtransmissionsystemon thestelleratorw7-x. In JAERI-memo12-
041(2000),pp.630– 635.
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ô FrankHollmann,dermichbeidentagelangenMessungentatkräftig untersẗutzthat.
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