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Kurzfassung

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit versuchen wir, die algebraische Struktur,
welche im Rahmen der dissipativen Quantenmechanik unter Verwendung des
Influenzfunktionals auftritt, herauszuarbeiten. Dies erlaubt uns einen tiefe-
ren Einblick in ansonsten uniibersichtliche und langwierige Rechenschritte,
speziell im Realzeitformalismus, und ermoglicht uns eine leichtere Identifika-
tion der dabei auftretenden Terme und deren Ursprung aus dem zugrunde
liegenden Modell als auch deren physikalische Bedeutung. Die verwendeten
Methoden haben wir soweit als moglich in konsistenter und anschaulicher
Form eingefiihrt, so dass diese Arbeit ohne spezielle Kenntnis des Gebietes
der dissipativen Quantenmechanik gelesen werden kann. Besonderen Wert
haben wir auf den Ubergang von der quantenmechanischen auf die klassische
Beschreibung von dissipativen Vorgéngen gelegt, da ein Verstdndnis dieses
Ubergangs eine tiefere Einsicht in den Messprozess liefert. In der selben Wei-
se ist damit auch der Ubergang von der mikroskopischen — durch die Quan-
tenmechanik beschriebenen — Welt in die makroskopische Welt verbunden,
welche den Gesetzen der klassischen Mechanik folgt. Zusétzlich zeigen wir,
wie die Resultate der Influenzfunktionalmethode stochastisch interpretiert
werden konnen, was einen leichteren Vergleich mit der bekannten quanten-
mechanischen Zeitentwicklung durch die Schrédingergleichung erlaubt.

Im weiteren betrachten wir die sogenannte Tight-Binding Naherung von
Modellen, bei welchen sich der Hamiltonraum fiir die Systembeschreibung
im wesentlichen durch diskrete Eigenzusténde des Ortsoperators ausdriicken
lisst und Ubergéinge zwischen diesen Zustinden unterdriickt sind, wodurch
eine Propagation entweder durch ein Tunneln oder durch thermische An-
regung erfolgt. Im Rahmen der dissipativen Quantenmechanik bringt die-
se Methode eine immense Vereinfachung in der effektiven Beschreibung des
Systems, da Anstelle einer ganzen Historie von Systempfaden nur noch die
Ubergangszeiten mit den entsprechenden Ubergiingen beriicksichtigt werden
miissen. Im Bild des Pfadintegralformalismus bedeutet dies, dass Anstelle
des Integrals iiber alle Systempfade ein Produkt von Integrationen iiber alle
moglichen Sprungzeiten mit Sprunggewichten entsprechend des Ubergangs
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riickt, welches analytisch als auch numerisch wesentlich einfacher handzu-
haben ist. Innerhalb dieser Ndherung wurden dadurch in der Vergangenheit
viele beeindruckende analytische Resultate abgeleitet.

Dariiber hinaus beschéftigen wir uns mit der Abbildung und dem Zusam-
menhang von dissipativen Modellen mit Feldmodellen aus der Quantenfeld-
theorie und im besonderen der Feldtheorie statistischer Systeme. Der Reiz
dieser Abbildungen liegt besonders darin, dass in den letztgenannten Gebie-
ten schon seit Jahrzehnten sehr intensiv die grundlegenden Modelle bearbei-
tet wurden und vor allem auch nach neuen Methoden gesucht und Forschung
dafiir betrieben wurde und noch immer Gegenstand der aktuellen Forschung
darstellt. Als Beispiel sei in zwei Dimensionen die Invarianz unter konformen
Abbildungen genannt, welche immer dann Anwendung findet, wenn Systeme
nur lokal wechselwirken und eine Invarianz unter lokaler Umskalierung der
Felder zeigen. Bei statistischen Systemen mit lokaler Wechselwirkung zeigt
sich dieses Verhalten immer beim Erreichen eines kritischen Punktes, da
hier per Definition keine Léngenskala ausgezeichnet ist. In zwei Dimensio-
nen fiithrt dies zu einer immensen Einschrdnkung der mdéglichen Form von
Korrelationsfunktionen und hat zu dem eigenstédndigen Gebiet der Konfor-
men Feldtheorie gefiihrt, da konforme Abbildungen per Definition die lokale
Struktur erhalten (Winkeltreue) und lokal nur zu einer Unskalierung fiihren.
Wihrend in D > 3 Dimensionen nur endlich viele Generatoren fiir konforme
Abbildungen existieren, ist deren Anzahl in 2 Dimensionen unendlich. Dies
resultiert in einer unendlichen Anzahl von lokalen Erhaltungsgréffen mit den
entsprechenden Folgen. Wiahrend solche Techniken sehr schnell unanschau-
lich werden, erlaubt die Abbildung auf dissipative Modelle hier oftmals eine
sehr anschauliche Interpretation.



Summary

In the first part of this work we try to extract the algebraic structure behind
the method of the inflence functional in the context of dissipative quantum
mechanics. This results in a deeper insight with respect to the long and
complex calculations behind that method, especially in the real time case,
and also provides us a tool for simple identification of the corresponding terms
and their physical meaning. The methods introduced here are presented in a
consistent and clear way without the requirement of special knowledge in that
field. Special emphasis was put on the transistion from a quantum mechanical
description to a classical one, since it allows a deeper understanding of the
measurement-process. This is tightly connected with the transistion from a
microscopic to a macroscopic world where the former one is described by the
rules of quantum mechanics whereas the latter follows the rules of classical
mechanics. In addition we show how the results of the influence functional
method can be interpreted as a stochastical process, which in turn allows
an easy comparison with the well known time development of a quantum
mechanical system by use of the Schrodinger equation.

In the following we examine the tight-binding approximation of models
of which their hamiltionian shows discrete eigenstates in position space and
where transistions between those states are suppressed so that propagation
either is described by tunneling or by thermal activation. In the framework
of dissipative quantum mechanics this leads to a tremendous simplification
of the effective description of the system since instead of looking at the full
history of all paths in the path integral description, we only have to look
at all possible jump times and the possible corresponding set of weights for
the jump direction, which is much easier to handle both analytically and
numerically. Within this approximation impressive results were derived in
recend years.

In addition we deal with the mapping and the connection of dissipative
quantum mechanical models with ones in quantum field theory and in par-
ticular models in statistical field theory. The charm of such mappings comes
from the fact that the latter mentioned models were subject of strong in-
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vestigation within the last decades and still is and henceforce provide new
methods and ideas to solve them. As an example we only want to mention
conformal invariance in two dimensions which always becomes relevant if a
statistical system only has local interaction and is invariant under scaling.
Statistical models with local interaction show this invariance if they become
critical, since then by definition they become invariant under scaling. In two
dimensions this invariance greatly reduces the possible form of correlation
functions and the full theory is known as conformal field theory, since by
definition conformal mappings preserve the local structure and only show a
local rescaling. While in D > 3 dimensions only a finite number of genera-
tors for conformal transformations exist, for two dimensions the number of
generators is infinite. This results in an infinite number of locally preserved
currents with appropriate implications. While such techniques become soon
very complex, the mapping on dissipative models often still gives a physical
meaning behind the structure.



Einleitung

Die Eigenschaften isolierter mikroskopischer Systeme wie beispielsweise das
Wasserstoffatom konnen erfolgreich durch die Quantenmechanik beschrieben
werden. Auf dieser Groflenskala treten nun mathematisch beschreibbare und
auch durch das Experiment verifizierbare Erscheinungen und Effekte auf,
die sich unserer durch Erfahrung geschulten Intuition entziehen und auch
wiedersprechen. Man denke nur an das Interferenzmuster beim Doppelspalt-
experiment mit Einzelphotonen oder das Tunneln durch klassisch verbotene
Bereiche. Verldsst ein Photon beim Doppelspaltexperiment die Lichtquelle,
so sagt uns unsere Alltagserfahrung, dass sich das Photon lokalisiert mit ei-
nem konstanten Impuls auf den Detektorschirm zubewegt, als wire es ein
makroskopisch grofler Koérper, welcher wihrend seiner Bewegung permanent
und nahezu ungestort beobachtet werden kann. Diese Annahme ist jedoch
nicht nur iiberfliissig sondern sogar in keiner Weise haltbar, da ein Photon
nicht detektiert werden kann, ohne seinen Zustand zu zerstéren. Durch di-
rekte Beobachtung haben wir daher keine Information iiber das Photon und
seinen zuriickgelegten Weg. Lediglich das statistisch erzeugte Interferenzmus-
ter auf dem Detektor lasst uns Riickschliisse auf den von Photon gewéhlten
Weg ziehen. Am Beispiel des Doppelspalts zeigt sich klar, dass das einzele
Photon Information von beiden Spalten besitzt und das Interferenzmuster
durch eine Superposition eines einzelnen Photons auf dem Weg durch beide
Spalte erzeugt wird.

Aus diesem Grund sind viele Erscheinungen und Effekte der Quanten-
mechanik nur deshalb paradox, weil wir sie auf die makroskopische Skala
zu iibertragen versuchen. Ein Paradebeispiel dafiir ist das Gedankenexperi-
ment mit der Schrodingerschen Katze, welche durch einen superpositionier-
ten Zustand |tot) und |lebendig) beschrieben sei, wie es quantenmechanisch
beispielsweise bei der Polarisationsrichtung eines Photons moglich ist. Die
Problematik entsteht also daher, dass wir Schwierigkeiten bei der Beschrei-
bung des Ubergangs von der quantenmechanischen auf die klassische Skala
haben. Der mesoskopische Bereich beschreibt nun Systeme, welche Aufgrund
ihrer Grofle zwischen der quantenmechanischen und der klassischen Beschrei-

10
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bung angesiedelt werden miissen. Ein Verstédndnis dieses Bereiches liefert nun
in natiirlicher Weise auch eine Beschreibung des Ubergangs von der Quan-
tenmechanik zur klassisch beschreibbaren Erfahrungswelt.

Weiterhin ist man nunmehr in der Lage, elektronische Schaltungen und
Versuchsapparate auf einer Lingenskala zu realisieren, welche eine mesosko-
pische Beschreibung notwendig machen und daher diesen Bereich auch ex-
perimentell in vielfdltiger Weise erfahrbar machen. Daher ist ein besseres
Versténdnis des Ubergangs zwischen Quantenmechanik und klassischer Me-
chanik essentiell wichtig sowohl zum tieferen Verstédndnis der Beschreibung
der Quantenmechanik als auch zur Beschreibung kleinster elektronischer und
mechanischer Gerédte. Dazu gehort auch die Beschreibung von sogenannten
Qubits in Quantencomputern — Qubits sind effektive quantenmechanische
Zweizustandssysteme wie beispielsweise die z-Komponente eines Spins mit
S = 1. Mit diesen quantenmechanischen Bits versucht man nun Rechenope-
rationen durchzufiihren. Dies gelingt jedoch nur, indem man in der Lage ist,
ein Qubit zu préparieren, es wieder auszulesen und es mit anderen Qubits in
Wechselwirkung zu bringen, so dass eine Rechenoperation méglich wird. Da-
durch ist ein Qubit kein isoliertes System und es gibt notwendigerweise eine
Wechselwirkung mit der Umgebung, welche durch benachbarte Qubits und
durch die Préparations- und Ausleseapparatur gegeben ist und nicht zuletzt
durch unerwiinschte Stérungen der Umgebung.



Kapitel 1

Dissipative Quantensysteme

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Ideen und Ansédtze der dissi-
pativen Beschreibung von quantenmechanischen Modellen vorgestellt. Das
Modell von Caldeira und Leggett spielt dabei eine zentrale Rolle. Es be-
schreibt ein Teilchen mit einer Koordinate ¢ in einem beliebigen Potenzial
V(q), welches bilinear an ein Bad von harmonischen Oszillatoren ankoppelt
[1]. Wie wir weiter unten sehen werden, fiithrt die effektive Beschreibung des
Systems zwangslaufig auf eine zeitlich nichtlokale Beschreibung oder anders
ausgedriickt auf einen Gedéchtnisterm iiber den Zustand des Systems zu
fritheren Zeiten.

Diese Nichtlokalitét, die wir auch im klassischen Fall finden, macht eine
quantenmechanische Beschreibung des Systems durch Losen der Schrédinger-
gleichung zunichte, da diese zwangslaufig eine lokale Zeitentwicklung auf-
weist und somit das effektive System nicht beschreiben kann. Spéter werden
wir sehen, dass man formal zu einer solchen Beschreibung zuriick gelangen
kann, wenn man gerade die Effekte der Nichtlokalitdt durch eine stochasti-

Ausreduktion der e )
/! Badfreiheifsgrade R L
T s - -~ 2 .
B — e o ; g

Abbildung 1.1: Die Ausintegration der Badfreiheitsgrade {x} fiihrt zu einer ef-
fektiven Beschreibung des Systems durch eine nichtlokale Wechselwirkung der
Systemkoordinate gq.
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sche Funktion beschreibt, welche an das System ankoppelt. Die Information
der nichtlokalen Wechselwirkung in der Zeit steckt dabei nun in der Charak-
terisierung der stochastischen Kraft durch ihre Autokorrelationsfunktion.

Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet eine alternative Beschreibung
der quantenmechanischen Ubergangsamplitude durch sogenannte Pfadinte-
grale, welche in der Literatur auch als Funktionalintegrale bezeichnet werden
— eine Darstellung, welche auf Feynman zuriickgeht. Zu den wenigen Model-
len, welche durch Pfadintegrale analytisch gelost werden konnen gehort gera-
de der harmonische Oszillator, da dieser einem gauflschen Integral entspricht.
Die Ausreduktion der Badfreiheitsgrade fiihrt zwar nun ebenfalls zu einem
komplizierten und zeitlich nichtlokalen Pfadintegral des Systems, allerdings
lassen sich von dort aus schon wesentliche Einfliilsse des Bades auf das Sys-
tem erkennen und es kann systematisch mit Ndherungsmethoden untersucht
werden. Die Ausreduktion der Badfreiheitsgrade fiihrt also wie oben schon
erwihnt auf ein neues effektives Modell, welches im Grenzfall verschwinden-
der Badankopplung wieder in das urspriingliche Modell des freien Systems
iibergeht. Ein bekanntes Beispiel fiir eine solche effektive Beschreibung, wel-
ches auch von Feynman behandelt wurde, stellt das Polaron Problem dar;
bewegt sich ein Elektron in einem Kristallgitter, so polarisiert es durch seine
elektrische Ladung e die Umgebung und induziert damit Gitterschwingun-
gen (Phononen). Dieser Verband aus Elektron und umgebenen Phononen
wird als Quasiteilchen aufgefasst und als Polaron bezeichnet. Integriert man
iiber die Phononenanregungen, so erhélt man eine effektive Beschreibung fiir
das Elektron, wobei sich dessen Energiesprektrum und effektive Masse im
Vergleich zum freien Elektron dndert.

Da der Zeitentwicklungsoperator exp[—iHt/h] dieselbe Form aufweist wie
das Boltzmann-Gewicht exp[—ﬁ]:]], sofern man zur Imaginédrzeit ¢ — —i7
iibergeht, kann man im selben Formalismus auch die quantenmechanische
Zustandssumme Z = tr[exp(—ﬁf] )] und die Propagation in Imaginérzeit be-
handeln.! Diese nichttriviale Tatsache stellt eine ungemeine Erleichterung bei
der Beschreibung von quantenmechanischen Systemen und thermodynami-
scher Gewichtung der Zusténde zur Temperatur 7' dar.

Ein Warmebad hat drei physikalisch unterscheidbare Einfliisse auf ein
gnantenmechanisches System. Zum einen kann Energie irreversibel mit dem
Bad ausgetauscht werden, was allgemein als Dissipation bezeichnet wird.

I Der Einfachheit halber betrachten wir einen zeitunabhingigen Hamiltonoperator.
Allgemein hat dieser unitiire Operator die Form U(t,to) = T exp [—i/h ftZdt’ H(t' )], wie
weiter unten im Text noch gezeigt wird. Der Zeitordnungsoperator T ordnet dabei Opera-
toren in chronologischer Reihenfolge. Im Pfadintegralformalismus, welcher in Kapitel 1.4.1
detaillierter betrachtet wird, ist diese Zeitordnung implizit und automatisch erfiillt. Eine
Differenzierung ist dann redundant.
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Zum anderen induziert das Bad Fluktuationen auf die Systemfreiheitsgrade.
Als wohl bekanntestes Beispiel sei nur die Brownsche Bewegung genannt. Da
das Bad quasi permanent den Zustand des Systems misst, wird dadurch auch
eine quantenmechanische Superposition von Zustdnden des Systems unter-
driickt. Dieser rein quantenmechanische Effekt wird als Dekohérenz bezeich-
net und bildet den wohl interessantesten Effekt des Bades auf das System.
Eine Unterdriickung dieser Superpositionen durch eine starke Ankopplung
des Systems an das Bad fiihrt das System in den klassischen Bereich. In der
Dichtematrixbeschreibung fiihrt dies dazu, dass sich das System nur noch in
klassischen Diagonalzustédnden aufhélt. Fiir diesen Effekt bedarf es im Ge-
gensatz zur Dissipation keines Energietransfers. Mit der Unterdriickung der
Nichtdiagonalelemente verschwinden die Oszillationen zwischen den super-
positionierten Zusténden. Dies sieht man sofort ein, wenn man die zeitli-
che Entwicklung eines Diagonalelementes durch die von-Neumann Gleichung
ihp = [H, p] betrachtet, da hierbei Aufgrund der Hermitezitdt von p und H
nur Nichtdiagonalemente der Dichtematrix beitragen,

i) = Imlz (nl 1) (ol (11)

l#n

Weiterhin zeigt Gleichung (1.1), dass die Oszillationen nur durch Nichtdiago-
nalelemente des Hamiltonian in der gewahlten Darstellung generiert werden
kénnen. Aus diesem Grund kann Dekohérenz in einer klassischen Darstellung
nicht beschrieben werden, sondern es bedarf der Quantenmechanik und deren
Moglichkeit von sogenannten Superpositionszusténden.

Diese Erkenntnisse erlauben es nun auch, den vieldiskutierten quanten-
mechanischen Messprozess besser zu verstehen und zu interpretieren [10].
Betrachtet man die Messung eines quantenmechanischen Zustandes, so fin-
det man, dass durch diese Messung eine Projektion auf den entsprechenden
Eigenzustand des dazugehorenden Eigenwertes (Messwert) stattfindet, wobei
die Norm erhalten bleibt. Fiir die Dichtematrix (1.1) bedeutet dies, dass das
System auf einen Diagonalzustand reduziert wird, sofern eine Messung in
der verwendeten Darstellung erfolgt. Ein an dieses System gekoppeltes Bad
fithrt nun in gewissem Sinne auch Messungen der Systemvariablen durch.
Allerdings kennen wir den genauen Zustand des Bades nicht. Dadurch wer-
den Nichtdiagonalelemente der Dichtematrix iiber ein gaufsches Filter un-
terdriickt. In Abschnitt 1.4.15 werden wir nun finden, dass die Stirke der
Ankopplung des Systems an das Bad iiber die Halbwertsbreite dieses gauf3-
schen Filters entscheidet, wobei eine stirkere Ankopplung zu einer erhohten
Unterdriickung von Nichtdiagonalbeitrigen der Dichtematrix und damit in
den klassischen Bereich fiihrt. Ein makroskopisch grofler Korper misst sich in
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diesem Bild also permanent selber und eine quantenmechanische Kohérenz
ist damit also nicht zu erwarten. Betrachten wir dazu das Problem der
Schrodingerschen Katze. In diesem Gedankenexperiment wird das Freisetzen
eines todlichen Giftes an den Zustand eines quantenmechanischen Systems
gekoppelt, beispielsweise der Zerfall eines Atomkernes. Solange das Gesamt-
system nun nicht beobachtet wird, sei der Zustand der Katze eine Superposi-
tion aus dem Zustand lebendig, |®;) und dem Zustand tot, |®;) gegeben. Erst
eine Messung an der Katze wiirde nun die Projektion auf lebendig oder tot
vornehmen, so das Paradoxon. Davor beféinde sich die Katze in einem Super-
positionszutand |®) = |®)+|D;). Diese Schlufolgerung mag auf ein isoliertes
System wie beispielsweise ein Photon zutreffen; auf die Katze iibertragen ver-
nachléssigt es aber die Wechselwirkung des makroskopisch groflen Koérpers
mit sich selbst, welche sehr wohl dafiir sorgt, dass die Katze in einem klas-
sisch definierten Zustand vorliegt. Mit dem Begriff mesoskopische Systeme
beschreibt man nun gerade den Bereich, welcher zwischen mikroskopisch klei-
nen Systemen, welche durch die Quantenmechanik beschrieben werden, und
makroskopischen Systemen, welche durch die klassische Mechanik bzw. Ther-
modynamik beschrieben werden, liegen.

Ein weiteres zu behandelndes Gebiet von grolem Interesse stellen Tunnel-
prozesse dar. Der quantenmechanische Tunnelprozess lasst sich wieder sehr
elegant mithilfe des Pfadintegralformalismus darstellen; hierbei werden soge-
nannte Instanton-Losungen eine bedeutende Rolle spielen. Ein Paradebeispiel
fiir einen solchen Prozess stellt beispielsweise der Zerfall eines metastabilen
Zustandes dar. Eine stabile Eigenlosung eines quantenmechanischen Systems
mit einem dazugehorigen Energieeigenwert E hat die Zeitentwicklung

Y(x,t) = h(x,0)e B (1.2)
Die Norm dieses Zustandes bleibt dabei erhalten. Ein Zerfall eines meta-
stabilen Zustandes kann nun formal durch einen nichtverschwindenden Ima-
gindranteil der Energie E — FE — ihy/2 beschrieben werden. Dies fithrt zu
einem exponentiellen Zerfall exp[—~t] der Norm und damit zu einer Zerfalls-
konstante 7. Da die Hamiltonfunktion hermitesch ist, sollten die Energieei-
genwerte auf den ersten Blick immer reell sein. Dies gilt jedoch nur, sofern
die Wellenfunktion am Rand verschwindet. Im allgemeinen Fall liefert der

kinetische Anteil p?/(2m) einen imaginéiren Beitrag
h? . _
¥) = s @) 0@ =-7i@)] o (13)

P

Im<1/1 ’ % Rand h
proportional zur Stromdifferenz am Rand. Diese Differenz wiederum héngt
von der Gestalt des Potenzials V' (z) ab. Die Beschreibung von Zerfall meta-
stabiler Zusténde ist also eng gekoppelt an die Einschrankung des unendlich
ausgedehnten Raumes auf reduzierte und ausgezeichnete Gebiete.

1
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Durch die Ankopplung eines Bades kann nun wieder untersucht werden,
wie sich das physikalische Verhalten des Systems durch Kontakt mit einem
Warmebad &ndert. Dabei treten wieder verschiedene und unterscheidbare
Phénomene auf; zum einen kann das rein quantenmechanische Tunnelver-
halten durch das Bad beeinfluBt werden. Bei geniigend hohen Temperatu-
ren kann es aber auch zu thermisch aktiviertem Zerfall kommen, d.h. durch
Energieiibertrag des Bades auf das System kommt es zur Uberwindung der
Barierre. Wahrend der Tunnelprozess einer quantenmechanischen Beschrei-
bung bedarf, kann das thermisch aktivierte Tunneln auch als rein klassischer
Prozess betrachtet werden.

1.1 Das Caldeira-Leggett-Modell

Auf der Suche nach einem mikroskopischen Modell, welches in der Lage ist,
einen Reibungsterm proportional zur Geschwindigkeit der Systemkoordinate
¢ zu erkliren, fanden Caldeira und Leggett das folgende Modell [8] mit einen
Hamiltonian folgender Form

H = Hs+ Hgr+ Hi+ Hr, (1.4)
2
p
He = — 1.
N p2 1
H _ « —My, 2 2 1.6
v = D g gt | (16)
N N 2
_ _ _ 2 «
HI - _Q;Caxa - —ar HT =4q ; Qmawg ) (17)

2

N 9 )
Maws Ca
Hy = Hp+Hi+Hp=) {22;;‘ + = [xa—mz2] } (1.8)

Der Term Hg beschreibt dabei ein Teilchen mit der Koordinate ¢ in einem
Potenzial V(q). Hg ist die Hamiltonfunktion der N Oszillatoren, welche das
Bad darstellen und Hjy beschreibt die bilineare Ankopplung iiber die Kopp-
lungskonstanten ¢, an das System. Diese Ankopplung wird durch die effektive
Badkoordinate X = ) co, beschrieben, welche an die Systemkoordinate
q koppelt. Der Term Hrt sorgt dafiir, dass das Bad translationsinvariant zum
System wird, indem die Ruhelage der Badkoordinate

25 = cCat/(Mawy) (1.9)

bei fester Systemkoordinate g subtrahiert wird. Dadurch wird das Bad gewis-
sermaflen mit der Systemkoordinate mitbewegt. Anders ausgedriickt wiirde
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das einfache Federmodell (1.8) ohne den Term Hr eine riicktreibende Kraft

Xe =0q>_, mc‘%ﬂ aufweisen, welche durch den Term Ht kompensiert wird.
Sowohl im klassischen wie auch im quantenmechanischen Fall wird sich diese
Eigenschaft dadurch manifestieren, dass die effektive Badbeschreibung nur
iiber die Systemgeschwindigkeit erfolgt; dies wiederum bedeutet, dass in der
Fourierdarstellung der Gleichstromanteil gy = [ dt ¢(¢) nicht beitrégt.

Weiterhin erhebt das Modell von Caldeira und Leggett nicht den An-
spruch, die einzige Realisierung fiir eine effektive Beschreibung eines Rei-
bungsterms zu sein, da wegen der Ausintegration der Badmoden nur eine
effektive Beschreibung des Systems resultiert. Im Grenzfall schwacher An-
kopplung an die einzelnen Badmoden liefert dieses Modell jedoch eine gute
Néherung fiir eine bilineare Kopplung von Moden mit beliebigem Potenzial,
da das Potenzial der harmonischen Ostzillatoren als quadratische Entwick-
lung des realen Potenzials betrachtet werden kann. Eine schwache Kopplung
(ca < 1) an die einzelnen Badmoden ist dabei nicht gleichbedeutend mit
einer schwachen Badkopplung, da die effektive Badkoordinate X = )"  coz,
an beliebig viele Moden koppelt. Im allgemeinen betrachten wir sogar den
thermodynamischen Limes N — oo.

1.2 Klassische Beschreibung des Bades

Wegen der nahen Verwandschaft mit der quantenmechanischen Berechnung
mittels des Pfadintegralformalismus wollen wir die wichtigsten Schritte noch-
mals aufzeigen. Besondere Beachtung schenken wir dabei der Forderung nach
Kausalitét, welche sich spéter im Zusammenhang mit einer eindeutigen ana-
lytischen Fortsetzung zu Imaginéirzeit als wichtig erweist.

1.2.1 Die klassische Bewegungsgleichung

Zur effektiven klassischen Beschreibung des Systems gelangen wir, indem wir
die Greenfunktion fiir einen harmonischen Oszillator aufsuchen und damit
die Antwort der Oszillatoren auf die bilineare Kopplung an den Systemfrei-
heitsgrad beschreiben, also die Bewegungsleichung in der Form

COt

/ At Dalt, ) 2a(t') = “2q(t) . Da(t,t) = 6(t — ) (B2 +&2) (1.10)

me

mit der inhomogenen Losung

2 () = /Oods DMt — 5)~2¢(s) (1.11)

0 M
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mithilfe der Greenfunktion D_!(t), welche iiber die folgende Bedingung de-
finiert wird,

/ dt’ D, (t, D' (' t") = 6(t —t") (1.12)
aufsuchen. Durch eine Fourierdarstellung von D' () erhalten wir

5 =

Dl (t) =

«

—iwt —iwt
B dw e dw e { 1 1 } (1.13)

21 w2 —w 21 2w, \wHw, w—w,
Dieses Integral ist wegen der beiden Pole auf der reellen Achse nicht defi-
niert. Der tiefere Grund dahinter ist die Verwendung von nicht normierbaren
Funktionen als Basis fiir die Fourierdarstellung [33, 34], welche mathema-
tisch als verallgemeinerte Funktionen oder auch Distributionen aufgefasst
werden. Diese Basis kann beispielsweise als Grenzfall von einer im Unend-
lichen abfallenden Funktion lim, o+ exp[ikz — ex?]| gesehen werden, wie wir
weiter unten im Text noch sehen werden. Dieser Punkt spielt im weiteren
eine nicht unbedeutende Rolle vor allem im Hinblick auf den Zusammenhang
von Funktionalintegralen in Real- und Imaginérzeit.

Die physikalisch motivierte Forderung nach Kausalitidt wird durch D_*(¢)
gewihrleistet, sofern diese fiir t < 0 verschwindet. Dies kann aber sehr leicht
unter Verwendung folgender Darstellung der ©-Funktion erreich werden?,

y dw e ™t
O(t) ewt = limj [ ——— .
e—0+ 2T w— w + 1€

(1.14)

Betrachten wir — motiviert durch die obige Darstellung (1.14) — die rechte
Seite von Gleichung (1.13) als Grenzfall

dw 1{ e e } (1.15)

e—0+ 2T 21w, w—I—wa—kie_w—wa—l—ie
so finden wir fiir die Greenfunktion D_'(¢) einen wohldefinierten und kausa-
len Ausdruck der Gestalt
infwat
D) = o Slwatl (1.16)

«

= —27i [Res]

oo, T Res[_ ] (1.17)

2 Die Theta-Funktion ©(t) besitzt als Distribution die folgende Darstellung O(t) =
lime_o 4 [ dw/(2m) exp[—iwt]/(w + i€), was man sich sofort aufgrund des Residuensatzes
klar macht.
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Somit erhalten wir als kausale Losung des urspriinglichen Problems

zo(t) = (1) +/OdsDa1(t—s);—o;q(s), (1.18)
22 (1) = 24(0)cos[wat] + 55(3) sinfwqt] . (1.19)

Die Randbedingungen werden iiber die homogene Losung festgelegt. Der Ein-
fachheit halber wurden sie zur Zeit ¢ = 0 definiert, wodurch das Integral
in Gleichung (1.18) nun zur Zeit t = 0 beginnt. Wir haben also fiir die
Greenfunktion D' (¢) die kausale Losung verwendet, indem wir die Pole bei
w = =w, von der reellen Achse in die untere Halbebene von w verschoben ha-
ben, wodurch die Greenfunktion erst definiert ist und automatisch fiir ¢ < 0
verschwindet, da dann das Integral in der oberen Halbebene geschlossen wer-
den kann. Wegen D, (t) sin[w,t] = 0 und der Eigenschaft O(t) = 1 — ©(—t),
kann der Propagator ebenso als akausaler Propagator beschrieben werden.
Allerdings muss die Randbedingung dann zu einem spéteren Zeitpunkt s > ¢
fiir die Losung x(t) festgelegt werden. Dies entspricht dann gerade einer Pro-
pagation riickwérts der Zeitrichtung. Diese spezielle Eigenschaft folgt aus der
Symmetrie des Operators D, (t) aus Gleichung (1.10) unter einer Zeitspiege-
lung t — —t. Insgesamt gibt es 4 Moglichkeiten, die beiden Pole in Gleichung
(1.13) zu verschieben. Das infinitesimale Verschieben der Pole in die untere
Halbebene fiihrt auf die sogenannte retardierte Losung, wiahrend die Pole in
der oberen Halbebene auf eine avancierte Losung fithren. Das wechselweise
Verschieben eines Pols in die obere respektive untere Halbebene fiihrt auf die
sogenannte kausale/akausale Green-Funktion. In den letzteren beiden Féllen
treten Aufgrund der Darstellung

lim — = Fi / dk e*ite (1.20)

0

e—0+ T £ 1€

nur positive/negative Frequenzen auf. Die Entwicklung nach positiven Fre-
quenzen ist in der Quantenfeldtheorie wichtig und beschreibt Teilchen, welche
sich vorwérts in der Zeit bewegen [69].

Zum Nachweis, dass die Bedingung (1.12) noch gilt, muss man diese wie
oben schon erwahnt, als verallgemeinerte Funktion auffassen, iiber welche
mit einer Testfunktion integriert wird. Diese Testfunktionen fallen im Un-
endlichen schneller ab, als jede Potenz, so dass dann beispielsweise ohne
Randterm partiell integriert werden kann, was wir im zweiten Schritt der
folgenden Gleichung beniitzen,

sin[w,t]

(07 +w2) D 1(t) = 25(t) cos[wat] + (95(1)) = 0(t) . (1.21)

Wa
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Aufgrund der Kausalitidtsforderung gilt obige Gleichung nun nur fiir Diffe-
renzzeiten ¢ > 0. Wegen des Superpositionsprinzips beschreibt x (¢) die freie
Bewegung der ungekoppelten Oszillatoren wihrend der zweite Term in (1.18)
die Storung durch die Systemkoordinate ¢ beschreibt. Eingesetzt in die Be-
wegungsgleichung fiir den Systemfreiheitsgrad ¢

= ) catalt) = X(t) (1.22)

«

C2

Mi(t) + 0,V (1) + 43

— MW}
erhalten wir unter Aufspaltung der effektiven Badkoordinate X ()

2
Ca

Mi(t)+0,V(e) = =0} =+ carnlt)

+Z§TEL /d D, 't~ s)as) (1.23)

= X+ X0 + A DT s)al) . (12

mit der Green-Funktion

D) =) ;—i D'ty =0(t)) o sin[wt] (1.25)

«

fiir das Gesamtsystem des Bades. Die effektive Koordinate

Xh = Z Catl = Z Ca [xa(()) cos[wat] + Pa(0) sin[wat]] (1.26)

MaWa
«

beschreibt den Anteil der freien Losung, wiahrend analog
2
X& = Car® = =

die Verschiebung um die Gleichgewichtskoordinate z& angibt. Fiir die Green-
funktion erhalten wir

(1.27)

2

Dl(t—s) = @(t—s)zmizja sin [wal(t — 5)] | (1.28)
- Mﬁsy(t—s)—ké(t—s)zmc—%ﬂ, (1.29)

mit dem so definierten Ddmpfungskern (¢ — s) mit

V) = @(t)%z €0 cos [wat] - (1.30)

2
~ MW
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Weiterhin definieren wir im Hinblick auf die spatere Verwendung die Funktion

2

Ca TWa
K(t) = Zme L (1.31)

womit wir die Greenfunktion D~!(¢) als Imaginirteil von x(t) darstellen
koénnen.

Durch Partielle Integration des ersten Termes auf der rechten Seite von
Gleichung (1.29) kann man zu einer Ankopplung an die Systemgeschwindig-
keit ¢ iibergehen. Durch den zweiten Term hebt sich die Gleichgewichtskoor-
dinate X®&(t) in (1.24) gerade weg und man erhélt eine Langevin-Gleichung
mit einer stochastischen Kraft £(¢) und dem oben definieren Dampfungskern
v(t) der Form

MG(t) + 0,V (q, 1) + M /0 ds(t— s)d(s) = £(1) . (1.32)
£(t) = X™(t) — M~(t)q(0) . (1.33)

X" beschreibt die stochastische Kraft des freien Bades, wihrend der zweite
Term die Ankopplung des Systems an das Bad beriicksichtigt und als Rand-
term bei der partiellen Integration entsteht. Der Zustand des Gesamtsystems
ist wegen des deterministischen Verhaltens vollstindig durch den Satz von
Variablen {z,(0),p4(0)},¢(0), P(0) zur Zeit ¢ = 0 beschrieben. Der Term
fotds ~v(t — $)q4(s) in Gleichung (1.32) entspricht einem Reibungsterm mit ei-
nem zeitlichen Gedéchtniskern. Je nach Vorzeichen geht dabei Energie auf das
Bad iiber bzw. liefert das Bad Energie an das System. Der Dampfungskern
(1.30) liefert fiir Zeiten ¢ > 1/w, ein oszillierendes Verhalten. Im zeitlichen
Mittel wird also zumindest fiir eine endliche Anzahl von Oszillatoren kei-
ne Dissipation stattfinden. Anders ausgedriickt kommt die Trajektorie der
N Ostzillatoren im Phasenraum fiir groffe Zeiten zumindest beliebig nahe an
den Startpunkt heran und kann somit keine Energie dauerhaft vom System
absorbieren. Klassisch wird dies erst moglich, wenn wir unendlich viele Oszil-
latoren zulassen und deren Verteilung dann durch eine sogenannte Spektrale
Funktion oder im Folgenden spektrale Dichte genannt beschreiben.

Aus der Bewegungsgleichung (1.32) geht nun direkt die weiter oben ange-
sprochene Translationsinvarianz des Bades durch den Zusatzterm Ht hervor.
In Gleichung (1.8) lesen wir die Invarianz unter der Transformation

g — g+, (1.34)
Ac,

)
maw?

To — T —
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ab. Die linke Seite der Bewegungsgleichung (1.32) ist invariant unter die-
ser Transformation (ohne Beriicksichtigung des Potenzials V(q,t), welches
natiirlich im Allgemeinen nicht translationsinvariant ist), da nur Ableitun-
gen der Systemkoordinate ¢ eingehen und (t) sich unter der Transformation
(1.34) nicht &ndert, wie man aus der Definition (1.30) ersieht. Die stochasti-
sche Kraft £(t), also der rechte Term, dndert sich nun ebenfalls nicht unter
der Transformation (1.34), da sich die einzelnen Terme in (1.33) wie folgt
dndern,

Xh(t) - Xh(t)+AZmCO‘wz , (1.36)
MAa(0) — Mr(2)g0) ~AY 2 (137

Dies ist eine wichtige Voraussetzung beispielsweise bei der Untersuchung
von Transport in einem periodischen Potenzial. Ohne den Zusatzterm Hr
wire der stochastischen Kraft £(t) eine riicktreibende Kraft —A )" ngzﬂ
iberlagert, welche auch durch eine Renormierung des Potenzials V (g, t) gea—
deutet werden kann. Im quantenmechanischen Imaginérzeitfall finden wir
dieselbe Eigenschaft darin, dass im Frequenzraum die Kopplungskonstante
& aus Gleichung (1.405), welche den Gleichstromanteil des Systempfads ¢
koppelt, verschwindet. Im Realzeitfall tritt diese Eigenschaft beispielsweise
darin zutage, dass die Schwerpunktskoordinate r(t) aus Gleichung (1.570)
im Influenzfunktional nur als zeitliche Ableitung beitragt, wodurch wieder
der Gleichstromanteil des Pfades ignoriert wird. Ohne den Counterterm Hr
entsteht ein Randterm, welcher die Translationsinvarianz zerstort.

1.2.2 Klassische thermische Bad-Erwartungswerte

Eine klassische thermodynamische Beschreibung erhalten wir unter Verwen-
dung des Boltzmann-Gewichtes des freien Bades iiber Hg aus Gleichung (1.6)

pr(0) = exp[—BHr(0)], (1.38)
bzw. des Bades mit Ankopplung an das System tiber Hp aus Gleichung (1.8)
pe(0) = exp[—BHg(0)], (1.39)

und Erwartungswerte (f(t))p g als Funktion von {z4(0),pa(0)} iiber

(fO)pm = . tr[fpp/R] (1.40)

7
-1 (ﬂ [0 ) (1.41)



1.2. Klassische Beschreibung des Bades 23

Die quantenmechanische Zustandssumme erhélt man durch Spurbildung des
Operators exp(—(3H)],

Zaom = trlexp(—FH)] . (1.42)

Liegt H in der separierten Form H = T'(p)+V (x) vor, so kann im klassischen
Limes 3 — 0 die Exponentialfunktion mithilfe der Zassenhaus-Formel [61,
62| in die Produktform exp[—/3T(p)] exp[—BV (x)] zerlegt werden, sofern der
Kommutator [T, V] nicht divergiert. Wir erhalten dann

lim Zou = / dp da (ple™ P |z) (x|e "D |p) , (1.43)
dpdx
= / Gy exp[—f(H] . (1.44)

Dies ist genau der klassische Ausdruck fiir die Zustandssumme. Fiir singulére
Potenziale V' (z) bspw. liefert dieser klassische Ausdruck ein falsches Resultat.

Fiir die Normierung von Gleichnug (1.40) notwendige klassische Zustands-
summe Z ergibt sich somit

hlw = exp[—(F] . (1.45)

-

Daraus folgt sofort die innere Energie U des Bades, welche wie erwartet
proportional zur Anzahl der Freiheitsgrade N ist,

N
Z = trglpsml = [
a=1

N
U = (H==. (1.46)
p
Fiir die Gibbssche Entrophie S folgt
1
S = —E tl"B[PB/R 1an/R] =N y (147)

und damit U = T'S. Die obigen Erwartungswerte folgen aus der quanten-
mechanischen Zustandssumme und den dazugehorigen Erwartungswerten im
Limes h — 0 aus

Z = []D_ expl-Bhwa(n+1/2)] =[] 5 sinh[;hwa/Q] : (1.48)
Bhwa Bhw,
S = Z 5 tanh[ 5 } )

Der Erwartungswert der stochastischen Kraft (¢) aus Gleichung (1.33) ver-
schwindet nun unter Verwendung des Boltzmann-Gewichts pg, wiahrend der
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Erwartungswert der stochastischen Kraft des freien Bades X" durch Verwen-
dung des Gewichtes pr verschwindet, also

€Wp=0, (XM1)p=0. (1.49)

Dass der so gebildete Erwartungswert von X" verschwindet, sieht man sofort,
da pgr eine gerade Funktion in x, ist. Zur Berechnung des Erwartungswer-
tes von &(t) verschiebt man die Integration iiber z, um ¢2q(0)/(myw?) und
bekommt dadurch wieder ein Mittel iiber pg, also

€O = Yol (7000 + 20D cosfint] ~ Mr(a(0)) . (150)

MaW?:

= 2 210 cos|wqt] — M~y (t)q(0) = 0. (1.51)

Der Mittelwert

(XM = —(€t)r = My(t)a(0) , (1.52)

besitzt einen nichtverschwindenden, zeitabhédngigen Erwartungswert, welcher
durch die Verschiebung der Badkoordinaten bei der Ankopplung an das Sys-
tem zustande kommt und somit von der Systemkoordinate ¢ abhéngt. Damit
erhalten wir das wichtige Resultat, welches den Zusammenhang der beiden
stochastischen Krifte £(¢) und X"(¢) erklirt,

§(t) = XMt) = (X"(V)gp (1.53)
XMt = &) — (E0)x . (1.54)
wodurch sofort das Verschwinden der Erwartungswerte (1.49) folgt.

Analog erhalten wir die 2-Punkt Korrelationsfunktionen der stochasti-
schen Kraft £(¢) und X"(¢), indem wir z,(¢) durch Gleichung (1.18) ersetzen

(EOEENs = (XTOXE))y (1.55)
= % Z mzauﬂ cos [wa(t — )], (1.56)
= %’y(‘t—ﬂ) = %%(t—t’), (1.57)

wobei durch den Betrag die Theta-Funktion in der Definitionsgleichung (1.30)
von 7y(t) entfillt und Erwartungsgeméf eine in ¢ — ' symmetrische Funktion
herauskommt, die wir im Folgenden mit ~4(t — t’) bezeichnen. Die gefundene
Symmetrie ist ungemein wichtig, da sie sicherstellt, dass keine Zeitrichtung
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ausgezeichnet wird, also Invarianz unter Zeitumkehr gegeben ist. Eine Asym-
metrie unter Zeitumkehr ist fiir einen dissipativen Beitrag jedoch unbedingt
notwendig. Daher induziert die Kraft £(¢) Fluktuationen auf das System,
Dissipation kommt jedoch nur durch den Reibungsterm proportional zu ¢(t)
zustande.

Analog zu den Erwartungswerten weiter oben kénnen wir wieder die
Zweipunkt-Korrelationsfunktionen in Relation setzen,

€OE)s = (XMOXM)s (1.58)
= (XPOXM())p — (X0 (X))
(XPOXE)n = (EOEE))n (1.59)

= (€O))r — (€0)r (€E))g -

Der rechte Teil der beiden Gleichungen entspricht der Definition einer Ku-
mulante, wie wir weiter unten im Text noch sehen werden. Damit gilt fiir die
Zweipunktkumulanten

(EDE)Ny = (X"OX () = %%(t —t), (1.60)

(DM = (X"OX )y = %%(t —t). (1.61)
Die quadratische Abweichung vom Mittelwert der Fluktuationsfunktion

(AEOP)s = (€0 =52 2 (1.62)

liefert uns ein MaSf fiir die Stédrke der Fluktuationen und ergibt sich direkt aus
Gleichung (1.49) und (1.55). Da «(t) aus Gleichung (1.29) unabhéngig von
der Temperatur ist, verschwinden im klassischen Fall die Fluktuationen bei
Temperatur 7' = 0. Im quantenmechanischen Fall wird dies nicht mehr der
Fall sein, da dann sogenannte Nullpunkt-Fluktuationen eine Rolle spielen.
Dieses Verhalten werden wir in Abschnitt 1.4.3 genauer betrachten.

Eine wichtige Gréfle zur Charakterisierung des Bades und ganz allgemein
einer stochastischen Funktion ist ihr sogenanntes Rauschspektrum K (w), wel-
ches als Fouriertransformierte der oben gefundenen symmetrisierten Korre-
lationsfunktion der stochastischen Kraft £(¢) definiert wird. Durch die Form
des Rauschspektrums kann man Rauschen klassifizieren. Beim Weiflen Rau-
schen beispielsweise sind alle Frequenzen mit gleicher Amplitude enthalten;
das Rauschspektrum ist somit konstant. Entsprechend sind bei farbigem Rau-
schen die Frequenzanteile unterschiedlich gewichtet. Im Falle des obigen Ba-
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des erhalten wir fiir das Rauschspektrum, da +(t) reell ist und die symmetri-
sierte Korrelationsfunktion nur an den Kosinus koppelt,

K@) = [ 4 { e, + o, b (1.6
= [ at coslo] €(06(0N), = 77 Reliiw)] (1.64)

Im hier betrachteten klassischen Fall ist die Korrelationsfunktion schon per
Definition symmetrisch. Im spéter zu untersuchenden quantenmechanischen
Fall werden wir es mit explizit zeitgeordneten Erwartungswerten zu tun ha-
ben, so dass auch hier wieder automatisch eine in der Zeit symmetrische
Form vorliegt. Das obige Resultat ist das wichtige klassische Dissipations-
Fluktuations-Theorem. Weiter unten werden wir auch das quantenmechani-
sche Rauschspektrum (1.235) herleiten und im klassischen Limes (1.237) das
obige Resultat wiederfinden.

1.2.3 Klassische thermische System-Erwartungswerte

Die Langevin-Gleichung (1.32) wird im Allgemeinen als Differenzialgleichung
fiir die Systemkoordinate ¢(t) unter Vorgabe einer stochastischen Rausch-
kraft X"(t) betrachtet. Zu jeder Realisierung X"(¢) finden wir somit eine
eindeutige Losung ¢(t). Somit kann ¢(t) als Funktional q[X"(¢)] betrachtet
werden. Eine explizite Darstellung ist im Allgemeinen jedoch nicht moglich.
Eine Ausnahme bildet der Fall des ohmschen Rauschens, da hier der nicht-
lokale Dampfungsterm der Langevin-Gleichung in einen Reibungsterm der
Form ~(t) ibergeht, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden. Unter
dieser Voraussetzung kann die Greenfunktion bestimmt werden und liefert
somit eine analytische Darstellung des Funktionals q[X®(¢)].

Umgekehrt kann nun auch jeder klassischen Losung ¢(t) eindeutig eine
Realisierung der Rauschkraft X" (¢) zugeordnet werden, was man direkt der
Langevin-Gleichung (1.32) abliest. Da wir nun die Statistik dieser stochasti-
schen Kraft kennen, kénnen wir dieses Funktional X"[¢(¢)] von ¢(t) nutzen,
um Erwartungswerte der Systemkoordinate zu bestimmen.

1.3 Charakterisierung des Bades durch die
spektrale Dichte

Wie man aus Gleichung (1.23) sieht, gehen die freien Parameter des Bades
{WasMa, co} nur in der Form Y (c2/my)f(w,) in die Bewegungsgleichung
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ein. Daher bietet sich die Einfithrung einer sogenannten spektralen Dichte
J(w) zur Charakterisierung des effektiven Bades iiber
2

J(w) = g 3 miwaa(w — W) (1.65)

an, welche im thermodynamischen Limes N — oo gegen eine glatte Funktion
geht. Allgemein lésst sich nun eine Summe in der obigen Form als Integral
mit dem Gewicht J(w) schreiben,

s 2 [
Ea: . flwa) = = /O dw.J (W) f(w) . (1.66)
Die spektrale Dichte J(w) beschreibt nicht das Bad fiir sich, sondern die
effektive Kopplung des Bades an das System. Bei verschwindender Kopplung
¢, beispielsweise geht J(w) gegen Null, ohne dass damit notwendigerweise
das Bad betroffen wére. Nur der effektive Einfluss des Bades auf das System
verschwindet. Wir werden auf diesen Sachverhalt bei der Transformation des
Bades auf das Gaul-Modell in Kapitel 3.1 nochmals eingehen.

Indem wir die Delta-Distribution in der Definition der spektralen Dichte
(1.65) als Integral darstellen, bekommen wir den direkten Zusammenhang
mit der Funktion () in Gleichung (1.31) bzw. deren Fouriertransformierte

R(w),

1 [ . t 1.
Jw) = - [ doe™ Y o ehnr = 7AW (1.67)

4 ) o — MaWa

Es ldsst sich nun zum Beispiel der Term Hr aus Gleichung (1.7) des
Caldeira-Leggett Modells mithilfe der spektralen Dichte J(w) folgenderma-
Ben schreiben

2 o]
Hy = q—/ i (1.68)
T Jo w

Fiir den Dampfungskern ~(¢) aus Gleichung (1.30) erhalten wir so

v(t) = @(t)% /Ooodw JE:U) cos[wt] . (1.69)

Daraus ergibt sich der Zusammenhang M~v(0) = 1/7 [dwJ(w)/w. Die letzte
Gleichung konnen wir invertieren, um die spektrale Dichte J(w) als Funktion
von (t) auszudriicken,

J(w) = Mw /Ooodt cos|wt] y(t) , w>0. (1.70)
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Fiir die Fouriertransformierte erhalten wir formal den Ausdruck

Flw) = /oodtew (t) = e /d’ /dt cosw't] ™ | (1.71)

_ M/ dw JE:" [6uw+w) +8,(w—w)] | (1.72)

wobei die Distribution d4(z), welche bei der halbseitigen Fouriertransforma-
tion eine wichtige Rolle spielt,

1 [ | 11
5 = — dk et = i — 1.73
+(2) o ¢ o T o i (1.73)
- P<1>+15( ) (1.74)
- :':2m T 2 x '

mit dem Cauchy-Hauptwert? P verwendet wurde. Somit erhalten wir

- .20 >, J(W) w + e
Y(w) = lim —/0 duw’ o it (1.75)

Analog erhalten wir fiir die Laplace-Transformierte

500 = /0 dte M (1) (1.76)

die Form
500 = M/ Ao ()\+w)+5+(z')\—w’)], (1.77)
J(w) A+e
= lim — dw’ . 1.78
o0t 7T/0 W (A€ +w? (1.78)

Aufgrund der Kausalitdt des Dampfungskerns () besteht der formale Zu-
sammenhang zwischen der Fourier- und der Laplacetransformierten,

Fw=i\) = A(\). (1.79)

Aus der Definition fiir die Fouriertransformierte (1.72) von 7(t) finden wir die
spater auftretende Grofle unter Verwendung der Eigenschaft der in Gleichung
(1.73) definierten halbseitigen Delta-Funktion, d;(w) 4 64+ (—w) = 6(w),

1 Jw)

30 = 5

- / “atA(h). (1.80)

3 Der Cauchy-Hauptwert ist als Distribution durch den Grenziibergang
P [dx @ = limc_ [ “dz @ + f+€ dx % definiert.
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Die fithrende Potenz der spektralen Dichte J(w) = M~yw?® ist daher entschei-
dend fiir den Gleichstromanteil [ dt~(t) von ~(¢). Wir finden

0 s>1
’y(O) = ol s=1 . (1.81)
0 s<1

Diese drei Bereiche nennt man superohmsch (s > 1), ohmsch (s = 1) und
subohmsch (s < 1). Diese Klassifizierung wird weiter unten im Text noch
behandelt. Wir kénnen nun eine mittlere Driftgeschwindigkeit vp des Systems
wie folgt definieren

¢

vp = lim E dsq(s) . (1.82)
t—oo 0

Die Systemgeschwindigkeit ¢(t) = vp + v¢(t) wird somit durch eine mittlere

Driftgeschwindigkeit vp und eine Fluktuationsvariable v¢(t) beschrieben. Der

Reibungsterm M [ dsy(t—s)q(s) der Langevin-Gleichung (1.32) liefert daher

im Langzeitverhalten bei einer nichtverschwindenden Driftgeschwindigkeit vp

den Beitrag

tlim Fp(t) = tlim M [ dsy(t—s)vp = MupF(0) . (1.83)
—00 —00 0
Im Falle einer superohmschen spektralen Dichte liefert dieser konstante Drift
keine Riickstellkraft. Im ohmschen Fall bleibt diese Kraft endlich, wahrend
im subohmschen Fall ein konstanter Drift unterbunden wird.

Fiir den Realteil 7/ (w) = Re[¥(t)] ergibt sich unter Verwendung von Glei-
chung (1.74) direkt die einfache Form
J(w)

V(W) = 57|0@) ==+ 6(-w) ==

J(—w)p 1 J(|w])
]:M o (1.84)

Fiir den Imaginérteil erhalten wir formal

F(w) = 115/Ooodw"](w'>[ L, 1 ] (1.85)

Mn W lwtw o w—w
— 1]5/00dw’ ~’(w’)[ L | ! ] (1.86)
B A 7 wtw  w—wl’ '

Der Zusammenhang von Real- und Imaginérteil der Fouriertransformierten
7(w) entspicht der Kramers-Kronig Relation und folgt aus der Kausalitéit von
~(t). Da 7(t) reell ist, muss 4'(w) symmetrisch und 4”(w) antisymmetrisch
in w ein, was durch die obige Form bestétigt wird.
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Fiir den symmetrischen Dampfungskern ~(t) = 7(Jt|) erhalten wir die
reelle Fouriertransformierte

2 J(wl)

s = , 1.87
und damit fiir das Rauschspektrum aus Gleichung (1.63)
2 J(|wl)
K(w — 1.88
@ = 57 (1.89)

Diese Gleichung hat eine immense Bedeutung bei der Modellierung eines
realen quantenmechanischen Bades, da die spektrale Dichte in dieser Glei-
chung mit einer klassisch messbaren Gréfie verkniipft ist und somit J(w) aus
den klassischen Daten extrahiert werden kann. Wie wir schon im vorherigen
Abschnitt durch das Rauschspektrum (1.63) gesehen haben, spielt die Wahl
der spektralen Dichte J(w) eine entscheidende Rolle; sie charakterisiert die
Eigenschaft des Bades. Die klassische Badkorrelationsfunktion (1.57) nimmt
ausgedriickt durch die spektrale Dichte J(w) die Form

J(w)

w

- cos|w(t —t')] (1.89)

€ewn, = = [ e

an.
Von grofler Bedeutung im weiteren ist der folgende Ansatz in der Form
eines Potenzgesetzes mit einer Abschneidefrequenz 1/7,,

Jw) = Mryw'e “™. (1.90)

Ohne diese Unterdriickung beliebig hoher Frequenzen wiirden einige physi-
kalische Groflen divergieren. Im vorigen Abschnitt haben wir beispielsweise
die quadratische Abweichung vom Mittelwert der fluktuierenden Kraft & be-
rechnet. Ausgedriickt durch die spektrale Dichte erhalten wir

o _ 2 [ J) _2MyTs
(AgP) = Bw/o do= 2= 00 (1.91)

Fiir den Fall der sogenannten ohmschen Dampfung J(w) = Myw, also fiir
s = 1, erhélt man im Limes 7, — 0 fiir den Dampfungskern

W) = O2y5(t) = 73(t) . (1.92)

Durch diese Delta-Distribution geht die Langevin-Gleichung (1.32) in die
gewohnliche stochastische Differenzialgleichung

M(t) + 0,V (1) + My q(t) = &(t) (1.93)
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iiber. Dabei entspricht der Faktor M~ einem klassischen Reibungskoeffizien-
ten 7. Fiir diesen strikt ohmschen Fall finden wir die klassische Mobilitat gy
eines Brownschen Teilchens mittels einer Kraft F', welche iiber das Potenzial
V(q) = Fq an das System koppelt. Aus Gleichung (1.93) erhalten wir

% _ % (1.94)

Ho

Der Gedéchtnisterm verschwindet also bei ohmscher Dampfung im klas-
sischen Fall. Das quantenmechanische Analogon werden wir weiter unten
besprechen. Der Wert s = 1 ist somit ein ausgezeichneter Wert und wird
wie oben schon erwahnt als ohmsch bezeichnet. Entsprechend werden die
Bereiche s < 1 als subohmsch und s > 1 als superohmsch bezeichnet. Beim
Ubergang vom subohmschen in den superohmschen Bereich tritt eine quali-
tative Anderung beim Verhalten des Bades ein, wie wir an der allgemeinen
Form fiir den Dampfungskern unter Verwendung der spektralen Dichte (1.90)
ablesen konnen,

v(t) = O(1) 277 % cos [s arctan(t/7.)] . (1.95)

Da der Arcus-Tangens monoton von —/2 nach 7/2 ansteigt, ist der Bildbe-
reich des Kosinus fiir s < 1 auf dem ganzen Definitionsbereich t € [—o00, 00|
positiv. Fiir s = 1 hat der Kosinus zwei Minima bei ¢ — 4+oc0. Ab s > 1
bewegen sich diese Minima Richtung ¢ = 0 und der Kosinus steigt da-
nach wieder an. Dies ist das klassische Bild fiir einen Phaseniibergang beim
Ubergang von subohmschen in den superohmschen Bereich. Spiter werden
wir diesen qualitativen Wechsel auch an physikalischen Groéflen erkennen. Die
Halbwertsbreite finden wir, sofern wir den Kosinus-Term vernachléssigen, bei
t = (2/2—1)7,. Dies bedeutet, dass fiir Zeiten ¢ > 7. der Integralkern () ge-
gen Null geht und somit kein Gedéchtnisterm fiir diese Zeiten vorhanden ist.
Mit 7. wird also eine charakteristische Zeitskala des Bades eingefiihrt. Sehr
leicht liest man dieses Verhalten im ohmschen Fall s = 1 ab. Der Kosinus-
Term geht in diesem Falle in die algebraische Funktion

coslarctan(t/7.)] = m (1.96)

iiber und wir erhalten die sogenannte Drude-Form

2y 1 1

V() = Of() T onl+ (t)7.)%" (1.97)
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mit dem Grenzfall (1.92) im Limes 7. — 0. Umgekehrt erzeugt eine spektrale
Dichte mit einem Drude-Cutoff der Form?

M~y w

Jp(w) = T (W)

(1.98)
einen exponentiellen Abfall des Dampfungskernes (t) mit der expliziten
Form

1
w(t) = O@)y—e /™. (1.99)

™D
Im Grenzfall Thp — 0 erhalten wir einen zeitlich lokalen Dampfungskern in
der Gestalt von Gleichung (1.92). Dies sieht man sofort ein, indem man {iber

eine Testfunktion f(s) integriert und die Theta-Funktion beachtet, also

limO dtyp(t —s)f(s) =~ f(t) . (1.100)
TD—
Fiir die Fouriertransformierte (1.72) des Dampfungskernes 7(¢) finden wir
fiir die spektrale Dichte (1.98) einen analytischen Ausdruck,
1 1 WTp

1) = T T o T T wm)?

(1.101)

Der Term Hr in Gleichung (1.7), welcher einer Umorganisierungsenergie
des Bades durch die Ankopplung an die Systemkoordinate entspricht, nimmt
die Form

)

N
q c

e = DY s a0 = 2 P (1.102)
an. Im strengen Grenzfall (7. — 0) divergiert diese Umorganisierungsenergie
im thermodynamischen Limes N — oco. Weiterhin ist dieser Term gerade
proportional zur Fluktuationsstirke ((A&())?) aus Gleichung (1.62) bzw.
(1.91) mit

2

Hr = B5 (A1) . (1.103)

Fiir das Rauschsprektrum (1.63) erhalten wir

% wsTleTe (1.104)

“Der allgemeinere Fall Jp(w) = % lasst sich ebenfalls elementar integrieren, mit
dem Resultat (siehe auch Gleichung (1.413)
. 2—s 1. o P
’Y(t) = (—)(t)Q?V (LCObh[t/TD] _t ‘305[7"52/2]“5 2] 2F1(17 dgs, 4557 (t/QTD)Q)).

278 sin[rs/2] 8

Kw) =
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womit wir wieder fiir den ohmschen Fall ein weiles Rauschen mit einer Ab-
schneidefrequenz w = 1/7. finden. Am Ende dieses Abschnittes betrachten
wir noch die Fourier-Transformierte der reellen stochastischen Kraft £(¢) mit

fw) = / dt e ™t (1) (1.105)
aus Gleichung (1.33). Der Erwartungswert von &(w) verschwindet, wie man
direkt aus Gleichung (1.49) abliest. Fiir die Zweipunkt-Korrelationsfunktion
erhalten wir aus Gleichung (1.55)

/ dtdt’ e~ e (E(HE))g (1.106)
2 J(|wl)
B |wl
die Korrelationsfunktion der Fouriertransformierten eines gaufischen stochas-
tischen Prozesses. Gleichung (1.107) erhélt man einfach aus (1.106), indem
man zu einer Schwerpunkt- 7 und Relativzeit o mit 7 = (¢t +t')/2, 0 =
t —t' iibergeht. Die Integration iiber 7 erzeugt die Deltafunktion §(w — w'),
wahrend die Integration iiber o die Fouriertransformierte des symmetrischen
Dampfungskerns s erzeugt.

_ Gleichung (1.107) bedeutet nun fiir die komplexen Fourierkoeffizienten

£(w) einer gauBschen stochastischen Kraft, dass diese nicht korreliert sind
und das Betragsquadrat der Fourierkoeffizienten

TRy N 4r J(|w])
(fwEw), = (@), =575
gauiverteilt vorliegt und iiber die klassisch erfassbare Gréfie des Rausch-
spektrums K (w) aus Gleichung (1.88) gegeben ist, wéhrend deren Phase
beliebig ist. Bei einem strikt ohmschen Rauschen mit einer sprektralen Dich-
te J(w) o w ist der Erwartungswert des Amplitudenquadrats (|€(w)|?)g
gerade wieder unabhéngig von der Frequenz w; dies entspricht einem wei-
Ben Rauschen. Eine Sonderstellung nimmt der reelle Koeffizient £(0) ein,
da dieser dem sogenannten Gleichstromanteil von £(t) entspricht und somit
£(0) = £(0) gilt.

Gleichung (1.107) liefert uns eine einfache Moglichkeit, eine gaufische sto-
chastische Kraft £(¢) mit den geforderten Eigenschaften eines verschwinden-
den Erwartungswertes und einer Zweipunkt-Korrelationsfunktion der Gestalt
(1.55) zu generieren, indem wir ein Set {, } mit gauBscher Statistik und der
obigen Gewichtung (1.107) erzeugen und mittels Fouriertransformation in
den Zeitbereich riicktransformieren. Wir werden diesen Punkt in Abschnitt
1.4.19 genauer betrachten.

(w)éwW))

B

= 210 (w — ') %%(w) =21 (w — w') (1.107)

= 2K (w) (1.108)
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1.3.1 Langsame und schnelle Badfrequenzen und de-
ren Ankopplung an die Systemkoordinate

Zu der Fouriertransformierten 7(w) des Dampfungskernes (t) bei fester Fre-
quenz w tragen alle Frequenzen w’ der spektralen Dichte J(w') bei, was wir
direkt aus Gleichung (1.75) ablesen konnen. Dennoch werden wir im Fol-
genden sehen, dass schnelle Badmoden nur fiir das Kurzzeitverhalten des
Systems relevant sind. Um diese Aussage zu verifizieren, betrachten wir nun
eine zeitgemittelte Koordinate g(¢) mithilfe eines Fensters Ax(s) in Gestalt
einer sogenannten sinc-Funktion,

at) — /_OodsAA(t—s)q(s), (1.109)
Ap(t—s) = %% (1.110)

Der Parameter A~! entspricht dabei einer charakteristischen Zeit zur Mittel-
wertbildung. Fiir Zeiten ¢ > A~! geht das Fenster Ax(t) rasch gegen Null.
Diese Mittelwertbildung entspricht einer Faltung, so dass wir im Frequenz-
raum

i = - Oodwewg(w)@(A—|w\):2i / dw e 'G(w) (1.111)

2 J_ o T J_A

erhalten. Das Rechteckfenster ©(A — |w|) entspricht dabei der Fouriertrans-
formierten des obigen sinc-Fensters,

O(A —|wl) = @(A—w)—@(—/\—w):/_ ds ¢

(1.112)

Generell gilt, unabhéingig von der genauen Form des Fensters, dass wir auf-
grund einer zeitlichen Mittelung iiber dem Zeitraum A~! im Frequenzbereich
Frequenzen w > A stark unterdriicken. Wir spalten nun die spektrale Dich-
te J(w) additiv in einen niederfrequenten und einen hochfrequenten Anteil
J(w) = Jif(w) + Jpe(w) auf. Der hochfrequente Anteil bestehe dabei aus Bad-
frequenzen w > A [1]. Die Aufspaltung in einen niederfrequenten und einen
hochfrequenten Anteil erreicht man einfach durch eine Funktion f(w/wr),
welche fiir ein Argument kleiner Eins gegen Eins und fiir ein Argument grofler
Eins gegen Null strebt. Ein harter Ubergang wird beispielsweise durch die
Theta-Funktion erreicht, f(w/wr) = O(1 —w/wr). Alle relevanten Zeitskalen
des Systems seien nun grofer als 7r = 1/wp < A™1, siche Abbildung 1.2.
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Beitrag zur Massen-
renormierung AM

Abbildung 1.2: Die Abbildung zeigt die Zerlegung der relevanten Badfrequenzen
der spektralen Dichte in einen niederfrequenten Anteil Jj¢(w) und einen hochfre-
quenten Anteil Ju¢(w). Die Trennfrequenz wr ist dabei wesentlich hoher als die
relevante Frequenz A, welche durch die Zeitmittelung der Systemkoordinate ¢(t)
entsteht.

Fiir die Fouriertransformierte 4(w) = Ji¢(w) +ne(w) aus Gleichung (1.75)
finden wir daher in guter Ndherung fiir den hochfrequenten Anteil

2 oo /
lim  Ap(w) = —o / AL (1.113)
0

WAL W iMr w'3

Um die Eigenschaft der einzelnen Frequenzen auf das System besser zu
verstehen, beschreiben wir die Langevin-Gleichung (1.32) im Frequenzraum
unter Verwendung der Zeitmittelung (1.109). Der kinetische Term besitzt
dann die Form

A
. d .
Mg = —M/ 2—we—wtw2 i(w) . (1.114)
_A LT

Indem wir die Ankopplung des Systems an das Bad zur Zeit t = —oo vor-
nehmen, erhalten wir fiir den Reibungsterm des hochfrequenten Anteils der
spektralen Dichte Jue(w)

M'/Oo dsype(t — 5)q(s) = M/A ;1—:: e Apg(w) (—iw) G(w) (1.115)

Aus diesem Verhalten lesen wir direkt ab, dass der Effekt des hochfrequenten
Anteils der spektralen Dichte im Langzeitverhalten allein durch eine renor-
mierte Masse M, mit

M, = M + AMy (1.116)

beschrieben wird, wobei der Massenkorrekturfaktor AM,;; durch

o0 /
it 2 [Fas B g
0

™

(1.117)
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gegeben ist. Der genaue Wert von A My hdingt nun explizit von der gewahlten
Form f(w/wr) des Ubergangs und der expliziten Form der spektralen Dichte
J(w) ab. Die Langevin-Gleichung (1.32) geht somit in die Form

ML (8)+ 05V (@t) + M [ ds ol = 9)its) = €00). (1.118)

iiber und beschreibt das Verhalten der zeitgemittelten Systemkoordinate q(t)
aus Gleichung (1.109). In diese Beschreibung geht nun nur noch der niederfre-
quente Anteil der spektralen Dichte Ji(w) in Gestalt des Dampfungskernes
ne(t — s) ein.

Wir betrachten nun den Korrekturterm AMy¢ zur renormierten Masse
M, fiir den expliziten Fall einer scharfen Ubergangsfunktion an der Stelle wr
mit f(w/wr) = O(1 —w/wr) und einer spektralen Dichte J(w) der Form

J(w) = Mrywie @™, (1.119)
Ji(w) = J(w)O(l —w/wr), (1.120)
Ii(w) = Jw)[1-6(1—-w/wr)]. (1.121)

Wir finden aus der obigen Form die Massenkorrektur
2M
AMye = =L 7275 T[s — 2, w7 . (1.122)

Die Funktion I'[a, b] beschreibt dabei die unvollstdndige Gammafunktion mit
der Integraldarstellung

[la,b] = / dtt*le™t. (1.123)
b

Der Grenzfall 7. — 0, existiert nur fiir s < 2 und liefert als Massenkorrektur
2M~y 1
PEDE =

Der Korrekturterm der effektiven Masse A M, divergiert fiir s > 2 im Grenz-
fall 7. — 0. Dies hat zur Konsequenz, dass alleine die schnellen Moden des
Bades dafiir sorgen, dass das System eine divergierende effektive Masse erhélt
und damit eine Dynamik des Systems komplett unterbunden wird. Die Sys-
temkoordinate wird dabei lokalisiert. Die Annahme 7. — 0 ist daher fiir
diesen Bereich unphysikalisch.

Fiir den Bereich s > 2 benétigen wir aus diesem Grund einen Frequenz-
Cutoff. Unter Verwendung der spektralen Dichte J(w) = Myw*O(w — w,)
erhalten wir

—2 s—2
2IM We —Yr 9
AMy = 220 { 2 s#2 (1.125)

AMy; = (1.124)

™
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Zusammenfassend finden wir somit, dass Badfrequenzen w, welche grofier
sind als alle fiir das System relevente Frequenzen, lediglich zu einer Massen-
renormierung in der Systembeschreibung fithren. In der Literatur findet man
diesen Effekt oftmals unter dem Schlagwort adiabatische Badapproximation
— die schnellen Badmoden folgen quasi in der zeitgemittelten Beschreibung
direkt der Systemkoordinate.

1.3.2 Fluflgleichung fiir die renormierte Masse

Aus Gleichung (1.114) lesen wir ab, dass der kinetische Term M{? wie ein
Filter fiir hohe Systemfrequenzen §(w) wirkt. Wenn sich nun die effektive
Masse M, aufgrund der Ausintegration der Badmoden mit Freqenzen w > wr
vergroflert, dann ergibt sich dadurch eine etwas kleineres effektives A bzw.
wr. Gleichung (1.114) macht die folgende Abschétzung plausibel,

Muw? = M'w'5 . (1.126)
Wir kénnen daher wi" = [aM®™]~1/2 setzen, wobei @ 3> 1 gelten soll. Dies
fithrt zu einem rekursiven Prozess fiir die effektive Masse,

2 oo
AMO = —/ dwig) : (1.127)
m [aM}—l/Q w
g pleMITE g 2 [ J
AM®D = AMO 4 2 / dw ) _2 / dw 1)
m [aM(O)]—1/2 w m [aM(O)]—1/2 w
2 J
AM®) = 2 / dw (f) . (1.128)
T J{a(M+AM())]=1/2 w

Dies bedeutet, dass wir eine monoton steigende Folge AM™+1) > AM®™)
finden, welche schluiendlich gegen den Grenzwert AM () konvergiert, sofern
das Integral (1.128) existiert. Mit einer spektralen Dichte der Form J(w) =
M~w*O(w — w.) finden wir mithilfe der Gleichung (1.125) die Bedingung fiir
das Verhiltnis . = AM©) /M > 0,

2
(5 — 2)z + (aM)ED/2(1 4 )22 = 2T =2 (1.129)
m

fiir s # 2, wiahrend der Fall s = 2 die Gleichung

eac

_ 21y/m
A l[aMw?] (1.130)

erfiillen muss.
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1.4 Funktionalmethoden und die quantenme-
chanische Behandlung des Bades

Nach der klassischen Beschreibung soll nun das Gesamtsystem quantenmech-
anisch beschrieben werden. Dazu werden wir die Realzeitentwicklung des Sys-
tems betrachten, indem wir die Zeitentwicklung der Dichtematrix als Pfad-
integrale darstellen und die Freiheitsgrade des Bades ausintegrieren als auch
die quantenmechanische Zustandssumme, wobei wir im letzteren Fall nach
einer Wick-Rotation zu einer euklidischen Wirkung als Gewicht der Pfad-
integrale gelangen. Beide Darstellungen sind formal eng miteinander ver-
kniipft. Wéhrend jedoch die extremale Konfiguration im Realzeitformalismus
der klassischen Losung entspricht, kommt man im Imaginérzeitformalismus
zu Instantonlosungen, welche sich zeitlich nicht &ndern. Dies ist eine Fol-
ge der Wick-Rotation. Wéhrend in der Wirkung die Lagrangefunktion mit
L = T — V eingeht, ist es bei der sogenannten euklidischen Wirkung die
Energiedichte 7'+ V. Diese wird aber gerade durch einen verschwindenden
kinetischen Anteil extremiert, also durch eine zeitunabhingige Losung im
Potenzialminimum von V(q).

1.4.1 Der Propagator als Pfadintegral

Fiir den Fall eines explizit zeitabhédngigen Hamiltonoperators kann die Schro-
dingergleichung iterativ gelost werden, wordurch man zu einem unitéren Zeit-
entwicklungsoperator U der Form

. ¢
U, t) = Texp [— %/ dTIfI(r)] , (1.131)
t/

. " " r

=1- %/ dr H(t) — —/ dr [ dr H(r)H(7') +--- (1.132)
¢ v J

fiir Zeiten ¢’ > t' gelangt®. In der zweiten Zeile haben wir benutzt, dass

sich das explizit zeitgeordnete Integral [, dr[7dr’ H(7)H(7') mit dem Zeit-

ordnungsoperator als 1/27( ftf/aT H(7))? schreiben liisst. Der Zeitordnungs-

operator T ordnet dabei Operatoren in chronologischer Reihenfolge. In der
Reihenentwicklung (1.132) wird diese Zeitordnung automatisch eingehalten.

> Wenn der Hamiltonoperator H(t) zu verschiedenen Zeiten kommutiert, kann der
Propagator elementar integriert werden. Mit U(¢,t) = 1 erhalten wir aus der DGL
ihU(t,t') /U (t,t') = H(t) die Losung In U (t" ') = —i/h ftt, drH(7). Dies entspricht genau
Gleichung (1.131) fiir den Fall [H(t"), H(t')] = 0.
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Der inverse Operator von U lésst sich durch folgende Form darstellen,

. 7
U ) = U ) = T exp [+%/ dTH(T)} , (1.133)
t/

. " R 1 " " R A
= 1+%/ dTH(T)—ﬁ/ dT/ dr' H(r)H(7") + - - (1.134)
14 t T

wobei der adjungierte Operator TT Operatoren in inverser chronologischer
Reihenfolge anordnet. Weiterhin besitzt der Zeitentwicklungsoperator U die
Markov-Eigenschaft

Ut Uty = U@ t), ">t >t (1.135)

und enthélt somit keinen Gedéchtnisterm. Das Matrixelement (¢"|U(t",t')|q")
wird als Propagator im Ortsraum ¢ bezeichnet. Fiir die Pfadintegraldarstel-
lung ist der infinitesimale Propagator

lim (¢ [U(t+et)la) = {gle” g} + O(e) (1.136)

von entscheidender Bedeutung. Wie schon Dirac bemerkte, kann man wegen
der obigen Markov-Eigenschaft den Zeitentwicklungsoperator als ein Produkt
iiber infinitesimale Operatoren schreiben,

N—-1
U(t”,t/) = J\llm U(tz+€,tl), (1137)
> =0
i [ty i [t
— (1—= [ drH®))---(1—== [drH 11
( hLHT“D ( ﬁLT‘W’ (1.138)

—ieH(tN)/ﬁ e_iGH(thl)/h .

" e~ieH(t)/R (1.139)

wobel wir ty = t/, ty =", t; = to + je setzen und als infinitesimalen Zeit-
schritt e = (¢” —t')/N verwenden.

Diese Zerlegung in ein Produkt der Form (1.139) gelingt nur durch die
explizite Zeitordnung. Dies erkennt man sofort, indem man das Integral
iiber der Zeit ¢t im Zeitentwicklungsoperator (1.131) als Summe approximiert.
Geht man zu einem Produkt iiber, so treten aufgrund der Baker-Campbell-
Hausdorff Zerlegung® der Exponentialfunktion weitere Kommutatoren auf;
zeitgeordnete Kommutatoren verschwinden jedoch identisch. Als Approxi-
mation finden wir daher mit [ d¢ A(t) = Ziio AtA(t;)

ivj At A(t)

6Zur Baker-Campbell-Hausdorff Zerlegung siehe Gleichung (A.70).

exp { / th(t)} ~ exp : (1.140)
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T exp {/ dt A(t)] ~ exp[At A(tn)] exp [At A(tn_1)] - - -exp [At A(tq)] .
(1.141)

Die Zeitordnung ist daher zwingend fiir die Einhaltung der Markov-FEigen-
schaft aus Gleichung (1.135). Kommutiert A(¢) mit sich selbst zu verschie-
denen Zeiten, dann sind die beiden Ausdriicke natiirlich identisch und eine
Zeitordnung ist redundant.

Liegt H nun in der Standardform H(p,z,t) = T(p,t) + V(x,t) vor, also
mit einem kinetischen Anteil 7', welcher nur vom Impuls p abhédngt und einem
potenziellen Anteil, welcher nur vom Ort x abhéngt, dann faktorisiert der in-
finitesimale Propagator (1.139) in erster Ordnung nach der Baker-Campbell-
Hausdorff Formel (A.70) in

e~ ie(T+V)/h fz'eT/hefz'eV/hefiGQ/Z[T,V}/hQJrO(é)

e : (1.142)

und der letzte Term kann fiir geniigend glatte und nichtsingulére Potenziale
im Limes ¢ — 0 vernachlafligt werden. Eine wichtige Ausnahme stellt z.B.
das Coulomb-Potenzial dar. Eine genauere Betrachtung dieser Voraussetzung
findet man z.B. in Literatur [14].

Fiir den Propagator in der Ortsdarstellung erhalten wir durch sukzessives
Einschieben der Vollstindigkeitsrelation” fiir die Orte z; und Impulse p;

q(t//):q//
DxD
WOl = [ S ewlidlp.al/i. (1.143)
q(t')=q

Alp,z] = /t/t//dt <ij — H(p,x,t)) , (1.144)

wobei wir unter dem Integral qu(%):?” DxDp symbolisch den Grenzfall

DxDp N Bt

TR § wal} 11 U ;f:};] (1.145)

n=1

verstehen und die Randbedingung =y = ¢ und xy = ¢” fiir das Integral
tiber Dz gilt. Ebenso ist der Term A[p, z] als Grenzfall der diskretisierten

" Die Bildung des Matrixelementes des Zeitentwicklungsoperators ist prinzipiell mit je-
dem vollstdndigen Satz von Hilbert-Vektoren moglich. Genau so gut kann man den Propa-
gator auch in der Impulsdarstellung verwenden. Zur Beschreibung von Bosonen/Fermionen
eignen sich besonders kohédrente Zusténde, welche Eigenvektoren zum Vernichtungsopera-
tor der Bosonen/Fermionen darstellen. In der Literatur findet man dafiir auch die Bezeich-
nung holomorphe Darstellung.
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Darstellung

Ty — T1—1

N
Ap,z] = lim e[pl —H(pl,xl,tl)] (1.146)

N—oo

zu verstehen. Formal erscheint der Term A[p, z] als klassische Wirkung. Da
A[p, z] ein Funktional der unabhéngigen Funktionen p(t) und z(¢) darstellt,
konnen wir hier £ nicht als Funktion des kanonischen Impulses p darstellen.
Das Integral iiber Dp ist frei und durch keine Randbedingungen beschrankt.
Diese Tatsache spiegelt die Heisenbergsche Unschérferelation wieder. Da die
Variable ¢’ und ¢” exakt angegeben wird, ist keine Information iiber die dazu
konjugierten Impulse p’ und p” vorhanden.

Liegt der kinetische Term in der quadratischen Form T = p?/2m vor, so
kann die gauBsche Integration®

/D ex [—z/tﬁdtﬁ— x] = I 'ex [i/tﬁdtlmﬁ] (1.147)
PepI=y |, Som — P T Pla ), 2 ’

ausgefiithrt werden und man erhélt fiir den Propagator in der Ortsdarstellung
q(t//):q//
WUy = T | Drexplisal/h . (1.148)

q(t')=q’
t// 1 t//
Slx] = / dt amx’Q —V(z,t) :/ dt L(z,t) , (1.149)
t t

mit der Wirkung S[z] und der Lagrangefunktion L(x,t), welche wieder als
Grenzfall einer diskreten Darstellung zu verstehen sind. Die Integration iiber
Dp erzeugt bei einem kinetischen Term p?/(2m) also gerade die aus der klas-
sischen Mechanik bekannte Legendre-Transformation.

Der Normierungsfaktor II ist dabei in der diskretisierten Darstellung

durch den Ausdruck

N+1 ) NJ2
d i P N
' = lim [ P hzfn] = lim (—m)) (1.150)

e
N=oo L0 | ] 27h 2mhi(t" — t!

gegeben. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, lasst sich dies Formal
als Determinante des Eins-Operators schreiben, also

1/2

n! = /Dp exp[ - %/t”dt %] x {det (%)} : . (1.151)
v

8Eine genauere Betrachtung der gauBschen Integrale erfolgt weiter unten in diesem
Kapitel.
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Der Name Pfadintegral riithrt nun daher, dass die Integration iiber alle Or-
te x; durchgefiihrt wird, was im Limes N — oo einer Integration iiber alle
moglichen Pfade von ¢’ nach ¢” entspricht. Der Entscheidende Beitrag kommt
nun von dem Pfad, welcher das Wahrscheinlichkeitsgewicht exp[iS[q]/h] ex-
tremalisiert, also der klassischen Losung. Fluktuationen um diese klassische
Losung konnen als Quantenfluktuationen verstanden werden. Diese tragen
zu einer Variation der Wirkung 6S5/h bei. Fiir ein freies Teilchen (V(q) = 0)
findet man fiir 65/h ~ 1 die Abschétzung [13]

q(t) —q(t + 6)‘ ~ \/% (1.152)

Der Vorteil dieser Pfadintegraldarstellung liegt vor allem darin, dass die Pfa-
dintegration als eine Integration im Konfigurationsraum, also im Ortsraum
aufgefasst werden kann. Da diese Pfade im Allgemeinen kontinuierlich aber
nicht differenzierbar sind, wie Gleichung (1.152) zeigt, ist es wichtig, dass
die obigen Darstellungen als Grenzfall disktreter Darstellungen zu verste-
hen sind, da der Limes nicht notwendigerweise existiert [14, 13|, was auch
fir die oben definierte Normierungskonstante I gilt. Ein ganz dhnliches
Problem héngt mit dem Operatorordnungsproblem in der Quantenmechanik
zusammen; in der Pfadintegraldarstellung existiert dieses Problem auf den
ersten Blick nicht. Allerdings zeigt sich, dass bei einer Wirkung mit einem
Mischterm aus p und z die Diskretisierung der Ortskoordinate nicht eindeutig
durchgefiihrt werden kann. Erst eine Ordnung analog zur Operatorordnung
macht die Diskretisierung eindeutig. Dies ist ein weiterer Hinweis darauf, dass
der Kontinuumslimes nicht immer eindeutig exisiert. Allgemeiner gesprochen
ist der Ubergang von der diskreten Darstellung ( 1.146) in die Funktionaldar-
stellung (1.144) nicht immer eindeutig; liegt quantenmechanisch ein Opera-
torordnungsproblem vor, so ist auch der Ubergang von der diskreten Dar-
stellung in die Funktionaldartellung von der Ordnung nichtkommutierender
Operatoren abhéngig. Trotzdem erleichtert uns die Schreibweise den Blick
auf das wesentliche ungemein.

Der kinetische Anteil T' = p?/2m der Wirkung entspricht einem Filter,
welcher stetige Pfade bevorzugt und unstetige Pfade unterdriickt. Mit der
Normierung II7!, welche im Limes N — oo divergiert und explizit in Glei-
chung (1.150) angegeben wurde, nimmt das Integralmafl die folgende Form
an [14]

N
-1 — 1 m A m
I1 /Dx = J\lﬂo”QﬁihEH/deHQWihE — /Dx. (1.153)

Im Folgenden wird die Normierung IT7! in das Integralmafl Dz einbezogen.
Solange nur Quotienten von Pfadintintegralen betrachtet werden, kann die
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Normierung selber vernachléssigt werden. Dieser Fakt zeigt sich weiter un-
ten beispielsweise dadurch, dass ein gaufisches Pfadintegral durch eine De-
terminante eines Operators ausgedriickt werden kann. Diese Determinante
ist jedoch nicht wohl definiert, wenn der Operator als Grenzfall eines dis-
kretisierten Objekts aufgefasst wird, wie oben schon angedeutet wurde. Erst
wenn man durch ein Referenz-Pfadintegral dividiert, bekommt man einen
mathematisch sinnvollen Ausdruck. Weiter unten werden wir sehen, dass die
Normierungskonstante im wesentlichen proportional zu (det[1])~'/? ist, was
dem obigen Referenzintegral entspricht und in Gleichung (1.151) angedeutet
wurde.

Wir betrachten nun noch den inversen (akausalen) Zeitentwicklungsope-
rator U~(¢",t') aus Gleichung (1.133), welcher die Produktdarstellung in
inverser Zeitordnung besitzt,

N-1

Ul t) = Jim Ut ti —€) , (1.154)
g

cleH (to)/h jieH(t)/h  ieH(tn-1)/h 7 (1.155)

wieder mit der obigen Konvention ¢, = ¢/, ty = t", t; = to + je und

e = (" —t')/N fiir den infinitesimalen Zeitschritt. In der Darstellung als
Funktionalintegral iiber DpDz erhalten wir im Vergleich zum Propagator
aus Gleichung (1.143)
q(t//):qND D
W@l = [ S e lidpa/n . (1.156)
7T

q(t')=q¢

Um Kausalitdt zu gewihrleisten, verstehen wir im Folgenden unter einem
Propagator den Ausdruck

("|UE", )|d) = O —t) / Dy Skl (1.157)

wobei O(t) die Schritt-Funktion (Step-Funktion) darstellt.

Der oben eingefithrte Realzeitpropagator (1.143), (1.148) definiert ein
Funtionalintegral {iber einen reinen Phasenfaktor. Mathematisch sind diese
Integrale wie auch das folgende einfache gaufische Integral

/ dr exp [ —iaz® + fz], a€R, (1.158)

nicht definiert. Erst durch eine Regularisierung, also eine Vorschrift eines
Grenziibergangs, welcher erst am Ende einer Rechenprozedur gebildet wird,
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macht dieser Ausdruck Sinn. Dies entspricht der Darstellung von Distribu-
tionen oder auch verallgemeinerte Funktion genannt, wozu beispielsweise die
Darstellung der Step-Funktion und der Delta-Funktion gehért. Im obigen
Fall verwenden wir die sogenannte in-Regularisierung,

. o o 5 m i3
lim dz exp [ — tax® £ ifx] exp | — nx®] =/ — exp [—] ,
n—0+ J_ oo 1o 4o
Relia] = —Im[a] >0 . (1.159)

Nur so macht auch der obige expizite Ausdruck fiir die Normierungskonstante
IT Sinn. Eine entscheidende Bedeutung im Folgenden liegt darin, dass das
Ergebnis aus der analytischen Fortsetzung des gaufischen Integrals

/Oodx exp [ — ar? + Br] = \/gexp [Q—Q} : Rela] >0 (1.160)

oo 4o

durch a@ — ia folgt. Dem entspricht, wie wir gleich sehen werden, der Uber-
gang von Imaginérzeit 7 zur Realzeit ¢, 7 — 7t. Damit konnen Resultate nach
der Pfadintegration zwischen Real- und Imaginérzeit direkt durch analytische
Fortsetzung in Beziehung zueinander gebracht werden wie wir im néchsten
Abschnitt sehen werden.

Den euklidischen (Imaginérzeit) Propagator erhélt man durch die soge-
nannte Wick-Rotation der Zeit ¢t — —i7. Der Propagator in der Darstellung
(1.143) geht dabei in die Form

(Ui i) = [ Bl exp[— APpal/H], (1161)
A®p 2] = / dT{—ip:t—f-H(p,:v,t)}, (1.162)

iiber. Nun kann bei einem kinetischen Term der Form p?/(2m) wieder die
Integration iiber Dp durchgefiihrt werden und wir bekommen den euklidi-
schen Propagator als Pfadintegral im Konfigurationsraum analog zu Glei-

chung (1.148) als

(" U(=it", —i")|¢") = ﬂl/Dx exp [ — SP[z]/A] , (1.163)
mit der euklidischen Wirkung S®™[z] und der Normierung IT~*

SB[ = / dr %m? V(@ t) = /dT LBz, 1) | (1.164)

N/2
Nm )) . (1.165)

-
1 N ]\}5120 (271’77,(7'” — 7
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Bei diesem Imaginérzeitiibergang geht die Wirkung ¢S =4 [dt M/2(0,x)* —
V(x) in die euklidische Wirkung —S® = — [dr M/2(8,z)* + V(z) iiber.
Die extremale (klassische) Losung entspricht somit dem urspriinglichen Po-
blem mit umgekehrtem Potenzial —V (). Als Funktionalintegral ausgedriickt
erhdlt man

(q"|U(—ih3,0) /Dxes( el (1.166)

mit dem Integralmafl

N
[ m m
Dx = i dz; . 1.1
/ . N QWheilI/ Y\ 2he (1.167)

Die oben eingefiihrte Regularisierung (1.159) ist daher mit der Wick-Rotation
kompatibel, was immense Vorteile durch eine einheitliche Darstellung be-
deutet und die Berechnung von Realzeit-Pfadintegralen mithilfe der Wick-
Rotation in Imaginérzeit erst moglich macht [20]. Fiir die Zustandssumme
Z = tr[exp —H]| finden wir daher die Pfadintegraldarstellung

f Dy e S/ (1.168)

z(0)=z(hB)

wobei nun die Anfangs- und Endkoordinaten zusammenfallen, z(0) = z(hf3),
was durch ein Integral iiber geschlossene Pfade § symolisiert wurde.

Der Pfad, welcher die Wirkung im Realzeitfall extremalisiert, entspricht
der klassischen Losung. Kleine Fluktuationen in der Umgebung dieses aus-
gewahlten Pfades dndern die Wirkung in erster Odrnung nicht und somit
kann sich der Beitrag dieser Pfade aufaddieren. Im Gegensatz dazu tragen
Pfade weit entfernt vom extremalen klassischen Pfad durch die schnellen
Ostzillationen nicht sonderlich bei, da sie sich wegmitteln. Mathematisch ist
diese Aussage jedoch sehr schwierig und stellt noch immer ein konzeptionel-
les Problem dar, da selbst das Mafl Dx im eigentlichen Riemannschen Sinne
kein Maf} darstellt und wirklich nur als Kontinuumslimes einer eigentlich
diskreten Darstellung betrachtet werden kann. Anders ist dies nun im Falle
des Imaginarzeitpropagators. Da der Exponent nun reell ist, tritt eine expo-
nentielle Unterdriickung von Pfaden auf, die entfernt vom extremalen Pfad
liegen.

Der Vollstéandigkeit halber soll noch erwidhnt werden, dass es auch meh-
rere unterscheidbare extremale Pfade geben kann. Es findet dann eine Auf-
summation der einzelnen extremalen Pfade und deren Fluktuationen statt,
wobei es bei topologisch nicht unterscheidbaren Pfaden zu einem Phasenfak-
tor kommen kann, was hier jedoch nicht weiter verfolgt werden soll [9, 10, 14].



46 Kapitel 1. Dissipative Quantensysteme

Zusammenfassend bildet der Propagator also das entscheidende Mittel
zur Beschreibung der Zeitentwicklung des quantenmechanischen Systems.
Der Propagator wird dabei durch ein Funktionalintegral oder Pfadintegral
definiert, dessen Gewicht durch die klassische Wirkung gegeben ist, wahrend
bei der Beschreibung im Schrodingerbild die Zeitentwicklung durch einen Dif-
ferenzialoperator - den Hamiltonoperator - gegeben wird. Besonders elegant
ist die formal gleiche Behandlung von Real- und Imaginirzeitpropagation
und den jeweiligen Erwartungswerten.

1.4.2 Erwartungswerte

Erwartungswerte besitzen in der Pfadintegraldarstellung eine formal einfache
Darstellung

t// —

./ Da F[{x(t;)}] S0Vt = (o ¢"|TF[{zt) |/, t), "> {t:} >,

/

(1.169)

welche ganz analog zur Bildung von Erwartungswerten mit einem Gewicht
P(x) der Form

(f(z)) = / 4z f(2)P(z) (1.170)

geschieht, hier allerdings mit einem Wahrscheinlichkeitsgewicht exp[iS[z]/R]
in Form einer komplexen Phase. Die Zustandsvektoren |z,¢) in Gleichung
(1.169) entsprechen hier Eigenzustdnden zum Ortsopertator xy(t) in der
Heisenberg-Darstellung zum zeitunabhingigen Eigenwert x und sind somit
zeitabhéngig mit dem funktionellen Zusammenhang

ra(t) =U )z Ut), |z, t) =U'(t)|z), ou)|r,t) =2z t). (1.171)

Eine Besonderheit an der Darstellung (1.169) liegt darin, dass die Erwar-
tungswerte auf der rechten Seite zeitgeordnet vorliegen, obwohl sie auf der
linken Seite als Funktionen scheinbar kommutieren [12, 20]. Um dies zu ver-
deutlichen, betrachten wir den N-Punkt Erwartungswert der Ortskoordinate
x zu festen Zeiten t; mit t” >ty > ... >ty > 1/,

/ Dz x(ty) - - x(ty) /M (1.172)

1"

" t1 to t
Slz] = / wL@yz/ &L+/]&L+”.+/ dt L. (1.173)
t '

t1 tn
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Durch Einfiigen der Eins-Darstellungen

H/dxl — ;) (1.174)

fixieren wir den Wert der Funktion x(t) zu den Zeiten t;. Weiterhin spalten
wir die Pfadintegration auf,

// ’
x(t

/;% [ / /m )

z(t' )=’ z(t' )=z’ z(tn)

// 2
x(t

Dadurch faktorisiert das Pfadintegral des obigen Erwartungswertes folgen-
dermaflen,

/dl'l e 'dZL‘N Ty - 'lL‘N<ZL'”|U(t”,tN)|ZL'N> te <$2|U(t2,t1)|l'1><l'1|U(t1,t,)|l',>
= (@ |a(ty) 2|ty > > h (1.176)

wobei wir in der zweiten Zeile die Variablen z; als Eigenwerte des Operators
% in der Basis |z;) dargestellt haben, also beispielsweise

/d[L‘l |l’1>l’1<l‘1| = /d$1 Zi‘(tl)|l‘1><l‘1| . (]_]_77)
Fiir die Zweipunktkorrelationsfunktion gilt daher beispielsweise

ty <ty o (x(ty)z(ts))
ty <ty : (z(ta)z(ty))

Zeitgeordnete Erwartungswerte bilden daher immer symmetrische Funktio-
nen in ihren Zeitargumenten, also

f(ti,ta,--ty) = <T$(t1)"'$(t1v)>, (1.179)
f(tpr,--ten) = f(ti,ta, - ty), (1.180)

(Ta(tr)e(ty)) = { (1.178)

wobei tp; bis tpy irgendeine Permutation der Zeiten ¢y bis ty darstellt.

Gleichung (1.176) beschreibt den konditionierten und zeitgeordneten Er-
wartungswert fiir z(ty)---x(t1) unter der Voraussetzung, dass das System
zur Zeit ¢ im Zustand 2’ und zur Zeit ¢’ im Zustand z” befinde. In der Li-
teratur werden die Randbedingungen der zu integrierenden Pfade z(t') = '
und x(t") = x” oftmals ignoriert oder aber die Bezeichnung

(@(tn)---2(t)) | (1.181)
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Abbildung 1.3: Dem thermischen Erwartungswert (1.184) entspricht die obige Pro-
pagation in der komplexen Zeitebene. Der Hin-und Riickpfad wurde etwas von der
reelen Achse verschoben, was phyikalisch jedoch keine Bedeutung hat. Die Zeit
to kann beliebig gewahlt werden. Ebenso kann die Propagation nach ¢y beliebig
verlangert werden, was dem Einfiigen einer Eins entspricht. Dadurch kann der
Pfad auf die gesamte reele Achse erweitert werden. Die Propagation von ty nach
to — i3 entspricht einem Imaginirzeit-Propagator. Uber den gemeinsamen Start-
und Zielpunkt x wie iiber alle Zwischenpunkte z; wird integriert. Der Konturord-
nungsoperator Tp ordnet die Operatoren z, 2’ und T entlang der Kontur.

steht fiir ganz bestimmte Zustandsvektoren, wie beispielsweise den Vakuum-
zustand |Q2), welcher fiir den Zustand des Systems mit der niedrigsten Energie
steht.

In dieser Arbeit betrachten wir ausschliefllich sogenannte thermische Er-
wartungswerte; diese besitzen im Operatorformalismus die Darstellung

(Palty) - a(tr), = %tr [P a(tn) - a(t)] (1.182)

und fithren im Pfadintegralformalismus analog zu Gleichung (1.168) auf pe-
riodische Randbedingungen, wobei der Realzeitfall aus dem einfacheren Ima-
gindrzeitfall durch analytische Fortsetzung nur der Zeitargumente der Ope-
ratoren x(t;) hervorgeht und so zu einer Kontur in der komplexen Zeitebene
fithrt [21].

Vakuumerwartungswerte erhalten wir mit der obigen Darstellung (1.182)
einfach durch den Grenzfall 3 — oo, da das Boltzmann-Gewicht in diesem
Grenzfall alle Energien grofler der Grundzustandsenergie exponentiell mit
dem Faktor exp|—((F — Ey)] unterdriickt,

QT x(ty)---2(t)|Q) = %ijglo%tr [e‘ﬁHTx(tN)---:p(tl)]. (1.183)
(T—0)

Die thermischen Erwartungswerte (1.182) werden wir nun mithilfe von
Pfadintegralen schreiben indem wir die enthaltenen Zeitentwicklungsopera-
toren durch Propagatoren ersetzen,

(Ta(ty) - x(t))s (1.184)



1.4. Funktionalmethoden und die quantenmechanische Behandlung des Bades 49

1 o0
— E/ dxod:p’O cdaey <x0|e—ﬁH|x/0> <x6|UT(tN — to)|z)

X xn(xn|-x (@o|U(ty — t1)|z1) 21 (21 |U (81 — to)|xe) ,  (1.185)

1 . z(tN):xN
= / dzodayday / Dra(ty)---x(ty) e l/h
- z(to)=xo
:E(tN)Z{L‘N f(tifihﬁ)zz‘o
X / D:L'/ e—iS[xq/h / DT e,S(E) [z]/h . (1.186)
@' (to)=x, Z(to)=a},

In der komplexen Zeitebene entspricht der propagierte Pfad aus Gleichung
(1.184)-(1.186) dem in Abbildung 1.3 gezeigten Verlauf.

Im Hinblick auf die folgende Beschreibung der Realzeitentwicklung der
reduzierten Dichtematrix in Abschnitt 1.4.15 erweitern wir nun die Relation
(1.184), indem wir nun nicht nur auf dem Pfad z, sondern auch auf dem
Riickpfad 2" Korrelationen zulassen und damit eine symmetrische Darstel-
lung erhalten,

(Tp o/ (tn) -2/ (1) @) - x(t)) (1.187)
1 o J?(tf):mf
= / dzodayday / Dz x(ty) - - - x(t;) e l/h (1.188)
- {L‘(to)zxo
z’(tf):acf f(tifihﬁ)zz‘o
" / Da' 2 (fy1) - - -2 (t) e—SE / D e—SPlE/n
z’ (to)=xz T(to)=x(,

Der Zeitpunkt ty > t;,7 € 0,..., N kann dabei wie in Abbildung 1.3 zu sehen,
beliebig gelegt werden. Der Konturordnungsoperator Tp ordnet nun entlang
der Kontur in Abbildung 1.3. Wir kénnen nun ein generierendes Funktional
fiir thermische Erwartungswerte der Form (1.187) bilden. Dazu betrachten
wir das Funktional

J?(tf):mf
Zgb, V'] :/ dzodayday /Dxeis[m]/heifdtb(t)x(t) (1.189)
o {L‘(to)z{to
(tf) Ty t Zhﬁ _{L‘Q

« / —iS[x'] zfdtb’(t V' (t) / DTe —S®E) :):]/h

:L‘/(to) 0 to —{L‘O
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Eine Funktionalableitung von Z[b, b'] nach b(tx) erzeugt einen Faktor ix(ty,).
Analog produziert die Funktionalableitung von Z[b, b'] nach b'(t;) einen Fak-
tor —ia'(t;). Mit dieser Definition erhalten wir einen thermischen Erwar-
tungswert der Gestalt (1.187) durch

<Tp x/(tN)x/(tlJrl) l‘(tl) s 'l’(tl))ﬁ = (1190)
L —id s b i ,
A0 <(5b’(tN) St ob(w) () )20 o

Wie wir in Abschnitt 1.4.15 sehen werden, entspricht die Form des sogenann-
ten Influenzfunktionals Fry[q, ¢'] aus Gleichung (1.564) gerade der soeben ge-
fundenen generierenden Funktion Z[b, ¥'| mit dem Unterschied, dass der hier
kiinstlich eingefiihrte lineare Kopplungsterm z(¢)b(¢) im Exponenten einer
realen bilinearen Kopplung des Bades an die Systemkoordinate entspricht.

Wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden, kannn fiir die Wir-
kung eines harmonischen Oszillators die Pfadintegration in Gleichung (1.189)
ausgefiihrt werden. Im Folgenden werden wir jedoch mit den schon bekann-
ten algebraischen Methoden der Quantenmechanik einen thermischen Erwar-
tungswert eines harmonischen Oszillators berechnen.

1.4.3 Thermische Erwartungswerte des harmonischen
Oszillators

In diesem Abschnitt wollen wir die thermischen Erwartungswerte und Kor-
relationsfunktionen zum Vergleich mit der Pfadintegralmethode mithilfe der
bekannten Operator-Algebra Methoden des harmonischen Oszillators ablei-
ten. Der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators

2 2.2

P mwx

H = — 1.191
2m + 2 ( )

nimmt ausgedriickt durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

o = mwx — ip 7 0 mwx + 1p 7 (1.192)
2mwh 2mwh

mit dem Kommutator [a, af] = (i/h) [p, 2] = 1 die einfache Form
H = ho(n+1/2), n=da, (1.193)

an. Normierte Energieeigenzustinde werden durch die Operatoren a' mit

1 N
|N>=m(af) 0) , n|N) = NI|N), (1.194)
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gebildet, wobei |0) dem Grundzustand entspricht. Der Operator n ist somit
der Besetzungszahloperator. Die Wirkung des Erzeugungs-/Vernichtungs-
operators auf | V) wird durch die Relation

a'IN) = VN+1|N+1), (1.195)
a|N) = VNIN-1), (1.196)

beschrieben. Damit lédsst sich die quantenmechanische Losung des harmo-
nischen Oszillators auf ein algebraisches Problem reduzieren. Die Zeitent-
wicklung im Heisenbergbild nimmt die Form

aT(t) = Mgt gmiHt/h — f giwt (1.197)

alt) = /N o o—iHt/h _ o o—iwt : (1.198)
an; dies geht analog aus den Heisenbergschen Bewegungsgleichungen

alt) — %[H,a]:—iwa, (1.199)
at(t) = %[H,aT]:iwaT, (1.200)

hervor. Damit bekommen wir die Form der Operatoren p(t) und z(t) in der
Heisenberg-Darstellung

h ‘ ‘
p(t) = —i % (ae™™ —ale™) | (1.201)
z(t) = R (ae ™" +af ") . (1.202)
2mw

Thermische Erwartungswerte definieren wir mithilfe des Boltzmann Gewich-
tes e P iiber

1 1
= —trle PH Z=trfe = ——— 1.203
() = Sule ], (e = SR (1.203)
Als Erwartungswert des Besetzungszahloperators erhalten wir die Bosever-
teilung bei der Temperatur 7' = 1/ zu

(ala) = (n) = ewhﬁl_ e COth[thﬁ/Q] -1 , (1.204)
(aa’) = (n) +1=-— elWhﬁ = COth[whf/Q] 1 (1.205)

mit der weiter unten benotigten Relation

(n)e’™ = (n)+1. (1.206)
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Erwartungswerte iiber p oder x bzw. aus einer Linearkombination von a und
al verschwinden wegen Gleichung (1.195) und (1.196).

Wir definieren nun die beiden wichtigen thermischen, bosonischen Erwar-
tungswerte 1 (t), welche noch nicht zeitgeordnet sind, iiber

W) = {00 = 5o () + e (]
h cosh|w(hF/2 —it)]
2mw  sinh[whG/2]
=5 h [coth <w7hﬁ) cos(wt) — isin(wt)} . (1.207)

mw

Somit entspricht £*(¢) dem thermischen Erwartungswert
kt(t) = (T, 2'(t)z(0)) 4 (1.208)

laut der weiter oben gefundenen Definition (1.187). Analog finden wir k()
iber

W) = @0)n) = o () 1) e (e ]
h  cosh|w(hB/2 + it)]

2mw  sinh [wWhB/2]

= % [coth <wThﬁ> cos(wt) + isin(wt)} . (1.209)

Diese Relation entspricht somit dem thermischen Erwartungswert

k() = (Tp x’(O)x(t»B . (1.210)
mit dem funktionellen Zusammenhang

kT (=t) = (k)" =k (t) = kT (t —ihp) . (1.211)
Diese Relation lésst sich auch folgendermaflen schreiben

(x(0)x(t)) = (x(t — ihB)z(0)) (1.212)

und ist in der Literatur in dieser Form unter dem Namen KMS-Bedingung
(Kubo, Martin, Schwinger) bekannt und folgt zwingend aus der Definition
thermischer Erwartungswerte (1.203) wegen der Invarianz der Spur unter
zyklischer Vertauschung.
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Fiir den zeitgeordneten thermischen Erwartungswert, welcher dem Erwar-
tungswert aus dem Pfadintegralformalismus entspricht, definieren wir ()
mit

k(t) = (Tz(t)z(0)) = O) k™ (t) + O(—=t) k(1) (1.213)
= QTZW [coth <w7hﬁ> cos(wt) — i sin(w|t\)] , (1.214)
= (Tp x(t)z(0)) . (1.215)

Fiir die vierte Kombination (Tp 2/(t)2’(0)) eines Pfadgeordneten Zweipunkt-
Erwartungswertes finden wir

k(1) = (Tpa' ()2 (0)) = O(t) k= (t) + O(—t) k(1) , (1.216)
— QZW [coth (“’TW) cos(wt) + i sin(w|t|)] , (1.217)
= (Tpz(t)z(0)) . (1.218)
was auf dem a-Pfad einer Anti-Zeitordnung
(T 2(t)x(0)) (1.219)
entspricht. Weiterhin definieren wir noch die retardierte Funktion x®(t)
W) = 00 (1) = k(1) = O) ([2(t), 2(0)]) | (1.220)
= —0O(1) %z sin(wt) = 20(¢) Im[kT(¢)] . (1.221)

und die avancierte Funktion x*(t)

kA1) = O(—t) (5 (1) — m*(t)) — o) <[x(0), x(t)]> . (1.222)
= O(—1) %z sin(wt) = 20(—t) Im[x™ ()] . (1.223)

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass (i/h)k®(¢) der Suszeptibilitit
X (1), also der linearen Antwortfunktion auf eine Stérung, entspricht.

Fiir die Fouriertransformierte der obigen Funktionen erhalten wir mit
Hilfe der Distributionsdarstellung (1.73), (1.74)

= ;;—Z [(5(@0’ +w) <1 + (n>> +0(w — w) <n)} : (1.224)
(W) = ;—Z [5@/ —w) (1 + <n>) + 0w+ w) <n>} , (1.225)
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Fo) = ;—Z {0 = w) + 0w +w) )
0 (W W)+ o (W — w)} , (1.226)
AW = ;—Z [(Lr(u/ Fw) 4o (W — w)] , (1.227)
W) = %Zi [5_(w' W) o — w)} . (1.228)

Unter Verwendung der Relation (1.206) finden wir den wichtigen und allge-
mein giiltigen Zusammenhang [22]

KEW) = kF(=W), (1.229)
W) = e M ET(W) . (1.230)

Die zweite Gleichung entspricht der Bedingung fiir detaillierte Bilanz. Fiir
die Korrelationsfunktion der Badkoordinate X = ) ¢4, erhalten wir

(TX(1)X(0)) = Z 2;22%% [coth(wa2hﬁ> cos(wat) — isin(wa\ﬂ)} )

= Z/Ooodw J(w) [coth(@) cos(wt) — z’sin(w\t|)} :

= hK(t) =) & (Tza(t)za(0)) . (1.231)

Der Vollstéandigkeit halber fithren wir auch die nicht zeitgeordneten Erwar-
tungswerte der effektiven Badkoordinate entsprechend x*(t) auf, wobei die
Notation L(t) in der Literatur standardméfig Verwendung findet und wir
auch weiter unten im Text héufig davon Gebrauch machen [1],

(X(D)X(0)) = hiL(t) = /0 " dw J(w) [coth(%hﬁ> cos(wt) — isin(wt)] ,

' (1.232)
(X(0)X (1)) = hL*(t) = Z /0 dw J(w) [coth(%hﬁ> cos(wt) +z’sin(wt)] .
(1.233)

Gleichung (1.231) ldsst sich wegen dem Zusammenhang L(|t|) = K(t) eben-
falls einfach durch die Badkorrelationsfuntion L ausdriicken,

A

(TX()X(0)) = hL(Jt]) . (1.234)
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Analog zum klassischen Fall (1.63) finden wir fiir das Rauschspektrum
K (w) der stochastischen Badkoordinate X (t)

WK (w) = /1dufxuyxm»e%w (1.235)
o0 / /
= hJ(|lw|)coth [Mhﬁ} ZEP/ dw’[ JW) ) ] .
2 T Jo wH+w  w—u
(1.236)
Im Grenzfall h — 0 finden wir das klassische Resultat (1.63),
: _ 2 J(w])

Ebenso erhalten wir fiir AK (t) im Limes 7 — 0 das schon bekannte klassische
Ergebnis (1.89),
cos(wt) = —

Hm RE() = 73 / 3

Fiir eine spektrale Dichte J(w) = M~y w?® exp[—w7.] nimmt die Badkorrelati-

onsfunktion (1.231) die Form®
T, — it T+ 1t
{§<1+s,1+ e >+C<1+s, 0 )}

(1.239)

v(|¢]) - (1.238)

2M~ T[1 + §]

hK(t) T (hﬁ)lJrs

an, was einer analytischen Fortsetzung des Imaginérzeit-Ergebnisses aus Glei-
chung (1.478) entspricht. Im strengen ohmschen Grenzfall J(w) = Myw er-
halten wir aus der Eigenschaft der verallgemeinerten Riemannschen Zeta-

Funktion [51, 52]
€(2,2) = V'(z2)= (f—; InT[z], (1.240)

und der Spiegelungsrelation der Dilogarithmus-Funktion

V(142)+0(-2) = — , (1.241)

die Darstellung
2w M~y 1
(RB)* sin® [75]

9 Details zur Integration werden in Abschnitt 2.2.3 gegeben.

hK(t) = (1.242)
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was dem Resultat (1.480) in Imaginérzeit entspricht. Im Gegensatz zum klas-
sischen Resultat fithrt auch eine streng ohmsche spektrale Dichte J(w) =
M~w nicht zu einer Delta-korrelierten Badkorrelationsfunktion, welche im
klassischen Limes i — 0 aus der obigen Gleichung (1.238) reproduziert wird,

) 2M~

}lilir(l) hK(t) = 5 o
Im quantenmechanischen Fall (A # 0) finden wir immer eine nichtlokalte Bad-
korrelationsfunktion AK (t). Es gibt keine Form der spektralen Dichte J(w),
welche hK (t) o< §(t) liefern wiirde. Dies sieht man direkt aus der Darstellung
(1.231). Eine spektrale Dichte in der Form J(w) = 2M~/(hf3) tanh[wh(/2],
welche im klassischen Grenzfall die strikt ohmsche Form M~w annimmt, lie-
fert uns fiir die Badkorrelationsfunktion

OF (1.243)

2M~ : [ty Y
RE(t) — —{5t — (h h[—} } 1.244
() = =5 {00) —i(ns sinn | 35]) (1.244)
wobei wir den Imaginéranteil zur Berechnung als Distribution in der Form
lim Oodw tanh[whf/2] sin[wl|t|]] e =7 (hﬁ sinh [Mbl (1.245)
e—01 Jo N hﬁ '

regularisiert haben, wobei dazu t # 0, A8 > 0 gelten muss. Erst im Grenzfall
h — 0 verschwindet dieser Term fiir beliebiges ¢ > 0, wie man direkt an
Gleichung (1.244) erkennt und in Ubereinstimmung mit den vorhergehenden
Uberlegungen.

Fiir die Zweipunkt-Korrelationsfunktion der Fourierkoeffizienten X (w) =
[ dte X (t) der effektiven Badkoordinate erhalten wir in analoger Vor-
gehensweise zum klassischen Fall (1.106) das quantenmechanische Resultat

(X () X*W)) = / " dtdr e e K (t— 1) (1.246)
= 27rj50(w — W) K(w) . (1.247)

Mithilfe Gleichung (1.204) finden wir fiir den Energie-Erwartungswert eines
Ostzillators, welcher im klassischen Hochtemperaturlimes gegen den mittleren
Wert kg1 strebt,

1 hew whB1 re—0

(B(w)) = hbd((”) + —) = — coth[T] =

5 (1.248)

1
R
Der héufig auftretende Faktor

coth [%ﬁﬁ} = COth[iOB(;)] = <§(’)((u;))) (1.249)
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entspricht daher den Verhéltnis des thermischen Erwartungswertes der Ener-
gie zu seiner Ruheenergie Ey = hw/2. Das Argument wh(3/2 reprisentiert das
Energieverhéltnis Fy/(kgT’). Abbildung 1.4 zeigt das bekannte Verhalten der
normierten Funktion (F(w)) iiber der normierten Temperatur 7.

Abbildung 1.4: Der Plot zeigt den
Energieerwartungswert (E(w)) eines
Oszillators als Funktion der Tempera-
tur T, jeweils normiert auf die Null-
punktsenergie Ey = hw/2. Die gestri-
. chelten Linien zeigen das asymptoti-
ke T sche Verhalten.

1.4.4 Lineare Antwort und dynamische Suszeptibilitét

Im Folgenden betrachten wir die Auswirkung einer linearen Storung auf die
Zeitentwicklung im Vergleich mit dem ungestérten System. Da wir zeitab-
héngige Operatoren im Schrodinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungsbild
betrachten, verwenden wir in diesem Abschnitt konsequent die Indizes H und
I fiir die letzteren beiden Fille. Der Hamiltonian habe dabei die Form

H(t) = Ho+V(1), (1.250)
V() = O(t—t) f(1)Q. (1.251)

Es sei Hy der Hamiltonoperator des ungestorten Systems, wahrend V(t) ei-
ne lineare Storung darstellt, welche zur Zeit t; an das System gekoppelt
wird; f(t) ist dabei eine skalare Funktion der Zeit, wahrend ) den hermite-
schen Kopplungsoperator beschreibt. Den Zeitentwicklungsoperator U (t, tg)
des Gesamtsystems kénnen wir mithilfe des Zeitentwicklungsoperators im
Wechselwirkungsbild Ui(t, ty) formal exakt darstellen,

Ult,ty) = Texp [— %/tds H(s)} ) (1.252)

to

= Up(t,to) Uilt, to) - (1.253)

Die Zeitentwicklung des ungestorten Systems wird durch den Propagator

oot
Up(t, tg) = Texp[—;—i/dsHo(s)} — ¢ Ho(t=to)/h (1.254)

to



58 Kapitel 1. Dissipative Quantensysteme

beschrieben, wobei die Darstellung rechts verwendet werden kann, sofern H,
nicht explizit von der Zeit abhéngt. Fiir den Propagator im Wechselwirkungs-

bild finden wir

Ui(t,te) = Texp [— %/tds VI(S)] : (1.255)

to

wobei wir die Darstellung Vi(t) des Storoperators im Wechselwirkungsbild,
Vi(t) = Uj(t,to) V() Uo(t, to) - (1.256)

verwendet haben. Die Storung V (t) liegt dabei im Schrodingerbild vor und ist
explizit zeitabhéngig. Die Darstellung (1.253) besitzt gegeniiber der Darstel-
lung (1.252) den Vorteil, dass die Zeitentwicklung des ungestorten Problems
absepariert wurde. Unter der Annahme, dass die Stérung klein sei, kénnen
wir Uj(t, to) in erster Ordnung entwickeln,

.t
Uit ty) = 1—3/dsv1(s), (1.257)
h,

und erhalten daraus fiir den gestorten Operator A(t) im Heisenberg Bild,
-t
1
= A0+ 7 [ dsBls o) £(5) (i), Qu(s)) + O

Der Ausdruck Aj(t) entspricht nach der Definition (1.256) dem Operator des
ungestorten Problems im Heisenbergbild. Analog entspricht der Kommutator
[A1(t), Q1(s)] dem Kommutator im ungestorten Problem.

Im weiteren interessieren wir uns fiir die im vorhergehenden Abschnitt
eingefiihrten thermische Erwartungswerte eines Operators im Heisenbergbild.
Der Boltzmann-Faktor exp|—(3H,] soll dabei durch das ungestorte System
gegeben sein.

Wir definieren nun die dynamische Suszeptibilitét x(¢) durch

X(t—s) = %@(t —s) ([Ai(2), Qu(s)]) - (1.259)

Durch das Einfiigen der Theta-Funktion kénnen wir nun die lineare Antwort
auf die Storung mit ¢y — —oo allgemein ausdriicken,

0(Au(t)) = /OO dsO(s —to) f(s) x(t—s) . (1.260)

[e.e]
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Wir betrachten nun einen harmonischen Oszillator mit Hy = p?/(2m) +
mw?z?/2 mit einer linearen Stérung der Form V(¢) = cq(t)z(t). Als Ant-
wortfunktion fiir die Koordinate x finden wir

i

X(t=5) = 700t~ s) (e m(s)) (1.261)
= % /{R(t — 5) , (1262)

wobei wir k®(¢—s) fiir den harmonischen Oszillator im vorangegangenen Ab-
schnitt, Gleichung (1.220) bestimmt haben. Die Oszillatorkoordinate reagiert
daher auf die Stérung mit

S(zu(t)) = /Oods cq(s) Ot — s) sinfw(t = s)] (1.263)

. mw

Fiir die effektive Badkoordinate X () = Y ca(t) finden wir daher

I Xu(t) = /ds q(s) % /de(w)Z O(t — s) sinfw(t — s)],  (1.264)

to

t
= / dsq(s)20(t —s)L"(t —s) . (1.265)
to

wobei L"(t) den Imaginérteil von L(t) aus Gleichung (1.232) bezeichnet. Der
Ausdruck x = 20(t — s)L"(t — s) fur die effektive Suszeptibilitat der Bad-
koordinate wird uns spéter noch héufig begegnen. Ein Vergleich mit der
Greenfunktion aus Gleichung (1.25) zeigt, dass im Falle des harmonischen
Ostzillators die Suszeptibilitdt identisch mit der Greenfunktion ist. Dies wie-
derum bedeutet, dass die lineare Antwort in diesem Falle keine Néherung
ist, sondern ein exaktes Resultat liefert. Bei Systemen, deren Potenzial V()
maximal quadratisch in ¢ ist, gilt dies immer.

Der Realteil L'(t) hingegen kann als quantenmechanische Verallgemeine-
rung des Dampfungskernes v(t) aufgefafit werden, wie in Gleichung (1.238)
im klassischen Limes gezeigt wird. Diesem Zusammenhang zwischen einer
Déampfungsgrofle und einer dynamischen Grofle bezeichnet man allgemein
als Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT). Allgemein gilt, da x(t) bzw.
kT (t) und k= (—t) Kausalitit erfiillt, fiir die Fourier-Transformierten die
Kramers-Kronig-Relationen, also im Falle von x(¢) beispielsweise

1 R " /

Y(w) = ;P/dw’%, (1.266)
1 R / /

(W) = —;P/dw’%. (1.267)

Mit x'(w) bzw. X" (w) bezeichnen wir wieder den Real- bzw. Imaginérteil und
P steht fiir den Cauchy-Hauptwert.
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1.4.5 Thermische Imaginirzeit-Erwartungswerte eines
harmonischen Oszillators

Durch die Wick-Rotation t — —i7 erhalten wir die Imaginérzeit-Entwicklung
der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (1.192),

a(t) = a'e’, (1.268)
a(t) = ae ™. (1.269)

Man beachte, dass in diesem Falle @(7) # a'(7) gilt. In gleicher Weise zum
Realzeitfall definieren wir

(1) = RT(t=—ir)

- ;—Z[Coth <wa15> cosh(wr) — sinh(wr)] | (1.270)
K (1) = K (t=—ir)

= Lot (557) ot + s )

Entsprechend erhalten wir fiir die zeitgeordnete Funktion

mh whp .
K(T) = i [coth (T) cosh(wt) — smh(w|r\)] : (1.272)
und fiir die retardierte und avancierte Funktion

kRr) = O(r)— h sinh(wr) | (1.273)

w
A wh .

k(1) = O(—7) —sinh(wT) . (1.274)

w

Fiir den speziellen Fall 7 = 0, h3 erhalten wir

wh whp
0) = A(hB) =~ coth | “2=] . 1.275
5(0) = w(h3) = =" coth [ (1.275)
Fiir die Badkorrelationsfunktion (1.276) erhalten wir die aus der Gleichung

(1.471) bekannte Form durch analoge Rechnung zu

(TX(7)X(0)) = Z thg‘ [coth(wa;w> cosh(w,T) — Sinh(wa|7|)} :

Mg,

= h /Ooodw @ [coth(%hﬁ> cosh(wt) — sinh(w|7’|)] .

™ w

(1.276)

Dieser Ausdruck hat, wie schon in Kapitel 1 bemerkt wurde, nur Giiltigkeit
fiir den Bereich 7 € [—hf, h3]. Dies geht aus den analytischen Eigenschaften
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von k1 (t) und k™ (t) hervor. Betrachten wir dazu nochmals den thermischen
Erwartungswert x*(7) und x~(7) aus Gleichung (1.270), (1.271),

1

H(r) = () 5 Y e B e En b (i |m) (1.277)
1

k(1) = @(_T)2Ze*(hﬁJrf)En/heTEm/h‘<n‘x|m>|2. (1.278)

Fiir die Konvergenz der Summe ist es nun notwendig, dass die jeweiligen
Exponenten negativ sind. Dies liefert fiir £7(¢) die Bedingung 7 < A und
7 > 0, wobei letztere durch die Theta-Funktion immer erfiillt ist. Analog
erhalten wir fiir k= (¢) die Bedingung 7 > —Af und 7 < 0. Somit erhalten
wir fiir x(7) den Definitionsbereich obigen Definitionsbereich.

1.4.6 Funktionale und Gauf3sche Integrale

Da im Folgenden immer wieder gauf3sche Integrale aufreten, also im Allgemei-
nen mehrdimensionale Integrale iiber die Exponentialfunktion mit quadrati-
schem Exponenten, machen wir uns nochmals kurz mit deren Eigenschaften
vertraut. Das folgende, N dimensionale Integral ergibt als Verallgemeinerung
von Gleichung (1.160), nachdem man den Exponenten um das Extremum von
S entwickelt, also x; = A;jlbj + y; setzt und den Integralkern A;; diagonali-
siert,

1
1 —1
— Z[0] exp bbl-Aij bj} , (1.280)
1 (2m)N
Z[0] = /d y exp [ QyZAwa] A (1.281)

unter der Annahme, dass automatisch iiber doppelt auftretende Indizes sum-
miert wird. Bei der Entwicklung von z um das Extremum von S kann die
Koordinate y als Fluktuationskoordinate aufgefasst werden. Z[0] wird allei-
ne durch diese Fluktuationen bestimmt. Der Term Ai’jlbj in der Entwicklung
von z; entspricht der partikuldren Losung des Problems A;;x; = b;, also der
Greenfunktion A;jl angewandt auf die Stérung b;. Die Fluktuationen y; bein-
halten die homogene Losung A;;z; = 0. Eventuelle Randbedingungen sind
nur mit der homogenen Losung vertréglich und gehen daher nicht in die par-
tikiilare Losung, sondern nur in die Fluktuationsvariable y; und somit in Z|0]
ein.
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Die obige Integration in Gleichung (1.279) entspricht mit b; — ib; auch
einer N-dimensionalen Fouriertransformation und ist eine Verallgemeinerung
der Tatsache, dass die Fourier-Transformierte einer Gauf3-Funktion wieder
eine Gaufl-Funktion mit inversem Koeffizienten entspricht. Oftmals werden
wir das obige mehrdimensionale Integral auch als Erwartungswert

Zb] 1

(e = Z[0] = Z00] /de P[x] e’ = exp [%biAijlbj] (1.282)

mit dem gaufischen Wahrscheinlichkeitsgewicht
1
Plz] = exp [— 5%‘14@‘]‘%‘] (1.283)

auffassen. Mit der Notation (A(x)) verstehen wir den Erwartungswert von
A(x) unter dem Funktionalgewicht exp(S[b = 0]) aus Gleichung (1.279).

Im Falle eines imaginédren Exponenten, also im Realzeitfall, muss die In-
tegration als verallgemeinerte Funktion aufgefasst werden, wie in Gleichung
(1.159) dargestellt wurde.

Da A;; bilinear an z koppelt, trégt nur der symmetrische Teil von A
bei, wodurch eine Diagonalisierung sicher gestellt wird. Weiterhin muss die
Matrix A positiv definit sein, damit alle Eigenwerte grofler Null sind, da
ansonsten das Integral hoch divergent wird.

Entwickelt man y; nach den Eigenfunktionen des Kernes A, so erhélt man
direkt den Ausdruck (1.281) fir Z[0]. Mit der Determinante von A verstehen
wir im folgenden ganz allgemein das Produkt der Eigenwerte der Matrix bzw.
des Operators A, wobei eventuelle Randbedingungen an die moglichen Pfade
zu essentiellen Einschrankungen des Produktes iiber die Eigenwerte von A
fithren. Dies liegt daran, dass nur Eigenwerte von A beitragen, wenn deren
Eigenfunktionen die Randbedingungen fiir die moglichen Pfade erfiillen. Ma-
thematisch konnen wir dieser Einschrankung gerecht werden, indem wir mit
einer N-dimensionalen Delta-Funktion die erforderlichen Randbedingungen
erzwingen.

Ein Pfadintegral der Form

2 = [Daew |- 5a(r)Liro)alo) + 4(r) a(r) (1.284)
— Z[0]exp [%b(T)'Ll(T,J)'b(J)] (1.285)

ist nun eine Verallgemeinerung des obigen Integrals im Kontinuumslimes
1,7 € N— 7,7 € R, wobei wir die Notation

hB
b(1)-q(t) = /0 dr b(1)q(T) (1.286)
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76}
o(7)-L(r,0)-4(0) = / drdo (r)L(r,0)q(o)

entsprechend der Summenkonvention im diskreten Fall verwendet haben, um
die Analogie so gut als moglich zu erhalten und um im Folgenden die No-
tation kurz zu halten. Das Integral als Funktion der Variablen x; geht in
ein Funktional der Funktion ¢(7) iiber so wie die Summation tiber 7,j in
eine Integration iiber 7, ¢ iibergeht. Die Entwicklung um das Extremum mit
9;S({x;}) = 0 geht in eine Funktionalableitung 65[¢]/dq(t) = 0 iiber, also

q(t) = L7, 7)-b(7) +y(r) . (1.287)

Durch die obige Notation (1.286) entspricht die Funktionalableitung formal
einer gewohnlichen Ableitung. Wenn der Exponent eine Wirkung darstellt,
dann entspricht die Losung der Funktionalableitung gerade der klassischen
Losung des dazugehorenden physikalischen Systems. Wie schon im diskreten
Fall stellen die Pfade y(7) Fluktuationen um das Extremum von S (den
klassischen Pfad) dar. Die Zustandssumme Z[0] kann formal wieder durch
die Determinante von L ausgedriickt werden.

Man kann nun Z[b] als generierende Funktion von Erwartungswerten mit
dem gauflschen Gewicht L[q] = ¢(7)-L(7,0)-q(0) mit

(q(11) - q(Tn) /qu 1) TN) exp [— %L[q]] . (1.288)
5
- Z%O] ( ( ) o 5b(TN)> Z[b] - ) (1.289)
5 ) 1 .
- <5b(T1) o 5b(TN)) P [ib(T)'L (T’ 0)-[)(0)} b=0 (1'290)

auffassen. Dabei erkennt man sofort, dass immer genau zweimal eine Funk-
tionalableitung 6/0b(7) auf den Exponenten in Gleichung (1.290) angewandt
werden muss, damit bei b = 0 ein nicht verschwindender Beitrag entsteht.
Entwickelt man die Exponentialfunktion in (1.290), so trigt nur genau der
Term bei, dessen Ordnung in b der Anzahl der Ableitungen /b entspricht.
Alle anderen Terme verschwinden, da der Ausdruck an der Stelle b = 0 aus-
gewertet wird. Dies ist eine Form des Wickschen Theorems und besagt, dass

10 Die Funktionalableitung ist eine direkte Verallgemeinerung der partiellen Ableitung
auf unendlich viele Freiheitsgrade entsprechend der Verallgemeinerung einer Funktion
f({z:}) auf ein Funktional F[¢]. Unter Verwendung der Notation (1.286) kann man in
gewohnter Weise die bekannten Regeln der Differenziation anwenden.
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der oben eingefithrte gaufische Erwartungswert in Zweipunkt-Korrelations-
funktionen
1
(g(r1) - -q(rn)) = N Z (q(tp1)q(Tp2)) - (a(TPN-1)q(TPN)) ,

" alle Permutationen
{a(rp1),a(rpN)}

1
- ﬁZLil(TPl’TPﬂ"'Lil(TPN—l,TPN) (1.291)

faktorisiert''. Wihrend Gleichung (1.288), (1.289) fiir ein beliebiges Funktio-
nalgewicht exp[—3 L{q]] gelten, folgt die Darstellung (1.290) direkt aus Glei-
chung (1.285) und gilt nur fiir ein gauBsches Gewicht. Den Erwartungswert
einer beliebigen Funktion f(¢) kann man nun durch eine Stérungsreihe dar-
stellen, indem man f(g) in eine Potenzreihe in ¢ entwickelt und die einzelnen
Potenzen in ¢ mit Hilfe der Wickschen Regel als Produkte von Zweipunkt-
Korrelationsfunktionen ausdriickt, also

v = v (5) 20

Wihrend Z[b] als erzeugendes Funktional fiir Korrelationsfunktionen dient,
wie man aus Gleichung (1.288) bis (1.290) ersieht, kann der Logarithmus

=> ) (1.292)
b=0  =p

Fb) = In [%] . Flo]=0 (1.293)

als erzeugendes Funktional fiir nicht reduzierbare Korrelationsfunktionen —
auch Kumulanten genannt — betrachtet werden,

o 4]

(arm) el = gos - o 70| (1.204)

Den Grund fiir die obige Bezeichnung werden wir in Kiirze kldren. Die Nor-
mierung in Gleichung (1.293) iiber Z[0] ist fiir die Definition der Kumulanten
(1.294) irrelevant, da bei der Ableitung dieser Term keine Rolle spielt, was
man sofort durch die Eigenschaft F[b] = In Z[b] — In Z|0] sieht. Genausogut
kann Z[b] so normiert werden, dass Z[0] gerade Eins ergibt. Fiir den Fall
eines gauBschen Gewichts (1.284) ergibt sich

Fli) = b(r)L 7 (7.0)b(0) (1.295)

1 Dies gilt immer, sofern die Wirkung des ungestoérten Modells in einer gauBschen Form
vorliegt.
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so dass die einzige nicht verschwindende Kumulante bei einem gaufischen
Modell die nicht reduzierbare Zweipunkt-Korrelationsfunktion mit

(a(r)a(m)) = = [L7Hm,m)+ L (r2,m)] =L (11, 7) (1.296)

N | —

ist, wobei wir auf der rechten Seite verwendet haben, dass der Integralkern
L~Y(71, 72) symmetrisch ist bzw. nur sein symmetrischer Anteil beitrigt. Die
so definierten Korrelationsfunktionen sind gerade die Entwicklungskoeffizien-
ten fiir die Funktionale Z[b] bzw. F[b]. Analog zu einer Taylorreihe entwickelt
man das Funktional Z[b] um Z[0] iiber die Reihe

Zb] = ; % /d7'1 coodr, 50 5nZ-[Z:5]b(Tn) b b(ry) - -b(m,) . (1.297)

7—1).. 0

Fiir die normierten Funktionale gilt also

Zo] 1+;%/d71"-d7n (g(1) - q(7n)) b(m1) - - b(m) . (1.298)

Fb] = O+Z%/d7‘1---d7'n {q(m1) - -q(rn)) b(m1) - - -b(7y) . (1.299)

Bei den gauBschen Integralen ist diese Reihe fiir das Funktional F[b] in zwei-
ter Ordnung exakt, da die einzige nichtverschwindende Kumulante durch
Gleichung (1.296) gegeben ist, und man erhélt ganz analog zur quadrati-
schen Ergédnzung in einer Dimension fiir das erzeugende Funktional F[b] der
nicht reduzierbaren Korrelationsfunktionen

Flo) = 5 bn)-falr)a(m) b(m) (1.300)

Die Variation von Z[b] ist also durch die dazugehérenden Korrelationsfunk-
tionen definiert, wihrend die Variation von F[b] durch die entsprechenden
Kumulanten gegeben ist. Fiir eine quadratische Wirkung ergibt sich genauso

S = Sl 5 ) 5oy n(m). (1301
¢ = y+n  mit gj([g ) =0, (1.302)

was wir schon zu Beginn dieses Abschnitts zur quadratischen Ergénzung der
gaufischen Exponenten verwendet haben.
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Wir betrachten nun die Bedeutung der Kumulante etwas genauer. Dazu
definieren wir die Bedeutung nicht-korrelierter Erwartungswerte durch die
Gleichung

{a(m)a(72)) = (a(m)) (¢(72)) - (1.303)

Dies ist in voller Analogie zur Definition der mathematischen Wahrscheinlich-
keitslehre [41, 42]. Diese Eigenschaft bedeutet fiir das Wahrscheinlichkeitsge-
wicht P[q] aus Gleichung (1.283), dass P in zwei getrennte und voneinander
unabhéngige Bereiche faktorisiert,

Plg] = Pi[q1] P2[go] , (1.304)

wobei ¢(71) nicht im Gebiet von ¢(73) liegt. Diese Eigenschaft gilt ebenso fiir
hohere Momente, wobei nun P in N Teile entsprechend faktorisiert, mit

(a(m) - --q(rw)) = (a(m1)) -+ {a(7)) - (1.305)

Auf die Zustandssumme Z[b] iibertriigt sich nun diese Faktorisierungseigen-
schaft, so dass fiir das erzeugende Funktional der Kumulanten F[b] sich ge-
rade eine Aufspaltung in einzelne voneinander unabhéngige Summanden der
Form

F = Falbi] + Folbo] + - - - + Fi[bw] (1.306)

ergibt. Damit erhalten wir nun aber sofort die essenzielle Eigenschaft der
Kumulanten: eine Kumulante verschwindet immer dann, wenn mindestens
eine Variable der Kumulante unkorreliert mit den anderen Variablen vorliegt!
Dies liest man sofort aus der Zerlegung von F[b] in Summanden und der
Definition von Kumulanten, Gleichung (1.294) ab.

Zwischen den Erwartungswerten (q(71)---¢(7n)) und den Kumulanten
{(q(11) - - - q(7n))) besteht nun durch die Beziehung der jeweiligen erzeugenden
Funktionale Z[b] bzw. F[b] ein enger Zusammenhang. Um dies abzuleiten,
driicken wir den Erwartungswert aus Gleichung (1.289) durch das erzeugende
Funktional F[b] aus,

{a(n) - -alrw)) = 56(67'1) o 5b((j'1v) b=0

Unter Verwendung der Reihenentwicklung von F[b] entsprechend Gleichung
(1.299) finden wir somit direkt mit der selbterklarenden Schreibweise

(@) = 70
(M) q(2)) = (q(1
=

q(1
—{q

exp [FIb]] (1.307)

= {q(1)) (1.308)
b=

)

)q(2)) — <Q(1)><q(2)>,

)a(2)q(3)) — (q(1))(q(2)q(3 )) —(q(2)){q(3)q(1))
(3))(a(1)q(2)) + (q(1)){q(2 :
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Alle hoheren Ordnungen lassen sich entsprechend ableiten. Eine Rekursi-
onsformel findet man in [43]. Bei vielen Modellen entspricht das ungestorte
(freie) Modell einer gaufischen Wirkung und somit ist die einzige nichtver-
schwindende Kumulante solcher Modelle die nichtreduzierbare Zweipunkt-
Korrelationsfunktion. Durch die Ankopplung einer schwachen Stérung pro-
portional zu einem Kopplungsparameter A < 1 kénnen nun je nach Stérung
alle weiteren Kumulanten einen nichtverschwindenden Wert annehmen; die-
ser bleibt jedoch beschrankt auf einen Faktor proportional zu einer Potenz
A" n e Nt,

In Ordnung 2 und 3 stimmen die Kumulanten mit den zentralen Momen-
ten (c(71) -+ -c(Tyn)) iiberein, wobei ¢(7) folgendermaflen definiert wird,

(1) = q(7) — (q(7)) - (1.309)

Der Grund fiir die Ubereinstimmung liegt darin, dass das erste zentrale Mo-
ment per Definition verschwindet. Bei einer 2-Punkt/3-Punkt-Funktion fithrt
eine nichtkorrelierte Variable aber immer auf ein 1. Moment, womit das ge-
sammte zentrale Moment verschwindet. Gleiches gilt, wie oben bewiesen, fiir
Kumulanten. Ab Ordnung 4 miissen nicht mehr notwendigerweise isolierte
Momente entstehen, siche Abbildung 1.5. Im Folgenden ist der Zusammen-
hang zwischen Kumulanten und zentralen Momenten bis Ordnung 4 gegeben

), (1.310)

Die generierende Funktion C[b] von zentralen Momenten besitzt die Form

Clt] = expll] = (exp [b(r)- (a(r) = {a(r))yy)] )+ (1310)

D= —b(r) - (g(r))y + FTB] (1.312)
feln)-clm)) = gy 5b(iN> cm| (1313)
1 5 L[g)+b(T)-c(T
N Z[0] 55 (11) b(Tn) /qu 2 " ()b:O .
(1.314)

6,)57)]: [b] bedeutet, dass wir den Erwar-

tungswert (1.289) noch nicht an der Stelle b = 0 auswerten, wodurch der
Erwartungswert ein Funktional von b wird. Sofern die Funktionalableitung

Die Notation mp = <Q(7)>[b] =
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Abbildung 1.5: Obwohl die 4 gewdhlten Ereignisse nicht unabhiangig sind, liegt
keine Faktorisierung in Momente der 1. Ordnung vor. Dies ist erst ab Ordnung 4

moglich. Die skizzierten Beitrdge entsprechen gerade der Differenz zwischen der
4. Kumulante und dem 4. zentralen Gewicht in Gleichung (1.310).

o
o

von m nach b keine Nullstelle hat, liegt eine isomorphe Abbildung vor. Glei-
chung (1.312) entspricht dann einer Legendre-Transformation. Diese besitzt
die folgenden wichtigen Eigenschaften, wobei wir der Ubersicht halber die
Definition m(7) wie folgt verwenden,

m(r) = m(T)[b}:@(T))[b]:%f[b], (1.315)
' = Fb] —b(r) -m(1), (1.316)
or  O0Fb () — b om(r’) _or om(7')
o oo M ) s T ey ey S
U SFRL ) )
)~ S by T Gy = M (1318)

Das erzeugende Funktional I' ist daher explizit ein Funktional der Funktion
m(7). Implizit hingt m(7) von b(7) ab, wie die Definition in Gleichung (1.315)
zeigt,

I = [im], m(r)=m(r)py - (1.319)

Dies ist der Grund, warum wir es bisher vermieden haben, das Funktional
als T'[b] zu schreiben. Fiir das erzeugende Funktional der zentralen Erwar-
tungswerte (1.314) bedeutet dies, dass die natiirliche Formulierung iiber I'[m]
folgende Form besitzt,

(c(r1) -+ c(n)) 1 om(oy)  dm(on)

Z[0] 6b(r)  Ob(7w)
5

8 sm(oy) (5m(50N) P [F[m]] )

Die Invertierbarkeit zwischen m und b wird durch die Positivitat der

Ableitung ‘;ZZS)) sichergestellt. Dann gilt

(1.320)

m=m[b=0] .

om(r) _ dm(r) db(o) 82 F[b] 52T [m)]

sm(r') ~ 0b(c) om(r)  6b(r)éb(c) dm(o)dm(r’)
(1.321)

o(r—1)
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wobei wir entsprechend der obigen Definitionen, Gleichung (1.315), (1.318)

SF[ ST[m]
m(r) = 5b(7) ~om(7)

und b(r) = (1.322)

verwendet haben. Wir definieren nun noch die Ableitungen des Funktionals
[lml,
) )

" om(n)  om(ry)

Damit nimmt Gleichung (1.321) mit der Notation

T(r...7y) T[m] . (1.323)

G(r...7v) = {a(m) - a(mv )y (1.324)
fiir die Kumulante die einfache symbolische Form
i(1,2) = -G(1o)-I'(c2) (1.325)

an. Speziell gilt fiir die Kumulante ((12)),_, entsprechend der Definition,
Gleichung (1.307) an der Stelle b = 0,

(12 = Go(12) = ~T(12)pg) = ~To(12) (1.326)

Da die Kumulante an der Stelle b = 0 ausgewertet wird, muss I" entsprechend
an der Stelle m = m[b = 0] = (g),_, ausgewertet werden. Héhere Ableitun-
gen werden durch sukzessives Ableiten von Gleichung (1.321) nach m oder b
erreicht. Dazu bendtigen wir die 4 Ableitungen

5b((50) Grn...wv) = Glon...7n), (1.327)
)

(5m(50) Gn...w) = —Tlo7)G(rm...7v), (1.328)
So(o) L) = GloT) L), (1.329)
(5m5(0) I(ry...7v) = T(om...7n) . (1.330)

So erhalten wir in der 3. Ordnung (durch Ableitung nach m)
0=-G(lo) T(623)+T(20)-G(loc")-T'(c'3) . (1.331)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 1.6 symbolisch dargestellt. Hohere
Ableitungen ergeben sich rekursiv. Unter Anwendung von Gleichung (1.325)
auf Gleichungen der Ordnung N > 3 lassen sich nun die sogenannten ampu-
tierten Elemente G(1--- N) und I'(1- - - N) erzeugen, indem mit den 2-Punkt
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= 5(1,2)

§oNG @@
{G}(&jws@/\?ﬁé—o

Abbildung 1.6: Der Zusammenhang zwischen Kumulanten G als Ableitungen des
Funkionals F[b] und den Ableitungen I' des Legendre-transformierten Funktionals
I'im)].

Funktionen G oder I' multipliziert wird. Exemplarisch betrachten wir dazu
Gleichung (1.331) bzw. die zweite Gleichung in Abbildung 1.6. Die Anwen-
dung von I fithrt auf die Gleichung

P(l 2 3) = F(l Ul)F(Q UQ)P(S 0'3) 'G(O‘l 09 0'3) . (1332)
Entsprechend erhalten wir durch zweifache Anwendung von G die Gleichung
G(l 2 3) = G(l O'l)G(Q Ug)G(g 0'3) 'F(O‘l 09 0'3) . (1333)

In den Gleichungen (1.332) und (1.333) wird dabei wieder iiber oy, o2 und
oz integriert. Die Abbildung 1.7 verdeutlicht diesen Zusammenhang noch-
mals graphisch. Ab Ordnung N = 4 kommen entsprechend dem bekannten
Zusammenhang zwischen zentralen Momenten und Kumulanten (1.310) wei-
tere Terme hinzu.

Gleichung (1.314) geht mithilfe der Kettenregel und der obigen symboli-
schen Schreibweise in die Form

N

H G(Ti,ai)-%(gi)] exp [F[m]]

i=1

(e(r) -+ e(m)) = (1330)

m= <q> [b=0]

tiber. Es treten dabei Ableitungen von I'[m] nach m in allen Ordnungen bis
N auf. Analog zu den Kumulanten kénnen wir schlulendlich die Kumulanten
fiir zentrale Momente definieren,

(etr)+wclmml) = g+ gy Ll

, (1.335)

N

)
H TZaUz ‘ ] F[mHm[b:O] , (1336)
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Abbildung 1.7: Durch Anwendung der Gleichung (1.331) auf die Graphen der
Abbildung 1.6 lassen sich die amputierten N-Punkt Funktionen extrahieren, hier
am Beispiel N = 3.

N

11 G(n,al-).] (o) -+ on]lpppg) - (1.337)

i=1

Es tritt also gerade ein sogenannter amputierter Graph entsprechend Abbil-
dung 1.7 auf.

Die Differenz zwischen m(7) an der Stelle b und m(7) an der Stelle b =0
bezeichnen wir mit

=(r) = m(@)[b] = m(D)b=0] = (a(r))y — (@) - (1.338)

Wegen Gleichung (1.318) verschwindet der lineare Term der Entwicklung von
['[m]. Ebenso verschwindet I'[m[b = 0]] = F[b = 0] mit der Definition (1.293)
und wir finden

1 62T [m]

L] = 32(7)

(1]

“om(r)em(r) m[b:OiE(T e %

Da nach Gleichung (1.315) m(7) ein Funkional von b(7) ist, kénnen wir auch
m(7) nach b(7) entwickeln. Weil wir in Gleichung (1.299) das Funktional F b
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nach b entwickelt haben, erhalten wir daraus sofort die Entwicklung von m/[b],

m(o)p] = gﬂ’)} (1.340)

- 2%/d72..-d7n (a(o) a(r2) - - q(mn)) b(72) - - b(7n)

1

= {a(0)) + 5{a(0) a(m)))-b(m2) + ... . (1.341)

Bei dieser Entwicklung koppeln die Funktionen b(7) tiber die Kumulanten an
und die Entwicklung erfolgt um den Erwartungswert (g(o)). Im allgemeinen
Fall ist die Ersetzung des Funktionals m = m/[b] nicht exakt mdoglich, da
hohere Kumulanten nicht verschwinden. Die Umkehrung dieser Entwicklung
von b als Funktional von m ist nicht so einfach; man kann allerdings die
obige Gleichung rekursiv mithilfe von Gleichung (1.325) 16sen. Im Falle eines
gauflschen Integrals konnen wir die ganzen bisher durchgefiihrten Schritte
explizit ausfithren. Ausgehend von Gleichung (1.295) fiir F[b] finden wir

m(r) = L Yr,0)b(0), (1.342)
Ilm] = %b(T)[m]'Ll(T, 7)-0(7")[m] — b(r)[m]-m(7) , (1.343)
= —%m(T)-L(T, ™)-m(7') . (1.344)

Das Funktional exp[I'[m]] entspricht also exakt dem ursprunglichen Funk-
tionalgewicht exp[—3q(7)- L(7,7’)-q(7')] zur Berechnung der Zustandssum-
me in Gleichung (1.288). Bei Funktionalintegralen in der Quantenmechanik
entspricht somit I'[m]| der Wirkung S[¢]. Im allgemeinen Fall stimmt I'[m)]
lediglich in nullter Ordnung in A mit der Wirkung S[qg| tiberein. Eine Entwick-
lung liefert jedoch eine Stérungsordnung in A, wobei in Ordnung N gerade
N-Loop-Integrale beitragen. Daraus wird ersichtlich, dass ein Loop-Integral
gerade eine Ordnung h erzeugt. Wenn wir die Losung des klassischen Pro-
blems betrachten, also die Euler-Lagrange Gleichung 16sen, dann finden wir
eine Reihenentwicklung ohne Loops, was nach den gerade gemachten Be-
merkungen zu erwarten ist. Als Selbstenergie ¥(1,2) eines Modells bezeich-
net man die Differenz I'(1,2)-I'¢(1,2), wobei der Term I'y den wechselwir-
kungsfreien Anteil des Modells beschreibt und oft explizit angegeben werden
kann. Fiir den Propagator des wechselwirkenden Modells ergibt sich somit
G71(1,2) = Gy'(1,2) +3(1,2). Diese Gleichung kann rekursiv gelost werden
und ergibt als Losung fiir den vollen Propagator die Dyson-Reihe

G(1,2) = Go(1,2) — Go(1,0)-X(0,0")-Gy(0”, 2) (1.345)
+Go(1,0)-X(0,0")-Go(a',0")-5(c",0")-Go(a",2) — - - -



1.4. Funktionalmethoden und die quantenmechanische Behandlung des Bades 73

Im weiteren werden wir es immer wieder mit solchen gauflschen Integralen
zu tun haben. Bisher haben wir jedoch noch keine Randbedingungen an die
zu integrierenden Pfade gestellt. Solche Bedingungen treten jedoch im Fol-
genden immer auf und beinhalten essentielle physikalische Eigenschaften des
zu behandelnden Systems. So werden wir im néchsten Abschnitt die quanten-
mechanische Zustandssumme im Pfadintegralformalismus untersuchen. Da-
bei werden wir tiber periodische Pfade der Form ¢(0) = ¢(h3) integrieren. Die
Fluktuationen y(7) verschwinden daher auf dem Rand 7 = 0 und 7 = /3. Bei
der Entwicklung der Fluktuationen nach Eigenfunktionen des Integralkernes
diirfen also nur solche Eigenfunktionen vorkommen, die der obigen Randbe-
dingung entsprechen. Wenn wir nun nochmals Gleichung (1.281) betrachten
wird klar, dass mit det(A) nur das Produkt iiber Eigenwerte von A gemeint
ist, deren Eigenfunktionen ebenfalls die obige Randbedingung erfiillen. Im
Realzeitfall, den wir schon bei der Behandlung des Propagators kennenge-
lernt haben, werden die Endpunkte ¢(t;) = ¢; und ¢(t;) = ¢¢ der Pfade explizit
vorgegeben. Sie beeinflussen daher auch den klassischen Pfad. Die Fluktua-
tionen besitzen jedoch dieselben Randbedingungen y(t;) = y(t;) = 0. Eine
genaue Untersuchung dieses Sachverhaltes findet sich im Anhang A.1.

Bei der stochastischen Beschreibung weiter unten im Text werden wir
Integralen iiber komplexe Variablen begegnen. Dabei bildet man aus zwei
reellen und unabhéngigen Variablen x und y die zueinander komplex konju-
gierten Variablen z und z iiber

o+ x—da

z 5 Z v (1.346)
und betrachtet sie als unabhéngig voneinander. Das Integralmass geht dabei
von idz’dz” in dzdz {iber'?. Als Verallgemeinerung von Gleichung (1.279) bis
(1.281) erhélt man

dz.dz.\N
Z[U, ﬂ] = / (%) exXp [ — EiAiij + Uz + ’UZ‘EZ‘] (1347)
= Z[O, O] exXp [ﬂi(Ail)ijUj] s (1348)
1

wobei die Normierung des Integralmafl in Gleichung (1.347) nur fir Z[0, 0]
von Bedeutung ist. Wichtig ist hier insbesonders, dass nun zwei voneinander
unabhéngige Quellterme %, und v; nach der Integration an den inversen Kern

12 Der Faktor i entsteht in der komplexen Ebene z = 2’ + 42" durch das Flichenelement
ida’dz”. Der Betrag der Jacobi-Determinante unter der obigen Transformation ist gerade
Eins. Eine genauere Betrachtung erfolgt in Kapitel 3.
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(A~1);; ankoppeln. Dafiir ist es nun zwingend notwendig, dass A hermitesch
ist. Genau dann ist der Exponent Z;4;;z; reell’® und die Faktorisierung von
z; = (2} + i2)/V2 in zwei reelle gekoppelte gauBsche Integrale iiber da
und dz7 gelingt. Die Kopplung dieser beiden Integrale erfolgt rein iiber den
Imaginéranteil von A. Die Variable z kann mit einer beliebigen Phase multi-
pliziert werden, was lediglich einer Drehung im Raum 2’, z” bedeutet. Damit
kénnen wir durch den Ubergang z — iz Gleichung (1.347) in der spiter
benétigten Form

dz; dz\ N
Z[’U,E] = / ( 22]7'(@'2 ) exXp |:— EZ'AZ‘J'Z]' + ZEZZZ — ’LUZEZ s (1350)

schreiben. Mit dieser Identitéit sind wir weiter unten im Text in der Lage,
die Kopplung der reellen Pfade ¢(t) und ¢'(¢') unter Einfithrung einer kom-
plexen Funktion Z(t) aufzulosen, d.h. wir werden Gleichung (1.348) durch
die Gleichung (1.347) ausdriicken. Diese Ersetzung trégt in der Literatur den
Namen "Hubbard-Stratonovich Transformation” und hat in vielen Bereichen
der Physik eine wichtige Anwendung gefunden.

Gauflsche Integrale der Form

Z[b] = /de exp [%xlwaJ + zbm] , (1.351)
_ Ly a1y,
= Z[0] exp [QbZAU bj} , (1.352)
1 —2mi)N
Z0] = /dNy exp [— éyz‘Aijyj} = ﬁ , (1.353)

mit einer komplexen Phase werden analog zu Gleichung (1.159) im eindi-
mensionalen Fall behandelt. Angewand auf Pfadintegrale bekommen wir den
entsprechenden Ausdruck

7 = /Dq exp[—%q(t)-L(t,t')-q(t')iib(t)-q(t)} (1.354)

— Z[0]exp [%b(t)-L‘l(t, t’)-b(t’)] (1.355)

1.4.7 Storungstheorie

Da wir explizit nur gauflsche Integrale der Gestalt (1.284) explizit berechnen
kénnen, benotigen wir eine systematische Storungsentwicklung von nichthar-
monischen Problemen. Dazu betrachten wir ein generierendes Funktional mit

13 Wir erhalten mit der hermiteschen Matrix A = R + iJ mit symmetrischen Realteil
RT = R und antisymmetrischem Imaginirteil JT = —.J eine Zerlegung des Bilinearanteils
ZiA;jz; in den reellen Ausdruck zl{Rij% + 2! Rijz§' + 22! Jijzé. Dies ist Ausdruck dafiir,
dass eine hermitesche Matrix immer reelle Eigenwerte besitzt.
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einem zusétzlichen Term V[g] der Gestalt

a(r")=q"
Z[b = / Dy eXp[—S[q]—l—b(T)'q(T)], (1.356)
a(v')=q'
= [Pa x| - 34(r) 15.0)a(0) 4 0r) a(r) - [ 7 Viao)]
hg
- exp[ /0 dTV[a/ab(T)]}zo[b], (1.357)

wobei wir ¢(7) im Argument des Storterms V' durch die Funktionalableitung
nach b(7) ersetzt haben und so das Funktionalintegral durchfithren kénnen,
welches Zj[b] liefert, was dem ungestorten generierenden Funktional

Z = [Daess |- jar-Lno)ale) +bir)aln)] . (1358)
= Zy[0] exp [% b(T)- L7 (7, a)-b(a)} (1.359)

entspricht. Wenn wir nun die Exponentialfunktion exp [ fohﬂ drVis/ (5b(7’)]} in

Gleichung (1.357) in eine Reihe entwickeln, so finden wir gerade eine Summe
von Gleichungen fiir freie (V' = 0) Korrelationsfunktionen,

hB h
o= 1= [Car e+ [ arar SOV, ]
(1.360)

Erwartungswerte des durch den Term V' gestorten Problems erhalten wir
entsprechend,

1 0 )
(a(r) a6 = 75 (5 ) 21 (1.361)
Der Term Z[0]~! muss entsprechend (1+ A)™' =1— A+ A%+ ... in eine
Reihe entwickelt werden, um nun systematisch in entsprechender Ordnung
das Problem stérungstheoretisch zu behandeln.

Betrachten wir nun beispielsweise den vollen Propagator (¢(71) ¢(72)) des
Problems. Symbolisch kénnen wir dies, wie in Abbildung 1.8 b) gezeigt, durch
eine Linie (freier Propagator, Bild a) ) mit inneren Korrekturen darstellen.
Terme, welche hingegen zu der Entwicklung von Z[0] beitragen, besitzen
keine externen Zeiten 7, da iiber alle Zeiten integriert wird. Diese Diagram-
me bezeichnet man als Vakuumdiagramme, siche Abbildung 1.8 c¢). Wenn

b=0
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a) freier Propagator b) voller Propagator ¢) Vakuumdiagramme
< q(1) qo) > < q(r) qo) >

| @ @

d) verbundene Diagramme e) nicht verbundene Diagramme

) CXO

9

Abbildung 1.8: Die Entwicklung des vollen Propagators b) liefert den freien Pro-
pagator a)und weitere Terme in einer Stérungsreihe. Diese innere Wechselwirkung
wird durch den Kreis symbolisiert. Dazu tragen nur verbundene Diagramme d)
bei. Nicht verbundene Anteile, wie in ) zu sehen, kiirzen sich bei der Entwicklung
mit den Vakuumdiagrammen c) weg.

wir nun die Entwicklung des vollen Propagators nach Gleichung (1.361) be-
trachten, so finden wir sogenannte verbundene Diagramme entsprechend Bild
d) und Beitrédge, welche faktorisieren — sogenannte “nicht verbundene” Dia-
gramme, Bild e). Vakuumdiagramme, also Terme ohne externe Zeiten, welche
durch “nicht verbundene” Diagramme entstehen, kiirzen sich gerade mit den
Vakuumdiagrammen im Nenner weg. Es tragen zum vollen Propagator al-
so nur verbundene Diagramme bei. Eine Entwicklung nach F[b] liefert nun
automatisch nur verbundene Diagramme. Dies haben wir ausfiihrlich im vor-
ausgegangenen Abschnitt diskutiert.

Alternativ kénnen wir auch eine Differenzialgleichung fiir das komplet-
te Set aller Korrelationsfunktionen ableiten. Dazu betrachten wir den Effekt
einer Verschiebung des Pfades ¢(7) um eine infinitesimale Funktion n(7), wel-
che an den Grenzen des Pfadintegrals ¢(7') und ¢(7") verschwindet, auf das
generierende Funktional aus Gleichung (1.356). Das Funktionalmafl bleibt
unter der Transformation unverdndert und wir bekommen

20 = [Daexp [ = Sla -+l + b)-{alr) +n(r)] (1.362)
= [Pa[1= (58— b)) nt) + O] exp [ = Slal +10a]

Daraus folgt, dass die Variation

0 = /Dq [gj([g . b(T)} exp [— Sld] +b(7)-q(7)] (1.363)
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analog zum eindimensionalen Fall verschwindet. Explizit erhalten wir aus
Gleichung (1.363), indem wir ¢(7) formal durch §/6b(7) ersetzen, und das
Funktionalintegral ausfiihren,

[ 6S[q]
dq(T)

Leider kann auch diese Differenzialgleichung nur stérungstheoretisch gelost
werden. Funkionalableitungen nach b(7) angewand auf Gleichung (1.364) er-
zeugen Korrelationsfunktionen.

Die storungstheoretische Behandlung solcher Probleme ist in der Litera-
tur ausfithrlich diskutiert. Im Zusammenhang mit Funktionalintegralen fin-
det man beispielsweise in [11, 13, 14, 18, 20] ausfiihrliche Abhandlungen.

- b(T)] Z[h =0. (1.364)
A(M)=50

1.4.8 Sattelpunkt-Entwicklung

Betrachten wir ein Integral der Form [dx exp[— f(z)/h]. Der Einfachheit hal-
ber habe die Funktion f(z) genau ein absolutes Minimun an der Stelle x.
Fiir einen Storparameter h < 1 kommt der wesentliche Beitrag des obigen
Integrals aus der unmittelbaren Umgebung von x = x. Daher entwickeln wir
die Funktion f(x) um dieses Minimum mit = z 4+ y und erhalten so

e*f<xo>/h[ by <<9(y3)>] . (1.365)
Mit der Notation (g(y)) verstehen wir einen Erwartungswert der Gestalt
Jdy g(y) exp[—f"(z0)y?/(2h)].

Im vorigen Abschnitt wurde die Berechnung von Integralen mit maxi-
mal quadratischem Exponenten vorgestellt. Fiir allgemeinere Exponenten
ist die explizite Berechnung im Allgemeinen nicht mehr moglich. Eine of-
fentsichtliche Ndherung ist nun die Entwicklung um die stationére (klas-
sische) Losung herum. Bei gaufschen Integralen liefert diese Entwicklung
(1.301) wieder einen maximal quadratischen Exponenten und kann daher
exakt berechnet werden. Im allgemeinen Fall kénnen wir mit der Funktio-
nalentwicklung (1.301) ein Pfadintegral der Form [ Dz exp[—S[z(7)]/h] mit
der Verschiebung des Pfades x(7) = x¢(7) + y(7) um die extremale Losung
6S[z]/éx(7)|,, = 0 in die folgende Form entwickeln,

e_s[zo(T)}/thy exp [_ %y(r).%-y(#)} {1 + O(;sii[:;b } :
(1.366)

Sofern wir Terme der Funktionalentwicklung in Ordnung (§S[z]/dx(7)?) und
hoher vernachléssigen, konnen wir das gausche Integral exakt durchfiihren.
Dieses entspricht dem Problem des harmonischen Oszillators.
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1.4.9 Die Funktionaldeterminante

Bei der N-dimensionalen gaufischen Integration erhielten wir das wichtige
Resultat (1.281) welches besagt, dass Z[0] im wesentlichen durch das Pro-
dukt der Eigenwerte der Matrix A gegeben ist, was der Determinante von
A entspricht, wobei die Definition unabhéngig vom gewéhlten Koordinaten-
system, d.h. Funktionenraum ist. Dazu bemerken wir, dass die Matrix A, ,,
einer Darstellung eines Operators A nach den euklidischen Basiskoordinaten
e; € R entspricht, also

A=) Apne,®epy,. (1.367)

n,m

Die Eigenfunktionen von A (Vektoren in der Basis e,,,) mit den dazugehoren-
den Eigenwerten, deren Produkt der Determinante von A entspricht, liegen
nun im selben euklidischen Raum RY. Wird dieser Raum nun durch Rand-
bedingungen eingeschrinkt, so reduziert sich damit auch der Raum fiir die
Eigenfunktionen von A. Damit fallen aber genau diejenigen Eigenwerte der
Determinante weg, welche in diesem Unterraum liegen.

Im Grenzfall N — oo, also bei Pfadintegralen, ist diese Interpretation
analog zum obigen diskreten Fall zu verstehen. Allerdings tritt nun oft ein
Problem auf, da der Funktionenraum nicht mehr diskret ist und dadurch das
Produkt iiber die Eigenwerte eines Operators divergiert. Dies ist sogar zu
erwarten, da wir in Gleichung (1.153) festgestellt haben, dass das Integral-
mass Dz ebenfalls divergiert und somit nur der Quotient wohl definiert ist.
Um nun im Limes N — oo sinnvolle Resultate zu erhalten, ohne auf den
disktreten Ausdruck riickzugreifen, gibt es verschiedene Moglichkeiten. Die
wohl einfachste Variante besteht darin, Ausdriicke mit bekannten Referenz-
ausdriicken zu vergleichen, was immer auf den Quotienten zweier Determi-
nanten fiithrt. Dies betrachten wir am Beispiel des harmonischen Oszillators
mit dem Referenzausdruck fiir den Propagator eines freien Teilchens.

Fiir ein freies Teilchen der Masse m finden wir den Propagator

G H = e i P 1.368

olaralt) = O) (aexp [ - 52| |a) (1:368)

o0 Ze [ o

wie man leicht durch einfiigen von 1 = [dp|p)(p| einsieht.

Den Propagator fiir den harmonischen Oszillator betrachten wir nun als
Pfadintegral. Wie wir beispielsweise aus Gleichung (1.301) gesehen haben,
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lasst sich die Wirkung exakt in einen klassischen Anteil und einen Fluktua-
tionsanteil zerlegen,

Gulanalt) = ) ew 35,0l § Dyewn[psub] . (1370
)=y(t)=0

mit der quadratischen Wirkung
Solyl = y@)-Lt, )y, Lt t)=—mdét—1t) (9% +w?) . (1.371)

Die Eigenfunktionen zu L(t,t'), welche die Randbedingung der Pfadintegra-
tion in Gleichung (1.370) erfiillen, besitzen die Eigenwerte!'*

l
No= mf -, y= %T , leNt (1.372)
Fiir den Fluktuationsanteil in Gleichung (1.370) erwarten wir nun, dass er
sich Proportional zu (det[L])~/? verhilt. Dieser Ausdruck

det[L] V2 = [ [m(} —w?®)] (1.373)
1=1
ist nun fiir sich alleine divergent, da wir in dieser naiven Betrachtung nicht
die Normierung fiir das Mafl Dy beriicksichtigt haben. Wir kénnen dies nun
aber mit dem explizit bekannten Ausdruck fiir den freien Propagator (w = 0)
normieren; dazu schreiben wir

Gw(Qfa q1|t)
Go(gr, ai[t)

= eXp [% (Sw (2] — 50[951{1])} Go(qr, Qi‘t)f[ {VZQ ;WQ] o

l

Gw(qfaqi‘t) = GO(qfaqi‘t) (1374)

Dieses Produkt am Ende der obigen Gleichung ist nun wohldefiniert,

ﬁ {1 - %}_1/2 = Li;u[itﬂm : (1.375)

=1
Fiir die Wirkung der klassischen Losung des harmonischen Oszillators und
damit auch des freien Teilchens finden wir, wie in Gleichung (A.51) explizit
gezeigt wird,

Sw [flfkl]

mw
2 sinfwt]
Damit erhalten wir einen expliziten Ausdruck fiir den Propagator des har-
monischen Oszillators,

Golaralt) = O(t) exp [35ufuul]

! N#heres im Anhang, Gleichung (A.47).

[(x? + 27) cos|wt] — 2.’,L'ia7f:| . (1.376)

mw

2mihsin|wt] (1.377)
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1.4.10 Quantenmechanische Zustandssumme und Ima-
ginirzeit Propagation

Nach dieser Vorarbeit wollen wir nun die quantenmechanische Zustandssum-
me im Pfadintegralformalismus betrachten. Zu berechnen ist also der Propa-
gator in Imaginéirzeit

Z = thr[ _ﬁﬁ} =7 /dr<r|U (hB)|r)

j{Dr —SOE/M = {g,x) (1.378)

wobei Zg der Zustandssumme des freien Bades entspricht und zur Normie-
rung und weiteren Vereinfachung im Folgenden mit einbezogen wird. Der
Index (E) erinnert daran, dass wir einen Imaginéirzeitpropagator betrach-
ten und damit im euklidischen Raum sind, entsprechend Abschnitt 1.4.1. Im
Vergleich zur bekannten Wirkung bekommen wir hier fiir die Potenzialterme
ein umgekehrtes Vorzeichen, wodurch der Integrand der Wirkung mit der
Energiedichte iibereinstimmt.
Die Integration erfolgt nun iiber alle Pfade mit der Randbedingung r(0) =
r(hf3), was durch die Notation ¢ Dr im Folgenden symbolisiert wird. Unter
Verwendung des Hamiltonians (1.4) erhalten wir

Z = %Dq e 54 )[q]/hj{DXe‘S Plaxi/n (1.379)
_ qu eiSéE) q/hf[q] ’ (1.380)
]_ / /
SE = S {0 Ralr ) o) — o) -4()
(6% 02
Fea(r)-a(r)} (1.381)

mit dem so definierten Integralkern des Badtermes Hg aus Gleichung (1.6),
Ro(m,7) = Ro(r—7) = —my :0(1 — 7)ipg (0% — w2) | (1.382)

wobei der kinetische Term partiell integriert wurde. Mit der Notation : §(v):p,
wird in (1.382) die L-periodisch fortgesetzte Delta-Distribution'® bezeichnet,

Z d(v+nl)= %Zexp [i%mu] . (1.383)

15 Bei der Integration iiber den hB3-symmetrischen Bereicht 7 € [0,nhf] wird die
gewohnliche Delta-Distribution durch 1/n :d(7) :ps ersetzt, da n mal dariiber integriert
wird.
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Wegen der Randbedingung r(0) = r(h3) liefert der Randterm bei der obigen
partiellen Integration keinen Beitrag.

Das sogenannte Influenzfunktional F[q] beschreibt dabei den effektiven
Einfluss des Bades auf das System. Fiir ein freies System ohne Ankopplung
an das Bad geht das Influenzfunktional F gegen 1, was man sofort sieht, wenn
man ¢, = 0 setzt. Dieses Funktional entspricht gerade der klassischen Spur
tiber pp, definiert in Gleichung (1.39) und damit der Zustandssumme Zp aus
Gleichung (1.45). Somit sind wir nun in der Lage, die quantenmechanische
Verallgemeinerung von Imaginéirzeit-Erwartungswerten der Form (1.40) wie
folgt zu definieren:

Fla = € 7{ Dx e=55 laxl/h (1.384)
(f(x, 1) = j{DXf x, ) =S5 lax/n (1.385)
— Z—Btr[ “PHTf(x, t)] (1.386)

Der Faktor Zg entspricht wie in Gleichung (1.379) der Zustandssumme des
freien Bades, also der IV Oszillatoren ohne Ankopplung an das System. Dieser
Term ist notwendig zur Normierung der gauflschen Integration analog zu
(1.279)-(1.285) und wird sich bei der Ausreduktion der Badfreiheitsgrade
weiter unten gerade wegkiirzen. Dem Erwartungswert {iber dem Boltzmann-
Gewicht des freien Bades (1.38) entspricht dabei gerade

(f(x,7))g = ZLR %Dx f(x,7) exp[;—i}bz To(T) Ro (7, 7)o (T)
) (1.387)

Um eine generierende Funktion fiir die oben definierten Erwartungswerte zu
bekommen, definieren wir analog wie in Abschnitt 1.4.6 gezeigt

Zrnl0] fDx eXp tha ba H (1.388)

um Erwartungswerte fiir f(z,) in der einfachen Form

1 ) )
o) = - — | Zg/Blb
) feDs = 5ot (G5 ) Zeonld
darstellen und berechnen zu kénnen.
Im weiteren geht es nun darum, die Badfreiheitsgrade auszuintegrieren,
um zu einem expliziten Ausdruck fiir das Influenzfunktional F[q] bzw. der

(1.389)
b=0
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Zustandssumme Zg/g[b] zu gelangen. Da der Integralkern R, (o) aus Glei-
chung (1.382) symmetrisch im Argument ist und sein Definitionsbereich o €
[—h(, hF] umfasst, bietet sich eine hf-periodische Fortsetzung an, wodurch
der inverse Operator als R_!(c) als Fourierreihe iiber den sogenannten Mat-
subara Frequenzen v, = 2mn/(hf3) dargestellt werden kann. Genaugenom-
men muss der Integralkern R_'(7 — ') periodisch fortgesetzt werden, da der
Imaginérzeitpropagator (r|U™ (h3,0)|r) in Gleichung (1.378) translations-
invariant ist, also genausogut von 0 nach A8 + 9, 6 € R integriert werden
kann. Somit erhalten wir fiir den inversen Operator R, (7 — 7') fiir w, # 0

 — ) N o~
R;l(T—T,) _ % Z ewn(T_T)R;I(Vn), (1390)
~ 1 1
R'm) = ——— (1.391)

)
M V2 + w?

definiert durch die Bedingung
Ro(r, ™) RN (7, 7") = 0(r—7") g - (1.392)

Um die Summation tiber n in Gleichung (1.390) durchzufiihren, schreiben wir
die Summe als Integral {iber die periodisch fortgesetzte Delta-Distribution
und verwenden das Jordan-Lemma [54], um das Integral mit Hilfe des Resi-
duensatzes wie folgt auszuwerten,

i 1 1

Rio) = — ' / v :5(v)z0, €7 - | (1303)

h32mawa Vtiw, UV — W,

1 , 1 1
R d evle—mhd) [ . } 1.394
27 2M 0 Wa, zm: / ve V4w, UV —iwgd ( )

LN~ walo-mns]
— wa |o—m 1.395
2Mmawe, Z ¢ ( )

m=—00

Die Ersetzung der Summe durch ein Integral mit der v;-periodisch fortgesetz-
ten Delta-Distribution : 6(v) :,, = % > explimhfv] als Gewicht entspicht
dabei der wohlbekannten Poissonschen Summenformel [35]. Man erkennt da-
bei, dass R '(0) symmetrisch und hS3-periodisch ist. Zur Aufsummation muss
man nun o auf einen Sektor s mit o € [shf3, (s + 1)hf], s € Z beschrinken,
damit die nicht analytische Betragsfunktion ausgewertet werden kann. Fiir
den Sektor s erhalten wir

o0 S

Z owalo—mns|  _ Z —walo—mhB) | i oo (0—mhp) (1.396)

m=—o00 m=-—o00 m=s+1

_ cosh[w, (0 + B3]
B sinh[wahﬁz] ' (1.397)
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Diesem Ausdruck liest man nun wieder leicht die Periodizitat A3 ab. Fiir den
im Folgenden relevanten Sektor s = 0 erhalten wir somit

Da(0) = 2mawa R (o) = Y eenlomnl (1.398)
coshw, (h3/2 — o)] o

sinh(w,h3/2) (1.399)

= coth[w,hf/2] cosh|w,o]| — sinh[w,0] . (1.400)

Den spéter bendtigten Bereich o € [—hf3, hf] erreicht man einfach, indem
man D, (o) durch D,(|o]) ersetzt. Alternativ kann man wegen der Symmetrie
des Integralkerns auch iiber den Bereich 7 < 7 integrieren, was genau 1/2
des Wertes des ungeordneten Integrals entspricht. Dadurch ist das Argument
immer gréfer Null.

Mit einer Entwicklung um das Extremum analog zu Gleichung (1.284) und
(1.285) kann S}(BE) aus Gleichung (1.381) nun quadratisch ergénzt werden —
auch ohne den inversen Integralkern R_' explitzit zu kennen. Man erhélt so

1o(7) = RN (7,0)-q(0) — yalT) , (1.401)
S = S {50l Ralror) ) + 5a(r) k) )L (1402

«

wobei der Integralkern fiir die Pfadkopplung k(7,7’) nun auch den Beitrag
des Terms Hr aus Gleichung (1.7) enthélt. Man bekommt dadurch

k(r,7') = Z { RN —-T)+ 20T —7') g } : (1.403)

Maw?
_ 1 Z c i ivn(T—1") Z
I e el (1.404)
T 2 2
k(r,7) = % n_zoo g, =) g 7 ; m:clug ” Jrnwﬁ .(1.405)

und der lineare Ubergang von x nach y #ndert das FunktionalmaB nicht.
Die partikuldre Losung zP(7) = ¢, R, (7,0)-q(0) erfiillt die Randbedingung
22 (0) = 22 (hB) , so dass das Pfadintegral nun iiber ¢ Dy integriert werden
kann. Diese Integration entspricht aber per Definition gerade der Zustands-
summe des freien Oszillatorbades, welches sich also gegen Zp wegkiirzt. Die
Pole von &, liegen symmetrisch auf der imaginédren Achse bei w = +iw,. Wir
erhalten also als wichtiges Resultat fiir die quantenmechanische Zustands-
summe aus Gleichung (1.378)

$ Do e [~ 5 (8P + 5a k)] (1406)
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mit der effektiven Wirkung
1
Serlg) = S§7[q] + 4(7) k(7. 7)-q(T) (1.407)

Das Influenzfunktional F[g] aus Gleichung (1.380), welches den Einfluss des
Bades auf das System beschreibt, besitzt also die Form

Flq] = exp {—%Q(T)-k‘(ﬂ T/)-q(T,):| ) (1.408)

Aus der Darstellung (1.404) sehen wir, dass k(7, 7") durch Fourier-Trans-
formation diagonalisiert wird. Unter Verwendung der Dirac-Notation schrei-
ben wir dies als

[e.9]

K, 7') = (lklr) = > (7lvn) M&, (val7') | (1.409)

n=—oo

1 )
e | (1.410)

(rlm) = Nii

Die nichtlokale Kopplung in Gleichung (1.402) geht dabei in die lokale Form

1 1

§Q(T>'k(7—77—/)'Q(7/) = §M Z fnanq:La (1'411)

n=—oo

56/2
a(7) = (7lg) = Z = = [ aretgn)

n*—oo hﬂ/2
(1.412)

iiber. Wegen der Eigenschaft &, = 0 spielt der Gleichstromanteil ¢, im Influ-
enzfunktional F[q] keine Rolle. Diese Eigenschaft sichert die Translationsin-
varianz der Systemkoordinate ¢ zum Bad im Caldeira-Leggett-Modell (1.4).
Ohne den Counterterm Hr, Gleichung (1.7), ist dies nicht der Fall.

Mit der spektralen Dichte aus Abschnitt 1.3 in der speziellen Form J(w) =
M~wfe T mit s > 0 erhalten wir einen expliziten Ausdruck fiir &, der Form

2 [ Jw) V2
S B Al 1413
§ /0 w (1.413)

M w U2+ w?
_ 2_7[ wf° COS(WS/Q + |vn|Te) (1.414)
T sin(7s)
2 72T [s — 2] Fa(1, 352, s (e )2)
Im Limes 7. — 0 erhalten wir fiir s € (0,2) das einfache Resultat
£ [ vl” (1.415)

7 sin[rs/2]
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In dieser Form bekommen wir fiir 7 — 7/ # 0 die explizite Darstellung von
k(r,7") aus Gleichung (1.405) als

Y (277')5 1 . ,ﬂl(TfT/) . Z'Ql(TiT/)
k. ™) = 5 (Lins [ B L [ B )
(™) = 3 g sy e 1€ Ml b )

(1.416)

Die Funktion entspricht dem sogenannten Polylogarithmus mit der Reihen-
darstellung [52],

k

Lis(2) = i = (1.417)

=

Im ohmschen Grenzfall s = 1 entsteht daraus die einfache Form

k(r.T) = _% (hg)2 sin [ﬂl(fh—ﬁr/)] : (1.418)
Wir definieren analog auch die in (1.403) enthaltene Summe
K(r,7") = ZciR;l(T -7, (1.419)
M e Ly d
= e , C"_M%:mawgungwg'(l'Qo)

Somit besteht folgender Zusammenhang zwischen k(7,7') und K(7,7’),

2

W 7) = =K (5, 7) 4+ 3 s s6(r = 7 (1.421)
Fiir den Bereich 7 # 0 sind die Funktionen k(7) und — K (7) identisch. Da (y
im gegensatz zu &y nicht verschwindet, liefert K (7,7’) einen Beitrag an der
Stelle 7 — 7" = 0. Die Funktion K(7,7’) ist daher im Gegensatz zu k(7,7")
stetig an dem Punkt 7 — 7/ = 0. Fiir den Sektor 7 € [0, 23] erhalten wir aus
Gleichung (1.399)

K(r) = % / dw J(w) Cosili[;)h([lz ﬁh/; /;]T)], (1.422)
= l/dw J(w) [coth[whﬁ/Q] cosh[wT|—sinh|wT]| . (1.423)

7
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Mithilfe der spektralen Dichte J(w) aus Gleichung (1.65) und D, aus Glei-
chung (1.398) lédsst sich der Integralkern k(7,7’) auch folgendermaflen dar-
stellen
1 [ coshlw(hF/2 — |t —7'|)]  0(7 —7') s
Rrr) = | dwdw)| - |
(7, 7) /0 w Jw) sinh(whf(/2) w ’

™

(1.424)

2 *© Jw) v ,
= — dw —24 —2— "7 | 1.425
whf ;/0 v w o V4 w? ¢ ( )

1.4.11 Fourier-Darstellung des Pfadintegrals, effektive
Masse und klassischer Hochtemperaturlimes

Die schnellen Badmoden fiithrten bei der klassischen Betrachtung zu einer
Massenrenormierung der Systemmasse, wie wir in Abschnitt 1.3.1 diskutier-
ten. Im Imaginérzeitfall finden wir nun genau den selben Effekt wieder. Dies
siecht man sofort ein, wenn man die Pfadkopplung ¢(7)-k(7,7)-q(7') aus
Gleichung (1.407) genauer betrachtet. In der Fourierdarstellung koppeln die
Koeffizienten ¢, an &, entsprechend Gleichung (1.411) und (1.413). Indem wir
wieder eine Trennfrequenz wr fiir niedere und hohe Badfrequenzen einfiihren,
finden wir fiir den hochfrequenten Badanteil mit der Annahme v, < wr in
guter N#herung!®

202 J(w') A My
hf n / 2
& = e /dw 5 = Vn . (1.426)
Fiir Gleichung (1.411) erhalten wir daher

MY G = oM Y €0t g AM Y V24, (1427)
n=—00 |vn|<wr |vn|<wr

Dies fiihrt also gerade wieder zu einer Massenrenormierung fiir das System.

Aufgrund der einfachen und lokalen Form der Pfadwechselwirkung (1.409)
im Frequenzraum mit dem besonders einfachen Ergebnis im ohmschen Limes
(1.415) betrachen wir nun die gesamte effektive Wirkung (1.407) eines har-
monischen Ozillators im Frequenzraum. Mit der Definiton (1.412) fiir die
Pfaddarstellung im Frequenzraum ¢(7) und der Kopplungsmode &, aus Glei-
chung (1.413) finden wir

o0

Slid = 3 SR+ )P (1.428)

n=—oo

16 Eine Diskussion dieser Annahme anhand einer Zeitmittelung wurde in Abschnitt 1.3.1
gefiihrt.
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M
= Fw qO+ZM V2 4+ w46 |d) - (1.429)

n=1

Das Pfadintegralmafl zur Berechnung der Zustandssumme aus Gleichung
(1.406) geht dabei in die Frequenzraum-Darstellung

/Dq(r) — /WW H U f,f’/ﬁyg} (1.430)

tiber [1, 14]. Mit ¢/, und ¢ bezeichnen wir den Real- und Imaginérteil der
Variable ¢,. Da der Pfad ¢(7) reell ist, enthélt der Gleichstromanteil G, kei-
nen Imagindranteil, was hier zu einer besonderen Behandlung fiihrt. Die Zu-
standssumme der obigen effektiven Wirkung nimmt nach der Integration der
Fourierkoeffizienten die einfache Form

whﬁ H T w2 (1.431)

an. Fir den freien harmonischen Oszillator erhalten wir daraus sofort die
Produktdarstellung

2
1
n . (1.432)

J =
whp TH v2+w? 2 sinhjwh(/2]

Damit haben wir gezeigt, dass die Normierung des Integralmafl (1.430) in
der Tat korrekt ist. Der klassische Limes der Zustandssumme (1.45) entsteht
durch die Integration iiber die Komponente ¢y, wahrend die Fluktuationen
Gn, G, n > 1 mit verschwindendem Mittelwert die Quantenkorrekturen be-
schreiben. Im Grenzfall hoher Temperaturen ist die Integration iiber Ima-
ginérzeit dr auf den sehr kurzen Intervall A3 beschrinkt. Auf dieser Skala
tragt nur die konstante Funktion ¢y zur klassischen Losung bei, wahrend
Fluktuationen keine Rolle mehr spielen. Wir kénnen diese Aussage etwas
genauer fassen, indem wir das Produkt aus Gleichung (1.432), welches die
quantenmechanischen Korrekturen zum klassischen Grenzfall beschreibt, in
eine Reihe entwickeln,

= _ whp/2 (whp)?
1:[ + w?  sinh[whB/2] L= 2 " Owhp)* (1.433)

Als Bedingung fiir den klassischen Temperaturbereich finden wir somit

wh < 1. (1.434)
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In diesem Bereich verschindet die diskrete Natur der Energieeigenwerte und
geht in die kontinuierliche Boltzmann-Verteilung iiber. Bei einem nichthar-
monischen Potenzial V' (¢) entspricht das harmonische Potenzial der quadra-
tischen Entwicklung um das Extremum.

Zur Beschreibung des semiklassischen Verhaltens betrachten wir nun in
Gleichung (1.432) den niederfrequenten Produktanteil mit den Frequenzen
Vn,n < N und den hochfrequenten Anteil mit den Frequenzen v,,n > N,

4 = Lt Ly, (1.435)
N
1 V2
Lo = n , 1.436
f u)hﬁ nr:‘[1 V721+u)2 ( )
00 2
VTL
Ze = 1] 7= (1.437)
n=N+1 T

Beide Produkte lassen sich analytisch mithilfe der Gamma-Funktion darstel-
len [52]. Wir finden nach einigen Umformungen
1
2 sinh[wh/3/2]
[N +1—iwhfB/(27)] T[N + 1 + iwhG/(27)]
'[N + 1] I[N + 1]

Zut Ry, (1.438)

Zy = Ry =

(1.439)

Im Grenzfall N — oo erhalten wir sofort mithilfe des asymptotischen Ver-
haltens der Gammafunktion [51, 52, 53],

'[N + d

lim ———— = N¢ N7t 1.44
th Ry = 1 (1.441)

das Resultat (1.432). Fiir ein endliches N liefert die asymptotische Entwick-
lung

g;j;z]] — 2% exp [ei(b]’ (1.442)
X = (5 =) (it /s~ 1+ 0/2]) (1.443)

+aln[l +a/z] —bln[l + /7]

- BQn 1-2 1-2
§ 1 " (1+b "
+ 2 n(an — 1) 2 [( +a/z) (1+b/2)

Mit Bs, werden dabei die sogenannen Bernoulli Nummern [51, 52, 53] be-
zeichnet. Die Reihe in der letzen Zeile besitzt den Konvergenzradius Null,
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weswegen eine Auswertung nur asymptotisch moéglich ist. Der gesamte Term
exp [ef{—,b] kann nun nach Potenzen % entwickelt werden. Dabei findet man

die im obigen Falle benttige Entwicklung fiir Ry,

I[N +1+ia] T[N +1—ia] whp
_ = _— = 1.444
fy TN+1  TN+1 %7 2r (1.444)
a? La?(a®—1)

N+l 2 (Nt1)p

- 1-

+ O(N73), (1.445)

und entsprechend fiir die inverse Darstellung
o? La?(a®+1)

Ry =1 -
N NI T v

+O(N73). (1.446)

Der Fehler, welcher somit durch die Approximation der Zustandssumme
durch Auslassen der hohen Frequenzen entsteht, wird durch

7= whﬁ H ,,2 el (1.447)
1— R- 1 Wi\ 1 )
= samongg = 2105 ) wtow)] (1.448)

abgeschétzt. Daraus folgt, dass Frequenzen v, > w vernachléssigt werden
kénnen. Zu diesem Zwecke fiithren wir wieder eine Grenzfrequenz A > w ein.
In der Fourierdarstellung bedeutet dies, dass die Pfade im Imaginérzeitregime
entsprechend Gleichung (1.112) gegliattet werden,

a(r) = FZ 7 G O(A — 1)) (1.449)

h8 S1n g —T
_ /0 do g(o )ﬁ% (1.450)

und zwar entsprechend Abschnitt 1.3.1 auf einer Zeitskala 7 ~ A~!. Der klas-
sische Fall entsprechend Gleichung (1.433), (1.434) wird durch A™' > hp3
erzeugt. In diesem Falle beschreibt die gegléttete Variable g(7) nur noch den
Gleichstromanteil ¢y. Dieser Sachverhalt fithrt nun im Folgenden wieder dazu,
dass wir die spektrale Dichte in einen niederfrequenten Anteil mit Frequen-
zen w < wr und einen hochfrequenten Anteil w > wr aufspalten kénnen (vgl.
Abbildung 1.2). Der hochfrequente Anteil der spektralen Dichte Jy¢(w) fiihrt
dabei in guter N#herung fiir den Bereich wp > A™! zu einer Massenrenor-
mierung analog zu Gleichung (1.124) und entspricht daher dem klassischen
Ergebnis, wobei nun aber fiir die Grenzfrequenz die Temperaturabhéangigkeit
beachtet werden muss.
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Entgegen dem klassischen Fall ist hier von fundamentaler Bedeutung,
dass die Cutoff-Frequenz A nun von der Temperatur 1/3 abhéngt.

Fiir den Grenzfall Temperatur T' = 0 ist die gerade vorgefiihrte Analyse
nicht angepaft, da hier der Restterm Ry fiir grole N nicht gegen Null strebt,
da in diesem Limes # — oo alle Frequenzen mit dem selben Gewicht in die
Zustandssumme eingehen, wie man direkt auch aus dem Term Ry, Gleichung
(1.444), abliest. Daher betrachten wir diesen Fall getrennt; wir erhalten mit

der Fouriertransformierten ¢(v) im kontinuierlichen Fall
2m 1 o0 ,
lim g, =4/—qv), qv)=— dre " "q(7) . 1.451
i =[50 i) == [ eyl (1451)

hB—o0

Dadurch geht die Summe (1.411), welche die Badankopplung reprisentiert,
in das Integral

1 o ~
M [ v fawP (1.452)
tiber. Im strikt ohmschen Grenzfall J(w) = nw erhalten wir
2n [ v 2n|v|
= — d = . 1.453
€)= g [ ot = (1.453)
Der kinetische Anteil der Systemwirkung besitzt die Form

/ dr §Mq2 = QM/ dv i |gw)? . (1.454)
Die Wirkung S[¢]/h besitzt damit die Form

wobei ein Potenzial V(g) nicht beriicksichtigt wurde. In dieser Form ent-
spricht das Resultat dem Ergebnis in Literatur [48], soferm man die dort
verwendete Skala

(e 9]

—00

A = %(2_:)2 (1.456)
% _ %(1—2)2 (1.457)

riickiibersetzt und den Skalierungsfaktor der dort verwendeten Pfadvaria-
blen (27/qo)? weglésst. In dieser Form kann A als effektive Cutoff-Frequenz
betrachtet werden, da fiir Frequenzen v > A die kinetische Energie weit
starker anwéchst als die Energie durch den Badkopplungsterm und somit in
der Zustandssumme stark unterdriickt wird. Dies wird in der obigen Litera-
tur durch eine Renormierungsgruppenanalyse bestétigt und entspricht dem
Ergebnis im klassischen Fall in Abschnitt 1.3.1.
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1.4.12 Imaginirzeit-Erwartungswerte

Fiir die generierende Funktion von Erwartungswerten (1.388) erhalten wir
nach der gleichen Vorgehensweise mit der Transformation

ral) = okt o) folo) - D) (1.458)
fiir das freie Bad
Zalb] = Zz[0] exp [ Z ba( )-ba(T')} (1.459)

und fiir den Fall des an das System gekoppelte Bad

w5 <%” A i (812

N Z 2y, a)2 (1) (1 = 7") g 'Q(T/)] . (1.460)

Somit nimmt der Erwartungswert entsprechend Definition (1.384) fiir z,, und
damit die stochastische Funktion X (7) = " ca%o(7) die folgende Form an:

(Ta(T))g = 0, (1.461)
(#a(T))g = a3 (T, 7)-q(7), (1.462)
(X(1)g = Y _AEK (. )q(r") = K(r,7)q(7) . (1.463)
Wie im klassischen Fall (1.53) kénnen wir wieder die verschobene stochasti-

sche Kraft £(¢) definieren, indem wir den Erwartungswert von X™ subtrahie-
ren, also

{r) = X(1) = (X(7)s, (1.464)

X(r) = &) = &)y - (1.465)
Fiir die Imaginérzeit 2-Punkt Korrelationsfunktionen erhalten wir

(2a(T)2a (7)) = Oaar B (T, 7)) (1.466)

(X(T)X(T)r = &) ))g = hK(r,7), (1.467)

(@a(T)Ta(T))g = Oaar WL (T, ’)

—|—<caK q(7")<ca/K_,1 ,T (T)) (1.468)
§ME(T)s = (X(M)X(7 )> — (X(7))g ¢
( Nr = EOET )R — E(M)g (€7
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Wir erhalten damit die quantenmechanischen Imaginérzeit-Erwartungswerte,
welche der Form nach genau den klassischen Erwartungswerten aus Abschnitt
1.2.2 entsprechen und im klassischen Limes i — 0 und dem Ubergang von
Imaginérzeit zu Realzeit durch 7 — it genau reproduziert werden; so erhalten
wir beispielsweise fiir den Sektor 7 — 7/ € [—h3, hf] aus (1.422)

(TX(T)X (7)) = RE(IT = 7'])
h
= —/dw J(w) [coth[whﬁ/?] cosh[w(T — 7')] —sinh[w|T — 7] ] .
T
Im klassischen Limes A — 0 bekommen wir aus der letzten Gleichung das
schon bekannte Dissipations-Fluktuations-Theorem (1.55) im Imaginérzeit-
formalismus,

2

lim (X (1) X (7)) = —ﬁ/dw (@)

w

coshlw(r — 7')] . (1.471)

h—0 m

1.4.13 Nichtlokaler Anteil der Kopplung

Wegen der Eigenschaft von k(7,7") einer verschwindenden Null-Mode, wie
man aus Gleichung (1.405) abliest, also

h3
/ dr k(r,7") = M& =0 (1.472)
0

ist in der Funktion k(7,7’) kein lokaler Anteil (Diagonalanteil) der Form
f(7) :8(7 — 7') ;s enthalten, welcher auf die lokale Form [d7f(7)¢*() des
Influenzfunktionals F[g] in Gleichung (1.408) fithren und damit zu einer Re-
normierung der Systemwirkung beitragen wiirde!”. Damit ldsst sich nun aber
das Influenzfunktional F[g| auch als Differenz umschreiben,

Flal = o[~ o alr) k()] (1.473)
= exp [— %/deT’{ — k(1,7 )+ K :0(T—7")ng } (1.474)
X {M}z] , k€ C beliebig ,

wobei in der zweiten Zeile gerade die Nichtlokalitiat von ¢(7) — ¢(7') genutzt
wurde, um einen beliebigen lokalen Term o< §(7 — 7') hinzuzufiigen. Da-
mit kann man in der zweiten Zeile als Integralkern gerade D, aus Gleichung

17 Diese Nichtlokalitit wird gerade durch den Term Ht aus Gleichung (1.7) erreicht,
wie man direkt aus Gleichung (1.403) ablesen kann.
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(1.398) verwenden, welcher sich bequem mit Hilfe der spektralen Dichte J(w)
darstellen lasst, wie gleich gezeigt wird. Zusammenfassend kann man also
sagen, dass der Term Hrt in Gleichung (1.4) notwendig ist, um eine Renor-
mierung der Systemwirkung zu vermeiden. Beschrankt man sich dann im
Folgenden auf die nichtlokale Darstellung des Influenzfunktionals, welche ja
nur dann erlaubt ist, wenn die Bedingung (1.472) eingehalten wurde, kann
der Term, welcher von Hr herriihrt, vernachlassigt werden, wodurch der In-
tegralkern D, eine einfache Darstellung besitzt.
Fiir die Zustandssumme erhalten wir damit zusammenfassend

7 = 7{ Dqe 510 Flq] (1.475)
Flo) = e[~ 5 alr) k7)ol (1.476)
Flg) = exp[—%/ohﬁdeT’{M}QK(T—T’)} : (1.477)

mit der Pfadwechselwirkung K (o) aus Gleichung (1.422) in der nichtlokalen
Darstellung. Wenn die Kopplung an das Bad ausgeschaltet wird, also J(w)
gegen Null geht, strebt das Influenzfunktional F[q] gerade gegen 1, wodurch
wir wieder zum Pfadintegral des ungekoppelten Systems zuriickkommen.

Fiir den Fall, dass die spektrale Dichte wieder in der Form J(w) =
M~ wfe™“" vorliegt, kann das Integral in Gleichung (1.422) ausgefiihrt wer-
den und man erhilt!®

2M~ T[1 + s
1 (RB)FS

(e B we(ien 559
(1.478)

K(o)

wobei ((s,z) =Y 7 (k+x)~° fiir Re[s] > 1 die Riemannsche Zeta-Funktion
darstellt. Fiir den Fall s € N, s >= 2 lésst sich die Zeta-Funktion durch die
s — 1-te Ableitung der Digamma-Funktion ausdriicken, da hier die Reihen-
entwicklung die Form ¢ (z) = ([2, 2] besitzt.

Im Limes T' — 0 erhalten wir fiir K (o) aus (1.478) das einfache Resultat

2M~ T'[1
lim K(o) = v 1 +)§]+s

B—00 T (.40

(1.479)

Im klassischen Grenzfall A — 0 geht die Imaginérzeit-Korrelationsfunktion
(1.422) in die klassische Form (1.471) tiber, wie wir weiter oben schon ge-
zeigt haben. Im Grenzfall einer ohmschen spektralen Dichte im sogenannten

8Die Integration wird in Abschnitt 2.2.3 genauer behandelt.



94 Kapitel 1. Dissipative Quantensysteme

Skalen-Limes!® mit 7. — 0 ergibt sich das besonders einfache Ergebnis

lim K(o) = —7

~h (h)sin? [2]
Wegen der Einschrinkung o # 0 entspricht das obige Ergebnis —k(r,7")
aus Gleichung (1.418). Dieser Zusammenhang steht in Ubereinstimmung mit
Gleichung (1.421). Anstatt der Summation in Gleichung (1.398) iiber alle
m € Z kann die Integration iiber dr oder d7’ in Gleichung (1.477) von —oo
nach oo erfolgen und man erhélt fiir das obige Influenzfunktional

#la = e[~ o [~ ar (DI o],

(1.481)

(1.480)

Fiir den Fall, dass die spektrale Dichte J(w) wieder in der obigen Form
vorliegt, konnen wir die Integration iiber w durchfiihren,

o / I
/ dwwie e e ™ = 1+ Tts - (1.482)
0 (e +[7 =71

Dieses Integral ist gerade der Grenzfall 7" — 0 von Gleichung (1.422). Somit
bekommen wir die formal einfache Darstellung

s| [ e ) —q(7))?
Flg) = exp [_%/O dT/ 47’ (T(QEFTT _q(T/|)))HJ . (1.483)

welche im ohmschen Skalen-Limes die besonders einfache Form

Flal = exp ~ 4rh / / dT T — 7'( ,)>2} (1.484)

annimmt.

Zusammenfassung

Auf einem etwas abstrakteren Level fassen wir nochmals die wichtigsten
Schritte dieses Abschnitts zusammen: Begonnen haben wir mit der Zustands-
summe des Gesamtsystems (1.378) mit folgender Form entsprechend (1.381),

Z = ZLB fDq exp [— %(SS[Q] + ; Qnitéwg q(7)-q(7)>] (1.485)

X 1;[ { 74 Dio exp [— %xa(f)-Ka(T, ') za(r) + %caxa(T)-q(T)H .

19 Siehe dazu auch die Bemerkungen bei der Abbildung des Bades im Skalen-Limes auf
das Gaufl-Modell, welches invariant unter konformen Abbildungen ist und dadurch keine
Skala mehr besitzt.
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Die gaufische Integration iiber x kann ausgefiihrt werden und wir erhalten
die Zustandssumme mit der effektiven Wirkung Seg zu

Z = fDq exp [— Seff[q]/h] : (1.486)
Serla] = Sslal + 3 5oy alr) a(r) - Sa(r) K (7, 7))-q(r')  (1487)

= S5lg] + 5a(r) k(I 7])-a(r) (1.485)

Der Diagonalanteil von K(7,7’) entspricht nun gerade dem Verschiebungs-
term aus Hr, wodurch sichergestellt wird, dass keine Potenzialrenormierung
des Systems entsteht, was ab Gleichung (1.472) néher betrachtet wurde. Mit-
hilfe der spektralen Dichte lisst sich dieser Term entsprechend Abschnitt 1.3
folgendermaflen darstellen,

2

Yoo l/Ooode = M~(0) . (1.489)

2
— 2maws T

Die Kerne K(7) und k(7) wurden in Gleichung (1.422) und (1.424) angege-
ben. Damit erhalten wir die effektive Systemwirkung, welche nach der Aus-
integration der Badfreiheitsgrade einen nichtlokalen Anteil enthélt.

Eine Form, welche die Analogie zum klassischen Fall wieder nahe legt,
werden wir weiter unten in Kapitel 1.4.19 betrachten.

1.4.14 Reihenentwicklung nichtquadratischer Terme

Da der kinetische Term des Systems ebenfalls quadratisch in ¢ ist, konnen
wir nun den Potenzialterm der Wirkung exp[[dr V(¢)] durch eine Potenz-
reihe in ¢ darstellen, sofern V' (g) durch ein Polynom in ¢ dargestellt werden
kann, und erhalten eine Stérungsreihe fiir die erzeugende Zustandssumme
von Erwartungswerten der Systemvariable ¢ aus (1.475)

ZW = § Daess| - a0 ) a() + br)-a(r)]
(0)=q(n3)

< exp [ - % /0 4 Vig(r)] . (1.490)

hB

— Z[0]exp [_% /0 dr v (9/06(7) ) | exp [%b(T)Ol(T, )b
(1.491)
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welche durch den linearen Term b(7) im Exponenten die erzeugende Funktion
fir Erwartungswerte von ¢(7) darstellt. Z[0] ist dabei die Zustandssumme
fiir b = 0 entsprechend der Entwicklung (1.281).

Der Term exp[V(0/0b)] kann nun in eine Reihe entwickelt werden,

% — {1 —%/Ohﬁfv (ab(?f)) - } exp [%b(f)-()—l(f, T')-b((T') |
1.492

Der Integralkern O(7,7’) setzt sich nun aus dem Anteil des Systems Hg =
P?/(2M)+ MQ?¢?/2 und dem Integralkern des Influenzfunktionals aus Glei-
chung (1.403) zusammen,

O(r, ™) = 0(r—7)ipg M{ =% +Q*}+k(r— 7). (1.493)

Fiir den inversen Integralkern verwenden wir wieder einen Fourierreihen-
Ansatz der Form

O 1(r 1) = %Zeww—m@—l%), (1.494)

Die Integration iiber 7/ in der Definition fiir den inversen Kern O~*(7/, 7")
o(r, )07 Y, 7") = :5(r,7") h3 (1.495)

kann nun durchgefiihrt werden und wir erhalten fiir die Fourierkoeffizienten
von O~1

3 1
O 'vm) = > — (1.496)
M3, +02) + 3, 78

a maw? V2 +w?

M@+ 02+, (1.497)
wobei wir die Koeflizienten &, aus Gleichung (1.405) verwendet haben und
2 den quadratischen Entwicklungskoeffizienten in V' (g) beschreibt. Im Falle
der strikt ohmschen spektralen Dichte J(w) = aw geht &, in 2a|v,|/M iiber,
wie in Gleichung (1.415) gezeigt wurde.

Die Eigenwerte ), des Operators O~! kénnen wir direkt aus der Darstel-
lung (1.494) ablesen, da O~! diagonal in der verwendeten Fourier-Darstellung
ist und daher die Eigenwerte den Diagonalementen O’l(z/m) entsprechen,

(rlo)7y = O Yr7) = Z (T|Vm) O (Um) (m|T') (1.498)
L ivr _
(Tlvm) = N (VnlVim) = 6pm (1.499)

O o) = O Huw) [om) - (1.500)
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Da die Eigenwerte (1.496) symmetrisch sind, d.h. \,,, = A_,, gilt, besitzt der
Integralkern O~ eine reelle Darstellung.

Fiir die Zustandssumme Z[b = 0] bendtigen wir die Eigenwerte zu reellen
Eigenfunktionen w,,(7) mit u,,(0) = u,, (k). Dies sind gerade die zweifach
entartete und normierte Funktionen

2
Um(7) = ,/%{c;n cos|vmT] — sin[z/mT]} : m >0, (1.501)
mit  |enP=c2+ %=1 (1.502)

und die nichtentartete Eigenfunktion

1
uop(r) = I (1.503)
mit den dazugehorigen Eigenwerten
Am = M@E+ 0 +&), meN. (1.504)

Zur Berechnung von Z[0] verwenden wir nun wie in Abschnitt 1.4.9 diskutiert
die Zustandssumme des harmonischen Oszillators als Referenz. Mit dieser

Wahl erhalten wir den Ausdruck

2] - [H V2 + Q2

TG

1
2sinh[QA5/2]

(1.505)

Wegen &, = 0 ergibt der Faktor [ = 0 des obigen Produktes gerade 1 und
kann ignoriert werden. Weiterhin bekommen wir das Quadrat der Wurzel
einer Determinante und daher die Potenz 1 in der obigen Gleichung, da alle
Eigenwerte mit [ # 0 zweifach auftreten. Mit der Produktdarstellung der
Zustandssumme des harmonischen Oszillators

1 1 V12
2sinh[QRB/2] 1.
2sinh[QRG /2] QB 111 VE + Q2 (1.506)
konnen wir Gleichung (1.505) folgendermaflen darstellen,
- 2
20 = ; : 1.507
Ry QWEV%LQ%L& (1.507)

Dies entspricht genau der weiter oben schon gefundenen Form (1.431) aus
der Fourierdarstellung des Influenzfunktionals und der Systemwirkung. Da
(QhB3)~! der klassischen Zustandssumme des harmonischen Oszillators ent-
spricht, beschreibt das folgende Produkt in Gleichung (1.507) die Quanten-
korrekturen zu Z[0]. Der Koeffizient & ist iiber die spektrale Dichte in Glei-
chung (1.413) definiert.
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Als Sonderfélle sind im obigen Modell mit Potenzial V' = 0 und damit
der Zustandssumme

Zbl = Z[0]exp [%b(T)-O_l(T,T/)-b(T,) : (1.508)

enthalten:

e Der geddmpfte harmonische Oszillator

e Der ungeddmpfte harmonische Oszillator mit (¢, = 0).

In diesem Falle erhalten wir fiir die Zustandssumme sofort den wohl-
bekannten Ausdruck Z[0] = (2sinh [23€/2] )"

e Die Brownsche Bewegung mit (2 = 0)

In allen Féllen erhalten wir die Imaginérzeit-Erwartungswerte

la(m)) =0, (1.509)
1 givm(T—7)
- Mﬁﬁ;ygn+g2+§m' (1.511)

Der Fall, dass eine lineare Kraft F' an die Systemkoordinate koppelt, kann
dadurch realisiert werden, dass der Erwartungswert (1.510) nicht an der Stelle
b = 0, sondern an der Stelle b = I’ ausgewertet wird. Dann bekommt auch der
Erwartungswert der Systemkoordinate ¢ einen nichtverschwindenden Term
der Form

(qg(7)) = ﬁg?g (1.512)
= O Y7, 7)-F(7') exp %F(T)-O_I(T, ™)-F(T)] , (1.513)

und fiir die Zweipunkt-Korrelationsfunktion
(a(r)q(r")) = Zl[O] 5 Ffoé[?(T,) (1.514)

:[ (1,7 i O N1, 7)) + {07 (1,0)-F(0)H{O N7, 0')-F(o')}
X exp [%F(7)~Ol(7, T/)'F(T/)] : (1.515)

Ausgehend von Gleichung (1.492) lassen sich nun alle relevanten thermo-
dynamischen Gréflen des zu untersuchenden Systems ableiten. Exemplarisch
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wollen wir die Grundzustandsenergie des geddmpften harmonischen Oszilla-
tors (1.508) betrachten, welcher durch die Freie Energie im Limes 7" — 0

B—00

gegeben ist. Wir erhalten fiir die Freie Energie F' = —1/61n Z[0] — Ej mit
Gleichung (1.507) den Ausdruck

1 1
F = -l [Qhﬁ} +-%"In [1 n 1.516
; 52 o0
Der erste Term geht im Limes § — oo gegen Null, wihrend die Summe
durch ein Integral mit Mafl dv = limg_,o 27/(h() ersetzt werden kann. Mit
der Taylorentwicklung von In(z +¢) = In(x) +¢/z + O(e/x)? erhalten wir fiir
die Grundzustandsenergie

h [~ 0? h [ £(v)
Ey, = — dvln|l4+—|+ — d : 1.51
0 21 J, Vn[+u2]+27r/0 Yz (1.517)

2
Q ‘lgfl] .

1%

Die obige Entwickung des Logarithmus ist vertretbar, sofern e¢/x = & /(v +
0)?) < 1 gilt. Diesen Term kénnen wir nun wir folgt abschiitzen,

2

£(v) 1 2 1 v
_ L o 1.518
v? 4 Q2 M;maw§u2+w§ v? 4 2 ( )

V2 2 [ J(w)
= — dw———"—. 1.519
v? 4 Q2 M?T/O ww(y2+w2) ( )
Wiéhrend der erste Term zwischen Null und Eins liegt, héingt das Integral
von der speziellen Wahl des Bades, d.h. von der Form der spektralen Dichte
J(w) ab. Unter Verwendung der Darstellung aus Gleichung (1.90) ldsst sich

das Integral explizit ausfiihren. Im Grenzfall 7, — 0 erhalten wir das einfache
Ergebnis fiir 0 < s < 2

V2 2 [ aw? a Ve
dy——— = 1.520
2+ Q2 Mn /0 ww(y2+w2) M sin[rs/2] (12 4+ Q2?) ( )

welches aufferdem eine obere Schranke darstellt, da der Fakter exp[—w7.| mit
7. > 0 immer zu einem kleineren Wert des Integrals (1.519) fithrt. Sofern also
s nicht im Bereich 0 oder 2 liegt, liefert die obige Naherung des Logarithmus
sinnvolle Werte. Das Maximum der obigen Abschitzung in Abéngigkeit von
v finden wir fiir positive Werte bei v = Q4/s/(2 — s). Dies liefert uns nun
schlulendlich einen oberen Grenzwert

£(v) - a Q2 s—2< $ )S/2
24+ Q2 = Msin[rs/2] 2 \2-—s

(1.521)

in Abhéngigkeit von s mit einem Minimum an der Stelle s = 1.
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Wir berechnen nun die Korrektur des untersten Energieniveaus eines har-
monischen Oszillators durch das Ankoppeln eines Bades definiert durch die
spektrale Dichte J(w). Das erste Integral in Gleichung (1.517) ergibt h$2/2,
also gerade die Grundzustandsenergie des freien harmonischen Oszillators,
wéahrend das zweite Integral die Energieverschiebung A Ey durch die Ankopp-
lung an das Bad iiber £(v) liefert. Indem wir das Integral {iber dv ausfiihren,
erhalten wir

h< h o Jw) 1
Ey=—+—— dw —= . 1.522
0 2 +2M7r/0 YT w + (1.522)

Im Falle einer spektralen Dichte der Form (1.90) erhalten wir eine Energie-
korrektur

AEO (6% 98_2

B, = Sinfs] g(Q1,, s) , (1.523)
mmb@::“ﬁﬂrmmyﬂxm@mmﬂ. (1.524)

Dabei haben wir die Notation I'[1—a,z] = [°dt ¢ e fiir die unvollstéindige
Gamma-Funktion verwendet [51]. Im Limes x — 0 geht I'[1 — a, ] in die
gewohnliche Gamma-Funktion I'[1 — a] iiber. Der Term g(Q27., s) beinhaltet
die Korrektur durch einen endlichen Frequenz-Cutoff 7.. Im Grenzfall 7. — 0
geht g(Qr., s) gegen Eins und wir bekommen das einfache Ergebnis

AEQ a Q2

_a . 1.525
Ey M sin[rs] ( )

Zur genaueren Betrachtung entwickeln wir die unvollstdndige Gammafunk-
tion um den Wert fiir Q7. = 0 herum. Wir erhalten dadurch fir g({27,, s) die
Reihendarstellung [51]

e—Q’TC 00 (_1)71
Qr, = 1- Qr.)tstn 1.526
9827, 5) ru—ﬁ]Egnu1—s+nf ) (1.526)
Im Grenzfall 7, — 0 finden wir somit
. B (Qr)t=s

Dieser Ausdruck divergiert fiir s > 1 im Grenzfall 7. — 0.
Bei Verwendung einer spektralen Dichte mit Drude-Cutoff (1.98) nimmt
die Mode &, aus Gleichung (1.413) die einfache algebraische Form

a |y

&Zﬁl%—umg

(1.528)
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an. Dadurch kann der Ausdruck (1.507) fiir die Zustandssumme in die Form

1 = 1y 7 v Y +uwp
Z0] = . 1.529
[ ] Qhﬁ EW—'—)\l I/l—|—)\2 Vl+)\3 1% ( )

gebracht werden, wobei \;, i € {1,2,3} die 3 Wurzeln der kubischen Glei-
chung

— X+ Nwp — N2 + awp /M) + Q*wp =0 (1.530)

reprisentieren, und wp = 75" die Cutoff-Frequenz darstellt. Mithilfe der
Produktdarstellung der Gamma-Funktion [51]

ﬁ : , Relz] > 0 (1.531)

bekommen wir einen analytisch exakten Ausdruck fiir die Zustandssumme
[1],

wp—(A1+Aa+A3)

Q TOA/)TQo/v)Ts/mn) . n o A

Z0] = lim
[ ] hﬁ F(wD/I/l) n—00 wDI/12
_ QFLBQ P(Al/l/l)P(Ag/Vl)P(Ag/Vl) . (1532)
(2m) ['(wp/11)
Hierbei haben wir die Vieta-Relationen
)\1 + )\2 —+ )\3 = Wp, (1533)
M3 = wp O (1.534)

beniitzt. Diese ergeben sich durch Koeffizientenvergleich der ersten 3 Terme
des Nenners in Gleichung (1.529) mit der kubischen Gleichung (1.530). Im
Limes 7 — 0 reduziert sich der Nenner von Gleichung (1.507) auf einen in
v, quadratischen Term mit den beiden Nullstellen

_ O [ - (&)2]1/2
A= 5ot Z[Q o . (1.535)
Analog zu obiger Darstellung bekommen wir fiir die Zustandssumme nun
Qh
Z[0] = ﬁ TA /) T(A_ /1) . (1.536)

Im Grenzfall verschwindender Badkopplung (o — 0) bekommen wir mit
Gleichung (2.123) erwartungsgemif die Zustandssumme des harmonischen
Oszillators (1.506).
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1.4.15 Realzeit Dichtematrix-Propagation

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die effektive Zeitentwicklung eines
an ein Bad gekoppelten Systems. Von einer effektiven Zeitentwicklung spre-
chen wir, da wir nicht an der expliziten Propagation des Bades interessiert
sind, sondern nur die Realzeitentwickung des Systems unter Ankopplung an
das Bad betrachten, wobei fiir das Bad durch eine statistische Ensemble-
Beschreibung Rechnung getragen wird.

Die Zeitentwicklung einer Dichtematrix ist durch die Von-Neumann Glei-
chung gegeben,

plts) = Ulte, t:) p(ts) U'(ts, t5) (1.537)
A —1 tf N
Ults,t) = Texp {%/ dt’H(t’)} . >t (1.538)

t;
wobei U (t¢, t;) wieder der Zeitentwicklungsoperator aus Gleichung (1.132) ist.
Da wir uns im Folgenden nur fiir Erwartungswerte der Systemkoordinate
q interessieren, konnen wir iiber die expliziten Badkoordinaten der Dichte-
matrix integrieren und erhalten so eine reduzierte (effektive) Dichtematrix
pr fiir den Systemteil Sg. Symbolisch entspricht dies

1 1 1
(A) = EtrBtrS [pA] = Etrs[(ter)A] = Etl"g [prA] . (1.539)
In der Ortsdarstellung nimmt dies folgende Form an,
(eelpr(te)lar) = prlg grlte) = /de (g, x¢|p(te)|xe, g5) (1.540)

= /de dx; dx| dgs dg; {(gr, x¢|U (e, t5)| %, ¢1)

x (i, x| p(ts) 1%, ¢f) (¢, x{|U (g, t:)|xe, qf) . (1.541)

Damit ergeben sich die Propagatoren von U (t, t;) in der Ortsdarstellung, wel-
che in Gleichung (1.157) eingefithrt wurden, womit sie sich folgendermafien
als Pfadintegrale in Realzeit darstellen lassen,

<qf7 Xf|U(tf7 ti)‘xia Q1> = K(qf7 Xt, tf|qi7 X, tl)

) )
— [ Daesp [155lal] [ Dx exp [15ulax] (1.542)
<qi/7X”UT(tfati)‘Xf7Q§> = K*(Céaxfatf‘%/axgati)
/ Z / / Z / /
= /Dq exp [— ﬁSS[q]} /Dx exp [— ﬁSB[q ,x]} : (1.543)

wobei wir mit Ss[g] die Wirkung des Systems aus Gleichung (1.4) bezeichnen,
wéhrend Sg[q, x| der Wirkung des harmonischen Bades samt Kopplungsterm
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entspricht. Wéahrend im Imaginédrzeitformalismus (1.378) {iber periodische
Pfade ¢(0) = q(hf) integriert wurde, wird nun im Realzeitformalismus {iber
Pfade mit den folgenden Randbedingungen

qt)=a, adt)=a. dt)=4¢, dt)=q, (1.544)
x(t)=x;, x(t)=x¢, X(H)=x, xX(&)=x, (1.545)
integriert. Die Berechnung des Propagators in Realzeit erweist sich wegen den
komplexeren Randbedingungen als etwas aufwéndiger und wird detailliert im
Anhang A.1 durchgefiihrt. Die Integration der Badkoordinaten {x}, {x'} in

Gleichung (1.542), (1.543) kann wieder ausgefiihrt werden und wir erhalten
den Ausdruck

/DX exp [%SB lq, X]] (1.546)

~ exp [%Sﬂq]} / Dx exp [% 3 %xa(t) Nt ) 2al#) + caa(t)-a(0)|

~ exp [%ST[q]] exp [%SR[XH]] exp [—ii—;q(t)-Nl(t, !)-at)] Z1l0].

Mit St[g] haben wir die im Exponenten in ¢(t) quadratische Wirkung aus
Gleichung (1.7) verwendet,

Seld) = — 3" =S g(t)-alt) = —Mr(0) a(t) a(t) (1.547)

2
2mow?

Der Beitrag Sg[xy] reprisentiert die Wirkung der klassischen Losung, welche
ebenfalls im Anhang A.1 berechnet wird, mit dem Resultat

i TSI [Wo (T — )] + To g 8D [wa(t — t)]

Sr[xu] = exp [7_1 ; <CQQ(t)' sin [wa (tr — ;)]

T Y sinlwa(t — )]

{(xif + xil) cos|wy (tr — )] — 2xa7ixa7f} >] )
(1.548)

Fiir den dritten Term in Gleichung (1.546) bendtigen wir die inverse Darstel-
lung des Integralkernes

No(t, 1) = —mao(t —t') (07 +w?), (1.549)

welche ebenfalls fiir den relevanten Funktionenraum im Anhang, Gleichung
(A.59) abgeleitet wird und die folgende Darstellung besitzt,

N t) = D AN (¢ t) (1.550)
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, 2 sinfwy(t; — )] sinfwa (' — ¢
= O(t-1) Z Mo [ (sin[wi](tf —[ti)§ '
, 2 sinfwy(t; — )] sinfwa(t — ¢
O -1) Z MaWe [ (sin[wa)(]tf —[ti)]( ' '

Mithilfe der spektralen Dichte J(w) nimmt der obige Ausdruck die Form

N=Y(t, 1) = % /0 " dw J(w) Sin[W(tfsi_nmfif[:)(]t< —t)] (1.551)

an, wobei ¢, t. fiir den jeweils groferen/kleineren Zeitwert von t'; ¢” steht.

Zur Vermeidung der Fallunterscheidung durch die beiden Theta-Funk-
tionen in der Darstellung von N~! kénnen wir alternativ ein zeitgeordnetes
Integral verwenden, wodurch ein Faktor 1/2 entféllt, da nur iiber die halbe
von t und t' aufgespannte Fliche integriert wird. Dies geht allerdings nur
dann, wenn alle weiteren Terme in Abhéagigkeit von ¢ und ¢’ symmetrisch
vorliegen, wie dies z.B. in Gleichung (1.546) der Fall ist.

Der Term Z7[0] in Gleichung (1.546) représentiert die Quantenfluktua-
tionen des ungekoppelten Bades analog zu Gleichung (A.60) und Zr[0] im
Imaginérzeitfall in Gleichung (1.388) mit dem Wert

maWa

@ 1.552
2mihsin[w, T ( )
Der in Gleichung (1.541) enthaltene Imaginérzeitpropagator
1 1
(@i xilp(t)Ix1, ) = /quxp [— ﬁSéE)[Q]} /DX exp [— ﬁsl(gE)[an]] ’
(1.553)

mit der euklidischen Wirkung S® kann nur dann weiter ausgewertet werden,
wenn die Dichtematrix zur Zeit ¢; spezifiziert wird. Wir betrachten nun zuerst
den Fall eines Produktansatzes fiir die Dichtematrix zur Anfangszeit ¢;. Dabei
sel

p(t) = ps(ti) @ Wr(t) , (1.554)
Wr(t;) = ZieﬁHR. (1.555)

Das nichtgekoppelte Bad befindet sich also zur Zeit ¢; im thermodynami-
schen Gleichgewicht bei der inversen Temperatur (3, widhrend die Dichtema-
trix des Systems nicht weiter spezifiziert sein muss. Fiir Zeiten ¢t > ¢; wird
nun spontan das System an das Bad angekoppelt. Im Caldeira-Leggett Mo-
dell kénnen wir dazu den Kopplungsterm H; aus Gleichung (1.7) mit einer
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Theta-Funktion multiplizieren und als Stérung betrachten, welche zur Zeit
t; eingeschalten wird,

o — O(t—t)H (1.556)

Dies ist experimentell zwar fast unméglich, jedoch fiir die Berechnung der
Zeitentwicklung der reduzierten Dichtematrix von ungemeinem Vorteil, da
in der Ortsdarstellung nun die Dichtematrix ebenfalls in einen Systemanteil
und einen Badanteil faktorisiert,

(g xilp(t) X ) = {ailps(t)lg) (xilWr(ti)|x;) - (1.557)

Die Dichtematrix des Bades in der Ortsdarstellung in der obigen Gleichung
entspricht einem Imaginérzeitpropagator, wobei im Gegensatz zu der zuvor
behandelten Zustandssumme hier keine periodischen Randbedingungen vor-
liegen, sondern der obige Propagator dem analytisch fortgesetzten allgemei-
nen Realzeitpropagator entspricht. Aus Gleichung (A.76) erhalten wir ohne
Kopplungsterm (b = 0) den hier relevanten Propagator

1 mayw
- Ny — 7 - e
ealWaltb) = 2ol e [~ 7 30 5oy

X {(x’ivi + 22,;) cosh(wahB] — 2%[,137/&71}] ,  (1.558)

mit der Imaginérzeitversion von Zr[0],

MaWa
1.
H \/27rh sinh[w,hi] (1.559)

Die Integration iiber die Endkoordinate x; und die Anfangskoordinaten x;
und x’; kann nun durchgefiihrt werden. Wegen der etwas langwierigen Rech-
nung wird dies im Anhang A.2 explizit ausgefiihrt. Die Integration iiber die
Endkoordinate x; erzeugt dabei eine Bedingung an die beiden Pfade ¢ und
¢ entsprechend den Anfangswerten x; und x’; in der Gestalt einer Delta-
Funktion. Physikalisch bedeutet dies, dass nicht jede beliebige Pfadkonfigu-
ration von ¢(t) und ¢'(t) bei gegebener Anfangsbedingung des Bades x;, X/
mit der gemeinsamen Endkonfiguration des Bades x; vertréglich ist. Die bei-
den verbleibenden Integrationen fithren zu einer nichtlokalen Kopplung der
Pfade ¢ und ¢'.

Ein weiterer Effekt stellt der Bruch der Invarianz unter Zeitspiegelungen
t — —t dar, welcher ein klares Signal fiir Dissipation darstellt. Wahrend der
inverse Integralkern (1.550) diese Symmetrie noch explizit besitzt, wird bei
der Ausintegration der Anfangs- und Endkoordinaten ein nicht symmetri-
sierter Ausdruck addiert, so dass ein retardierter Kern (A.107) entsteht.
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Als Resultat erhalten wir die effektive Zeitentwicklung der reduzierten
Dichtematrix in der Ortsdarstellung aus Gleichung (1.540) in der Darstellung

pr(ge, G | te) = /inin/ Jev (ae, a5 telas, 4 t) ps(a, 4 | t) - (1.560)

Diese Gleichung liefert uns als Spezialfall das Betragsquadrat der Ubergangs-
amplitude des Systems vom Ort ¢; zum Ort ¢; unter der Ankopplung an ein
Bad, indem wir fiir die Dichtematrix des Systems zur Zeit ¢ = ¢; die lokale
Form ps(q,q' | i) = (¢ — ¢;) 0(¢' — ¢;) verwenden und erhalten daraus direkt

g, telgs, 8 = Jev(ar, ar tel g, @ 1) = Pl te g ti) - (1.561)

Der Feynman-Vernon Propagator Jgy beschreibt somit die effektive Zeitent-
wicklung der reduzierten Dichtematrix pr und besitzt die explizite Darstel-
lung

JFV(Qfa Céa tf‘Qia qila ti) - / Dqu/ ei(Sg[q]sz[q’})/h FFV [qa q/] ) (1562)

a4

mit den Randbedingungen

qt) =a. qt)=a., dG)=a¢, ) =q. (1.563)
Das sogenannte Feynman-Vernon Influenzfunktional Fgv[q, ¢'], welches der
Kopplung des Systems an das Bad Rechnung triagt und bei verschwindender
Ankopplung gegen eins geht, liefert den Beitrag zur nichtlokalen Kopplung
der beiden Systempfade ¢ und ¢’. Dies kann nun folgendermafien als komple-

xe Phase ®ry[q, ¢'] dargestellt werden [1], und wird im Anhang, Gleichung
(A.124) explizit abgeleitet,

Fevle, ¢l = eXP[—q’Fv[qaq/]]a (1.564)
Prvig,q] = 2—1h[q(t)~L(|t—t’|)~q(t’)+q’(t)-L*(\t—t’|)~q’(t’) (1.565)

(1) L(t = £)-q(t) — a(t)-L*(t = )¢ (1)
+3 M3(0) |q(t)-q(t) = ¢'(8)-¢(1)

Der Integralkern L(t) ist dabei der analytisch fortgesetzte Kern K (1 = it) =
L(t) aus der Imaginérzeitdarstellung, Gleichung (1.422), mit

L) = %/O“’dw J(w) Cosgi[:}f[ffh/;/;]%)]’ (1.566)
= %/Ooodw J(w)[coth[whﬁ/?] cos|wt| — isin[wt]| , (1.567)
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und entspricht in der symmetrischen Form dem thermischen Zweipunkt-
Erwartungswert der Badkoordinate X (t) = " ca®q(t), Gleichung (1.231),

(TX(H)X () =hL(t—1)) . (1.568)

In der Literatur wird L(t) daher oftmals als Badkorrelationsfunktion bezeich-
net. Genaugenommen muss dazu aber der Betrag im Argument genommen
werden, wie wir aus der obigen Gleichung sehen. Die Funktion L(t) besitzt die
wichtige analytische Eigenschaft entsprechend dem weiter oben abgeleiteten
Resultat (1.211),

L(—t) = L*(t) = L(t — ihp). (1.569)

Die letzte Zeile in Gleichung (1.565) entspricht den quadratischen Anteil St
aus Gleichung (1.547). Gleichung (1.565) legt die Einfithrung einer Relativ-
und Schwerpunktskoordinate fiir die Pfade ¢, ¢’ nahe,

q+4q
r= ,
2
Der Weg r(t) entspricht der Propagation entlang der Diagonalelemente der
Dichtematrix, wéhrend y(t) Wege entlang Nichtdiagonalelementen darstellt.
Deshalb spricht man bei r(¢) auch vom quasiklassischen Weg, wiahrend man

bei y(¢) von den Quantenfluktuationen spricht. Fiir die Influenzphase finden
wir dadurch den Ausdruck entsprechend Gleichung (A.118),

y=q—¢q . (1.570)

Opvly,r] = W[y + i@y, r], (1.571)

2] = y(n) L)) (1572)

[y r] = %2M7(O)r(t)-y(t)—|—y(t)-2@(t—t’)L"(t—t’)-r(t’)].
(1.573)

Durch partielle Integration erhalten wir unter Verwendung der Identitét (vgl.

Abschnitt A.2)
20—t YL"(t —t") = MOy~(t —t')+2M~(0)5(t — ') , (1.574)

fiir den Rauschterm ®)[y, r] eine Kopplung an die Systemgeschwindigkeit
7, wodurch die Translationsinvarianz wieder explizit zutage kommt,

2] = oyl L1 u(r) (1575)
Oy r] = = [Mr(t) y(t) 2t — 1) + My(t) At — )7 (1)

h
(1.576)
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Fiir den Feynman-Vernon Propagator Jgy aus Gleichung (1.562) finden wir,
sofern das System in der Standardform 1/2M¢? — V (q) vorliegt,

r(te)=(gs+qf)/2 y(ts)=qr—qf

Joy = / / Dy (1.577)

r(t)=(qi+4q])/2 Eo
X exp [ﬁ (Mr(t)y(t) — /dtV[r(t) + @] — V[T(t) - @])}

X exp [— @Fv[y,r]] .

Der Realteil ®™[y] héingt nur von der Nichtdiagonalkoordinate y ab und
entspricht einem gaufischen Filter fiir die Nichtdiagonalkoordinate. Im klas-
sischen Grenzfall & — 0 bekommen wir fiir den Realteil von L(¢) einen di-

vergenten Term proportional zu 1 / (hB),
M
([t —=+t]), (1.578)

lim ['(t) =
hoo ThG / ng!

wéhrend der Imaginérteil von L(t) keine h3 Abhéingigkeit besitzt und wie
weiter oben im Text gezeigt wurde, im wesentlichen der dynamischen Sus-
zeptibilitét der effektiven Badkoordinate X =) c,z, entspricht,

cos|wt] =

') = —% / dw J(w) sinwt] . (1.579)
Fiir den Realteil finden wir den klassischen Dampfungskern v(¢) aus Glei-
chung (1.30). In diesem Grenzfall tragen nur noch Diagonalzustiande mit
y(t) = 0 bei, d.h. wir bekommen den klassischen Grenzfall. Da die Fluktua-
tionskoordinate y kein klassisches Analogon hat, muss die Integration iiber
| Dy ausgefiihrt werden, um ein klassisches Resultat zu bekommen. Dies ist
auch moglich, da die semiklassische Entwicklung in y in diesem Grenzfall ein
exaktes Resultat liefert und explizit durchgefiihrt werden kann. Wegen des
expliziten Auftretens des Faktors A liefert die semiklassische Entwicklung hier
keine Korrektur in Ordnung hA. Zur Beschreibung des klassischen Limes ist
diese gauBsche Integration also zwingend notwendig. Im néchsten Abschnitt
werden wir dies demonstrieren.

Die Unterdriickung der Nichtdiagonalzusténde fithrt, wie wir in der Einlei-
tung des ersten Kapitels schon bemerkt haben, zur Zerstorung von kohéren-
tem Verhalten.

Da der Kopplungsterm iiber den Imaginérteil L”(¢) die Invarianz unter
Zeitumkehr bricht, entspicht dieser Term einem dissipativen Term; dies sieht
man auch daran, dass nach partieller Integration dieser Term an die klassische
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Geschwindigkeit 7(¢) koppelt. Dass der Propagator eines Systems mit fester
Energie eine definierte Phasenbeziehung entsprechend der Darstellung nach
Energiecigenfunktionen hat,

(U g) =D (d'In)(nlq) expliE,t/h] (1.580)
zeigt uns ebenfalls, dass der Term i®) [y, r] fiir Dissipation von Energie des
Systems verantwortlich ist.

Zusammenfassung

In den drei Propagatoren der Gleichung (1.540) fiir die reduzierte Dichte-
matrix konnten wir mithilfe des Pfadintegralformalismus die Integration der
Badfreiheitsgrade durchfiithren und erhielten so eine effektive nichtlokale Be-
schreibung des Systems (1.560) der Form

(gelpr(te)lar) (1.581)

qlt)=qe q'(tr)=q;

! ! Z /! !
Z/dqidqi /Dq /Dq exp [ﬁ(SS[Q] —Ss[q]>] (ailps(t)]a)
qt)=a ¢ (ti)=d

x(tr)=x¢  x'(tf)=x¢

X /dxfdxidxi /DX /D ’exp SB[q, x| — SB[q’,X’])}

x(t)=x; x'(t;)=x]
X (x| Wr(t)[x) -
Die beiden letzten Zeilen der obigen Gleichung (1.581) entsprechen dem
Influenzfunkional Fgvlq, ¢'] aus Gleichung (1.564); hier konnte im Falle ei-
nes harmonischen Bades mit bilinearer Systemankopplung entsprechend dem
Caldeira-Leggett-Modell aus Gleichung (1.4) die Integration iiber die Bad-
freiheitsgrade durchgefiihrt werden.

1.4.16 Klassischer Limes der Feynman-Vernon Influ-
enzfunktionalbeschreibung

In diesem Abschnitt untersuchen wir den klassischen Grenzfall des Feynman-
Vernon Propagators in der Darstellung von Gleichung (1.577). Da wir einen
klassischen Prozess untersuchen wollen, verlangen wir als Randbedingung
fiir die Pfade, dass die Fluktuationskoordinate y(t) zu den Zeiten ¢; und t;
verschwindet,

rt) =a=4q, r(ts) = g = ¢
/ 1.582
y(ti) =¢q¢—q =0, y(ty) =q¢—qt=0. ( )
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Da der Rauschterm ®™[y] aus Gleichung (1.571) Fluktuationen in y im
klassischen Limes stark unterdriickt, kénnen wir das Potenzial des Systems
nach y(t) entwickeln und Potenzen ab Ordnung O(y?) in guter Niherung
ignorieren. Wir finden dadurch fiir den Feynman-Vernon Propagator (1.577)
die Form

oy = [DrDy exp |1 (500 + VEOL0(0) ~ Berlyr]]
(1.583)

Fiir den harmonischen Oszillator mit einem quadratischen Potenzial V (z) =
1/2Mw?(x — a)? ist diese Form exakt, da in Gleichung (1.577) Terme der
Ordnung O(y") fir n > 2 nicht auftreten. Wir schreiben den Feynman-
Vernon Propagator nun in der Form

Jpy = /DrDy exp [—2—1hy(t)~L’(t — t')'y(t/)] exp [— %y(t)-X[r](t)
(1.584)

Der Realteil L'(t — t') der Badkorrelationsfunktion L(t — ¢') aus Gleichung
(1.566) geht im klassischen Limes in den symmetrisierten Dampfungskern
M/(hB) (|t — t'|) iiber, was in Gleichung (1.578) gezeigt wurde. Ein Rand-
term der Gestalt Mry verschwindet wegen der obigen Randbedingung an
einen klassischen Ubergang von einem Diagonalzustand in einen neuen Dia-
gonalzustand. In der letzten Gleichung haben wir die Terme in Abhéngigkeit
von r(t) als Funktional X[r](t) geschrieben, welches linear an die Fluktuati-
onskoordinate y(t) koppelt. Dieses Funktional hat dabei die Gestalt

X[r)(t) = Mi(t) + V'(r) + M~(t —t')-7(t") + Mr(t)y(t — ), (1.585)
= M7 (t) + V' (r) — 2M~(0)r(t) — 20(t — s)L"(t — s)-7(s) .

Wenn wir dies nun mit der klassischen Langevin-Gleichung (1.32), (1.33)

vergleichen, dann erkennen wir sofort, dass das Funktional X|[r|(t) der klas-

sischen fluktuierenden Kraft X"(¢) aus Gleichung (1.26) entspricht [1, 3].

Im Falle des harmonischen Oszillators entspricht das obige Funktional einer
linearen Abbildung,

X[r](t) = Ot —s)-r(s), (1.586)

Ot — s) = Mo(t — s) [af o 27(0)] —20(t — $)L"(t — ). (1.587)

Fiir diesen speziellen Fall des harmonischen Oszillators lédsst sich die Funk-

tionalabhéngigkeit der stochastischen Kraft X[r](¢) von der klassischen Os-
zillatorkoordinate r(s) formal invertieren,

r[X](t) = Ot —5)-X(s) . (1.588)
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Der Integralkern O~!(¢ — s) entspricht dabei der Greenfunktion des frequenz-
abhéngig geddmpften harmonischen Oszillators.

Da die Funktion y(t) nun maximal quadratisch in der Wirkung in Glei-
chung (1.584) vorliegt, konnen wir diese gauflsche Integration durchfiihren.
Der dabei auftretende Vorfaktor ist proportional zu [],(A)~*/2, wobei A,
die Eigenwerte des Integralkerns L'(t — t') représentiert, welche zu den FEi-
genfunktionen y;(t) gehoren, die der Randbedingung y;(t;) = y(tf) = 0 fiir
die Fluktuationsmode geniigen. Eine allgemeine Losung, welche den obigen
Randbedingungen geniigt, lautet in der Form eines Fourier-Reihenansatzes

y(s) = l:zoo gsinfu(t =), m= = g (1.589)
Eingesetzt in die Eigenwertgleichung
L'(s—s")-y(s') = Ay(s) (1.590)

findet man erwartungsgeméfl, dass die Eigenwerte zu den Eigenfunktionen
sin[y(ty — s)] nur von der spektralen Dichte und der Eigenfrequenz v, ab-
hiangen. Die gauflsche Integration iiber Dy in Gleichung (1.584) liefert uns
nun den Ausdruck

1
Jpy = N/Dr exp [—%X[r] (t)- L'\t — t’)-X[r](t’)] . (1.591)
Der Normierungsfaktor hingt nur von der spektralten Dichte J(w) und den
Eigenfrequenzen 7l/(t; — t;) ab. Im klassischen Limes erhalten wir daraus

Jimy Ty = N/Dr exp [—%X[T](t)-%y_lﬂt — U)X (1592)
Unter der Notation y~!(|t — #/|) verstehen wir hier wie im folgenden explizit
den inversen Kern der Betragsfunktion, also [y(|t — #'[)]~'. Wichtig ist hier-
bei, dass im klassischen Grenzfall kein Faktor A im Exponenten steht. Das
verbleibende Integral liefert daher keine Quantenkorrekturen. Dies versteht
man wie folgt: normalerweise findet man bei der Pfadintegraldarstellung eines
Propagators die klassische Losung dadurch, dass sie die Wirkung im Expo-
nenten extremalisiert. Wenn nun allerdings eine stochastische Kraft an das
System angreift, so findet man fiir jede Realisierung der stochastischen Kraft
X (t) eine dazugehorende klassische Losung r(t), da die Differenzialgleichung
(1.585) eine eindeutige Losung hat,

explizite Rauschkraft X (¢) — klassische Bahnkoordinate r(¢) . (1.593)
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Umgekehrt kann man via Gleichung (1.586) im klassischen Fall zu jeder denk-
baren klassischen Koordinate r(t) eine Realisierung der Rauschkraft X ()
zuordnen,

klassische Bahnkoordinate r(t) — explizite Rauschkraft X (¢) . (1.594)

Dieser Fall entspricht der Langevin-Gleichung (1.585), also der klassischen
Beschreibung. Der umgekehrte Fall ist im Allgemeinen nicht explizit dar-
stellbar. Im Markov-Grenzfall, also strikt ohmscher spektraler Dichte J(w) =
M~w, geht der klassische Dampfungskern in eine Delta-Distribution iiber,
wodurch die funktionale Abhéngigkeit der Rauschkraft X (¢) von der klas-
sischen Koordinate 7(¢') in eine funktionelle, zeitlich lokale Abh#ngigkeit
iibergeht. Fiir ein harmonisches Potenzial ist dann eine Invertierung mittels
einer Green-Funktion moglich. Das Wahrscheinlichkeitsgewicht (Funktional-
gewicht) Px[X] fiir die stochastische Funktionen X (t) ist durch Gleichung
(1.592) gegeben,

1
Px[X] = exp —§X(t)-% Y= X ()] . (1.595)
Die stochastische Kraft wird also durch einen gaufischen Prozess beschrieben,

wobei wir fiir die einzige nichtverschwindende 2-Punkt-Kumulante

(XX () = (e~ 1) (1.596)
finden. Dies ist nun genau das klassische Resultat (1.55), welches wir zu
Beginn der Arbeit im klassischen Grenzfall abgeleitet haben.

Daraus ergibt sich sofort das Wahrscheinlichkeitsgewicht Pg[r] fiir die
klassiche Bahnkoordinate r(t), indem wir X (¢) als Funktional von r(t) mittels
Gleichung (1.585) ausdriicken,

Palr] = exp [~ 3 XD 2007 (e = ) XD (1.597)
Daraus erkennen wir, dass Gleichung (1.591) fiir den Feynman-Vernon Pro-
pagator einer Monte-Carlo Sampling Technik entspricht: es wird {iber alle
klassischen Loésungen r(t) summiert, wobei sich aus r(t) eindeutig eine ex-
plizite Realisierung der stochastischen Kraft X (¢) ergibt. Da fiir selbige das
Funktionalgewicht Px[X] bekannt ist, ldsst sich daraus das Funktionalge-
wicht Pg[r] fiir r(t) darstellen, welches die Funktionen r(t) gewichtet, iiber
welche summiert wird.

Somit kénnen wir beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen,
dass sich das klassische Teilchen zur Zeit ¢y am Ort g(t¢) befindet, wenn es
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sich zur Zeit t; am Ort ¢(t;) befand, da der Propagator Jev (qt, s, te|gs, i, ti)
die Wahrscheinlichkeitsinterpretation aus Gleichung (1.561) besitzt,

(q(ts))

I/ dz x Jev(x, v, tlg, gi, i) (1.598)

qi(ti)=qi 00

Im streng ohmschen Grenzfall geht v(t) in eine Delta-Funktion iiber. Dadurch
ist das stochastische Rauschen nicht mehr zeitlich korreliert und entspricht
einem weiflen Rauschen. Der Feynman-Vernon Propagator (1.561) erhélt da-
durch die Markov-Eigenschaft

/dxP(qf,tf|:c,tx)P(x,tx|qi,ti):P(qf,tf\qi,ti), bs bt (1599)

Dies bedeutet nun auch, dass wir P(g, t¢|z,t,) in der aus der Quantenme-
chanik vertrauten Schreibweise

P(qfatf|q17ti) = <qf|€ﬁFP(tf—ti)

) (1.600)

darstellen konnen, sofern das System nicht explizit von der Zeit abhéngt.
Der Operator wird dabei als Fokker-Plank Operator bezeichnet und ist her-
mitesch, da die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten wird [11, 44].

Die Diskussion des Ubergangs vom FunktionalmaB Dr zu DX in Literatur
[3] ist leider nur fiir ein maximal harmonisches Potenzial richtig. Der Grund
liegt in der asymmetrisch gewéhlen Diskretisierung der Langevin-Gleichung.
Eine direkte Betrachung der Funktionaldeterminante ist fiir Funktionale im
Allgemeinen nicht trivial, da diese wieder die Determinante eines Operators
enthilt, welche in der Regel divergent ist. Eine Besonderheit stellt dabei die
sogenannte Fredholm-Integralgleichung [13, 55] der Form

y(t) = ylz](t) = z(t) + AK(t,5)-x(s) (1.601)

dar, welche einen linearen Integralmaf-Ubergang von D nach Dy beschreibt.
Die Funktionalabhéngigkeit kann dabei mit folgendem Ansatz

z(t) = x[y](t) = y(t) — ARx(t, 5)-y(s) (1.602)

invertiert werden. Die Grofie Ry (¢, s) stellt dabei die sogenannte Resolvente
[34] dar, welche symbolisch die Form

AR\(t,s) = [5(t—s)+AK—1(t, s)]l (1.603)

A
= AK’l(t,s)+7~K’1(t,u)~K’1(u,s)+~-- (1.604)
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besitzt. Wegen der Identitét
1
det[l + A] = exp [tr In[1 + A]] = exp [trA — §trA2 + - ] (1.605)

konnen wir die Determinante auf die Spurbildung des Operators A(s, s)
zuriickfithren, wobei dies gerade die Bedeutung einer Integration iiber die
Diagonalelemente der Form

trA = /ds A(s, s) (1.606)

hat. Fiir die Funktionalableitung dy(t)/dx(s) finden wir nun gerade

dy(t)
ox(s)

Somit kann die Funktionaldeterminante auf die Spurbildung des Operators
K (t, s) zuriickgefiihrt werden. Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn der
Integralkern K (¢, s) kausal ist, also fiir s > ¢ verschwindet. Dann spricht man
von einer Voltera-Integralgleichung. In diesem Fall verschwinden nédmlich alle
Terme der Gestalt

= 5(t— )+ ANK(L,s) . (1.607)

tr K™ = tr [K(t, s1)-K(s1,82) - K (sn_1, t)} (1.608)
fiir Terme n > 1 und wir erhalten das exakte Resultat
det )gg((?)‘ = exp [/\ /ds K(s,s)} . (1.609)

In diskretisierter Darstellung wird dieses Resultat in [13] abgeleitet. Im Falle
der Funktionalableitung von X (¢) nach r(s) finden wir eine d&hnliche Struktur,
0X|[r](t
% =0(t —s) [Maz +V"(r)— 2M”y(0)] —20(t —s)L"(t —s) .
(s
(1.610)

Sofern nun der Vorfaktor W = M9? + V" (r) — 2M~(0) unabhéngig von r(¢)
ist, ist in der Tat der Ubergang vom FunktionalmaB Dr zu DX unabhingig
von r(t). Dies ist jedoch nur der Fall, wenn das Potenzial V' (r) maximal
quadratisch in der Koordinate r vorliegt. Dann finden wir sofort, da L”(0)
identisch verschwindet,

N /DT exp [—%X[T](t)-%

— N /DX exp [—%X(t)

(= ¢))- X)) (1.611)

DX ()] (1612)
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Daher gilt Gleichung (1.595) und (1.596) genaugenommen nur fiir den harmo-
nischen Oszillator. Da im Falle eines harmonischen Potenzials V'(r) = mw?r

das Funktional X|[r|(¢) als lineares Funktional von r in der Form

X[rj(t) = O(t,s)-r(s), (1.613)
Oft,s) = M[a(t—s)(a§+w2)—aﬂ(t—s)} (1.614)

geschrieben werden kann, finden wir fiir das Funktionalgewicht Pgr] die
explizite Darstellung

Palr] = exp [—%r(s)~é\f(s,s’)~r(s')], (1.615)

X(s,s) = OT(S,U)'%

Y Hu—'))-00, s . (1.616)
Das obige Resultat (1.591) entspricht dem rein klassischen Grenzfall. Quan-
tenmechanische Korrekturen finden wir an zwei Stellen: zum einen haben wir
den Integralkern L'(t) im Grenzfall A — 0 dadurch approximiert, dass wir die
Funktion coth[wh3/2] nur durch die fithrende Potenz 2/(whf3) ersetzt haben.
Die allgemeine Entwicklung

1 =2""By, . s
coth[z] = - + Z o et lz| < 7 (1.617)

n=1

liefert daher Korrekturen in der Ordnung h?"~!, n > 1. Die zweite Niherung
lag in der Entwicklung des Potenzialausdrucks

2n+1

gl S e (0 (1618)

n=0

wofiir wir nur den linearen Term in y betrachtet haben. Den ersten Fall
kéonnen wir ohne weiteres exakt behandeln, da dies nur das Funktionalge-
wicht, also die Statistik betrifft und die exakte Darstellung des Integralkerns
L'(t) bekannt ist — siche dazu Gleichung (1.578). Anderseits kann die Linea-
risierung des Potenzials in der Fluktuationskoordinate y im Allgemeinen nur
durch eine Storungsentwicklung in hoheren Termen in y behoben werden.

Fiir den harmonischen Oszillator bedeutet dies, dass das klassische Re-
sultat exakt ist und die quantenmechanische Korrektur nur die Badkorrela-
tionsfunktion und daher die statistische Gewichtung &dndert.
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1.4.17 Influenzfunktional als generierendes Funktional
von thermischen Erwartungswerten

Wir zeigen nun, dass das Influenzfunktional Fgy[q, ¢'| aus Gleichung (1.564)
dem erzeugenden Funktional fiir thermische Erwartungswerte (1.189) aus
Abschnitt 1.4.2 entspricht. Dazu schreiben wir Gleichung (1.581) in der weiter
oben verwendeten Form

{gelpr(te)|af) = /in dq! Jev(ar, a1, telg, ¢, t) (@lps(t)|g) (1.619)

wobei der Feynman-Vernon Propagator aus Gleichung (1.560) verwendet
wurde. Das Influenzfunktional Frv|q, ¢] stellen wir in der Pfadintegral-Dar-
stellung folgendermaflen dar,
7
Fovla o) = exp [ (S2ld) = 52141)] [ dsedxax (1.620)

x(tr)=x¢

X / Dx exp [% (SR[X] + SI[CLX])]

xgi()tf:)jxf ]
X / Dx’ exp [%( — Sr[x'] — Sild, X/])}

Abgesehen von dem Vorfaktor expi(St[q] — St[¢’])/h] entspricht Gleichung
(1.620) genau der Definitionsgleichung (1.189) fiir thermische Erwartungs-
werte. Der Integrationsweg entspricht der in Abbildung 1.3 gezeigten Kontur.
Mithilfe des Vektors

q= (5/) (1.621)

und der Kopplungsmatrix

oft) Ko (1) L([t)  L*(t)
L(t) = ci("€< a ):( , 1.622
W=2\z mn) = ey ) 02
schreiben wir das Influenzfunktional Fry[g, ¢'] in der einfachen Form
i / /
Frv = exp |+ (Srld = Seld')| Zola ) (1.623)

Zolaod) = exp[gp () Lit — £)-a(F)] (1.624)
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wobei k() entsprechend den Gleichungen (1.207) bis (1.213) verwendet wur-
de und thermischen Zweipunktkorrelationsfiunktionen der Badkoordinaten
x, ¢’ entsprechen und L(t) in Gleichung (1.566) definiert wurde.

1.4.18 Das generierendes Funktional fiir den Feynman-
Vernon Propagator

Wir definieren nun, ausgehend von den Erkenntnissen in Abschnitt 1.4.6, ein
generierendes Funktional Zgy[b, V] fiir den Feynman-Vernon Propagator Jgy
aus dem vorhergehenden Abschnitt, Gleichung (1.562). Wir schreiben dazu
den im Exponenten in ¢(7) maximal quadratischen Ausdruck als

Zyy[b, V(qr, at telas, 4, 1) = (1.625)

alt)=qr  q'(ts)=q;

[P0 [ D exp [ (a0 N0)-a(0) - 10N e.) )]

att)=a  o(t)=q
x oxp [+ (b(0)-a(t) V(1) (1))
< exp %(qm i) - i@)] ]
xexp_%Mvm)(() alt) = ¢ (0)-41)) |
< exp :_QL alt)-L(it = ¢')a(t) + ¢/ (1) L*(|t = )4 (1))
X exp % (1) (t—t)-q(t)} .

(
Der Integralkern N(t,t") entspricht dem Integralkern des harmonischen Os-
zillators aus Gleichung (1.549) bzw. der Notation in Abschnitt A.1.2 mit

N(t,t')=—Ms(t —t) (02 + Q) , (1.626)
wobei das zu betrachtende System durch die Wirkung

o1 1
Sslg] = / dt QMcf - §M92 >~ V(q) (1.627)
ti

gegeben sei. Der inverse Integralkern N~! ist aus Gleichung (A.59) bekannt
und besitzt die Darstellung

Nﬁl(t, t/) _ @(t B t/) Sin[ (tf - t) Sln[ ( ti)]

]
MQ sin[Q(te — ;)]
+ (- S ) (1629
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Den Feynman-Vernon Propagator fiir ein System mit beliebigem Potenzial
V(q) erhalten wir nun formal durch die Funktionalableitung nach b,0 der
Gestalt

Jev = exp | /t At VI5/8h(e)] — VI5/ov(1)]] Zevlo W, . (1029)

wodurch sich eine formal einfache Storungstheorie ergibt.

1.4.19 Stochastische Badbeschreibung

Anhand der klassischen Bewegungsgleichung (1.32) dusserte sich der Ein-
fluf} eines harmonischen Bades mit bilinearer Kopplung an das System durch
eine stochastische Kraft {(z), welche durch ihre Zweipunktkorrelationsfunkti-
on (1.55) charakterisiert wird und einen Dampfungskern v(¢) aus Gleichung
(1.30), welcher zu einer nichtlokalen Kopplung an die Systemgeschwindig-
keit ¢ fithrte und im ohmschen Limes in einen gewohnlichen Reibungsterm
iiberging. Im Realzeitfall fanden wir nun die Zeitentwicklung der reduzierten
Dichtematrix iiber Gleichung (1.560).

Auf den ersten Blick ldsst sich die klassische Bewegungsgleichung (1.32)
nicht unbedingt mit dem quantenmechanischen Fall vergleichen beziehungs-
weise identifizieren. Andererseits sahen wir beispielsweise, dass im klassi-
schen Limes h — 0 die Zweipunktkorrelationsfunktion der effektiven Badko-
ordinate X (t) = ) ca%q aus Gleichung (1.22) in (M/3) vs(t) entsprechend
Gleichung (1.238), also in die klassische Zweipunktkorrelationsfunktion der
stochasischen Kraft £(t) ibergeht.

Es stellt sich nun die Frage, ob &hnlich der Schrodingergleichung ein
quantenmechanisches Analogon zur Langevin-Gleichung (1.32) gefunden wer-
den kann. Ein starkes Argument dagegen wurde schon in der Einleitung
erwahnt: da die Ausintegration eine nichtlokale Kopplung der Systemkoordi-
nate erzeugt, kann die gesuchte Form nicht einfach durch eine zeitlich lokale
Schrodingergleichung dargestellt werden.

Betrachten wir dazu die reduzierte Dichtematix pg (), welche durch Glei-
chung (1.540) beschrieben wurde. Uber das Influenzfunktional Fgv[g, ¢'] aus
Gleichung (1.564) koppeln die Pfade ¢(t) und ¢/(¢') zeitlich nichtlokal iiber
den komplexen Kern L(s, s’) aus Gleichung (1.566) in der Form

Devlyr] =~ (o) L0 = ¢)alt) + ¢ () L7 (1e — ) ()
2 (1)-L(t — t')-q(t')] . (1.630)

Waihrend in der ersten Zeile die beiden Pfade nur zeitlich nichtlokal an die
eigene Koordinate koppeln, findet in der zweiten Zeile auch eine nichtlokale
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Ankopplung der beiden Pfade untereinander statt. Dieser Term verhindert
nun gerade, dass wir eine Zeitentwicklung des Zustandsvektors fiir das System
in der bekannten Form einer unitdren Operation

(W) = U@, D)) (1.631)

finden. Wire dies der Fall, dann wiirde der Propagator Jgy der reduzierten
Dichtematrix aus Gleichung (1.562) geméf der Zeitentwicklung

(@l (@) (E)lar) = / dgidg; (g|U(t', 1)laf) (1.632)
X gl @) @ O)]a) (alU™(#, )lge)

in zwei getrennte Anteile in Abhéngigkeit von ¢(t) und ¢'(t) faktorisieren.
Nun wissen wir aus Gleichung (1.347)-(1.349), dass ein Term mit hermite-
scher Kopplung gerade durch eine gaufische Integration iiber ein komplexes
Feld Z(t) erzeugt werden kann. Explizit schreiben wir also diesen Term, wel-
cher ¢(t) an ¢/(t') koppelt, durch ein komplexes gauBsches Integral analog zu
Gleichung (1.350) der Form [11, 63, 64, 65]

/DZDZ exp [%{—7(3)-[71(3, $)-Z(s') +iq(s)-Z(s) — iq'(s)-?(s)}]
= 2[g.¢) = 200,0] exp [ /(5)-L(s. #)-a(s) (1.633)

= <exp [%{q(s)-Z(s) - q'(s)-Z(S)H > (1.634)

(22

Durch Einfithrung einer komplexen Kraft Z(t) mit einem Funktionalgewicht

P[Z,7) = exp [ - % Z(s)-L71(s, s’)-Z(s’)] (1.635)
gelingt es uns also, die Kopplung des Pfades ¢(t) an den Pfad ¢/(t') for-
mal aufzulésen, wobei im Funktionalgewicht (1.635) gerade der inverse Kern
L~(s, ') auftritt. Gleichung (1.633) und (1.634) entsprechen einer Verallge-
meinerung einer Erwartungswertbildung einer Variable z und einer Gewichts-
funktion P(z) der Form

(f(2) = / dz P(2)f(2) (1.636)

auf Funktionen Z(t), Z(t) mit einer Gewichtsfunktion in Form eines Funk-
tionals entsprechend Gleichung (1.635). Das Funktionalmafl DZDZ in Glei-
chung (1.633) konnen wir nun immer so skalieren, dass der Term Z[0,0]
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gerade Eins liefert. Unter dieser Gewichtung finden wir folgende Korrela-

tionsfunktionen fiir Z(t), Z(t),
(Z(1) = (Z(1) =0, (1.637)
(2 2(t)) =(Z2(t)2()) = (1.638)
(Z()Z(t)) = hL(t—t) (1.639)

wie wir leicht verifizieren, indem wir den linken und rechten Teil von Glei-
chung (1.633) nach ¢(t) bzw. ¢/(t) ableiten und an der Stelle ¢(t) = ¢/'(t) =0
auswerten, also Z[q,¢'] als generierendes Funktional auffassen, wie schon in
Gleichung (1.288) bis (1.290) weiter oben im Text gezeigt wurde. Fiir den
Real- bzw. Imaginirteil von Z = Z' +iZ" bedeutet dies®®

(Z(0)) = {2"(1)) = 0. (1.640)
202 = 202 = 2 re ). (1.641)
(22 = —(Z(0) 2" (1)) = gL”(t 1. (1.642)

Der Imaginéarteil der Badkoorelationsfunktion koppelt somit den Realteil an
dem Imaginérteil der komplexen stochastischen Kraft Z(¢). Die Transforma-
tion (1.633) bzw. (1.634) lauft in der Literatur unter dem Namen Hubbard-
Stratonovich Transformation und hat vielfdltige Anwendungsméglichkeiten
in der Physik gefunden.

Wir sind nun mit diesen Voriiberlegungen in der Lage, den Feynman-
Vernon Propagator (1.562) in faktoriserter Form anzugeben,

Jev (g, g5, telas, 4, t) = <G[Z](qfatf|QI7 i) 6[7](Q§,tf|qil,ti)>[zz , (1.643)

wobei entsprechend dem Funktionalgewicht P[Z, Z] aus Gleichung (1.635)
gemittelt wird und die Propagatoren G[Z] und G[Z] die folgende Darstellung
besitzen,

G Z)(qs, tslgs ts) = /q_(:f)Dq exp [h(Ss[ ] + Stlq] +€I(3)'Z(3))

—orals) Ls = s)-a()] . (1644)
_ az(ts) o
Gk o) = [ a5 (S51d) + Srld) +4'0) Z00)
i\ 1

—o7 () L(ls = $)-¢()] . (1645)

20 Sjche dazu auch FuBnote auf Seite 74



1.4. Funktionalmethoden und die quantenmechanische Behandlung des Bades 121

Der Propagator G[Z] liefert uns damit natiirlich auch die effektive Zeitent-
wicklung des Zustandsvektors fiir eine gewéhlte Funktion der stochastischen
Kraft Z(t)

Wl2I®) = [da G2 o) (ul2)0) (1.646)
pr(t) = (JIZ)(®)) (wlZ)0)])

Durch Differenziation dieser ersten Gleichung erhalten wir einen Ausdruck
fiir die Schrodingergleichung, also eine Darstellung fiir die Zeitentwicklung
ihdy|[Z](t)). Da nun allerdings noch immer eine zeitlich nichtlokale Kopp-
lung in Gleichung (1.644) vorhanden ist, fithrt dies auf eine Schrodinger-
gleichung, in welcher noch eine Funktionalableitung auftritt,

Sl[Z])
6Z(s)

(1.647)

(2.2)

iho P Z](1) = Hs|Y[Z]1(t)) — ¢ Z(O)[[Z](#)) — L(L, s)

(1.648)

Wir erhalten somit zwar formal eine Schrodingergleichung, allerdings errei-
chen wir damit noch keine zeitlich lokale Entwicklung des Zustandes, wo-
mit die Losung solcher Differenzialgleichungen nur fiir spezielle Probleme
iiberhaupt moglich ist. Selbst bei einer numerischen Auswertung bereitet
das Optimierungsproblem fiir die Funktion ¢(¢) groe Probleme [63].

Als Ausweg bietet sich nun eine dhnliche Prozedur fiir den verbleibenden
Kopplungsterm der Pfade ¢(t) an ¢(¢') und analog ¢'(t) an ¢'(t') aus Gleichung
(1.630) an,

1 *
T [C](t)‘L(|t = t])-q(t) +¢'()-L*(|t = '])-¢'(t) ] - (1.649)
Im Unterschied zum obigen Fall handelt es sich bei diesem Kopplungsterm
um einen symmetrischen Integralkern, was wiederum eine Hubbard-Strato-
novich Transformation ermoglicht, da hier nun im Unterschied zum vorher-
gehenden Fall die gleichen Pfade koppeln,

oy e [5{ - 3YHLAs = DY) +iao) V()
=20 exp [ - 5 a(s)-L(s — ) -a(s) (1:650)
= <exp [% q(s)'Y(s)} >[Y] . (1.651)

Hier soll wieder das Integralmafl Dy so skaliert werden, dass Z[0] = 1 gilt. Die
Statistik fiir diese reelle gauflsche stochastische Kraft ist wiedermals durch
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die Korrelationsfunktionen

Y(t)) = 0, (1.652)
YY) = hL(t—t)), (1.653)

gegeben. Da die Zweipunkt-Korrelationsfunktion im Falle der reellen Kraft
Y (s) im Gegensatz zu Gleichung (1.639) symmetrisch ist, entspricht es der
Erwartung, dass hier das Argument der Badkorrelationsfunktion als Betrag
eingeht. Withrend jedoch bei der stochastischen Kraft Z(t) und Z(t) ein reel-
les Wahrscheinlichkeitsmafl entsprechend Gleichung (1.641) und (1.642) fiir
den Real- und Imaginéarteil vorliegt, handelt es sich im letzten Fall um einen
komplexen und damit nicht komplett reell stochastischen Gewichtsfaktor.
Dies ist ein deutlicher Hinweis auf ein quantenmechanisches Verhalten. Im
klassischen Grenzfall i — 0 verschwindet der Imaginérteil von AL(|t — t'|)
und dies stochastische Kraft Y (¢) wird dann mit einem reellen Wahrschein-
lichkeitsmafl gewichtet und ist somit klassisch interpretierbar. Ein analoges
Vorgehen mit einer komplexen stochastischen Kraft Y, Y wiirde ebenfalls
keinen Ausweg darstellen, da der Kern L(|t — t'|) nicht hermitesch ist und
damit das gauBische Integral entsprechend Gleichung (1.347) ebenfalls einen
nichtrealen Exponenten aufweisen wiirde.

Der Feynman-Vernon Propagator Jgy besitzt nach der letzten Transfor-
mation die einfache Gestalt

Jev (ae, gis tel g, ¢, ) = (1.654)
<H[Y> Z)(as, telgi, t:) HIY', Z) (g5 teld., ti)>

,Y',27
mit dem Propagator H[Y, Z], welcher nun ein Funktional der komplexen
stochastischen Kraft Z und der reellen stochastischen Kraft Y darstellt,

Hmm:=Aﬁ%mﬂqﬁ&m+&m+%ﬁwm+ywwy

(1.655)

Die reelle Kraft Y'(s) setzt sich somit additiv mit der komplexen Kraft Z(s) zu
der effektiven komplexen stochastischen Kraft =(t) = Y'(¢) + Z(t) zusammen.
Die Schrodingergleichung erhélt dadurch die bekannte zeitlokale Gestalt

imo, 01y, Z)(6) = HslolY, Z)(8) — aZ(0) o1y, Z)(¢) | (1.656)
und ist im Vergleich mit Gleichung (1.648) frei von Funktionalableitungen.
Die effektive stochastische Kraft Z(¢)R geniigt den Korrelationsfunktionen
(Z(t)) = 0, (1.657)
(EWZ{)) = 2L/t —t)+2i00t—tL"(t-1), (1.658)
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mit einem kausalen Imaginérteil entsprechend Gleichung (1.574) und dem
entsprechenden Anzeit des Propagators H[Y”, Z] mit dazugehérender Schro-
dingergleichung und Kraft ='(t) = Y'(t) + Z(t).

Bei der Beschreibung des Influenzfunktionals in Abschnitt 1.4.15 erwies
sich die Darstellung der Pfade ¢, ¢’ durch eine klassische Koordinate r = (q+
q')/2 und eine Fluktuationskoordinate y = ¢ — ¢’ als wohl angepaft — speziell
auch zur Beschreibung des klassischen Grenzfalls in Abschnitt 1.4.16. Daher
betrachten wir nun noch die Pfadkopplung in der Darstellung entsprechend
Gleichung (1.572) und (1.573),

Pevly,r] = 5z y(0) L) () (1.659)
L y)- [20(t = )L (t = #) + 2M(0)3(t — )] -r(¢) .

h

Auch hier ist eine Entkopplung analog zu den vorausgeganenen gaufischen
Transformationen moglich [66, 67, 68]. Man erhélt analog

(exp [% (s0-YO +yZ+irw)20)]) (1.660)
wobei nun die Statistik die folgende Form annimmt,

YO)Y(t)) = hLl'(t-1t), (1.661)

(ZHZ[{)) = hX(t-t). (1.662)

Der reelle und kausale Kern X'(t — t') entsprechend Gleichung (1.660) hat
dabei die Gestalt

X(t—t) = 20(t—t)L"(t — ') + 2M~(0)5(t — t') , (1.663)
— 2@(t—t’)(L”(t—t’)+2M7(0)5(t—t’)). (1.664)

Im klassischen Limes A — 0 erhélt man nicht sofort eine reelle effektive
stochastische Kraft, wie man dies vielleicht im Hinblick auf die klassische
Langevin-Gleichung (1.32) erwarten wiirde. Der Grund hierfiir liegt darin,
dass die Koordinate y(t) keine klassische Koordinate darstellt und daher wie
in Abschnitt 1.4.16 gezeigt und diskutiert wurde, zuerst ausintegriert werden
muss.

Um nun beispielsweise eine Monte-Carlo Simulation durchfiithren zu kon-
nen, muss man sich die stochastischen Kréfte Y und Z generieren. Dazu
bedient man sich der Eigenschaft aus Gleichung (1.106) welche besagt, dass
die Koeffizienten der Fouriertransformierten der stochastischen Kraft selbst
nicht untereinander gekoppelt sind. Daher kann man sich diese Koeffizien-
ten auswiirfeln und danach eine Riicktransformation auf die gesuchte Kraft
durchfiihren.



Kapitel 2

Tight-Binding Modelle

2.1 Betrachtung des ungekoppelten Systems

In Kapitel 1.4.10 und 1.4.15 haben wir die Zustandssumme (Imaginérzeit-
propagation) und die Realzeitentwicklung eines an ein Bad gekoppelten Sys-
tems, welches durch die Hamiltonfunktion (1.4) beschrieben wird, betrach-
tet. In beiden Féllen konnten wir die harmonischen Badfreiheitsgrade aus-
integrieren, wodurch das sogenannte Influenzfunktional F entstand, welches
die Systemkoordinate ¢ zu verschiedenen Zeiten koppelt!. Diese nichtlokale
zeitliche Kopplung entsteht quasi als Strafe dafiir, dass wir die Badfreiheits-
grade ausintegrieren. Das Gesamtsystem bleibt lokal in der Zeit, die effekti-
ve Systembeschreibung durch das Influenzfunktional generiert jedoch einen
Gedéchtnisterm fiir die Systemkoordinate.

Im Folgenden wollen wir uns mit Systemen bei tiefen Temperaturen be-
schiftigen. Unter tiefer Temperatur verstehen wir dabei folgendes: wenn sich
das System mit der Ortskoordinate g im Potenzial V' (q) bewegt, dann soll ein
Ubergang in ein benachbartes Minima nur durch Tunneln mittels eines Tum-
melmatrixelements A (Ubergangsamplitude) moglich sein — ein thermisch
aktivierter Ubergang soll aufgrund der niederen Systemenergie wo und der
tiefen Temperatur 7T stark unterdriickt sein?. Gleiches gilt dann natiirlich
auch fiir externe Storungen mit einer Kraft e. Zwischen den lokalen Minima
soll eine geniigend hohe Barriere V}, vorhanden sein, so dass das Tunneln
exponentiell unterdriickt wird. Wenn man nun diese Groflen in Energien aus-

! Bei der Imaginiirzeitpropagation fanden wir eine Kopplung des selben Pfades ¢ zu
verschiedenen Zeiten (1.475), (1.477), wihrend bei der Realzeitpropagation eine Kopplung
der beiden Pfade ¢ und ¢’ zu verschiedenen Zeiten vorlag (1.564).

2Erst bei Erreichen des absoluten Temperatur-Nullpunkts 7 = 0 verschwindet der
Beitrag des thermisch aktivierten Ubergangs vollstiandig.

124
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driickt, so erhilt man den Parameterbereich fiir Tight-Binding Systeme [1]
Vo > hwy > kgT, hle|, hA . (2.1)

Aus den Betrachtungen des 1. Kapitels wissen wir, dass zum Pfadintegral
im wesentlichlichen der klassische Pfad und Fluktuationen um diesen Pfad
herum beitragen. Aufgrund der klassischen Mechanik erkennen wir jedoch so-
fort, dass es fiir die oben gemachten Annahmen keine klassische Losung gibt,
welche zwei benachbarte Minima miteinander verbinden und gleichzeitig die
Wirkung des Systems minimieren wiirde. Dahinter verbirgt sich die Tatsa-
che, dass Tunneln keinem klassischen Vorgang entspricht, sondern nur voll
quantenmechanisch beschreibbar ist. Die Quantenmechanik liefert hier also
keine Korrektur zum klassischen Pfad, sondern der gesamte Prozess trigt die
quantenmechanische Signatur.

Es stellt sich nun nach diesen Voriiberlegungen die Frage, wie der Pro-
pagator fiir einen solchen Ubergang approximativ berechnet werden kann,
wenn die Entwicklung um den stationdren Zustand nicht moglich ist, weil
eine solche klassiche Losung nicht existiert. Eine wohlbekannte Moglichkeit
besteht nun darin, den Propagator in Imaginérzeit 7 = it zu berechnen und
erst am Ende der Berechnung zur Realzeit ¢ zuriickzuwechseln. Dies liegt
daran, dass die euklidische Wirkung ein invertiertes Potenzial besitzt, womit
eine klassische Losung asymptotisch existiert. Dies wollen wir im Folgenden

genauer anhand zweier Beispiele betrachten; zum einen untersuchen wir das
Schmid-Modell (Sine-Gordon Potenzial)

MQ?g3
(2m)?

Vld = w3 (1 cosl2ra/a]) . 1d = (2.2)

und zum anderen das sehr eng verwandte Doppelmuldenmodell mit der eu-
klidischen Wirkung

_ 2 _@2< %) ) _ M@
Volg] = MD<q 2) q+2) , pp = o (2.3)

Entwickelt man die beiden Potenziale um eines ihrer Minima ¢,;,, so erhal-
ten wir fiir die Fluktuationen n = ¢ — qui, mit der obigen Parametrierung
der Kopplungskonstanten pug bzw. pp in erster Ndherung das harmonische
Potenzial

MQP*n?)2 . (2.4)

Der Paramter € ist daher der entscheidende Kopplungsparameter der beiden
Modelle.
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Abbildung 2.1: Das linke Bild zeigt das Potenzial des Doppelmuldensystems im
Realzeitfall. Eine klassische Losung, welche das linke mit den rechten Minima
verbindet, existiert nicht. Geht man nun zu Imaginarzeit iiber, so hat man ein
invertiertes Potenzial. Hier gibt es eine asymptotische klassische Losung fiir die
Bewegung von einem Maxima zum anderen.

Die Wirkung wird extremal unter der Voraussetzung 5‘;;256” = 0. Im Real-
zeitfall finden wir keine Losung zur Bewegungsgleichung, welche als Rand-
bedingung einen Ubergang von einem Potenzialminima in ein benachbartes

Minima erlaubt. Fiir die Bewegungsgleichung in Imaginérzeit finden wir je-

doch den Ausdruck

M(r) = 0,V (q(7)) = 0. (2.5)

Dies entspricht dem Realzeitfall mit invertiertem Potenzial —V'(¢), entspre-
chend Abbildung 2.1. Die erste Integration dieser Gleichung liefert den Ener-
gieerhaltungssatz in euklidischer Zeit mit der Integrationskonstanten FE fiir
die Systemenergie,

..
FM@*(r) = V(g(r) = E. (2.6)
Eine triviale Losung des Schmid-Modells ist dabei durch die konstante Funk-
tion

g = ng mit neZ (2.7)

bzw. fiir das Doppelmuldenmodell durch

g = +2 (2.8)

2
gegeben und entspricht einer stationdren Losung in einem der beiden Poten-
zialminima. Ubergénge von einer Mulde in eine benachbarte Mulde werden,
sofern man nur das Potenzial betrachtet, durch eine Theta-Funktion mini-

miert, also ¢ — g £ ¢O(7 — 70). Demgegeniiber konkurriert der kinetische
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Term mit einer energetisch favorisierten glatten Funktion, so dass je nach
den vorgegebenen Modellparametern ein mehr oder weniger rascher Wechsel
von ¢, nach ¢,41 stattfindet. Integriert man Gleichung (2.6), so erhélt man
als sogenannte Kink-Losung (Instantonlosung) zur Energie £ = 0 die Form

2
qéi)( ) = ng =+ D retan [eH(T=m0)] (2.9)
s
fiir das Schmid-Modell und entsprechend
i) = iq—; tanh [Q(r — 70)/2] (2.10)

fiir das Doppelmuldenmodell. Diese asymptotische Losung existiert nur fiir
einen Ubergang von 7 = —oo nach 7 = oco. Allerdings strebt die Kink-
Losung sehr schnell gegen den Grenzwert des Minimums, so dass fiir eine
endliche Ubergangszeit die Differenz exponentiell gegen Null strebt, solange
die Ubergangszeit viel grofer als die Ubergangsbreite Q! ist. Wichtig ist zu
erkennen, dass es sich bei einer solchen Kink-Lésung um eine nichtperturba-
tive Entwicklung in p bzw. €2 handelt, da im Falle 2 — 0 die Kink-Losung
konstant wird und damit in den Grundzustand entsprechend Gleichung (2.4)
iibergeht und damit der Kink-Beitrag génzlich verschwindet. Die Wirkung
des Systems fiir diese Kink-Losung Sy = 5[] nimmt die folgende Gestalt an,

9] +qo0
2
Ss[qéi |= /dT Mq /dq V2MVs(q iﬁMQqS , (2.11)
[e'e} ﬂ:qo/Q
Splas] = /dTM (7 /dq\/ MVp(q =2 MQ ; (2.12)
—o0 Fq0/2

Der Ubergang von der Integration iiber dr zur Integration iiber dgq ergibt sich
aus Gleichung (2.5) und erméglicht eine einfache Berechnung der klassischen
Wirkung. Wir entwickeln nun die Wirkung um die Kink-Losung herum. Der
lineare Term verschwindet aufgrund der Bewegungsgleichung. Fiir die qua-
dratische Entwicklung finden wir

R N 0%Ss]q]
Fy(r,7') = W o o
/ 2 2 2 =
= —Mb(r — {2 -0 [“sthzm(r—m)]]}’
o PSl
FD(T,T) - 5q(7_>5q(7_,) q](}i) (214)

= —Md(r — T/){az’ - [1 B 34‘12 cosh2[Q(i - To)/Q]] } .
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In beiden Féllen bekommen wir ein wohlbekanntes Potenzial, welches in der
Quantenmechanik unter dem Namen Rosen-Morse oder Eckhardt Potenzial
bekannt ist bzw. unter der Bezeichnung Poschel-Teller Potenzial zu finden ist
(14, 16, 23, 24, 25]. Der Fluktuationsoperator (2.13), (2.14) entspricht bis auf
einen Vorfaktor h?/(2M) dem Hamiltonoperator eines Teilchens mit Masse
M mit der generischen Form der dazugehtérenden Schrodingergleichung

cosh[aT]

in diesem Potenzial, sofern wir die Imaginirzeit 7 mit der Ortskoordinate
identifizieren. Fiir Bereiche weit entfernt vom Zentrum des lokalen Poten-
zialminimum erhalten wir als Losung sofort eine Impulseigenfunktion oc %7
zur Energie F(r) = h?k?/(2M). Fiir Energien unterhalb dieser Schwelle gibt
es eine feste Anzahl von gebundenen Loésungen.

Die zur Berechnung des Pfadintegrals benétigten Eigenfunktion 7, (7) und
Eigenwerte (k) des Fluktuationsoperators

B(r, ) ni(r') = &(s) (7). (216)

E(k) = M(K* + Q%) = M(Q2 + %) (2.17)
entsprechen daher bis auf einen Vorfaktor den Energiecigenfunktionen und
Energieeigenwerten des Rosen-Morse Potenzials. Dessen Form ist in Abbil-
dung 2.2 dargestellt und besitzt ein lokales Minimum an der Stelle 7 = 7.
Interessanterweise besitzen beide Modelle eine fast identische Beschreibung
fir die Fluktuationen um die Kink-Losung herum. Wie in Literatur [24] be-
schrieben, lésst sich die Differenzialgleichung (2.16) in die Standardform ei-
ner Hypergeometrischen Differenzialgleichung iiberfithren. Eine ausfiihrliche
Diskussion der Eigenfunktionen und Eigenwerte findet man in der zuletzt ge-
nannten Literatur. Es zeigt sich dabei, dass es im Falle des Doppelmuldenmo-
dells eine und beim Schmid-Modell genau zwei gebundene Eigenfunktionen
gibt. Im ersten Fall finden wir die Eigenwerte

&=0, &=7MP, (2.18)

4

2 + K* +

zu den Eigenfunktionen

D) 1 o 3Q sinh[Q(7 — 719) /2]
15(7) = \/Zcoshz[Q(T —710)/2] () = \/:COShQ[Q(T —70)/2]
(2.19)

wiahrend beim Schmid-Modell nur der Eigenwert

[9) 1
N L \/i 2.2
& =0 zurEigenf. n(7) 2 cosh[Q(7 — 79)] 220
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V/MR?

(t-t0) /Q

Abbildung 2.2: Die Grafik zeigt das Rosen-Morse Potenzial. Der gestrichelte Graph
gibt das Potenzial entsprechend dem Doppelmuldenmodell wieder, wahrend der
Graph mit der durchgezogenen Linie das entsprechende Potenzial fiir das Schmid-
Modell zeigt. Die Verschiebung in y-Richtung ist dabei Definitionssache.

auftritt. Der jeweils nichste Energieeigenwert fillt bei beiden Modellen auf
den Beginn des kontinuierlichen Spektrums mit den Energieeigenwert £ =
Vieo = MQ2. Der niederste Energieeigenwert &8 gehort in beiden Modellen
zur Energie Ey = 0. Die physikalische Bedeutung werden wir in Kiirze disku-
tieren. Interessanterweise kommt bei beiden Modellen noch hinzu, dass die
Parameter genau so vorliegen, dass es sich um sogenannte reflexionsfreie Po-
tenziale handelt. Wie wir oben schon erwidhnt haben, liegen die Losungen zur
Energie F > V.., asymptotisch als Impulseigenfunktionen vor und werden an
dem lokal ausgebildeten Minima um 7, herum gestreut. Die exakten reellen
Losungen zu Gleichung (2.15) entsprechen Eigenfunktionen zum Fluktuati-
onsoperator mit Eigenwert x? 4+ Q2. Da ein spiegelsymmetrisches Potenzial
vorliegt, finden wir Eigenfunktionen mit gerader/ungerader Paritdt in der
Form

Ue(T) = COSh)\ [OZ’T] 2F1 (aa a'*7 %a - Sinh2 [OéT]) ) (221)

uo(1) = coshar] sinh[ar] o F (a + La*+ 13 —sinh’[ar]), (2.22)
1 K

@ =3 (A + za) . (2.23)

Als asymptotische Losung findet man fiir die obige Losung die Form [24, 51]

lim we(r) = Cecoslk|T|+de], (2.24)
>0t

lim uo(7) = sign[r]C,cos[k|T| + 6] , (2.25)
>t

also wie zu erwarten die Impulseigenfunktionen, wobei die Koeffizienten die
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Even Eigenfunction (k=5, -3, 0-1) {Odd Eigenfunction (k=5, A=3, =1)}

Abbildung 2.3: In dieser Abbildung ist die asymptotische Losung (gestrichelt) ge-
gen die exakte Losung der Eigenfunktionen des Fluktuationsoperators Fy aufgetra-
gen. Die asymptotische Losung strebt dabei rasch gegen die exakte Losung, wobei
der Ubergangsbereich der Breite des Rosen-Morse Topfs (Abb. 2.2) entspricht.

folgende Form besitzen

beo = arg[Xeol, Coo=|Xecol, (2.26)
- I'[ir/] exp[—ir In[2]/a]

T PIA/2+ik/2a)]T[(1 = A)/2 + ik/(2a)] 7 (2.27)

X, = [fir/a] exp[—ik In[2]/q] .

A+ 1)/2+ik/(2a)]T[(2 = N) /2 + ir/(2a)]

Abbildung 2.3 zeigt die schnelle Konvergenz der Funktion u., im Vergleich
an die asymptotischen Losung, welche gestrichelt gezeichnet ist.

Fiir eine von links einlaufende Welle ergibt sich dabei der stationére Zu-
stand [24]

lim u(r) ~ €"7 4 Ree ™7, (2.29)
TLO!
lim u(r) ~ Tee™, (2.30)
>0-1

wobei T}, dem Transmissionskoeffizienten und Rj, dem Reflexionskoeflizienten
einer Welle mit Wellenvektor k entspricht. Ausgedriickt durch die Parameter
der generischen Differenzialgleichung (2.15) finden wir fiir die entsprechenden
Amplituden

RP 1 T2 p? _ sinh[rk/a]

T 142’ T 142 b= sin[mA]

(2.31)

wobei der Erhaltungssatz |R|? 4+ |T|*> = 1 automatisch erfiillt ist. Dabei ent-
spricht Kk = 2ME/h* — 1 = &, — 1. Im Falle des Doppelmuldenpotenzials
finden wir @ = Q/2 und A = 2, wéhrend dem Schmid-Modell o = €2 und
A = 3 entspricht. In beiden Féllen geht dabei der Parameter p gegen Unend-
lich, da A\ ganzzahlig vorliegt, so dass die Amplitude |R|? verschwindet und
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|T|? gegen Eins geht. Der Parameter A\ hiingt dabei in keiner Weise von den
urspriinglichen Parametern des Doppelmuldenpotenzials bzw. des Schmid-
Modells ab. Gleichzeitig besteht fiir den Phasenversatz d., die Beziehung

5o = g +0, =6, p=tan[d. —d,), (2.32)

so dass die Funktionen u, und u, sich asymptotisch entsprechend der folgen-
den Darstellung verhalten,

lim we(7) = Cecoslk|T|+ 4], (2.33)
>0t

lim wu.(r) = sign[r]Cosinlk|T| + 4] . (2.34)
et

Fiir ganzzahliges [, wie es in den hier betrachteten Modellen der Fall ist,
vereinfacht sich die Phase 0 zu [14]

A—1

i K+ ial
5_—§1H{HH_M}. (2.35)

(=1

2.1.1 Berechnung des freien Kink-Beitrags

Mit diesen Voriiberlegungen konnen wir nun den System-Beitrag zu ge-
nau einem Kink-Ubergang berechnen. Betrachtet man die Amplitude eines
Ubergangs, so tragen dazu auch Uberginge hoherer Ordnung bei; diese wer-
den hier zunéchst nicht beriicksichtigt. Dazu entwickeln wir nun das System
um die klassische Imaginérzeit-Losung herum (vgl. Abschnitt 1.4.6). Dadurch
bekommen wir in der quadratischen Entwicklung fiir den Propagator, welcher
von Minimum 7n zum Minimum n + 1 fiithrt, den Ausdruck

(n£1)

lim (n £ 1|U(r"=L,7'=—=L)[n)pn) = Dq exp[—S|q]/A] (2.36)
)

L—o0
(

i} 1 .
e‘s[q(i)]/ﬁj\/'/ D1 exp [— %H(T)-F(T, T')'U(T')] ,

77J—8-ro q

_ Oodfo(To)
—o V21h

(2.37)

wobei der Fluktuationsoperator F(7,7') in Gleichung (2.16) definiert wurde.
Hier sind nun ein paar kliarende Worte notwendig. Zum einen gibt es, wie
wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, nicht nur eine klassische Losung
sondern ein kontinuierliches Set von Lésungen, welches durch die Ubergangs-
koordinate 7y repréasentiert wird. Daher wird hier {iber dieses Set integriert.
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Bei der Integration iiber die Fluktuationskoordinate n(7) miissen wir nun
sicherstellen, dass nur Fluktuationen beitragen, welche zu einer infinitesima-
len Verschiebung der klassischen Losung in 7y orthogonal sind, so dass hier
nicht zweimal {iber dieselbe Koordinate integriert wird. Dies wird mit der
Symbolik n L 0,,q verdeutlicht. Da eine Verschiebung in 7y Richtung keiner
Energie bedarf, entspricht die Eigenfunktion 7(7) zum Fluktuationsopera-
tor F aus Gleichung (2.13), (2.14) mit Einwert & = 0 gerade einer solchen
Mode. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass in beiden Modellen ge-
rade eine solche Eigenfunktion zum Eigenwert Null existiert. Durch Vergleich
finden wir den genauen Zusammenhang zwischen der Translationsmode und
der Eigenfunktion zum Eigenwert Null (2.19)/(2.20),

03" = F/Ss/Myf (2.38)
Ondy’ = FV/So/Myp . (2.39)

Dies ist auch zu erwarten, da in beiden Modellen eine Translationsinvarianz
der Kink-Losung entlang 7y und somit entlang der Koordinate 7 vorliegt. Mit
der Kenntnis der normierten Eigenfunktionen und Eigenwerte entsprechend
Gleichung (2.16) ist es nun ein leichtes, das Pfadintegral iiber die Fluktuati-
onskoordinate zu berechnen,

/ Dn exp [%77(7’)-15(7, T/)'U(T/)] :NU [

nL0r,q

d¢,

,L)\n£2
S T | (2.40)
vV 2mh }

1 1
— N =N _ (2.41)
71;[1 VAn Vdet' F
Der Pfad ¢(7) wurde dabei durch die normierten Eigenfunktionen 7, (7) ent-
sprechend der Gleichung

a(r) = 3 mn(7) (2.42)

parametriert. Dieser Ubergang bei der Pfadintegralbeschreibung wurde in
dhnlicher Form in Abschnitt 1.4.11 behandelt. Der Prime der Determinante
erinnert daran, dass hier der Eigenwert zur Eigenfunktion ~ 0,,¢ ignoriert
wird. Um nun die Normierungskonstante festzulegen, vergleichen wir den
Kink-Propagator mit dem Propagator ohne einen Kink-Ubergang. In qua-
dratischer Entwicklung der Wirkung finden wir sofort den wohlbekannten
Propagator eines harmonischen Oszillators, welcher in allgemeiner Form in
Gleichung (A.80) gegeben ist

~

(nlUs(oo,~c0)ln) = N [Dyexp [ = son(r)-Falr 0] 243
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und den folgenden Normierungsfaktor enthalt,

lim /5T \/ L -arr 2.45
L1_>Holo 27Thsmh QL] L—>oo ( )

Um ein diskretes Spektrum vom Eigenwerten zu erhalten, betrachten wir
dazu den Propagator zu einer endlichen Imaginérzeit-Differenz L. Der Fluk-
tuationsoperator Fy(7,7’) besitzt hier die einfache harmonische Form

EFy(r, 1) = =Mé(r — ') {9% — Q%) , (2.46)

mit den Eigenwerten €% im Vergleich zu den Eigenwerten ¢ des Fluktuations-
operators F. Fiir den Fluktuationsanteil (2.40) finden wir damit

Ly 1 VILE L&
N =N n= 2.47
g V. VIL, & VI, & \/27Tﬁ sinh[QL] \/ T1, & (2.47)

Dabei ist zu beachten, dass es Eigenwerte zum Operator F fiir gebundene
Zustande gibt, welche im freien Fall nicht existieren. Diese Eigenwerte zu
gebundenen Zustdnden miissen separat behandelt werden. Zur Berechnung

des Quotienten
[ 1
(2.48)
unbound Hl:l flb

Mm.e _ L&

entsprechend den nichtgebundenen Zusténden existieren mehrere Methoden.
Als Fuigingermethode konnen die diskreten Eigenwerte fiir eine endliche
Imaginérzeit L verglichen werden, oder aber es kann beispielsweise die Me-
thode von Gelfand-Yaglom angewandt werden [14, 15]. Dabei finden wir fiir
das Doppelmuldenpotenzial den Wert 302 und fiir das Schmid Model 2€.
Indem wir nun noch durch die gebundenen Zusténde (2.18) bzw. (2.20) divi-
dieren, finden wir fiir den Fluktuationsfaktor (2.40) im Doppelmuldenmodel

MQ 02 MQ
5 V120,

1
N,Hl V& \| 2rhsmb[QL] 3720\ 27hsinh[QL] (2.49)

wéhrend beim Schmid-Modell nur der gebundene Zustand mit Eigenwert Null
vorhanden ist und wir somit direkt

1 MQ
NE V&, - \/ 27hsinh[Q L] 24, (2:50)

erhalten.




134 Kapitel 2. Tight-Binding Modelle

Fiir die verbleibende Integration iiber die Verschiebung entlang 7, finden
wir mithilfe von Gleichung (2.38)/(2.39)

H2 dgo(m)
lim N0 — lim /Spis L . 2.51
L—oo J_ 19 \/2mh — L—oo D/s (2.51)

Damit erhalten wir zusammenfassend fiir das Zweizustandssystem

1
AS = Jlim —(n £ 1U(r"=L,7'=~L)ln)oy, (2.52)
2

— Jim Mae/en MO arp (2.53)

L—oo Th

wahrend wir fiir das Schmid-Modell

1

AS = lim (£ 1|U(" =L, 7'=~L)In)oy, (2.54)

—  lim F2Ma/(xh) 2M qoSV? o~ OL/2
L—00 m2h

(2.55)
finden.

2.1.2 Tunnelmatrixemelent A bei Badankopplung und
adiabatische Renormierung

Im letzten Abschnitt haben wir das Tunnelmatrixelement fiir ein freies Sys-
tem betrachtet. Wenn dieses System nun an ein Bad ankoppelt, so erwar-
ten wir eine Korrektur des Tunnelmatrixelements. Im Grenzfall schwacher
Kopplung sollte bei verschwindender Badankopplung das im letzten Ab-
schnitt gefundene Resultat auftreten, wahrend der Grenzfall starker Ba-
dankopplung ein komplett anderes Verhalten aufweisen kann. Die volle Be-
rechnung des Tunnelmatrixelements bei Badankopplung wurde fiir das Zwei-
Zustandssystem in Literatur [5] durchgefithrt und fiir das Kosinus-Potenzial
in [1] angegeben.

2.1.3 Tight-Binding Beschreibung fiir das Bad und das
Influenzfunktional

Im diesem Grenziibergang konnen wir nun Ubergéinge zu benachbarten Po-
tenzialminima durch instantane Ubergénge zur Zeit ¢, also Pfade ¢ propor-
tional zur Theta-Funktion ©(t) folgendermafien parametrisieren

q(t) = @+ Z u; O —t;) (2.56)

q(t) = g +aq) u;ot—1t), (2.57)
J
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(0,0)
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Abbildung 2.4: Ein mdglicher Weg im TB Modell.

wobei die Zeiten ¢; und #; in chronologischer Reihenfolge geordnet sein sollen,
so dass ein gegebenes Ladungsset {u;, u} genau einem Pfad auf dem zwei-
dimensionalen Gitter, aufgespannt durch ¢ und ¢, entspricht. Dies wird in
Abbildung 2.4 verdeutlicht. Fiir die Sprungzeiten gilt dabei die Einhaltung
der chronologischen Reihenfolge

0<ty <ty <ty <ty <ty <ty <ty <t5 <ty <l <t. (2.58)

Wir gehen dabei der Einfachheit halber immer davon aus, dass die Poten-
zialminima &quidistant mit dem Abstand ¢y, angeordnet seien, so dass die
Sprunggewichte u;, u; die Werte &1 annehmen. Da die Ableitung der Theta-
Funktion eine Delta-Distribution liefert, bietet sich eine zweifache partielle
Integration des Influenzfunktionals an, so dass wir von der doppelten Zei-
tintegration zu einer zweifachen Summe {iber die Sprungzeiten gelangen.
Weiterhin miissen wir den Einfluss von Fluktuationen um diese statischen
Losungen herum betrachten - analog zu Fluktuationen um die klassische
Losung im Realzeitfall.

Mit diesen Voriiberlegungen wollen wir nun die Realzeitpropagation und
die Zustandssumme solcher Systeme betrachten

2.2 Influenzfunktional

Im nun folgenden Abschnitt werden wir das Influenzfunktional, welches den
effektiven Effekt des Bades auf das System beschreibt, an den Formalismus
der Sprungpfade in der Tight-Bindung Darstellung anpassen.
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2.2.1 Imaginéirzeit-Influenzfunktional

Fiir das Influenzfunktional in der Imaginirzeitdarstellung zur Berechnung
der Zustandssumme fanden wir die Form (1.486),

Z = qu exp | =2l ]} , (2.59)

1

Selal = Ssla] + M~(0) q(7)-q() = 5a(r)-K(|7 = 7])-q(r) . (2.60)

Es geht nun darum, fiir den Kopplungsterm K (7 — 7') in der obigen Dar-
stellung mit den Sprungpfaden aus Gleichung (2.56) eine angepasste Form zu
finden. Der Betrag im Argument von K (7) in der obigen Gleichung erméoglicht
die Erweiterung des Definitionsbereiches von K (7) auf den hier benétigten
Bereich —h3 < 7 < hf durch periodische Fortsetzung, wie in Abschnitt
1.4.10 detailliert gezeigt wurde. Wir reprisentieren nun den Kopplungsterm
K (1 —7') als zweifache Ableitung einer Funktion W (7 — 7') nach den Zeiten
7 und 7" wie folgt,

K(r—7) = 0.0, W(r—1). (2.61)

Es erweist sich im Folgenden als hilfreich, die Integrationskonstante so fest-
zulegen, dass W (0) gerade Null ergibt und keine linearen Glieder in 7 oder
7' vorliegen. Dann ergibt sich aus K (1) die explizite Form fiir W (7) mit

W(r) = 1 /dw (W) [ oth < 25> [1 — cosh(wT)] + sinh(wT)] , (2.62)

T w?

wobei ein Betrag im Argument von W(T) wieder den erweiterten Definitions-
bereich —hAf < 7 < hf8 ermdoglicht.Da W(T) an der Stelle 7 = 0 gerade Null
ergibt, erzeugt die erste Ableitung keinen Randterm, wohl aber die zweite
Ableitung nach dem Argument. Als Korrekturterm finden wir daher fiir die
zweite Ableitung von W ([t|) mit dem Betrag des Arguments,

0.0, W(|T—=1|) = K(r—7)—=2:0(1 —7')ng /Ooodw% (2.63)
= K(t—7']) =2M~(0) :0(1 — ") ipg . (2.64)

Weil nun im Imaginérzeitfall die Pfade der Randbedingung ¢(0) = ¢(hS)
geniigen, erhalten wir durch partielle Integration des in ¢ quadratischen Ter-
mes aus Gleichung (2.60) die einfache Form

1

5 a(r): [K(|T - T'|) = 2M(0) :0(7 = 7')ins | -a() (2.65)

= q(r)- W(|r =7 = Z wi W (| = 75) ;- (2.66)
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Die Randterme der partiellen Integration heben sich wegen der Eigenschaft
W(O) = 0 des Kernes und den Randbedingungen der Pfade ¢ gerade weg.
Durch die partielle Integration sind wir von der Systemkoordinate g zur
Systemgeschwindigkeit ¢ tibergegangen. Dadurch wird das Bad automatisch
translationsinvariant, wodurch der Counterterm wie schon im klassischen
Fall, Gleichung (1.28) und (1.29), verschwindet. Dadurch nimmt die effek-
tive Wirkung (2.60) die einfache Form

Sertlq] = q) + QO Z u; W |Tz 7il) wy (2.67)

an. Gleichzeitig gilt wegen der Periodizitit der Pfade die Einschréankung des
Set der Ladungsgewichte u; auf

> u = 0. (2.68)

Das Pfadintegral [ Dg geht nun in eine Summe iiber alle Sets {u;} iiber,
welche mit der obigen Randbedingung (2.68) kompatibel sind. Dies sind ge-
rade alle ladungsneutralen Konfigurationen. Weiterhin wird {iber alle zu den
Ladungsgewichten gehoérenden Sprungzeiten 7; = t; —t;_; integriert, wodurch
sich die Ordnung des Ladungssets {u;} nicht verdndert.

2.2.2 Realzeit-Influenzfunktional

Im Realzeitfall haben wir nun zwei Pfade ¢(t) und ¢’(¢’) mit den allgemeineren
Randbedingungen ¢(t;) = ¢/(ti) = ¢ und q(ts) = ¢'(¢¢) = ¢¢, wenn wir uns fiir
das Betragsquadrat der Ubergangsamplitude entsprechend Gleichung (1.561)
interessieren. Das Influenzfunktional (1.564) nimmt dadurch ebenfalls eine
etwas komplexere Form an als im vorangegangenen Imaginérzeitfall. Wir
definieren nun wieder den relevanten Integralkern L(t) aus Gleichung (1.566)
als zweifache Ableitung einer Funktion Q(t),

Lit—t) = —8,0,Q(t—1), (2.69)

wobei wir das Vorzeichen wechseln, damit die analytische Fortsetzung 7 — it
und damit der Zusammenhang K (7 = it) = L(t) auch zwischen W (7) und
Q(t) gilt. Die Integrationskonstante wéhlen wir wie im vorigen Fall so, dass
Q(O) = 0 gilt, damit bei Anwendung der Betragsfunktion im Argument von
L Gleichung (2.69) nicht verletzt wird, womit wir die explizite Form von Q(t)
festlegen,

Ot) = l/dw J(”)[ th< Qﬁ)u—cos(wt)]ﬂsm(wt) . (2.70)

w2
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Ahnlich wie im Imaginérzeitfall (2.63) im letzten Abschnitt finden wir fiir
die zweifache Ableitung von Q(|¢t — t’|) Aufgrund der Betragsfunktion einen
zusétzlichen Randterm

0,0y Q(It —t'|) = —L(|t — t'|) — i2M~(0) 5(t — ') . (2.71)

Somit finden wir fiir die Pfadkopplungsterme der Influenzfunktionalphase
$py aus Gleichung (1.565)

2h Opvq,q'] = q(t)-L(|t = ¢'])-q(t") + ¢'(t)-L*(|t = '])-¢'(t) (2.72)
—q'(t)-L(t = t')-q(t') — q(t)-L*(t = t')-¢'(t')
+i2M~(0) |q(t)-q(t) — q’(t)'Q’(t)] ,
= —q(t)-Qt = '])-q(t") — ¢ (1)- Q" (|t = t'])-¢'(t') + 2 (£)-Q(t — t')-4(t')

OZ{—ul (It — t]) wy — ) Q(|t, — t)]) u) + 2u; Q(t; — )uj}_

Es heben sich also wieder alle Randterme der partiellen Integrationen iden-
tisch auf.

Bei einem Prozess, welcher von der Diagonalposition ¢ = ¢ = 0 zur
Position ¢ = ¢’ = nqo fiihrt, gilt fiir die Ladungsgewichte die Randbedingung

Zui:n:Zuj : (2.73)

Anstatt der Summation iiber alle ¢, 7 kénnen wir bei den Termen in Glei-
chung (2.72), bei welchen die Differenzzeit als Betrag eingeht, explizit zeit-
ordnen. Analog zu Abschnitt 1.4.15 erhalten wir den Ausdruck

—2q§{2ui6~2(2 u]+ZuQ ) u; —Zth—t u]}.

1> 1>

(2.74)

Die Kerne Q(t) bzw. W (r) besitzen die selben analytischen Eigenschaften
wie die entsprechenden zweiten Ableitungen L(t) aus Gleichung (1.569) bzw.
K(7) entsprechend Gleichung (1.422) mit

Q(-t) = Q'(t)=Q(t—ihp), (2.75)
W(-7) = W(r+hp), (2.76)
W(lr£n5) = W(rl), (2.77)
W(r=it) = Q(t). (2.78)
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Zusammenfassend erhalten wir in der Realzeitdarstellung das folgende Influ-
enzfunktional,

Fevl{u}, {(w)}] = exp | = @ev] (2.79)

mit der Influenzphase

Dry = =20 S (It — b)) wy + ul Q (|t — 1) w) — 20 Qtf — ;) u;

2h =
Z7]
(2.80)
2
= —%O D wi Qi — t) uy +uf QF (1 — th) uh = Y u Qt; —t;) ;-
i>j (2]
(2.81)

Bei der Herleitung des Realzeit-Influenzfunktionals in Abschnitt 1.4.15 haben
wir gesehen, dass die Verwendung der Schwerpunktskoordinate r = (¢+¢’)/2
und der Relativkoordinate y = ¢ — ¢’ zu einer einfachen Darstellung des
Feynman-Vernon Influenzfunktionals in der Form (1.571) fithrt. Den gleichen
Schritt wollen wir nun ebenfalls im Tight-Binding Bild durchfiihren. Dazu
definieren wir die Pfade

n(t) = 2r(t) =a(t) +a(t') =g Y mOF —t) (2.82)
) = yt) =qt) —alt)=aq ) &O(t—1y), (2.83)

wobei nun aus jeder Ladung w; bzw. u, zur Zeit t; 2 Ladungen 7; und ¢;
zur selben Zeit t; entstehen. Dies verdeutlicht man sich einfach anhand der
Abbildung 2.5 bzw. an der obigen Gleichung. Es gibt also die Substitution

u=+ — n=+, =+, (2.84)
u=—- — n=-, £=— (2.85)
=+ — n=+, {=—, (2.86)
v=— — n=-, &=+, (2.87)

Fiir die Ladungen 7 und £ gilt nun anstatt Gleichung (2.73) die Randbedin-
gung

2m
dome=2n, > &=0. (2.88)
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Abbildung 2.5: Das Gewicht u (u’) erzeugt einen Sprung auf der g (¢’)-Achse
mit entsprechendem Vorzeichen. Um dies durch die Pfade r und y zu erreichen,
muss immer ein Sprung auf der r- und y-Achse zeitgleich ausgefiihrt werden.
Entsprechend gibt es zu den 4 méglichen Ladungen u = +1, / = +1 entsprechend
4 Kombinationen n = +1, £ = £1.

Die Influenzphase besitzt, ausgehend von der Darstellung (1.571), mit den
Ladungen ¢ und 7 die Form

Doy =~z {y(0) 0@ (1 — ) y() (2.80)
+iy(t)-20(t — )00y Q" (t — t')-QT(t’)}
2 5 ~
_ _;f_% SN GQ i~ )& +i&20(t —1)Q (ti — )y, (2.90)
.3
q2 ~ . 11
=7 Z GQi— )& +i1GQ (i —t)m; - (2:91)

Dabei haben wir analog zu Gleichung (2.71) die Eigenschaft fiir den Realteil
Q@' des Integralkerns

00y Q'(t —t)=—L'(t -1, (2.92)
und des Imaginirteils Q" in der Form

0,0y Q"(Jt —t'|) = —=L"(|t — t'|) — 2M~(0) 6(t — t') (2.93)
verwendet. Mit der Theta-Funktion erhalten wir die gewiinschte Form

20(t — t)0,0p Q" (t — t') = =20(t — t')L" (t — t') — 2M~(0)5(t — ')
(2.94)
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Da Q(0) = 0 gilt, liefert die Summation in Gleichung (2.91) iiber Indizes
t = 7 keinen Beitrag und wurde deshalb ignoriert.

Im weiteren Verlauf werden wir eine lineare Kraft F' an das System an-
koppeln. Die Realzeitpropagation erhilt dabei den zusétzlichen Faktor

B = exp [% /Otds (q(s) — q'(s))} : (2.95)

In der Ladungsdarstellung erhalten wir dafiir

. 2m t 2m
B,, — exp [ZFi;CIO ;gk/o dsO(s — tk)} = exp [ze;&(t - tk)] , (2.96)

wobei wir die umskalierte Kraft ¢ = Fgy/h im rechten Teil der Gleichung
verwendet haben.

2.2.3 Umskalierter Wechselwirkungskern

Es bietet sich nun an, sémtliche permanent auftretenden Vorfaktoren in die
spektrale Dichte mit einzubeziehen. Dazu definieren wir die fiir die Tight-
Binding Darstellung relevante intrinsische spektrale Dichte G(w),

g 1
%0 — J(w) =GWw) . (2.97)
Speziell fiir die schon oftmals gewéhlte Dichte der Form J(w) = M~ryw®e “
definieren wir dazu den Parameter K mit
_ @My
2nh

G(w) =2Kw'e ™ . (2.98)

Im weiteren verwenden wir daher zur Vereinfachung der Notation die folgen-
den umskalierten Kopplungskerne, was wir im folgenden durch das Weglassen
der Tilde kennzeichnen,

W(r) = q—;j W(r), (2.99)
_ / dw G£j> [coth (“’Thﬁ) 1 — cosh(wr)] — sinh(wT)} . (2.100)

at = Do, (2.101)
_ / dw Gif) [coth (“’Tw) [1 — cos(wt)] +i sin(wt)] . (2.102)
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Mit der Form der spektralen Dichte G(w) aus Gleichung (2.98) kann die
Integration iiber w explizit durchgefithrt werden [1, 2]. Der Term in den
eckigen Klammern geht im Limes w — 0 linear in w. Fiir die Konvergenz des
Integrals ist das Verhalten in diesem Grenzfall wichtig. Bei einer spektralen
Dichte o« w* finden wir somit Konvergenz des obigen Integrals fiir s > 1. Zur
Berechnung des Integrals W (1) bzw. Q(t) kann man auf die beiden Standard-
integrale [51]

/0 T duut e cothlu] = Tl (21*“ Clu, B/2] — 5*#) (2.103)
fiir Re[u] > 1 und Re[3] > 0 und
/0 Cduurte = NG (2.104)
fiir Re[s] > 0 und Re[3] > 0 zuriickgreifen. Mit
([s,z] = i(k + )7 = ﬁ /Ooodt 51 e“ﬁ (2.105)
5=0

wird dabei wieder die verallgemeinerte Riemannsche Zeta-Funktion bezeich-
net, welche iiber den Konvergenzbereich s < 1 erweitert werden kann [52].
Die Integraldarstellung erhdlt man, indem man den Summanden (k + z)~*
als Gamma-Integral darstellt und die Summation iiber k£ durchfiihrt.

Bei der fiir die Integration der Gleichung (2.99), (2.101) notwendigen
Zerlegung des Termes coth (“’Thﬁ) [1— cosh(wT)] +sinh(w) geht allerdings das
lineare Verhalten in w verloren, so dass die einzelnen Integrale erst fiir s > 2
konvergieren, wobei das gesamte Integral fiir s > 1 wieder wohl definiert ist.
Dies ist der Grund, warum der Limes s — 1 weiter unten genauer betrachtet
werden muss.

Fir Q(t) erhalten wir zusammenfassend den Ausdruck

Q(t) = 2K (%)8_ s — 1] (QC[S— 1, k] — = —([s— 1,k + V]
1 :
-I—m —([s — 1,/{—219]) : (2.106)

Zur Vereinfachung haben wir dabei die beiden umskalierten Variablen

T t
- _c = 2.1
ha und ¥ " (2.107)

eingefiithrt. Mit der Eigenschaft,
([s,x] =([s,z+ 1] +a~° (2.108)

K
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der Zeta-Funktion, welche sich durch die obige Reihendarstellung sofort er-
gibt, kann dies in die Form von Lit. [1] gebracht werden. Wir verwenden im
Folgenden die angepasste Darstellung

Q) = 2K (%)5_1% 1 (g[s K] = C[s — 1,k + 0]

+C[s—1,1+ﬁ]—Q[s—l,l—l—n—iﬁ]) . (2.109)

Diese Form erhélt man auch direkt aus dem urspriinglichen Integral (2.101),
sofern man die trigonometrischen Funktionen durch Exponentialfunktionen
ersetzt und die Integraldarstellung der Zeta-Funktion anwendet.

Den Imaginérteil des Kerns Q(¢) konnen wir ebenfalls einfach berech-
nen; wir finden ausgehend von Gleichung (2.101) fiir den Imaginérteil den
Ausdruck [51]

Q'(t) = 2K/Ooodww52exp[—w7'c] sinfwt] (2.110)
_ ok (h—lﬁ)s_lr[s — 1] signfi] 9] (1 + g)(l_sm
X sin [(s— l)arctan[\w/ﬁ]} . (2.111)

Im Grenzfall 7. — 0 (k — 0) bekommen wir daraus fiir Zeiten ¢t > 7, das
einfache Resultat

iiir(l)Q”(t) = 2K (%) : ['[s — 1] sign[v] [9|'* cos[rs/2] . (2.112)

Im Falle s — 1 geht der Term I'[s — 1] cos[rs/2] gegen —7 /2 und wir erhalten
allgemein fiir s € N* exemplarisch

lim, Q"(t)|,_, = wKsign[d], sign[0]=0, (2.113)
L 9£0

: " _ R

lim Q"(t)],_s = 0. (2.115)

2.2.4 Darstellung des Integralkerns fiir s =1

Fiir den Grenziibergang s — 1 des Integralkerns Q(¢) aus Gleichung (2.109)
sind nun 2 Eigenschaften der Zeta-Funktion wichtig [52]; erstens die analyti-
sche Fortsetzung an die Stelle s = 0,

¢[0,z] = % -z, (2.116)
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und zum zweiten die lineare Entwicklung um die Stelle s = 0 iiber die Ab-
leitung

L lsa)| = 1nTle) — S 1nf2r] 2.117)

— =In ——1In ) )

ds 5% s=0 N 2 T
Terme entsprechend Gleichung (2.116) heben sich identisch auf, da die Sum-
me der Argumente z der Zeta-Funktionen ([s, z] in Gleichung (2.109) Null
ergibt, wahrend Terme der Form von Gleichung (2.117) zusammen mit dem
Term limg 1 I'[s — 1] = 1/(s — 1) einen wohldefinierten Beitrag ergeben. Man
erhalt somit im Grenzfall s — 1

I'[1+ &)? K+ 10

t =2K1 . 2.118

Q)= " {r[1+m+w]r[1+m—w] . } (2.118)
Fiir den Realteil ()" und Imaginérteil Q” finden wir
D1 4 AP VRS

‘(t = 2K1 2.11
AU TR Tk r T+, -] = , (2119)
Q"(t)|,.;, = 2K arctan[d/x] . (2.120)

Der Faktor vk? +9?/k in Gleichung (2.119) ldsst sich analog zum Ima-
gindranteil als

NCET:

p — (sinfarctan[x/9]]) " (2.121)

schreiben. Im Grenzfall eines strikt ohmschen Bades, 7. — 0 (k — 0), geht
die Gleichung (2.118) in die Form

K+ 10 sign[d] sinh[r|J|]

ldlil% Qt)],_; =2K1n |7 g - (2.122)
iiber, wobei wir die Spiegelungsrelation [51, 52]
T
I'j1 I'l—zx| = 2.123
4l o] = 2L (2.123)

der Gamma-Funktion verwendet haben. Der Hauptwert des Logarithmus,
Infisign[v]] ergibt einen Beitrag ir/2sign[]. Der Term % kann fiir Zei-
ten t > 7. (U > k) vernachléssigt werden, womit wir zur Darstellung des
Integralkernes Q(t) in Skalen-Limes kommen [1],

sinh[r|9|]

1iII(l) Q(t)|,_, =2KIn { } +irKsign[d], 9> k. (2.124)
K— R



2.2. Influenzfunktional 145

Re[Q] fir x=0.01 Im[Q] fir x=0.01

Abbildung 2.6: Die durchgezogene Linie reprasentiert das Verhalten des Real-
bzw. Imaginarteils von Q(t) entsprechend Gleichung (2.119) und (2.120), wéhrend
die kurzgestrichelte Linie die Skalenform entsprechend Gleichung (2.124) und die
langestrichelte Linie das Kurzzeitverhalten durch Gleichung (2.125) wiedergibt.
Fir t < 7. (¥ < k) liefert der Realteil in der Skalenform ein komplett falsches
Verhalten.

Der Imaginirteil ist dabei in Ubereinstimmung mit dem in Gleichung (2.113)
und (2.120) gefundenen Wert. Fiir den Kurzzeitbereich ¥ < k erhalten wir
die Ndherung

2
lim Q(t)],_, = K(ﬁ) +i2kY | v<n. (2.125)
K K

t—0

Wegen der obigen Einschrénkung (¢ > x) in Gleichung (2.124) verletzt die-
se Form die wichtige Eigenschaft ()(0) = 0, wie man direkt an Gleichung
(2.101) sieht. Soll diese Bedingung erhalten bleiben, dann darf der Faktor
%ﬂw nicht vernachléssigt werden. Im Limes £ — 0 entspricht dieser Term
einer Distribution mit der Eigenschaft

K+id 1 9 #0
-5 =0

lim

2.126
lim — (2.126)

Abbildung 2.6 zeigt dieses Verhalten. Im Skalenlimes x — 0 ist die Form
(2.124) daher bis auf den Punkt ¢ = 0 mit dem vollen Ausdruck Q(¢) iden-
tisch. Der Imaginérteil verhélt sich auch an der Stelle ¢ = 0 regulér.

Fiir den Kern Q(¢) finden wir somit im Grenzfall 7. — 0

sinh[r|¥|] . .
iy Q.. - { 2[R0

In diesem songenannten Skalen-Limes (s = 1, 7. — 0) geht die inverse Tempe-
ratur 3 nicht mehr explizit in den Integralkern Q(¢) bzw. W (7) ein, sondern
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nur noch in Form der umskalierten Variablen 9 und «. Fiir W (7) finden wir in
analytischer Fortsetzung mit der umskalierten Imaginérzeit-Variable 6 = 70

{n + 6 sin[70)]

RTT

lim W (r) = 2K In
s—1
r—0

Dieser Ausdruck ist nur fiir 0 < 7 < hf definiert, da der Logarithmus auf
der negativen reellen Achse einen Schnitt hat. Durch Ersetzung des Sinus mit
sin[r|0|] kann der Ausdruck wie schon weiter oben im Text auf den Bereich
—hp < 7 < hf erweitert werden. In den urspriinglichen Koordinaten ¢, 7 und
7. ausgedriickt, erhalten wir fiir ¢, 7 # 0

], 0<0<1. (2.128)

lim Q)] = y(h{:ismh(%g>]+kagmw, (2.129)

lim W(r)],_, = ZKWn[jism<%%b]. (2.130)
In der im Influenzfunktional auftretenden Form

710131}0 Q| = ’f—fc sinh (%) . exp |:’i7TK sign(t)} : (2.131)

I o

wird uns diese Funktion in Kapitel 3 als Korrelationsfunktion auf dem Zylin-
der noch oft begegnen. Ein entsprechender Faktor zu Gleichung (2.126) wird
auch dort auftreten und etwas Probleme bereiten.

2.2.5 Darstellung des Integralkerns fiir s#1

Fiir den Spezialfall s =1 konnte die Darstellung des Integralkerns Q(t) im
letzten Abschnitt stark vereinfacht werden. Im Folgenden versuchen wir da-
von ausgehend, eine entsprechende Darstellung fiir s#1 zu finden. Dazu be-
trachten wir nochmals den Zusammenhang der Polygamma-Funktion (™) ()
mit der Zeta-Funktion ([s, x] fiir m € N*,

O @) = (@) = (<™ T+ 1] Cm + L]

(2.133)

U (@) =

 dam

Diese Relation kann formal fiir die Berechnung von Q(t) sogar auf die Di-
gamma-Funktion

VO (z) = () = lim (m[N] —Zkig) (2.134)
k=0
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angewandt werden, da der erste Beitrag in ((t) entsprechend Gleichung
(2.109) entféllt. Fir den Fall s — 1 =m € N finden wir somit die Form

1 >m ar [F[ T + #] T[]

=2K(——
< hG/)  dr™ K+ 0|1 4+ k — 9]

Dieses Resultat liefert so noch keine weitere Einsicht. Im Grenzfall K — 0
finden wir jedoch ausgehend von Gleichung (2.118) durch eine Reihenent-
wicklung in x die Form

Q(1)

(2.135)

s—1=m

1 \m d™
Qo . = (55) 3o (2.136)
9
X{WQ+HW1+H2WQ+"'+1H |:H—ZZ :|}

Die Distribution lim, _.o(k + i)/k muss dabei isoliert behandelt werden,
da eine Entwicklung nach s nicht mdoglich ist, was jedoch im weiteren kein
Problem darstellt. Fiir die Entwicklungskoeffizienten W,, erhalten wir

sinh|md
W, = ln[ m[9 ]] : (2.137)
Wi = —2y— (1 +i9) — (1 — i) (2.138)
w2 3 3

W, — —[1— ] 2.139
? 6 (m)? - sinh?[7r9] ( )

1
Wy = —<[u®(=i0) + 9@ ) - 4cl3]] (2.140)

1
Wi = —oe [15 (1 — i) + 159 (1 — iv)) — 27r2] , (2.141)

Wy = -,
wobei wir Gleichung (2.133) verwendet haben und die geraden Ableitungen
sich z.T. weiter vereinfachen lassen [52]. Mit ([z] = ([1,z] haben wir die
normale Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet, wéhrend v = —(1) die

Euler-Konstante darstellt. Die Ableitungen angewandt auf den verbleibenden

Logarithmus liefen den Beitrag

dm |:/'€ + i
In

drm

} — (—1)"T[m] [,%m N #] , (2.142)

K (19 + k)™

Fiir den Integralkern Q(¢) finden wir somit fir s € N im Grenzfall £ — 0 die
Darstellungen

lim Q(t)

k—0

2K . . 1 1
= %{27+w(1+zﬁ)+w(l—zﬁ)+;—m_i_ﬁ},
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(2.143)
' 2K (72 3 3 1 1
Q] = e s '~ Gop * i) - G

(2.144)

Der Imagindranteil der obigen Darstellung stimmt dabei mit dem in Glei-
chung (2.113)-(2.115) angegebenen Wert iiberein.

Das allgemeingiiltige Resultat Q(t=0) = 0 wird durch diese Darstellung
gewahrleistet, da der Grenzfall limy_,o W,, = 0 fiir alle m liefert und

a r:w} :{ é—l)mF[m] K gig (2.145)

11913(1) dk™
ergibt. Im Skalen-Limes fiir Zeiten (¢ > k) erhalten wir analog zu Gleichung
(2.129) die einfache Darstellung (m > 1)

2K " 1

= T {( 1™ W,, + Km} . (2.146)

Die Form von Gleichung (2.136) legt es nun nahe, die Darstellung fir
ganzzahlige s mittels Verwendung von sogenannten fraktionalen Ableitungen
bzw. Differintegralen auf s € R* zu erweitern. Eine gute Einfithrung in das
Gebiet der Differintegration liefert beispielsweise [37, 38, 39, 40].

Wir verwenden hier die analytisch fortgesetzte Version des Cauchy Inte-
grals zur Verallgemeinerung der gewthnlichen Ableitung, die sogenannte Rie-
mann-Liouville Formulierung der Differintegration bzw. fractalen Ableitung,

De f(z) = F{iq} /Owdt - i (i))qﬂ , (2.147)

Das Integral selber existiert strenggenommen nur fiir ¢ < —1. Wegen der
vorangestellten Gamma-Funktion im Nenner ldsst sich das Resultat, wie wir
gleich sehen werden, meist analytisch auf den fiir uns interessanten Bereich
q > —1 erweitern. Als Verallgemeinerung zu Gleichung (2.136) schreiben wir
nun

lim Q(¢)

rk—0

1 s—1 .
om| = 2K<—%> D! (2.148)
0
X {W0+I€W1+I€QW2+"'+II] [H—;Z :| } .

Dazu benotigen wir die Darstellungen fiir die folgenden Differintegrationen:
Erstens die fraktionale Ableitung nach der Potenz k",

. 1 o " I'[1+n]
Dt = dt = Thn=s 2.149
no B F[l—s]/o (k —t)* F[Q—Fn—s]ﬁ ( )
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Im Falle s—1 = [ € N vereinfacht sich dies sofort zu dem bekannten Ergebnis
O k™ = n!/(n—1)! k"', Desweiteren bendtigen wir die Verallgemeinerung von
Gleichung (2.142),

R ; K p [0
Dilln{wm] o ]/dt n [“42]
0

p = s (e 1) (2.150)

— K G[{1,1},{2—s},{1,1},{0},%] .

Die Funktion G|...] bezeichnet hier die Meijersche G-Funktion [51, 52]. Fiir
ganzzahlige s > 1 besitzt diese Funktion mit den obigen Parametern eine ver-
einfachte Darstellung in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus Gleichung
(2.142). Eingesetzt in die Gleichung (2.148) finden wir somit im Allgemeinen
eine unendliche Reihendarstellung,

[s—1]
_ B 151! I'[1 4+ n] s

g G[{l, 1, {2 s},{1,1},{o},%}} .

welche im Limes x — 0 fiir n > 1—s terminiert wird. Eine Integraldarstellung
der Meijer-G Funktion findet sich beispielsweise in [51, 53].

2.3 Asymptotisches Verhalten des Kerns ()(?)

Das Verhalten des Integralkerns ((¢) entsprechend (2.109) kann im Lang-
zeitlimes mithilfe der Integraldarstellung der Zeta-Funktion aus Gleichung
(2.105) ermittelt werden; dazu entwickeln wir den Term (1 — e~*)~! mithilfe
der Bernoulli-Nummern B,, [52] in die folgende Reihe

[e.o]

1 1 1 BQn 2n—1
= —+4+-= T 2.152
— et t+2+2(2n)! (2.152)

n—

Damit finden wir fiir die Integraldarstellung (2.105) die asymptotische Ent-
wicklung fiir die verallgemeinerte Zeta-Funktion,

1
‘ l‘im [[s—1)¢[s—1,2] = T[s—2]2° %+ QF[S —1]a' (2.153)
>\ By, T[s+2(n—1)]
* Z 2n)!  zst2n-n

n=1
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Angewand auf den Realteil des Kerns Q(¢) finden wir mit dem ersten Ent-
wicklungskoeffizienten aus der obigen Gleichung fiir 0 < s < 2

lim Q/(t) = 2K<%)S_1F[s — 9] (2.154)

X (KH bk 1) 22 sm[m/z]) o [t2.

Das Verhalten des Imaginéranteils Q”(t) lédsst sich direkt aus der Gleichung
(2.111) ablesen und zeigt das asymptotische Verhalten

s—1
lim Q"(t) = —2K (%) [[s — 1] 9% cos[rs/2] oc [t|'%. (2.155)

2.4 Klassischer Limes des Kerns Q(?)

Wir untersuchen nun den klassischen Limes (Hochtemperaturlimes) des Inte-
gralkerns ()(t), wobei wir hier bei der Interpretation vorsichtig sein miissen,
da die Annahme des Sprungverhaltens des Systempfads den Parameterbe-
reich (2.1) voraussetzt. Da der Imaginédranteil des Kerns Q(¢) temperatur-
unabhéngig ist, beschrinken wir uns hier auf die Betrachtung des Realteils.
Fiir den Imaginéranteil wurde die Darstellung (2.111) weiter oben im Text
angegeben. Fiir den Realteil finden wir mithilfe der Reihenentwicklung der
hyperbolischen Kotangensfunktion den Ausdruck

lim Q') = 4[((%)5_%[3— 2]{/128 ()T

X COS [(s —2) arctan[|19|//i]} } . (2.156)

Im Grenzfall 7. — 0 (k — 0) finden wir damit im Bereich 0 < s < 2 fiir
¥ > K (Skalen-Limes)

lim Q/(1) = 4K<%>31F[3—2] W92 coslrs /2] (2.157)

r—0

Fiir den wichtigen Fall einer ohmschen spektralen Dichte (s = 1) bekommen
wir so die einfache Darstellung

: /
fim, Q'(?)
k—0

= 2K7 |0 . (2.158)

s=1
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2.5 Tieftemperatur-Grenzfall des Kerns Q(t)

Im Grenzfall verschwindender Temperatur T" = 0 finden wir

151 K2\ 2
. ! o - . 1-s 1-s v
am Q) = 2K<hﬁ> Lls 1]{“ o= (1+ )
X COS [(s —1) arctan[|19|//f]} } . (2.159)
Im Grenzfall kK — 0 konvergiert die Integraldarstellung (2.101) nur fiir s < 1,
. , L i s—1 B I—s
hgér:w Q't) = 2K<hﬁ> [[s — 1] |9 *sin[rs/2] . (2.160)
wahrend wir fiir den ohmschen Fall
192
lim Q1) = Kln|l+ ] 2.161
dim Q1) n |1+ (2.161)
finden.

2.6 Tunnelmatrixelement A

Fiir die Systemwirkung mit einem Masseterm ist die Approximation des Pfa-
des durch einen Sprungpfad genaugenommen nicht méglich, da der Masse-
term dafiir Sorge trigt, dass nur glatte Pfade einen endlichen Beitrag liefern.
Ein Sprungpfad wiirde daher zu einem divergenten Ausdruck fithren. Fiir
das System muss daher ein geglitteter Ubergang verwendet werden. Diese
Betrachtung fiir das System kann nun durch eine Instanton-Rechnung durch-
gefithrt werden[1, 16]. Dabei findet man in der Tat, dass die tatsichlichen
Pfade im Tightbinding-Grenzfall geglitteten Sprungfunktionen entsprechen.
Ein Sprung triagt dabei immer zu einem Faktor +i (A/2) bei, je nachdem,
ob auf dem Pfad entlang ¢ oder ¢’ gesprungen wird.

Betrachtet man nun Pfade, welche von einem Diagonalzustand mit 2m
Spriingen in einen weiteren, um n Mulden verschobenen Diagonalzustand
iibergehen, dann liefert der Beitrag des Systems die Form

(=)™ (A)2)*™ . (2.162)

Dies macht man sich leicht klar, indem man einen Pfad mit 2m Spriingen
betrachtet, wobei m = n gelte; hier bewegt man sich auf einem direkten Weg
in die neue Mulde und die Spriinge auf dem Pfad ¢ entsprechen der Anzahl
der Spriinge auf dem Pfad ¢/. Erhoht man nun die Spriinge auf m = n + 1,
dann muss entweder zweimal zusétzlich auf dem Pfad ¢ oder zweimal auf
dem Pfad ¢’ gesprungen werden und man erhélt einen Vorzeichenwechsel.
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2.7 Das Schmid-Modell

Das Schmid-Modell beschreibt die Dynamik eines Teilchens in einen gekipp-
ten Kosinus-Potenzial, welches an ein harmonisches Bad gekoppelt ist. Die
Dynamik dieses Modells ist sehr vielfdltig, da das Teilchen klassisch fiir
einen schwachen Bias lokalisiert ist und daher nur durch einen quantenmech-
anischen Tunnelvorgang die Potenzialmulde wechseln kann. Wird der Bias
stark genug, dann tritt ab einer Grenzschwelle auch klassischer Transport
auf. Das Bad zwingt nun das System in den klassischen Bereich, anderseits
kann es auch klassisch zu thermisch aktiviertem Tunneln beitragen. Bei einer
starken Badkopplung und einer Temperatur 7" = 0 erwarten wir daher Trans-
port erst ab einer gewissen Grenzschwelle fiir den Bias, da Tunneln durch die
starke Badkopplung unterdriickt und klassischer Transport nicht méglich ist.
Bei einer endlichen Badkopplungsstéarke erwarten wir einen konkurierenden
Prozess zwischen Tunneln bei niedrigen Temperaturen und thermisch akti-
viertem Transport bei steigender Temperatur [1, 4].

Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Ort ¢ zum Ort ¢ fiir ein Teil-
chen innerhalb einer Zeit ¢t = t; — t; wurde in Gleichung (1.561) durch den
Feynman-Vernon Propagator Jev(gt, gr, t|qi, ¢i, i) = P.(t) ausgedriickt. In-
dem wir nun die Sprungpfade und das entsprechende Realzeit-Influenzfunk-
tional aus den vorangegangenen Abschnitten verwenden, finden wir fiir die
Ubergangsamplitude P,(¢) unter Verwendung der Gleichungen (2.91), (2.95)
und (2.162) folgenden Ausdruck,

P,(t) = minl(—l)m‘”/otdtgm---/Othtl (%)m (2.163)
X Y BnGn Y Hy

Dabei haben wir die Notation aus [1] verwendet,

2m
B, = Bnl{&,te}] =exp [— zerth] , (2.164)
=1
2m
Gu = Cul{eati] =exp | D 6Q - 1)g] . (2.165)
2m
Hy = Hp[{&,nj,te}] = exp [ZZ& Q"(t: — tj)m} : (2.166)

Die Summation iiber alle Ladungskonfigurationen §; und 7; unter Beriick-
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0 t

Abbildung 2.7: Diese Abbildung verdeutlicht den Ubergang von den 2m Sprung-
zeiten t; zu den 2m + 1 Differenzzeiten s;.

sichtigung der Randbedingungen (2.88),
Y g=0, > n=2n (2.167)
J J

wird durch die gestrichene Summation iiber {¢;}" und {n;}’ symbolisiert.

Die im Folgenden wichtige charakteristische Funktion, also die Fourier-
transformierte von P,(t), durch welche sich alle Momente generieren lassen,
erhalten wir durch

Pp,t) = > eMPP(t). (2.168)

n=—oo

Anstatt der zeitgeordneten Integration iiber den Zeiten t; < to < ---to,
bietet sich ein Ubergang zu Differenzzeiten s; =t 11 — t; an, wobei gilt

i—1 2m
ti=Y sp=t—Y sp, to=0, ty=t. (2.169)
k=0 k=i

Die zeitgeordnete Integration geht dabei wie folgt

t to )
/ dtgm . / dtl — / dSO s dSQm 5(23:0 Sj — t) (2170)
0 0 0

in eine freie Integration von Differenzzeiten iiber, wobei die Delta-Funktion
fiir die notwendige Randbedingung sorgt (s. Abbildung 2.7). Mit der Ein-
fithrung der sogenannten Nichtdiagonalladung p; durch

i 2m
=3 &=—> &, Do=pm=0, (2.171)
k=1 k=j+1

welche die Nichtdiagonalitét zwischen den Sprungzeiten ¢; und ¢;;; angibt
(s. Abbildung 2.8), kénnen wir die Faktoren B,,, G, und H,, einfach mithilfe
der Differenzzeiten s; sowie der aufsummierten Differenzzeit

j—1
Sjk;:tj_tk;:Zslzsj—1+5j—2+~~+3k (2172)
=k
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a,
AQ i 012345678
y 0 + + + + +
3 + + - - + -+
b 01210 -10-10
g

Abbildung 2.8: Diese Abbildung zeigt die aufsummierte Offdiagonalladung p;, wel-
che im Text eingefiihrt wird. Die Ladung 7); gehdrt dabei zur klassischen Koordi-
nate r entsprechend Gleichung (2.82), wahrend die Ladung &; die Fluktuationsko-
ordinate y mittels Gleichung (2.83) beschreibt.

wie folgt ausdriicken: der Bias geht in Gleichung (2.163) durch den Term B,),
aus Gleichung (2.164) ein und nimmt folgende Form an

2m—1

2m
B, = exp[—iez fjtj] = exp[zerjsk} = exp[ze Z pjs]} (2.173)
j=1

i<k
— exp [fupm} . (2.174)

Wir haben dabei die im Folgenden noch &fters angewandte Summenregel

J 2m  2m

Z ZZ > (2.175)

i<j =1 =1 i=1 j=1

verwendet. Die thermischen Fluktuationen koppeln an den Realteil der Bad-
korrelationsfunktion @(¢) und werden durch den Faktor G,, représentiert.
Demgegeniiber koppelt der dissipative Teil an den Imaginérteil von Q(¢) und

geht iiber den Term H,, in den obigen Ausdruck fiir die charakteristische
Funktion P(p,t) ein,

2m—1
H, = exp[ Z & Q" (k) nk} = exp [z Z n; Xj,m] . (2.176)
>k j=1
wobei wir noch die Gréfie
2m
=Y & Q" (siy) (2.177)

>7

eingefiihrt haben, was sich im Folgenden als niitzlich herausstellen wird und
der Notation in Referenz [1] entspricht.
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Wir betrachten nun die charakteristische Funktion P(p,t) aus Gleichung
(2.168). Durch Umstellen der Summation iiber m und n kénnen wir die Sum-
mation iiber die erlaubte Ladungskonfiguration {7;}’ durchfithren. Dies ge-
schieht im einzelnen durch die folgenden Schritte, wobei wir zur Vereinfa-
chung der Notation —ipqy = k setzen

i ethn i (=)™ Hp (2.178)

n=—co  m=fn o

i i S s Ho (2.179)

n=-m {nj==1}

wobei in der zweiten Zeile iiber alle Ladungskonfigurationen summiert wird
und die nachfolgende Kronecker-Delta Funktion die Beschrankung auf erlaub-
te Konfigurationen gewéhrleistet. Nun kann man dies aber als Restriktion fiir
sie Summation iiber die Variable n = —m, ..., m betrachten, womit n den
Wert 1/2 Z?Z n; annimmt. Dies fiihrt schliefllich auf

0 2m—1

1+Z( Z Hexp[ (k+ ) 77]] H exp[zxjmnj} (2.180)
m=1 {nj==%1}j=1

2m—1 ]{]

— 1 [ ] 92m(_1ym i [— m] 2.181

+ sin Z ]1;[1 Sin 2 + X, ( )
2m—1
_ 1+Smh[ﬂ%} Zgzm H s1nh[@+z Jm} . (2.182)

Fiir die charakteristische Funktion P(p,t) erhalten wir somit

o0

Plot) = ) e"™Pu(t) (2.183)
= s [2] S0 a0 [Ty dsan 65, 1)
m=1 0
2m—1
x Y Bu G H smh[—ﬂ ]m} . (2.184)
&y

Da der reche Teil wegen des Terms sinh[pgo /2] an der Stelle p = 0 verschwin-
det, liest man hier sofort die korrekte Normierung ) © P, (t) = P(p,t)|,=0 =1
ab. Bei der Bildung der Momente (g'(t)) muss daher immer eine ungerade
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Anzahl von partiellen Ableitungen nach der Variablen p auf diesen ersten
Term erfolgen, da ansonsten der gesamte Term bei p = 0 verschwindet.

Durch Ableitung nach der Variablen p werden nun die Momente (¢'(t))
erzeugt,

@0 = (5) Pl

Da die Variable p in Gleichung (2.183) nur iiber den Hyperbelsinus eingeht
und dieser bei p = 0 verschwindet, vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die
ersten Momente deutlich. Wir finden beispielsweise

(2.185)

p=0

oo

t) = % S (-nma [ sy dsan 658 1)
m=1 0
2m—1
Z B, G, H sm[xjm] , (2.186)
{&y
2 oo
(P = _2C§> (_UmA%i/ dso - dsgm 6(32" 5 — 1)
m=1 0
2m—1 2m—1
X Z B, G, Z cot Xk m) H sin [ij] ) (2.187)
&y = =1

Bei der Summation iiber alle neutralen Sets von Ladungskonfigurationen
{¢; = 1} gibt es zu jedem Pfad einen konjugierten Pfad mit genau um-
gekehrtem Vorzeichen der Ladungen &;. Bildlich sind dies genau die an der
klassischen Koordinate r gespiegelten Pfade, wie man sich an Abbildung 2.8
leicht klarmacht. Die Bias-Phase ¢,, aus Gleichung (2.174) wechselt bei dieser
Pfadkonjugation ihr Vorzeichen. Dasselbe gilt fiir die Gro8e x,,, aus Gleichung
(2.177). Fiir das erste Moment lisst sich der folgende Anteil schreiben als

2m—1 2m—1
—iB,, H sin [vam} = sin[pp,] H sin [Xj,m] : (2.188)
=1 j=1

da bei einer Pfadkonjugation B,, in den konjugiert-komplexen Anteil {iber-
geht und das Produkt iiber die Sinus-Faktoren (—1)?"~! = —1 liefert. Damit
ist leicht zu sehen, dass das erste Moment wie gefordert, eine reelle Grofie
darstellt. Der Influenzfaktor G,, ist invariant, da die Offdiagonalladung &
dort bilinear eingeht.
Beim zweiten Moment liefert das Produkt der Sinus-Faktoren eine Eins,
so dass B,, als 2 cos|p,,] geschrieben werden kann,
2m—1 2m—1
By, cot[Xk.m] H sin [ij} = €0S[Pm] cot Xk m] H sin [ij} ,
Jj=1 Jj=1
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(2.189)

womit dieses Moment wie auch alle hoheren Momente reell ist. Zusammen-
fassend erhalten wir fiir die ersten beiden Momente die Darstellung

Wy = © 3 (Cmar [ aso---dsan 655,

2 £
" 2m—1

X Z G sin[@n,] H sin |:Xj,m] , (2.190)
&y J=1

@) = () Snnar [Tasdan a5y -0
" 2m—1 2m—1

X Z cos|pm] Gm Z cot Xk m) H sin [Xj,m] . (2.191)

&Y k=1 =1

Der Faktor sin|p,,] fithrt nun dazu, dass Pfade, welche die Diagonale kreuzen,
also eine Offdiagonalladung p; = 0 fiir j # {0, 2m} besitzen, keinen Beitrag
liefern. Weiterhin lesen wir ab, dass das erste Moment bei verschwinden-
dem Bias ¢ — 0 erwartungsgeméfl ebenfalls verschwindet, was beim zweiten
Moment, welches die Diffusionskonstante definiert, nicht der Fall ist. Dies
werden wir nun im Folgenden Abschnitt noch genauer untersuchen.

2.8 Mobilitdt und Diffusion

In diesem Abschnitt betrachten wir Mobilitédt und die Diffusionskonstante des
Schmid-Modells. In beiden Fillen bendtigen wir das Langzeitverhalten des
Systems. Von Vorteil ist es dabei, nicht direkt den Grenzfall ¢ — oo durch-
zufithren, sondern die folgenden Eigenschaften der Laplace-Transformierten

F(X\) = L{f(t)} anzuwenden,

LLF®)Y = AF(N) = £(0), (2.192)
c{@} - /A du F(u), (2.193)
lm f(t) = lim AF(N) . (2.194)

Fiir das Langzeitverhalten der statischen Mobilitat u(F = he/qo) erhalten
wir beispielsweise

u(F) = lim % = - lim A /A " du (G(u)) - (2.195)
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Dazu bilden wir die Laplace-Transformierte der charakteristischen Funktion
P(p,t). Nach der Ausintegration der Differenzzeiten sy und ss,,, welche nicht
in die Faktoren von P(p,t) eingehen und einen Faktor 1/A? produzieren,
erhalten wir

P(p,A) = / dte ™ P(p,1) (2.196)
0
1 1 > o0
2m—1
Z B, G H smh[@jtzxjm}. (2.197)
{&Y

Die Laplace-transformierten Momente (¢'()\)) erhalten wir analog durch par-
tielles Ableiten nach der Variablen p,

@) = [ a0y = (5) Ploy

0

(2.198)
p=0

Fiir die ersten beiden Momente geben wir wieder das explizite Ergebnis in
Ubereinstimmung mit Literatur [1] an,

o0

@) = %Aimz 1782 [ sy sy e e
2m—1
X sin[pm,] G, H sin [ij] , (2.199)
&Y j=1
<A2(/\)> . _q_gii mA2m d .d —A(s1+...+S2m—1)
q = 9 )2 2 /0 81 Som—1€
2m—1 2m—1
X Z cos|pm] Gm Z cot Xk m] H sin [ij} : (2.200)
&Y k=1 j=1

wobei wir wieder Gleichung (2.188) und (2.189) verwendet haben. Wir kon-
nen nun das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (2.195) ausfiihren,
um aus dem ersten Moment (2.199) einen Ausdruck fiir die statische Mobi-
litdt p(F') zu erhalten. Dabei erhalten wir aus der verbliebenen Abhéngigkeit
von {(G(A)) nach A den folgenden Beitrag

1 o prulsit.tsam-1)
= lim AA du — _1. (2.201)
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Die statische Mobilitat besitzt somit die Darstellung

m=1
2m—1
X sin[@m] Gm H sin [ij] : (2.202)
{&y j=1

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch aus der Definition der Mobilitat mithilfe
der Systemgeschwindigkeit im Langzeitlimes fiir das hier betrachtete Modell,

lim @ — Jim = 22 (GN) . (2.203)

’ud(F) - t—o00 A—0 F

Aus dem zweiten Moment konnen wir die Diffusionskonstante D bilden,

T 1<q2(t)> T <
D = tlgilo 5T, = }\1_%/\//\ (G°(u)) (2.204)
_ @ R __1\Ym A2m >
_ (2> mzl( 1)™A /O dsy -+ dsom_1
2m—1 2m—1
X Z cos|pom| G, Z cot [Xk.m) H sin [ij} ) (2.205)
&Y k=1 j=1

2.8.1 Mastergleichung und Poisson-Statistik

Bevor wir uns nun mit der Mobilitdt genauer beschéftigen, lohnt sich eine Be-
trachtung der sogenannten Mastergleichung, welche mittels Ubergangsraten
die Dynamik einer Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt. Die Masterglei-
chung

[e.9]

Pu(t) = D 4 Paa(t) + 9 Paa(t) = Ba(t) D (3" + ) (2.206)
=1

=1

beschreibt das Zeitverhalten von Wahrscheinlichkeiten an den Orten n, wobei
die zeitliche Anderung durch Raten ’yli entsprechend Abbildung 2.9 beschrie-
ben wird. Dieses Modell impliziert automatisch die Erhaltung der Wahr-
scheinlichkeit durch die Relation ) P,(t) = 0, welche sich direkt aus der
Mastergleichung (2.206) ergibt. Mit der folgenden Definition

v [>0

= =250 +w) =0, (2.207)
Y 1<0
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Abbildung 2.9: Diese Abbildung zeigt exemplarisch den Zu- und Abfluss der Wahrschein-
lichkeit Pn(t) an der Stelle n von und zu den benachbarten Stellen n 1, n + 2, etc.
mittels der Ubergangsraten ’yli.

welche ), v, = 0 impliziert, vereinfacht sich die Mastergleichung (2.206) zu

Wegen der Translationsinvarianz bietet sich eine Fourierdarstellung fiir P, ()
an. Man erhélt unter der Annahme, dass die Startbedingung P,(t = 0) = d,,0
gilt, durch Einsetzen der Fourier-Entwicklung

1 2w ) N
P,(t) = o [ dk e *npk,t) , (2.209)
0

in die Mastergleichung [49]

P(k,t) = exp[ Z% el — 1) 447 (e*“fl—1)} , (2.210)
= exp[tF(k)], mit F(k) = Z ey (2.211)
_ Z ¢ P, (1) = () = Z(lk , (2.212)

wodurch die Differenzialgleichung (2.206) gelost wird. P(k, t) ist dabei gleich
der charakteristischen Funktion von P,(¢) und besitzt die obige Reihendar-
stellung nach den Momenten <nl(t)> Die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit
impliziert P(k=0,t) = 3. P,(t) = 1. Dies ist durch die Form der obigen
Gleichung (2.210) unabhiingig von der Wahl der Raten {+;"} gewihrleistet
und stellt daher keine Einschrankung fiir dieses Set dar. Bilden wir die
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Laplace-Transformierte aus P(k,t) zur Zeitvariable ¢, so finden wir den for-
mal einfachen Ausdruck

P(k,)\):/oodteM P(k,t) = % _1 1 _ k) (2.213)

0 —Ak) AT A T=A(k)/A
welcher im Schmid-Modell mit k& = —ipgy der Gleichung (2.197) entspricht.
Als Konsequenz aus der obigen Darstellung (2.212) erhélt man das m-te
Moment durch Differenziation aus P(k,t) iiber?

(n™(t)) = (—idp)" P(k,t) e (2.214)
Durch die Reihendarstellung des Logarithmus von I5(k, t) definiert man die
sogenannten Kumulanten bzw. irreduziblen Gewichte ((n™(t))), deren spezi-
elle Bedeutung durch die Exponentialform von P(k,t) deutlich wird. Man
definiert daher

: - (@R)'
(k1) = 30 =30 Sl () (2.215)

=1

wodurch sich die Kumulanten wieder durch Differenziation analog zu Glei-
chung (2.214) ergeben,

(™)) = (—z’&k)mlnls(k,t)’kzo , (2.216)
= t;zm [+ (=)™ ] = tli ™, . (2.217)

Explizit erhilt man fiir die ersten Momente den Zusammenhang
(n(t)) = tzl =) = (n(®) (2.218)
(W*(1)) = (N’ +td PO ), (2.219)
= (n())* + ((iﬂ 1(1f)>> > (2.220)
(n*()) = (@) + 3 ON{n®)) + (n*®)) - (2.221)

Wiéhrend bei den Momenten (n™(t)) alle Potenzen ¢" mit n < m auftreten,
wie man direkt aus Gleichung (2.214) und (2.210) ersieht, sind alle irredu-
ziblen Momente ((n™(t))) entsprechend Gleichung (2.217) linear in ¢. Dies ist

3P(k,t) entspricht dem generierenden Funktional Z[b] aus Abschnitt 1.4.6.
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wichtig beispielsweise fiir die Dartellung der Mobilitdt p im Langzeitlimes
t — oo und ergibt sich direkt aus dem Ansatz fiir P(k,t) in (2.210) als

Z ail® Z ﬂl (2.222)

wobei F' eine lineare Kraft darstellt. Analog erhalten wir fiir die Diffusions-
konstante D den Ausdruck

p _ (n®? ; (n(t))” _ <<”(f)2>> _ ZF (i +7) - (2.223)

Sofern detaillierte Bilanz fiir die Raten ’yli gilt, also das Verhiltnis

% — o BIAE _ —lhpe (2.224)
T
gerade dem Boltzmann-Gewicht entspricht, geniigt die Kenntnis der ;" bzw.

. Die Energie AFE entspricht der Potenzialdifferenz zweier benachbarter
Pléitze, bspw. durch Anlegen einer linearen Kraft F' = fie/qy an das System.
Bei Temperatur 7" = 0 verschwinden die Riickwértsraten v, Aufgrund der
obigen Gleichung fiir AE # 0.

Betrachtet man Gleichung (2.212) als Zustandssumme, so ergibt sich, dass
diese als Summe aller Momente gebildet wird, wihrend die Freie Energie als
Summe aller Kumulanten darstellen lisst und dadurch iiber die Raten ;"
definiert werden kann.

Durch eine dhnliche Umformung sieht man, dass die Raten ’yli dem Er-
wartungswert einer Poisson-Statistik folgen [6],

Pk,t) = (") = He’tfetfakle’”f e e (2.225)
=1
e 00" | [§ s 00 o
= H Zoekl #e M Zoe M #e bl (2.226)
=1 S S=

: (2.227)

_ H ZezleGlJr [ZezklsGl
= H<e’kl5> (emkisy™ (2.228)

wobei G¥ einem Poisson-Gewicht Pp entspricht, welches per Definition ganz
allgemein folgende Form besitzt

Po(s) = T‘e momit om=(s)=Y sP(s). (2.229)
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Die Poisson-Statistik beschreibt die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
diskreten Ereignissen, wenn der Erwartungswert der Variable s € N dafiir
gleich m € R ist. Unter anderem ergibt sich aus der Definition, dass alle
Kumulanten identisch und damit gleich m sind. Dies liest man sofort aus der
Definition ab, wenn man die charakteristische Funktion bildet, also

Po(k) = Z Pp(s)e’*s = exp [m(e™* —1)], (2.230)

(n™) = (—id)™In ﬁp(k))k —m. (2.231)
=0

Die durch den Ubergang n — n + 1 erzeugten Kumulanten ergeben sich aus

vli mit der einfachen Poisson-Form als

() = (00" I Z(k, £)],_, = t(E) " (2.232)
Z(k,t)F = (eMe)F = ehi (FH-D (2.233)

Dies entspricht erwartungsgemif der Definition (2.217) fiir den Fall, dass
aufler der betrachteten Rate ’yli alle weiteren Raten zu Null gesetzt werden.

Die Dynamik der Mastergleichung wird also durch unabhingige Poisson-
Prozesse beschrieben, wobei die Raten yli das gesamte System vollstéandig
beschreiben. Im klassischen Fall sind die Raten %ﬂ: positiv, was eine positive
Wahrscheinlichkeitsverteilung garantiert; bei der Beschreibung eines quan-
tenmechanischen Prozesses durch eine Mastergleichung ist dies nicht mehr
zwingenderweise gegeben, was die Interpretation erschwert. Diesen Fall wer-
den wir weiter unten vorfinden.

2.8.2 Ohmscher Skalen-Limes bei Temperatur 7' =0

Wir betrachten nun den sogenannten Skalen-Limes. Dieser Grenzfall ent-
spricht einer spektralen Dichte J(w) = lim, o M~y wexp|—w7.]. Fiir den
Kern Q(t) findet man dadurch die Darstellung aus Gleichung (2.127). Insbe-
sondere der Imaginérteil Q" (t) verliert in diesem Limes seine Zeitabhidngig-
keit und geht in das Influenzfunktional als rein topologischer Faktor entspre-
chend Gleichung (2.202) mittels x;,, = Z?;n] £Q"(si;) ein. Im ohmschen
Skalen-Limes erhalten wir dadurch fiir den dissipativen Term Y, aus Glei-

chung (2.177)

2m

Xim = mK Y sign[s;]§; (2.234)
i=j+1

= —7mKp;, sofern s;; >0, (2.235)
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mit der Offdiagonalladung p; entsprechend Gleichung (2.171). Die Vorzei-
chenfunktion sign[s;;| sichert hier lediglich die Eigenschaft x;,(s;; =0) =0
entsprechend Gleichung (2.113). Dadurch hingt der Term Y, nur noch von
dem Ladungsset {¢;} ab, nicht jedoch von den expliziten Sprungzeiten. Fiir
die Bias-Phase ¢,, finden wir entsprechend Gleichung (2.174) den Ausdruck

2m—1 2m—1
O = € Z p;sj, sinfy,] =Im [z H exp[epjsj]} : (2.236)
j=1 j=1

Der Realteil des Integralkerns () beschreibt den Einflufl der thermischen Fluk-
tuationen und ist im Gegensatz zu den beiden letzten Termen noch tempe-
raturabhéngig und geht in den Ausdruck G,, mittels Gleichung (2.165) und
der Differenzzeit s;; in der Form

2m
G, = H )7?7' sinh ( 3 )‘ (2.237)
i>j ¢

fiir s;; # 0 ein. Im Grenzfall tiefer Temperatur 7" — 0 bekommen wir dafiir
die sehr einfache Darstellung

2m

fim G =11

i>j

Sij 2KE;&;5

(2.238)

Te

Entsprechend Gleichung (2.127) gilt G, = 1 an der Stelle s;; = 0. Somit
finden wir fiir die Mobilitat (2.202) bei ohmscher spektraler Dichte und Tem-
peratur 7' = 0 die normierte (dimensionslose) Form [1],

1
M=—= kp 2.239
Ho Zm ( )

m

wobei hier die klassische Mobilitét 1o eines Brownschen Teilchens (1.94) mit
der Kopplungskonstante K aus Gleichung (2.98) zur Normierung verwendet
wird,

1 g
- My  2whK

1o (2.240)
Ein Vergleich mit der aus der Mastergleichung (2.206) abgeleiteten Mobilitét
(2.222) liefert den Zusammenhang zwischen den Raten k,, und den Raten
7= der Mastergleichung,

Jr _ —_
iy = L Im (2.241)
o F
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Die Raten %ﬂ: der Mastergleichung sind per Definition nichtkorreliert. Dies
bedeutet, dass beispielsweise zu der Rate v kein Beitrag o< (7]7)? beitrigt.
Im Falle der Raten k,,, des Schmid Modells wird dies durch den Bias-Faktor
sin|[pe,,| sichergestellt. Dieser sorgt, wie im vorletzten Abschnitt besprochen,
dafiir, dass zu den Raten k, nur Pfade beitragen, welche die Diagonale
zwischenzeitlich nicht beriithren. Dadurch handelt es sich hierbei ebenfalls um
irreduzible Beitrédge. Pfade, welche die Diagonale zwischenzeitlich beriihren,
konnten als sukzessive Abfolge zweier hintereinandergeschalteter Pfade gene-
riert werden und wéren nicht irreduzibel. Die Faktoren k,, entsprechen somit
Ubergangsraten um m Plitze in Richtung der linearen Kraft F' = he/qo
entsprechend den Raten der Mastergleichung aus den vorangegangenen Ab-
schnitt. Allgemein finden wir somit fiir die Raten k,, aus Gleichung (2.202)
fiir die Mobilitdt im Schmid Modell den Ausdruck
1K . 00 . 2m—1 .
k,, = T(_l) A /0 dsg...dsgm_1 Z sinfem] G, H sin{x;,m)
{ss} g=1
(2.242)

Allerdings ist hier Vorsicht geboten, da es bei der Zuordnung keinen echten
Entwicklungsparameter gibt, welcher die Zuordnung Aufgrund einer ortho-
gonalen Basis eindeutig festlegen wiirde. Erst durch Vergleich der Ausdriicke
fiir hohere Momente entsprechend Gleichung (2.217) zeigt sich, ob die Zuord-
nung der Raten k,, richtig gewéhlt wurde. Bei Temperatur 7" = 0 im Grenzfall
k — 0 erhalten wie fiir die Raten k,, entsprechend Gleichung (2.239) durch
direkten Vergleich

2K (—1)mHIAm Pt
b = > 1 - -
m ; p- | sin[r Kp;] (2.243)
{&yy =1

2m—1 2m 2K ;&
)

00 Si
[Tt s [ 3 ] T (2
0 j Te
7j=1

+ .
1<)

wobei wir 0.B.d.A. die erste Offdiagonalladung &; = +1 gesetzt haben, was
wir mit der Notation ) . symbolisieren. Explizit erhalten wir fiir die

ersten beiden Raten k; und ko die Ausdriicke

oK >

by = A2 sin[ﬁK]/ ds; sinfes;] (west) 2, (2.244)
€ o+

= 7Kl sin2nK|T[1 —2K], K<1. (2.245)

mit den umskalierten Variablen
A K
Ty =€S1, To= [— <i> ] . (2.246)

€ \W,
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Die Rate ky liefert den Ausdruck

ky = —7nKzjsin’[nK] sin[QwK]/ dzdxedrs sin[zy + 229 + 23]
0

T1 X3

2K
X .
(.%'1 —+ .%'2)(1'1 -+ i) -+ .Tg)l‘g(l’z -+ .%'3):|

(2.247)

Erst kiirzlich gelang es, dieses Integral analytisch zu berechnen, wobei das
Resultat mit den Vorhersagen aus der Bethe-Ansatz Rechnung im néchsten
Abschnitt mittels Gleichung (2.251) tibereinstimmt [7].

2.9 Bethe-Ansatz Rechnung

In einer richtungsweisenden Arbeit [47] wurde gezeigt, dass fiir das Bounda-
ry Sine-Gordon Modell eine selbstduale Losung fiir den Transport existiert.
Dabei besitzt die normierte Mobilitdt M bei der Temperatur 7' = 0 die
selbstduale Form [1, 6]

MK, S)=1-M(3,5). (2.248)
Eine Storungsreihe fiir die Mobilitat M liefert dort die Entwicklung
(=) IT[B) T[Kn + 1] /€ \ 2(Kn-n)
M= <_> , 2.249
mz_l n! [[Kn+3—n] \¢ ( )

Der Parameter ¢, entspricht dabei in der vorangegangenen Notation dem

Wert

— 2K—-2 —
ook 22 2K’7T2A2 ( € ) ) 7T2 22 2K (2250)

O T TRLE g ~ 0TR[]

Entsprechend Gleichung (2.239) erhalten wir fiir die Raten &, den Ausdruck

(—1)n1 F[%} [[Kn+1] ( € )2(Kn—n) |

Ky,
(n—1)! T[Kn+3—n]

— 2.251
< (2251)
Fiir fraktionales K lassen sich diese Raten durch hypergeometrische Funktio-

nen aufgrund der Produktformel der Gamma-Funktion ausdriicken. Mittels
der fraktionalen Ableitung

. 1 [
Djvg" = —/ dtt* (g =)V = e g (2.252)
¢ Lly] Jo ]
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entsprechend Gleichung (2.149) kénnen wir dies in der einfachen Form

(=)™ " €0 137 -2 (d)n K
k, = —————T|2|D;*(— ) ¢" 2.253
e P ) 2559
darstellen. Dies liefert fiir die Mobilitdt nun den Ausdruck
1 o _1)n—1 d n
M = q T[] D> ( (—) gkn 2.254
HED Byl r e (2.254)

Das Verhaltnis der beiden Gamma-Funktionen auf der rechten Seite von Glei-
chung (2.252) lésst sich auch durch ein Konturintegral in der folgenden Forn
darstellen [1, 52]

Ay am Il —y] _ _ _
rx—1 rx—1 1 x 1
D.,Yq = —5 /Cdz 2 =1 gty (2.255)

und fithrt nach der Summation iiber n zu der Darstellung

[N

q=(¢/€0)?

(2.256)

M = q’%F[%} D

1 d 1 q
27 Je “\r 1 (g2)5X +q(z—1)

wobei die Kontur C bei z = 0 beginnt, den Schnitt bei z < 1 gegen den
Uhrzeigersinn umféahrt und bei z = 0 endet.

In analoger Weise kann die Mobilitdt direkt durch ein Konturintegral
ausgehend von Gleichung (2.249) dargestellt werden Aus dieser Darstellung
kann nun eine konvergente Reihe fiir K > 1 und K < 1 abgeleitet werden,
wobei die Dualitdt entsprechend (2.248) automatisch erhalten bleibt [1, 6].

2.10 Zustandssumme

Die Summe iiber alle Pfade (also das Pfadintegral ¢ Dg) geht nach der Vorar-
beit in vorigen Abschnitt in eine Integration iiber alle erlaubten Sets von La-
dungen u; und einer Integration iiber alle dazugehérenden moglichen Sprung-
zeiten 7; iiber. Formal schreiben wir dies also folgendermaflen,

qu o i 3 ﬁ [/Omdn} 5(%% . hﬁ) . (2.257)

n=0 {u;}’ 1=0

Die Summe iiber alle moglichen Ladungskonfigurationen (s} wird dabei
eingeschrankt durch die Randbedingung (2.68); im Ladungsbild entspricht
dies der Forderung nach Ladungsneutralitiat. Die Delta-Funktion erfiillt dabei
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die Forderung ), 7; = hf. Fiir das generierende Funktional Z[\] erhalten wir
mit Gleichung (2.67), (2.96) und (2.162) fiir das Schmid-Modell im Tight-
Binding Limes die Form*

Zstg = §<%>2m/o Ao - - /dT1 ZeXp[_)‘Z@T]]

&
X exp [Zg - gj} . (2.258)
j>i

Im ohmschen Grenzfall erhalten wir daraus entsprechend Gleichung (2.130)

hs

Zstg = é(%ym/o dTQM"'/ dry ZeXp[_)‘Z@T]]

{&i}

X eXp[Z@ﬁ] 2K In {hﬁ; i [h%(n—fj)]}}. (2.259)

J>i

Diese Gleichung wird uns im néchsten Abschnitt nochmals begegnen.

4 Der Parameter A kann auch einer linearen Kraft entsprechen, wie schon im ersten
Abschnitt verdeutlicht wurde. In diesem Fall werden Erwartungswerte von Momenten der
Systemkoordinate ebenfalls durch Ableitung nach dem Parameter \ erzeugt.



Kapitel 3

Identifikation dissipativer
Modelle mit bekannten
Feldmodellen

In diesem Kapitel werden wir verschiedene Zusammenhénge und Abbildun-
gen von dissipativen Modellen auf andere Modelle behandeln. Eine Identifi-
kation dquivalenter Modelle kann dabei auf verschiedenen Ebenen erfolgen.
Lasst sich die Hamiltonfunktion des einen Modells auf ein anderes Modell
transformieren, so hat man eine direkte Abbildung und die beiden Model-
le sind identisch. Man kann jedoch auch die Zustandssumme oder Korrela-
tionsfunktionen verschiedener Modelle betrachten und vergleichen. Da alle
relevanten physikalischen Gréflen aus der Zustandssumme oder den Korrela-
tionsfunktionen abgeleitet werden konnen, besitzen Modelle mit identischer
Zustandssumme dieselben observablen Groflen. Ein bekanntes Beispiel dafiir
ist die Bosonisierung in 2 Dimensionen. Betrachtet man die Wirkung der fol-
genden freien und masselosen Modelle fiir Fermionen Sg bzw. Bosonen Sy in
2 Dimensionen,

S00) = [ i), 00). w:(m)), (3.1)

Sa(6) = / & (0,6)? (3.2)

so findet man, dass folgende Erwartungswerte des bosonischen bzw. fermio-
nischen Modells identisch sind

(1T s lrtots) - otz
¢ ren.

J
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= (2m)™ <H E(xj)R(:vj)R(x})L(x})> : (3.3)
J W

Dies ist ein sehr erstaunlicher Zusammenhang, welcher auf 2 dimensionale
Systeme beschréinkt ist und es erlaubt, fermionische auf bosonische Modelle
und umgekehrt abzubilden. Dabei kann entsprechend der obigen Gleichung
die folgende Zuordnung vorgenommen werden,

exp [iVidrg(x)] =  L(z)R(x),

exp|—iVirg(x)] =  R(z)L(z), (3.5)

sofern man darunter eine Identitdt von Erwartungswerten des bosonischen
(3.2) bzw. fermionischen (3.1) Modells versteht [28, 30, 31]. Diese Zuordnung
kann auch auf der Ebene des Hamiltonian erfolgen. Nimmt man beispielswei-
se das Luttinger-Liquid Modell, welches ein eindimensionales Elektronengas
mit linearisierter Dispersionsrelation an der Fermi-Kante modelliert, so findet
man, dass es fiir das fermionische Modell elementare Anregungen und damit
Pseudoteilchen gibt, welche sich bosonisch verhalten und aus einer Kombina-
tion aller Fermionen besteht. Der fundamentale Unterschied von Modellen in
einer Raumdimension zu Modellen in hoherdimensionalen Rdumen besteht
darin, dass im ersten Fall die Fermikante aus zwei isolierten Punkten besteht,
wiahrend im zweiten Fall es sich um topologisch zusammenhingende Hyper-
flichen handelt. Fiir niederenergetische Elektronenanregung an der Fermi-
Kante gibt es daher im eindimensionalen Fall keine Freiheitsgrade. Aus die-
sem Grund miissen solche Anregungen notwendigerweise Vielelektronenpro-
zesse entsprechen [31, 32].

3.1 Das harmonische Bad als Gauf3-Modell

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie das harmonische Bad aus
Gleichung (1.6) mit dem GauBl-Modell

H = %/0 ds TI%(s, ) + k*(0s(s, 1)) + QPp(s,1)? (3.6)

in Zusammenhang gebracht werden kann, wobei hier noch ein Masseterm

mit der Masse € hinzugefiigt wurde!. Durch eine Fourier-Transformation

mit der entsprechenden Matusbara-Frequenz v, = %’ra und einem reellen

'Das GauB-Modell wird im Allgemeinen ohne einen solchen Masseterm definiert.
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Skalierungsterm m, > 0 in der Form
—ilVa S

1 e
I(s,t) = Nes > Vo

1

~ VAL,
finden wir fiir das Gaufl-Modell die Darstellung

Pu(t) (3.7)

(s, 1) = 7 Ve Qult) (3.8)

H = i i {thma[ﬁuijtﬂ?]@a(t)@a(t)}. (3.9)

a=—00

Als Badoszillatorfrequenzen w,, finden wir die Beitriage

w?=rV2+ 0. (3.10)

o —

Da der Term {2 eine untere Schranke fiir die Badfrequenzen darstellt, miissen
wir diesen Term Null setzen. Dies wiederum zwingt uns, den Gleichstroman-
teil

B 1 Ls §) =
m_\/z/()dn() 0, (3.11)

des Feldes II(s, t) ebenfalls Null zu setzen, da entsprechend Gleichung (3.9)
mit 2 = 0 zu dieser Mode eine verschwindende Badfrequenz mit wy = 0
gehort. Der Gleichstromanteil des Feldes ¢(s, t) entkoppelt vollkommen und
es kann daher eine Eichung, z.B. ()9 = 0 vorgenommen werden. Dieser Punkt
findet weiter unten in diesem Kapitel noch genauere Beachtung.

Gleichung (3.9) entspricht nun formal schon fast der gesuchten Form des
Badhamiltonian (1.6). Allerdings miissen wir noch fordern, dass die Badener-
gie reell und positiv definit ist. Dies fithrt auf die Bedingung

Qa(t)" = Q-alt) ,  Pualt)” = Pal(t) (3.12)

wodurch die Felder II(s,t) und ¢(s,t) reellwertig definiert werden und das
Gauss-Modell nun eine positiv definite Energie besitzt,

1

H = 5%{%+maﬁ2u§@a(t>ﬁ}. (3.13)

Fiir die reellen Felder I1(s, ) und ¢(s,t) erhalten wir daher die Zerlegung

(s, t) = Z {% cos[Vys] + \]/D% sin[l/as]} , (3.14)
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= Re[g\/%e—%ﬂ, (3.15)

(s, t) = Z{ % Q. (t) cos[vas] + \/@Qg(t) sin[l/as]} , (3.16)

a>0

- w0y o

a>0

Weiterhin lesen wir aus Gleichung (3.13) direkt ab, dass der Real- und Ima-
gindrteil der Koeffizienten ), und P, voneinander entkoppelt vorliegt. Fiir
die Felder Il(s,t) und ¢(s,t) bedeutet dies eine Zerlegung nach gerader bzw.
ungerader Paritét,

(s, t) = (s, ) +2H Z \/_ cos[vys] (3.18)
I°(s,t) = (s, ?) _2H Z \/_) sinfv,s| , (3.19)

und die entsprechende Zerlegung fiir das Feld ¢(s, ).
Fiir die Lagrange-Funktion L des Bades erhalten wir somit

L= %/0 ds (0,0(s,1))* — K*(0s0(s,1))* . (3.20)

Dadurch ergibt sich die Wirkung S des Bad-Modells zu

1 L T
-; / s / dt ¢(s,1) (9 — K20) 6(s,1) (3.21)

wobei wir die Randbedingung ¢(s = L) = ¢(s = 0) entsprechend Gleichung
(3.16) genutzt haben.

Im weiteren betrachten wir dieses Badmodell in Imaginérzeit. Dadurch
nimmt die Wirkung die Form

L h8
SE = %/0 ds/o dr ¢(s,7) (02 + K20?) ¢(s, T) , (3.22)
- _% ¢(8,7')~B(8,7'|S/,7'/)~Q5(S/,7'/) ) (323)

mit einem Integralkern B(s, 7|s’,7’") der Gestalt
B(s,7|s',7") = —6(s — 8')0(1 — 7') (0% + K*02) (3.24)

all.
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Der Inverse Operator von B(s,7|s’,7") besitzt nach Gleichung (A.25),
(A.26) in der Spektraldarstellung des relevanten Funktionsraumes? mit dem
Matsubara-Frequenzen k,, = 27n/(h3) und v, = 2ra/L die Form

. L s~ eplibalr — P ewlivals = )] g o)

(S T‘S T) hﬁL{ 4 kTQL + I{2V§l 5

und entspricht damit dem Propagator des Gauf-Modells auf der euklidischen
Fliache 7 € [0,hf], s € [0, L]. Der Prime in der obigen Gleichung an den
Summanden soll daran erinnern, dass wir nicht {iber den Term mit o = 0
und n = 0 summieren, da die dazugehorige Eigenfunktion dem Eigenwert
Null entspricht. Die physikalische Bedeutung wurde nach Gleichung (3.9)
diskutiert. Man beachte, dass der inverse Integralkern (3.25) automatisch re-
ellwertig vorliegt, da die Eigenwerte nur quadratisch in  und n eingehen.
Der Nullraum des Operators B wird durch alle harmonischen Funktionen
beschrieben. Dadurch ist der inverse Operator nicht eindeutig, sondern es
kann eine beliebige harmonische Funktion dazuaddiert werden. Dadurch las-
sen sich wie schon zuvor Randbedingungen erfiillen. Als Fundamentallésung
bezeichnet man oft die Greenfunktion (B~!), welche fiir den Quellpunkt s, 7
bzw. den Aufpunkt s’,7" auf dem Rand des zu betrachtenden Gebiets ver-
schwindet. Kennt man diese Fundamentallosung, so lédsst sich mit Hilfe des
Greenschen Integralsatzes eine Vorgabe an die Greenfunktion auf dem Rand
explizit konstruieren. Mehr dazu folgt im Text weiter unten. Im Falle von
Gleichung (3.25) finden wir dafiir sofort die Darstellung

, (3.26)

[ik,7] sinlik . s
B (s, 7|5/, 7) hﬁL Z sin[ik, 7| sin[ik, 7’| sin[iv,s] siniv, s']

k? + /<;21/2
{a,n} n o

Eine explizite Darstellung in Form von elliptischen Funktionen und eine Be-
handlung der Gleichung (3.26) findet man in [36]. Bevor wir diesen Propa-
gator B~!(s,7|s’,7') in Abschnitt 3.5 im Zusammenhang mit dem Boundary
Sine-Gordon Modell auswerten, werden wir im folgenden Abschnitt zunéchst
einige interessante Details des Gaufl-Modells besprechen.

2 Eigenfunktionen u(s,7) zum Integralkern B(s,7|s’,7’) mit B(s,7|s’,7')-u(s',7") =
Au(s,7) kann man iiber einen Produktansatz der Form u = S(s)T(7) ermitteln. Das
vollstéindige System, aufgebaut durch die Funktionen ¢; exp[ikz] ® ¢ expliwT] mit ¢1,co €
C liefert Eigenfunktionen mit Eigenwert A\ = ¢?(kk)? + c’w?. Eigenfunktionen mit nega-
tivem Eigenwert, beispielsweise exp[pz], lassen sich dadurch auf einem endlichen Intervall
ebenfalls durch eine Fourierreihe darstellen.
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3.2 Das Gau3-Modell

Das GauBlsche Modell spielt eine entscheidende Rolle bei der Abbildung des
harmonischen Bades auf ein Feldmodell. Trotz seiner Einfachheit besitzt die-
ses Modell viele nichttriviale Eigenschaften, welche im Folgenden kurz vor-
gestellt werden [26, 27, 28, 29, 30].

Im weiteren Verlauf betrachten wir zuerst das Gau-Modell auf der nicht-
beschriinkten Fliche 2 € R? mit der dazugehérenden Wirkung

2 2
L(z,y) = 0*(z —y) (0" +m?) (3.28)

Sle] = 1/dQl’ (Bud(2))* + m?¢(x)* = 1625(90)-L(93,y)-cb(y), (3.27)

wobei ein moglicher Randterm im Unendlichen vernachléssigt wurde. Den
Faktor k aus dem letzten Abschnitt erhélt man einfach durch Umskalierung
der Koordinate x5. Die 2-Punkt Korrelationsfunktion, also der Propagator
des Modells, besitzt die aus Abschnitt 1.4.6 bekannte Form

Aw) = (oo = L7(w0) = o [a s 29)
= = Ko(mlal) (3.30)

mit der Besselfunktion K, welche im Grenzfall m — 0 das folgende Verhalten
aufweist [51, 53],

, N 1 me’lzl] 1 3

lim A(z) ~ —5—In [T} = —5=Infla] . (3.31)
Mit v = —¢(1) =~ 0,577 wird die sogenannte Euler-Konstante bezeichnet,
wobei 9(x) die Digamma-Funktion I"(z)/I'(z) darstellt. Abbildung 3.1 zeigt
das Verhalten des Propagators fiir kleine Abstédnde. Die gestrichelte Linie
reprasentiert dabei die Naherung (3.31). Die 2-Punkt Korrelationsfunktion
(3.29) weist sowohl eine IR-Singularitét (|p| — 0) bei verschwindender Masse
m = 0 als auch eine UV-Singularitit (|p| — oco) an der Stelle x = 0 auf. Ein
Cutoff fiir Impulse |p| > A behebt die UV-Singularitéit und entspricht einer
Diskretisierung, also einem Gitter im Ortsraum. Die Gitterkonstante a lésst
sich durch den Cutoff Parameter A ausdriicken. Mit der Forderung nach
periodischer Fortsetzung im Impulsraum erhalten wir a = 27 /A. Ebenso
ldasst sich die IR-Singularitét durch einen Cutoff im Ortsraum fur |z| > R
beheben, was umgekehrt im Impulsraum nun zu einer Diskretisierung mit der
Konstanten b = 27/R ~ m fithrt. Der Grund fiir die IR-Singularitéit liegt
darin, dass die Verschiebung der Amplitude um einen konstanten Faktor
o(z) — ¢(x) + C die Wirkung nicht dndert. Durch den Cutoff A > 1 im
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Abbildung 3.1: Der Propagator des 141 dimensionalen GauB-Modells ist durch die Bes-
selfunktion Ko(m|x|) gegeben. Im Grenzfall m — 0 findet man fiir die Besselfunktion
das asymptotische Verhalten entsprechend Gleichung (3.31), welche hier durch die ge-
strichelte Linie reprasentiert wird.
i3

[x x

\\\

R/

;\\“

i =
| |
\ \
\ | \
| — 1 |
\ ‘ \
\ \
\ \
\ \
| —

Abbildung 3.2: Ein Impuls-Cutoff an der Stelle [p| = A fiihrt zu einer Diskretisierung
im Ortsraum x mit der Gitterkonstante a = 27 /A und behebt die UV-Singularitat. Ein
Cutoff im Ortsraum an der Stelle |x| = R behebt die IR-Singularitat und fiihrt wiederum
im Impulsraum zu einer Diskretisierung mit der Gitterkonstante b = 27/ R.

Impulsraum bekommen wir einen renormierten Ausdruck fiir den ansonsten
UV-divergenten Propagator an der Stelle x = 0 der Form,

1 , 1 1. m
Ip|<A

Damit ldsst sich nun ein Propagator schreiben, welcher im Limes |z| — 0 die
obige Form besitzt und die allgemeine Form (3.29) erhalt,

Alz) =~ ELEW [m? + (A2 + |2*)] = LW {i} : (3.33)

47 4 @+ |x|?

wobei in der zweiten Gleichung die Gitterkonstante a < 1 und die Lénge
R > 1 im Ortsraum verwendet wurde. Diese zweite Form wird héufig in der
entsprechenden Literatur verwendet.
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Mathematisch kann man dazu anmerken, dass man fiir alle einfach zuam-
menhingenden und beschrinkten Gebiete G auf R? den dazugehérigen Pro-
pagator Ag(z1,xe|2), 4) sofort angeben kann, welcher auf dem Rand 0G
verschwindet. Dazu bildet man den Raum R? auf C mittels z = z1 + iz
ab und sucht eine konforme Abbildung f(z), welche das Gebiet G auf den
Einheitskreis abbildet, wobei der Aufpunkt ', 27, in den Ursprung abgebildet
wird. Dass dies immer gelingt, ist die Aussage des berithmten Riemannschen
Abbildungssatzes. Hat man eine solche konforme Abbildung f(z) gefunden,
so lautet der dazugehorige Propagator einfach [54]

/ / 1
Ao, zal}, 74) = —5—In|f(2)] . (3.34)

Fiir das obige Beispiel eines Propagators auf dem Kreis mit Radius R finden
wir die konforme Abbildung f(z) = (¢ — 2’)/ R, womit wir sofort Gleichung
(3.33) im Grenzfall @ — 0 reproduzieren, wo wir den Aufpunkt 2’ entspre-
chend Gleichung (3.29) Null gesetzt haben. Dies werden wir im néchsten
Abschnitt genauer untersuchen.

Interessanterweise besitzt nun das Modell (3.27) trotzdem wohl definier-
te Erwartungswerte. So findet man sofort den trivialen Propagator fiir die
Gradienten des Feldes,

(0u0(2)0,6(0)) = 8, 0°() . (3.35)

Von besonderem Interesse ist nun der Erwartungswert der Vertex-Funktionen
explifo(x)]. Aufgrund der gauBschen Form finden wir Erwartungswerte im
Exponenten einfach in Analogie zu Gleichung (1.284) und (1.285) durch das
Funktionalintegral mit dem Quellterm n(z) =iy_; B, 0*(z; — ),

% /ngexp ——/d2 { (0,0(x —1—225] Jo(x )}]
<HeXp [iB;¢(x;) > Hexp[ BiﬁjA(xi—xj)]. (3.36)

Unter Verwendung der Darstellung (3.33) erhalten wir

B2 BB

B R2
11

iy a? + (z; — xj)?

RQ

(e liso@)) = 1|

: 11 a2
] A

(3.37)

Im ersten Term steht im Exponenten die Summe

Zﬁ? = (Zﬁi)Q - Zﬁzﬂj : (3.38)

]
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Durch diese Aufspaltung erhalten wir
(Z;8)° Bif;
R2

<H€XP [i5j¢($j)]>: = T 11 .

2 )2
j #jajt(xl z;)

(3.39)

Im masselosen Grenzfall m = 0, d.h. R — oo geht der erste Term auf der
rechten Seite gegen Null und der gesamte Erwartungswert verschwindet nur
dann nicht, wenn die Bedingung

> Bi=0 (3.40)

erfiillt wird. Dies ist eine starke Einschrankung der Erwartungswerte und
stellt eine sogenannte Superauswahlregel dar, die wir im Folgenden ausniitzen
werden. Selbst bei einem endlichen R wird ein Erwartungswert mit einer
Gesamtladung Q = 3, 8; um einen Faktor (R/a)~9"/*") gegeniiber einem
neutralen Erwartungswert mit () = 0 unterdriickt.

Im Limes a — 0 erhalten wir daraus mit Gleichung (3.38) und der Be-
dingung fiir Ladungsneutralitéit (3.40)

: : CH _ BBy
tim ( [Texpligio(e)]) = 65,0 [Tlal™ T loi—al 5 . (341)
j i i
zi;éz]-

Betrachtet man die Koeffizienten 3; als Ladungen, so tragen nur neu-
trale Ladungskonfigurationen zu von Null verschiedenen Erwartungswerten
bei. Die obige Ladungsneutralitit garantiert auch die Erhaltung der oben
angesprochenen Symmetrie ¢(x) — ¢(x) + C' in den Erwartungswerten, da
ansonsten aus Gleichung (3.39) ein zusétzlicher Faktor

(Texplisoel) =2 (T expliso(e)]) (exp iC Y- 5]) (3.42)

J J

< (Lo lisiota)) (3.43)

auftreten wiirde, welcher bei Ladungsneutralitdt jedoch verschwindet. Die
Forderung der Ladungsneutralitit ist also zwingend notwendig, um die In-
varianz unter der Transformation ¢(x) — ¢(x) + C zu garantieren. Da ein
endlicher Cutoff diese Invarianz zerstort, gilt die Forderung nach Ladungs-
neutralitdt streng nur im Grenzfall R — oo, was durch Gleichung (3.39)
deutlich wurde. Da der Propagator aus Gleichung (3.35) fiir den Gradienten
des Feldes ® invariant unter der obigen Verschiebung ist, ist dieser gerade
wohl definiert und frei von Divergenzen.
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Mit der Renormierungskonstante Z; definieren wir nun die (renormierten)
Vertex-Operatoren Vg, (z;) mit dem Impulscutoff A = 27 /a,

i A\ B2/ (8n)
Va(w) = 2ot |z~ () (3.44)
™
und damit deren Erwartungswerte
BiBj
(TIVa@)) = dxso T loi—al = . (3.45)
i i)

@it

Ein n-facher Erwartungswert faktorisiert also in 2-Punkt Korrelationsfunk-
tionen der Vertexfunktionen, wobei nur global die Ladungsneutralitit ge-
wahrt werden muss.

Die obigen Betrachtungen und im speziellen die Ladungsneutralitét (3.40)
folgte durch den Limes R — o0, also durch die Betrachtung einer unendlichen
Flache. Wie wir von der Abbildung des Bades auf das Gaufl-Modell wissen,
tritt dort jedoch eine endliche Fliche mit 7 € [0,45] und = € [0,w.] auf.
Wir wollen nun also diesen Fall betrachten. Dabei werden wir eine spezielle
Symmetrie des Gau-Modells kennenlernen; die Symmetrie unter konformen
Abbildungen.

Mithilfe der Vertex-Operatoren kann im Prinzip nun ein beliebiger Erwar-
tungswert einer Funktion M (¢) berechnet werden, da die Vertexfunktionen
die Vollstandigkeitsrelation erfiillen. Wir kénnen also analog zur Fourier-
transformation M (¢) durch

M) = [ase i) (3.46)

ausdriicken. Der Erwartungswert (M (¢)) ergibt sich dann durch Erwartungs-
werte der Vertex-Operatoren. Ein solches Beispiel werden wir weiter unten
in diesem Kapitel noch kennnenlernen.

3.2.1 Transformation der Korrelationsfunktion unter
konformen Abbildungen

Wir betrachten nun das Gauf-Modell auf einem Gebiet 7,2 € A. Da eine
Umskalierung von z und 7 nun auch die Integrationsgrenzen transformieren
wiirde, macht es die Einfiihrung der reellen Konstanten p und ¢ notwendig.
Die Wirkung besitzt somit die allgemeine Form

St = 5 [ drde 0.0 + (020 (3.47)

= %/Adex%(ar(ﬁ)?—l—’U(azqﬁ)?’ a=./po, v=+/o/p.(3.48)



3.2. Das GauB-Modell 179

Bei einem Ubergang zu den umskalierten Variablen 7 — 7//v, * — oz
verschwindet der Faktor v génzlich. Wir nutzen nun die Moglichkeit der kom-
plexen Darstellung der 2-Dimensionen x und 7 durch die Koordinaten z und
z, welche in der Literatur auch als Lichtkegelkoordinaten bezeichnet werden,

z = THiz/v, (3.49)
zZ = 1T—ix/v. (3.50)

Fiir die partiellen Ableitungen finden wir entsprechend?

o = 9, = %(aT - waz) , (3.51)
9 = 0= %(aT +fwax> , (3.52)

womit sich aus der Kombination
400 = 40 =v'0.2 +v0,” (3.53)

gerade der entsprechende Integralkern zur Wirkung (3.48) und somit der dem
Modell entsprechende deformierte Laplace-Operator ergibt. Das Integralmafl
transformiert sich unter der Transformation (3.49) folgendermafen,

21

dz A dz = (d7 +idx/v) A (AT —idx/v) = » (dr Adx) . (3.54)
Fiir das invariante Flachenelement d) erhalten wir somit
dQ = dr Adz = % (dz A dZ) = /g (dz A dZ) (3.55)

wobei g die Determinante des metrischen Tensors g bezeichnet, welche in
Kiirze ndher behandelt wird. Damit bekommen wir fiir das GauB-Modell
(3.47) die einfache Darstellung

Sl¢] = ia /A (dz A dZ) (99) (Bp) = —ia /,4 (dz A dZ) p B0 ¢ . (3.56)

Fiir die klassische Bewegungsleichung fiir das Feld ¢(z,Z) finden wir sofort die
Bedingung (Integrabilititsbedingung) dd¢ = 0, sofern das Feld bzw. dessen
Gradient am Rand verschwindet oder periodische Randbedingungen vorlie-
gen, wie auch fiir die rechte Seite von Gleichung (3.56) vorausgesetzt wurde.
Die Bedingung d¢ = 0 (0¢ = 0) entspricht der Bedingung for holomorphe

3Der Fall v = 1 liefert die sogenannten Poincaré-Operatoren. Fiir eine holomorphe
Funktion gilt df(z) = 0, wihrend eine antiholomorphe Funktion df(%Z) = 0 erfiillt. Diese
Bedingung rechtfertigt die Schreibweise einer holomorphen Funktion f(z,Z%) in der Kurz-
form f(z) und entsprechend f(Z) fiir eine antiholomorphe Funktion.
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(antiholomorphe) Funktionen. Die allgemeine klassische Losung setzt sich da-
her aus einem holomorphen Anteil ¢(z) und einem antiholomorphen Anteil
¢(%) additiv zusammen.

Um die Abbildung (3.49) auf Lichtkegelkoordinaten besser zu verstehen,
betrachten wir die Metrik g,

g=dr®dr +dzr®dz. (3.57)

Indem wir Gleichung (3.49) benutzen, finden wir
1 _ v -
dr = é(dz +dz), dz= 2—(dz —dz). (3.58)
i

Dies liefert fiir die Metrik g den Ausdruck

1— o2 1+ 02
4” (dz@dz+d§®d§>+ v

g= (az@dz+dz@dz), (359

welche in Matrixnotation die folgende Form besitzt,

1 1—v2 1402
{9i} =~ 2 4 o | =8, (3.60)
4\ 14+v° 1—w
Y 1 [ 0?2—1 v241 _
{g]}:ﬁ(vzjtl v?—1 ) =g (3.61)

Fiir das Skalarprodukt (z'[z?) finden wir mit dieser Metrik den korrekten
Ausdruck
1.2 1—v*r ) 5, 5 1+0° 7 15 = »
(z'|z%) = T(z z +2122>—|—T<z 22—|—zlz>, (3.62)
= TIT2 +T129 . (363)

Indem wir die Variable z = |z|e®* durch die Amplitude |z| und die Phase ¢,
darstellen, erhalten wir fiir das obige Skalarprodukt

2 1_1)2

2

v
———cos[p,1 — @.2] + cos[p.1 + p.2]| . (3.64)

1
('2%) = 12'112°] | —5

Fiir v = 1 erhalten wir sofort das gewohnte Skalarprodukt. Eine geome-
trische Interpretation der Lichtkegelkoordinatentransformation (3.49) findet
man teilweise in [28, 29, 50, 54, 55].

Die Determinante von g liefert einen konstanten Term

g=detg] = —v*/4, Jg=i-. (3.65)

| <
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Somit erhilt man fiir den Laplace-Operator in Lichtkegelkoordinaten aus
der allgemeingiiltigen Form [55]

Af = 1gI70i(19]"g"0;f) | (3.66)
den folgenden Ausdruck

”2_1<aa+55) v 1

A:

(aa+aa) =02+ . (3.67)

v

Das invariante Fliachenelement d{2 schreibt sich somit in der aus Gleichung
(3.55) bekannten Form

dQ = /g (dzNdZ) . (3.68)

Im weiteren bendtigen wir die folgende zweidimensionale Darstellung ei-
ner Delta-Funktion,

) 1 €2
0*(z,y) = 8(x) 6(y) = Jim, e (3.69)

Die Richtigkeit dieser Darstellung sieht man sofort, indem man zu Polarko-
ordinaten iibergeht,

/dxdyé(x )f(z,y) = lim /dR/ d<be<b <

e—0t R2 + 62 ’
(3.70)
Die dabei auftretende Distribution liefert
€2 0 R#0
i R2+62_{1 R=0 (3.71)
Somit erhalten wir fiir Gleichung (3.70) nach partieller Integration
/ do (R =0,6) = f(R=0), (3.72)

da f(R =0, ¢) von ¢ nicht abhéngt, erhalten wir fiir Gleichung (3.70) sofort
das gewiinschte Ergebnis f(R=0) = f(z=0,y=0).

Mit diesem Resultat erhalten wir direkt die entsprechende Deltafunktion
in der komplexen Ebene durch Anwendung der Relation (z — w)(Z — w) =
Relz — w]? + Im[z — w]?,

1 €2

5°(Re[z — w], Im[z — w]) = el_igﬁ o [(z —w)(Z — W) + €2]2

(3.73)
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Aus der Gleichung (3.55) erhalten wir fiir die Transformation (3.49)
§(z—w)d(z—w) = g ?6*(Relz —w],Im[z — w]) , (3.74)

v €2

R [ T e (875)

Dies garantiert die notwendige Transformationseigenschaft

/@zAﬁaﬂ@a5@w@y:/@TAmgﬂﬂ@5um@y (3.76)

Die bekannte Cauchy-Integralformel fiir holomorphe Funktionen f(z) auf
dem Gebiet z € Q lautet [54]

1) = 5 [ e ! € (3.77)

Unter Verwendung der Stokes-Green Beziehung

AJ:Lm (3.78)

in der Notation der Differenzialgeometrie liefert dies mit der 1-Form

_ 1 fE
w—%ﬁ—z

und der dazugehoérenden Differenzialform 2. Grades (totales Differenzial)

de (3.79)

_ 1 o] rE) z
fiir eine holomorphe Funktion® f(£) die Darstellung
o G N
10)= g [ = [aendro . e

und damit eine weitere Darstellung einer zweidimensionalen Delta-Funktion
in der Form

19 1 19 1
20z z—w 2mi 0z EZ—W
Man sieht sofort ein, dass fiir z # w Gleichung (3.82) verschwindet, da 1/(z—

w) fiir z # w eine holomorphe Funktion darstellt. Betrachtet man Gleichung

(3.82) als den Grenzfall
li 19 (z —w)
0 277 Oz (z—w)Z—w)+€e’

oz f(g) =0.

(2 —w)

(3.82)

(3.83)
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so erhélt man wieder die aus Gleichung (3.75) bekannte Darstellung mit der
Parameterwahl v = 1.

Gleichung (3.77) kénnen wir nun auf nichtholomorphe Funktionen h(z)
verallgemeinern. Eingesetzt in Gleichung (3.78) erhalten wir unter Anwen-
dung von Gleichung (3.82) den Ausdruck

1 h(§) 1 -1 0
) = g [ a6 - o [aendd = Zne). (389
welcher eine Verallgemeinerung der Cauchy-Integralformel (3.77) darstellt
und fiir eine holomorphe Funktion (9f(¢) = 0) auf dem Gebiet Q diese
sofort reproduziert, da in diesem Fall der Term 0 h(¢) verschwindet.

Wir berechnen nun noch einmal die Greenfunktion (3.33) in den Licht-
kegelkoordinaten. Die Definitionsgleichung fiir die gesuchte Greenfunktion G
lautet in den urspriinglichen Koordinaten x und 7 folgendermafen,

(v 102 +v02) Gz, 7|2, 7') = §(x — 2/)o(r — 7). (3.85)

Integriert man iiber das Gebiet A, wobei der Punkt (2, 7’) in A liegen soll, so
erhélt man auf der rechten Seite sofort eine Eins. Diese Eigenschaft muss nun
auch beim Ubergang zu neuen Koordinaten erhalten bleiben. Fiir die Licht-
kegelkoordinaten z und Z erhalten wir daher die zu Gleichung (3.85) aqui-
valente Bestimmungsgleichung unter Anwendung der Transformation (3.53)
und (3.55),

/dQ 4v10,0:G(z, Zlw, W) =1, (3.86)
A

beziehungsweise lokal in der Form
Vg4 1 0,0: G(z,Z|lw, W) = 6(z — w)d(Z —w) . (3.87)

Die Greenfunktion ist also mit Ausnahme der Stelle z = w,Z = W eine har-
monische Funktion u mit 0,0; v = 0. Diese Bedingung wird von allen har-
monischen/antiharmonischen Funktionen erfiillt. Mit der Darstellung (3.74)
finden wir nach der ersten Integration iiber Z,

1 2
9, G(z, 7w, @) = lim — ‘ (3.88)

e—0t 4 (Z—w) (z —w)(Z—w) + €2’

wobei wir eine beliebige holomorphe Funktion f(z) hinzuaddieren kénnen.
Die Integration iiber z liefert dann das aus Gleichung (3.33) bekannte Resul-
tat

R

Z—Ww

In

R? v
o

v
G(z,zlw,w) = lim — 1
(22w, ) = i I e S T &

(3.89)
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wobei die Integrationskonstanten wieder so gewéhlt wurden, dass die Green-
funktion auf |z — w| = |R| verschwindet. Da es aufgrund der Mittelwert-
eigenschaft harmonischer Funktionen keine holomorphe bzw. antiholomor-
phe Funktion bzw. harmonische Funktion® ausser f = 0 gibt, welche auf
|z — w| = |R| verschwindet, gibt es hier keine weiteren Freiheitsgrade und
die Randbedingung fixiert die Greenfunktion eindeutig. Eine Greenfunktion,
welche auf |z| = R verschwindet, werden wir in Kiirze daraus ableiten.

Wir betrachten nun die Greenfunktion zu (3.47) auf einer beliebigen
beschrankten Fliche A [36, 54, 56]. Finden wir eine konforme Abbildung
w — z(w) des Gebiets w € A auf den Einheitskreis in der komplexen Ebene,
wobei ein beliebiger Aufpunkt 2’ in den Ursprung abgebildet wird, und der
Rand von A auf den Rand des Einheitskreises abgebildet wird, so ist die
Fundamentallosung G 4(w|w’) einfach gegeben durch [57, 58]

Ga(w|w!) = —% In |+(w)] = —%Reln[z(w)] | (3.90)

Das Problem besteht nun darin, eine solche konforme Abbbildung zu finden.
Der erste und im Allgemeinen schwierige Teil besteht darin, das Gebiet A
auf den Einheitskreis abzubilden. Dass dies prinzipiell moglich ist, ist die
Aussage dies beriihmten Riemannschen Abbildungssatzes [54]. In der Regel
wendet man sukzessive bekannte konforme Abbildungen an, welche aufgrund
der Gruppeneigenschaft wieder einer konformen Abbildung entspricht. Das
verbleibende Problem der Abbildung eines beliebigen Punktes w’ € A ist

wiederum trivial durch eine Mobius-Transformation der Form
/

z(w) =a= la| =1, (3.91)

ww—1"
zu erreichen. Diese Transformation bildet den Einheitskreis auf sich selbst ab,
wobei der Punkt w’ in den Ursprung w = 0 abgebildet wird, womit Gleichung
(3.91) die gesuchte konforme Abbildung darstellt. Der Faktor a = exp[i¢] mit
la| = 1 liefert eine zusitzliche Rotation des Einheitskreises um den Winkel
¢, was den Einheitskreis natiirlich invariant ldsst. Anders ausgedriickt ist
dieser Limes fiir Modelle gerechtfertigt, bei welchen der Rand des Systems
das eigentliche Verhalten des Bulk-Modells nicht beeinflufit.

Wir betrachten dazu nun zuerst das Beispiel eines Kreises mit Radius R,
wobei nun ein beliebiger Aufpunkt z’ innerhalb des Einheitskreises zugelas-
sen sein soll. Die Abbildung des Kreises mit Radius R auf den Einheitskreis
erfolgt trivialerweise durch z/R. Mit Gleichung (3.91) erhalten wir die Green-
funktion

Gr(z]7) = _1 In

2

R(z—7)
22— R?

5 Fiir eine harmonische Funktion f gilt Af = 0.

(3.92)
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Fiir |z] = R verschwindet nun Gg(z|2’) in der Tat, wie man leicht fiir z =
Rexpliarg z] nachrechnet. Im Grenzfall R — oo findet man fur |2Z'| < R
aus der letzten Gleichung wieder das Resultat (3.89), was daran liegt, dass in
diesem Grenzfall R — oo der Unterschied zwischen |z| = R bzw. |z —Z'| = R
fiir den Rand des Gebiets irrelevant wird.

Wir betrachten nun die Abbildung eines Streifens der Breite L auf einen
Kreis mit Radius R. Dies erreichen wir durch 3 bekannte konforme Abbil-
dungen

1. Abbildung des Streifens 0 < Im[w] < L auf die Halbebene Im[z] > 0
mittels der Abbildung z — e™/L.

2. Abbildung der Halbebene auf den Einheitskreis mittels z — z—;z

3. Abbildung des Einheitskreises auf sich selbst und Abbildung des Punk-

. . —
tes w’ in den Ursprung mittels z — 5%,
ww’'—1

Wihrend die erste Abbildung trivial ist, erkennt man das Verhalten der zwei-
ten Abbildung nicht sofort. Geometrisch sieht man jedoch leicht ein, dass
|lw+ w'| > |Jw — w'| gilt. Mittels einiger Umformungen findet man fiir den
Betrag des Bildes der zweiten Transformation

—1 41
woil_ fy o Al . (3.93)
w1 Re“[w] + (1 + Im[w])?
Fiir Im[z] > 0 ist dieser Betrag immer kleiner als 1, wahrend Im[z] = 0
auf den Rand des Einheitskreises mit gjri = 1 abbildet, womit wir die

gewiinschte Eigenschaft gezeigt haben.
Die Verkniipfung der Transformation 1 und 2 liefert

e/t Tiw i
Mittels Abbildung 3 erhalten wir die folgende konforme Abbildung

flw) = f(w')
flw)f(w) =1

und daraus schluBlendlich nach algebraischer Umformung die folgende Dar-
stellung fiir den Betrag dieser Transformation

Flw,w") =

: (3.95)

n _ sinh [F (#5%)] sinh [F (25%)]
Fw,w)|” = — e —= = 3.96
0l S ()] i [ (59) .

L 2
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konf. Abbildung des Streifens 0 < Imjfz] < 3 auf den EHK, z' =-1+0.8i

Abbildung 3.3: Dieser Plot zeigt die Funktion |F(w,w’)| aus Gleichung (3.96). Der
Bildbereich dieser Funktion liegt zwischen 0 und 1, was einer Abbildung des Streifens
0 < Im[w] < 3 auf den Einheitskreis entspricht. Der Aufpunkt liegt bei w’ = —1 4 0.8

Abbildung 3.3 zeigt die Funktion |F(w,w’)| der letzten Gleichung auf dem
Definitionsbereich 0 < Im[w] < 3 mit einem Aufpunkt v’ = —1 + 0.8i.
Die Fundamentallosung des GauBi-Modells auf dem Streifen 0 < Im[w] < L
besitzt somit die folgende Form

1 [sinh [7 (#5*)] sinh [f (WTW”] , (3.97)

Gs ri =—-——1 w’ w—w’
ol = g S g ()] b (2 ()

2

Da Aufgrund des Definitionsbereichs w = @’ niemals erfiillt sein kann, bleibt
der Nenner immer gréffer Null. Dies wiederum bedeutet, dass der Anteil

Gwlw') = ﬁlog {sinh [% (w;@’)] sinh [% (w;w’)H . (3.98)

der Greenfunktion eine homogene Lésung mit 990G = 0 auf dem gesamten
Definitionsbereich darstellt, welche lediglich die Randbedingung der Funda-

= 0 sicherstellt. Die primére Eigenschaft steckt da-

sinh E (w > w)] ' , (3.99)

welche uns im Folgenden noch mehrfach begegnen wird. Im Limes L — oo
finden wir sofort wieder den Ausdruck (3.89) mit R = 2L/m — oo.

In Literatur [36] wird auch explizit der Fall der konformen Abbildung
eines Rechtecks auf den Einheitskreis mit Hilfe der Weierstrafischen Sigma-
Funktion besprochen. Diese Abbildung ist nichttrivial, da der Rand des

mentallosung Grip

. Rand
her in der Form

1
Gprim(w|w'") = ~5- log
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Rechtecks auf den Rand des Einheitskreises abgebildet werden soll. Die kon-
forme Abbildung eines Rechtecks mit den Seitenléngen w; und iws auf den
Einheitskreis ist mittels elliptischer Funktionen moglich. In Literatur [36]
wird die folgende Abbildung eines Rechtecks mit 0 < Re[z,w] < w; bzw.
0 < Im[z, w] < wy angegeben,

o(w — w'|wy, ws) o(w + w'wy, ws)

Flw,w') = (3.100)

o(w —Wwy, ws) o(w + W'wy, ws)

wobei es sich bei der Funktion o(z|w;,ws) um die quasi-periodische Weier-
straBsche Sigma-Funktion mit der Produktdarstellung [51]

2

z z z
o(z|lwy,ws) = Z{H}/ (1 - an) exp [an + 2o (3.101)

handelt und dabei der Faktor m =0, n =0 des Produkts ausgelassen wird
und den Frequenzen (2,,,, entsprechnd

Qe = 2mw; + 2nwy . (3.102)

Fiir die Greenfunktion auf dem Rechteck erhalten wir dadurch den Ausdruck

1 R, /
e (w]u) = — L log |70 = Wlwr,wa) ow + wlwr, wo) (3.103)
27 o(w — W |wy, ws) o(w + W' |wy, wa)
Im Grenzfall wy — oo vereinfacht sich die Darstellung (3.101) zu
2 1 2
ot = el (EY]alZ]

und F'(w,w’) enspricht nun einer Abbildung eines Halb-Streifens mit Re[z] >
0, 0 < Im[z] < w; auf den Einheitskreis.

3.3 Das (Boundary-) Sine-Gordon Modell

Das Sine-Gordon Modell erweitert das GauBi-Modell (3.27) um den zusétz-
lichen nichtlinearen Term agg cos[é(z)] und besitzt die Zustandssumme

Jeo = 7{D¢ exp [ - % / P2 (9,0(2))* + g cosl(a)]]
= < — % /de exp [aSG cos[ﬁ¢(x)]]> . (3.105)

Gauss
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Indem wir die Exponentialfunktion als Reihenentwicklung schreiben, erhalten
wir

(~as)" Z e]”
e = S G farweens [y, s

Aufgrund der Superauswahlregel aus Gleichung (3.45) tragen nur neutrale
Ladungskonfigurationen, also Terme mit gleicher Anzahl von Faktoren e3¢
und e~ bei. Insbesondere ist dies nur fiir gerade n erfiillt. Fiir den obigen
Erwartungswert und damit der Zustandssumme (3.105) erhalten wir

) . 2n
( / L 59@) 4 / ary o)) (3.107)
~/@2n)!

42z, d%y; ez’ﬁ¢>(xi>€fiﬁ¢<yi)>

’
Gauss

durch die Kombination von jeweils n gleichen Ladungen. Der Vorfaktor ent-
spricht dabei dem Binomialkoeffizienten (2:), also der Anzahl der neutralen
Kombinationsmoglichkeiten. Je nach Ladungskombination erhalten wir so
Faktoren in der Form (3.45) mit Exponenten +/3?/(87) bei gleicher Ladung
und —(3?/(87) bei alternierender Ladung, womit nun die Zustandssumme
(3.105) die folgende Form annimmt,

[Tic; [ — 25l [y — y5l

ZSG = /(121‘Z d2
— 22" n‘ H H” |z —

Wenn wir nun die Ladungen auf dem Kreis mit Radius |z| = U plazieren,
geht der Abstand zweier Ladungen |z; — y;| in

.(3.108)

A
2 —yi| — 2U sin [Tﬂ (3.109)

iiber, wobei A¢ dem Winkel zwischen den beiden Ladungen auf dem Kreis
mit Radius U entspricht, und wir bekommen die folgende Zustandssumme,
welche weiter unten benotigt wird,

Z|\z\=R = Zgsa :ZQ% (n!)2 UZ” H/ du; du; (3.110)
n=0

I
2

[,

2U sin [WTUJ}
Hi,j

’2U sin [

uifu;
2
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1Y

Abbildung 3.4: Die Ladungen x und y auf dem Kreis mit Radius U und Winkel
A¢ liegen im Abstand ¢/2 = U sin[A¢/2] auseinander.

Die obige Einschrinkung, dass Ladungen nur auf dem Kreis |z| = R liegen,
entspricht dem Ubergang zu einem Boundary Sine-Gordon Modell; der nicht-
lineare Term ist dabei auf den Bereich |z| = R beschriankt. Formal ldsst sich
dies folgendermaflen schreiben,

1
Ziea = fD(b exp [— 3 /de (8u¢5(:1:))2 +0(2* — R) agg cos|o(x)]
(3.111)
In Abschnitt 3.5 werden wir dieses Modell naher betrachten.

3.4 Abbildung des BSG-Modells auf ein dis-
sipatives TB-Modell

In den Veroffentlichungen [45, 46, 47] wurde die Leitfihigkeit einer gestorten
Luttinger-Fliissigkeit durch Fendley, Lesage und Saleur betrachtet. Wir wer-
den nun zeigen, dass das dort verwendete Modell einer genauen Abbildung
auf das Vielmuldenmodell im Tight-Binding Limes entspricht.

Als Ausgangspunkt wurde in den obigen Arbeiten die Zustandssumme
eines Coulomb-Gases berechnet.

> 2 O dzs  dzl 7 14 (%\P

z = P s 1)
Z (m!)2 1_[1 ]{ 2mizs 2miz! 11 2

s=1 =1 i=

m _ _ m _ _ K

[1i2;(zi = 2) (i = Z) [ Tewi (2 — 20)(Z), — 21)

= = - . (3.112)
Hi,k(l — 27 (1 — Ziz,)

Wir erkennen hier sofort die Greenfunktion des Gauf3-Modells auf dem Ein-

heitskreis aus Gleichung (3.92) mit R = 1, wobei hier die konforme Abbildung
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des Einheitskreises auf sich selbst angewandt wird, indem z; = z; auf den Ur-
sprung entsprechend Transformation 3 auf Seite 185 bzw. Gleichgung (3.91)
abgebildet wird. Mit einer Variablentransformation auf reelle Koordinaten o,
iber die Substitution z; = exp[i27/(hf3)os] gelangen wir zu der Darstellung

m

- " Mdo, dol1 7 2 N
7 = Z(iﬂ)? H[/O h‘; h‘;]Hexp [Zp%(al-—ai)_ (3.113)

m=0 s=1 1=1
m : s m : s ! / 1%
[T, [2sin 75 (0 — 03)] | TTi [25in 7501 = o)
X
[T |2sin (50 — o) _
Dies sieht man einfach unter Verwendung der Identitét
2 — e —e " = 4sin*[z/2] (3.114)

und der Eigenschaft von 2z = 1 wegen |z| = 1. Da wir die Potenz 2 vom

Sinus herausgezogen haben, geht nun der Sinus als Betragsfunktion ein. Nur
fiir K € Z ist dies nicht notwendig. Wir bemerken, dass diese Zustandssumme
identisch mit der Zustandssumme (3.110) des Sine-Gordon Modells mit der
Einschréankung der euklidischen Flache auf einen Kreis mit Radius R ist.
Dieser Ausdruck kann nun durch einfache Kombinatorik mit der folgenden
aus Gleichung (2.258) bekannten Zustandssumme des Schmid-Modells im
Tight-Binding Limes mit Bias identifiziert werden,

o = 3 ()" [ [0 Soo[ 13550)
m=0 Jj=1

{&}

X exp [igigj 2K m{hﬁ;c sin [%(n —Tj)m . (3.115)

Wir bemerken, dass im letzen Term der Gleichung fiir ZgTp im Exponenten
das Produkt &&§; nur ein Vorzeichen +1 produziert, so das wir diese Expo-
nentialfunktion auch durch die Faktoren

’hﬁ;c sin [%(TZ — Tj):|

darstellen konnen.
Um dieses Vorzeichen besser kontrollieren zu koénnen, fithren wir die un-
geordnete Integration iiber die Imaginérzeiten {o;} und {0/} als

+2K

(3.116)

1 h8 h8
e / doy - - -dam/ doy---do), (3.117)
)% Jo 0
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G,
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Abbildung 3.5: Die Zeiten o1 und o3 gehdren zur Ladung @, wahrend die Zeiten o/ und
ol zur Ladung © gehéren.

ein und identifizieren die Zeiten {o;} mit den Sprungzeiten fiir das Sprung-
gewicht & = 41, wihrend die Zeiten {0} fiir Sprungzeiten des Sprungge-
wichtes £ = —1 stehen. Bild 3.5 zeigt dies fiir den Fall n = 2 exemplarisch.
Die Randbedingung > &, = 0 wird damit automatisch erfiillt. Der Faktor
&&; héngt nun davon ab, welche Zeiten in den Exponenten eingehen. Die
Darstellung 3.6 verdeutlicht den Sachverhalt anhand eines Beispiels fiir die
Ordnung m = 2. Die linke Tabelle zeigt die moglichen Pfadkombinationen
bzw. Pfadgewichte {;} fiir die Zeitordnung 7, < - - - < 74. Die rechte Tabelle
zeigt nun fiir die erste Zeile (++——) in der linken Tabelle die entsprechenden
moglichen Konfigurationen fiir das nicht zeitgeordnete Integral (3.117). Im
ungeordneten Fall gibt es also (m!)? fiquivalente Kombinationen, was durch
den entsprechenden Vorfaktor in Gleichung (3.117) beriicksichtigt wurde. Mit
diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun Gleichung (3.115) in folgender Form
darstellen,

© AN2n ] hg hg / ,
Zst = Z <§> W/O dal'-'dam/O dof ---doy, (3.118)
m=0
hﬁwc —2mK m
X ' 1 Hexp [— Moy — ag)]
i=1
T < To < T3 < T4 Imaginérzeitordnung —
+ + - - = ¥ ¥ - -
+ - + -
+ — — + o0 < o9 < o7 < 0o
— + + — oo < o1 < o < 4
- + - + op < 0p < 0y < 0
- - + + o, < o1 < o0y < 4

Abbildung 3.6: Die linke Tabelle zeigt die mdglichen Sprunggewichte in Ordnung
m = 2 im zeitgeordneten Fall. Die rechte Tabelle zeigt die (m!)? = 4 verschiede-
nen Kombinationen im ungeordneten Fall exemplarisch fiir die linke Konfiguration
(++—).
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2K
[T, [2sin 175 (0 — )] T [25in [ (% — o)
X
[ |2sin [75(05 — 05)]’
Indem wir die folgenden Relationen verwenden
2T
p = p(A) =i\ R (3.119)
A 4 \K
r = 2(A) = §hﬁ<hﬁw ) , (3.120)

konnen wir die Gleichung (3.113) auf den Imagindrzeit Ausdruck (3.118)
abbilden.

3.5 Die Ausreduktion der Bulk Freiheitsgra-
de des Gauf}-Modells mit Randterm

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass das sogenannte Boundary Sine-
Gordon Modell (BSGM) aquivalent zum Schmid-Modell (SM) im ohmschen
Skalen-Limes ist, nachdem die Bulk-Freiheitsgrade der beiden Modelle aus-
integriert wurden. Ganz allgemein werden wir diese Aquivalenz fiir beliebige
dissipative eindimensionale Systeme der Form S[q] = (M/2)4¢* + U(q) mit
einem beliebigen Potenzial U(q) und einem kinetischen Term mit der Masse
M zeigen, wobei S[¢| der Rolle des Randtermes S, im Folgenden entspricht
und das ohmsche Bad durch das Gauf-Modell reprasentiert wird.

Die Zustandssumme eines solchen generischen Modells besitze die folgen-
de Form,

z, = / Dd(z, 7) eXp[—Sg[CI)(:C,T)]/h , (3.121)
S,[®] = So[®(x,7)] + Sp[®(z = 0,7)] . (3.122)

Fiir die Wirkung Sy[®] des GauB-Modells schreiben wir

1 hg L/2 ) )
Sola = /O dr / o 0.0 +0(0.9)". (3.123)

Die Faktoren p und o konnen dabei als Massendichte und Federkonstante
eines Strings der Lénge L betrachtet werden. Den Randterm Sy,[®(z = 0, 7)]
werden wir im Moment noch nicht ndher spezifizieren, ausser dass er lediglich
an der Stelle x = 0 beitrdagt und fiir x # 0 identisch verschwindet.
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U[D(x=0,7)]

D(x,7)

Abbildung 3.7: Das GauB-Modell entspricht einem String ®(x, 7), welcher an der Stelle
x = 0 an das System mit dem Potenzial U[®(x = 0, 7)] koppelt. Somit kann das System
an der Stelle x = 0 Energie mit dem String austauchen, d.h. Dissipation wird dadurch
ermoglicht.

Die effektive Wirkung des obigen Modells (3.121) erhalten wir durch Aus-
integration der Bulk-Freiheitsgrade fiir das Feld ®(z,7) im Bereich = # 0.
Da hier der Randterm S,[®(x = 0, 7)] der generischen Wirkung Sg[®(z, T)]
identisch Null ist, kann die Integration als gauBsches Integral durchgefiihrt

werden. Dies betrachten wir nun etwas genauer; mit O(7) = ®(z = 0,7)
schreiben wir
z, = / DO(7) exp[—sgff[@m]/h], (3.124)

mit der effektiven Wirkung

exp [ = S5"(0(7)/1] = [ DOe.7) 6[0(a=0,7)-6(7)]

X exp [— %(So[cb(x, ]+ Sb[@(T)]>] . (3.125)

Abbildung 3.7 verdeutlicht nochmals die Randbedingung fiir das Feld ®(x, 7)
via 0[®(x =0,7) —O(7)]. Somit entkoppelt der Randterm S}, von dem Feld
®(z, 7). Mit der Notation &[f(7)] bezeichnen wir die Verallgemeinerung ei-
ner Dirac-Deltafunktion auf Funktionale mit der entsprechenden Fourier-
Darstellung

SF() = N / DA(r) exp lz /0 Y A () (3.126)
= N lim [ﬁ /_ OOdAl] exp [z’Z%)\l fl] (3.127)

— N i (M)Nﬁa(f)—r 155 (3.128)
N = hi3 =1 VTN =1 l .
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und einer Normierungskonstante N mit der Bezeichnung f; = f(7;) und ent-
sprechend dasselbe fiir \;. Durch das Einschieben der Delta-Funktion in der
Darstellung (3.126) in Gleichung (3.125) konnen wir nun die freie Integration
tiber D® durchfiihren, da die Randbedingung ®(x = 0,7) = O(7) automa-
tisch erfiillt wird. Wir erhalten somit

Z, = N/D@(T)D)\(T)D@(x, T) exp [—% /dT/dx p(8,®)° + 0(0,D)?
—2hA(1)0(2)[@(x, ) — @(T)]] exp [ — 5,0 /h} . (3.129)
Die gaufische Integration iiber das Feld ®(x, 7) liefert
/DCD exp [ - 2—17:L<I>(x, 7)-B(z, 7|2, 7")- @ (2, 7') + i0(z) - D(x, 7')-)\(7')]
= Z)[0] exp [— g‘A(T).B1(0,7\0,7').A(T')} . (3.130)

In der obigen Gleichung haben wir wieder die Notation (1.286) verwendet.
Der Integralkern B(x, 7|z, 7’) besitzt die Darstellung

B(x,7r|2',7") = — :0(x — 2):p :0(7 — 7') ing [paf, + a@il} (3.131)

und entspricht dem Integralkern des masselosen Gauf-Modells weiter oben
im Text. Mithilfe eines Ansatzes analog zu Gleichung (1.390) finden wir fiir
den inversen Integralkern die Darstellung

— 1 iq(x—z') _ivm(T—1" -1
B 1(x,7’|:zc’,7"):L—7w Z el (@=") givm( )[pl/,%l—kaqﬂ , (3.132)
{l;m}’
wobei bei der Summation das Index-Paar [ = 0, m = 0 ausgeschlossen wird
und mit den entsprechenden Matsubara-Frequenzen

2T 2

—m, ql:fl, m,l €7 . (3.133)

Da wir in Gleichung (3.130) nur an B~!(0, 7|0, 7’) interessiert sind, kénnen
wir die Summation iiber [ leicht ausfiihren®,

N 1 . __ncoth[r/p/ov,L/2]
B 1 N — W (T—71") m 134
(0,7]0,7") hE ;e o , (3.134)

®Die Summation entspricht im wesentlichen derer aus Gleichung (1.400) an der Stelle
o=0.
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Im Grenzfall L — oo geht der Kotangens in die Vorzeichenfunktion sign|m)]
iiber, so dass wir den einfachen Fall

1 eillm(TfT/)
lim B710,7]0,7) = 3.135
Jim BO0,70,7) = e > - (3.135)
bekommen.

Da im Limes L — oo eine beliebige Umskalierung von x — Az gewihlt
werden kann, sollte das Modell demgegeniiber invariant sein. Dabei skalieren
die beiden Parameter p und o wie folgt: p — p/A\, 0 — o). Somit ist die
Kombination

a = \Jpo (3.136)

im Nenner von Gleichung (3.135) in der Tat skalierungsinvariant.

Beide Summen (3.134) und (3.135) besitzen den divergenten Term m = 0.
Dieser Term gehort zur Eigenfunktion A(7) = const. mit Eigenwert Null. Die
Ursache liegt in der Invarianz des Gau3-Modells unter einer Verschiebung des
Feldes ®(x,7) — ®(x,7) + const. und damit des Exponenten in Gleichung
(3.130) unter der Transformation A(7) — A(7) + const. Damit gibt es eine
ganze Schar von extremalen (und damit dquivalenten) Losungen, wodurch
das verbleibende Pfadintegral iiber [ DA stark divergiert. Genau dasselbe
Problem tritt bei allen eichinvarianten Modellen auf; da sich deren Wirkung
unter einer Eichtransformation nicht &ndert, liegt das Extremum immer als
komplette Losungsschar vor. Der Ausweg liegt nun darin, eine Eichung vor-
zunehmen, d.h. sich auf genau einen Représentanten der Losungsschar zu be-
schrianken. Formal elegant konnen wir dies im Pfadintegralformalismus durch
eine Dirac-Deltafunktion in der Verallgemeinerung eines Funktionals (3.130)
darstellen. Im obigen Fall beispielsweise wére die Eichung durch eine Fixie-
rung des sogenannten Gleichstromanteils von ©(7) festgelegt,

/ PO(r) — / DO(r) dlc — [dr O(r)] . (3.137)

Die Konstante ¢ entspricht nun aber im Fourierraum gerade der Fourierkom-
ponente mit der Matsubara-Frequenz v,, = 0. Uber diese Eigenmode wird
also nicht integriert. Damit haben wir aus dem Funktionenraum die Eigen-
funktion ausgeschlossen, welche zu einem Eigenwert Null gehort. Dement-
sprechend existiert damit die inverse Darstellung, also B~!, wobei sowohl in
der Darstellung von B~! als auch in der Darstellung von B der Term mit
m = 0 ignoriert wird, wobei im letzteren Fall dieser keinen Beitrag liefert,
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da er ja zum Eigenwert Null gehort. Im Folgenden ignorieren wir den dazu-
gehorenden Term m = 0 und erhalten nach Ausfithren der Summation

L—oo 2T hp3

Dies entspricht dem Propagator auf dem Einheitskreis aus Gleichung (3.99).
Die Greenfunktion B~!(z,7|2’,7') aus Gleichung (3.132) lisst sich im
Grenzfall L — oo auch allgemein fiir x # 2’ ausfithren. Man findet dabei

. B—l . zk(x z') Zl/l(T ) 5139
P (2,72, 7) = 271—77’517&20/ ok?+ pvF (3.139)

lim B(0,70,7) = ——— le sin[MH . (3.138)

Fiir das Integral findet man mithilfe des Residuensatzes [51]

1 & gtk 1
— | dk = ~lazl 3.140
or ) e 2dC (8-140)
und damit
(=) o~ lm(e—z') /o]
: -1 / o
ngx;oB (z, 7|2, 7") = 2047152 By . (3.141)

Unter Verwendung der weiter oben eingefiihrten Variablen o = /po, v =

Vo/pund z = 7 + iz/v und der Reihendarstellung des Logarithmus in der
Gestalt

»

>0

wyz
el

= [1_ V] , 3.142
” n e ( )

erhalten wir die Darstellung (Az =z — 2/, AZ =%z — Z/),

RO g I [(1=e™129) (1= ™) 2 —a/ >0
LIEI;OB (z]2) = { 4m n [(1_€iV1A2) ( ﬂ;/lAz)} r—x <0
(3.143)
L Ly A= )l 2))
I exp|—vi [Im([z — 2]
(3.144)

Am Anfang dieses Kapitels erkannten wir, dass zur Greenfunktion des La-
place-Operators eine beliebige holomorphe bzw. antiholomorphe Funktion
mit

O-f(z) =0, bzw. 0.9(z)=0, (3.145)
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dazuaddiert werden kann, da es sich hierbei um die homogene Losung des
Problems handelt. Der Term im Nenner des Bruchs triagt aber gerade in einer
solchen Form

(3.146)

1 —uy|Imz — 2’ }:—
n | exp[—v|Im[z — 2] 2 5 5

zur Green-Funktion B~!(z]2) bei, weswegen wir diesen Term im Folgenden
weglassen und die Fom

1 A
lim B~'(z]7) = 5 In )2 sin [#}
e’

L—oo

, (3.147)

verwenden. Dies wurde ausfiihrlich in Abschnitt 3.2.1 diskutiert.
In den urspriinglichen Koordinaten  und 7 erhalten wir die Form

b In [2 <cosh[1/1 (x —2)/(2v)] — cos[vy (T — 7-’)/2])] . (3.148)

Der Grenzfall Im[z — 2'] = 0, also z = 2’ in den urspriinglichen Koordinaten,
liefert sofort die zuvor gefundene Darstellung (3.138).

Wir fithren nun die gaufische Integration iber DA(7) in Gleichung (3.129)
durch,

/D)\ eXp — 7—;)\( )-B7H0, 7|0, 7)- A7) — iA(T)-O(7)]
2;[0] exp [— 57 ©(1)-B/(0,7/0,7)-6(7")] (3.149)

Fiir den Integralkern B’(0,7]0,7’) finden wir im Grenzfall L — oo

-1
B'(0,7]0,7) = Llim B_I(O,T|O,T,)} (3.150)
2 o 2
S TR
i (Rf3)? sin? [W(ThﬁT]

Dies entspricht genau der weiter oben gefundenen Korrelationsfunktion im
ohmschen Skalen-Limes, Gleichung (1.418) bzw. (1.480). Da hier die Null-
mode m = 0 nicht beitrédgt, spielt es keine Rolle, ob iiber m = 0 sum-
miert wird, oder nicht. Allerdings entspricht B’(0,7|0,7’) nicht direkt dem
urspriinglichen Integralkern B(0,7|0,7’) in der allgemeinen Fourierdarstel-
lung im Grenzfall L — oo, wie in Abbildung 3.8 skizziert

L—oo

_1 & . ’ . !
lim B(z, 7|2, 7") = m;/mdk ehle=a) givm(r=r") [pz/fn +ak2} .
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B(x,7|x,t) |~ | B(x,7|x,t) | —| B(0,x]0,7)

l

Abbildung 3.8: Durch zweimalige gauBsche Integration geht B in B~! und wieder in B
tiber. Aufgrund der Nullmode kommt man dabei nicht zum urspriinglichen Integralkern
B zuriick.

Allgemein erhalten wir fiir endliches L die Darstellung
Vm

2a ; !
B no_ _*=@ ivm (T—7') . 152
(0,7(0,7) 3 ;6 coth[v, L/(2v)] S

Unter Verwendung der Poissonschen Summenformel, d.h. Einschieben einer
periodischen Deltafunktion (1.383) bekommen wir

« e ; / v
B(0,7)0,7) = —— dy e MO==1 = (3.153
(0,710, 7) T ;/Oo ve coth[vL/(2v)] ( )
Dieses Integral iiber die Variable v liefert den Wert [51],
Sl s 7% coth[my/2]
dse? =— . 3.154
/_ - o coth|s] 2 sinh[mry/2] ( )

Wir erhalten dadurch eine verbleibende Summe der Gestalt

B(0,70,7) = 2ra <%>2 Zl: Zﬁll [[:;(ZZ:((::H , (3.155)

Leider konnen wir diesen Ausdruck im Moment nicht weiter auswerten. Es ist
jedoch zu erwarten, dass er mit dem nichtharmonischen Anteil von Gleichung
(3.103) fiir die Fundamentallosung auf einem Rechteck eng zusammenhéngt.

Der Kopplungsterm (3.151) ist nun identisch mit dem Kopplungsterm
(1.480) des Caldeira-Legget Modells im ohmschen Skalen-Limes. Fiir die Zu-
standssumme Z, aus Gleichung (3.124) finden wir damit zusammengefasst
die effektive Wirkung S¢T[©(7)] im Grenzfall L — oo in der Form

Z, = /D@(T) exp [@} ,

exp [Sgﬁ[@(T)]] = N e %[0)] exp[—% @(T)-B/(O,T|O,T/)-@(T/)] (:3.157)
2ra

(st 2]

(3.156)

B'(0,7(0,7") =

(3.158)
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Durch die Freiheit der Wahl des Randtermes S,[©(7)] kann somit jedes ein-
dimensionale Modell, welches an ein ohmsches Bad im Skalenlimes koppelt,
modelliert werden.



Anhang A

Anhang

A.1 Der Harmonische Oszillator mit linearer
Kopplung

Im Folgenden betrachten wir die verschiedenen relevanten Funktionen beziig-
lich des Integralkerns des harmonischen Oszillators in Imaginér- und Realzeit,
um das Pfadintegral eines linear gekoppelten harmonischen Oszillators zu be-
stimmen. Der dabei verwendete Funktionenraum ist auf solche Funktionen
beschrénkt, welche den zugrunde liegenden Randbedingungen geniigen. Im
Imaginérzeitfall zur Berechnung der Zustandssumme ist der Funktionenraum
G auf quadratintegrable Funktionen mit explizit periodischer Fortsetzung auf
dem Intervall [0, #3] und mit periodischen Randbedingungen z(0) = z(hf)
beschrinkt. In der Fourierdarstellung treten dadurch die charakteristischen
Matsubara-Frequenzen v,, = 27n/(hf3) auf. Hingegen haben wir im Realzeit-
fall zur Berechnung des Propagators die Beschriankung des Funktionenrau-
mes Gr(z', 2”) auf quadratintegrable Funktionen auf dem Intervall [/, ¢”] mit
den expliziten Dirichlet-Randbedingungen z(t') = 2’ und z(¢") = 2”. Die-
se konnen nun sowohl periodisch als auch antiperiodisch fortgesetzt werden.
In der Fourierdarstellung ensprechen die geraden/ungeraden Frequenzantei-
le 2n7/(t" — t') bzw. (2n + 1)7/(t" — t') der periodischen/antiperiodischen
Fortsetzung. Es treten daher im Realzeitfall die charakteristischen Frequen-
zen v, = mn/(hF) auf. Der Funktionenraum Gg(z’, ") wird durch die beiden
Parameter 2’ und z” bestimmt, wihrend im Imaginérzeitfall diese expliziten
Randbedingungen nicht vorliegen.

Fir Fluktuationen y(¢) bzw. y(7) um die extremale Losung herum gilt
in beiden Fillen dieselbe Randbedungung y(t') = y(t") = 0 bzw. y(0) =
y(hB) = 0.

Ist eine Wirkung wie im Falle des zu behandelnden harmonischen Oszil-

200
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lators mit linearer Kopplung maximal quadratisch in der zu integrierenden
Koordinatenfunktion, so entspricht der Propagator bis auf einen Vorfaktor
der Phase exp [(i/h)Sk], wobei Sy = S[z] der Wirkung fiir die klassische
Losung xy(t) gegeben durch die Bedingung

0S[z]
ox(t)

=0 (A1)

Tkl

entspricht. Der noch fehlende Vorfaktor wird durch die Fluktuationen er-
zeugt.

A.1.1 Zustandssumme als Imaginirzeit-Pfadintegral

Die Zustandssumme des linear gekoppelten harmonischen Oszillators kann
mit der in Kapitel 1.4.10 eingefiihrten Notation (1.286) durch partielle Inte-
gration in die Form

20 = f D exp {—%S(E)[x, b]}
_ 7{ Da exp {—% (%x(f)-K(T,T')-x(T')—b(T)-x(T))] C(A2)

gebracht werden. Nur wegen der Einschrankung des Pfadintegrals auf pe-
riodische Pfade mit z(0) = z(hf) tritt bei der partiellen Integration kein
zusitzlicher Randterm auf. Der Integralkern K (7, 7') besitzt die in Gleichung
(1.382) gefundene reelle hf-periodische Form

K(r,7') = —m:6(t —7) g (02 —w?) , (A.3)
- % nz_oo e M2 + W), v, = ;—g n, (A.4)
m 2 o N (1,2 2
= —|w'+2)Y cosu(r—7)] (v, +w)| . (A.5)
s |

mit der periodisch fortgesetzten Delta-Distribution : 6(7 — 7’) 55 aus Glei-
chung (1.383), was der Darstellung des Eins-Operators im verwendeten Funk-
tionenraum Gy entspricht. Der inverse Integralkern K ~!(7), welcher durch die
Bedingung

K(r, ) K7, = 0(r—7")s . (A.6)



202 Kapitel A.  Anhang

gegeben ist, existiert fiir w # 0 und wurde in Gleichung (1.390) definiert,

-1 . v (T—7"
K-l(r) = 55 S el )Eu2+w_2’ (A.7)
1 /1 L cos [Up (T — 7')]
 mhp <E 2 ; V2 + w? ) ' (A-8)

Gleichung (A.4) und (A.7) haben nur Giiltigkeit bei Anwendung auf Funk-
tionen aus Gp, also auf Funktionen aus dem verwendeten Funktionenraum.

Fiir den Bereich 7 — 7" € [0, h3] kénnen wir die spezielle Darstellung aus
Gleichung (1.399) verwenden,

1 coshlw(hB/2 — (1 — 7))
2mw sinh(whf3/2)

K*l(T’ 7_/) — (A9>
Im Folgenden interessieren wir uns fiir 3 verschiedene periodische Funk-
tionen beziiglich des Integralkerns K (7, 7').

1. Die homogene Lésung (EF zum EW Null) K (7,7')-2"(7") = 0.
2. Die partikulédre Losung K (7, 7")-2P(7") = b(7).
3. Eigenfunktionen zu K mit K(7,7')-2*(7') = A2* (1), X #0.

Die homogene Losung mit der partikuldren Losung entspricht der klassischen
Losung

T0(1) = 2"(7) 4 2P(7) (A.10)

des Problems, da die Bedingung (A.1) angewand auf Gleichung (A.2) die
Bewegungsgleichung

K(r,7)-za(t") = b(t) =0. (A.11)

liefert. Eventuelle Randbedingungen kénnen dabei nur durch die Wahl der
Konstanten der homogenen Losung x"(7) angepasst werden. Die partikulire
Losung zP(7) demgegeniiber lasst keine Freiheitsgrade zu und ist vollsténdig
fixiert und verschwindet, wenn die Storung b(7) verschwindet. Formal ergibt
sich die partikulire Losung mithilfe der Greenfunktion K~'(7,7’), wie wir
im weiteren sehen werden. Die Eigenfunktionen z*(7) wiederum spielen eine
Rolle fiir die Invertierbarkeit und bei der Berechnung der Determinante des
Integralkerns. Sie bilden den kompletten relevanten Funktioneneigenraum
fiir den Operator K (7,7’), wobei eventuelle Randbedingungen diesen Raum
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einschrianken. So werden wir sehen, dass oftmals fiir Fluktuationen nur der
Unterraum von Eigenfunktionen, welche am Rand verschwinden, relevant ist.

Als Ansatz der Funktion z(7) verwenden wir die reelle und explizit h-
periodische Fourierreihe

1 «—
(1) = o Z e E, mit T_, =1, (A.12)
_ % + 2 i {QZ’ cos|v,T] — ! SiH[VnT]} (A.13)
n>0

und suchen nach Losungen fiir die Koeffizienten z,,, welche die obigen Be-
dingungen erfiillen.

Die homogene Lésung 2"(7) :

Fiir die homogene Losung ergibt sich aus dem Reihenansatz (A.12) die fol-
gende Bedingung fiir die Koeffizienten 72
P4t = 0. (A.14)

Fiir w # 0 gibt es daher als Lésung nur den trivialen Fall 28 = 0 fiir alle n
und damit

w"(r) = 0. (A.15)

Dieses Resultat war zu erwarten, da der inverse Kern K ~! nur dann existiert,
wenn keine Eigenfunktionen mit Eigenwert Null existieren.

Fiir das freie Teilchen mit w = 0 gibt es zusitzlich die Lésung z_,(7) =
78. Daher existiert in diesem Fall K~! nur dann, wenn der Losungsraum
keine Nullmode enthélt, wie man auch direkt an der Reihendarstellung (A.7)
sieht.

Es sei noch angemerkt, dass durchaus eine homogene Losung des Pro-
blems existiert, wenn man die Forderung der Periodizitit vernachlassigt. Man
bekommt dann eine Lésung der Gestalt

(1) = ayefa e 7. (A.16)

Mit der Randbedingung z"(0) = 2"(h3) = 2l werden die Koeffizienten o
festgelegt und wir erhalten die Form

W o ewT e wT ~ pcoshlw(hB/2— 7))
vr) = (1 + ewhs * 1+ e“’hﬁ) ~ 0T osh whs/2] (A.17)
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Wenn wir diese Losung nun periodisch fortsetzen, bekommen wir fiir K-2® ge-
rade die periodisch fortgesetzte Delta-Distribution (1.383), da die Ableitung
der periodisch fortgesetzten Funktion an den Stellen 7 = nhf3, n € N nichtste-
tig ist. Mit der Wahl fiir den obigen Koeffizienten z}} = [2mw tanh(wh3/2)] "
bekommen wir gerade den inversen Integralkern K —'(7) aus Gleichung (A.7)
zuriick.

Die partikulire Lésung zP(7) :

Die partikuldre Losung erhalten wir formal mit Hilfe des inversen Kerns
K=(7,7) als

(1) = K (7, 7)-b(7). (A.18)

Der inverse Integralkern entspricht also der Greenfunktion des obigen Pro-
blems. Mit der Darstellung (A.9) fiir K~ bekommen wir den folgenden Aus-
druck

1 cosh[w(hB/2 — (T —1"))]

w(r) = 2mw sinh [wh/3/2]

b(7') . (A.19)

Diese Funktionen erfiillen ebenfalls die periodischen Randbedingungen

P (0) = zP(hS).

Die Eigenfunktionen z(7) :

Fiir die Eigenfunktionen 2* bekommen wir folgende Bedingung fiir die Fouier-
Koeffizienten

T [(ug +w?) — 3] = 0. (A.20)

m

Zu den reellen und positiven Eigenwerten
N o=m(vf + w?) (A.21)

verschwinden alle Koeffizienten z,, mit n # £I. Damit bekommen wir die fiir
[ # 0 zweifach entarteten und normierten Eigenfunktionen

2 2 A
2N(r) = h—ﬁ{cg cos[y ] — ¢ sin[l/ﬂ']} = ”% Relc e™™] , (A.22)
mit [P =c*+"? =1, (A.23)
und fiir [ = 0 die nicht entartete Eigenfunktion
1

2 (r) = Tk (A.24)
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Der Kern K ist somit positiv definit, da alle Eigenwerte \; > 0 sind. Die
weiter oben verwendete Darstellung fiir K (A.4) und K~! (A.7) entspricht
der sogenannten Spektraldarstellung, also der Entwicklung nach normierten
Eigenfunktionen (7|\;) = 1/v/hBexpliv;7] der Gestalt

K(r,7) = (7|K|™) Z/\l (TIA) N7 (A.25)
K Yr,7) = (r|K7'7) ZA I (A.26)

Diese beiden Darstellungen sind nur korrkt, solange die darauf angewendeten
Funktionen im Funktionenraum Gj liegen, da die Eins-Darstellung >, |\;) (/]
nur die Identitét in Gy darstellt, fiir allgemeine quadratintegrable Funktionen
jedoch einem Projektor auf den Raum Gy entspricht. Da wir das Pfadintegral
iiber reelle Pfade bilden, interessiert uns an den oben gefundenen Lésungen
nur der Realteil.

Klassische Wirkung in Imaginirzeit

Wir konnen nun die klassische Losung xy aus Gleichung (A.10) in die Wir-
kung S™[z] einsetzen. Dabei erhalten wir die sogenannte klassische Wirkung

5O ] = S = —b(r) K (r,7)-b() (A.27)

Quadratische Erginzung

Nachdem die Existenz des inversen Integralkernes K—!(7,7') gezeigt wurde,
sind wir nun in der Lage, die Zustandssumme (A.2) durch eine quadratische
Ergénzung der Wirkung in ein rein gaufisches Integral iiberzufiihren. Mit der
Substitution (1) = K~(7,7')-b(7") + y(7) geht die Zustandssumme Z[b] in
die Form

Zb = Z[0] eXp|:2—1hb(T)-K_1(T,T/)-b(T/):| ) (A.28)
20 = f Dyew| ) K )06)] (.29
y(0)=y(h3)

iiber. Der Exponent des ersten Terms lédsst sich wahlweise auch schreiben als
b(r)-K Y, 7)-b(7") = b(r)-2P(7) = aP(7)-K(r,7)-2°(") . (A.30)

Dies ist jedoch gerade die klassische Wirkung, wie man aus (A.27) direkt
abliest. Bei gauflschen Integralen ist dies ganz allgemein der Fall, da dies einer
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Funktionalentwicklung der Pfade z(7) um die klassische Losung K !(7,7/)-
b(7’) herum entspricht und die Fluktuationen wieder exakt quadratisch in
den Exponenten eingehen.

Das verbleibende Integral iiber Dy entspricht der wohlbekannten Zu-
standssumme des freien, nichtgekoppelten Oszillators, welcher im Opera-
torbild durch Spurbildung in Gleichung (1.48) zu Z[0] = 1/(2sinh[wh/3/2])
bestimmt wurde. Spaltet man von der Koordinate y den konstanten Gleich-
stromanteil 3, ab, so bleibt eine reine Fluktuation dy iibrig, welche am Rand
verschwindet. Wie in Abschnitt 1.4.11, Gleichung (1.432) und (1.433) ge-
zeigt wurde, liefert der konstante Anteil yo den klassischen Wert der Zu-
standssumme 1/(whf) = limpg_ Z[0], wihrend die Fluktuationen dy die
quantenmechanische Korrektur wh( Z bedeutet, welche fiir whf < 1 die
Entwicklung

whB Z[0] = 1 — (whp)?/24 + O(whB)* (A.31)

besitzt.
Somit erhalten wir fiir die quantenmechanische Zustandssumme des ge-
storten harmonischen Oszillators den Ausdruck

1 'cosh[w{hﬁ/Q— \T—T,‘}]_

1 /

2l = 2 sinh|wh/3/2] P ﬁb(ﬂ 2mw sinh[whfF/2] o)
(A.32)
= Z|0] exp[—Su/h] . (A.33)

wobei wir fiir den inversen Integralkern K~1(7,7), 7 — 7' € [—h3, h3] die
Darstellung aus Gleichung (1.399) verwendet haben.

Fiir die klassische Zustandssumme finden wir im Falle einer konstanten
Kraft b den Ausdruck

B dpdx P mw?a?
Zy = / 57 CXP l—ﬁ (% i + bx (A.34)
1 B b

Dasselbe Resultat erhalten wir aus der quantenmechanischen Zustandssum-
me (A.32) im Grenzfall A — 0. Dazu bemerken wir, dass die zweifache Inte-
gration des Kernes das folgende Resultat liefert,

K8 :
/ drdr’ cosh|w{hB/2 — |t — 7'|}] = 2hp M . (A.36)
0

Durch Linearisierung des Sinus-Hyberbolikus erhalten wir den klassischen
Ausdruck (A.35). Dies war zu erwarten, da wir in Gleichung (1.48) den
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Zusammenhang zwischen der klassischen und der quantenmechanischen Zu-
standssumme aufgezeigt haben, wobei die klassische Zustandssumme aus der
qantenmechanischen Zustandssumme im klassischen Grenzfall hervorging.

A.1.2 Propagator als Realzeit-Pfadintegral

Der Realzeitfall unterscheidet sich vom oben diskutierten Imaginarzeitfall in
zwei wesentlichen Punkten. Zum einen haben wir allgemeinere Randbedin-
gungen und die Ableitung —0? des Imaginiirzeit-Kerns (A.3) geht im Real-
zeitfall in +0? iiber. Der fiir uns interessante Propagator (1.148) besitzt in
Analogie zur obigen Zustandssumme (A.2) die Form eines Pfadintegrals tiber
Pfade mit den Dirichlet-Randbedingungen z(t') = 2/, z(t") = 2"

("|U#",¢)|x") /Dxexp —x(s)-N(s,s')x(s)

" )] (A.37)

t/

b(s)-2(s) + %x(s)x’(s)

Da nun keine periodischen Randbedingungen vorliegen, tritt durch die par-
tielle Integration ein Randterm auf, den wir mit einbeziehen miissen. Der
symmetrische Integralkern der Pfadkopplung besitzt nun die Form

N(s,s') = —md(s—5) (0% +w?) . (A.38)

Unter der Notation (1.286) verstehen wir im Realzeitfall
t//
a(s)-b(s) = / ds a(s)b(s) . (A.39)
t/

Eigenfunktionen 2*(s) & homogene Lésung z"(s) :

Im Gegensatz zum euklidischen Fall besitzt dieser Integralkern reelle homo-
gene Losungen aus Gg (2, 2”) der Form

M(s) = o sin[w(t” — s)] + 2" sin [w(s — t')] o nrw ez
sin [w(t” — t')] ’ g
(A.40)
welche die Randbedingungen des Realzeitfalles
o) =a', a(t') =’ (A1)

erfiillen. Der oben ausgeschlossene Fall w = 7n/(t' —t") wird als Kaustik be-
zeichnet. Diese Frequenzen entsprechen den halben Matsubara-Frequenzen
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und liefern daher eine periodische / antiperiodische Fortsetzung fiir n gera-
de/ungerade auf dem Intervall ¢’ — ¢'. Dies ist jedoch nur mit den speziellen
Randbedingungen 2’ = +2” kompatibel und daher ist die Gleichung (A.40)
im allgemeinen Fall nicht erfiillt. Aus diesem Grund finden wir fiir die spe-
zielle Randbedingung (') = z(t”) eine Losung 2!} (s) € Gr(2’,2’) unter
Verwendung der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

B
/COS [W(S t//t?} ):| ) w 7£

2

2n+ )7
o )

ah(s) =z nez. (A.42)

COS [w

Es werden also nur Frequenzen w ausgeschlossen, welche zur antiperiodischen
Fortsetzung gehéren. Analog finden wir Losungen z"(s) € Gr(2/, —2') zur
antiperiodischen Randbedingung z(t') = —xz(t")

, sin [w(s — L;rt,)}

. 737 )
S1n {w%}

(2n)m

" (s) = —x

Fiir Fluktuationen dx € Gg(0,0), welche den Randbedingungen x(t') =
x(t") = 0 geniigen, finden wir zusétzlich noch die Losung

nm
o )

zh(s) = csinfw(t” —s)], w=

neZ, ceR, (A.44)
mit beliebiger Amplitude ¢, sofern die Frequenz w die obige Bedingung erfiillt.
Dies sind nun genau die in (A.40) ausgeschlossenen Frequenzen, womit der
Funktionenraum in zwei getrennte und zueinander orthogonale Unterrdume

gR - gR(:L‘/a {L'” # 0) S¥ gR(Oa O) ) (A45)
mit Gr(2', 2" #0)NGr(0,0) =0 (A.46)

entsprechend den Ranbedingungen zerlegt werden kann, sofern i.A. 2’ # 2"
gilt.

Als orthonormierte Eigenfunktionen auf dem Intervall [t'; "], welche der
Bedingung 2’ = z” = 0 geniigen, finden wir

2 Im
M (s) = (s|\) :@/m sin[y(t" —s)], vy 7 1 € Nt (AA47)

mit Eigenwert \; = m(v? — w?).
Dies niitzen wir nun aus, indem wir Pfade, welche den Randbedingungen
(A.41) geniigen, in die Anteile

z(s) = a"(s) +0x(s), (A.48)
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mit den Randbedingungen
sx(t) =6x(t") =0, 2"t)=a", ") =2" (A.49)

aufspalten. Eingesetzt in den Propagator (A.37) erhalten wir so

" ) (A.50)

t/

fDéxexp 5$( )-N(s ,s')-5$(s')+b(s)-5:p(s)} :

UG )ty = e [ (b(s)-xh<s> 5 (5)i"(s)

Der erste Faktor entspricht dabei wieder der klassischen Wirkung im Expo-
nenten. Mit Gleichung (A.40), (A.41) erhalten wir dafiir
o' sin[w(t” — s)] + 2" sin [w(s — t')]
sin [w(t" — t’)]
mw "2

T s — )] {(@" +2™) coslw(t” — t')] — 22'2"} ﬂ (A.51)

exp [1 Sl = exp [+ (b(s):

Fiir die beiden speziellen Randbedingungen z’ = +z” vereinfacht sich der

Ausdruck fiir die klassische Wirkung analog zu Gleichung (A.42) bzw. (A.43).

Klassische Wirkung in Realzeit

Die klassische Bewegungsgleichung zu diesem Problem besitzt die Form
N(s,s) xu(s") =b(s), (A.52)
wobei die klassische Losung formal wieder durch
ra(s) = 2"(s) = N7'(s,5')-b(s'), N(s,8)2"(s") =0 (A.53)

gegeben ist. Damit finden wir den klassischen Beitrag der Wirkung,

S = —%b(s) N71(s,5")-b(s")

‘f‘QSin[wTIZ;j — t’)] {(x//2 + 2 )cos[w(t” ¢ )] 21,/1,//} ' (A54)

Quadratische Erginzung und partikulidre Losung xP(s) :

Den zweiten Faktor in (A.50) kann man nun quadratisch ergénzen. Dazu
entwickeln wir N und N~! nach den Eigenfunktionen (A.47) analog zu Glei-
chung (A.25), (A.26) mit der Einschrinkung 1 # w? aus Gleichung (A.40)



210 Kapitel A.  Anhang

fir N1,
N(s,s') = Y M{sla)nls) (A.55)
N(ss) = 303 s ul) (A.56)
=1
2 = sin[y(t" — s)] sin [y (s’ —t")]
= PP . w2)l . (A.57)

=1

Die Summe iiber gerade [ stellt die periodische Fortsetung dar, wihrend die
Summe iiber ungerade [ der antiperiodischen Fortsetzung entspricht. Wie im
Imaginarzeitformalismus muss beachtet werden, dass die obige Darstellung
nur fiir die Anwendung auf Funktionen aus Gy gilt, da >, |\)(N| = 1gg
der Identitédt im Raum Gr entspricht und fiir allgemeinere Funktionenrdume
wieder einen Projektor auf den Unterraum Gr darstellt.

Die partikuldre Losung finden wir nun mit Hilfe dieses inversen Integral-
kernes N1,

2P(s) = N '(s,8)-b(s). (A.58)

Die Summation in Gleichung (A.56) kann nun dhnlich wie im Imaginérzeitfall
explizit durchgefiihrt werden, wobei die Fallunterscheidung des Vorzeichens
von s — s’ etwas mehr Miihe bereitet. Als Resultat erhédlt man den per Kon-
struktion in s — s’ symmetrischen Integralkern

sinfw(t” — )] sinfw(s’ — t')]
mw sinfw(t” — )]
sinfw(t” — §')] sinfw(s — )]

mw sinfw(t” — t')]

N7l(s,s") = O(s—5)

+ O(s'—s) (A.59)
Wie wir schon im Imaginérzeitformalismus festgestellt haben, kann das ver-
bleibende Pfadintegral iiber die Quantenfluktuationen Dx nicht naiverweise
iiber die Determinante des entsprechenden Operators ausgedriickt werden.
Hier hilft wiederum der Ausweg iiber die diskrete Darstellung des Pfadinte-
grals und der Grenzwertbildung am Ende der Rechnung. Fiir Zeiten ¢ < w/w
erhélt man

m w
2mih \ sinfw(#” — )]

(A.60)

Als Besonderheit tritt im Realzeitfall das Phéanomen der Kaustik auf: Beim
Durchlaufen jedes Zeitabschnittes T = 7/w tritt ein zusdtzlicher Phasen-
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faktor e="/2 auf, da das Argument der Wurzel negativ wird!. Interessan-
terweise kann dies auch durch eine Regularisierung w — w — e im Limes
e — 0% im obigen Ausdruck erreicht werden. Diese Art der Regularisierung
trat schon ganz zu Beginn der Betrachtung vom gaufischen Integralen in
Gleichung (1.159) auf.

Zusammenfassend erhalten wir den Realzeitpropagator des linear gekop-
pelten harmonischen Oszillators (A.37) unter Verwendung des Beitrags der
klassischen Losung (A.51),

mw
" U t// t/ / —
U, )l \/ G W )

i 2’ sin [w(t” — s)] + 2" sin [w(s = 1')]
X exp [ﬁ <b(5)' sin [w(t” — t')]

+ 2sm] T?;j m— {(@" + 2"%) cos[w(t" — a'z"} )}
X exp [_ﬁib( )-N"(s, ) b(s')] : (A.61)

Im Grenzfall verschwindender Kopplung, b — 0 geht dieser Ausdruck in die
auch unter dem Namen Feynman-Soriau Formel bekannte Form {iber,

T P (A.62)
X exp [h 2sim] WZ;: — {(x”2 + 1) cos|w(t” — )] — 22'x ”}} :

Ein weiterer Spezialfall stellt eine explizit zeitunabhéngige Stérung dar.
Wir werden dies im folgenden nutzen, um den Propagator fiir ein Teilchen im
homogenen Gravitationsfeld zu berechnen. Dazu fithren wir den Limes w — 0
durch und setzen die externe Kraft b(s) = —mg. Wir erhalten dadurch den
Propagator zu dem quantenmechanischen System

2

H = 2p_m + mgz . (A.63)

Fiir die beiden Integrationen in Gleichung (A.61) finden wir
/t//d 2’ sin [w(t” —s)]+ 2" sinjw(s —t')]
s
t in[w(t” —t)]
l‘ 4 x tan [%(t" ] — (x/ 4 l‘”)(t” o t/)

! Zur Entscheidung des Vorzeichens des Phasenfaktors bedarf es einer genaueren Be-
trachtung
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und entsprechend fiir N~1(s, s'),

t//
/ dsds' N~'(s, s')
t/

2tan [£(t" — )] — (1" — ' )w

= ¢ —t
( ) o
2tan [2(# — )] — 2sin [w(# — )] + (" — ¢/
o g [0 )] sl )]+ (¢ 0
mw
w—0 " / (t” - t/>3 / " 5(t/, - t,>3
iy A ) A.
— 0" -1 o +O —t") o (A.65)

Mit diesen Voriiberlegungen finden wir fiir den Propagator des freien Teil-
chens der Masse m im homogenen Gravitationsfeld aus Gleichung (A.61) das
Matrixelement in der Ortsdarstellung [59],

m im(z" —a')?

" U t” t/ / _ [__
<.I' | ( ) )|l'> 27T'lh(t// _ t/) eXp h 2 t// _ t/

(A.66)

. . 2
? mg " / " / G mg 1 /! 3:|
—— L —t — ¢ —t)? .
L ) - (- )
Der Ausdruck im Exponenten entspricht (i/h) mal der Wirkung fiir die klas-
sische Losung, welche der Bewegungsgleichung & = —¢g geniigt, und mit den

geforderten Randbedingungen die Form

1
r = 2 +ut—1t)-— ig(t — 1), (A.67)
T = v—gt—1t), (A.68)
P
Vg = g(t” — t/) + PR (A69)
annimmt.

Eine weitere Moglichkeit der Verifizierung bietet die Anwendung der Zas-
senhaus Gleichung [61], welche dhnlich der Baker-Campbell-Hausdorff Glei-
chung eine Entwicklung der Form

eIV = eleVeXzes ... (A.70)
X, = —%[T,V], (A71)
Xy = (I m v+ v v)) . (A72)
X, = -

des Propagators liefert. Im hier betrachteten Fall eines Teilchens in homoge-
nen Gravitationsfeld verschwinden alle Terme X,, fiir n > 4.
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Zum weiteren Verstdndnis des obigen Propagators gehen wir in den Im-
pulsraum. Wir finden unter Verwendung der Vollstandigkeitsrelation fiir die
Ortseigenfunktionen

U, 1)y’ = / dada’ (p"[") (2" |U (", ') ]2") (2'[p') (A.73)
it = p//3 _ p/3
h 2m 3(p" —7p)

= (5[}9” —p +mg(t" — t’)] exp[—

Der Faktor £ 3 ’f; /3 in der obigen Gleichung entspricht dem Mittelwert

/1

1 P 9 A
P /p dpp”. (A.74)
Eine Diskussion des Propagators in der Ortsdarstellung (A.66) und Impuls-
darstellung (A.73) findet sich in [60].

Im Grenzfall einer verschwindenden Gravitationsbeschleunigung g — 0
finden wir sofort den wohlbekannten Propagator eines freien Teilchens im
Impulsraum

it —1t
> o 2. (A.75)

Den wohlbekannten Propagator eines freien Teilchens im Ortsraum findet
man direkt aus Gleichung (A.66), indem die Kopplungskonstante g = 0 ge-
setzt wird.

WU ) =8|~ | exp| - -

Imaginérzeit-Propagator

Bei der Beschreibung der reduzierten Dichtematrix wird in dieser Arbeit auch
der Imaginérzeit Propagator

(2"|U(=ihB,0)|2") = (2" U™ (hB)|2") = (a"|e” " |2’)

B mw 1 ' sinh [w(hfB — 0)] + 2" sinh [wo]
B \/27rh sinh[wh] P [i_i (b(a)- sinh [whf]

2" + 1) cosh[whf] — 22/2"} )}

e g
2 sinh|wh/]
11
X exp {ﬁ 5 b(o)-iN " (—io, —io") ~b(a’)}
verwendet. Diesen allgemeinen Ausdruck erhalten wir durch die Wick-Rota-

tion t — —io und im speziellen durch t” — —ih(3, t' — 0, also die analytische
Fortsetzung des weiter unten abgeleiteten Realzeitpropagators (A.61) Dies
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ist moglich, da die Randbedingungen dem allgemeinen Fall des Realzeitpro-
pagators entsprechen und nicht wie in der Zustandssumme auf periodische
Pfade beschrankt sind. Weiterhin mufl der Vorzeichenwechsel der euklidi-
schen Wirkung mitberiicksichtigt werden, welcher durch den Ubergang des
Integrationsmafles von dt nach —ido stattfindet. Zu beachten ist hier ins-
besonders, dass der Imaginiirzeitkern :N~!(—io, —ic’) nicht K~ 1(o,0’) aus
Gleichung (A.9) entspricht, was wie schon ausfiihrlich diskutiert, an den allge-
meineren Randbedingungen des zugrunde liegenden Funktionenraumes liegt.
Unter Verwendung des Realzeitkernes (A.59) finden wir

sinh[w(Af — o)] sinh[wo’]
mw sinh[whf]

sinh[w(hB — ¢')] sinh|wo]
mw sinh[whf]

Die Zustandssumme (A.28) ergibt sich aus dem Imaginérzeitpropagator
durch Integration iiber die gemeinsame Anfangs- und Endkoordinate,

Zh = / dz (x| U® (hB)|z) . (A7)

iN~!(—io, —io’) = O(c—d)

+O(0" — o) (A.76)

Unter Verwendung der beiden Relationen fiir den Propagator mit 2’ = 2" =«
h h
sinh[whf — wo] + sinh[wo|] = 2cosh [WTB - wa] sinh [%ﬁ] , (A.78)

cosh[whfB] —1 = 2sinh? [%ﬁﬁ} : (A.79)

ergibt sich der Propagator

mw

(2 |UE (18)| ) — \/ ST o {% b(o)-iN~(—io, —z’a’)-b(a’)]

1 2 cosh [“22 — o] sinh [“24]
< exp [ (b(o) T I
—muw tanh [wThﬁ] IE2>] (A.80)

und somit finden wir nach Ausfithren der gaufischen Integration iiber x in
Gleichung (A.77) das Resultat fiir die Zustandssumme (A.2),

r 1 cosh [#28 — o] cosh [#22 — wo']
—y = —b(o)-(iN"* 2 2 o’
P9 (o) <Z + mw sinh[whf] ) (o )} ’

-1 cosh[w(hB/2 — |o — o'|)]
2% b(o): 2mw sinh(wh3/2) blo )] ’

— exp 2—171 bo)- K~ (1o — o')) (0] (A.82)

= exp (A.81)
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mit der Zustandssumme (A.32) fiir den freien harmonischen Oszillator (b = 0)

Zo] = / dx\/Qﬁhsmhwhﬁ exp[ ilimwtanh [WTW} x2>} :

_ A.83
2sinh [w;w] ( )

und dem Imaginirzeitkern K~ !(o,¢’) aus Gleichung (A.9), wobei hier auto-
matisch der fiir die Integration notwendige symmetrisierte Kern K~ !(Jo—0o’|)
fiir den erweiterten Definitionsbereich o — o’ € [—hf, h3] entsteht. Sofern
b(T) = b konstant ist, erhalten wir die Zustandssumme

Z[b] = Z[0] exp [%} . (A.84)

Den Zusatzterm findet man auch direkt durch eine quadratische Ergénzung
des harmonischen Potenzials.
Die Imaginérzeit-Erwartungswerte aus Abschnitt 1.4.12 werden durch

5 7y

x(1)) = —h =K Y|t —o|)-blo A.85
@) = ~hgs (17— ol)-b(o) (A.85)
und entsprechend fiir die Zweipunkt-Korrelationsfunktion durch
) 6 Z[b _
/ —= hQ — _hK 1 —7 A
(w(ra(r)) = Wgismes () (4.56)

reproduziert. Im Falle einer konstanten Kraft finden wir als Erwartungswert
= fohﬂ dr (x(7)) den Verschiebungsterm b/(mw?). Als Energieerwartungs-
wert erhalten wir
1 0 hw whp b?
B) = —os o 200 = - coth |57 —
() = ~ 555570 = o5 coh [

(A.87)

2 2mw?

Extraktion der Energieeigenwerte aus dem Propagator

In der bekannten Operatorschreibweise erhalten wir fiir den Propagator

<x//‘e—iHT/h‘x Z(pn // (pn zEnT/h (A88)

wobei ¢, () = (z|n) die Eigenfunktion von H mit Eigenwert £, ist. Betrach-
ten wir nun die Fouriertransformierte zu G(T) = [dz (z|e”"T/"|z),

G(E) - /0 AT ¢ ET G(T) | (A.89)
. ih 1
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Die Integration beschriankt sich wegen der Kausalitdt des Propagators auf
den positiven Bereich. Damit besitzt die Funktion G(E) Information iiber
die Eigenwerte des Systems in Form von einfachen Polen. Fiir die spektrale
Zustandsdichte der Energieeigenwerte p(E) = > d(E — E,) erhalten wir
mit der Identitédt (1.74)

p(E) = —% Re[G(E)] . (A.01)

Im euklidischen Fall finden wir so im Limes § — 0 in einfacher Weise die
Grundzustandsenergie,

1 (E) — i * —BEn — —BEo
fin (19 = iy > [asei@yontaye B = e (A.92)

A.2 Ausreduktion der Anfangs- und Endko-
ordinate in der Realzeitdarstellung

Fiir die Zeitentwicklung der reduzierten Dichtematrix pr = pr(qr, f|ts) er-
halten wir wie in Abschnitt 1.4.15 aufgezeigt, die explizite Darstellung

> / / « q§ / Z /
o= [ dadd pstaalt) [ Da [ Dexp [ (Ssla) - Ssla)] (293
- @ @ h

[e.o]

<exp [ 00(0)(at0)-q(t) — (1))

X exp [-z-g () N1t E)-a(t) — ¢/ (0)- N7\ (8 1)-¢ (1) )
N MW MaWa 2
x H l27rh sinfwg (t — t;)] <27Th sinh[wﬁiﬁ]) 2sinblwahf3/2

a=1

o0
X / dag o da; oda]
— 00

Ti o Sin[we (te — )] + ¢ o sinfwe (t — t)]
sinfwg (tr — )]
3 sin[za(jfa— t)] {(ora? 4010 coslua(tr = )] = 20t0ia} )]

x;,a sinfwe (ts — t)] + ¢ o sinfwa (t — ;)]

X exp [% <caq(t)-

X exp [—1 (caq'(t)-

h sinfw, (te — )]
MW, 9 ;o p
o ; — ;)| — 2x¢ o5
+2 sinfwg (¢ — ;)] {(lm a7 coslwalte — 1) o, xl’o‘}ﬂ
Lo mews 2 2 YR
X eXp [ h <2 sinh[w,h/5] {(xla 2107 coshlwalifj] 2%,@%7@})} ’
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Der inverse Integralkern N~1(¢,t') wurde in Gleichung (1.550) definiert und
besitzt die explizit symmetrische Form N~1(¢,¢') = N~1(¢/,t) mit der folgen-
den Darstellung

A 2 Sinfwq (tr — 1)) sinfwa (' — #)] (A.94)

MaWa SiN[wy (L — ;)]

N7t t) =

Mz

=1

Q

o Sinfwg (ty — )] sinfw, (t — ;)]
MaWe Sin|we (ty — t)]

C

Mz

[y

o=

Aufgrund dieser Symmetrie kann das Doppelintegral in Gleichung (A.93)
auch als zeitgeordnetes Integral dargestellt werden, wodurch zusétzlich ein
Faktor 2 entsteht. Der Term M ”y(O) wird iiber Gleichung (1.30) definiert und
ist identisch zu der Summe Y _ c2/(2mqaw?). Die Notation

tt
a(t)-b(t) = / dt a(t)b(t) (A.95)
ti
entspricht dabei der Konvention, welche in Kapitel 1.4.6 eingefiihrt wurde.
Der Ausdruck (A.93) fiir pgr reduziert sich nun erheblich, wenn wir die
drei gaufischen Integrationen iiber die gemeinsame Endkoordinate ¢, und
tiber die beiden Anfangskoordinaten x;, und zj, durchfiihren. Da sich der
im Exponenten quadratische Anteil von z¢, im obigen Ausdruck identisch
weghebt, erhalten wir nach der Integration eine Delta-Funktion der Gestalt

e t)] / dflffﬂ (A96)

2rhsinjw, (te — )] J_oo
Co Sinfwy (t — )]
hsin|w, (te — ;)]

1a0) =4 O~ o ey e el
Co Sinfwy (t — ;)]

= 50— 2 Zfg(t) - 1))

MaWq

X exp [2 Tt o (

Fiir den Fall ¢(t) = ¢/(t) erhalten wir damit gerade die Bedingung fiir das
Produkt iiber den Vorwiérts- und Riickwértspropagator bei Ankopplung einer
identischen Storung ¢(t),

/ dzs o (50| U (te, ) | 25.0) (..Ut ti)|x{7a> = 0(Ti0 — xia) . (A97)

oo

Wegen der Abhiéngigkeit der Deltafunktion von z;, — {, bietet sich eine
Variablentransformation auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten mit

Tia = (xi7a—|—${7a)/2, (A.98)
Yia = (Tia—1i,) (A.99)

i,a
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an. Die Funktionaldeterminante dieser Transformation liefert eine Eins. Die
Integration iber das Set {y;o} wird trivial durch die Einschrankung der
Deltafunktionen aus Gleichung (A.96). Mit dem funktionalen Zusammenhang

Tia = Tia + yi,a/2 5 (AlOO)

e = Tia—Yia/2, (A.101)

TiaTi, = Tia— Yo/t (A.102)

Tio® + x{(f = 21, +yl./2 (A.103)
Tiol = l,0 = 2TiaYia (A.104)

lasst sich der Ausdruck fiir pg leicht umschreiben, wobei wir nun ebenfalls
die Systemkoordinate ¢(¢) und ¢'(¢) durch die Schwerpunktskoordinte r(t) =
[q(t) + ¢'(t)]/2 und die Relativkoordinate y(t) = q(t) — ¢/(t) ersetzen. Wir
erhalten dadurch den Ausdruck

PR = / dgidg; ps(ai, ¢ilt) (A.105)

(e 9]

X /DrDy exp [% (SS[T +y/2] — Ss[r — y/ﬂ)]

xexp [~ 22M5(0) r(0)-y(8) | exp [~ ylt) N800 (1)

MW 1/2
o 2 ] h h 2 d iad i,
x H l(%ﬂismh wahﬁ]> sinhlwahf3/ ]/ Mo,

<3 (0 — Smﬁjﬁi‘ t)] (o))

4 Co Sinfwy (t — 1)]
h sinfwg (tr — )]

X exp

(v ria+ 1) 150

K
X exp 7

S Yia
X exp —ﬁ<mawa00th[wahﬁ]{ﬁ%a+ | }

4
)
sinh[w,hp] Ub® 4 '
Die Integration iiber die Koordinate y; ,, liefert nun wegen der Einschrédnkung
durch die Delta-Funktion aus Gleichung (A.96) die Form

PRZ/ dgidg; ps(gi, ¢it:) (A.106)

(e o]

X /DrDy exp [% (SS[T +y/2] — Ss[r — y/2]>]

MaWq COtwe(ty — t)] Tia yi,a]
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X exp [—%2]\/[7(0) r()-y(t)] exp [—% y(t)- N (L) ()]

/ o0
H |:<2th7zzlahwzahﬁ]>l 22Sinh[u)ahﬁ/2]/ dri,a

—0o0

o (e
(e 2 sinfwy (s — )] sin[wa(t’]— t;)] 'y(t’))]

MW SiN|wy, (tr — &)

y(t) Tia

X exp [ + %(ca cotwa (s — t:)]7iq sinfwa (t — ;)] y(ﬂ)]
X exp [— % <mawa tanh|w,h(/2] 7'i,a2
s I st 1]

dmawe
Betrachten wir zuerst Terme der Gestalt r(t)- [...] -y(¢'). Wir erhalten, da
N~Y(t,t') symmetrisch ist und somit die Integration vertauscht werden kann,

exp [_E r(t)- (N_l(t, ) _Z 2 sinfwe (tr — t)] sinfwe (¢ — ti)]> -y(t’)} '

h MW Sin|we (tr — t;)]

(A.107)

Mit der Definition (A.94) fiir den symmetrischen Kern N~'(¢,#') finden wir
nun das tiberraschende Ergebnis fiir Gleichung (A.107),

exp %y(t).NRl(t,t').r(t')] , (A.108)

wobei nun die Kopplung durch eine retardierte Funktion der Gestalt

N(LY) = O 1) Z 2 {sin[wa(tf —1)] sinfwa (' — ;)] (A.100)

= MaWa SiN[wy (L — ;)]

_sin[wa(tf —t)] sinfwa(t — t;)]
MaWa Sin[we(ts — )]

?

2

= Ot —1) > " sinfwa(t — )] , (A.110)

stattfindet. Man beachte, dass wir in Gleichung (A.108) die Integrationsrei-
henfolge von r und y wieder in die urspriingliche Form getauscht haben.
Dies ist die Signatur von Dissipation; da bei Dissipation die Invarianz
unter der Zeitspiegelung t — —t gebrochen wird, muss dies in der Ausinte-
gration der Badfeiheitsgrade zutage kommen. Das Gesamtsystem aus System
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und Bad zeigt keine Dissipation, wohl aber die effektive Beschreibung des an
das Bad gekoppelte Systems.

Nun kénnen wir die letzte gaufische Integration iiber r;, durchfiihren.
Der in 7, lineare Term vereinfacht sich, wodurch wir das folgende gaufische
Integral erhalten,

ﬂ {( MaWa >1/2 2 sinh|w,h(G/2] /Oodfr'm (A.111)

- [\2rhsinh[w,hf] o
1 /2myw, tanh[w, b3 /2] 5 1Cq
X exp [—5 < - )ri,a + = cos|wq(t — t;) -y(t)ri,a}

dmawe

= [Lexp [~ b o). Ol g — )]

Durch diese letzte Integration heben sich alle noch vorhandenen Vorfaktoren
gerade weg.

Zusammenfassend erhalten wir fiir die Zeitentwicklung der reduzierten
Dichtematrix

o0

pr = pr(gr, gf|ts) = / dgidg; ps(a, 4|t:) (A.112)

— 00

X /DrDy exp [% (SS[T +y/2] — Ss[r — y/ﬂ)]

X exp [—%QMv(O) T(t)-y(t)] exp [% y(t)-Ng'(t, t')-r(t')}

< [Lexp [~ & o) Ml o - ) )]

dmawe

Das Produkt iiber a kann nun als Summe im Exponenten geschrieben werden
und betrifft nun nur noch den Integralkern, so dass dieser nun wie gewohnt
mit Hilfe der spektralen Dichte ausgedriickt werden kann,

> - Coi:z[(:ziﬁm] coslwa(t —t')] (A.113)
— % 000 dw J(w) coth [%ﬁﬁ] cosjw(t —t')] = %L'(t —v). (A114)

Im letzten Schritt haben wir die sogenannte Badkorrelationsfunktion L =
L'+iL" aus Gleichung (1.566) verwendet. Ebenso driicken wir auch Ny ' (¢, ')
durch die spektrale Dichte J(w) bzw. der Funktion L aus,

N'(t,t) = @(t—t’)%/Oode(w)sin[w(t—t’)], (A.115)
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= =200t —-t)L"(t-1t), (A.116)
= MOy~y(t—t)+2M~(0)o(t—1t). (A.117)

Die letzte Zeile entspricht der Gleichung (1.29), wo wir den selben Rechen-
schritt durchgefiihrt haben, um die Geschwindigkeit ¢ der Systemkoordinate
zu erhalten. Der symmetrische Realteil von L(t — t') koppelt daher y(t) mit
y(t'), wéhrend der antisymmetrische Imaginérteil von L(t —t') y(¢) mit r(t')
zu verschiedenen Zeiten koppelt. Wir finden nun die fiir die Tight-Binding
Darstellung wichtige Form der reduzierten Dichtematrix

[e.9]

Pr = Pr(Gr, ¢te) =/ dgidg] ps(ai, gi|t:) (A.118)

—00

X/DTDy exp[%(Ss[T—l-y/Q] —SS[T—?J/Q])}
xem{—%ﬂ%ﬂmr@)ﬁﬂ%mpk%g@)?@@—ﬂﬂf@—ﬂ)ﬂﬂ

x oxp [~ 5 y(0)- Lt~ #)y(#)]

Eine Diskussion der physikalischen Bedeutung der einzelnen Terme erfolgt in
Abschnitt 1.4.15.

Durch partielle Integration formen wir nun noch analog zum klassischen
Fall den Term in Gleichung (A.118) mithilfe der Darstellung (A.117) um,
welcher y(t) an r(t') koppelt, also

y(t)-Net(t,t)-r(t') = 2M~(0)y(t)-r(t) — Mr(t:) y(t)-7(t —t;)
—My(t) -yt — )i (t) . (A.119)

In Gleichung (1.30) wurde der klassische Démpfungskern v(t—t') definiert. Da
v(t—1') ebenfalls kausal ist, verschwindet der zweite Randterm der partiellen
Integration. Der Term 2M~(0) y(¢)-r(t) hebt sich nun in Gleichung (A.112)
identisch weg. In den Koordinaten 7,y erhalten wir somit die Darstellung

PR:/ dgidg; ps(ai, gilt) (A.120)

o0

X /DrDy exp [% <SS[7“ +y/2] — Sslr — 3//2])]
o [ 2 () )2 (¢~ 1) + w09~ )40))]
X exp [—% y(t)-L'(t, t’){g(t')} :

Da der Term L'(t) symmetrisch in ¢ ist und (¢t —t') fiir ¢ < ¢’ identisch ver-
schwindet, konnen wir die doppelte Zeitintegration in die zeitgeordnete Form
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.‘ ~ y(t) — — q(t)
R / t N v
X // ,\/
’ i(t) S q(t
- e L(t) - L)
L) - - L(t)

Abbildung A.1: Das linke Bild zeigt die Wechselwirkungen zwischen der klas-
sischen Geschwindigkeit 7 und der Quantenfluktuationskoordinate y, wobei 7(t)
an y(t') nur fiir Zeiten ¢ > t koppelt. Das rechte Bild zeigt entsprechend die
nichtlokale Wechselwirkung zwischen den Pfaden ¢ und ¢'.

["dt [ At iiberfithren, wodurch nur der Term L/(t) in der obigen Gleichung
einen Faktor 2 erhélt.
Indem wir nun zu den urspriinglichen Koordinaten ¢ und ¢’ zuriicktrans-

formieren, finden wir alternativ aus Gleichung (A.118) die Darstellung

PRZ/ dgidg; ps(a, gilt:) (A.121)

x / DqDq exp [% (Ss[q] - Ss[q’]>]
x exp [~ M(0) la(t)-a(t) — 4 (1) (0]
x e [~ o (at) ~ ¢ 1)) (Wt = £)-at) =Wt~ 1)-d ()]
Mit W (¢ —#') haben wir in der obigen Gleichung den komplexen Integralkern
Wt—t) = L'it—t)+20t—t)L"(t-1) (A.122)

eingefiihrt. Da die Pfadkopplung ¢ an ¢ und analog ¢’ an ¢’ in der letzten Zeile
von Gleichung (A.121) nur an den symmetrischen Anteil des Integralkernes
W (t —1t') koppelt, wihrend die Pfadkopplung der Pfade ¢ an ¢’ nur iiber den
hermiteschen Anteil von W (¢t — t) stattfindet, konnen wir diese 4 Faktoren
in die geschickte Form

exp [~ o5 (a0 = 1)) - (Wt~ )at) =W~ #)-¢())]  (A123)
= oxp [~ () Walt = £)-alt) + (0 W2E—)-d(F) (A2
~24/(1)- Wt = ¢)-q(t))]
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bringen. Dabei haben wir den symmetrischen Anteil

W(t—t)+W(t —1)
2

Wit—t) = Wyt —t) = = L(jt—t]) (A.125)

und den hermiteschen Anteil

W(t—t)+ Wt —t)
2

von W (t—t") verwendet, wobei sich L(t—t') = L'(t—t')+iL"(t—t') aus einem

oben definierten Realteil L’ und einem Imaginéranteil L” zusammensetzt und

somit die Standardform aus Gleichung (1.566),

Wt —t) = Wi —t) = =L(t—1t) (A.126)

1

L{t—t) = -

/dw J(w) <c0th [WTM] cos|w(t —t")] — isin[w(t — t’)])
(A.127)

annimmt.

Fiir Zeiten ¢ < t' koppelt in Gleichung (A.121) nur der symmetrische
Anteil L'(t —t'). Diesen Anteil kénnen wir dem Bereich ¢ > t' zuschreiben,
wodurch wir fiir die Kopplung W (t —t') gerade 2L(t —t') erhalten, da auf die
Theta-Funktion in diesem Bereich verzichtet werden kann. Indem wir also
eine zeitgeordnete Integration fttf dt ftt dt’ verwenden, finden wir die in der
Literatur iibliche Standardform rl], 1

PR = / dgidg ps(as, ¢i|ts) (A.128)

00
)

< [ DaDy exp [ (sl - Ssld)
7’- / /
xexp | = M4(0) (a(t)-q(t) = ¢'(8)-¢(1)]
1 te t
X exp ——/ dt/dt’ qt) — ¢ () ) ( L(t, et — L*(t, g ({t) )] .
5 ] (o) = d ) (£ - D g )
Die explizite Form des sogenannten Feynman-Vernon Propagator Jgy,

welcher die effektive Zeitentwicklung der reduzierten Dichtematrix pr durch
die Gleichung

pr (e, Glts) = /inin, ps( @ ¢i1t) Jev (s, g telas 4, ) (A.129)

beschreibt, wird durch Gleichung (A.118), (A.121) und (A.128) definiert.
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