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Kurzfassung

Kurzfassung

Die hochwertige Prognose des komplexen mechanischen Verhaltens von Thermoplasten
in Simulationen birgt besondere Herausforderungen. Geeignete Modelle sind zwar seit
einiger Zeit verfügbar, doch ihre ideale Kalibrierung ist sehr aufwendig. Angesichts einer
Vielzahl an nicht direkt in Versuchen messbaren Parametern basiert sie üblicherweise
auf iterativen Schemata im Sinne von Reverse Engineering. Werden in diesem Zusam-
menhang für die gesuchten Modellparameter analytische Beziehungen angesetzt, besteht
das Risiko einer zu starken Einschränkung des Lösungsraums, so dass dieser das tat-
sächliche Optimum nicht enthält. Gleichzeitig ergeben sich aus zu vielen freien Variablen
Schwierigkeiten hinsichtlich der Beherrschbarkeit im Rahmen einer Optimierung. In bei-
den Fällen ist es möglich, dass die Kalibrierung eines Materialmodells mit Versuchen auf
Probenebene zwar zu einer hinreichend genauen Prognose des Kraftniveaus führt, nicht
jedoch des Dehnungsfelds. Da Letzteres die Grundlage für die Versagenscharakterisie-
rung bildet, hat das Forschungsgebiet eine besondere Relevanz. Dies gilt insbesondere für
Crashsimulationen im Automobilbau, in deren Umfeld das Vorhaben angesiedelt ist.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines neuen Verfahrens zur di-
rekten Kalibrierung der Parameter komplexer Materialmodelle, vor allem zur Prognose
des Verhaltens von Thermoplasten. Sein Kern besteht aus dem Aufstellen und Lösen
modellspezi�scher Di�erentialgleichungen, wobei als Eingangsgröÿen Daten aus mit di-
gitaler Bildkorrelation erfassten Versuchen verwendet werden. Im Gegensatz zu anderen
bereits verfügbaren Verfahren wird auf Reverse Engineering mit Optimierungsmetho-
den verzichtet. Darüber hinaus �ndet die Verwendung von analytischen Ansätzen für
die gesuchten Modellparameter primär zur Nachbearbeitung diskreter Ergebnisse statt.
Die Ausarbeitung geschieht für das MaterialmodellSAMP-1 bzw. * MAT_187 des Sol-
vers LS-DYNA, welches speziell zur Simulation von Thermoplasten konzipiert ist und
isotropes viskoelasto-viskoplastisches Verhalten sowie kompressible Plastizität abbilden
kann. Es lässt sich als Erweiterung des für Metalle entwickelten* MAT_024 interpretie-
ren. Dieses elasto-viskoplastische Modell mit inkompressibler Plastizität vom Typ nach
von Mises wird ebenfalls unterstützt. Der Fokus liegt auf einer optimalen Prognosegü-
te für die im Automobilbau verbauten, überwiegend dünnwandigen Strukturen, welche
in Crashsimulationen mit Schalenelementen abgebildet werden. Neben der Eingrenzung
des Themengebiets auf solche Fälle werden exklusiv Zugversuche behandelt, weil diese
für die Kalibrierung von SAMP-1 am bedeutendsten sind.

Zu Beginn dieser Arbeit erfolgt die Vorstellung der elementaren Zusammenhänge zwi-
schen den Verzerrungs- und Spannungsmaÿen aus der Testauswertung und der Simu-
lation. Messungen bzw. geeigneten Approximationen der Komponenten des Hencky-
Verzerrungstensors und des Cauchy-Spannungstensors stehen inkrementell formulierte
Materialroutinen gegenüber, die auf Basis des Dehnratentensors und der Zaremba-Jau-
mann-Rate des Cauchy-Spannungstensors operieren. Da für den Spintensor im Versuch
keine Werte vorliegen, werden spezielle materielle Auswertepunkte gewählt, an denen er
zu null angenommen werden kann. Dabei handelt es sich um Punkte in einem Schnitt
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senkrecht zur Längsachse des Prü�ings durch das Zentrum der Einschnürzone. In dieser
Ebene ist bei Lagrangescher Betrachtung in einem mitbewegten Koordinatensystem für
eine hinreichend dünne Probe der Hencky-Verzerrungstensor das Integral des Dehnraten-
tensors und der Cauchy-Spannungstensor das Integral seiner Zaremba-Jaumann-Rate.

Während die Implementierung der Flieÿregel inSAMP-1 bereits auf Gleichungen in einer
di�erentiellen Form beruht, basiert die des rheologischen Modells auf Faltungsintegralen.
Bei der Herleitung äquivalenter Di�erentialgleichungen wird daher auf elementare Be-
ziehungen für Federn und Dämpfer zurückgegri�en. Da der Hypo-Elastizitätstensor des
Materialmodells unter gewissen Umständen zeitabhängig ist, ergeben sich Integro-Dif-
ferentialgleichungen. Eine gemeinsame Betrachtung der Gleichungen aus der Flieÿregel
und dem rheologischen Modell ermöglicht die Bestimmung nicht direkt messbarer Grö-
ÿen in einem Versuch. Im viskoelastischen Regime stehen der ElastizitätsmodulEC , die
variable Materialstei�gkeit EV , die Relaxationsrate� sowie die Querkontraktionszahl�
im Fokus. Dahingegen ist im viskoelasto-viskoplastischen Regime die Quanti�zierung der
plastischen Querkontraktion� p, der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung"pct, ihrer
Rate _"pct und der von-Mises-Vergleichsspannung� vm das Ziel. Um die Gleichungen nu-
merisch zu lösen, werden unter anderem das Di�erenzenverfahren, die Sehnentrapezfor-
mel sowie das Verfahren von Heun vorgesehen. Ein entsprechender Programmcode wird
in der EntwicklungsumgebungMATLAB implementiert. Aus messtechnischen Gründen
erweist es sich als vorteilhaft,� p bei einer möglichst niedrigen Dehnrate zu bestimmen
und bei der Auswertung hochdynamischer Versuche als bekannt vorauszusetzen.

Der Programmcode wird anhand virtueller Messdaten validiert, die aus mitLS-DYNA
durchgeführten Ein-Element-Tests stammen. Vorteilhaft an diesem Vorgehen ist die Ver-
gleichbarkeit der berechneten Parameter mit den im Materialmodell vorgegebenen. Auf-
grund ihrer besonderen Relevanz bei gleichzeitiger Komplexität stehen die plastische
Querkontraktion und der Pfad im "pct- _"pct-� vm -Raum, welcher die Basis für die Ermitt-
lung von Flieÿkurven bildet, im Zentrum der Untersuchungen. Da bei ihrer Berechnung
auch die Gleichungen des viskoelastischen Regimes angewendet und somit validiert wer-
den, wird auf eine dedizierte Analyse mit Bezug auf die zugehörigen Modellparameter
verzichtet. Die Funktionalität des Verfahrens kann für alle unterstützten Komplexitäts-
grade vonSAMP-1 nachgewiesen werden.

Zur Anwendung auf reale Zugprüfprogramme werden entsprechende Versuchsdatenan-
forderungen und Auswertestrategien erarbeitet. Diesbezüglich erfolgt die Entwicklung
einer neuen Methode, um im Zugversuch mittels dreidimensionaler digitaler Bildkorre-
lationsdaten der Probenfront insbesondere die Dicke, die Dickendehnung und die Quer-
schnitts�äche des Prü�ings zu approximieren. Sie basiert auf der Identi�kation von un-
erwünschten Bewegungen des Prü�ings senkrecht zur Maschinenachse und Separation
der E�ekte von der zu erfassenden materiellen Deformation. Dabei wird eine Symme-
trie zwischen der Verschiebung der Probenfront und -rückseite in Dickenrichtung ange-
nommen. Für die Quanti�zierung der x-Komponente des Cauchy-Spannungstensors in
Versuchen werden optimale Auswertepunkte gefunden. Diese liegen anfänglich an den
zwei Gauÿpunkten einer Gauÿ-Quadratur vom Exaktheitsgrad drei über die Breite der
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Probe. Zur Ermittlung der bei der Spannungsberechnung benötigten Probendicke wird
eine Anwendung der zuvor thematisierten Methode vorgesehen. Es folgt die Konzeption
eines semi-empirischen Ansatzes, um auf Basis weniger, mit dreidimensionaler digitaler
Bildkorrelation gewonnener Daten diex-Komponente des Cauchy-Spannungstensors in
ansonsten mit zweidimensionaler digitaler Bildkorrelation aufgezeichneten Materialprü-
fungen zu approximieren. Das Potenzial dieser Methode wird auf Grundlage von zwei
Thermoplasten mit unterschiedlichem Plastizitätsverhalten aufgezeigt, für die dehnra-
tenübergreifend vollständige Datensets zur Verfügung stehen.

Die im viskoelastischen Regime bestimmten Parameter repräsentieren zum Teil dedi-
zierte Prüfgeschwindigkeiten. Dies gilt auch für die"pct- _"pct-� vm -Pfade. Für die Gene-
rierung einer kontinuierlichen funktionalen Beschreibung in Abhängigkeit der Dehnrate
werden deshalb geeignete Ansätze de�niert. Zur Charakterisierung der viskoelastischen
Eigenschaften dienen polynomiale Funktionen. Ihre Kalibrierung geschieht durch eine
Regressionsanalyse innerhalb eines pragmatisch de�nierten Vertrauensbereichs für Mess-
werte. Aus einer analytischen Beschreibung der dehnratenabhängigen InitialsteigungD
von Spannungs-Dehnungs-Kurven ergibt sichEC und darauf aufbauend ein funktiona-
ler Zusammenhang fürEV . Der Wert von � resultiert aus Monotoniebetrachtungen.
Die Elastizitätsgrenze� E wird für alle Versuche auf Basis der Proportionalitätsgrenze
approximiert. Unter Berücksichtigung dieses Werts erfolgt die Bestimmung der Quer-
kontraktionszahl � anhand der langsamsten Versuche.

Zur Beschreibung der Fläche im"pct- _"pct-� vm -Raum, die das viskoplastische Material-
verhalten charakterisiert, werden zweidimensionale B-Splines gewählt. Weil an den_"pct-
Rändern des untersuchten Gebiets sehr wenige Versuchsdaten vorliegen, �ndet die Mo-
dellierung von Randkurven statt. Grundlage dafür ist eine Extrapolation der Daten
in Dehnratenrichtung unter der Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen
ln( _"pct=_" ref ) und � vm mit _" ref = 1 ms� 1. Als Alternative zu Letzterer ist es denkbar,
einzelne zusätzliche Materialprüfungen bei niedrigeren und höheren Abzugsgeschwin-
digkeiten durchzuführen und auszuwerten. Da Versuche bei unterschiedlichen Dehnraten
nicht zwangsläu�g bei der gleichen uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung versagen,
werden die"pct- _"pct-� vm -Pfade und Randkurven bis zu einem einheitlichen Wert für"pct

polynomiell ergänzt. Wie bei der Extrapolation in Dehnratenrichtung dient dies aus-
schlieÿlich der Stützung von Bereichen auf der Fläche, für die keine Daten vorliegen und
die für die Simulation der Versuche eine untergeordnete Rolle spielen. Die Notwendig-
keit einer Beschreibung im gesamten untersuchten"pct- sowie _"pct-Intervall ergibt sich
insbesondere aus Anforderungen des SolversLS-DYNA. Indem die konstruierte Fläche
bei konstanten Werten für _"pct geschnitten wird, resultiert für das Materialmodell eine
dehnratenabhängige Flieÿkurvenschar.

Anhand von vier Thermoplasten, deren Eigenschaften die höchsten unterstützten Kom-
plexitätsgrade vonSAMP-1 re�ektieren, wird die Anwendung des Verfahrens demons-
triert. In allen Fällen erfolgt mit der jeweiligen Modellkalibrierung eine Simulation der
zugrundeliegenden Zugversuche. Anschlieÿende Gegenüberstellungen der Kraftniveaus,
der Komponenten der Dehnungsfelder sowie der Querschnitts�ächen bzw. Breiten der
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Prü�inge zeigen eine hervorragende Prognosegüte. Da die entwickelten Routinen für
jeden analysierten Versuch die Komponenten des Cauchy-Spannungstensors sowie des
Tensors der plastischen Verzerrungen bis zum Zeitpunkt des Bruchs liefern, ergibt sich
eine optimale Ausgangslage für eine darauf aufbauende Versagenscharakterisierung. Die
Kalibrierung eines geeigneten Modells ist jedoch nicht Teil der Untersuchungen.

Den Abschluss der Arbeit bildet eine Analyse, welche Schritte des beschriebenen Pro-
zesses für eine vollständige Automatisierung noch adressiert werden müssen. In diesem
Zusammenhang sind die Versuchsauswertung, die Datenglättung und die Anpassung der
analytischen Ansätze zur Nachbearbeitung diskreter Ergebnisse zu nennen. Für eine er-
folgreiche Übertragung des neuen Verfahrens auf andere Materialmodelle werden drei
Grundvoraussetzungen festgehalten: Erstens muss das angesetzte Modell in der Lage
sein, das zu erfassende Materialverhalten abzubilden. Zweitens müssen sich die zugrun-
deliegenden Routinen als Di�erentialgleichungen ausdrücken lassen. Drittens muss es
messtechnisch möglich sein, die benötigten Eingangsdaten in Versuchen zu bestimmen.
Insbesondere der letzte Punkt wird als herausfordernd angesehen.
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Abstract

High-quality prediction of the complex mechanical behavior of thermoplastics in simula-
tions poses particular challenges. Suitable models have been available for some time, but
their ideal calibration is very elaborate. In view of a large number of parameters that
cannot be measured directly in tests, it is usually based on iterative schemes in the sense
of reverse engineering. If in this context analytical relations are applied for the sought
model parameters, there is a risk that the solution space will be restricted such that it
will not contain the actual optimum. At the same time, too many free variables result in
di�culties with respect to controllability in the framework of an optimization. In both
cases, it is possible that calibration of a material model with specimen level tests will
result in a su�ciently accurate prediction of the force level, but not of the strain �eld.
Since the latter forms the basis for failure characterization, the research area has special
relevance. This applies in particular to crash simulations in automotive engineering, to
which the project is related.

The subject of the present work is the development of a new procedure for direct cali-
bration of the parameters of complex material models, especially for predicting the
behavior of thermoplastics. Its core consists of setting up and solving model-speci�c dif-
ferential equations, using experimental data acquired with digital image correlation as
input. In contrast to other already available procedures, reverse engineering with opti-
mization methods is not applied. Furthermore, analytical relations for the sought model
parameters are used primarily for post-processing discrete results. The elaboration is
done for the material modelSAMP-1 resp. * MAT_187 of the solverLS-DYNA, which is
especially intended for simulating thermoplastics and capable of representing isotropic
viscoelasto-viscoplastic behavior and compressible plasticity. It can be interpreted as
an extension of* MAT_024 that is designed for metals. This elasto-viscoplastic model
with incompressible von Mises type plasticity is also supported. Focus lies on an opti-
mal prediction quality for the predominantly thin-walled structures used in automotive
engineering. In crash simulations, these are represented with shell elements. Besides nar-
rowing the subject area to such cases, tensile tests are exclusively treated due to their
signi�cance for the calibration of SAMP-1.

At the beginning of this work, the elementary relationships between the strain and stress
measures from the test evaluation and the simulation are provided. Measurements or
suitable approximations of the components of the Hencky strain tensor and the Cauchy
stress tensor are contrasted with incrementally formulated material routines, which op-
erate on the basis of the strain rate tensor and the Zaremba-Jaumann rate of the Cauchy
stress tensor. Since no values are available for the spin tensor in the experiment, speci�c
material evaluation points are chosen where it can be assumed to be zero. These are
points in a section perpendicular to the longitudinal axis of the test piece through
the center of the necking zone. For a Lagrangian perspective in a comoving coordinate
system and a su�ciently thin specimen, in this plane the Hencky strain tensor is the
integral of the strain rate tensor and the Cauchy stress tensor is the integral of its
Zaremba-Jaumann rate.
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While the implementation of the �ow rule in SAMP-1 is already built on equations in a
di�erential form, that of the rheological model bases on convolution integrals. Therefore,
elementary relations for springs and dampers are used to derive equivalent di�erential
equations. Since the hypo-elasticity tensor of the material model is under certain cir-
cumstances time-dependent, integro-di�erential equations result. A joint consideration
of the equations from the �ow rule and the rheological model makes it possible to deter-
mine quantities that cannot be measured directly in an experiment. In the viscoelastic
regime, the modulus of elasticityEC , the variable material sti�ness EV , the relaxation
rate � and the Poisson's ratio� are in focus. In contrast, in the viscoelasto-viscoplastic
regime, the goal is the quanti�cation of the plastic Poisson's ratio� p, the uniaxial pla-
stic equivalent strain "pct, its rate _"pct and the von Mises equivalent stress� vm . To solve
the equations numerically, the di�erence method, the trapezoidal formula and Heun's
method, among others, are designated. A corresponding program code is implemented
in the development environmentMATLAB . For metrological reasons, it proves advan-
tageous to determine� p at the lowest possible strain rate and to assume it as known
when evaluating highly dynamic tests.

The program code is validated using virtual measurement data obtained from single-
element tests performed withLS-DYNA. An advantage of this approach is the compara-
bility between the calculated parameters and those speci�ed in the material model. Due
to their particular relevance combined with complexity, the plastic Poisson's ratio and
the path in "pct- _"pct-� vm -space, which is the basis for the determination of yield curves,
are at the center of the investigations. Since the equations of the viscoelastic regime are
also applied in their calculation and thus validated, a dedicated analysis with respect to
the associated model parameters is omitted. The functionality of the procedure can be
demonstrated for all supported complexity levels ofSAMP-1.

Appropriate test data requirements and evaluation strategies for application to real
tensile test programs are elaborated. In this respect, a new method is developed to
approximate in particular the thickness, thickness strain and cross-sectional area of the
specimen in a tensile test by means of three-dimensional digital image correlation data
of the specimen front. It is based on the identi�cation of undesired movements of the test
piece perpendicular to the machine axis and separation of the e�ects from the material
deformation, which is to be detected. Thereby, a symmetry between the displacement
of the specimen front and back in thickness direction is assumed. For the quanti�cation
of the x-component of the Cauchy stress tensor in experiments, optimal evaluation
points are found. These lie initially at the two Gauss points of a Gaussian quadrature
over the width of the sample that has a degree of exactness three. To determine the
specimen thickness required in the stress calculation, an application of the previously
discussed method is foreseen. Next follows the design of a semi-empirical approach to
approximate the x-component of the Cauchy stress tensor in material tests recorded
with two-dimensional digital image correlation, based on few data obtained with three-
dimensional digital image correlation. The potential of this method is demonstrated on
the basis of two thermoplastics with di�erent plasticity behaviors for which complete
datasets are available across strain rates.
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The parameters determined in the viscoelastic regime partly represent dedicated test
speeds. This also holds for the"pct- _"pct-� vm -paths. Therefore, suitable relations are de-
�ned to generate a continuous functional description dependent on the strain rate. Poly-
nomial functions are used to characterize the viscoelastic properties. Their calibration
is done through a regression analysis within a pragmatically de�ned con�dence interval
for measured values. An analytical description of the strain-rate-dependent initial slope
D of stress-strain curves yieldsEC and, subsequently, leads to a functional relationship
for EV . The value of � results from monotonicity considerations. For all experiments,
the elasticity limit � E is approximated using the proportionality limit. Taking this value
into account, the determination of the Poisson's ratio� is done based on the slowest
tests.

Two-dimensional B-splines are chosen to describe the surface in"pct- _"pct-� vm -space that
characterizes the viscoplastic material behavior. Because very little experimental data is
available at the _"pct-edges of the studied region, boundary curve modeling is performed.
This is based on data extrapolation in strain rate direction under the assumption of a
linear relationship betweenln( _"pct=_" ref ) and � vm with _" ref = 1 ms� 1. An alternative to
the latter is to carry out and analyze individual additional experiments at lower and
higher test speeds. Since tests at di�erent strain rates do not necessarily fail at the
same uniaxial plastic equivalent strain, the"pct- _"pct-� vm paths and boundary curves are
polynomially complemented up to a uniform value for"pct. As with extrapolation in
strain rate direction, this is done solely to support regions on the surface for which no
data are available and which play a minor role in the simulation of the tests. The need
for a description throughout the "pct- as well as _"pct-interval under investigation arises
in particular from requirements of theLS-DYNA solver. By intersecting the constructed
surface at constant values for_"pct, a strain-rate-dependent array of yield curves results
for the material model.

Four thermoplastics, whose properties re�ect the highest supported levels of complexity
of SAMP-1, are used to demonstrate the application of the procedure. In all cases, the
respective model calibration is used for simulating the underlying tensile tests. Sub-
sequent comparisons of the force levels, the components of the strain �elds and the
cross-sectional areas or widths of the specimens show excellent prediction quality. Since
the developed routines provide the components of the Cauchy stress tensor as well as the
components of the plastic strain tensor for each analyzed test until the time of fracture,
an ideal starting point for a following failure characterization is obtained. However, the
calibration of a suitable model is not part of the investigations.

The work concludes by analyzing the steps of the described process that need to be
addressed in order to achieve full automation. In this context, the test evaluation, da-
ta smoothing and adaptation of the analytical relations for post-processing of discrete
results have to be mentioned. For a successful transfer of the new procedure to other
material models, three basic requirements are noted: First, the chosen model must be
capable of representing the material behavior to be depicted. Second, the underlying
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routines have to be expressible as di�erential equations. Third, it must be metrologically
possible to determine the required input data in experiments. Especially the last point
is considered to be challenging.
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1
Einleitung

1.1 Motivation

Als Carl Benz am 29. Januar 1886 ein Patent für seinFahrzeug mit Gasmotorenbetrieb
beantragte, legte er damit den Grundstein für eine Entwicklung, die die Welt verändern
sollte (Benz & Co. (1886)). Seit über einem Jahrhundert prägt das Automobil wie
kein anderes Fortbewegungsmittel zuvor den Begri� der individuellen Mobilität und ein
Ende seiner Erfolgsgeschichte ist nicht absehbar. Gleichwohl be�ndet sich die Branche
heute mehr denn je in einer Phase des Wandels. Um die weltweiten Schadsto�emis-
sionen zu verringern, wird von Antriebsarten, die auf der lokalen Verbrennung fossiler
Energieträger basieren, zunehmend auf elektrische Alternativen ausgewichen. Die sich
daraus ergebenden neuen Anforderungen an Fahrzeugdesigns und -plattformen machen
für klassische Automobilhersteller groÿe Investitionen in Umstrukturierungen und Neu-
entwicklungen erforderlich. Gleichzeitig erö�nen sie neuen Unternehmen die Chance für
einen Markteintritt. Verschärft wird die Situation durch kostenintensive Forschungsak-
tivitäten im Bereich des autonomen Fahrens, ein Themenfeld, in dem sich auch Techno-
logieunternehmen engagieren.

Die genannten Rahmenbedingungen in der Automobilbranche verstärken die allgemei-
nen Bestrebungen, den Materialeinsatz durch Leichtbaukonzepte zu reduzieren. Neben
den Materialkosten lässt sich dadurch der Energieverbrauch eines Fahrzeugs senken und
so seine Reichweite steigern. Angesichts ihres attraktiven Preises, ihrer vergleichswei-
se geringen Dichte und der Flexibilität bei ihrer Verarbeitung und Formgebung eignen
sich Kunststo�e zur Erfüllung der Anforderungen in idealer Art und Weise. Insbesonde-
re Thermoplaste spielen in der Materialauswahl eine immer gröÿere Rolle und werden
in allen Bereichen des Fahrzeugs im Interieur und Exterieur verwendet. Ihr Einsatzge-
biet erstreckt sich von einfachen Verkleidungselementen bis hin zu sicherheitsrelevanten
Strukturkomponenten.
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1 Einleitung

Für ein erfolgreiches Bestehen innerhalb eines groÿen internationalen Wettbewerberfelds
ist es für einen Automobilhersteller von zentraler Bedeutung, neue Kundenbedürfnisse
und Trends möglichst schnell in Produkten umzusetzen. Um kurze Entwicklungszyklen
bei gleichzeitig hohen Qualitätsstandards zu realisieren, sind computergestützte Verfah-
ren eine Grundvoraussetzung. Durch ihren Einsatz lassen sich Projektphasen, in denen
Prototypen zum Einsatz kommen, zeitlich verkürzen oder ganz streichen. Dies ist natür-
lich nur möglich, sofern in der digitalen Produktauslegung eine hohe Prognosequalität
sichergestellt werden kann. Bei der Auslegung der passiven Fahrzeugsicherheit mittels
Crashsimulationen ist in diesem Zusammenhang die Abbildung des Materialverhaltens
elementar. Nur wenn die Deformation von Bauteilen bzw. der gesamten Fahrzeugstruk-
tur bis hin zum Versagen ausreichend genau erfasst wird, können die Anforderungen aus
Gesetzen und Ratings bezüglich des Schutzes von Fuÿgängern und Insassen vollständig
digital umgesetzt werden.

Die Vorhersage des Verhaltens von Thermoplasten ist besonders herausfordernd. Im Ge-
gensatz zu Metallen kann für sie üblicherweisekeine isochore Plastizitätangenommen
werden und auch der Prozess ihrer materiellenEnt- bzw. Verfestigungmit zunehmender
Dehnung ist wesentlich komplexer. Darüber hinaus zeigen sie häu�g nebenviskoplasti-
schenauchviskoelastischeEigenschaften. Geeignete Modelle, die diese Charakteristiken
abbilden können, sind zwar seit einiger Zeit verfügbar, ihre idealeKalibrierung gestaltet
sich jedoch bis heute als schwierig. Der Hauptgrund dafür ist der Umstand, dass in der
Regel kein einfacher Zusammenhang zwischen den im Modell vorzugebenden und den
in Versuchen messbaren Gröÿen besteht.

Konkrete Beispiele lassen sich anhand des in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehenden
Materialmodells SAMP-1 geben. Es handelt sich dabei um ein isotropes, viskoelasto-
viskoplastisches Modell mit kompressibler Plastizität zur Simulation des Verhaltens von
Thermoplasten, welches als* MAT_187 in aktuellen Versionen des SolversLS-DYNA zur
Verfügung steht. Innerhalb vonSAMP-1 erfolgt die Charakterisierung viskoelastischen
Materialverhaltens durch die Vorgabe einer skalarenRelaxationsratesowie eines funktio-
nalen Zusammenhangs zwischen derMaterialstei�gkeit und der Dehnrate. Die materielle
Ent- bzw. Verfestigung beim Plasti�zieren wird durch eine oder mehrereFlieÿkurven be-
schrieben, die dievon-Mises-Vergleichsspannungin ausgewählten Spannungszuständen
und eine zugehörige spezielleplastische Vergleichsdehnungin Relation setzen. Zur Be-
rücksichtigung der Abhängigkeit von der Beanspruchungsgeschwindigkeit im Rahmen
viskoplastischen Materialverhaltens können für uniaxialen Zug Flieÿkurven in tabellier-
ter Form für verschiedene Dehnraten angegeben werden. Zu guter Letzt charakterisiert
die plastische Querkontraktionin Form eines skalaren Werts oder einer Funktion in
Abhängigkeit der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnungdie Volumenänderung des
Materials während des Plasti�zierens (Hallquist (2020b)). In der Regel können die
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1.2 Stand der Technik

genannten Parameter nicht direkt in Versuchen gemessen werden, weswegen Näherun-
gen üblich sind.

Mit den bereits existierenden Verfahren zur Modellkalibrierung, welche in Kap. 1.2 vor-
gestellt werden, gelingt es auf Probenebene nur in Spezialfällen auf Anhieb und selbst
mit groÿem Aufwand nicht immer, gleichzeitig das Kraftniveau und das Dehnungsfeld
hinreichend genau zu prognostizieren. Die Auswirkungen dieses Umstands können be-
trächtlich sein, denn lokale Dehnungen bilden die Grundlage der Versagensprognose mit
Modellen wie z. B.GISSMO nach Neukamm u. a. (2008).

Bis heute gibt es Bestrebungen, bestehende Materialmodelle zu ergänzen oder neue, noch
komplexere Modelle zu entwickeln, um das Verhalten von Thermoplasten mit zuneh-
mender Genauigkeit abzubilden. Auch wenn dies sicherlich sinnvoll ist, ist es vor allem
notwendig, Verfahren zu entwickeln, die die zugehörige Kalibrierung erleichtern und das
komplexe Zusammenwirken der Parameter in der praktischen Anwendung beherrschbar
machen. In diesem Forschungsbereich ist die vorliegende Arbeit angesiedelt.

1.2 Stand der Technik

Eine rein erfahrungsbasierte, manuelle Kalibrierung von Materialmodellen zur Charak-
terisierung von Thermoplasten führt in der Praxis nur in seltenen Fällen mit adäquatem
Aufwand zu hinreichend guten Ergebnissen. Besser eignen sich iterative Schemata, die
sich durch den Einsatz von Optimierungsprogrammen wie z. B.LS-OPT automatisieren
lassen. Die Hauptunterschiede bestehen dabei in der mathematischen Formulierung der
Zielfunktion. Klassischerweise wird das Optimum an eine möglichst gute Übereinstim-
mung von Kraft-Verschiebungs-Kurven oder technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven
aus Versuchen und Simulationen gekoppelt. Beispiele für diese Vorgehensweise �nden
sich in Brinkmann (2010), Takekoshi und Niwa (2012) sowieSchilling u. a.
(2017). Bessere Ergebnisse lassen sich erzielen, indem mehrere Dehnungsfeldauswertun-
gen berücksichtigt werden, deren Bestimmung mittels digitaler Bildkorrelation statt-
�ndet. Diesen Weg verfolgen unter anderemSchilling u. a. (2019). Weitergehende
Entwicklungen hin zur Vollfeldkalibrierung �nden sich z. B. in Stander u. a. (2017)
und Ilg u. a. (2018). Allerdings sind die dort vorgestellten Untersuchungen im Umfeld
der Charakterisierung von Metalllegierungen zu verorten.

Die genannten Verfahren haben gemein, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt für die
gesuchten Modellparameter analytische Beziehungen angesetzt werden, die den mög-
lichen Lösungsraum einschränken. Ein Beispiel dafür ist ein Zusammenhang zwischen
einem geeigneten Spannungsmaÿ, einem geeigneten Verzerrungsmaÿ und gegebenenfalls
dessen Rate. Der Einsatz eines solchen Modells ist notwendig, weil die wahre Spannung
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1 Einleitung

in Versuchen nur schwer zu erfassen ist. Im Zugversuch ist beispielsweise der Spannungs-
zustand nach dem Einschnüren des Prü�ings multiaxial.Brinkmann (2010) verwendet
im quasistatischen Fall einen modi�zierten Ansatz nachDuffo u. a. (1995), welcher
wiederum auf G'sell u. a. (1983) bzw. G'sell und Jonas (1979) zurückgeht. Zur
Auswertung von dynamischen Versuchen entwickelt der Autor zwei weitere Formeln.
Schilling u. a. (2017) sowieSchilling u. a. (2019) variieren die Gleichung vonLud-
wik (1909) sowie einen der Ansätze vonBrinkmann (2010). Takekoshi und Niwa
(2012) nutzen einen speziellen Integralausdruck undStander u. a. (2017) sowieIlg
u. a. (2018) greifen für Metalle auf die Beziehung nachHockett und Sherby (1975)
zurück. Eine weitere Möglichkeit zur Beschreibung des Verhaltens von Thermoplasten
ist das DSGZ-Modell von Duan u. a. (2001). Dieses kombiniert einzelne Aspekte der
Formeln nach Johnson und Cook (1983), G'sell und Jonas (1979), Matsuoka
(1986) undBrooks (1997).

Für das in Kap. 1.1 eingeführte MaterialmodellSAMP-1 werden üblicherweise auch zur
Beschreibung der Materialstei�gkeit in Abhängigkeit von der Dehnrate sowie für die
plastische Querkontraktion Modellannahmen getro�en. Ein analytischer Ansatz für die
Materialstei�gkeit �ndet sich in Schilling u. a. (2019). Die plastische Querkontraktion
wird dort als Konstante angesehen. Dahingegen steht in den Forschungen vonTake-
koshi und Niwa (2012) die Herstellung eines funktionalen Zusammenhangs zwischen
dieser Gröÿe und der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung im Mittelpunkt.

Die gröÿte Schwierigkeit bei der Wahl bzw. De�nition von analytischen Ansätzen ist
der richtige Kompromiss zwischen einer hinreichenden Flexibilität und einer überschau-
baren Anzahl freier Variablen. Auf der einen Seite besteht das Risiko einer zu starken
Einschränkung des Lösungsraums, so dass dieser das reale Werksto�verhalten nicht ent-
hält. Auf der anderen Seite ergeben sich aus einer zu groÿen Variabilität Schwierigkei-
ten hinsichtlich der Konvergenz im Rahmen einer Optimierung. Auch dies kann dazu
führen, dass kein akzeptables Ergebnis erzielt wird. Aus diesem Grund setzen die ge-
nannten Entwicklungen auf dem Gebiet der Vollfeldkalibrierung,Stander u. a. (2017)
und Ilg u. a. (2018), zur Beschreibung der Abhängigkeit zwischen Spannung und Deh-
nung auf den Ansatz nachHockett und Sherby (1975), bei dem nur zwei Variablen
optimiert werden müssen. Zur Abbildung quasistatischer Versuche mit Metallen ist die-
ser zumeist hinreichend, für eine Charakterisierung von Thermoplasten im Allgemeinen
jedoch nicht. Eine Berücksichtigung dehnratenabhängigen Werksto�verhaltens müsste
vor einer praktischen Anwendung im Bereich der Crashsimulation grundsätzlich noch
ergänzt werden.

Wie aus den angeführten Beispielen hervorgeht, ist die Kalibrierung von Materialmodel-
len für Thermoplaste weiterhin mit vielen Unzulänglichkeiten verbunden. Daher werden
immer wieder neue Anstrengungen unternommen, eine optimaledirekte Kalibrierung
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ohne Iterationen zu erzielen. Beispielsweise untersuchenHelbig und Haufe (2018)
für ein ausgewähltes Polycarbonat/Acrylnitril-Butadien-Styrol-Blend drei verschiedene
Möglichkeiten zur unmittelbaren Approximation von Flieÿkurven auf Basis von Ver-
suchsdaten. Eine allgemeingültige Beziehung wird dabei jedoch nicht gefunden. Darüber
hinaus erfolgt in der genannten Ausarbeitung an mehreren anderen Stellen ebenfalls der
Einsatz vonReverse Engineering. Ein Beispiel dafür ist die Bestimmung der plastischen
Querkontraktion, welche auf iterativen Optimierungen eines Ein-Element-Tests basiert.
Eine andere Arbeit, deren Fokus auf der direkten Ermittlung dieser Gröÿe liegt, ist die
von Martin-Santos u. a. (2021). Allerdings betonen die Autoren, dass es sich bei
dem von ihnen entwickeltenNon-Isochoric Plasticity Assessmentum eine Abschätzung
handelt. Für die Auswertung eines Zugversuchs wird z. B. angenommen, dass die Span-
nungsverteilung im Parallelbereich des Prü�ings auch nach dem Einschnüren homogen
und der Probenquerschnitt rechteckig verbleibt. Dies ist in der Realität nicht der Fall.

1.3 Zielsetzung

Es zeigt sich deutlich, dass bis heute eine Möglichkeit fehlt, alle Parameter eines komple-
xen Materialmodells für Thermoplaste optimal und umfassend direkt zu kalibrieren. Die
Entwicklung eines solchen Verfahrens ist das Ziel dieser Arbeit. Im Gegensatz zu bereits
verfügbaren Ansätzen wird dabei auf Reverse Engineering mit Optimierungsmethoden
verzichtet. Auÿerdem ist die Verwendung von analytischen funktionalen Zusammenhän-
gen auf ein Mindestmaÿ begrenzt.

Die Konzeption des neuen Verfahrens zielt darauf ab, für die Modellparameter eine
vollumfängliche Kompatibilität zu den an einem materiellen Punkt im Versuch vorherr-
schenden Verzerrungen und Spannungen herzustellen. Dies geht mit einer Erfüllung der
zugehörigen Konstitutivgleichungen einher. Dementsprechend wird modellspezi�schen
Di�erentialgleichungen die Eignung zugeschrieben, die Parameter zu bestimmen. Sofern
das Materialmodell das reale Werksto�verhalten grundsätzlich abbilden kann, speist
sich aus einer verfahrensbedingt optimalen Erfüllung der Konstitutivgleichungen die
Erwartung, dass bei einer derartigen Kalibrierung sowohl eine optimale Prognose des
Kraftniveaus eines Versuchs als auch des zugehörigen Dehnungsfelds resultiert. Diese
Hypothese wird analysiert.

Aus den vorhergehenden Erläuterungen folgt, dass ein geeignetes Materialmodell se-
lektiert werden muss. Die bereits thematisierte Wahl des für Thermoplaste entwickel-
ten SAMP-1 bzw. * MAT_187 wird aufgrund folgender Überlegungen getro�en: Ers-
tens ist das Materialmodell grundsätzlich in der Lage, die wichtigsten Eigenschaften
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abzubilden, die einem isotropen Thermoplast zugeschrieben werden, d. h. viskoelasto-
viskoplastisches Werksto�verhalten in Kombination mit kompressibler Plastizität. Zwei-
tens �ndet SAMP-1 breiten Einsatz im Anwenderkreis des SolversLS-DYNA, was es als
Forschungsgegenstand besonders relevant macht. Drittens kann das Materialmodell als
Erweiterung des für Metalle konzipierten Modells* MAT_024 interpretiert werden, bei
welchem es sich um ein isotropes, elasto-viskoplastisches Materialmodell mit inkompres-
sibler Plastizität vom Typ nach von Mises handelt. Letzteres ist noch weiter verbreitet
alsSAMP-1 (Hallquist (2020b)). Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Verfahren
wird für beide genannten Materialmodelle ausgearbeitet.

Die im Automobilbau eingesetzten, überwiegend dünnwandigen Strukturen werden in
Crashsimulationen mit Schalenelementen abgebildet. Dementsprechend liegt das Augen-
merk der Betrachtungen auf einer optimalen Prognosegüte für solche Fälle. Zur weiteren
Eingrenzung des Themengebiets werden ausschlieÿlich Zugversuche untersucht, weil die-
se nach Kap. 2.2 für die Kalibrierung vonSAMP-1 am bedeutendsten sind. Um anhand
von Materialprüfungen, die mittels digitaler Bildkorrelation erfasst werden, über den
Industriestandard hinausgehende Messdaten zu gewinnen, erfolgt die Entwicklung ent-
sprechender Auswertestrategien. Zentrale zeitabhängige Gröÿen, die es zu quanti�zieren
gilt, sind die Dicke, die Dickendehnung und die Querschnitts�äche des Prü�ings sowie
die x-Komponente des Cauchy-Spannungstensors.

Zur Reduktion von Kosten und Entwicklungszeiten wird bei der Konzeption des neuen
Verfahrens eine Automatisierbarkeit angestrebt. Da die praktische Anwendbarkeit der
Routinen eine zentrale Rolle spielt, werden geeignete Beispiele herangezogen, um diese
zu demonstrieren.

1.4 Gliederung der Arbeit

In Kap. 2 �ndet die Vorstellung der theoretischen Grundlagen statt, die für das Ver-
ständnis des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens relevant sind. Nach einer allgemein
gehaltenen Einführung in die nichtlineare Festkörpermechanik wird auf die Formulie-
rung und die Eigenschaften des MaterialmodellsSAMP-1 eingegangen. Da die Daten
für die Kalibrierung, abgesehen von der Kraftmessung, mittels digitaler Bildkorrelation
gewonnen werden, bildet die Erklärung einiger elementarer Zusammenhänge und Be-
gri�ichkeiten dieses optischen Messverfahrens den Abschluss der Ausführungen.

Kap. 3 thematisiert die Herleitung und Implementierung des Programmcodes zur direk-
ten Kalibrierung von SAMP-1. Im Anschluss an die Einführung diverser De�nitionen
und die Dokumentation der getro�enen Annahmen werden die modellspezi�schen Inte-
gro-Di�erentialgleichungen aufgestellt. Eingebettet in die Ausführungen sind Vorschläge
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zu ihrer numerischen Lösung, deren Fokus auf der Robustheit in der praktischen An-
wendung liegt.

Die Validierung des Programmcodes erfolgt in Kap. 4. Dabei wird auf virtuelle Mess-
daten zurückgegri�en, die aus mitLS-DYNA simulierten Ein-Element-Tests gewonnen
werden. Eine Anwendung auf diese Datenbasis ermöglicht den Vergleich der berechne-
ten Parameter mit den im Modell vorgegebenen. Gegenstand der Untersuchungen sind
insbesondere unterschiedliche Komplexitätsgrade der Materialmodellierung sowie ver-
schiedene Spannungszustände.

In Kap. 5 werden Auswertestrategien für reale Zugprüfprogramme vorgestellt. Neben
einer Dokumentation der Anforderungen an die Versuchsdaten umfasst dies beispiels-
weise eine neue Methode, um mittels dreidimensionaler digitaler Bildkorrelationsdaten
der Probenfront im Zugversuch insbesondere die Dicke, die Dickendehnung und die Quer-
schnitts�äche des Prü�ings zu approximieren. Darüber hinaus ist die Spannungsvertei-
lung in der Probe Gegenstand der Ausführungen. Den Abschluss des Kapitels bilden
semi-empirische Ansätze, die auf Basis eines schlanken Prüfprogramms die dehnraten-
übergreifende Kalibrierung von viskoelastischen und viskoplastischen Zusammenhängen
ermöglichen.

Kap. 6 dokumentiert eine ausführliche Anwendung des Verfahrens auf Versuchsdaten,
welche die höchsten unterstützten Komplexitätsgrade vonSAMP-1 re�ektieren. Nach
der Kalibrierung des Modells werden für alle geprüften Dehnraten eines Materials re-
präsentative Zugversuche simuliert, um die Prognosegüte zu beurteilen. Die Gegenüber-
stellung von Versuchen und Simulationen geschieht auf Grundlage des Kraftverlaufs,
des Dehnungsfelds und der Probenbreite bzw. Querschnitts�äche des Prü�ings in der
Einschnürebene. Der vermittelte Gesamtüberblick über die Vorgehensweise wird ab-
schlieÿend durch eine Beurteilung der Automatisierbarkeit des Verfahrens ergänzt.

Kap. 7 fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und bewertet die einzelnen Arbeits-
schritte. Auÿerdem wird ein Ausblick auf zukünftige Weiterentwicklungen und mögliche
Forschungsfelder formuliert.
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2
Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die zentralen Grundlagen vorgestellt, auf denen das neu ent-
wickelte Verfahren zur direkten Kalibrierung von Materialmodellen aufsetzt. Neben der
Einführung wesentlicher De�nitionen und Begri�e der nichtlinearen Festkörpermechanik
�ndet die Vorstellung der im Folgenden verwendeten Notation für mechanische Gröÿen
statt. Der Fokus liegt dabei auf den Konstitutivgleichungen, welche die Verzerrungs- und
Spannungsmaÿe in Relation setzen und Kernbestandteil aller Materialmodelle sind. Die
Erläuterung der speziellen Eigenschaften des inLS-DYNA zur Simulation von Ther-
moplasten verfügbaren MaterialmodellsSAMP-1 baut darauf auf. In diesem Zusam-
menhang wird insbesondere thematisiert, wie in seiner Formulierung gleichzeitig visko-
elastische und viskoplastische Phänomene sowie kompressible Plastizität berücksichtigt
werden. Da die Datenbasis für die Kalibrierung Deformationsmessungen mittels digitaler
Bildkorrelation umfasst, erfolgt abschlieÿend die Erklärung einiger elementarer Zusam-
menhänge und Begri�ichkeiten dieses optischen Messverfahrens.

2.1 Nichtlineare Festkörpermechanik

Das Fachgebiet derFestkörpermechanikbehandelt die Auswirkung äuÿerer Lasten auf
die Bewegung und Deformation fester Körper. Als Teil derKontinuumsmechanikwerden
dabei diskrete Strukturen der Materie, wie z. B. kristalline oder amorphe Verbände von
Atomen oder Molekülen, homogenisiert. Das bedeutet, dass bei der klassischen phäno-
menologischen Modellierung eines Körpers alsKontinuum die physikalischen Charakte-
ristiken unabhängig von der Gröÿenordnung des betrachteten Raums sind. Einmateri-
eller Punkt lässt sich als in�nitesimaler Anteil am Volumen interpretieren. Abzugrenzen
ist die Disziplin von der Strömungsmechanikund der kinetischen Gastheorie(Parkus
(2005), Altenbach (2018) undBergmann (2013)).
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2.1.1 Kinematik

Innerhalb desEuklidischen RaumsR3, wie er in Abb. 2.1 skizziert ist, kann ein Kör-
per als Gesamtheit seiner materiellen Punkte beschrieben werden. Diese De�nition ist
zeitabhängig, sofern eine Bewegung oder Deformation statt�ndet. SeiX der Ortsvektor
eines ausgewählten materiellen Punkts in derReferenzkon�guration K0 eines Körpers
zum Zeitpunkt t = t0, so gilt nach Belytschko u. a. (2014) für denselben Punkt in
der Momentankon�guration K bei t > t 0:

x = ' (X ; t): (2.1)

Dabei bezeichnet' die zugehörige Abbildung vonK0 auf K. Für die Verschiebung folgt
entsprechend:

u = x � X : (2.2)

Referenzkon�guration

e3

e2e1

t = t0

Momentankon�guration
t > t 0

X x

u

K0 K

'

@X @x

Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankon�guration eines Körpers inR3

Die Analyse eines Körpers aus der Perspektive inhärenter materieller Punkte, mit auf
die Referenzkon�guration bezogenen Gröÿen, ist im Bereich der Festkörpermechanik ge-
bräuchlich und wird alsLagrangesche Betrachtungsweisebezeichnet.Lagrangeschebzw.
materielle Koordinaten haben den Vorteil, dass sie ungeachtet einer Bewegung oder De-
formation des Körpers dieselben materiellen Punkte charakterisieren. Auf diese Weise
vereinfacht sich die Beschreibung von E�ekten, die Funktionen der Belastungshistorie
sind. In einem mitbewegten Koordinatensystem entspricht diematerielle Zeitableitung
der partiellen Zeitableitung. Das Pendant zu den eingeführten Zusammenhängen bildet
die Eulersche Betrachtungsweisemit Eulerschenbzw. räumlichen Koordinaten, bei der
der Körper aus der Perspektive eines räumlich festen Standpunkts betrachtet wird und
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charakterisierende Gröÿen in Bezug auf die Momentankon�guration formuliert werden
(Belytschko u. a. (2014), Haupt (2002) undAltenbach (2018)).

Zur Quanti�zierung der Deformation eines Körpers wird in der Festkörpermechanik der
Deformationsgradientangesetzt, bei dem es sich nachMarsden und Hughes (1994)
sowieAltenbach (2018) um einenDoppelfeldtensorhandelt. Es gilt:

F =
@x
@X

: (2.3)

Die polare Zerlegung vonF in eine Sequenz aus zwei Tensoroperationen liefert:

F = RU = vR : (2.4)

Dabei ist R eine eigentlich orthogonale Rotationsmatrix,U der materiellerechte Streck-
tensor und v der räumlichelinke Strecktensor. Die beiden letztgenannten Tensoren sind
jeweils symmetrisch und positiv de�nit (Belytschko u. a. (2014)). Auÿerdem sind sie
einander ähnlich, was bedeutet, dass sie identische Eigenwerte haben. Für die Eigenvek-
toren gilt dies im Allgemeinen nicht (Altenbach (2018) undWeinberg (2012)).

Aus der spektralen Zerlegung vonU lässt sich folgern:

U = � � � > : (2.5)

Dabei ist � eine orthogonale Matrix mit den auf eins normierten Eigenvektoren vonU
als Spalten und� eine Diagonalmatrix mit den zugehörigen Eigenwerten (Stören und
Rice (1975)).

Eine weitere wichtige Gröÿe ist der räumlicheGeschwindigkeitsgradient,

` =
@_x
@x

=
@_x
@X

@X
@x

= _FF � 1; (2.6)

der in einen symmetrischen und einen antimetrischen Teil zerlegt werden kann:

` = d + w: (2.7)

Für den symmetrischen, nach der De�nition vonAltenbach (2018) objektiven Teil,

d =
1
2

�
` + ` >

�
; (2.8)

gibt es in der Literatur verschiedene Termini. Üblich sind zum Beispiel die Bezeichnun-
genDehnratentensoroder Deformationsgeschwindigkeitstensor.
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Der antimetrische, nicht objektive Teil,

w =
1
2

�
` � ` >

�
; (2.9)

wird Spintensor oder Drehgeschwindigkeitstensorgenannt (Belytschko u. a. (2014),
Haupt (2002) undAltenbach (2018)).

Aufgrund der Relevanz in der vorliegenden Arbeit werden zum Abschluss dieses Ab-
schnitts Spezialfälle vorgestellt, in deneǹ keinen antimetrischen Anteil aufweist und
infolgedessenw = 0 ist. Einsetzen der rechten Seite von Gl. (2.6) in Gl. (2.9) und
Ausmultiplizieren liefert:

w =
1
2

�
_FF � 1 �

�
_FF � 1

� >
�

= _RR > +
1
2

R
�

_UU � 1 � U � 1 _U
�

R > : (2.10)

Bei festen Verzerrungs-Hauptachsen bzw. konstanten Eigenvektoren des materiellen
rechten Strecktensors (_� = 0) lässt sich zeigen, dass

_UU � 1 = U � 1 _U (2.11)

ist, womit

w = _RR > (2.12)

gilt. Falls zusätzlich keine Starrkörperrotation vorliegt (R = I ), wird aus Gl. (2.12):

w = 0: (2.13)

Gemäÿ Gl. (2.4) ist in diesem Fall:

F = U = v: (2.14)

Trivialerweise ist der Spintensor auch null für eine reine Starrkörpertranslation.

2.1.2 Verzerrungsmaÿe

Als Seth-Hill-Familie von Verzerrungstensorenwird eine Gruppe von Verzerrungsmaÿen
bezeichnet, die sich mit der folgenden Gleichung bilden lassen (Seth (1961),Okereke
und Keates (2018), Altenbach (2018) undBa³ar und Weichert (2000)):

" SH =
1

nSH
(U nSH � I ) : (2.15)
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Dabei ist nSH ein Parameter. Als körperbezogene materielle Verzerrungstensoren werden
aus Gl. (2.15) abgeleitete Verzerrungsmaÿe nicht durch Starrkörperbewegungen beein-
�usst. Nach Altenbach (2018) sind sie deshalbals körperbezogene Tensoren objektiv.
Für nSH = 2 folgt aus Gl. (2.15) der materielleGreen-Lagrange-Verzerrungstensor:

" G =
1
2

�
U > U � I

�
: (2.16)

Dahingegen lässt sich mitnSH = 1 der materielleBiot-Verzerrungstensorgewinnen, der
auchnominelleoder technische Dehnunggenannt wird (Okereke und Keates (2018)
sowieFarahani und Naghdabadi (2003)):

" 0 = U � I : (2.17)

Der materielleHencky-Verzerrungstensorergibt sich als Grenzwert fürnSH ! 0. In der
Notation von Stören und Rice (1975) kann für ihn

" = ln ( U ) := � ln (� )� > (2.18)

geschrieben werden. Dabei operiert der natürliche Matrixlogarithmusln (� ) per De�-
nition ausschlieÿlich auf der Hauptdiagonale von� . Der Tensor " wird unter anderem
auch alswahre Dehnungbezeichnet (Ba³ar und Weichert (2000) sowieAltenbach
(2018)). Liegt " 0 vor, lässt er sich folgendermaÿen berechnen:

" = ln ( I + " 0): (2.19)

Nachfolgend wird ein Zusammenhang zwischen dem Hencky-Verzerrungstensor und dem
Dehnratentensor hergestellt. Nach z. B.Haber (2021) gilt für eine vont abhängige, po-
sitiv de�nite, quadratische Matrix G = G (t), die sich mit @G=@tkommutativ verhält:

@(ln (G))
@t

=
@G
@t

G � 1 = G � 1 @G
@t

: (2.20)

Für U ist dies bei festen Verzerrungs-Hauptachsen erfüllt. Umstellen von Gl. (2.7) nach
d und Ausnutzen von Gl. (2.4) und Gl. (2.6) liefert:

d = ` � w = _RR > + R _UU � 1R > � w: (2.21)

Einsetzen des Spintensors für_� = 0 aus Gl. (2.12) ergibt unter Berücksichtigung von
Gl. (2.18) sowie Gl. (2.20):

d = R _UU � 1R > = R _" R > : (2.22)
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Daraus folgt, dass bei festen Verzerrungs-Hauptachsen und gleichzeitiger Abwesenheit
einer Starrkörperrotation gilt:

_" = d; (2.23)

" =
tZ

0

d d�: (2.24)

Die hergeleiteten Zusammenhänge decken sich mit den Aussagen vonGurtin und
Spear (1983) und Hoger (1986) bezüglichln (v). Im Folgenden werden die Begri�e
Verzerrung und Dehnungals Synonyme verwendet.

2.1.3 Spannungsmaÿe

Zur Quanti�zierung der inneren Beanspruchung eines Körpers werden in der Festkör-
permechanik Spannungsvektoren und -tensoren formuliert, die aus Schnittbetrachtungen
hervorgehen. Bei einem beliebigen Schnitt�ächenelement� A in der Momentankon�gu-
ration K eines Körpers mit dem resultierenden Kraftvektor� F ergibt sich der zugehö-
rige, vom Normaleneinheitsvektorn des Flächenelements abhängige, räumlicheCauchy-
Spannungsvektorwie folgt:

t = lim
� A ! 0

� F
� A

: (2.25)

Basierend auf diesen Betrachtungen ist der räumlicheCauchy-Spannungstensor� als
der Tensor de�niert, der am betrachteten materiellen Punkt einen beliebigen Normalen-
einheitsvektor auf den zugehörigen Cauchy-Spannungsvektor abbildet:

t = � > n : (2.26)

Dies wird als Cauchysches Fundamentaltheorembezeichnet. Eine alternative Bezeich-
nung für � ist wahre Spannung. Es handelt sich dabei um eine objektive Gröÿe (Al-
tenbach (2018) undBelytschko u. a. (2014)).

Wird � F aus der Momentankon�gurationK auf das Flächenelement� A0 in der zugehö-
rigen Referenzkon�gurationK0 bezogen, ergibt sich analog zu Gl. (2.25) und Gl. (2.26)
die De�nition der nominellen oder technischen Spannung� 0. Mit

t 0 = lim
� A 0 ! 0

� F
� A0

(2.27)
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2.1 Nichtlineare Festkörpermechanik

folgt:

t 0 = � >
0 n : (2.28)

Die Transponierte von � 0 wird erster Piola-Kirchho�-Spannungstensor genannt. Be-
lytschko u. a. (2014), deren Nomenklatur die gewählten Termini entsprechen, weisen
explizit darauf hin, dass die Bezeichnungen in der Literatur teilweise diametral verwen-
det werden. NachMarsden und Hughes (1994) sowieAltenbach (2018) handelt es
sich bei � 0 um einen Doppelfeldtensor. Er ist nicht objektiv.

Als objektive Rate des Cauchy-Spannungstensors wird häu�g die zugehörigeZaremba-
Jaumann-Rategebildet (Zaremba (1903) undJaummann (1911)):

� r J = _� + � w � w� : (2.29)

Bei festen Verzerrungs-Hauptachsen und gleichzeitiger Abwesenheit einer Starrkörperro-
tation entspricht die Zaremba-Jaumann-Rate der materiellen Zeitableitung des Cauchy-
Spannungstensors. Es gilt:

_� = � r J : (2.30)

Auÿerdem lässt sich nach Kap. 2.1.1 bei Lagrangescher Betrachtung in einem mit dem
materiellen Punkt mitbewegten Koordinatensystem folgern:

� =
tZ

0

� r J d�: (2.31)

2.1.4 Konstitutivgleichungen

Verzerrungen und resultierende Spannungen in einem Körper lassen sich mit Material-
gesetzen in Gestalt vonKonstitutivgleichungenverknüpfen. Die folgenden Ausführungen
thematisieren die gewählte Beschreibung vonelastischemsowieplastischemWerksto�-
verhalten.

Beschreibung elastischen Werksto�verhaltens

In der vorliegenden Arbeit wird einehypo-elastischeFormulierung untersucht. Es gilt:

� r J = C � J : d: (2.32)
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Dabei ist � r J die objektive Zaremba-Jaumann-Rate des Cauchy-Spannungstensors nach
Gl. (2.29), C � J ein von � abhängigerHypo-Elastizitätstensorvierter Ordnung (Nomen-
klatur nach Xiao u. a. (1997)) und d der objektive Dehnratentensor nach Gl. (2.8).
Letzterer umfasst bei einem rein hypo-elastischen Materialverhalten ausschlieÿlich elas-
tische Dehnraten:

d = de: (2.33)

Eine De�nition hypo-elastischer Materialgesetze auf Grundlage anderer objektiver Ra-
ten und Spannungsmaÿe ist möglich, wird an dieser Stelle jedoch nicht weiter erörtert.
Die Begründung derHypo-Elastizität wird im Allgemeinen Truesdell (1955) zuge-
schrieben. Ein ergänzender Überblick über die historischen Ursprünge dieses Modells
und mögliche Abwandlungen �ndet sich z. B. inTruesdell (1963) und Xiao u. a.
(1997).

Unter dem Begri� Hooke-artige isotrope Hypo-Elastizitätwird im Folgenden eine Varia-
tion von Gl. (2.32) verstanden, bei der fürC � J der Elastizitätstensor C eineslinear-
elastischen isotropen Materialsangesetzt wird. Die Nomenklatur orientiert sich anKo-
robeynikov (2020), mit dem Unterschied, dass dort anstelle der Cauchy-Spannung die
Kirchho�-Spannung angesetzt wird. Der TensorC � J = C lässt sich nachBelytschko
u. a. (2014) undBa³ar und Weichert (2000) mit dem Kronecker-Delta,

� ij =

(
1 falls i = j;
0 falls i 6= j;

(2.34)

wie folgt berechnen:

C � J
ijkl = Cijkl = ( K �

2
3

G)� ij � kl + G (� ik � jl + � il � jk ) : (2.35)

Dabei ist G der Schubmodul,

G =
E

2 (1 + � )
; (2.36)

K der Kompressionsmodul,

K =
E

3 (1 � 2� )
; (2.37)

E der Elastizitätsmodul und � die Querkontraktionszahl. Die Komponenten vonC � J

müssen weiterhin nicht zwangsweise zeitlich konstant sein.
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2.1 Nichtlineare Festkörpermechanik

Bei festen Verzerrungs-Hauptachsen, gleichzeitiger Abwesenheit einer Starrkörperrotati-
on und konstantemC � J resultiert aus Gl. (2.32) dasHookesche Gesetzin der folgenden
Form (Ba³ar und Weichert (2000)):

� = C : " : (2.38)

Die Gründe hierfür sind in Kap. 2.1.2 und Kap. 2.1.3 dokumentiert.

Als viskoelastischwird das Verhalten von Materialien bezeichnet, deren elastische De-
formationseigenschaften durch dehnratenabhängige viskose Charakteristiken beein�usst
und überlagert werden.Tschoegl (1989) führt dies bei Polymeren insbesondere auf die
zeitabhängige Bewegung und Neuordnung von Molekülketten zurück. Rheologisch kann
Viskoelastizität durch das Kombinieren von Feder- und Dämpferelementen abgebildet
werden. Aufgrund der groÿen Anzahl an Modellen und zugehörigen Konstitutivgleichun-
gen wird für einen allgemeinen Überblick auf die Literatur verwiesen. Lesenswert sind
z. B. die Abhandlungen vonFerry (1980),Simo (1987),Tschoegl (1989),Drozdov
(1996), Betten (2001) und Effinger (2016). Die Vorstellung des speziell in dieser
Arbeit behandelten Viskoelastizitätsmodells �ndet in Kap. 2.2.2 statt.

Beschreibung plastischen Werksto�verhaltens

Zum Studium der dieser Arbeit inhärenten Plastizitätslehre wird unter anderem auf
Wang u. a. (1997), Simo und Hughes (1998), de Souza Neto u. a. (2008) und
Belytschko u. a. (2014) verwiesen. Die Erweiterung der hypo-elastischen Konstitutiv-
gleichungen umPlastizität erfolgt durch eine additive Aufspaltung des Dehnratentensors
in einen elastischen und einen plastischen Teil:

d = de + dp: (2.39)

Um die Gröÿe der beiden Anteile in einem Spannungszustand zu beurteilen, eignet sich
eine skalareFlieÿfunktion f (� ;{ i ), für die gilt:

f (� ;{ i ) � 0: (2.40)

Dabei steht{ i für eine oder mehrereinterne Verfestigungsvariablen. Spannungszustände,
bei denen

f (� ;{ i ) < 0 (2.41)

ausfällt, sind rein elastischen Verzerrungen zuzuordnen.
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Dahingegen tritt plastisches Flieÿen ein, wenn dieFlieÿbedingung,

f (� ;{ i ) = 0 ; (2.42)

erfüllt ist. Gl. (2.42) de�niert die sogenannteFlieÿort�äche , auf der ein Spannungszu-
stand während plastischen Flieÿens verbleibt:

_�f (� ;{ i ) = 0 : (2.43)

Die Gröÿe _� bezeichnet dabei denplastischen Multiplikator, für den gilt:

_� � 0: (2.44)

Gl. (2.40), Gl. (2.43) und Gl. (2.44) werden zusammenKuhn-Tucker-Bedingungenge-
nannt. Aus Gl. (2.43) folgt die Konsistenzbedingung:

_� _f (� ;{ i ) = 0 : (2.45)

Im Allgemeinen Fall liegt einenicht-assoziierte Flieÿregelvor:

dp = _�
@g(� ;{ i )

@�
: (2.46)

Dabei ist g dasplastische Potentialdes Materialgesetzes, welches in Gestalt des Tensors
@g(� ;{ i )=@� die Flieÿrichtung vorgibt. Für eine assoziierte Flieÿregelist dp koaxial zur
Flieÿort�ächennormale. Aus Gl. (2.46) ergibt sich in diesem Fall:

dp = _�
@f(� ;{ i )

@�
: (2.47)

Bekannte Flieÿbedingungen für isotrope Werksto�e sind z. B. die nachvon Mises
(1913), Tresca (1864) oderDrucker und Prager (1952). Für die internen Ver-
festigungsvariablen werden Evolutionsgleichungen der Form

_{ i = _�k i (� ;{ i ) (2.48)

angenommen. Durch die Wahl von{ i und ki (� ;{ i ) können verschiedeneVerfestigungs-
gesetzeumgesetzt werden, über die neben einer Dehnungsabhängigkeit auch eine Dehn-
ratenabhängigkeit der Plastizität abgebildet werden kann. Der Begri�Viskoplastizität
wird in diesem Zusammenhang im Sinne desKonsistenzmodellsnachWang u. a. (1997)
verstanden � im Gegensatz zu reinen Konstitutivgesetzen wie denen von z. B.Perzyna
(1966) oderDuvaut und Lions (1972).
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Die beschriebenen Zusammenhänge lassen sich programmatisch durch einenReturn-
Mapping-Algorithmusumsetzen. Als bekannteste Vertreter nennenSimo und Hughes
(1998) dieClosest-Point-Projektion und denCutting-Plane-Algorithmus. In beiden Fäl-
len wird für einen Zeitschritt zunächst eine Testspannung� tr berechnet, die anschlie-
ÿend, sofern sie auÿerhalb der Flieÿort�äche liegt, zurückprojiziert wird.

2.1.5 Übergang zur Finite-Elemente-Methode

Zur vollständigen Beschreibung eines Strukturproblems müssen ergänzend zu den bisher
vorgestellten Grundlagen der nichtlinearen Festkörpermechanik noch materialunabhän-
gige, fundamentaleBilanzgleichungenaufgestellt und Anfangs- und Randbedingungen
formuliert werden. Die zugehörigen Zusammenhänge lassen sich z. B. inBelytschko
u. a. (2014) nachschlagen. Zur Bilanzierung rein mechanischer, isothermer Modellierun-
gen sind neben derMassenerhaltung, die Drehimpulserhaltungund die Impulserhaltung
relevant. Die Lösung eines Strukturproblems erfolgt nach dem Umformulieren seiner
di�erentiellen starken Form in seine integrale schwache Form mit einem numerischen
Näherungsverfahren. Im Bereich der Festkörpermechanik ist in diesem Zusammenhang
die Finite-Elemente-Methode(kurz: FEM ) am weitesten verbreitet (Hughes (2000) und
Belytschko u. a. (2014)).

Für das weiterführende Studium der vorgestellten Grundlagen sowie der numerischen
Implementierung eignen sich die Werke vonBelytschko u. a. (2014), Zienkiewicz
und Taylor (2000a), Zienkiewicz und Taylor (2000b), Hughes (2000), Ba³ar
und Weichert (2000),Altenbach (2018),Haupt (2002) sowieWriggers (2001).

In dieser Arbeit wird zur expliziten Lösung von Strukturproblemen der in der Crashsi-
mulation weit verbreitete SolverLS-DYNA von Ansys/LST verwendet. Die eingesetzten
Features sind ab den VersionenR12.1.0 und R13.1.0 verfügbar. In diesem Zusammen-
hang sei auf den Abschnitt zum Return-Mapping-Algorithmus in Kap. 2.2.4 verwiesen.
Bei den Simulationen wird mit doppelter Genauigkeit gerechnet und es �ndet eine als
massive Parallelverarbeitung(engl.: Massively Parallel Processing, kurz: MPP) bezeich-
nete Art der Datenverarbeitung statt.

2.2 SAMP-1: ein semi-analytisches Modell für die
Simulation von Polymeren

Das in dieser Arbeit zur Analyse von Thermoplasten angesetzte MaterialmodellSAMP-1
geht auf Haufe u. a. (2005a), Kolling u. a. (2005),Haufe u. a. (2005b), Du Bois
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u. a. (2006) sowieDu Bois u. a. (2017) zurück. Es handelt sich dabei um ein isotropes,
viskoelasto-viskoplastisches Modell mit kompressibler Plastizität, welches inLS-DYNA
unter der Bezeichnung* MAT_187bzw. * MAT_SAMP-1implementiert ist. SAMP-1 kann
als Erweiterung des Modells* MAT_024bzw. * MAT_PIECEWISE_LINEAR_PLASTICI-
TY interpretiert werden, bei dem es sich um ein elasto-viskoplastisches Materialmodell
mit inkompressibler Plastizität vom Typ nachvon Mises (1913) handelt. Letzteres wird
zur Simulation von Metallen eingesetzt (Hallquist (2020b) und Hallquist (2019)).

2.2.1 Relevanz des lokalen Elementkoordinatensystems

Sowohl* MAT_187als auch* MAT_024operieren bei den eingesetztenSchalenelementen
vom vollintegrierten Elementtyp ELFORM=16im lokalen Elementkoordinatensystem.
In diesem wird bei der Integration des Dehnratentensors und der Zaremba-Jaumann-
Rate des Cauchy-Spannungstensors der Spintensor vernachlässigt, so dass unabhängig
von w für den ausgegebenen Verzerrungs- und Spannungstensor Beziehungen in der
Form von Gl. (2.24) und Gl. (2.31) gelten (Hallquist (2020a), Hallquist (2019)
und Du Bois (2018�2022)). Da das lokale Elementkoordinatensystem standardmäÿig
auf der Konnektivität der Knoten basiert, existiert ein funktionaler Zusammenhang
mit deren Nummerierung. Um diese Sensitivität zu eliminieren, ist inLS-DYNA ei-
ne Option mit der BezeichnungInvariant Node Numbering implementiert. Indem in
* CONTROL_ACCURACYder Flag INN auf einen Wert von zwei gesetzt wird, ergibt sich
ein lokales Elementkoordinatensystem, welches nahezu unabhängig von der Reihenfol-
ge der Knoten ist (Hallquist (2020a), Jensen (2011), Bala und Day (2012) und
Hartmann (2014)). Diese De�nition ist auch deswegen zu bevorzugen, weil das System
näherungsweise durch seine Rotation den Spintensor neutralisiert, was die implementier-
ten Integrationen von d und � r J aufwertet (Du Bois (2018�2022)). Die nachfolgende
Veranschaulichung der theoretischen Grundlagen zuSAMP-1 bezieht sich stets auf das
lokale Elementkoordinatensystem.

2.2.2 Viskoelastizitätsmodell

GemäÿHaufe u. a. (2005a) basiert das Elastizitätsmodell vonSAMP-1 auf einer Ge-
neralisierung der Hooke-artigen isotropen Hypo-Elastizität nach Kap. 2.1.4 zu einem
pfadabhängigen,hereditären Materialgesetz. Auf diese Weise lässt sich viskoelastisches
Verhalten charakterisieren, während im Modell reine Hypo-Elastizität als Spezialfall
erhalten bleibt. Rheologisch werden die beschriebenen Zusammenhänge durch einDrei-
parametermodellumgesetzt, wie es in Abb. 2.2 skizziert ist. Beim ElementC handelt es
sich um eine lineareHookesche Feder, während das parallel geschaltete ElementV einen
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nichtlinearen Maxwell-Körper darstellt. Letzteres ist eine Besonderheit vonSAMP-1.
EC bezeichnet diekonstante Materialstei�gkeit, EV ( _"e� ) die variable Materialstei�gkeit,
� V ( _"e� ) die variable Materialdämpfungund _"e� die e�ektive Dehnrate (Du Bois u. a.
(2017) undRanz (2007)).

EC

EV ( _"e� ) � V ( _"e� )

Element C

Element V

Abbildung 2.2: Dreiparametermodell mit nichtlinearem Maxwell-Körper

Der Wert von _"e� ergibt sich auf Basis desdeviatorischen Dehnratentensors,

_e = d �
_" v

3
I ; (2.49)

wobei _" v die volumetrische Dehnratebezeichnet:

_" v = tr ( d) = dxx + dyy + dzz: (2.50)

Es gilt:

_"e� =

s
2
3

_e : _e: (2.51)

NachDu Bois (2018�2022) wird für Schalenelemente bei der Berechnung von_"e� die fol-
gende Approximation fürdzz angesetzt, die bei Hooke-artiger isotroper Hypo-Elastizität
in einem ebenen Spannungszustand exakt ist:

dzz � �
�

1 � �
(dxx + dyy) : (2.52)

Auf diese Weise lassen sich Iterationen vermeiden, die ausschlieÿlich der Ermittlung
der e�ektiven Dehnrate dienen würden. Der Wert der Querkontraktionszahl wird in
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Gl. (2.52) unabhängig von der in Kap. 2.2.4 beschriebenen Thematik für alle Zeitschritte
als konstant angenommen.

Gemäÿ Betten (2001) lautet die Relaxationsfunktion des Dreiparametermodells aus
Abb. 2.2:

E = EC + EV e�
E V
� V

t : (2.53)

Für sehr langsame Belastungsvorgänge ergibt sich

lim
t !1

E = EC ; (2.54)

weswegenEC als quasistatischer Elastizitätsmodul gedeutet werden kann. InSAMP-1
ist zur Berücksichtigung viskoelastischen Verhaltens unter der BezeichnungLCEMODeine
Kurve für die Summe ausEC und EV in Abhängigkeit der e�ektiven Dehnrate anzuge-
ben (Hallquist (2020b)). Unterhalb der niedrigsten darin vorkommenden e�ektiven
Dehnrate _"eq wird rein linear-elastisches Verhalten mit der Materialstei�gkeitEC ange-
nommen. Ein stetiger Übergang bei_"eq ist zu empfehlen (Du Bois (2018�2022)).

Auf Grundlage von Gl. (2.53) lässt sich für einen eindimensionalen Lastfall das folgende
Faltungsintegral aufstellen:

� =
tZ

0

�

EC + EV e�
E V
� V

(t � � )
�

de d�: (2.55)

Die Erweiterung auf einen mehrdimensionalen Fall erfolgt inSAMP-1 durch die getrenn-
te Behandlung derdeviatorischen Cauchy-Spannungund des hydrostatischen Drucks
(Haufe u. a. (2005a)). Es gilt:

s = � + pI ; (2.56)

p = �
tr ( � )

3
; (2.57)

s =
tZ

0

EC + EV e�
E V
� V

(t � � )

1 + �
_ee d�; (2.58)

p =
tZ

0

EC + EV e�
E V
� V

(t � � )

3 (1 � 2� )
_"e
v d�: (2.59)
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Die Gröÿen _ee und _"e
v ergeben sich analog zu Gl. (2.49) und Gl. (2.50) durch die Ver-

wendung vonde anstelle vond.

Das Verhältnis vonEV zu � V kann nachEffinger (2016) alsRelaxationsrateinterpre-
tiert werden. In SAMP-1 gilt:

� =
EV ( _"e� )
� V ( _"e� )

:= konst : (2.60)

Die De�nition als Konstante geht auf Du Bois u. a. (2017) zurück, welche diese Ent-
scheidung durch algorithmische E�zienz begründen. Ist� konstant, lassen sich die Fal-
tungsintegrale aufteilen und ihre Lösungen zeitschrittweise aufsummieren. Unter Aus-
nutzung der De�nitionen des SchubmodulsG und des KompressionsmodulsK nach
Gl. (2.36) bzw. Gl. (2.37) folgt für die deviatorische Cauchy-Spannung im Zeitschritt
n + 1:

sjn+1 =
t jn +1
Z

0

2GC _ee d� +
t jn +1
Z

0

2GV e� � (t jn +1 � � ) _ee d�

=
t jnZ

0

2GC _ee d�

| {z }
sC jn

+
t jn +1
Z

t jn

2GC _ee d�

| {z }
� sC

+ e� � � t

t jnZ

0

2GV e� � (t jn � � ) _ee d�

| {z }
sV jn

+
t jn +1
Z

t jn

2GV e� � (t jn +1 � � ) _ee d�

| {z }
� sV

:

(2.61)

Analog ergibt sich für den hydrostatischen Druck:

pjn+1 =
t jn +1
Z

0

K C _"e
v d� +

t jn +1
Z

0

K V e� � (t jn +1 � � ) _"e
v d�

=
t jnZ

0

K C _"e
v d�

| {z }
pC jn

+
t jn +1
Z

t jn

K C _"e
v d�

| {z }
� pC

+ e� � � t

t jnZ

0

K V e� � (t jn � � ) _"e
v d�

| {z }
pV jn

+
t jn +1
Z

t jn

K V e� � (t jn +1 � � ) _"e
v d�

| {z }
� pV

:

(2.62)
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In beiden Fällen gilt:

� t = tjn+1 � t jn : (2.63)

Für EV = 0 und � = 0 entfallen die viskosen Anteile, womit sich Gl. (2.58) und Gl. (2.59)
wie folgt reduzieren:

s =
tZ

0

EC

1 + �
_ee d�; (2.64)

p =
tZ

0

EC

3 (1 � 2� )
_"e
v d�: (2.65)

Damit ergibt sich eine Entsprechung zum in* MAT_024 implementierten Hooke-artigen
isotropen Hypo-Elastizitätsmodell.

Die Bestimmung vonEC und � ist z. B. in einem quasistatischen Zugversuch möglich.
Für Kunststo�e sind in diesem Zusammenhang insbesondere die NormenDIN EN ISO
527-1 (2019) undASTM D638 (2014) zu nennen, während Metalle analog in den Stan-
dardsDIN EN ISO 6892-1 (2020) undASTM E8/E8M (2021) thematisiert werden.
Darüber hinaus existiert mit derASTM E111 (2017) eine werksto�übergreifende Norm
zur Ermittlung des Elastizitätsmoduls. Im Gegensatz zuEC sollten die modellspezi�-
schen GröÿenEV und � nicht als intrinsische Materialeigenschaften betrachtet werden.
Zutre�ender erscheint die Interpretation als Parameter, deren Festlegung im Modell eine
bestmögliche Beschreibung des mechanischen Verhaltens eines ausgewählten Werksto�s
zum Ziel hat. Dementsprechend sind dynamische Prüfprogramme zur Charakterisierung
des in SAMP-1 implementierten Viskoelastizitätsmodells weder normiert noch ander-
weitig standardisiert.

Die Gültigkeit des Modells ist üblicherweise auf kleine Verzerrungen beschränkt. Das
Dehnungsintervall, in dem sich ein materieller Punkt gemäÿ den vorgestellten Zusam-
menhängen verhält, wird im Folgenden alsviskoelastisches Regimebezeichnet.

2.2.3 Viskoplastizitätsmodell

Die Flieÿregel vonSAMP-1 ist nach Kolling u. a. (2005) nicht-assoziiert und enthält
ein plastisches Potential der folgenden Form:

g =
q

� 2
vm + �p 2: (2.66)
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Dabei bezeichnet� vm die von-Mises-Vergleichsspannung, die mit der deviatorischen
Cauchy-Spannung eines Spannungszustands wie folgt berechnet werden kann:

� vm =

s
3
2

s : s: (2.67)

Die Gröÿe � ist ein Parameter, für den in einem uniaxialen Spannungszustand gilt:

� =
9
2

1 � 2� p

1 + � p
: (2.68)

In diesem Ausdruck ist� p die plastische Querkontraktion, welche im Modell entweder
als Konstante oder Kurve vorzugeben ist. Sie trägt dem Umstand Rechnung, dass Ther-
moplaste im Gegensatz zu Metallen nicht isochor plasti�zieren. Für einen uniaxialen
Spannungszustand gilt analog zur Querkontraktionszahl

� p = �
dp

yy

dp
xx

= �
dp

zz

dp
xx

; (2.69)

wobei im Gegensatz zur De�nition von� die plastischen Dehnraten ausgewertet werden.
Die Gröÿe ist innerhalb der folgenden Grenzen zu verorten:

0 � � p � 0;5: (2.70)

Für � p = 0;5 liegt volumenerhaltende Plastizität vor. Der Parameter� wird in diesem
Fall null und das plastische Potential vereinfacht sich zu:

g = � vm : (2.71)

Die Flieÿfunktion von SAMP-1 ist entweder ein stückweise linearer Ausdruck oder eine
quadratische Beziehung gemäÿ der folgenden Formel (Hallquist (2020b) sowieKol-
ling u. a. (2005)):

f = � 2
vm � { 0 � { 1p � { 2p2 � 0: (2.72)

Bei { 0, { 1, { 2 handelt es sich um interne Verfestigungsvariablen. Sofern eine Modellka-
librierung wie in dieser Arbeit ausschlieÿlich mit Zugversuchen erfolgt, reduzieren sich
beide Varianten auf eine Flieÿfunktion vom Typ nachvon Mises (1913). Im Falle von
Gl. (2.72) ist dann { 1 = { 2 = 0.

Generell werden die internen Verfestigungsvariablen auf Grundlage vonFlieÿkurven
aus experimentellen Untersuchungen unterschiedlicher Spannungszustände kalibriert.
Eine Flieÿkurve beschreibt den funktionalen Zusammenhang zwischen der von-Mises-
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Vergleichsspannung in einem ausgewählten Spannungszustand und einer zugehörigen
speziellenplastischen Vergleichsdehnung. Für uniaxialen Zug und Druck ist dieuniaxiale
plastische Vergleichsdehnung"pct als das Integral des Betrags deruniaxialen plastischen
Vergleichsdehnrate_"pct de�niert. Dabei handelt es sich um diejenige plastische Dehnra-
te in Belastungsrichtung, die im Falle eines rein uniaxialen Belastungspfads demselben
plastischen Multiplikator zugeordnet würde wie der tatsächliche, unter Umständen vom
uniaxialen Idealfall abweichende, Belastungspfad im analysierten Versuch (Kolling
u. a. (2005) undBenz (2018)). Es gilt:

j _"pct j := _"p
g

� vm

s
3

2 (1 + � p)
: (2.73)

Darin bezeichnet _"p die äquivalente plastische Dehnrate,

_"p =

s
2
3

_ep : _ep; (2.74)

wobei sich _ep analog zu Gl. (2.49) durch die Verwendung vondp anstelle vond ergibt.
Für � p = 0;5 gilt Gl. (2.71). Somit entspricht die uniaxiale plastische Vergleichsdehnrate
in diesem Fall der äquivalenten plastischen Dehnrate, die in* MAT_024 Anwendung
�ndet. Die Gröÿe "pct stellt auch die Abszisse eines möglichen� p-Verlaufs dar. Dabei
ist der negative Abszissenabschnitt zur Vorgabe des Verhaltens unter uniaxialem Druck
vorgesehen. Dementsprechend sind die zugehörigen"pct-Werte mit dem Faktor (� 1)
zu multiplizieren. Aufgrund ihrer besonderen Relevanz in der vorliegenden Arbeit sind
zur Veranschaulichung in Abb. 2.3 die Flieÿkurve und der� p-Verlauf eines typischen
Thermoplasts bei uniaxialem Zug dargestellt.

Abbildung 2.3: Flieÿkurve und � p-Verlauf eines typ. Thermoplasts bei uniaxialem Zug

Um Dehnratenabhängigkeit zu berücksichtigen, können für uniaxialen Zug Flieÿkur-
ven in tabellierter Form für verschiedene_"pct angegeben werden (Hallquist (2020b)).
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DieseFlieÿkurvenscharlässt sich als Menge von Schnitten durch eine Fläche im"pct- _"pct-
� vm -Raum interpretieren. Ein Beispiel für einen typischen Thermoplast ist in Abb. 2.4
dargestellt. Üblicherweise werden mehr als die zu Anschauungszwecken gezeigten vier
Flieÿkurven vorgegeben.

Abbildung 2.4: Flieÿkurvenschar eines typ. Thermoplasts bei uniaxialem Zug

Im Sinne einerFlieÿspannungwird in dieser Arbeit diejenige von-Mises-Vergleichsspan-
nung als Elastizitätsgrenzede�niert, bei deren Überschreitung im Materialmodell für
eine uniaxiale Belastung zum ersten Mal plastische Verzerrungen prognostiziert werden.
Auf Basis von Gl. (2.72) lässt sich im Falle von{ 1 = { 2 = 0 schreiben:

� E =
q

{ 0j" pct =0 : (2.75)

Für � = 0 und EV = 0 entspricht � E der Proportionalitätsgrenze, welche das Ende des
linearen Zusammenhangs zwischen Spannung und Dehnung kennzeichnet.

Das Erreichen der Elastizitätsgrenze markiert die Obergrenze des viskoelastischen Re-
gimes nach Kap. 2.2.2. Daran anschlieÿend müssen zur Beschreibung des Verhaltens eines
materiellen Punkts simultan das Viskoelastizitätsmodell und das Viskoplastizitätsmo-
dell berücksichtigt werden. Zur Verdeutlichung dieses Umstands wird nachfolgend vom
viskoelasto-viskoplastischen Regimegesprochen.

2.2.4 Besonderheiten

Das Materialmodell SAMP-1 zeichnet sich durch einige Besonderheiten aus, die bei
seinem Einsatz zu beachten sind. Zwei für die vorliegende Arbeit maÿgebliche Punkte
werden nachfolgend thematisiert. Dabei handelt es sich um eine Fallunterscheidung im
Return-Mapping-Algorithmus sowie eine mögliche Rückkopplung der plastischen Quer-
kontraktion auf die Querkontraktionszahl.
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Fallunterscheidung im Return-Mapping-Algorithmus

GemäÿHallquist (2020b) ist in SAMP-1 ein Cutting-Plane-Algorithmus implemen-
tiert. Aus dem rheologischen Modell nach Abb. 2.2 folgt für die Testspannung vor der
Rückprojektion:

� tr = � tr
C + � tr

V : (2.76)

Da die Flieÿfunktion f (� tr ;{ i ) zeitschrittweise mit � tr ausgewertet wird und im Falle
detektierter Plastizität eine Rückprojektion aller Komponenten erfolgt, kann es sein,
dass� tr

C relaxiert, obwohl dieser Anteil innerhalb der Flieÿort�äche liegt. Um dies zu
verhindern, wird anhand von f (� tr

C ;{ i ) entschieden, ob sowohl� tr
C als auch � tr

V oder
ausschlieÿlich� tr

V korrigiert werden (Du Bois (2018�2022)). Nachteilig an diesem Vor-
gehen ist, dass die Implementierung nicht mehr exakt dem rheologischen Modell nach
Abb. 2.2 entspricht. Als Konsequenz aus den Ergebnissen dieser Arbeit ist ab den
in Kap. 2.1.5 genannten Versionen vonLS-DYNA die Fallunterscheidung im Return-
Mapping-Algorithmus von SAMP-1 deaktivierbar. In allen folgenden Untersuchungen
ist sie inaktiv.

Rückkopplung von � p auf �

Ohne eingreifende Maÿnahmen kann es im Fall von� p < � dazu kommen, dass die Flieÿ-
ort�äche bei der Rückprojektion der Spannung verfehlt wird. Um oszillierende Span-
nungszustände und daraus resultierende programmspezi�sche Instabilitäten in
LS-DYNA zu vermeiden, wird in SAMP-1 die Querkontraktionszahl zeitschrittweise
auf den Wert der plastischen Querkontraktion herabgesetzt, falls� pjn < � sein soll-
te. Daraus ergibt sich für � und infolgedessenC eine Zeitabhängigkeit. Aufgrund des
Gültigkeitsbereichs der Querkontraktionszahl für ein isotropes Material ist bei isochorer
Plastizität nie eine Rückkopplung erforderlich (Du Bois (2018�2022)).

2.3 Digitale Bildkorrelation

Im Allgemeinen wird unter der Bezeichnungdigitale Bildkorrelation (engl.:Digital Image
Correlation, kurz: DIC ) eine Klasse optischer Verfahren verstanden, mit denen sich Be-
wegungen und Deformationen einer Objektober�äche kontaktlos erfassen lassen. Die
Grundlage bildet dabei die Analyse von Veränderungen zwischen digitalen Bildaufnah-
men zu verschiedenen Zeitpunkten. Der Beginn der Adaption derartiger Techniken zur
Auswertung von Versuchen mit Festkörpern lässt sich auf die 1980er Jahre datieren.
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2.3 Digitale Bildkorrelation

Erwähnenswert sind in diesem Zusammenhang die Arbeiten vonPeters und Ranson
(1982), Sutton u. a. (1983), Peters u. a. (1983) undChu u. a. (1985). Eine Über-
sicht über die historischen Ursprünge, die theoretischen Grundlagen und verschiedenen
Weiterentwicklungen auf diesem Gebiet gibtSchreier u. a. (2009). Heutzutage stehen
einem Anwender diverse Softwarepakete und Toolboxen zur Verfügung, um eine DIC-
Auswertung durchzuführen. Im Rahmen dieser Arbeit wird das kommerzielle Programm
GOM Correlate Professional 2018von GOM eingesetzt, auf welches sich die nachfol-
genden Erläuterungen und Begri�ichkeiten beziehen. Als Referenz wird aufGalanulis
(2016) verwiesen, worin die im Programm implementierte digitale Bildkorrelation und
Dehnungsberechnung dokumentiert ist.

Die Identi�kation materieller Punkte eines Körpers �ndet in GOM Correlate auf Grund-
lage stochastischer Bildinformationen und einer Korrelation von Grauwerten statt. Hier-
zu muss die zu untersuchende Ober�äche ein möglichst kontrastreichesstochastisches
Muster aufweisen, welches mit diversen Methoden aufgebracht werden kann. Eine ein-
fache Strategie ist der Einsatz von speziellem schwarzen oder weiÿen Sprühlack. Zur
Veranschaulichung zeigt Abb. 2.5 den frontalen Blick auf eine derartig präparierte ein-
gespannte Zugprobe. Darüber hinaus ist in Abb. 3.1 eine solche Kon�guration in einer
isometrischen Ansicht zu sehen.

Einspannung Einspannung

Abbildung 2.5: Eingespannte Zugprobe mit stochastischem Muster

Da in der Software eine begrenzte Anzahl an Grauwerten unterschieden wird und eine
hohe Wahrscheinlichkeit besteht, dass im Bild ein diskreter Pixelwert mehrfach auf-
tritt, erfolgt zur Punktidenti�kation das Heranziehen von Bildbereichen. Diese werden
in GOM Correlate als Facetten bezeichnet. Eindeutig identi�zierte materielle Punkte
lassen sich in einem zu de�nierenden Koordinatensystem verorten und ermöglichen die
Ermittlung von Relativverschiebungen, welche das Fundament der Dehnungsberechnung
bilden. Feldauswertungen sind in der Software an zuvor de�nierte Ober�ächenbereiche
gekoppelt und werden in Datenstrukturen zusammengefasst, dieFlächenkomponenten
heiÿen. In Abb. 2.6 ist exemplarisch das Feld der wahren Längsdehnung einer Zugpro-
be zu sehen, wie es inGOM Correlate bei Auswahl des gesamten sichtbaren Bereichs
zwischen den Spannbacken ermittelt wird. Aufgrund der Punktidenti�kation und Deh-
nungsberechnung auf Basis von Bildbereichen ist eine Auswertung technologisch bedingt
nicht bis zum Rand der Probe möglich.
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Einspannung Einspannung

Abbildung 2.6: Feld der wahren Längsdehnung einer Zugprobe

Wird durch den Einsatz zweier synchronisierter KamerasstereoskopischesBildmaterial
generiert, sind dreidimensionale Messungen realisierbar. Für die dargestellte Zugprobe
bedeutet dies, dass Verschiebungen in Dickenrichtung erfasst werden können. Zur Spezi-
�kation der Datenbasis hinsichtlich einer zwei- oder dreidimensionalen Messung werden
im Folgenden die Begri�e2D-DIC und 3D-DIC verwendet.

Abschlieÿend sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass wie bei jeder Dehnungs-
ermittlung die Bezugs- bzw. Messlänge einen entscheidenden Ein�uss auf die Ergebnisse
hat, insbesondere bei signi�kanten Gradienten im Dehnungsfeld. InGOM Correlate
wird sie über die sogenannteReferenzlängeeingestellt. Um Versuchsauswertungen mit
Simulationen vergleichen zu können, hat es sich in der Praxis bewährt, diese Gröÿe ent-
sprechend der mittleren Elementkantenlänge der vernetzten Geometrie zu wählen.
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3
Direkte Kalibrierung von
Modellparametern

Wie bereits in Kap. 1.3 thematisiert, zielt die Konzeption des neuen Verfahrens dar-
auf ab, die Modellparameter so zu bestimmen, dass sie vollumfänglich kompatibel zu
den an einem materiellen Punkt im Versuch vorherrschenden Verzerrungen und Span-
nungen sind. Dementsprechend werden im Folgenden für das untersuchteSAMP-1 auf
Basis der Konstitutivgleichungen spezi�sche Integro-Di�erentialgleichungen aufgestellt,
mit denen sich nicht in Versuchen messbare Gröÿen berechnen lassen. Neben der Her-
leitung der grundlegenden Beziehungen zur Parameterbestimmung im viskoelastischen
Regime stehen insbesondere die komplexen Zusammenhänge im viskoelasto-viskoplasti-
schen Regime im Zentrum der Betrachtungen. Hierbei ist das Ziel die Bestimmung des
� p-Verlaufs, also des funktionalen Zusammenhangs zwischen� p und "pct, und des Pfads
des betrachteten materiellen Punkts im"pct- _"pct-� vm -Raum. Dieser ist das Fundament
einer späteren Bestimmung von tabellierten Flieÿkurven für verschiedene_"pct. Einge-
bettet in die Ausführungen sind Vorschläge zur numerischen Lösung der Gleichungen,
deren Fokus auf der Robustheit in der praktischen Anwendung liegt.

3.1 De�nitionen und Annahmen

Als Erstes werden die maÿgeblichen De�nitionen und Annahmen eingeführt, auf die
sich das Verfahren gründet. Sie beinhalten Aspekte der gewählten Materialmodellie-
rung, der unterstützten Elementtechnologie sowie der messtechnischen Datenerfassung
und Versuchsauswertung.
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

3.1.1 Unterstützte Elementtechnologie und Grundannahme

Aufgrund der besonderen Relevanz für die Crashsimulation wird die Kalibrierung von
SAMP-1 im Zusammenspiel mit einer Schalenmodellierung angestrebt. Konkret werden
vollintegrierte, lineare Schalenelemente mitReissner-Mindlin-Kinematik unterstützt, bei
denen ein zeitschrittweises Dickenupdate auf Basis der Membrandehnungen erfolgt. Letz-
teres ist essentiell bei der Untersuchung von groÿen Verzerrungen und Lokalisierungsphä-
nomenen, weil sich aus dem Querschnitt lokale Lastumlagerungen ergeben. InLS-DYNA
entspricht die genannte Elementtechnologie Schalenelementen derELFORM=16mit in
* CONTROL_SHELLaktivierter Option ISTUPD=1. Sofern diez-Richtung der Dicken-
richtung des Elements entspricht, kann" zz Werte ungleich null annehmen, während
� zz = 0 verbleibt (vgl. Hallquist (2020a)).

Eine Modellkalibrierung ist immer dann erfolgversprechend, wenn sich das abzubilden-
de Verhalten des untersuchten Materials grundsätzlich mit dem angesetzten, isotropen
Materialmodell beschreiben lässt und dünnwandige Strukturen analysiert werden. Die
Eigenschaften vonSAMP-1 nach Kap. 2.2 und der betrachteten Elementtechnologie
de�nieren die maximal erzielbare Prognosegüte.

3.1.2 Versuchsauswahl und De�nition des Versuchsbeginns

In einem reinen Schubzustand �ndet keine Volumenänderung des Materials statt, wes-
wegen sich Versuche, in denen gezielt Schub geprüft wird, nicht zur Quanti�zierung von
� p eignen. Eine Volumenänderung des Materials lässt sich durch Zug-, Druck- oder ge-
steuerte Biaxialversuche bewirken. Aus dieser Aufzählung liegt der Fokus der Arbeit
auf der Durchführung und Analyse von Zugversuchen, weil diese nach Kap. 2.2 für die
Kalibrierung von SAMP-1 am bedeutendsten sind. Eine Erweiterung der vorgestellten
Methodik auf andere Arten von Materialprüfungen ist naheliegend.

Ein Versuch, auf den das Verfahren in der vorgestellten Form angewendet werden soll,
ist ohne Vorspannkraft durchzuführen:

FI = 0: (3.1)

Als t = 0 bzw. t0 wird der Zeitpunkt de�niert, an dem die Kraft zu Versuchsbeginn zum
letzten Mal null ist. Im zugehörigen ersten Zeitschrittn = 1 gilt:

F jn=1 = 0; (3.2)

_F jn=1 6= 0: (3.3)
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3.1 De�nitionen und Annahmen

3.1.3 De�nition des globalen Koordinatensystems

Die Probenachse, in der die primäre Belastung erfolgen soll und entlang derer die be-
tragsmäÿig höchste Dehnrate zu erwarten ist, wirdLängsachsegenannt. Beim Einspan-
nen des Prü�ings ist sicherzustellen, dass diese mit der zugehörigen Maschinenachse
übereinstimmt.

Das verwendete globale Koordinatensystemx-y-z lässt sich wie folgt konstruieren: Der
Ursprung liegt im (innenliegenden) Schwerpunkt der Probe zum Zeitpunktt = 0. Die
x-Achse ist parallel zur Längsachse des Prü�ings und ihr positiver Achsenabschnitt
erstreckt sich per De�nition in Richtung der beweglichen Einspannung. Sind beide Ein-
spannungen beweglich, ist die Ausrichtung derx-Achse irrelevant. Diez-Achse ist ortho-
gonal zur Probenober�äche zum Zeitpunktt = 0 und in Richtung des DIC-Messsystems
zeigend anzusetzen. Diey-Achse vervollständigt das Rechtssystem. Eine Anwendung die-
ser Vorschrift auf einen Zugversuch mit einem Prü�ing nach Typ 3 derDIN EN ISO
8256 (2005) ist in Abb. 3.1 dargestellt. Diex-Achse zeigt in Abzugsrichtung. Neben dem
Koordinatensystem sind in der Gra�k das stochastische Muster, welches gemäÿ Kap. 2.3
auf der zu untersuchenden Ober�äche aufzutragen ist, sowie ein 3D-DIC-Messsystem ab-
gebildet.

3.1.4 Unterstützter Verzerrungs- und Spannungstensor

Es wird angenommen, dass die Probe so dünn ist, dass die Änderung der Komponen-
ten des Hencky-Verzerrungstensors und des Cauchy-Spannungstensors über die lokale
Probendicke� innerhalb jedes Zeitschrittsn vernachlässigbar ist:

� (x;y) so dass

0

B
@" (x;y) �

1
� (x;y)

� (x;y )=2Z

� � (x;y )=2

" (x;y;z) dz

1

C
A

^

0

B
@� (x;y) �

1
� (x;y)

� (x;y )=2Z

� � (x;y )=2

� (x;y;z) dz

1

C
A :

(3.4)

Auf eine Untersuchung des Approximationsfehlers, der mit der Anwendung von Gl. (3.4)
in Abhängigkeit von � einhergeht, wird an dieser Stelle verzichtet. Basierend auf Erfah-
rungen aus der ingenieurmäÿigen Praxis wird stattdessen die Hypothese vertreten, dass
der Fehler der eingeführten Näherung zumindest für� � 2 mm hinreichend klein ist.
Dementsprechend bilden gemäÿ Kap. 5.1 Zugversuche mit� 0 = 2 mm dicken Proben die
Datenbasis für diese Arbeit.
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Maschinenachse

x

zy

t = 0

stochastisches
Muster

3D-DIC

Abbildung 3.1: Zugversuch zum Zeitpunkt t = 0

Digitale Bildkorrelation ermöglicht die Messung von" xx , " yy und " xy auf der Proben-
ober�äche. Für " zz lässt sich auf Basis von 3D-DIC-Daten unter der Annahme einer
Symmetrie zwischen der Verschiebung der Probenfront und -rückseite zurx-y-Ebene ein
Mittelwert bestimmen. Die Beschreibung der Methode erfolgt in Kap. 5.3.

Bei Gültigkeit von Gl. (3.4) können die gemessenen Verzerrungen als im Inneren der
Probe beiz = 0 vorherrschend interpretiert werden. Dort lassen sich infolge der thema-
tisierten Symmetrie " xz und " yz mit null quanti�zieren. Für einen hinreichend dünnen
Prü�ing sind die Beträge dieser Verzerrungen auch abseitsz = 0 vernachlässigbar klein,
was zu Gl. (3.4) passt. Zusammenfassend kann für einen beliebigen Punkt im Inneren der
Probe beiz = 0 in Voigt-Notation der folgende Verzerrungstensor aufgestellt werden:

" =
h
" xx " yy " zz 0 0 2" xy

i >
: (3.5)

Aufgrund ihrer Kompaktheit �ndet die Voigt-Notation im weiteren Verlauf bei allen
tensoriellen Gröÿen Anwendung.
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Auf Seiten des Spannungstensors wird im Zugversuch die Komponente� xx als bekannt
vorausgesetzt. Mögliche Strategien zu ihrer Quanti�zierung anhand von realen Versuchs-
daten innerhalb einer mitbewegten Schnittebene werden in Kap. 5.4 vorgestellt. Aus der
unterstützten Elementtechnologie nach Kap. 3.1.1 folgt� zz = 0. Gilt die Annahme aus
Gl. (3.4), ist diese Gröÿe auch im realen Zugversuch im Vergleich zu� xx sehr klein. Für
SAMP-1 folgt aus " xz = 0 und " yz = 0 unmittelbar � xz = 0 und � yz = 0. Die Span-
nungskomponenten� yy und � xy sind als unbekannte Gröÿen zu behandeln. Damit lässt
sich für einen beliebigen Punkt im Inneren der Probe beiz = 0 in Voigt-Notation der
folgende Spannungstensor formulieren:

� =
h
� xx � yy 0 0 0 � xy

i >
: (3.6)

3.1.5 Vorteile von Auswertungen in der Einschnürebene

Infolge von Kap. 2.2.1 wird für das Aufstellen und Lösen modellspezi�scher Di�e-
rentialgleichungen vorausgesetzt, dass der verwendete Verzerrungstensor das Integral
des Dehnratentensors und der verwendete Spannungstensor das Integral der Zaremba-
Jaumann-Rate des Cauchy-Spannungstensors ist. Nach Gl. (2.24) und Gl. (2.31) erfüllen
der Hencky-Verzerrungstensor und der Cauchy-Spannungstensor diese Voraussetzungen,
wenn der Spintensor null ist und Gl. (3.5) sowie Gl. (3.6) gemäÿ der Lagrangeschen Be-
trachtungsweise in einem mitbewegten lokalen Koordinatensystem quanti�ziert werden.
Dort ist eine materielle Zeitableitung eine partielle Zeitableitung.

Zur Auswertung eines idealen Zugversuchs eignen sich ab demEinschnürzeitpunkt tN

materielle Punkte in der EinschnürebenePA nach Abb. 3.2. Der Grund dafür sind die
festen Verzerrungs-Hauptachsen sowie die gleichzeitige Abwesenheit einer Starrkörper-
rotation. Die Achsen des mitbewegten lokalen Koordinatensystems eines materiellen
Punkts verlaufen in diesem Fall parallel zu denen des globalen Koordinatensystems.
Entsprechend lässt sich aus Symmetriegründen innerhalb vonPA unabhängig von der
z-Koordinate " xy mit null quanti�zieren.

Aufgrund von Imperfektionen der Probengeometrie und des Materials können in einem
realen Zugversuch auch in der Einschnürebene Schubkomponenten von null abweichen.
Da zumindest für " xy Messwerte aus der DIC vorliegen, werden" xy und das zugehörige
� xy bei der Herleitung der Gleichungen berücksichtigt. So lange der Schubanteil klein ist,
lassen sich im mitbewegten lokalen Koordinatensystem weiterhin der Dehnratentensor
und die Zaremba-Jaumann-Rate des Cauchy-Spannungstensors durch partielles Ableiten
von " und � nach der Zeit approximieren. In der vorliegenden Arbeit erfolgt dies jeweils
numerisch durch zentrale Di�erenzenquotienten zweiter Ordnung. Lediglich beim ersten
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PA

Maschinenachse

x

zy

t � tN

3D-DIC

Abbildung 3.2: Zugversuch zu einem Zeitpunktt � tN

und letzten Zeitschritt kommt ein rechtsseitiger bzw. linksseitiger Di�erenzenquotient
zweiter Ordnung zum Einsatz. Zur Vereinfachung der Nomenklatur wird im Folgenden
nach Gl. (2.23) _" statt d und nach Gl. (2.30) _� statt � r J geschrieben.
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3.2 Viskoelastisches Regime

3.2 Viskoelastisches Regime

Im viskoelastischen Regime nach Kap. 2.2.2 entsprechen gemäÿ Gl. (2.33) die totalen
Dehnraten den elastischen Dehnraten:

_" e = _" : (3.7)

Das bedeutet, dass sie direkt im Versuch gemessen werden können.

3.2.1 De�nition des letzten Zeitschritts im Regime

Die dehnratenabhängige Elastizitätsgrenze aus Gl. (2.75), bei deren Überschreiten ein
materieller Punkt vom viskoelastischen ins viskoelasto-viskoplastische Regime nach
Kap. 2.2.3 übergeht, muss a priori bekannt sein. Hierzu sind je nach Werksto� gesonder-
te Untersuchungen oder geeignete Abschätzungen nötig (siehe Kap. 5.5.2). Im Folgenden
wird davon ausgegangen, dass die zugehörige Spannung im Zugversuch als Funktion der
e�ektiven Dehnrate ausgedrückt werden kann und der Zusammenhang vorliegt:

� E = � E ( _"e� ): (3.8)

Damit lässt sich ein materieller Punkt zu einem bestimmten Zeitpunkt im Versuch an-
hand von � vm und _"e� eindeutig einem Regime zuordnen. Der letzte Zeitschrittn, an
dem

� vm jn � � E (3.9)

gilt, ist noch dem viskoelastischen Regime zuzurechnen und wird alsnE bezeichnet.
Demgegenüber lässt sich der folgende Zeitschritt, an dem die Elastizitätsgrenze gerade
überschritten wird, dem viskoelasto-viskoplastischen Regime zuschlagen:

nP = nE + 1: (3.10)

Weil im Zugversuch bis zum Einschnüren des Prü�ings ein uniaxialer Spannungszustand
vorherrscht und dieser Punkt im viskoelasto-viskoplastischen Regime zu verorten ist, gilt
im viskoelastischen Regime:

� vm = � xx : (3.11)

Nach dem Einschnüren sind� yy und � xy auch für diesen Versuchstyp ungleich null.

37



3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

3.2.2 Zusammenhänge aus dem rheologischen Modell

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im Folgenden~C als der Anteil des Hypo-
Elastizitätstensors für ein isotropes Material ohne Elastizitätsmodul eingeführt. In Voigt-
Notation gilt:

~C =
1

(1 + � ) (1 � 2� )

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 � � � � 0 0 0
� 1 � � � 0 0 0
� � 1 � � 0 0 0
0 0 0 1� 2�

2 0 0
0 0 0 0 1� 2�

2 0
0 0 0 0 0 1� 2�

2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (3.12)

Der entsprechende Anteil des zugehörigenNachgiebigkeitstensorsergibt sich durch In-
vertieren von Gl. (3.12):

~C
� 1

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 � � � � 0 0 0
� � 1 � � 0 0 0
� � � � 1 0 0 0
0 0 0 2 + 2� 0 0
0 0 0 0 2 + 2� 0
0 0 0 0 0 2 + 2�

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (3.13)

Wie bereits in Kap. 2.2.2 thematisiert, liegtSAMP-1 ein rheologisches Modell nach
Abb. 3.3 zugrunde.

EC

EV ( _"e� ) � V ( _"e� )

Element C

Element V1 Element V2

Element V

Abbildung 3.3: Dreiparametermodell mit nichtlinearem Maxwell-Körper
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3.2 Viskoelastisches Regime

Dabei gilt die Beziehung aus Gl. (2.60):

� =
EV ( _"e� )
� V ( _"e� )

:= konst :

Die ElementeC und V sind parallel geschaltet. Damit ergibt sich für die Dehnraten:

_" e = _" e
C = _" e

V : (3.14)

Auÿerdem lässt sich für die Spannungen der nachfolgende Zusammenhang aufstellen:

� = � C + � V : (3.15)

Innerhalb des ElementsV sind die ElementeV1 und V2 in Reihe geschaltet. Es folgen

_" e = _" e
V = _" e

V 1 + _" e
V 2 (3.16)

und

� V = � V 1 = � V 2: (3.17)

Für die lineare FederC gilt mit Gl. (3.14):

_� C = EC ~C _" e
C = EC ~C _" e: (3.18)

Analog kann für die nichtlineare FederV1 mit Gl. (3.17)

_� V = _� V 1 = EV ~C _" e
V 1 (3.19)

geschrieben werden. Für den nichtlinearen DämpferV2 gilt mit Gl. (3.17):

� V = � V 2 = � V ~C _" e
V 2: (3.20)

Zur Vermeidung programmspezi�scher Instabilitäten inLS-DYNA wird in SAMP-1 ge-
mäÿ Kap. 2.2.4 unter bestimmten Umständen die Querkontraktionszahl herabgesetzt,
woraus sich für� und ~C eine Zeitabhängigkeit ergibt. Obwohl der beschriebene Sach-
verhalt ausschlieÿlich im viskoelasto-viskoplastischen Regime eintritt, wird zur Wahrung
der Allgemeingültigkeit der hergeleiteten Beziehungen Gl. (3.18) partiell integriert:

� C =
tZ

0

_� C d� = EC ~C" e � EC

tZ

0

_~C" e d�: (3.21)

Dabei ist _~C die materielle bzw. partielle Zeitableitung von~C aus Gl. (3.12).
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Umstellen von Gl. (3.19) nach_" e
V 1 und Gl. (3.20) nach _" e

V 2 sowie anschlieÿendes Einset-
zen in Gl. (3.16) ergibt:

_" e =
1

EV

~C
� 1

_� V +
1

� V

~C
� 1

� V : (3.22)

Mit Gl. (2.60) folgt daraus:

_" e =
1

EV

~C
� 1

( _� V + � � V ) : (3.23)

Umstellen von Gl. (3.15) nach� V liefert:

� V = � � � C : (3.24)

Dieser Ausdruck sowie seine materielle bzw. partielle Zeitableitung kann in Gl. (3.23)
eingefügt werden:

_" e =
1

EV

~C
� 1

( _� � _� C + � (� � � C )) : (3.25)

Einsetzen von Gl. (3.18) und Gl. (3.21) ergibt:

_" e =
1

EV

~C
� 1

0

@_� + � � � EC ~C _" e � �E C

0

@~C" e �
tZ

0

_~C" e d�

1

A

1

A : (3.26)

Daraus folgt

EV _" e = ~C
� 1

( _� + � � ) � EC _" e � �E C

0

@" e � ~C
� 1

tZ

0

_~C" e d�

1

A (3.27)

bzw.

(EC + EV ) _" e = ~C
� 1

( _� + � � ) � �E C

0

@" e � ~C
� 1

tZ

0

_~C" e d�

1

A (3.28)

oder

_" e =
1

EC + EV

0

@~C
� 1

( _� + � � ) � �E C

0

@" e � ~C
� 1

tZ

0

_~C" e d�

1

A

1

A : (3.29)
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3.2 Viskoelastisches Regime

Im Folgenden werden für den Integralausdruck auf der rechten Seite die Abkürzungen
 und Q eingeführt:

 = ~C
� 1

Q = ~C
� 1

tZ

0

_~C" e d�: (3.30)

Damit wird aus Gl. (3.29):

_" e =
1

EC + EV

�
~C

� 1
( _� + � � ) � �E C (" e �  )

�

: (3.31)

Gl. (3.31) stellt ein System von gekoppelten nichtlinearen gewöhnlichen Integro-Di�e-
rentialgleichungen für die elastischen Verzerrungen dar. Die an dieser Stelle hergeleitete
allgemeine Formulierung wird bei der Behandlung des viskoelasto-viskoplastischen Re-
gimes in Kap. 3.3.1 erneut aufgegri�en. Da� im viskoelastischen Regime konstant ist,
vereinfacht sich Gl. (3.31) hier zu einem System linearer gewöhnlicher Di�erentialglei-
chungen für die elastischen Verzerrungen:

_" e =
1

EC + EV

�
~C

� 1
( _� + � � ) � �E C " e

�

: (3.32)

Einsetzen des Verzerrungstensors aus Gl. (3.5) sowie des Spannungstensors aus Gl. (3.6)
sowie ihrer materiellen bzw. partiellen Zeitableitungen führt zusammen mit~C

� 1
aus

Gl. (3.13) unter Berücksichtigung von Gl. (3.7) zu:
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6
6
6
6
6
6
6
6
6
4
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xx

_"e
yy

_"e
zz

0
0

2 _"e
xy

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

| {z }
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=
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EC + EV

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
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6
4
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6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

_� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy)
� � ( _� xx + �� xx ) + _� yy + �� yy

� � ( _� xx + �� xx ) � � ( _� yy + �� yy)
0
0

(2 + 2� ) ( _� xy + �� xy )

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

� �E C

2
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6
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6
6
6
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4
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xx
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7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (3.33)

Dieser Ausdruck bildet die Basis für die folgenden Untersuchungen.

3.2.3 Materialstei�gkeit, Relaxationsrate und Querkontraktionszahl

Gemäÿ den Überlegungen um Gl. (3.11) sind in einem Zugversuch die Gröÿen� xy und
� yy im viskoelastischen Regime konstant null. Dementsprechend lässt sich aus der ersten
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Zeile von Gl. (3.33) die folgende Beziehung für die konstante Materialstei�gkeitEC

extrahieren:

EC =
_� xx + �� xx � EV _"e

xx

_"e
xx + �" e

xx
: (3.34)

Sie charakterisiert das Werksto�verhalten bei der Dehnrate_"eq, denn nach Kap. 2.2.2
ergibt sich für die variable Materialstei�gkeit EV die Bedingung:

EV ( _"eq) = 0 : (3.35)

Wenn _"eq hinreichend klein ist, so dass quasistatisches Materialverhalten angenommen
werden kann, entfallen in Gl. (3.34) die Terme_� xx sowie _"e

xx und es folgt:

EC =
�� xx

�" e
xx

=
� xx

"e
xx

: (3.36)

Als quasistatischer Elastizitätsmodul istEC auf Grundlage eines Zugversuchs bei einer
geeigneten Dehnrate_"eq direkt bestimmbar und wird nicht durch die Relaxationsrate
beein�usst. Anders sieht es fürEV aus. Bei einem dynamischen Zugversuch lässt sich
aus der ersten Zeile von Gl. (3.33) der nachfolgende Ausdruck gewinnen:

EV =
_� xx � EC _"e

xx + � (� xx � EC "e
xx )

_"e
xx

: (3.37)

Das Viskoelastizitätsmodell vonSAMP-1 ist gemäÿ Kap. 2.2.2 vor allem durch algo-
rithmische E�zienz motiviert. Insbesondere die De�nition von � als Konstante, unab-
hängig von der Dehnung und der Dehnrate, ist eine sehr restriktive Annahme. Aufgrund
der Einfachheit des Modells ist es umso wichtiger, sich bei seiner Kalibrierung auf den
Dehnratenbereich zu fokussieren, der für die angestrebten Crashsimulationen relevant
ist. Relaxationsversuche, wie sie z. B. inFritsch (2012) bei sehr niedrigen Dehnraten
durchgeführt werden, sind deshalb im Allgemeinen nicht zielführend, um in diesem An-
wendungsfall die konstante Relaxationsrate vonSAMP-1 zu ermitteln. Stattdessen hat
sich das pragmatische Vorgehen bewährt,� so groÿ festzulegen, dass beim Auswerten von
Gl. (3.37) für alle Versuche eines dynamischen Zugprüfprogramms gerade noch gilt:

@EV ( _"e� ; � )
@_"e�

� 0: (3.38)

Der monotone Anstieg vonEV mit zunehmender e�ektiver Dehnrate ist in der Praxis aus
Materialprüfungen mit Thermoplasten bekannt (Du Bois (2018�2022)). Überschreitet
die Relaxationsrate eine materialspezi�sche Grenze und repräsentiert nicht das reale
Werksto�verhalten, konvergieren die Iterationen der folgenden Abschnitte nicht.
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3.2 Viskoelastisches Regime

Nach der Festlegung von� können dehnratenübergreifend für alle Versuche eines Prüf-
programms Werte für die variable Materialstei�gkeit bestimmt werden. Diese sind an-
schlieÿend mit einem analytischen Ansatz zu beschreiben. Eine Möglichkeit zur Gene-
rierung der kontinuierlichen Funktion EV ( _"e� ; � ) �ndet sich in Kap. 5.5.2.

Liegen EC , � und EV ( _"e� ; � ) vor, lässt sich aus der zweiten und dritten Zeile von
Gl. (3.33) jeweils eine Beziehung für die Querkontraktionszahl extrahieren:

� = �
(EC + EV ) _"e

yy + �E C "e
yy

_� xx + �� xx
; (3.39)

� = �
(EC + EV ) _"e

zz + �E C "e
zz

_� xx + �� xx
: (3.40)

Im viskoelastischen Regime kann� je nach Verfügbarkeit eines geeigneten Messwerts
für "e

zz mit einer oder beiden Gleichungen als arithmetisches Mittel der Werte aller
vorliegenden Zeitschritte berechnet werden.

Sind die elastischen Charakteristiken des untersuchten Materials nicht dehnratenab-
hängig, vereinfacht sich das rheologische Modell aus Abb. 3.3 durch den Wegfall des
Elements V. Infolgedessen verschwinden in Gl. (3.34) die TermeEV sowie � und die
Dehnrate, bei derEC zu bestimmen ist, wird in der Theorie beliebig:

EC =
_� xx

_"e
xx

=
� xx

"e
xx

: (3.41)

Damit reduzieren sich Gl. (3.39) und Gl. (3.40) zur ihrer bekannten Form für ein iso-
tropes Material im uniaxialen Spannungszustand:

� = �
_"e
yy

_"e
xx

= �
_"e
zz

_"e
xx

: (3.42)

3.2.4 Lösung von Di�erentialgleichungen für � yy , � xy und " zz

Wie in Kap. 3.2.3 thematisiert, wird bei der Bestimmung vonEC , EV , � und � in
Zugversuchen ausgenutzt, dass dort die Gröÿen� yy und � xy im viskoelastischen Regime
konstant null sind. Für andere Versuchstypen, bei denen sich an einem materiellen Punkt
ein Verzerrungstensor nach Gl. (3.5) und ein Spannungstensor nach Gl. (3.6) formulieren
lässt, ist das nicht zwangsläu�g der Fall. Um eine gröÿere Allgemeingültigkeit zu erzielen,
wird daher, sobald die Parameter des viskoelastischen Regimes bekannt sind, auf die
Annahme eines uniaxialen Spannungszustands verzichtet.
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Bei Vorliegen vonEC , EV , � und � folgt aus den ersten drei Zeilen von Gl. (3.33) ein
überbestimmtes System linearer gewöhnlicher Di�erentialgleichungen für� yy :

2

6
6
4

� �
1

� �

3

7
7
5 _� yy +

2

6
6
4

� ��
�

� ��

3

7
7
5 � yy =

2

6
6
4

(EC + EV ) _"e
xx � _� xx � �� xx + �E C "e

xx

(EC + EV ) _"e
yy + � ( _� xx + �� xx ) + �E C "e

yy

(EC + EV ) _"e
zz + � ( _� xx + �� xx ) + �E C "e

zz

3

7
7
5 : (3.43)

Ist "e
zz unbekannt, entfällt die dritte Zeile. Für � xy lässt sich aus der letzten Zeile von

Gl. (3.33) eine lineare gewöhnliche Di�erentialgleichung extrahieren:

(1 + � ) _� xy + (1 + � ) �� xy = ( EC + EV ) _"e
xy + �E C "e

xy : (3.44)

Im Falle rein linear-elastischen Werksto�verhaltens vereinfacht sich Gl. (3.43) zu
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6
6
4

� �
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� �

3

7
7
5 _� yy =

2

6
6
4

EC _"e
xx � _� xx

EC _"e
yy + � _� xx

EC _"e
zz + � _� xx

3

7
7
5 ; (3.45)

wobei die dritte Zeile wie bei Gl. (3.43) unter Umständen entfällt. Darüber hinaus
reduziert sich Gl. (3.44) auf:

(1 + � ) _� xy = EC _"e
xy : (3.46)

Bei der Lösung der Gleichungen sind die Anfangswerte zu berücksichtigen:

� yy jn=1 = 0; (3.47)

� xy jn=1 = 0: (3.48)

Die hergeleiteten Di�erentialgleichungen bzw. Di�erentialgleichungssysteme werden un-
ter Einbeziehung der Anfangswerte mit einemDi�erenzenverfahren in lineare Glei-
chungssysteme überführt. Dabei kommen linksseitige Di�erenzenquotienten zweiter Ord-
nung zum Einsatz. Lediglich für den zweiten Zeitschritt wird ein zentraler Di�erenzen-
quotient zweiter Ordnung vorgesehen. Im Falle von Gl. (3.43) und Gl. (3.45) ergeben
sich überbestimmte lineare Gleichungssysteme, die als lineareLeast-Squares-Probleme
aufgefasst werden können. Für Gl. (3.44) und Gl. (3.46) folgt ein quadratisches lineares
Gleichungssystem. Die numerische Lösung nach� yy bzw. � xy ist jeweils mit unterschied-
lichen Methoden möglich. Bezüglich der Umsetzung in der vorliegenden Arbeit wird auf
Kap. 3.4.2 verwiesen (Munz und Westermann (2019) sowieDemmel (1997)).
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

Im Falle eines unbekannten"e
zz erfolgt die Berechnung dieser Gröÿe nach Kenntnis von

� yy auf Basis der linearen gewöhnlichen Di�erentialgleichung aus der dritten Zeile von
Gl. (3.33):

_"e
zz +

�E C

EC + EV
"e

zz =
1

EC + EV
(� � ( _� xx + �� xx ) � � ( _� yy + �� yy)) : (3.49)

Bei rein linear-elastischem Werksto�verhalten vereinfacht sich Gl. (3.49) zu:

_"e
zz =

1
EC

(� � _� xx � � _� yy) : (3.50)

Unter Berücksichtigung des Anfangswerts

" zzjn=1 = 0 (3.51)

wird analog zu� xy mit einem Di�erenzenverfahren ein quadratisches lineares Gleichungs-
system aufgestellt und nach"e

zz gelöst.

3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

Nach Gl. (2.39) gilt im viskoelasto-viskoplastischen Regime für die totalen Dehnraten:

_" = _" e + _" p: (3.52)

Diese additive Zerlegung ist bei der Interpretation von gemessenen Werten stets zu
berücksichtigen. Das jeweilige Verhältnis der Anteile ist zunächst unbekannt. Für die
elastischen Dehnraten lässt sich entsprechend schreiben:

_" e = _" � _" p: (3.53)

3.3.1 Zusammenhänge aus dem rheologischen Modell

Einsetzen von Gl. (3.53) sowie ihres Integrals in Gl. (3.31) liefert:

_" � _" p
| {z }

= _" e
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EC + EV

0

@~C
� 1

( _� + � � ) � �E C

0

@" � " p
| {z }

= " e

�  

1

A

1

A : (3.54)

Mit " aus Gl. (3.5), � aus Gl. (3.6), ~C
� 1

aus Gl. (3.13) und sowieQ aus Gl. (3.30)
folgen die Ausdrücke auf der nächsten Seite.
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Es gilt:
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(3.55)
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Qyy

Qzz

0
0

2Qxy

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

| {z }
= Q

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

Rt
0

�
P1 (" xx � "p

xx ) + P2

�
" yy � "p

yy

�
+ P2 (" zz � "p

zz)
�

d�
Rt

0

�
P2 (" xx � "p

xx ) + P1

�
" yy � "p

yy

�
+ P2 (" zz � "p

zz)
�

d�
Rt

0

�
P2 (" xx � "p

xx ) + P2

�
" yy � "p

yy

�
+ P1 (" zz � "p

zz)
�

d�
0
0

Rt
0 P3

�
2" xy � 2"p

xy

�
d�

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (3.57)
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

Bei P1, P2 und P3 handelt es sich um Hilfsvariablen zur Beschreibung der materiellen
bzw. partiellen Zeitableitung von ~C aus Gl. (3.12):

_~C =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

P1 P2 P2 0 0 0
P2 P1 P2 0 0 0
P2 P2 P1 0 0 0
0 0 0 P3 0 0
0 0 0 0 P3 0
0 0 0 0 0 P3

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (3.58)

P1 =
2 _�� (2 � � )

(1 + � )2 (1 � 2� )2 ; (3.59)

P2 =
_� (1 + 2� 2)

(1 + � )2 (1 � 2� )2 ; (3.60)

P3 = �
_�

2 (1 + � )2 : (3.61)

3.3.2 Zusammenhänge aus der Flieÿregel

Da in Gl. (3.55) zusätzlich zu� yy und � xy die Komponenten des Tensors der plasti-
schen Verzerrungen als Unbekannte auftreten, müssen zur Lösung weitere Gleichungen
aufgestellt werden. Für die folgende Herleitung wird zunächst von einem allgemeinen,
dreidimensionalen Spannungszustand ausgegangen, bevor anschlieÿend das Einsetzen
des Zustands aus Gl. (3.5) und Gl. (3.6) erfolgt.

Das in SAMP-1 angesetzte plastische Potential lautet gemäÿ Gl. (2.66):

g =
q

� 2
vm + �p 2:

Ferner besteht zwischen� und � p der Zusammenhang aus Gl. (2.68):

� =
9
2

1 � 2� p

1 + � p
:

Mit dem hydrostatischen Druck auf Basis von Gl. (2.57),

p = �
� xx + � yy + � zz

3
; (3.62)
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

lässt sich die von-Mises-Vergleichsspannung aus Gl. (2.67) schreiben als:

� vm =

s
3
2

�
(� xx + p)2 + ( � yy + p)2 + ( � zz + p)2 + 2� 2

xy + 2� 2
yz + 2� 2

xz

�
: (3.63)

Die in SAMP-1 implementierte nicht-assoziierte Flieÿregel nach Gl. (2.46) liefert den
folgenden Zusammenhang zwischen dem plastischen Dehnratentensor, dem plastischen
Multiplikator, dem plastischen Potential und dem Spannungstensor:

_" p = _�
@g
@�

: (3.64)

Der Ausdruck @g/ @� lautet in Voigt-Notation:

@g
@�

=
h

@g
@�xx

@g
@�yy

@g
@�zz

@g
@�yz

@g
@�xz

@g
@�xy

i >
: (3.65)

Mit

@�vm

@�xx
=

1
2� vm

3 (� xx + p) (3.66)

und

@p
@�xx

= �
1
3

(3.67)

ergibt sich für @g=@�xx mit der Kettenregel:

@g
@�xx

=
1
2g

 

2� vm
@�vm

@�xx
+ 2�p

@p
@�xx

!

=
3
2g

�

� xx + p �
2
9

�p
�

: (3.68)

Für @g=@�yy und @g=@�yy folgen entsprechend

@g
@�yy

=
3
2g

�

� yy + p �
2
9

�p
�

(3.69)

sowie

@g
@�zz

=
3
2g

�

� zz + p �
2
9

�p
�

: (3.70)

Bezüglich@g=@�xy lässt sich mit

@�vm

@�xy
=

1
2� vm

6� xy (3.71)
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

und

@p
@�xy

= 0 (3.72)

zeigen, dass gilt:

@g
@�xy

=
1
2g

 

2� vm
@�vm

@�xy
+ 2�p

@p
@�xy

!

=
3
2g

2� xy : (3.73)

Analog resultieren für@g=@�xz und @g=@�yz die Beziehungen

@g
@�xz

=
3
2g

2� xz (3.74)

sowie

@g
@�yz

=
3
2g

2� yz: (3.75)

Mit der Abkürzung

�� =
�
9

=
1
2

1 � 2� p

1 + � p
(3.76)

und dem Spannungstensor aus Gl. (3.6) folgt für die Flieÿregel aus Gl. (3.64)

2
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6
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4
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_"p
yy

_"p
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2 _"p
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=
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2
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4

2� xx � � yy

� � xx + 2� yy

� � xx � � yy

0
0

6� xy
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7
5

� 2��
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3

2
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6
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6
6
6
6
4

� � xx � � yy

� � xx � � yy

� � xx � � yy

0
0
0
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5
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5

(3.77)

bzw.
2
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� � xx + 2� yy
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� 2��
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: (3.78)
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

3.3.3 Lösung einer Di�erentialgleichung für � yy

Im Allgemeinen ist die plastische Querkontraktion als unbekannte Gröÿe zu behandeln.
Dementsprechend lässt sich aus Gl. (3.55) und Gl. (3.78) ein System aus acht Gleichun-
gen mit den acht Unbekannten� yy , � xy , _� , �� (� p), "p

xx , "p
yy , "p

zz und "p
xy extrahieren:

_"p
xx = _" xx �

1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx )) ;

(3.79a)

_"p
yy = _" yy �

1
EC + EV

�
� � ( _� xx + �� xx ) + _� yy + �� yy � �E C

�
" yy � "p

yy �  yy

��
;

(3.79b)

_"p
zz = _" zz �

1
EC + EV

(� � ( _� xx + �� xx ) � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" zz � "p
zz �  zz)) ;

(3.79c)

_"p
xy = _" xy �

1
EC + EV

�
(1 + � ) ( _� xy + �� xy ) � �E C

�
" xy � "p

xy �  xy

��
; (3.79d)

_"p
xx =

_�
2g

(2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)) ; (3.79e)

_"p
yy =

_�
2g

(� � xx + 2� yy + 2�� (� xx + � yy)) ; (3.79f)

_"p
zz =

_�
2g

(� � xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)) ; (3.79g)

_"p
xy =

_�
2g

3� xy : (3.79h)

Das plastische Potentialg kann gemäÿ Gl. (2.66) als Funktion von� yy , � xy und �� (� p)
ausgedrückt werden und die Komponenten von sind gemäÿ Gl. (3.56) bis Gl. (3.61)
Funktionen von � , _� sowie den Komponenten von" und " p.
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

Im Folgenden werden kurz die arithmetischen Operationen zusammengefasst, um aus
dem Gleichungssystem eine einzelne Di�erentialgleichung für die unbekannte Kompo-
nente � yy des Spannungstensors zu extrahieren.

Zunächst erfolgt die Division der plastischen Dehnraten_"p
yy , _"p

zz und _"p
xy durch _"p

xx aus
Gl. (3.79a) bzw. Gl. (3.79e). Auf diese Weise wird der unbekannte plastische Multipli-
kator _� aus dem System eliminiert und es resultieren sieben Gleichungen mit sieben
Unbekannten:

_"p
xx = _" xx �

1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx )) ;

(3.80a)

_"p
yy

_"p
xx

=
_" yy � 1

EC + EV

�
� � ( _� xx + �� xx ) + _� yy + �� yy � �E C

�
" yy � "p

yy �  yy

��

_" xx � 1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx ))

;

(3.80b)

_"p
zz

_"p
xx

=
_" zz � 1

EC + EV
(� � ( _� xx + �� xx ) � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" zz � "p

zz �  zz))

_" xx � 1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx ))

;

(3.80c)

_"p
xy

_"p
xx

=
_" xy � 1

EC + EV

�
(1 + � ) ( _� xy + �� xy ) � �E C

�
" xy � "p

xy �  xy

��

_" xx � 1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx ))

;

(3.80d)

_"p
yy

_"p
xx

=
� � xx + 2� yy + 2�� (� xx + � yy)
2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)

; (3.80e)

_"p
zz

_"p
xx

=
� � xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)
2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)

; (3.80f)

_"p
xy

_"p
xx

=
3� xy

2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)
: (3.80g)
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Umstellen von Gl. (3.80f) nach�� liefert:

�� =
� xx + � yy + (2 � xx � � yy) _" p

zz
_" p
xx

2 (� xx + � yy)
�
1 � _" p

zz
_" p
xx

� : (3.81)

Einsetzen von Gl. (3.81) in Gl. (3.80e) ergibt:

_"p
yy

_"p
xx

=
� yy

� xx
+

�

1 �
� yy

� xx

� _"p
zz

_"p
xx

: (3.82)

Dieser Ausdruck kann mit Gl. (3.80b) gleichgesetzt werden:

� yy

� xx
+

�

1 �
� yy

� xx

� _"p
zz

_"p
xx

=
_" yy � 1

EC + EV

�
� � ( _� xx + �� xx ) + _� yy + �� yy � �E C

�
" yy � "p

yy �  yy

��

_" xx � 1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx ))

:
(3.83)

Einsetzen von Gl. (3.80c) in Gl. (3.83) führt nach einigen Umformungen zur folgenden
linearen gewöhnlichen Di�erentialgleichung für� yy :

� 1 + �
EC + EV

� xx

�

_� yy +

 

_" xx � _" zz �
1 + �

EC + EV
_� xx

+
�E C

EC + EV
(" xx � "p

xx �  xx � " zz + "p
zz +  zz)

!

� yy

= � xx ( _" yy � _" zz) �
�E C

EC + EV
� xx

�
" zz � "p

zz �  zz � " yy + "p
yy +  yy

�
:

(3.84)

Im Falle elasto-viskoplastischen Materialverhaltens vereinfacht sich Gl. (3.84) zu:

� 1 + �
EC

� xx

�

_� yy +
�

_" xx � _" zz �
1 + �
EC

_� xx

�

� yy = � xx ( _" yy � _" zz) : (3.85)

Wie bereits thematisiert, wird in SAMP-1 in einem Zeitschritt n + 1 innerhalb des vis-
koelasto-viskoplastischen Regimes der Wert von� auf den von � p herabgesetzt, wenn
� p < � ausfällt (siehe Kap. 2.2.4). Wegen der daraus resultierenden Zeitabhängigkeit
ist � bei der schrittweisen Lösung von Gl. (3.84) zunächst als unbekannt anzusehen.
Darüber hinaus treten in der Gleichung die unbekannten Komponenten des plastischen
Verzerrungstensors"p

xx , "p
yy und "p

zz sowie die Terme xx ,  yy und  zz auf, die gemäÿ
Gl. (3.56) bis Gl. (3.61) jeweils Funktionen dieser Gröÿen sowie� und _� sind. Zur Be-
rücksichtigung der beschriebenen Zusammenhänge wird in der vorliegenden Arbeit ein
iteratives Lösungsschema mit zwei verschachtelten Schleifen angesetzt. Es folgt die Vor-
stellung der inneren Schleife, im Rahmen derer� yy sowie "p

xx , "p
yy und "p

zz berechnet
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werden. Mit der äuÿeren Schleife zur Iteration von� p, � und _� beschäftigt sich anschlie-
ÿend Kap. 3.3.4.

Als Anfangswert ist für � yy der letzte Wert aus dem viskoelastischen Regime anzusetzen.
Für einen Zugversuch gilt:

� yy jnE = 0: (3.86)

Der nachfolgend beschriebene Algorithmus ist schematisch in Abb. 3.4 dargestellt. Eine
Dokumentation der genannten numerischen Verfahren ist z. B. inMunz und Wester-
mann (2019) enthalten. Es wird angenommen, dass geeignete Werte für� jn+1 und _� jn+1

aus der äuÿeren Iteration vorliegen. Startwerte"p
xx jn+1

s=0 , "p
yy jn+1

s=0 und "p
zzjn+1

s=0 für die innere
Iteration lassen sich mit demEuler-Cauchy-Verfahrenberechnen. Innerhalb der Schleife
werden zunächst die Terme xx jn+1

s+1 ,  yy jn+1
s+1 und  zzjn+1

s+1 nach Gl. (3.56) bis Gl. (3.61)
bestimmt. Die Approximation der darin enthaltenen IntegraleQxx jn+1

s+1 , Qyy jn+1
s+1 und

Qzzjn+1
s+1 �ndet schrittweise mit der Sehnentrapezformelstatt. Da sich diese implizite

Formel für den Spezialfall einer linearen gewöhnlichen Di�erentialgleichung erster Ord-
nung explizit nach dem gesuchten Funktionswert zum Zeitpunktn + 1 au�ösen lässt,
kommt sie auch zur Lösung des Anfangswertproblems für� yy zum Einsatz. Liegt� yy jn+1

s+1

vor, erfolgt ebenfalls mit der Sehnentrapezformel eine Korrektur der Komponenten des
plastischen Verzerrungstensors"p

xx jn+1
s+1 , "p

yy jn+1
s+1 und "p

zzjn+1
s+1 durch Approximieren der Lö-

sungen für die gekoppelten nichtlinearen gewöhnlichen Integro-Di�erentialgleichungen
nach Gl. (3.79a) bis Gl. (3.79c). Eine anschlieÿende Auswertung der Gleichungen liefert
die zeitlichen Ableitungen der genannten Gröÿen.

Für den nächsten Durchlauf der Schleife bilden die aktualisierten Werte"p
xx jn+1

s+1 , "p
yy jn+1

s+1

und "p
zzjn+1

s+1 die Basis. Der Iterationsschritts + 1 wird als konvergiert angesehen, wenn
der Betrag der auf� yy jn+1

s bezogenen Di�erenz zwischen� yy jn+1
s+1 und � yy jn+1

s kleiner als
10� 10 ist. In diesem Fall folgt der Abbruch der inneren Iteration. Bei elasto-viskoplasti-
schem Materialverhalten ist keine Iteration notwendig und die Schleife wird nach einem
Durchlauf verlassen.
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Abbildung 3.4: Innere Iteration zur Berechnung von � yy sowie"p
xx , "p

yy und "p
zz
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

3.3.4 Berechnung von � p und Rückkopplung auf �

Sind für einen Zeitschritt n+1 die Gröÿen _"p
xx , _"p

yy , _"p
zz und � yy bekannt, lässt sich damit

die plastische Querkontraktion berechnen. Umstellen von Gl. (3.80e) und Gl. (3.80f)
nach �� liefert die folgenden zwei Beziehungen:

�� =
� xx � 2� yy + (2 � xx � � yy) _" p

yy

_" p
xx

2 (� xx + � yy)
�
1 � _" p

yy

_" p
xx

� ; (3.87)

�� =
� xx + � yy + (2 � xx � � yy) _" p

zz
_" p
xx

2 (� xx + � yy)
�
1 � _" p

zz
_" p
xx

� : (3.88)

In dieser Arbeit erfolgt eine Berücksichtigung beider Gleichungen mit:

�� =
1
2

0

B
@

� xx � 2� yy + (2 � xx � � yy) _" p
yy

_" p
xx

2 (� xx + � yy)
�
1 � _" p

yy

_" p
xx

� +
� xx + � yy + (2 � xx � � yy) _" p

zz
_" p
xx

2 (� xx + � yy)
�
1 � _" p

zz
_" p
xx

�

1

C
A : (3.89)

Umformen von Gl. (3.76) nach� p ergibt:

� p =
1
2

1 � 2��
1 + ��

: (3.90)

Ist � pjn+1 kleiner als� , wird Letzteres gemäÿ Kap. 2.2.4 im Sinne eines� jn+1 auf � pjn+1

herabgesetzt. Da dies umgekehrt die plastische Querkontraktion im Zeitschrittn + 1
beein�usst, muss die Berechnung von� yy jn+1 mit � jn+1 sowie dem sich daraus ergebenden
_� jn+1 wiederholt und erneut � pjn+1 ermittelt werden. Zur Au�ösung der Problematik
wird die innere Iteration aus Kap. 3.3.3 in eine äuÿere Iteration eingebettet.

Der nachfolgend beschriebene Algorithmus ist schematisch in Abb. 3.5 dargestellt. Darin
�nden sich zwei Funktionsaufrufe, die kursiv geschrieben und mit einem Stern gekenn-
zeichnet sind. Bei jedem dieser Einträge handelt es sich um eine Routine, die den Um-
gang mit realen Messdaten erleichtert, zum Verständnis des grundsätzlichen Vorgehens
jedoch zweitrangig ist. Weitere Informationen hierzu enthält Kap. 3.4.1. Als Startwerte
� jn+1

r =0 und _� jn+1
r =0 werden � jn und _� jn angesetzt. Nach Durchlauf der inneren Iteration

und Berechnung der plastischen Querkontraktion erfolgt im Falle einer gebotenen Rück-
kopplung die schrittweise Aktualisierung der Querkontraktionszahl:

� jn+1
r +1 = ! � � pjn+1

r +1 + (1 � ! � ) � jn+1
r : (3.91)

55



3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Bei ! � handelt es sich um einenRelaxationsparameter, mit dem Oszillationen unterbun-
den werden können. Ein Wert von0;1 hat sich bei der Anwendung des Verfahrens als
gute Wahl erwiesen. Die Berechnung der zeitlichen Ableitung_� jn+1

r +1 geschieht mit einem
linksseitigen Di�erenzenquotienten zweiter Ordnung:

_� jn+1
r +1 =

3� jn+1
r +1 � 4� jn + � jn� 1

2� t
: (3.92)

Für den nächsten Durchlauf der Schleife bilden die aktualisierten Werte� jn+1
r +1 und _� jn+1

r +1

die Basis. Der Iterationsschritt r + 1 wird als konvergiert angesehen, wenn der Betrag
der auf � pjn+1

r bezogenen Di�erenz zwischen� pjn+1
r +1 und � pjn+1

r kleiner als 10� 10 ist.
In diesem Fall folgt der Abbruch der äuÿeren Iteration. Sofern sich� jn+1

r =1 und _� jn+1
r =1 im

Vergleich zu den Startwerten� jn+1
r =0 und _� jn+1

r =0 nicht ändern, ist keine Iteration notwendig
und die Schleife wird nach einem Durchlauf verlassen. Dies tritt ein, wenn sich keine
Rückkopplung ergibt oder die plastische Querkontraktion konstant verbleibt.
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Abbildung 3.5: Äuÿere Iteration zur Berechnung von � p und Rückkopplung auf �
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3.3.5 Lösung einer Di�erentialgleichung für � xy

Gleichsetzen von Gl. (3.80d) und Gl. (3.80g) führt nach einigen Umformungen auf die
folgende lineare gewöhnliche Di�erentialgleichung für� xy :

� 1 + �
EC + EV

�

_� xy

+

0

@
3

�
_" xx � 1

EC + EV
( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p

xx �  xx ))
�

2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)

+
1 + �

EC + EV
�

1

A � xy = _" xy +
�E C

EC + EV

�
" xy � "p

xy �  xy

�
:

(3.93)

Im Falle elasto-viskoplastischen Materialverhaltens wird Gl. (3.93) zu:

� 1 + �
EC

�

_� xy +

0

@
3

�
_" xx � 1

EC
( _� xx � � _� yy)

�

2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)

1

A � xy = _" xy : (3.94)

Ist der Werksto� zusätzlich plastisch inkompressibel, folgt mit�� (� p = 0;5) = 0:

� 1 + �
EC

�

_� xy +

0

@
3

�
_" xx � 1

EC
( _� xx � � _� yy)

�

2� xx � � yy

1

A � xy = _" xy : (3.95)

Liegen � yy , "p
xx , "p

yy , "p
zz, �� , � , _� und  xx vor, verbleibt in Gl. (3.93) neben � xy die

Komponente"p
xy des plastischen Verzerrungstensors als unbekannte Gröÿe. Der Term xy

ist gemäÿ Gl. (3.56) bis Gl. (3.61) eine Funktion von"p
xy , � und _� . Die wechselseitige

Abhängigkeit von � xy und "p
xy wird bei der numerischen Lösung durch ein iteratives

Vorgehen adressiert, dessen Aufbau sich am Algorithmus aus Kap. 3.3.3 orientiert.

Als Anfangswert ist für � xy der letzte Wert aus dem viskoelastischen Regime anzusetzen.
Für einen Zugversuch gilt:

� xy jnE = 0: (3.96)

Der nachfolgend beschriebene Algorithmus ist schematisch in Abb. 3.6 dargestellt. Ein
geeigneter Startwert"p

xy jn+1
s=0 für die Iteration lässt sich mit dem Euler-Cauchy-Verfahren

berechnen. Innerhalb der Schleife wird zunächst der Term xy jn+1
s+1 nach Gl. (3.56) bis

Gl. (3.61) bestimmt. Die Approximation des darin enthaltenen IntegralsQxy jn+1
s+1 �ndet

schrittweise mit der Sehnentrapezformel statt. Wie in Kap. 3.3.3 wird diese Formel auch
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

zur Lösung des Anfangswertproblems für� xy eingesetzt. Liegt� xy jn+1
s+1 vor, erfolgt eben-

falls mit der Sehnentrapezformel die Berechnung von"p
xy jn+1

s+1 durch Approximieren der
Lösung für die lineare gewöhnliche Integro-Di�erentialgleichung nach Gl. (3.79d). Eine
anschlieÿende Auswertung der Gleichung liefert die zeitliche Ableitung der genannten
Gröÿe.

Für den nächsten Durchlauf der Schleife bildet die aktualisierte Komponente"p
xy jn+1

s+1 des
plastischen Verzerrungstensors die Basis. Der Iterationsschritts+1 wird als konvergiert
angesehen, wenn der Betrag der auf� xy jn+1

s bezogenen Di�erenz zwischen� xy jn+1
s+1 und

� xy jn+1
s kleiner als10� 10 ist. In diesem Fall folgt der Abbruch der Iteration. Bei elasto-

viskoplastischem Materialverhalten ist keine Iteration notwendig und die Schleife wird
nach einem Durchlauf verlassen.

Abbildung 3.6: Iteration zur Berechnung von � xy sowie"p
xy
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3.3.6 Berechnung der Vergleichsspannung und Vergleichsdehnung

Bei einem Spannungstensor nach Gl. (3.6) vereinfacht sich Gl. (3.62) für den hydrosta-
tischen Druck wie folgt:

p = �
� xx + � yy

3
: (3.97)

Auÿerdem wird Gl. (3.63) für die von-Mises-Vergleichsspannung zu:

� vm =

s
3
2

�
(� xx + p)2 + ( � yy + p)2 + p2 + 2� 2

xy

�
: (3.98)

Sind neben der vorgegebenen Gröÿe� xx auch � yy und � xy bekannt, lässt sich� vm somit
einfach berechnen. Einsetzen von Gl. (2.68) in Gl. (2.66) ermöglicht darüber hinaus eine
Quanti�zierung des plastischen Potentials im aktuellen Zeitschritt:

g =

vu
u
t � 2

vm +

 
9
2

1 � 2� p

1 + � p

!

p2: (3.99)

Mit der plastischen volumetrischen Dehnrate,

_"p
v = tr ( _" p) = _"p

xx + _"p
yy + _"p

zz; (3.100)

folgt für den Tensor der plastischen deviatorischen Dehnraten in Voigt-Notation:

_ep =
h

_"p
xx � _" p

v
3 _"p

yy � _" p
v
3 _"p

zz � _" p
v
3 0 0 2 _"p

xy

i
: (3.101)

Damit ergibt sich die äquivalente plastische Dehnrate zu:

_"p =

s
2
3

�
( _ep

xx )2 + ( _ep
yy)2 + ( _ep

zz)2 + 2 ( _ep
xy )2

�
: (3.102)

Liegen für einen Zeitschrittn + 1 die Gröÿen� vm , g, _"p und � p vor, kann mit Gl. (2.73)
der Betrag der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnrate berechnet werden:

j _"pct j := _"p
g

� vm

s
3

2 (1 + � p)
:

Bei Kenntnis von j _"pct j jn+1 folgt die zugehörige uniaxiale plastische Vergleichsdehnung
j"pct j j n+1 durch numerische Integration mit der Sehnentrapezformel.
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3.3 Viskoelasto-viskoplastisches Regime

3.3.7 Interpretation der Ergebnisse

Beim � p-Verlauf handelt es sich gemäÿ Kap. 2.2.3 um eine Kurve mit der plastischen
Querkontraktion als Ordinate und der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung als Ab-
szisse. Da beide Gröÿen im Rahmen der Analyse eines einzelnen Versuchs bestimmt
werden können, ist die Quanti�zierung dieser Charakteristik ein unmittelbares Resultat
des Verfahrens. Ein� p-Verlauf für einen typischen Thermoplast ist in Abb. 2.3 darge-
stellt.

Das zweite besonders wichtige Ergebnis nach der Lösung der Integro-Di�erentialglei-
chungen für einen materiellen Punkt ist der zugehörige Pfad im"pct- _"pct-� vm -Raum.
Dieser verläuft auf einer Fläche, die werksto�spezi�sch ist. Je mehr Versuche unter-
schiedlicher Abzugsgeschwindigkeiten durchgeführt werden, desto deutlicher zeigt sich
ihre Gestalt. Abb. 3.7 zeigt ein Beispiel für einen typischen Thermoplast. Die drei farbi-
gen"pct- _"pct-� vm -Pfade entsprechen dabei drei Zugversuchen bei unterschiedlichen Dehn-
raten.

Abbildung 3.7: Pfade und Fläche im"pct- _"pct-� vm -Raum für einen typ. Thermoplast

Tabellierte Flieÿkurven für uniaxialen Zug zur Charakterisierung viskoplastischen Mate-
rialverhaltens ergeben sich, indem die Fläche, welche die"pct- _"pct-� vm -Pfade aufspannen,
bei konstanten Werten für _"pct geschnitten wird. Die zugrundeliegende Thematik ist Ge-
genstand von Kap. 5.5.3.
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

3.4 Sonderfälle und Bemerkungen

Nach der Vorstellung der grundsätzlichen Vorgehensweise werden in diesem Unterkapitel
Ergänzungen behandelt, die sich durch die praktische Anwendung motivieren. Auÿerdem
folgen Bemerkungen zur Implementierung.

3.4.1 Lösungsstrategien bei bekanntem � p

In zwei Sonderfällen, deren Vorstellung an dieser Stelle erfolgt, ist der Wert der plas-
tischen Querkontraktion vor der Berechnung eines Zeitschritts bekannt. Wird in den
Systemen nach Gl. (3.79) und Gl. (3.80) anstelle von�� (� p) die schwierig zu erfassende
Gröÿe " zz als unbekannt angesehen, ergibt sich für� yy eine von Gl. (3.84) abweichende
Di�erentialgleichung. Gleichsetzen von Gl. (3.80b) und Gl. (3.80e) liefert:

_" yy � 1
EC + EV

�
� � ( _� xx + �� xx ) + _� yy + �� yy � �E C

�
" yy � "p

yy �  yy

��

_" xx � 1
EC + EV

( _� xx + �� xx � � ( _� yy + �� yy) � �E C (" xx � "p
xx �  xx ))

=
� � xx + 2� yy + 2�� (� xx + � yy)
2� xx � � yy + 2�� (� xx + � yy)

:

(3.103)

Umformungen führen auf diese nichtlineare gewöhnliche Di�erentialgleichung für� yy :

  
1 � 2�� � � (2 + 2�� )

EC + EV

!

� yy �
2 + 2�� � � (1 � 2�� )

EC + EV
� xx

!

_� yy

+

  
1 � 2�� � � (2 + 2�� )

EC + EV
�

!

� yy + ( � 2 � 2�� ) _" xx + (2�� � 1) _" yy

+
2 + 2��

EC + EV
( _� xx � �E C (" xx � "p

xx �  xx ))

+
2�� � 1

EC + EV

�
� _� xx + �E C

�
" yy � "p

yy �  yy

��
!

� yy

= � (1 � 2�� ) � xx _" xx � (2 + 2�� ) � xx _" yy �
2�� � 1 + � (2 + 2�� )

EC + EV
( _� xx + �� xx ) � xx

�
1 � 2��

EC + EV
�E C � xx (" xx � "p

xx �  xx ) �
2 + 2��

EC + EV
�E C � xx

�
" yy � "p

yy �  yy

�
:

(3.104)

Auch wenn sich auf den ersten Blick in Gl. (3.104) kein Ein�uss von" zz zeigt, ist
er doch vorhanden. Die Kopplung erfolgt gemäÿ Gl. (3.56) bis Gl. (3.61) durch die
Terme  xx sowie  yy und muss bei der Lösung entsprechend berücksichtigt werden.
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Bei elasto-viskoplastischem Materialverhalten entfällt der genannte Zusammenhang. In
diesem Fall reduziert sich Gl. (3.104) auf:

  
1 � 2�� � � (2 + 2�� )

EC

!

� yy �
2 + 2�� � � (1 � 2�� )

EC
� xx

!

_� yy

+

 

(2�� � 1) _" yy + ( � 2 � 2�� ) _" xx +
2 + 2��

EC
_� xx +

2�� � 1
EC

� _� xx

!

� yy

= � (1 � 2�� ) � xx _" xx � (2 + 2�� ) � xx _" yy �
2�� � 1 + � (2 + 2�� )

EC
_� xx � xx :

(3.105)

Ist der Werksto� zusätzlich plastisch inkompressibel, folgt mit�� (� p = 0;5) = 0:

�� 1 � 2�
EC

�

� yy �
2 � �
EC

� xx

�

_� yy +
�

� _" yy � 2 _" xx +
2

EC
_� xx �

�
EC

_� xx

�

� yy

= � � xx _" xx � 2� xx _" yy �
� 1 + 2�

EC
_� xx � xx :

(3.106)

Wie in Kap. 3.3.3 ist als Anfangswert für� yy der letzte Wert aus dem viskoelastischen
Regime anzusetzen. Für einen Zugversuch gilt Gl. (3.86):

� yy jnE = 0:

Einbeziehung der Modellgrenzen von � p

Es ist möglich, dass bei der Anwendung des Verfahrens auf reale Messdaten in einem
Zeitschritt n + 1 ein Wert für � p berechnet wird, der auÿerhalb des zulässigen Bereichs
nach Gl. (2.70) liegt:

0 � � p � 0;5:

Die Gründe dafür können z. B. fehlerbehaftete Messdaten oder gegebenenfalls spannungs-
bzw. verzerrungsinduzierte Anisotropie sein. In den ersten Zeitschritten des viskoelasto-
viskoplastischen Regimes wird zudem regelmäÿig beobachtet, dass die plastische Quer-
kontraktion stark oszilliert, was unter anderem mit den dort vorherrschenden sehr klei-
nen plastischen Verzerrungen zusammenhängt. Die Bestimmung eines Werts für� pjn+1

innerhalb der Modellgrenzen erfolgt an der gekennzeichneten Stelle in Abb. 3.5 mit dem
Algorithmus aus Abb. 3.8.

Die erste Plausibilitätsprüfung detektiert Rechenergebnisse auÿerhalb der Menge der
reellen Zahlen. In diesem Zusammenhang werden z. B. numerische Werte wieNaN oder
�1 herausge�ltert und mit sinnvollen Annahmen überschrieben. Die anderen beiden
Abfragen prüfen, ob der Wert des berechneten� pjn+1 kleiner als0 oder gröÿer als0;5 ist.
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3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Tri�t einer dieser Fälle zu, wird die plastische Querkontraktion auf den entsprechenden
Rand des zulässigen Intervalls gesetzt. Den Abschluss des Algorithmus bildet eine Ak-
tualisierung von �� jn+1 in Abhängigkeit von Modi�kationen von � pjn+1 .

Abbildung 3.8: Plausibilitätsprüfung von � p

Wird der Wert von � pjn+1 mit dem Vorgehen aus Abb. 3.8 modi�ziert, was anhand der
booleschen Variable� nachvollziehbar ist, ergibt sich eine Inkonsistenz in den Gleichun-
gen. Um diese abzumildern, erfolgt im Anschluss an die Schleife aus Abb. 3.5 die erneute
Berechnung von� yy jn+1 unter Vorgabe von� pjn+1 und � jn+1 mit Gl. (3.104). Da " zzjn+1

in diesem Zusammenhang als Unbekannte auftritt, dieser Wert zur Berechnung der Ter-
me  xx und  yy jedoch elementar ist, folgt die Notwendigkeit seiner Bestimmung auf
Basis von Gl. (3.79c). Daraus ergibt sich neben den bereits in Kap. 3.3.3 diskutierten
gegenseitigen Abhängigkeiten von� yy , " p und  eine zusätzliche Relation, die in der
nachfolgend vorgestellten Iteration adressiert wird. Eine schematische Darstellung ist in
Abb. 3.9 zu sehen.
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Als Startwerte dienen die Endwerte der Schleife aus Abb. 3.5. Da� jn+1 , _� jn+1 und � pjn+1

bekannt sind, folgen daraus unmittelbarP1jn+1 und P2jn+1 . Innerhalb der Schleife werden
zunächst die Terme xx jn+1

s+1 ,  yy jn+1
s+1 und  zzjn+1

s+1 nach Gl. (3.56) bis Gl. (3.61) bestimmt.
Die Approximation der darin enthaltenen IntegraleQxx jn+1

s+1 , Qyy jn+1
s+1 und Qzzjn+1

s+1 �n-
det schrittweise mit der Sehnentrapezformel statt. Anschlieÿend wird die nichtlineare
gewöhnliche Di�erentialgleichung für� yy nach Gl. (3.104) mit demVerfahren von Heun
gelöst. Für die folgenden numerischen Integrationsschritte kommt jeweils wieder die Seh-
nentrapezformel zum Einsatz. Liegt� yy jn+1

s+1 vor, erfolgt die Aktualisierung"p
xx jn+1

s+1 durch
Approximieren der Lösung von Gl. (3.79a)."p

yy jn+1
s+1 und "p

zzjn+1
s+1 werden durch numerische

Integration von Gl. (3.80e) und Gl. (3.80f) berechnet. Eine anschlieÿende Auswertung der
Gleichungen liefert die zeitlichen Ableitungen der genannten Gröÿen. Sobald"p

zzjn+1
s+1 und

_"p
zzjn+1

s+1 vorliegen, geschieht die Berechnung von" zzjn+1
s+1 auf Grundlage von Gl. (3.79c).

_" zzjn+1
s+1 ergibt sich durch darau�olgendes Auswerten der Gleichung.

Für den nächsten Durchlauf der Schleife sind die aktualisierten Werte"p
xx jn+1

s+1 , "p
yy jn+1

s+1 ,
"p

zzjn+1
s+1 und " zzjn+1

s+1 die Basis. Der Iterationsschritt s + 1 wird als konvergiert angese-
hen, wenn der Betrag der auf� yy jn+1

s bezogenen Di�erenz zwischen� yy jn+1
s+1 und � yy jn+1

s

kleiner als 10� 10 ist. In diesem Fall folgt der Abbruch der Iteration. Bei elasto-visko-
plastischem Materialverhalten ist keine Iteration notwendig und die Schleife wird nach
einem Durchlauf verlassen.

Vorgabe eines � p-Verlaufs

Je höher die in einem Versuch untersuchte Dehnrate ist, desto gröÿer sind die Anfor-
derungen an das eingesetzte Messequipment sowie die zu erwartende Versuchsstreuung.
Es ist daher sinnvoll, die Quanti�zierung einer so sensiblen Gröÿe wie der plastischen
Querkontraktion mit sehr langsamen, im besten Fall quasistatischen Materialprüfungen
durchzuführen und den gewonnenen Verlauf anschlieÿend bei der Auswertung hoch-
dynamischer Versuche vorzugeben. Dabei wird angenommen, dass� p unabhängig von
der Dehnrate ist, was sowohl empirischen Erfahrungswerten im untersuchten Dehn-
ratenbereich nach Kap. 5.1 als auch der Implementierung inSAMP-1 nach Kap. 2.2
entspricht.

Da als Abszisse eines� p-Verlaufs die uniaxiale plastische Vergleichsdehnung gemäÿ
Kap. 2.2.3 auftritt, kann die im Zeitschritt n + 1 vorherrschende plastische Querkon-
traktion erst nach Quanti�zierung dieser Gröÿe bestimmt werden. Die Berechnung von
"pct jn+1 setzt wiederum die Kenntnis von� yy jn+1 , � xy jn+1 , _"p

xx jn+1 , _"p
yy jn+1 , _"p

zzjn+1 und
_"p
xy jn+1 voraus. Analog zur Einbeziehung der Modellgrenzen von� p ergibt sich eine zu-

sätzliche Schwierigkeit durch das Auftreten der unbekannten Gröÿe" zz in Gl. (3.104)
in Gestalt der Terme xx und  yy . Im viskoelastischen Regime kann diese Gröÿe gemäÿ

65



3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Kap. 3.2.4 durch Lösen von Gl. (3.49) berechnet werden. Der letzte so ermittelte Wert
" zzjnE bildet dann den Anfangswert für die schrittweise numerische Lösung im visko-
elasto-viskoplastischen Regime. In der nachfolgend beschriebenen Iteration sind sämt-
liche Abhängigkeiten berücksichtigt. Sie ist schematisch in Abb. 3.10 und Abb. 3.11
dargestellt.

Startwerte "p
xx jn+1

s=0 , "p
yy jn+1

s=0 , "p
zzjn+1

s=0 , "p
xy jn+1

s=0 , " zzjn+1
s=0 und "pct jn+1

s=0 werden mit dem Euler-
Cauchy-Verfahren berechnet. Aus"pct jn+1

s=0 folgt mit dem vorgegebenen Verlauf für die
plastische Querkontraktion unmittelbar� pjn+1

s=0 bzw. �� jn+1
s=0 und damit unter Berücksichti-

gung von Kap. 2.2.4 direkt� jn+1
s=0 . Die zeitliche Ableitung _� jn+1

s=0 wird analog zu Gl. (3.92)
mit einem linksseitigen Di�erenzenquotienten zweiter Ordnung angenähert:

_� jn+1
s=0 =

3� jn+1
s=0 � 4� jn + � jn� 1

2� t
: (3.107)

Innerhalb der Schleife werden zunächst die Terme xx jn+1
s+1 ,  yy jn+1

s+1 ,  zzjn+1
s+1 und  xy jn+1

s+1

nach Gl. (3.56) bis Gl. (3.61) bestimmt. Die Approximation der darin enthaltenen In-
tegraleQxx jn+1

s+1 , Qyy jn+1
s+1 , Qzzjn+1

s+1 und Qxy jn+1
s+1 �ndet schrittweise mit der Sehnentrapez-

formel statt. Anschlieÿend wird die nichtlineare gewöhnliche Di�erentialgleichung für
� yy nach Gl. (3.104) mit dem Verfahren von Heun gelöst. Für die folgenden numeri-
schen Integrationsschritte kommt jeweils wieder die Sehnentrapezformel zum Einsatz.
Liegt � yy jn+1

s+1 vor, erfolgt die Aktualisierung"p
xx jn+1

s+1 durch Approximieren der Lösung von
Gl. (3.79a)."p

yy jn+1
s+1 und "p

zzjn+1
s+1 werden durch numerische Integration von Gl. (3.80e) und

Gl. (3.80f) berechnet. Eine anschlieÿende Auswertung der Gleichungen liefert die zeitli-
chen Ableitungen der genannten Gröÿen. Sobald"p

zzjn+1
s+1 und _"p

zzjn+1
s+1 vorliegen, geschieht

die Berechnung von" zzjn+1
s+1 auf Basis von Gl. (3.79c)._" zzjn+1

s+1 ergibt sich durch darauf-
folgendes Auswerten der Gleichung.� xy jn+1

s+1 wird durch Lösen von Gl. (3.93) ermittelt.
"p

xy jn+1
s+1 und _"p

xy jn+1
s+1 folgen auf Grundlage von Gl. (3.80g). Das Ende der Iterationsschleife

bildet die Berechnung von"pct jn+1
s+1 , � pjn+1

s+1 bzw. �� jn+1
s+1 sowie� jn+1

s+1 . Die zeitliche Änderung
_� jn+1

s+1 folgt mit Gl. (3.92), wobei hier r = s ist.

Für den nächsten Durchlauf der Schleife sind die aktualisierten Werte die Basis. Der
Iterationsschritt s + 1 wird als konvergiert angesehen, wenn der Betrag der auf� yy jn+1

s

bezogenen Di�erenz zwischen� yy jn+1
s+1 und � yy jn+1

s kleiner als 10� 10 ist. In diesem Fall
folgt der Abbruch der Iteration. Bei elasto-viskoplastischem Materialverhalten ist keine
Iteration notwendig und die Schleife wird nach einem Durchlauf verlassen.
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Abbildung 3.9: Iteration zur Berechnung von � yy sowie"p
xx , "p

yy und "p
zz
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Abbildung 3.10: Iteration bei Vorgabe einer Kurve für � p � 1/ 2
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Abbildung 3.11: Iteration bei Vorgabe einer Kurve für � p � 2/ 2

3.4.2 Bemerkungen zur Implementierung

Bezüglich der Überführung der hergeleiteten Zusammenhänge in einen Programmcode
sind der Umgang mit redundanten Informationen, die algorithmische Bedeutung des
Koordinatensystems sowie Besonderheiten der gewählten Programmierumgebung erwäh-
nenswert. Die genannten Aspekte werden nachfolgend thematisiert.

69



3 Direkte Kalibrierung von Modellparametern

Selektion bei Gleichungen mit redundanten Informationen

Erfahrungsgemäÿ ist die Erfassung von" zz mittels 3D-DIC besonders herausfordernd
(siehe Kap. 5.3). Infolgedessen werden in dieser Arbeit Gleichungen, die" zz enthalten,
vernachlässigt, wenn die enthaltenen Informationen redundant vorliegen. Konkret tri�t
dies auf die überbestimmten Systeme linearer gewöhnlicher Di�erentialgleichungen aus
Gl. (3.43) und Gl. (3.45) sowie die Berechnung von� nach Kap. 3.2.3 zu.

Algorithmische Bedeutung des Koordinatensystems

Gemäÿ der De�nition des verwendeten Koordinatensystems nach Kap. 3.1.3 muss die
x-Achse parallel zur Richtung des Systems verlaufen, in der betragsmäÿig die höchste
Dehnrate zu erwarten ist. Neben der Verfügbarkeit von Werten für die Komponenten des
Spannungstensors an einem materiellen Punkt in einem Versuch hat diese Randbedin-
gung einen zweiten Grund: Zur Eliminierung des unbekannten plastischen Multiplika-
tors _� werden die plastischen Dehnraten_"p

yy , _"p
zz und _"p

xy durch _"p
xx aus Gl. (3.79a) bzw.

Gl. (3.79e) dividiert. Die entsprechenden Verhältnisse tauchen auch in den Formeln für
�� (� p) nach Gl. (3.87) und Gl. (3.88) auf. Je kleiner_"p

xx im Vergleich zu den anderen
plastischen Dehnraten wird, desto schlechter ist das Problem konditioniert.

Wie bereits in Kap. 3.1.2 thematisiert, bildet ein reiner Schubzustand einen Grenzfall,
in dem das Verfahren in der vorgestellten Form kollabiert. In Abb. 3.12 und Abb. 3.13
sind für ein einzelnes Schalenelement beispielhaft zwei Möglichkeiten zur Realisierung
ebener Schubzustände dargestellt. Zusätzlich sind zwei mögliche Koordinatensysteme
angegeben.
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Abbildung 3.12: Möglichkeit 1 zur Erzeugung eines ebenen Schubzustands
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3.4 Sonderfälle und Bemerkungen
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Abbildung 3.13: Möglichkeit 2 zur Erzeugung eines ebenen Schubzustands

Die Ausgangsgeometrie ist jeweils schwarz und ein willkürlich ausgewählter deformierter
Zustand petrolfarben eingezeichnet. Die orangefarbenen Pfeile stellen Verschiebungs-
randbedingungen dar. In beiden Fällen ergibt sich in beiden Koordinatensystemen für
alle Zeitschritte:

� xx + � yy = 0: (3.108)

Damit würde in Gl. (3.87) und Gl. (3.88) durch null dividiert. Auch wenn Gl. (3.80g)
nach �� umgestellt wird, ist die Problematik o�ensichtlich:

�� =
� 3� xy + (2 � xx � � yy) _" p

xy

_" p
xx

� 2 (� xx + � yy) _" p
xy

_" p
xx

: (3.109)

Durch eine alternative Wahl des Koordinatensystems ist diese Eigenschaft unter Um-
ständen nicht mehr auf den ersten Blick in den Gleichungen ersichtlich. An der grund-
sätzlichen Problematik ändert sich jedoch nichts.

Gewählte Programmierumgebung

Die numerische Lösung der Integro-Di�erentialgleichungen wird in der Programmierum-
gebungMATLAB von The MathWorksrealisiert. Dabei kommt die VersionR2018azum
Einsatz. Für die Behandlung der linearen Gleichungssysteme aus Kap. 3.2.4 wird auf
die proprietäre Funktion mldivide zurückgegri�en, bei deren Aufruf die automatische
Wahl eines geeigneten Solvers mit minimaler Rechenzeit erfolgt. Alle weiteren Bestand-
teile des Programmcodes entsprechen den in Kap. 3.2 bis Kap. 3.4 vorgeschlagenen
Routinen.
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4
Validierung der direkten Kalibrierung

In diesem Kapitel werden die hergeleiteten Integro-Di�erentialgleichungen und ihre nu-
merische Lösung validiert. Dies erfolgt anhandvirtueller Messdaten, die aus Simulatio-
nen mit LS-DYNA stammen. Konkret werden sogenannteEin-Element-Testsmit Mate-
rialmodellkalibrierungen unterschiedlicher Komplexität durchgeführt und anschlieÿend
solche Gröÿen extrahiert, die auch in realen Zugversuchen an einem materiellen Punkt
quanti�zierbar sind. Durch eine Verwendung dieser Daten als Eingangsgröÿen für den
Programmcode aus dem vorherigen Kapitel lassen sich die berechneten Modellparameter
mit den in der Simulation vorgegebenen vergleichen. Dies ermöglicht eine Beurteilung
der erzielten Genauigkeit. Aufgrund ihrer besonderen Bedeutung sowie der Komplexität
ihrer Berechnung stehen bei den Betrachtungen der� p-Verlauf und der Pfad im "pct-
_"pct-� vm -Raum im Fokus. Weil ihre Ermittlung neben der Gültigkeit der Gleichungen
des viskoelasto-viskoplastischen Regimes auch die der Gleichungen des viskoelastischen
Regimes voraussetzt, wird auf eine dedizierte Analyse mit Bezug auf die Parameter des
letzteren verzichtet. Die untersuchten Komplexitätsgrade reichen von elasto-plastischem
Materialverhalten mit inkompressibler Plastizität bis zu viskoelasto-viskoplastischem
Materialverhalten mit kompressibler Plastizität.

4.1 Konzept und Modellbildung

Wie einleitend beschrieben, konzentrieren sich die Analysen auf die Modellparameter des
viskoelasto-viskoplastischen Regimes in Gestalt des� p-Verlaufs sowie des Pfads im"pct-
_"pct-� vm -Raum. Diesbezüglich werden ausschlieÿlich die Ergebnisse für den zu Kap. 3.2
und Kap. 3.3 gehörenden Programmcode inklusive der Einbeziehung der Modellgrenzen
von � p nach Kap. 3.4.1 vorgestellt, weil dieser den allgemeinsten und komplexesten Fall
repräsentiert. Aus einer gesonderten Betrachtung des speziellen Modus, in dem ein� p-
Verlauf vorgegeben wird, ergeben sich keine zusätzlichen Erkenntnisse.
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4 Validierung der direkten Kalibrierung

Nacheinander stehen im Zentrum der Untersuchungen fünfvirtuelle Materialien mit
steigendem Komplexitätsgrad, welche sich am Verhalten typischer Thermoplaste orien-
tieren. DieseInstanzender MaterialmodelleSAMP-1 bzw. * MAT_187 sowie* MAT_024
werden im FolgendenValidierungsmaterialien genannt. Im Rahmen der Modellbildung
für die Ein-Element-Tests kommt die Elementtechnologie aus Kap. 3.1.1 zum Einsatz
und das lokale Elementkoordinatensystem ist nach Kap. 2.2.1 durchINN=2 de�niert.
Die Elementkantenlänge in der Referenzkon�guration wird auf10 mmund die Element-
dicke auf2 mm festgelegt.

Im Anschluss an die Simulation eines Ein-Element-Tests mit einem Validierungsma-
terial werden die Komponenten des Verzerrungstensors" sowie diex-Komponente des
Spannungstensors� xx an einem ausgewählten Integrationspunkt ausgegeben. Ihre Ablei-
tung nach der Zeit erfolgt jeweils mit zentralen Di�erenzenquotienten zweiter Ordnung.
Lediglich für den ersten und letzten Zeitschritt wird ein rechtsseitiger bzw. linksseiti-
ger Di�erenzenquotient zweiter Ordnung angesetzt. Die Daten werden zusammen mit
der Materialstei�gkeit EC bzw. EV , der Querkontraktionszahl� , der Relaxationsrate�
und dem letzten Zeitschritt des viskoelastischen RegimesnE als Eingangsgröÿen bei der
Lösung der Integro-Di�erentialgleichungen verwendet. Auf diese Weise �ndet die Berech-
nung der plastischen Querkontraktion� p, der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung
"pct, ihrer Rate _"pct und der von-Mises-Vergleichsspannung� vm statt. Da die Kalibrie-
rung der Materialmodelle ausschlieÿlich mit Flieÿkurven für den uniaxialen Fall erfolgt,
lassen beliebige untersuchte Spannungszustände vollständige oder teilweise Rückschlüsse
auf dieselben Modellparameter zu. Dies wird ausgenutzt, um die einzelnen Terme in den
Integro-Di�erentialgleichungen zu prüfen und geschieht, indem pro Validierungsmate-
rial je drei verschiedene Ein-Element-Tests mit unterschiedlichen Spannungszuständen
untersucht werden. Damit sich ihre Pfade im"pct- _"pct-� vm -Raum nicht überdecken, wird
zudem auf unterschiedliche Dehnraten gesetzt.

Der erste Ein-Element-Test (EET 1) nach Abb. 4.1 untersucht einen uniaxialen ebenen
Spannungszustand, welchen eineTriaxialität von 1=3 eindeutig beschreibt. In der Skizze
ist die ursprüngliche Kon�guration in Schwarz und ein Beispiel für ein deformiertes
Pendant am Ende der Simulation in Rot dargestellt. Die orangefarbenen Pfeile deuten
die Verschiebungsrandbedingungen an. Bedingt durch� und � p induziert im uniaxialen
Fall die Verzerrung in x-Richtung eine Verzerrung iny-Richtung. Damit ergeben sich
die y-Koordinaten der Knoten 3 und 4 aus dem Materialmodell.

Im zweiten Ein-Element-Test (EET 2) �ndet gemäÿ Abb. 4.2 zusätzlich das Aufprägen
einer negativen Verzerrung iny-Richtung statt, deren betragsmäÿige Rate nach Kap. 3.1
kleiner ist als ihr Äquivalent in x-Richtung. Um nicht vom dominierenden Zugcharakter
abzuweichen, wird sichergestellt, dass die resultierende Triaxialität stets positiv ausfällt.
Die deformierte Kon�guration am Simulationsende ist in Grün dargestellt.
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4.1 Konzept und Modellbildung

Mit dem Ziel einer Aktivierung aller Terme in den Integro-Di�erentialgleichungen wird
im dritten Ein-Element-Test (EET 3) gemäÿ Abb. 4.3 eine Überlagerung des biaxialen
ebenen Spannungszustands aus Abb. 4.2 mit einer einfachen Scherung untersucht. Auch
hierbei erfolgt die Sicherstellung einer positiven Triaxialität. In der Skizze ist die defor-
mierte Kon�guration am Ende der Simulation in Blau eingezeichnet.
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Abbildung 4.1: Ein-Element-Test 1: uniaxialer ebener Spannungszustand
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Abbildung 4.2: Ein-Element-Test 2: biaxialer ebener Spannungszustand
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Abbildung 4.3: Ein-Element-Test 3: kombinierter ebener Spannungszustand
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4 Validierung der direkten Kalibrierung

Im Falle des EET 3 dreht sich das lokale Elementkoordinatensystemx l -yl -zl entsprechend
seiner De�nition durch INN=2 mit. Die darin von LS-DYNA ausgegebenen Verzerrun-
gen und Spannungen entsprechen wegenw 6= 0 nicht exakt den Hencky-Verzerrungen
und Cauchy-Spannungen, erfüllen jedoch aufgrund der Zusammenhänge aus Kap. 2.2.1
die in Kap. 3.1.5 genannten Voraussetzungen zur Anwendung des Verfahrens. Ein rei-
ner Schubzustand ist gemäÿ den Erläuterungen in Kap. 3.1.2 und Kap. 3.4.2 nicht zur
Validierung geeignet.

Entsprechend Tab. 4.1 sind die Zeiträume, in denen in den Ein-Element-Tests die Ver-
schiebungen auf die Knoten aufgeprägt werden, so gewählt, dass sich e�ektive Dehnraten
von näherungsweise10� 1 ms� 1, 10� 3 ms� 1 und 10� 5 ms� 1 ausbilden. Dadurch wird eine
Äquivalenz zu den in dieser Arbeit untersuchten Prüfprogrammen nach Kap. 5.1 herge-
stellt. Die Kurven für die Verschiebungen weisen in den ersten0;06� 101 ms, 0;06� 103 ms
bzw. 0;06 � 105 ms einen parabelförmigen Verlauf auf, der daran anschlieÿend tangen-
tenstetig in einen linearen Verlauf übergeht. Die Parabelfunktion ist so gewählt, dass
die Knotengeschwindigkeiten und -beschleunigungen zu Beginn der Ein-Element-Tests
null sind. Zur Generierung der virtuellen Messdaten werden alle Simulationen mit einem
konstanten Zeitschritt durchgeführt und insgesamt1 � 104 Zeitschritte ausgegeben.

Ein-Element-Tests zur Beurteilung der Prognosegüte des Verfahrens heranzuziehen ist
naheliegend und vielversprechend. Allerdings ist dabei stets zu beachten, dass der Cha-
rakter der mit ihnen generierten Ergebnisse nicht analytisch ist und numerische Fehler
aus der Zeitintegration von LS-DYNA beinhaltet. Besonders stark fallen diese beim
EET 1 ins Gewicht, weil im Rahmen dessen ein idealer uniaxialer Spannungszustand
untersucht wird. Während eine analytische Lösung für� yy , � xy und " xy Werte von ex-
akt null vorhersagen würde, sind diese Gröÿen in der Simulation lediglich sehr klein.
Um den Anteil numerischer Fehler an den virtuellen Messdaten zu minimieren, wird
der EET 1 daher mit einem um den Faktor10 verkleinerten Zeitschritt simuliert. Die
beschriebenen Zusammenhänge sind ausschlieÿlich bei der Validierung des Verfahrens
mit Simulationsdaten zu beachten.

Ein-Element-Test E�ektive Solldehnrate Endzeitpunkt der Simulation Zeitschritt

EET 1 10� 1 ms� 1 1;23� 101 ms 3;3 � 10� 4 ms
EET 2 10� 3 ms� 1 1;23� 103 ms 3;3 � 10� 3 ms
EET 3 10� 5 ms� 1 1;23� 105 ms 3;3 � 10� 3 ms

Tabelle 4.1: Zusammenstellung wichtiger Rahmenbedingungen der Ein-Element-Tests
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4.2 Virtuelle Materialien steigender Komplexität

4.2 Virtuelle Materialien steigender Komplexität

Nachfolgend werden sowohl die fünf Validierungsmaterialien als auch die zugehörigen
Ergebnisse aus den Untersuchungen mit den drei Ein-Element-Tests vorgestellt. In allen
Simulationen erfolgt die Vorgabe der in Tab. 4.2 aufgelisteten skalaren Parameterwerte.
Diese sind an jene eines typischen Thermoplasts angelehnt.

Parameter Wert

EC 2;5 GPa
� 0;35
� 1;1� 10� 6 kg

mm3

Tabelle 4.2: Validierungsmaterial 1 bis 5: skalare Parameter

4.2.1 Elasto-plastisches Verhalten mit inkompressibler Plastizität

Elasto-plastisches Materialverhalten mit inkompressibler Plastizität kann inLS-DYNA
mit dem Modell * MAT_024 erfasst werden, welches gemäÿ Kap. 2.2 als Spezialfall im
Funktionsumfang von * MAT_187 bzw. SAMP-1 enthalten ist. Eine derartige Model-
lierung stellt den einfachsten Fall mit Plastizität dar, den der in Kap. 3 entwickelte
Programmcode unterstützt. Für das Validierungsmaterial1 wird zusätzlich zu den ska-
laren Parametern aus Tab. 4.2 eine Flieÿkurve gemäÿ Abb. 4.4 angesetzt, welche das
Verhalten des Werksto�s bei uniaxialer Belastung de�niert. Insbesondere die zwischen
dem Einschnürpunkt und dem Beginn der Materialverfestigung liegende Entfestigungs-
bzw. Stabilisierungszone ist eine charakteristische Eigenschaft vieler unverstärkter Ther-
moplaste (Andrade u. a. (2017)).

Mit dem vollständig beschriebenen Validierungsmaterial erfolgt eine Simulation der drei
Ein-Element-Tests aus Kap. 4.1 und durch deren Auswertung die Generierung der vir-
tuellen Messdaten. Darauf aufbauend werden mit dem Programmcode aus Kap. 3 die
Gröÿen � p, "pct, _"pct und � vm bestimmt. Anschlieÿend �ndet eine Gegenüberstellung mit
den Werten aus der Simulation statt. Dieser Schritt ist nur bei virtuellen Messdaten
möglich, weil die genannten Gröÿen in einem realen Versuch nicht zugänglich sind. Der
Wert von _"pct ist im vorliegenden Beispiel für den Vergleich irrelevant, weil das Validie-
rungsmaterial 1 kein viskoplastisches Verhalten zeigt. Damit entspricht eine Projektion
der Pfade im "pct- _"pct-� vm -Raum in eine"pct-� vm -Ebene unmittelbar der vorgegebenen
Flieÿkurve.
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4 Validierung der direkten Kalibrierung

Abbildung 4.4: Validierungsmaterial 1 und 3: Flieÿkurve

Im linken bzw. rechten oberen Teil von Abb. 4.5 sind in Schwarz die Flieÿkurve und die
plastische Querkontraktion des Validierungsmaterials1 dargestellt. In diesem Zusam-
menhang ist zu beachten, dass aufgrund der inkompressiblen Plastizität die plastische
Querkontraktion einen konstanten Wert von0;5 aufweist. Ergänzt werden die Kurven
jeweils durch ihre für alle drei Ein-Element-Tests berechneten Gegenstücke. Im linken
bzw. rechten unteren Teil der Abbildung erfolgt die Quanti�zierung der relativen Ab-
weichungen für jeden Zeitschritt. Mit dem in der Simulation unmittelbar zur Verfügung
stehenden Wert� vm jSim berechnet sich der Fehler� � vm gemäÿ:

� � vm =

�
�
�
�
�
� vm � � vm jSim

� vm jSim

�
�
�
�
�
: (4.1)

Für � � p gilt:

� � p =

�
�
�
�
�
� p � � pjSim

� pjSim

�
�
�
�
�
: (4.2)

Es zeigt sich, dass die relativen Fehler� � vm und � � p für alle Zeitschritte kleiner als5� 10� 5

bzw. 5� 10� 3 ausfallen. Au�ällig ist, dass zu Beginn des elasto-plastischen Regimes grö-
ÿere relative Abweichungen in� vm auftreten. Als Hauptursache werden die zu Beginn
der Simulationen sehr kleinen Spannungen und Verzerrungen in den Elementen identi�-
ziert, infolge derer Rundungsfehler sowie Fehler bei der numerischen Approximation von
Di�erentialen und Integralen stärker ins Gewicht fallen. Wahrscheinlich ist zudem, dass
durch die Begrenzung der Ausgabe vonLS-DYNA auf 1 � 104 Zeitschritte der exakte
Übergang zwischen dem elastischen und dem elasto-plastischen Regime zwischen zwei
Stützstellen liegt. Auch dieser Umstand kann im Zusammenhang mit dem beobachteten
Verhalten eine Rolle spielen.
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4.2 Virtuelle Materialien steigender Komplexität

Abbildung 4.5: Validierungsmaterial 1: Beurteilung der Güte der berechneten Gröÿen

Ab ca. "pct = 0;1 lassen sich sowohl für� vm als auch für� p Anstiege der relativen Abwei-
chungen feststellen. Neben sich aufsummierenden Fehlern bei der numerischen Lösung
der Di�erentialgleichungen ist die algorithmische Beschränkung von� p auf einen Maxi-
malwert von 0;5 ein möglicher Grund. Da gemäÿ Kap. 3.4.1 bei einer Überschreitung
dieses Werts ein Korrekturalgorithmus aktiviert wird, nicht jedoch bei einem betrags-
mäÿig gleichen Fehler mit entgegengesetztem Vorzeichen, sind Oszillationen denkbar.

4.2.2 Elasto-viskoplastisches Verhalten mit inkompressibler
Plastizität

Eine Erweiterung der Komplexität um Viskoplastizität lässt sich ebenfalls mit* MAT_024
abbilden. Hierzu wird bei der Konzeption des Validierungsmaterials2 der Flag VP=1
gesetzt und die Flieÿkurve aus Abb. 4.4 um neun weitere Kurven ergänzt, welche ver-
schiedene konstante Werte für_"pct repräsentieren (Hallquist (2020b)). Die resultie-
rende Flieÿkurvenschar ist in Abb. 4.6 dargestellt. Wie in Kap. 4.2.1 orientiert sich das
viskoplastische Verhalten an einem realen Thermoplast. Indem zwischen den Flieÿkurven
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4 Validierung der direkten Kalibrierung

unter der Annahme einer linearen Abhängigkeit vonln( _"pct=_" ref ) und � vm interpoliert
wird, ergibt sich die in Abb. 4.7 gezeigte Fläche._" ref ist dabei 1 ms� 1. Die Farbgebung
der Kurven entspricht Abb. 4.6.

Abbildung 4.6: Validierungsmaterial 2, 4 und 5: Flieÿkurvenschar � 1/2

Abbildung 4.7: Validierungsmaterial 2, 4 und 5: Flieÿkurvenschar � 2/2
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4.2 Virtuelle Materialien steigender Komplexität

Analog zum vorherigen Abschnitt werden mit dem Validierungsmaterial2 und den vor-
gestellten Ein-Element-Tests virtuelle Messdaten generiert. Anschlieÿend erfolgt mit
dem Programmcode die Berechnung der Modellparameter des elasto-viskoplastischen
Regimes. In Abb. 4.8 ist der Vergleich zwischen den Gröÿen aus der Simulation und
den Ergebnissen des Verfahrens dargestellt. Der jeweilige Pfad im"pct- _"pct-� vm -Raum
verläuft auf der Fläche, die von der Flieÿkurvenschar aufgespannt wird.

Bis auf einen einzelnen Ausreiÿer von� � p fallen die relativen Fehler ähnlich zu denen
aus dem vorherigen Beispiel aus und sind kleiner als5 � 10� 5 bzw. 5 � 10� 3. Grund-
sätzlich lässt sich das beobachtete Verhalten auf die bereits in Kap. 4.2.1 thematisierten
Ursachen zurückführen. Bezüglich der Anomalie in� p im ersten Zeitschritt des elasto-
viskoplastischen Regimes ist zu ergänzen, dass dort gemäÿ Gl. (3.87) und Gl. (3.88)
sehr kleine plastische Dehnraten dividiert werden. Die daraus resultierenden numeri-
schen Fehler sind beim Ein-Element-Test1 am gröÿten, weil sich im uniaxialen Fall
durch die Abwesenheit von� yy die Gröÿe � xx aus den Gleichungen kürzt und infol-
gedessen die plastische Querkontraktion ausschlieÿlich vom Verhältnis der plastischen
Dehnraten abhängt.

Abbildung 4.8: Validierungsmaterial 2: Beurteilung der Güte der berechneten Gröÿen
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4 Validierung der direkten Kalibrierung

4.2.3 Elasto-plastisches Verhalten mit kompressibler Plastizität

Durch einen Wechsel des Materialmodells zuSAMP-1 bzw. * MAT_187 kann kompres-
sible Plastizität abgebildet werden. Hierzu ist für� p innerhalb des Wertebereichs aus
Gl. (2.70) entweder ein konstanter Wert oder eine Kurve in Abhängigkeit von"pct vorzu-
geben. Im Rahmen der Konzeption des Validierungsmaterials3 wird die Flieÿkurve aus
Abb. 4.4 durch einen� p-Verlauf nach Abb. 4.9 ergänzt. Dieser weist Merkmale auf, die
typisch für einen Thermoplast sind. Hinsichtlich� p bei "pct = 0 wird der allgemeinste
Fall angenommen, bei dem dieser Startwert nicht� , hier 0;35, entspricht. Der � p-Verlauf
enthält darüber hinaus ein Intervall "pct 2 (0;05; 0;35), in dem durch � p < � im Mate-
rialmodell die Aktivierung der Rückkopplung aus Kap. 2.2.4 erfolgt. Dementsprechend
wird � zeitabhängig. Für"pct � 0;65 ist � p = 0;5.

Abbildung 4.9: Validierungsmaterial 3 bis 5: � p-Verlauf

Die in Kap. 2.1.5 genannten Versionen vonLS-DYNA beinhalten für SAMP-1 die Op-
tion, die Fallunterscheidung im Return-Mapping-Algorithmus nach Kap. 2.2.4 zu deak-
tivieren. Diese Möglichkeit wird genutzt. Zur Quanti�zierung der relativen Abweichung
des berechneten� p von dem in der Simulation vorgegebenen Wert �ndet darüber hinaus
die Auswertung einer neuenGeschichtsvariablestatt.

In Abb. 4.10 sind die berechneten Gröÿen� vm , � p und "pct den Werten aus der Simula-
tion gegenübergestellt. Im Vergleich zu den bisherigen Validierungsmaterialien verbleibt
� � p auf dem gleichen Niveau. Dagegen ist au�ällig, dass� � vm so lange tendenziell klein
ausfällt, wie � p < 0;5 ist. Für alle Ein-Element-Tests lässt sich ein starker Anstieg der re-
lativen Fehler in � vm beobachten, sobald der� p-Verlauf aus Abb. 4.9 auf den konstanten
Wert von 0;5 zugeht. Dieser Umstand erhärtet die Vermutung aus Kap. 4.2.1, dass die
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4.2 Virtuelle Materialien steigender Komplexität

algorithmische Beschränkung von� p auf einen Maximalwert von0;5 Oszillationen be-
günstigt. Es wird erneut darauf hingewiesen, dass der Korrekturalgorithmus für die plas-
tische Querkontraktion ausschlieÿlich bei einer Überschreitung von0;5 eingreift, nicht
jedoch bei einem betragsmäÿig gleichen Fehler mit entgegengesetztem Vorzeichen.

Für den EET 1 zeigt sich im Intervall "pct 2 (0; 0;05) eine Art Schwingung in� � p , die
abrupt eliminiert wird, sobald � p < � ist und zur Berücksichtigung der zeitabhängigen
Querkontraktion die Aktivierung der äuÿeren Iteration aus Abb. 3.5 erfolgt. Als mögli-
che Gründe werden die in Kap. 4.1 diskutierten numerischen Fehler bei der Simulation
des idealen uniaxialen Spannungszustands sowie die sehr kleinen plastischen Dehnraten
in den ersten Zeitschritten angeführt. Da der Fehler verglichen mit den späteren Zeit-
schritten gering ausfällt, ist eine weitere Untersuchung der Ursache nicht Gegenstand
dieser Arbeit.

Abbildung 4.10: Validierungsmaterial 3: Beurteilung der Güte der berechneten Gröÿen
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4.2.4 Elasto-viskoplastisches Verhalten mit kompressibler Plastizität

Das Validierungsmaterial4 zielt auf die Untersuchung von elasto-viskoplastischem Mate-
rialverhalten in Kombination mit kompressibler Plastizität ab. Hierzu wirdSAMP-1 mit
einer Flieÿkurvenschar nach Abb. 4.6 und einem� p-Verlauf nach Abb. 4.9 kalibriert.

In Abb. 4.11 sind analog zu den vorhergehenden Abschnitten die Ergebnisse zusammen-
getragen. Im Vergleich zu den bereits thematisierten Untersuchungen zeigen sich keine
neuen Phänomene. Die Gröÿen� p, "pct, _"pct und � vm lassen sich durch Anwendung des
Verfahrens sehr präzise bestimmen.

Abbildung 4.11: Validierungsmaterial 4: Beurteilung der Güte der berechneten Gröÿen

4.2.5 Viskoelasto-viskoplastisches Verhalten mit kompressibler
Plastizität

Viskoelasto-viskoplastisches Materialverhalten mit kompressibler Plastizität stellt den
komplexesten Fall dar, der in dieser Arbeit untersucht wird. Zur Erzeugung des Validie-
rungsmaterials5 erfolgt eine Ergänzung des Validierungsmaterials4 durch die Vorgabe
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einer Relaxationsrate und eines funktionalen Zusammenhangs für die variable Material-
stei�gkeit. Der gewählte Wert für � �ndet sich in Tab. 4.3. Er ist typisch für Material-
charakterisierungen von Thermoplasten und hinreichend groÿ, um die mit ihm multipli-
zierten Terme in Gl. (3.54) zu aktivieren. In derselben Tabelle ist auch der Parameter
FILT angegeben, welcher gemäÿHallquist (2020b) der Dehnraten�lterung dient und
im Rahmen der Validierung null ist. Für EV wird die Kurve aus Abb. 4.12 verwendet,
welche sich ebenfalls an realen Thermoplasten orientiert. Zur Erzeugung vonLCEMOD
ist bei der Kalibrierung des Materialmodells die Kurvenordinate mit einem positiven
O�set von EC zu versehen (siehe Kap. 2.2.2).

Parameter Wert

� 10� 2 ms� 1

FILT 0

Tabelle 4.3: Validierungsmaterial 5: zusätzliche skalare Parameter

Abbildung 4.12: Validierungsmaterial 5: variable Materialstei�gkeit

In Abb. 4.13 sind die Ergebnisse der Untersuchungen dargestellt. Zusätzlich zu den
bereits diskutierten Charakteristiken zeigen sich für den EET3 in � � p bei "pct = 0;05
und "pct = 0;35 impulsartige Abweichungen. Der Grund dafür ist, dass hier die zeitliche
Ableitung von � aufgrund der Rückkopplung von� p Sprungstellen aufweist. Durch die
Approximation von _� mit einem linksseitigen Di�erenzenquotienten zweiter Ordnung
gemäÿ Gl. (3.92) resultiert an diesen Stellen ein Fehler, der überP1 bis P3 aus Gl. (3.59)
bis Gl. (3.61) in die Gleichungen eingeht. Für die Validierungsmaterialien1 bis 4 spielt
dies keine Rolle, weil durch� = 0 der Term  in Gl. (3.54) entfällt. Bei den anderen
beiden Ein-Element-Tests zeigt sich dieses Verhalten nicht. Die Gründe dafür werden
nicht weiter untersucht. Auch bezüglich des beobachteten Verhaltens, dass� � vm für den
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4 Validierung der direkten Kalibrierung

Abbildung 4.13: Validierungsmaterial 5: Beurteilung der Güte der berechneten Gröÿen

EET 3 ab "pct � 0;65 wesentlich geringer ausfällt als beim EET1 und beim EET 2,
folgen keine zusätzlichen Analysen.

Die Bestimmung eines relativen Fehlers fürEV analog zu� p und � vm liefert keinen be-
sonderen Mehrwert, weil diese Gröÿe bei der numerischen Lösung der Integro-Di�eren-
tialgleichungen als Kurve vorgegeben wird. Allerdings kann es dem Verständnis dienen,
die Veränderung vonEV in Abhängigkeit der e�ektiven Dehnrate zu visualisieren. Zu
diesem Zweck wird in Abb. 4.14 die Kurve aus Abb. 4.12 um die zusätzliche Dimension
"e� zu einer Fläche erweitert. Auf dieser verlaufen die Pfade der drei Ein-Element-Tests.
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Abbildung 4.14: Validierungsmaterial 5: Pfade im "e� - _"e� -EV -Raum

4.3 Schlussfolgerungen

Die Untersuchungen aus den vorhergehenden Abschnitten zeigen, dass der Programm-
code aus Kap. 3 für alle untersuchten Spannungszustände und unterstützten Komple-
xitätsgrade von SAMP-1 in der Lage ist, aus den virtuellen Messdaten auf die zugrun-
deliegenden Modellparameter zu schlieÿen. Wie in Kap. 4.1 erläutert, gilt dies auch bei
der unmittelbaren Vorgabe des� p-Verlaufs nach Kap. 3.4.1.

Im nächsten Kapitel werden die Voraussetzungen zur Anwendung auf reale Zugprüfpro-
gramme gescha�en. Ein besonderes Augenmerk liegt dabei auf der qualitativ hochwer-
tigen Bestimmung der erforderlichen Messdaten. Auÿerdem wird die Charakterisierung
viskoser Materiale�ekte behandelt, die der gleichzeitigen Analyse mehrerer Versuche bei
unterschiedlichen Dehnraten bedarf.
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5
Auswertestrategien für
Zugprüfprogramme

Die versuchsseitige Erfassung der Gröÿen, die zur direkten Kalibrierung vonSAMP-1
erforderlich sind, ist messtechnisch herausfordernd. Entsprechende Datenanforderungen
und Aufbereitungsstrategien werden im folgenden Kapitel thematisiert. Dies umfasst ei-
ne neue Methode, um mit einem einzelnen 3D-DIC-Messsystem im Zugversuch die Dicke,
die Dickendehnung und die Querschnitts�äche des Prü�ings zu bestimmen. Auÿerdem
werden zur Quanti�zierung der x-Komponente des Cauchy-Spannungstensors optimale
Auswertepunkte gefunden. Da die Spannungsauswertung ebenfalls auf der Messung der
Probendicke basiert, 3D-DIC zur Analyse von Zugversuchen jedoch noch nicht stark
verbreitet ist, erfolgt die Konzeption eines semi-empirischen Ansatzes. Mit diesem lässt
sich anhand weniger, mit 3D-DIC gewonnener Daten, die Gröÿe� xx in ansonsten mit
2D-DIC aufgezeichneten Materialprüfungen approximieren. Zum Abschluss des Kapitels
werden Ansätze vorgestellt, um auf Grundlage eines schlanken Prüfprogramms die Cha-
rakterisierung viskoelastischen und viskoplastischen Materialverhaltens vorzunehmen. In
diesem Zusammenhang stehen die konstante sowie variable Materialstei�gkeit, die Re-
laxationsrate, die Elastizitätsgrenze und die Fläche im"pct- _"pct-� vm -Raum im Zentrum
der Betrachtungen.

5.1 Datenbasis

Die Strategien zur adäquaten Auswertung von Zugversuchen basieren neben Litera-
turquellen insbesondere auf den Erkenntnissen aus zwei unternehmensinternen Prüf-
programmen der Mercedes-Benz AG. Davon stammt das erste aus der Zeit vor dieser
Arbeit und das zweite aus demselben Zeitraum. Beide umfassen Zugversuche mit aus
spritzgegossenen Platten gefrästen Proben der Dicke� 0 = 2 mm bei Raumtemperatur.
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5 Auswertestrategien für Zugprüfprogramme

Die gewählte Probengeometrie entspricht dem Typ 3 derDIN EN ISO 8256 (2005),
welcher einen10 mm langen und10 mm breiten Parallelbereich aufweist. Jeweilige Un-
tersuchungen der nominellen Dehnraten10� 5 ms� 1, 10� 3 ms� 1 und 10� 1 ms� 1 stellen
eine besondere Aussagekraft im Hinblick auf die Analyse von Crashlastfällen sicher. Als
nominelle Dehnrate _"nom ist dabei die Dehnrate zu verstehen, welche sich zu Beginn
des Zugversuchs bei kleinen Dehnungen im Parallelbereich der Probe in Abzugsrich-
tung einstellt. Die praktische Umsetzung erfolgt, indem bei der Wahl der Traversen-
geschwindigkeit der Ein�uss der höheren Stei�gkeit aufgrund der Querschnittszunah-
me im Bereich der Schultern des Prü�ings berücksichtigt wird. Hierzu ist anstelle der
Einspannlänge, die den Anfangsabstand zwischen den Spannbacken bezeichnet, eine so-
genanntereduzierte Einspannlängeheranzuziehen. Diverse Autoren, wie z. B.Keuer-
leber (2006) und Bierögel (2015), verweisen diesbezüglich auf die zurückgezogene
DIN 53455 (1981).

Für alle Versuche liegen Aufzeichnungen mit einem DIC-System vor. Die Referenzlän-
ge der zugehörigen Auswertungen re�ektiert die Elementkantenlänge des FEM-Modells
nach Kap. 6.1.1 und beträgt ca.2 mm (siehe Kap. 2.3). Grundsätzlich existieren zu jeder
Abzugsgeschwindigkeit drei gültige Versuchswiederholungen.

Das Prüfprogramm 1 umfasst Zugversuche mit einem Polycarbonat/Acrylnitril-Buta-
dien-Styrol-Blend mit reduziertem PC-Anteil (PC/ABS R) und einem reinen Poly-
propylen (PP). Von diesen gibt es jeweils 2D-DIC-Aufnahmen einer Front- und Sei-
tenkamera. In Abb. 5.1 ist der Versuchsaufbau zum Zeitpunktt = 0 skizziert. Wie
dort dargestellt, beträgt die Einspannlänge30 mm. Für zusätzliche Werksto�prüfungen
bei _"nom = 10� 5 ms� 1 mit Material derselben Chargen stehen 3D-DIC-Aufnahmen zur
Verfügung, die auf den Einsatz von zwei Frontkameras zurückgehen. Die Versuche be-
rücksichtigen durch eine auf35 mm vergröÿerte Einspannlänge die Anforderungen aus
Kap. 5.3 zur Erfassung der Dicke, der Dickendehnung und der Querschnitts�äche des
Prü�ings. In Abb. 3.1 �ndet sich eine Darstellung des beschriebenen Versuchsaufbaus
zum Zeitpunkt t = 0. Eine kurze Übersicht zum Prüfprogramm1 gibt Tab. 5.1.

Materialien PC/ABS-Blend mit reduziertem PC-Anteil (PC/ABS R)
reines Polypropylen (PP)

DIC grundsätzlich 2D-DIC
zusätzlich 3D-DIC für _"nom = 10� 5 ms� 1

Einspannlänge 30 mm bei 2D-DIC
35 mm bei 3D-DIC

Tabelle 5.1: Übersicht zum Prüfprogramm 1
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Maschinenachse t = 0
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2D-DIC (Seite)
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Abbildung 5.1: Zugversuch mit Front- und Seitenkamera zum Zeitpunkt t = 0

Im Rahmen desPrüfprogramms 2 liegen mit zwei Frontkameras generierte 3D-DIC-
Daten zu Zugversuchen mit einem Polycarbonat/Acrylnitril-Butadien-Styrol-Blend mit
erhöhtem PC-Anteil (PC/ABS E) und einem Polypropylen mit 20 % Talkum (PP T20)
vor. Eine Einspannlänge von35 mm berücksichtigt die Anforderungen aus Kap. 5.3
hinsichtlich der Versuchsauswertung. Tab. 5.2 beinhaltet eine kurze Übersicht.

Materialien PC/ABS-Blend mit erhöhtem PC-Anteil (PC/ABS E)
Polypropylen mit 20 % Talkum (PP T20)

DIC grundsätzlich 3D-DIC

Einspannlänge 35 mm

Tabelle 5.2: Übersicht zum Prüfprogramm 2
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5 Auswertestrategien für Zugprüfprogramme

Die Eigenschaften der untersuchten Thermoplaste decken alle Komplexitätsgrade ab,
die SAMP-1 bzw. das dafür ausgearbeitete Verfahren unterstützt. PC/ABS R verhält
sich rein linear-elastisch und plasti�ziert mit zunehmender Dehnung tendenziell volu-
menerhaltend. Letzteres gilt auch für den Werksto� PC/ABS E, dessen elastische Cha-
rakteristiken im Gegensatz zu PC/ABS R jedoch dehnratenabhängig sind. Auch für
PP ist viskoelastisches Verhalten typisch. Darüber hinaus variiert die plastische Quer-
kontraktion dieses Materials innerhalb eines groÿen Wertebereichs, der beidseitig bis
an die Grenzen des Modells heranreicht. Unter den betrachteten Thermoplasten weist
PP T20 die mit Abstand ausgeprägtesten viskoelastischen Eigenschaften auf. Auÿerdem
plasti�ziert es mit zunehmender Dehnung unter starker Volumenzunahme.

Eine ausführliche Auseinandersetzung mit den Versuchsdaten �ndet in Kap. 6 statt. Zu
Anschauungszwecken werden einzelne Beispiele bereits in den folgenden Ausführungen
aufgegri�en.

5.2 Datenanforderungen

Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren stellt spezielle Anforderungen an die Ver-
suchsdaten. Drei besonders wichtige Punkte werden nachfolgend behandelt.

5.2.1 Vermeidung versuchsbedingter Nichtlinearitäten

In der Literatur wird darauf hingewiesen, dass bei der Auswertung von quasistatischen
Zugversuchen ein nichtlinearer Anfangsbereich in Spannungs-Dehnungs-Kurven auftre-
ten kann, wie er in Abb. 5.2 skizziert ist. Ursachen dafür können, abhängig von der
verwendeten Messtechnik, unter anderem ein anfängliches mechanisches Spiel in der
Prüfmaschine, ein Eingraben der Spannbacken in das Probenmaterial oder ein Begra-
digen, Rutschen oder Ausrichten des Prü�ings sein (Ledworuski u. a. (1999) sowie
Lord und Morrell (2006)). Haase (2018�2022) sieht darüber hinaus eine mögliche
Fehlerquelle in der zeitlichen Synchronisierung von Kraftsignal und DIC-Daten.

Zur Bestimmung des Elastizitätsmoduls in einem quasistatischen Versuch, in dem die-
se E�ekte auftreten, kann im Spannungs-Dehnungs-Diagramm z. B. nach den Normen
ASTM E8/E8M (2021) undASTM D638 (2014) ein neuer UrsprungO0 de�niert wer-
den. Da eine derartige Korrektur im Hinblick auf die Kompatibilität mit den Felddaten
jedoch kritisch zu betrachten ist, gefährden solche E�ekte die Anwendbarkeit des entwi-
ckelten Verfahrens. Dementsprechend müssen sie durch eine sorgfältige Versuchsplanung
und -durchführung minimiert bzw. vermieden werden. Neben der Probenfertigung und
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� xx

" xx
O O0

Abbildung 5.2: Versuchsbedingter nichtlinearer Anfangsbereich

der Wahl geeigneter Spannbacken ist ein Winkelversatz zwischen der Längsachse des
eingespannten Prü�ings und der Maschinenachse eine häu�ge Fehlerquelle, die es zu eli-
minieren gilt. Eine Einhaltung der in Kap. 3.1.3 erläuterten Einspannung ist essentiell.

Sämtliche der beschriebenen Ursachen für versuchsbedingte Nichtlinearitäten im quasi-
statischen Dehnratenbereich können auch bei Hochgeschwindigkeitszugversuchen auftre-
ten und sind entsprechend zu adressieren. Zusätzlich ist es, je nach geprüfter nomineller
Dehnrate und eingesetztem Messequipment, möglich, dass bei der zeitlichen Synchroni-
sierung von Kraftsignal und DIC-Aufzeichnung die Laufzeit der mechanischen Welle zum
Kraftsensor berücksichtigt werden muss (Haase (2018�2022)). Darüber hinaus lässt
sich regelmäÿig die Überlagerung der zu prüfenden Materialantwort durch Schwingun-
gen beobachten.Böhme u. a. (2007) verweisen in diesem Zusammenhang insbesondere
auf die Störanfälligkeit des Kraftmesssystems und unterbreiten Vorschläge, wie Oszil-
lationen in der Kraft durch einen geeigneten Versuchsaufbau reduziert bzw. vermieden
werden können. Zu guter Letzt sind auf Schnellzerreiÿern gemäÿKeuerleber (2006)
Abweichungen von der Sollgeschwindigkeit möglich, die in Kombination mit viskoelasti-
schem Materialverhalten gegebenenfalls Krümmungen in Spannungs-Dehnungs-Kurven
verursachen. Dies ist bei der Auswahl der eingesetzten Prüfmaschinen zu beachten.

Die Prüfprogramme aus Kap. 5.1 berücksichtigen die in diesem Abschnitt thematisierten
Punkte. Entsprechend ist in den Daten die Ausprägung der beschriebenen versuchsbe-
dingten Nichtlinearitäten sehr gering.

5.2.2 Datenglättung

Das Verfahren zur direkten Kalibrierung vonSAMP-1 ist sensitiv gegenüber verrausch-
ten Messdaten. Einer der Gründe dafür ist das Auftreten der materiellen bzw. partiellen
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Zeitableitungen verschiedener Gröÿen in den Di�erentialgleichungen. Bei deren Berech-
nung mit Di�erenzenquotienten wird Signalrauschen verstärkt. Hinreichend glatte Daten
sind deshalb eine essentielle Voraussetzung für die Anwendbarkeit der Methode.

In eingehenden Untersuchungen verschiedener Glättungsverfahren aus der Statistik und
Signalverarbeitung erweisen sich Ansätze auf Spline-Basis als besonders vielverspre-
chend. Aus diesem Grund werden in der vorliegenden ArbeitB-Splines eingesetzt, um
Felddaten und skalare Messwerte in der Zeit bzw. in Raum und Zeit zu glätten. Nicht
in allen Fällen sind dafür o�ene uniforme Knotenvektoren geeignet. Die Wahl der Kno-
tenanzahl und Knotenpositionen gestaltet sich damit als nichtlineares, multivariates,
üblicherweise multimodales Optimierungsproblem (Yoshimoto u. a. (2003)). Zur ef-
�zienten Adressierung dieser Herausforderung wird das Verfahren nachDung und
Tjahjowidodo (2017) implementiert, welches unter Berücksichtigung einer zulässi-
gen Fehlerschranke eine optimierte B-Spline-Approximation berechnet. Dabei erfolgt
automatisiert die Identi�kation erforderlicher multipler Knoten zur Wiedergabe von un-
stetigen Übergängen, Spitzen und Extrempunkten in den Daten. Durch den Einsatz
einesBisektionsalgorithmuszur Datensegmentierung und die Verwendung desGauÿ-
Newton-Verfahrenszur Lösung der nichtlinearen Optimierungsprobleme werden kurze
Rechenzeiten realisiert (Dung und Tjahjowidodo (2017)).

Treten in einem Hochgeschwindigkeitszugversuch trotz entsprechender Vorkehrungen
Oszillationen im Kraftsignal auf, wird gemäÿBöhme u. a. (2007) eine nachträgliche
Signalglättung vorgenommen, die die Messung auf signi�kante Merkmale reduziert. In
diesem Fall �ndet die Datenaufbereitung mit einemButterworth-Filter (Butterworth
(1930)) statt. Um eineNull-Phasen-Filterungzu erzielen, wird einVorwärts/Rückwärts-
Filtermodell angesetzt (Gustafsson (1996)). Die Analyse der DIC-Aufzeichnung des
Versuchs trägt dazu bei, den Anteil des Kraftsignals, welcher zur Materialantwort der
Probe gehört, zu identi�zieren.

5.2.3 Korrektur des Koordinatensystems aus der DIC

Für Messungen von" xx , " yy und " xy in einem Versuch ist es hinreichend, wenn sie in
einem globalen Koordinatensystem zur Verfügung stehen, dessen Achsen gemäÿ der in
Kap. 3.1 eingeführten De�nition ausgerichtet sind. Dahingegen erfordert die Bestim-
mung der Dicke, der Dickendehnung und der Querschnitts�äche des Prü�ings gemäÿ
Kap. 5.3 sowie der Vergleich mit einer Simulation auch eine korrekte Festlegung des
Koordinatenursprungs. Sofern dies für eine mitGOM Correlate generierte Flächenkom-
ponente nach Kap. 2.3 nicht der Fall ist, muss eine translatorische Korrektur ihrerx- und
y-Koordinaten nachträglich erfolgen. Zur Veranschaulichung der Problemstellung sowie
des nachfolgend vorgestellten Vorgehens wird auf Abb. 5.3 verwiesen. Die zugehörigen
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Abbildung 5.3: Translation der DIC-Daten in das de�nierte Koordinatensystem

Betrachtungen setzen voraus, dass sich die Flächenkomponente über den gesamten sicht-
baren Bereich zwischen den Spannbacken erstreckt.

In einem ersten Schritt werden für den Zeitpunktt = 0 dreidimensionale Ober�ächen-
messungen in diex-y-Ebene projiziert. Bei zweidimensionalen Daten entfällt dies. An-
schlieÿend wird der Flächenschwerpunkt(xB j yB ) der zweidimensionalen Punktewolke
anhand derx- und y-Koordinaten ihrer Einhüllenden berechnet und dieser durch eine
Starrkörpertranslation in den Ursprung des Zielkoordinatensystems verschoben. Wäh-
rend die auf diese Weise durchgeführtey-Translation erfahrungsgemäÿ hinreichend genau
ist, gilt dies regelmäÿig nicht für die berechnetex-Translation. Der Grund dafür ist eine
zur Probenmitte unsymmetrische Ausleuchtung in der Nähe der Spannbacken, insbe-
sondere aufgrund von Schatten. Aus einer darauf zurückzuführenden unsymmetrischen
Auswertbarkeit des stochastischen Musters folgt eine Asymmetrie der DIC-Daten, welche
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sich unmittelbar in der berechnetenx-Translation niederschlägt. Zu Anschauungszwe-
cken ist der E�ekt in Abb. 5.3 unrealistisch groÿ dargestellt. Um auch in solchen Fällen
zuverlässige Ergebnisse zu erzielen, wird die lokale Breite der FlächenkomponentebDIC

mit der der idealen ProbengeometriebID abgeglichen und daraus ein Korrekturterm für
die x-Koordinaten ermittelt.

Bei der Anwendung auf die vorliegende Datenbasis erweist sich das beschriebene Vorge-
hen als besonders robust. Ein alternativer Ansatz, welcher auf einemIterative-Closest-
Point-Algorithmus basiert, wird aufgrund seiner Sensitivität gegenüber Artefakten aus
der Messtechnik zügig verworfen.

5.3 Erfassung der Dicke, Dickendehnung und
Querschnitts�äche des Prü�ings

Die folgenden Ausführungen beschäftigen sich mit der Erfassung der Dicke, der Dicken-
dehnung und der Querschnitts�äche des Prü�ings mittels digitaler Bildkorrelation.

5.3.1 Identi�kation der Herausforderungen

Chronologisch vor dieser Arbeit wird inBenz (2018) mit den seitlichen 2D-DIC-Daten
von PC/ABS R aus dem Prüfprogramm1 die Gröÿe" zz am Probenrand bestimmt und
als Näherung für den materiellen Punkt im Einschnürzentrum angesetzt. Auÿerdem er-
folgt unter Einbeziehung der 2D-DIC-Aufnahmen der Frontkamera die Quanti�zierung
der Querschnitts�äche des Prü�ingsA in der EinschnürebenePA . Beiden Approxima-
tionen liegt die Annahme eines rechteckig verbleibenden Querschnitts zugrunde. Die
Untersuchungsergebnisse deuten auf groÿe Unsicherheiten in den auf diese Weise be-
stimmten Daten hin. Daraus wird gefolgert, dass die getro�ene Annahme nicht haltbar
ist und sich der im Prüfprogramm1 verwendete Versuchsaufbau nach Abb. 5.1 nicht
dazu eignet, die genannten Gröÿen mit hinreichender Präzision zu bestimmen.

Eine zusätzliche Beobachtung, die anhand der mit 2D-DIC erfassten Versuche des Prüf-
programms 1 gemacht werden kann, ist das Auftreten von Bewegungen des Prü�ings
senkrecht zur Maschinenachse. Auf der einen Seite sind diese so klein, dass sie bei der
Detektion von Verzerrungen inx- und y-Richtung vernachlässigt werden können. Auf
der anderen Seite weisen sie die gleiche Gröÿenordnung auf wie diez-Verschiebung der
Probenfront infolge der materiellenz-Verzerrung. Eine systematische Analyse derartiger
Zusammenhänge ist z. B. inSutton u. a. (2008) enthalten.
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In der vorliegenden Arbeit �ndet eine Untersuchung der E�ekte für die Materiali-
en des Prüfprogramms1 auf Grundlage der mit 2D-DIC erfassten Zugversuche bei
_"nom = 10� 1 ms� 1 statt, weil diese dort am stärksten ausgeprägt sind. Im Folgenden
werden in den seitlichen DIC-Daten elf beit = 0 in x-Richtung äquidistante Punkte
auf dem Probenrand betrachtet, wie sie in Abb. 5.4 dargestellt sind. Sie liegen inz-
Richtung jeweils mittig. Da nach Kap. 2.3 technologisch bedingt eine DIC-Auswertung
nicht bis zum Rand des sichtbaren Bereichs möglich ist, beträgt der Abstand der äu-
ÿersten Punkte28 mm anstatt 30 mm. Aus der Annahme einer Symmetrie zwischen der
Verschiebung der Probenfront und -rückseite in Dickenrichtung folgt die Unabhängig-
keit der z-Koordinaten der Punkte von der lokalenz-Verzerrung. Dementsprechend sind
Verschiebungen� z 6= 0 unerwünschten Bewegungen des Prü�ings zuzuschreiben.

z

xy

Einspannlänge

PA

� 0

Abbildung 5.4: Perspektive der Seitenkamera zum Zeitpunktt = 0 (vgl. Abb. 5.1)

In Abb. 5.5 ist beispielhaft für einen repräsentativen Versuch mit PC/ABS R für alle
Punkte die Gröÿe� z über der x-Koordinate und der Zeit aufgetragen. Die elf blauen
Verläufe werden durch die schwarz dargestellten Ergebnisse einer schrittweise linearen
Regression inx-Richtung ergänzt. Bei der Betrachtung fällt auf, dass es während des
Versuchs zu einem gegenseitigen Versatz der Spannbacken inz-Richtung kommt. Zu-
rückzuführen ist dieses Verhalten auf Toleranzen in der Kolbenführung der verwendeten
Zugprüfmaschine sowie in den Spannbacken selbst.

Für beide untersuchten Materialien ist die maximale Abweichung zwischen� z und ei-
nem in x-Richtung durch lineare Regression bestimmten linearen Verlauf ca. fünf bis
fünfzehn Mal kleiner als das Maximum desSpannbackenversatzes. Ursächlich für die
Abweichungen von einem linearen Verlauf zwischen den Spannbacken sind insbesondere
zwei dominierende Ein�üsse: Zum einen lassen die Aufnahmen eine zusätzliche Torsion
der Probe um diex-Achse erkennen. Zum anderen ist die Ausrichtung der Seitenkame-
ra gegenüber der Normale der Seiten�äche des Probenparallelbereichs um diex-Achse
verdreht. Auf Grundlage der Videoaufnahmen aller Versuche wird beiden Winkeln eine
Gröÿenordnung von ca.1° zugeschrieben, was E�ekte in der registrierten Ausprägung
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Abbildung 5.5: PC/ABS R: Auswertung der z-Verschiebung bei _"nom = 10 � 1 ms� 1

und Gröÿe erklärt. Ein Flattern des Prü�ings entlang derx-Achse mit einer Elongation
in z-Richtung kann nicht festgestellt werden. Falls vorhanden, ist die Amplitude um
Gröÿenordnungen kleiner als die anderen Ein�üsse oder die Wellenlänge der Schwin-
gung wesentlich gröÿer als die aktuelle Länge der Probe.

Die Untersuchungsergebnisse ausBenz (2018) sprechen dafür, eine Approximation von
" zz und A auf Basis der mit einem 3D-DIC-System gemessenenz-Verschiebung der Pro-
benfront anzustreben. Eine derartige Strategie ist vielversprechend, wenn es gelingt, den
in x-Richtung linearen Beitrag durch den Versatz der Spannbacken sowie den auf die
Prü�ingstorsion um die x-Achse zurückzuführenden Anteil an� z zu isolieren und zu eli-
minieren. Als notwendig werden hierfür DIC-Auswertungen an den Übergängen zwischen
den Schulter- und Einspannbereichen der Probe angesehen, weswegen die Einspannlänge
in zugehörigen Versuchen um beidseitig2;5 mm auf insgesamt35 mm Länge zu vergrö-
ÿern ist. Es lässt sich experimentell zeigen, dass die veränderten äuÿeren Zwänge, welche
sich aus der inx-Richtung verlagerten Einspannung ergeben, einen vernachlässigbaren
Ein�uss auf das Materialverhalten im Versuch haben. Auch sonst resultieren aus der Mo-
di�kation keine Nachteile, die gegen ihre Umsetzung sprechen (Haase (2018�2022)).

In den zusätzlichen Versuchen des Prüfprogramms1 für _"nom = 10� 5 ms� 1 sowie allen
Versuchen des Prüfprogramms2 werden die beschriebenen Anforderungen im Hinblick
auf die Versuchsauswertung berücksichtigt (siehe Kap. 5.1). Der Einsatz derselben Zug-
prüfmaschinen wie bei den vorhergehenden Materialprüfungen stellt eine Vergleichbar-
keit der Ergebnisse sicher. Hervorzuheben ist bei der erweiterten Datenbasis die gezielte
Adressierung und Minimierung von systematischen Fehlerquellen in der Messtechnik,
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insbesondere einer perspektivischen Ausrichtung der Kameras. Konsistent mit den in
diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnissen zeigen weder die zusätzlichen Zugversuche
im Prüfprogramm 1 noch die Zugversuche des Prüfprogramms2 Flattern.

5.3.2 Korrektur des Spannbackenversatzes

Um auf die materiellez-Verzerrung schlieÿen zu können, muss zunächst der Anteil eines
Versatzes der Spannbacken inz-Richtung an der gemessenen Verschiebung der Proben-
front eliminiert werden. Gemäÿ den Überlegungen um Abb. 5.5 ist es legitim, diesen
Ein�uss als in x-Richtung linear anzunehmen.

Zur Korrektur des Spannbackenversatzes werden auf der Ober�äche der Probenfront in
der x-z-Ebene die zwei gegenüberliegenden materiellen Punkte an den Übergängen zwi-
schen den Schulter- und Einspannbereichen identi�ziert. Aufgrund der Entfernung zur
Einschnürzone lässt sich der dort vorherrschende Spannungszustand als näherungsweise
uniaxial annehmen. Zwänge durch die Spannbacken werden vernachlässigt. Damit gilt
für ein isotropes Material:

" zz = " yy : (5.1)

Mit Gl. (5.1) ist es möglich, die erwartetez-Koordinate an den beiden Referenzpunkten
durch Auswerten von " yy zu berechnen. Dasz-Feld der Flächenkomponente aus dem
Versuch wird anschlieÿend um den erwarteten linearen Verlauf zwischen den beiden
Punkten korrigiert. Dies erfolgt durch eine Projektion inz-Richtung ohne Modi�kation
der x- und y-Koordinaten, da die beobachteten Winkel hinreichend klein sind.

In Abb. 5.6 ist beispielhaft für einen Zugversuch mit dem Material PC/ABS E bei
_"nom = 10� 3 ms� 1 die unkorrigierte Flächenkomponente zu einem Zeitpunkt kurz vor
dem Versagen des Prü�ings dargestellt. Abb. 5.7 zeigt das korrigierte Gegenstück. An-
hand des gewählten Beispiels kann sowohl die Korrektur des Spannbackenversatzes als
auch, in Kap. 5.3.3, die Korrektur der Torsion veranschaulicht werden. Im vorliegenden
Versuch ist der zweite E�ekt dominant, dies ist jedoch nicht zwangsläu�g der Fall. Das
dargestellte Dreiecksnetz wird von der SoftwareGOM Correlate automatisiert angelegt.
Die Elementkantenlänge und die Referenzlänge hängen nicht direkt zusammen.
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Abbildung 5.6: PC/ABS E: Korr. d. Spannbackenversatzes bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 � 1/2

Abbildung 5.7: PC/ABS E: Korr. d. Spannbackenversatzes bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 � 2/2
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5.3.3 Korrektur der Torsion

Der Ein�uss der Torsion des Prü�ings auf diez-Verschiebung der Probenfront infol-
ge einer Verdrehung der Spannbacken um diex-Achse lässt sich mit einem diskreten
Ansatz eliminieren. In einem ersten Schritt �ndet durch eine Gebietszerlegung eine Dis-
kretisierung der Flächenkomponente der Probe entlang ihrer aktuellen Länge statt. An-
schlieÿend wird innerhalb eines jeden Auswertestreifens mittels linearer Regression ein
Ausgleichselement an die Knotenkoordinaten der DIC-Daten angepasst. Diese Elemente
berücksichtigen iny-Richtung einen linearen und inx-Richtung einen konstanten Verlauf
von � z.

Die Korrektur der Flächenkomponente erfolgt, indem innerhalb der Auswertestreifen die
linearen Anteile derz-Verschiebung iny-Richtung aus den Felddaten herausgerechnet
werden. Wie bei der Korrektur des Spannbackenversatzes geschieht dies ohne eine Mo-
di�kation der x- und y-Koordinaten der Knoten durch eine Projektion inz-Richtung, da
die beobachteten Winkel klein sind. Diez-Verschiebung von Punkten in derx-z-Ebene
bleibt bei diesem Vorgehen unbeein�usst.

Abb. 5.8 zeigt für den Versuch aus Kap. 5.3.2 die um den Spannbackenversatz korri-
gierte Flächenkomponente zu einem Zeitpunkt kurz vor dem Versagen des Prü�ings.
Rechts unten ist der Torsionswinkel# über der aktuellen Länge des Prü�ings zwischen
den Spannbacken aufgetragen. Im vorliegenden Fall sind die beiden Enden um ca.1;5°
gegeneinander verdreht. Au�ällig ist, dass die Torsion primär durch die bewegliche Ein-
spannung in den Versuch eingebracht wird. Die korrigierten Daten sind in Abb. 5.9
dargestellt.

Abschlieÿend sei erwähnt, dass das vorgestellte Vorgehen von der Diskretisierung inx-
Richtung abhängt. Für die in dieser Arbeit untersuchten Thermoplaste wird die Breite
der Auswertestreifen ohne eine detaillierte Variantenstudie entsprechend der Referenz-
länge aus der DIC zu2 mm gewählt.
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Abbildung 5.8: PC/ABS E: Korrektur der Torsion bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 � 1/2

Abbildung 5.9: PC/ABS E: Korrektur der Torsion bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 � 2/2
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5.3.4 Berechnung der Dicke und der Dickendehnung

Sobald die lokalez-Verschiebung der Probenfront infolge der materiellenz-Verzerrung
bekannt ist, gilt unter der Annahme eines in Dickenrichtung symmetrischen Verhaltens
der Probenrückseite für die lokale Dicke des Prü�ings:

� = � 0 + 2� z: (5.2)

Dabei ist zu beachten, dass� z dem globalen Koordinatensystem entsprechend ein nega-
tives Vorzeichen aufweist. Für die technische Dehnung folgt unter derselben Annahme:

"0;zz =
2� z
� 0

: (5.3)

Da gemäÿ Kap. 3.1.4 für einen beliebigen Punkt im Inneren der Probe beiz = 0 die
Gröÿen " xz und " yz null sind, ergibt sich für die Hencky-Verzerrung nach Gl. (2.19):

" zz = ln

 

1 +
2� z
� 0

!

: (5.4)

Wie bereits in Kap. 5.2.1 thematisiert, sind versuchsbedingte Nichtlinearitäten durch
entsprechende Maÿnahmen bei der Materialprüfung zu minimieren bzw. zu vermei-
den. Trotzdem kann für ein isotropes Material eine leichte Krümmung des Prü�ings
in z-Richtung zu Beginn des Versuchs berücksichtigt werden, indem bis zum Ende des
Ausrichtvorgangs für das gesamte Verzerrungsfeld der Zusammenhang aus Gl. (5.1) an-
gesetzt wird. Dies ist möglich, solange sich derartige E�ekte auf die ersten Zeitschritte
des Versuchs beschränken und näherungsweise ein uniaxialer Spannungszustand vor-
herrscht.

5.3.5 Berechnung der Querschnitts�äche

Auf Basis der lokalenz-Verschiebung der Probenfront infolge der materiellenz-Verzer-
rung kann auch die Querschnitts�äche in der Einschnürebene ermittelt werden. Unter
der Annahme eines in Dickenrichtung symmetrischen Verhaltens der Probenrückseite
gilt:

A =
b=2Z

� b=2

(� 0 + 2� z(y)) dy: (5.5)

Dabei ist b die Breite des Prü�ings. Weil technologisch bedingt eine DIC-Auswertung
nicht bis zum Probenrand möglich ist, wird vom im Messbereich liegenden Gebiet in
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PA unter Berücksichtigung der äuÿersten Messwerte für" yy linear auf b extrapoliert.
Sobald die tatsächliche Breite bekannt ist, erfolgt zur Bestimmung des zugehörigen� z
ebenfalls eine lineare Extrapolation.

5.4 Spannungsauswertung für 3D-DIC-Daten

Wegen der in Kap. 3.1.5 thematisierten Zusammenhänge �ndet die lokale Auswertung
eines Zugversuchs an materiellen Punkten in der mit der Probe mitbewegten Einschnür-
ebene statt. Während die zur Anwendung des Verfahrens benötigten Komponenten des
Hencky-Verzerrungstensors mittels DIC hier direkt gemessen werden können, ist dies
für die Komponenten des Cauchy-Spannungstensors grundsätzlich nicht möglich. Eine
Strategie, um die in den Di�erentialgleichungen vorzugebende Gröÿe� xx im Zugver-
such zu bestimmen, ist es, das Verhältnis zwischen der gemessenen Kraft und der nach
Kap. 5.3.5 mit 3D-DIC quanti�zierten Querschnitts�äche in PA zu bilden:

� xx �
F
A

: (5.6)

Da die Spannungsverteilung im Parallelbereich bis zum Einschnüren des Prü�ings zum
Zeitpunkt t = tN homogen ausfällt, ist Gl. (5.6) bis zu diesem Punkt exakt. Fürt � tN

bildet sich jedoch ein inhomogener Spannungszustand aus und der Zusammenhang wird
zur Näherung. In diesem Fall liefert die Gleichung für einen materiellen Punkt im Ein-
schnürzentrum tendenziell einen zu niedrigen und für einen materiellen Punkt am Rand
der Probe tendenziell einen zu hohen Wert. Unter der Annahme aus Gl. (3.4), dass die
Änderung der Komponenten des Cauchy-Spannungstensors über die Probendicke inner-
halb jedes Zeitschritts n vernachlässigbar ist, kann die Problematik zweidimensional
behandelt werden. Dies ist in Abb. 5.10 skizziert. Dabei bezeichnet� xx den Mittelwert
von � xx (y) in PA . Die Ausprägung des Verlaufs hängt von dem betrachteten Zeitpunkt,
dem Material und der Probengeometrie ab.

Zur Approximation eines lokalen� xx für jeden Zeitschritt n sind mehrere Strategien
denkbar. Gegebenenfalls lieÿe sich eine vorzugebende polynomiale Funktion für� xx (y)
mit Hilfe eines Optimierungsalgorithmus kalibrieren, womit für jeden materiellen Punkt
in der Einschnürebene ein Wert für� xx zur Verfügung stünde. Im Rahmen dieser Arbeit
wird jedoch ein anderes Vorgehen gewählt: Anstatt eine bestmögliche Approximation
der gesuchten Spannungskomponente für einen beliebigen materiellen Punkt inPA an-
zustreben, wird dessen Position optimiert.
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Abbildung 5.10: Spannungsverteilung vor und nach dem Einschnüren der Probe

Für jeden Zeitschritt n lässt sich mit der Breite der Probeb und der Dicke der Probe�
der folgende Zusammenhang für die Kraft formulieren:

F =
b=2Z

� b=2

F (y) dy =
b=2Z

� b=2

� xx (y)� (y) dy: (5.7)
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Dieses Integral kann mittelsGauÿ-Integration durch Auswerten an den zwei Stützstellen
ŷ1=2 approximiert werden:

F �
b
2

(â1F (ŷ1) + â2F (ŷ2)) =
b
2

(â1� xx (ŷ1)� (ŷ1) + â2� xx (ŷ2)� (ŷ2)) : (5.8)

Dabei liegen die Stützstellen bzw.Gauÿpunktebei:

ŷ1=2 = �
b
2

 
1

p
3

!

: (5.9)

Für die Gewichtegilt:

â1=2 = â = 1: (5.10)

Gl. (5.8) ist exakt, wenn es sich beiF (y) um eine polynomiale Funktion handelt, deren
Grad kleiner oder gleich drei ist (Munz und Westermann (2019)).

Im Allgemeinen schnüren Zugproben aus isotropem Material symmetrisch zurx-z-Ebene
ein, weswegen für� und � xx eine Spiegelsymmetrie festgehalten werden kann:

� (y) = � (� y); (5.11)

� xx (y) = � xx (� y): (5.12)

Aus Gl. (5.12) folgt, dass� xx an den beiden Gauÿpunkten gleich ausfällt. Deswegen wird
eine Abkürzung eingeführt:

�̂ xx = � xx (ŷ1) = � xx (ŷ2): (5.13)

Damit vereinfacht sich Gl. (5.8) zu:

F � â�̂ xx b
� (ŷ1) + � (ŷ2)

2
: (5.14)

Die Dicke der Probe an den Gauÿpunkten ist nach Kap. 5.3.4 mittels 3D-DIC er-
fassbar, so dass sich die Symmetrie nach Gl. (5.11) nachvollziehen lässt. Der Term
(� (ŷ1) + � (ŷ2)) =2 in Gl. (5.14) kann als arithmetisches Mittel der Messwerte interpretiert
werden. Mit

�̂ =
� (ŷ1) + � (ŷ2)

2
(5.15)
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folgt:

F � â�̂ xx b̂�: (5.16)

Umstellen von Gl. (5.16) nacĥ� xx liefert:

�̂ xx �
F

âb̂�
: (5.17)

Auf diese Weise kann diex-Komponente des Cauchy-Spannungstensors an den Gauÿ-
punkten approximiert werden.

Folgendes ist bei diesem Vorgehen zu beachten: Zum einen kann zur näherungsweisen
Bestimmung des Integrals aus Gl. (5.7) keine Integrationsformel mit einem Exaktheits-
grad gröÿer als drei angesetzt werden, weil sich sonst durch die zusätzlichen Stützstellen
neben�̂ xx weitere Unbekannte ergäben. Zum anderen sind zur Anwendung des in dieser
Arbeit entwickelten Verfahrens stets materielle Punkte auszuwerten und es kann nicht
werksto�unabhängig garantiert werden, dass es solche gibt, die während des gesamten
Versuchs an den vonb(t) abhängigen Positionen̂y1=2 liegen.

Die Problematik der Relativverschiebung zwischen den materiellen Punkten und den
Gauÿpunkten lässt sich adressieren, indem in Abhängigkeit des Abstands eine Modi-
�kation der Gewichte der Gauÿ-Integration erfolgt. Allerdings müssen in diesem Fall
unerwünschte Nebene�ekte in Kauf genommen werden. So ist es zwar möglich,â1=2 im
Sinne eineŝa(t) so anzupassen, dass der Fehler bei der Integration eines quadratischen
Terms reduziert wird, jedoch folgt aus einer Abweichung vom Wert eins ein Fehler bei
der Integration einer konstanten Funktion. Je nachdem, welche Charakteristik in der
unbekannten zeitabhängigen Spannungsverteilung dominiert, kann eine derartige Kor-
rektur einen gröÿeren Fehler hervorrufen, als sie eliminiert. Aus diesen Gründen wird
auf eine Modi�kation der Gewichte verzichtet. Entsprechend vereinfacht sich Gl. (5.17)
zur im FolgendenGauÿpunktapproximationgenannten Näherung für die gesuchte Span-
nungskomponente:

�̂ xx �
F

b̂�
: (5.18)

Für alle in dieser Arbeit analysierten Materialien und Versuche liegen die maximalen re-
lativen Abweichungen zwischen den verfolgten materiellen Punkten und den zugeordne-
ten Gauÿpunkten im unteren, einstelligen Prozentbereich und sind damit klein. Zur Ver-
anschaulichung der Zusammenhänge wird ein Zugversuch mit dem Material PC/ABS E
bei _"nom = 10� 5 ms� 1 herangezogen.
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Auf der linken Seite von Abb. 5.11 sind die gemesseneny-Koordinaten y�
1=2 von ma-

teriellen Punkten, die zum Zeitpunkt t = 0 an den Gauÿpunkten liegen, den vonb(t)
abhängigenŷ1=2 gegenübergestellt. Die rechte Seite verbildlicht die relativen Abweichun-
gen gemäÿ der Formel:

� y =

�
�
�
�
�

y�
1=2 � ŷ1=2

ŷ1=2

�
�
�
�
�
: (5.19)

Abbildung 5.11: PC/ABS E: Vergleich zwischen y�
1=2 und ŷ1=2 bei _"nom = 10 � 5 ms� 1

5.5 Semi-empirische Ansätze

In diesem Unterkapitel werden semi-empirische Ansätze zur Spannungsapproximation
für 2D-DIC-Daten sowie zur Charakterisierung viskoelastischen bzw. viskoplastischen
Materialverhaltens vorgestellt.

5.5.1 Spannungsapproximation für 2D-DIC-Daten

Zur Bestimmung der plastischen Querkontraktion mit dem Programmcode aus Kap. 3
ist in jedem Fall eine 3D-DIC-Datenbasis erforderlich. Doch auch wenn der� p-Verlauf
gemäÿ Kap. 3.4.1 mit sehr langsamen Materialprüfungen bestimmt und anschlieÿend
bei der Auswertung hochdynamischer Versuche vorgegeben wird, verbleibt mit� xx eine
Gröÿe, deren Quanti�zierung nach Kap. 5.4 dreidimensionale Messungen voraussetzt.
Dies ist insofern unpraktisch, als die Analyse von Zugversuchen bis heute hauptsächlich
mit 2D-DIC statt�ndet. Eine 3D-DIC-Auswertung, wie sie in Kap. 5.3 vorgestellt wird,
ist aktuell kein Industriestandard.
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Es folgt eine Untersuchung, wie sich die Dehnratenunabhängigkeit von� p nach Kap. 3.4.1
sowie� nutzen lässt, um auf Grundlage weniger 3D-DIC-Daten diex-Komponente des
Cauchy-Spannungstensors in ansonsten mit 2D-DIC aufgezeichneten Materialprüfungen
zu prognostizieren.

Herleitung

Wird einem würfelförmigen in�nitesimalen Volumen aus einem isotropen Werksto� ein
uniaxialer Spannungszustand inx-Richtung aufgeprägt, resultiert im allgemeinsten Fall
eine Querkontraktion in y- und z-Richtung, wie sie in Abb. 5.12 skizziert ist.

x

zy

AA 0

Abbildung 5.12: Uniaxialer Spannungszustand in einem in�nitesimalen Volumen

Zwischen der aktuellen Querschnitts�ächeA und der ursprünglichen Querschnitts�äche
A0 lässt sich der folgende Zusammenhang herstellen:

A = A0 (1 + "0;yy ) (1 + "0;zz) : (5.20)

Unter Ausnutzung von Gl. (2.19) kann dies geschrieben werden als:

A = A0e" yy e" zz : (5.21)

Im nächsten Schritt wird dietotale Querkontraktioneingeführt. Ist diese Gröÿe konstant,
lässt sie sich für einen uniaxialen Spannungszustand äquivalent entweder als di�erenti-
elles oder absolutes Verhältnis beschreiben.
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Es gilt

� t = �
_" yy

_" xx
= �

_" zz

_" xx
(5.22)

bzw.

� t = �
" yy

" xx
= �

" zz

" xx
: (5.23)

Einsetzen von Gl. (5.23) in Gl. (5.21) führt auf den folgenden Ausdruck:

A = A0e� 2� t " xx : (5.24)

Gemäÿ Kap. 2.1.3 wird zur Ermittlung der technischen Spannung die aufgebrachte Kraft
auf die ursprüngliche Querschnitts�äche bezogen:

� 0;xx =
F
A0

: (5.25)

Dahingegen erfolgt die Bestimmung der wahren Spannung durch einen Bezug der Kraft
auf die aktuelle Querschnitts�äche:

� xx =
F
A

: (5.26)

Umformen von Gl. (5.25) nachF und Einsetzen in Gl. (5.26) führt auf:

� xx = � 0;xx
A0

A
: (5.27)

Aus Gl. (5.24) und Gl. (5.27) folgt:

� xx = � 0;xx e2� t " xx : (5.28)

Wird durch � t = 0;5 eine isochore Kontraktion des Volumenelements angenommen,
reduziert sich Gl. (5.28) auf den im Zusammenhang mit Metallen bekannten Ausdruck
zur Berechnung der wahren Spannung:

� xx = � 0;xx e" xx = � 0;xx (1 + "0;xx ) : (5.29)

Vor einer praktischen Anwendung der an einem in�nitesimalen Volumen hergeleite-
ten Beziehungen ist Folgendes zu beachten: Im Allgemeinen ist für einen Thermo-
plast die Gröÿe� t nicht konstant, weswegen Gl. (5.22) und Gl. (5.23) nicht äquivalent
sind. Auÿerdem liegt in einem realen Zugversuch nach dem Einschnüren kein uniaxialer
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Spannungszustand vor und der Querschnitt behält seine ursprünglich rechteckige Form
nicht bei. Zu guter Letzt wird gemäÿ Kap. 5.4 bei der Anwendung des Programmcodes
aus Kap. 3 auf Zugversuche die Gauÿpunktapproximation von� xx nach Gl. (5.18) ge-
genüber der Näherung aus Gl. (5.6) favorisiert.

Die Auswirkungen der beschriebenen Zusammenhänge können empirisch nachvollzogen
werden. In Abb. 5.13 sind exemplarisch Ergebnisse für einen Versuch mit dem Thermo-
plast PC/ABS E bei _"nom = 10� 5 ms� 1 dargestellt. Das Beispiel wird gewählt, weil in
diesem Fall die Einwölbung der Probenfront inz-Richtung besonders ausgeprägt ist. Auf
der linken Seite ist in Blau die Spannung aufgetragen, die sich nach Gl. (5.6) ergibt. In
Grün und Rot gestrichelt folgen Approximationen mit Gl. (5.28), bei denen die Auswer-
tung an einem materiellen Punkt im Einschnürzentrum statt�ndet. Auf der rechten Seite
ist in Blau die Spannung nach der Gauÿpunktapproximation aus Gl. (5.18) dargestellt.
Für die grün und rot gestrichelte Näherung wird der materielle Punkt herangezogen,
der zu Versuchsbeginn am Gauÿpunkt̂y1 nach Gl. (5.9) liegt. Er hat gemäÿ Kap. 5.4
die y-Koordinate y�

1.

Abbildung 5.13: PC/ABS E: Spannungsapproximation bei _"nom = 10 � 5 ms� 1

Erwartungsgemäÿ zeigt sich, dass die Genauigkeit der Approximationen mit zunehmen-
der Dehnung sinkt. Als Konsequenz aus den Beobachtungen erfolgt die Einführung der
Gröÿe ~� t , die � t in Gl. (5.28) ersetzt und wie folgt invers kalibriert wird:

~� t =
1

2" xx
ln

 
� xx

� 0;xx

!

: (5.30)
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Für � xx ist entweder der Mittelwert nach Gl. (5.6) oder die Gauÿpunktapproximation
nach Gl. (5.18) einzusetzen. Entsprechend wird Gl. (5.28) zu einer Korrelation:

� xx = � 0;xx e2~� t " xx : (5.31)

Gl. (5.31) hat einen Nutzen, wenn sich zeigen lässt, dass die mit Gl. (5.30) bestimmte
Gröÿe ~� t dehnratenunabhängig ist und ein Zusammenhang mit der e�ektiven Dehnung
"e� besteht. Letztere ergibt sich unter Berücksichtigung von Gl. (2.52) durch Integration
von Gl. (2.51). In diesem Fall kann für einen mit 2D-DIC aufgezeichneten Zugversuch auf
Basis eines mit 3D-DIC bestimmten~� t die x-Komponente des Cauchy-Spannungstensors
berechnet werden.

Beurteilung der Zusammenhänge

Die hergeleiteten Zusammenhänge werden anhand der Materialprüfungen des Prüfpro-
gramms2 nach Kap. 5.1 veri�ziert. Dies ist möglich, weil in diesem Fall für alle unter-
suchten nominellen Dehnraten 3D-DIC-Daten vorliegen. In Abb. 5.14 ist für alle Versu-
che mit PC/ABS E und PP T20 ~� t über "e� aufgetragen. Dabei werden die in Gl. (5.30)
enthaltenen Gröÿen jeweils an den materiellen Punkten ausgewertet, die zu Versuchsbe-
ginn an den Gauÿpunkten̂y1=2 liegen. Farbnuancen innerhalb einer nominellen Dehnrate
stehen für einzelne Versuchswiederholungen. Als dicke schwarze Strichpunktlinie ist in
beiden Fällen das splinebasiert geglättete arithmetische Mittel der Ergebnisse für die
Materialprüfungen bei _"nom = 10� 5 ms� 1 visualisiert. Für "e� = 0 wird ihm jeweils der
Wert der im viskoelastischen Regime bestimmten Querkontraktionszahl zugeschrieben.
Diesbezüglich erfolgt die Separation des viskoelastischen und viskoelasto-viskoplasti-
schen Regimes mit� E ( _"e� ) nach Kap. 5.5.2. Da eine Auswertung im Einschnürzentrum
dieselben Beobachtungen zulässt, wird auf eine Darstellung verzichtet.

Abbildung 5.14: PC/ABS E und PP T20: ~� t in Abhängigkeit von "e�
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Sowohl für PC/ABS E als auch für PP T20 ist die Streuung der~� t -Verläufe für kleine
Dehnungen am gröÿten. Als Ursache dafür wird die Erfassung der Dickendehnung mittels
3D-DIC identi�ziert, welche zu Versuchsbeginn besonders herausfordernd ist. Abgesehen
davon zeigt sich, dass die Abweichungen zwischen den unterschiedlichen Prüfgeschwin-
digkeiten in der gleichen Gröÿenordnung liegen wie zwischen den Versuchswiederho-
lungen einer nominellen Dehnrate. Beim PC/ABS E liegt das arithmetische Mittel für
_"nom = 10� 1 ms� 1 tendenziell unter dem der beiden langsameren Abzugsgeschwindig-
keiten, die wiederum sehr gut übereinstimmen. Neben einer geringen materiellen Dehn-
ratenabhängigkeit kann als Ursache insbesondere in diesem Hochdynamikbereich eine
Verfälschung der Ergebnisse durch Messfehler nicht ausgeschlossen werden. Bei PP T20
ist der Zusammenhang unabhängig von der Dehnrate.

Im Folgenden wird für beide Thermoplaste jeweils das splinebasiert geglättete arith-
metische Mittel für ~� t bei _"nom = 10� 5 ms� 1 genutzt, um für die schnelleren Versu-
che mit Gl. (5.31) die Gauÿpunktapproximation derx-Komponente des Cauchy-Span-
nungstensors anzunähern. Die Ergebnisse für alle Versuchswiederholungen �nden sich
in Abb. 5.15. Darin sind die mittels 3D-DIC bestimmten Gauÿpunktapproximationen
nach Gl. (5.18) als dicke rote Strichpunktlinien bzw. dicke grüne gepunktete Linien
eingezeichnet und die Werte nach Gl. (5.31) als dünne schwarze Strichpunktlinien auf-
getragen. Ausgewertet wird jeweils an dem materiellen Punkt, der zu Versuchsbeginn
am Gauÿpunkt ŷ1 nach Gl. (5.9) liegt.

Abbildung 5.15: PC/ABS E und PP T20: � xx -" xx -Diagramme

Das in diesem Abschnitt beschriebene Vorgehen liefert für die beiden betrachteten Werk-
sto�e eine sehr gute Prognose von� xx . Bezüglich PC/ABS E ist anzumerken, dass die
Bruchdehnung der Versuche bei den nominellen Dehnraten10� 3 ms� 1 und 10� 1 ms� 1

teilweise etwas oberhalb der bei10� 5 ms� 1 liegt. In den vorliegenden Untersuchungen
wird ab Erreichen des letzten verfügbaren Werts für~� t auf Basis von"e� linear extra-
poliert.
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Zwar lässt der kleine Stichprobenumfang nur eine begrenzte Aussage zur Allgemeingül-
tigkeit des Ansatzes zu, doch sind die Ergebnisse so ermutigend, dass er in Kap. 6 zur
Auswertung des Prüfprogramms1 angewendet wird. Bei diesem liegen ausschlieÿlich
für _"nom = 10� 5 ms� 1 3D-DIC Versuche vor. Weitergehende Untersuchungen werden
empfohlen.

5.5.2 Charakterisierung viskoelastischen Materialverhaltens

Die elementaren Gleichungen und Zusammenhänge, mit denen sich in einem Versuch
die Parameter des viskoelastischen Regimes bestimmen lassen, sind in Kap. 3.2.3 doku-
mentiert. Das Vorgehen bei ihrer praktischen Anwendung sowie die Nachbereitung der
Ergebnisse wird im Folgenden beschrieben.

Analytische Beschreibung dehnratenabhängiger Gröÿen

Gemäÿ Kap. 3.2.3 ist die konstante Materialstei�gkeitEC im Rahmen einer quasista-
tischen Zugprüfung zu ermitteln und kann entsprechend als quasistatischer Elastizi-
tätsmodul interpretiert werden. Im Hinblick auf die niedrigste nominelle Dehnrate der
beiden Prüfprogramme nach Kap. 5.1,_"nom = 10� 5 ms� 1, ist diesbezüglich zu beach-
ten, dass Thermoplaste hier im Allgemeinen noch kein quasistatisches Verhalten zeigen.
Um zusätzliche Materialprüfungen zu vermeiden, die ausschlieÿlich der Ermittlung von
EC dienen und für die Crashsimulation darüber hinaus nur einen bedingten Mehrwert
haben, wird ein semi-empirischer Ansatz eingeführt. Dieser ermöglicht durch eine Ex-
trapolation die Approximation des gesuchten Werts auf Basis von Versuchen bei den
drei geprüften nominellen Dehnraten.

Der Ansatz beruht auf zwei Beobachtungen: Zum einen lässt sich für viele viskoelas-
tische Thermoplaste sowohl für quasistatische als auch für dynamische Zugversuche
zu Beginn ein näherungsweise linearer Zusammenhang zwischen Spannung und Deh-
nung feststellen. Zum anderen genügt häu�g eine einfache analytische Funktion, um
eine Korrelation zwischen diesen für verschiedene_"nom erfasstenInitialsteigungen und
der e�ektiven Dehnrate herzustellen. Derartige Beobachtungen dokumentiert unter an-
derem Keuerleber (2006) und hält in Anlehnung an dasEyring-Modell nach Ey-
ring (1936) für Zugversuche einen linearen Zusammenhang zwischen der Initialsteigung
und der in einem Diagramm logarithmisch aufgetragenen Abzugsgeschwindigkeit fest.
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Dies lässt sich polynomial verallgemeinern und führt auf den folgenden Ausdruck in
Abhängigkeit der e�ektiven Dehnrate:

D( _"e� ) =
X̀

j =0

� j ln

 
_"e�

_" ref

! j

mit ` � 0: (5.32)

Dabei ist D die dehnratenabhängige Initialsteigung der Spannungs-Dehnungs-Kurven
und ln( _"e� =_" ref ) der natürliche Logarithmus der auf dieReferenzdehnrate_" ref = 1 ms� 1

bezogenen vorherrschenden e�ektiven Dehnrate.` bezeichnet den Grad der Funktion.
Eine Wahl von ` = 0 bildet für Materialien ohne oder mit vernachlässigbaren viskoelas-
tischen Eigenschaften eine dehnratenunabhängige Initialsteigung ab. Dahingegen wird
mit ` = 1 ein linearer und mit ` = 2 ein quadratischer Zusammenhang proklamiert. Die
Koe�zienten � j sind so zu wählen, dass die folgende Nebenbedingung erfüllt ist:

@D( _"e� )
@_"e�

=
X̀

j =1

� j j ln
�

_" e�

_" ref

� j � 1

_"e�
� 0: (5.33)

Auf diese Weise wird der empirischen Erfahrung Rechnung getragen, dassD mit zuneh-
mender e�ektiver Dehnrate monoton steigt.

Für ` = 0 entspricht D dem konstantenEC , denn EV ist in diesem Fall null. Ande-
rerseits kannD bei ` > 0 nicht unmittelbar der Summe ausEC und EV gleichgesetzt
werden, weil in der dehnratenabhängigen Initialsteigung auch der Ein�uss der Rela-
xationsrate enthalten ist. Zur Approximation der konstanten Materialstei�gkeit bzw.
des quasistatischen Elastizitätsmoduls wird ausgenutzt, dass für einen quasistatischen
Versuch Gl. (3.34),

EC =
_� xx + �� xx � EV _"e

xx

_"e
xx + �" e

xx
;

in Gl. (3.36) übergeht:

EC =
�� xx

�" e
xx

=
� xx

"e
xx

:

Da somit EC dem Wert vonD bei _"eq entspricht, kann die gesuchte Gröÿe durch Auswer-
ten von Gl. (5.32) bei dieser e�ektiven Dehnrate angenähert werden. Für eine adäquate
Approximation sollte sich die Wahl von _"eq und damit die Extrapolation auf zwei De-
kaden unterhalb des geprüften Dehnratenbereichs beschränken.

Bei der Anwendung des Verfahrens auf reale Versuchsdaten in Kap. 6 wird_"eq =
1;67� 10� 7 ms� 1 angenommen. Es handelt sich dabei um die in derDIN EN ISO 527-2
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(2012) genannte Näherung der Dehnrate, bei welcher der Elastizitätsmodul bestimmt
werden soll. Auf diese Weise lässt sich unabhängig vom Grad` in Gl. (5.32) das ermit-
telte EC mit dem entsprechenden Datenblattwert vergleichen. Bei der Plausibilitätsprü-
fung ist zu beachten, dass sich die in derDIN EN ISO 527-2 (2012) herangezogenen
Probekörper mit einer Dicke von vorzugsweise4 mm vom in dieser Arbeit eingesetzten,
2 mm dick gefertigten Typ 3 derDIN EN ISO 8256 (2005) unterscheiden. Zudem ist
es gestattet, Prü�inge direkt im Spritzgussverfahren oder durch Pressen herzustellen,
anstatt sie durch mechanische Bearbeitung zu gewinnen. Demgegenüber basieren die
in Kap. 5.1 vorgestellten Prüfprogramme exklusiv auf aus spritzgegossenem Platten-
material gefrästen Proben. Auch bei einem Thermoplast mit in sehr guter Näherung
isotropen Eigenschaften können die genannten Unterschiede zu gewissen Abweichungen
im beobachteten Materialverhalten führen.

Die Ergebnisse vonFritsch (2012) für einen faserverstärkten Thermoplast deuten dar-
auf hin, dass die Kunststo�e aus Kap. 5.1 auch bei Versuchen mit der Dehnrate aus
der DIN EN ISO 527-2 (2012) noch kein quasistatisches Materialverhalten zeigen.
Diese Unschärfe bei der Festlegung von_"eq und damit der Bestimmung vonEC wird
hingenommen, weil im Rahmen der Kalibrierung vonEV Abweichungen bis zu einem
gewissen Grad ausgeglichen werden können. Auÿerdem sollte die Materialcharakteri-
sierung gemäÿ Kap. 3.2.3 auf den Dehnratenbereich abzielen, der für die angestrebten
Crashsimulationen relevant ist. Im Folgenden steht die variable Materialstei�gkeit im
Fokus.

Liegt EC vor, ergeben sich für jeden Versuch in Abhängigkeit des nach Kap. 3.2.3 festzu-
legenden� diskrete Werte für EV . Da Messungen im viskoelastischen Regime besonders
emp�ndlich sind, erfolgt in dieser Arbeit anstelle eines direkten Einsetzens der Mess-
werte � xx und _� xx in Gl. (3.34) das Ausnutzen der De�nition vonD( _"e� ):

� xx = D( _"e� )"e
xx ; (5.34)

_� xx = _D( _"e� )"e
xx + D( _"e� ) _"e

xx : (5.35)

Um ausgehend von den diskreten Werten zu einer analytischen Beschreibung der va-
riablen Materialstei�gkeit zu gelangen, wird in Anlehnung an Gl. (5.32) die folgende
Beziehung angesetzt:

EV ( _"e� ) =
hX

j =1

� j ln

 
_"e�

_"eq

! j

mit h > 0: (5.36)
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Dabei ist h der Grad der Funktion. Die Randbedingung nach Gl. (3.35),

EV ( _"eq) = 0 ;

wird durch Gl. (5.36) automatisch erfüllt. Analog zu Gl. (5.33) lautet die empirische
Nebenbedingung für die Wahl der Koe�zienten� j :

@EV ( _"e� )
@_"e�

=
hX

j =1

� j j ln
�

_" e�

_" eq

� j � 1

_"e�
� 0: (5.37)

Dies entspricht Gl. (3.38). In Abb. 5.16 sind die beschriebenen Zusammenhänge für` = 1
und h = 1 skizziert.

EV ( _"e� )

ECD( _"e� )

D, EC + EV

ln( _" e�

_" ref
)

_"eq

Abbildung 5.16: Zusammenhänge zwischenD, EC und EV

Zur Vervollständigung der Ansätze wird, wie in Kap. 3.2 gefordert, ein analytischer
Zusammenhang zwischen der Elastizitätsgrenze und der e�ektiven Dehnrate eingeführt.
Liegen für unterschiedliche_"e� diskrete Werte für � E vor, erfolgt ähnlich zu Gl. (5.32)
eine kontinuierliche Beschreibung mit der folgenden Beziehung:

� E ( _"e� ) =
vX

j =0

� j ln

 
_"e�

_" ref

! j

mit v � 0: (5.38)

Darin ist v der Grad der Funktion. Die Koe�zienten � j müssen die folgende empirisch
motivierte Nebenbedingung erfüllen:

@�E ( _"e� )
@_"e�

=
vX

j =1

� j j ln
�

_" e�

_" ref

� j � 1

_"e�
� 0: (5.39)

Abschlieÿend wird darauf hingewiesen, dass die Datenbasis, anhand der sämtliche einge-
führten semi-empirischen Ansätze geprüft werden, nicht ausreicht, um die Grenzen bei
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deren Anwendung auf beliebige Werksto�e und Dehnraten auszuloten. Trotzdem sind
die Ergebnisse für die Thermoplaste aus Kap. 5.1 äuÿerst vielversprechend und legen zu-
mindest eine Übertragbarkeit auf Materialien derselben Klassen nahe. Die Bestimmung
der Koe�zienten ist Gegenstand der nächsten Abschnitte.

Eingesetzte Verzerrungs- und Spannungsmaÿe

Im für die Kalibrierung der Modellparameter des viskoelastischen Regimes relevanten,
üblicherweise sehr kleinen Dehnungsintervall, stimmen die wahre und technische Span-
nung sowie die wahre und technische Dehnung in sehr guter Näherung überein. Gegen-
über diesen Approximationen sind die Fehler bei der Ermittlung der wahren Spannung
auf Basis von 3D-DIC-Daten nach Kap. 5.4 insbesondere zu Versuchsbeginn gröÿer ein-
zuschätzen. Dies zeigt sich beispielsweise in der Streuung der~� t -Verläufe in Abb. 5.14,
welche für kleine Dehnungen am stärksten ausgeprägt ist. Aus diesem Grund werden zur
Bestimmung vonD, EC , EV , � , � und � E die technischen Gröÿen verwendet. Dieser An-
satz orientiert sich an den europäischen Normen für Zugversuche mit Kunststo�en und
Metallen, DIN EN ISO 527-1 (2019) bzw.DIN EN ISO 6892-1 (2020). Damit sind
die vorgestellten Methoden auch anwendbar, wenn ausschlieÿlich 2D-DIC-Daten vorlie-
gen, was auf einen Groÿteil der Versuche des Prüfprogramms1 nach Kap. 5.1 zutri�t
und dem aktuell in der Industrie verfolgten Vorgehen entspricht (Haase (2018�2022)).
Zur Quanti�zierung der Fehler für die vorliegende Datenbasis werden innerhalb des im
nächsten Abschnitt eingeführtenVertrauensbereichsjeweils die Abweichungen zwischen
den wahren und technischen Gröÿen auf die wahren Gröÿen bezogen. Dabei lässt sich für
das Spannungsmaÿ ein maximaler Fehler kleiner als1;5 % und für das Verzerrungsmaÿ
ein maximaler Fehler kleiner als1 % feststellen.

Die e�ektive Dehnrate ist in SAMP-1 durch Gl. (2.49) bis Gl. (2.52) de�niert. Weil die
Berechnung der Querkontraktionszahl erst nach Vorliegen der Elastizitätsgrenze möglich
ist, muss _"e� ohne Kenntnis dieses Werts bestimmt werden. Da gemäÿ den Überlegungen
um Gl. (3.11) in einem Zugversuch im viskoelastischen Regime ein uniaxialer Spannungs-
zustand vorherrscht, lässt sich die Herausforderung für einen isotropen Werksto� durch
Gleichsetzen der Verzerrungen iny- und z-Richtung lösen.

Um Messrauschen abzumildern, welches vor allem bei der Betrachtung lokaler DIC-
Daten einen signi�kanten Ein�ussfaktor darstellt, wird für die Ermittlung der Dehnung
"0;xx die Länge des Parallelbereichs als Bezugslänge gewählt. Auÿerdem erfolgt die Be-
stimmung eines zugehörigen räumlichen Mittels für"0;yy . Dies ist zulässig, weil das
Dehnungsfeld vor dem Einschnüren zum Zeitpunktt = tN homogen ist.

118



5.5 Semi-empirische Ansätze

Einführung eines Vertrauensbereichs

Wie in Kap. 5.2.1 beschrieben, ist in den Materialprüfungen aus Kap. 5.1 der Ein�uss
versuchsbedingter Nichtlinearitäten sehr gering. Entsprechend ihrer Gröÿenordnung kön-
nen sie im Folgenden vernachlässigt und beobachtete E�ekte dem Werksto� zugeschrie-
ben werden. Das bedeutet, dass sich ein potentieller linearer Bereich in den (technischen)
Spannungs-Dehnungs-Kurven direkt an den Versuchsbeginn anschlieÿt. Eine Korrektur
des Ursprungs gemäÿ Abb. 5.2 erübrigt sich.

Die Formulierung einer möglichst allgemeingültigen Strategie zur Identi�kation eines nä-
herungsweise linearen Anfangsbereichs von (technischen) Spannungs-Dehnungs-Kurven
ist herausfordernd. Ein Zeugnis dieser Problematik sind die zahlreichen wissenschaft-
lichen Abhandlungen, die für quasistatische Zugversuche zu diesem Thema existieren
und unterschiedliche Strategien vorschlagen. Neben den in Kap. 2.2.2 vorgestellten
Normen sind beispielsweiseHesse u. a. (1991), Dean u. a. (1995), Sonne (1999),
Ledworuski u. a. (1999), Lord u. a. (2005), Keuerleber (2006) sowieLord und
Morrell (2006) zu nennen. Weil darüber hinaus für dynamische Zugversuche kein
Standard verfügbar ist, wird im Rahmen dieser Arbeit ein pragmatisches Vorgehen
gewählt. Wie einige Verfahren in der genannten Literatur basiert die Methode auf dem
Tangentenmodulund dem Sekantenmodul. Mit ihnen erfolgt die De�nition eines vom
Versuchsbeginn bei"0;xx = 0 ausgehenden Dehnungsintervalls, welches das Fundament
einer Regressionsanalyse für das Modell aus Gl. (5.32) bildet. Es wird im Folgenden
Vertrauensbereichgenannt. Die verfolgte Strategie lässt sich anhand des zunächst li-
nearen Anfangsbereichs der idealisierten technischen Spannungs-Dehnungs-Kurve aus
Abb. 5.17 motivieren. Ihr Verlauf ist einem isotropen Thermoplast nachempfunden.
Trotz dieses Schwerpunkts kann das Vorgehen auf andere Werksto�e, insbesondere Me-
talle, angewendet werden.

"0;xx jP

� 0;xx

"0;xx

S

TjP

T

SjP

Abbildung 5.17: Idealisierte � 0;xx -"0;xx -Kurve bis zum ersten Maximum bei "0;xx jP
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Der lokale Tangentenmodul ist de�niert als:

T =
@�0;xx

@"0;xx
: (5.40)

Für den auf den UrsprungO bezogenen Sekantenmodul gilt:

S =
� 0;xx � � 0;xx jO
"0;xx � "0;xx jO

=
� 0;xx

"0;xx
: (5.41)

Die Gröÿe"0;xx jP bezeichnet die technische Längsdehnung, bei deren Erreichen das tech-
nische Spannungs-Dehnungs-Diagramm ein erstes, möglicherweise lokales Maximum auf-
weist. Sie legt die obere Grenze des Intervalls fest, innerhalb dessen die Obergrenze
des Vertrauensbereichs"0;xx j � verortet wird. Versagt der Prü�ing vor dem Erreichen
einer horizontalen Tangente, erfolgt die Suche nach"0;xx j � bis zum Versagenspunkt.
Bei der Anwendung der Methode auf einen Stahl mit ausgeprägter Streckgrenze de�niert
die technische Längsdehnung bei Erreichen der oberen Streckgrenze das Intervall.

In Abb. 5.18 sind für die Kurve aus Abb. 5.17 die VerhältnisseS=T und T=S über "0;xx

dargestellt. Ergänzt werden sie durch ihr arithmetisches Mittel:

M =
1
2

� S
T

+
T
S

�

: (5.42)

Im Falle der idealisierten technischen Spannungs-Dehnungs-Kurve aus Abb. 5.17 stim-
men im linearen Anfangsbereich Tangenten- und Sekantenmodul überein, weswegen alle
gezeigten Zusammenhänge hier den Wert eins liefern. In der Praxis schwingenS=T und
T=S um diesen, bevor sie mit zunehmender Längsdehnung davon abweichen. Während
das Verhältnis T=S bei Erreichen von"0;xx jP null wird, strebt der Kehrwert S=T für
"0;xx ! "0;xx jP gegen unendlich. Das Gleiche gilt für das arithmetische MittelM .

222

"0;xx

S
T

"0;xx jP
"0;xx

T
S

"0;xx jP
"0;xx

M

"0;xx jP

1

! 1 ! 1

0

1

0

1

0

1 + � 1

1
1+ � 1

1 + � 2

"0;xx j � "0;xx j � "0;xx j �

Abbildung 5.18: S=T, T=S und M für die Kurve aus Abb. 5.17
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Angesichts dieser Beobachtungen ist es naheliegend, die Obergrenze des Vertrauensbe-
reichs an die Überschreitung eines empirisch festzulegenden Schwellenwerts zu koppeln.
Die folgenden Formulierungen sind dabei äquivalent:

"0;xx j � = max

 (

(0; "0;xx jP ) für die gilt
S
T

� 1 + � 1

)!

; (5.43)

"0;xx j � = max

 (

(0; "0;xx jP ) für die gilt
T
S

�
1

1 + � 1

)!

; (5.44)

"0;xx j � = max

 (

(0; "0;xx jP ) für die gilt M �
2 + 2� 1 + � 2

1

2 + 2� 1
= 1 + � 2

)!

: (5.45)

Um T in realen technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven zu ermitteln, die Messrau-
schen enthalten, ist eine lineare Regression zweckmäÿig. In diesem Zusammenhang er-
folgt für die vorliegenden Versuchsdaten neben dem Datenpunkt der betrachteten tech-
nischen Längsdehnung die Auswertung der zwei vorhergehenden und der zwei nachfol-
genden Nachbarn. Zu Versuchsbeginn und -ende wird beidseitig je ein zusätzlicher Punkt
berücksichtigt.

Vorteilhaft an einer Untersuchung des arithmetischen Mittels ist die Dämpfung von
Schwingungen inT=S und S=T. Da auÿerdem die Ungleichung

M � 1 für
T
S

2 (0; 1 ) (5.46)

gilt, lässt sich auch bei einer Anwendung des Vorgehens auf reale Messdaten bereits
visuell eine sehr gute Abschätzung für"0;xx j � geben. Zu Demonstrationszwecken wird die
idealisierte technische Spannungs-Dehnungs-Kurve aus Abb. 5.17 mit einem künstlichen
Rauschen überlagert, welches sich an realen Zugversuchen orientiert. Das Ergebnis ist
in Abb. 5.19 dargestellt. Die zugehörigen VerhältnisseS=T, T=S sowie M folgen in
Abb. 5.20.

Zu Anschauungszwecken sind die in Abb. 5.18 und Abb. 5.20 angedeuteten Werte für
� 1 und � 2 stark überhöht. In der Praxis hat sich ein Wert von� 2 = 0;01 bewährt. Seine
Festlegung geht auf Zugversuche ohne versuchsbedingte Nichtlinearitäten zurück, für
die jeweils sowohl eine technische Spannungs-Dehnungs-Kurve als auch ein darin be-
stimmter Elastizitätsmodul vorliegt. Die Datenbasis für Thermoplaste entstammt dem
InformationssystemCAMPUS (2020). Anhand eines Teils des Datensatzes aus dem eu-
ropäischen ForschungsprojektTENSTAND lässt sich die Übertragbarkeit des Vorgehens
auf Metalle zeigen (Lord u. a. (2005)).
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"0;xx jP

� 0;xx

"0;xx

S

TjP

T

SjP

Abbildung 5.19: Verrauschte � 0;xx -"0;xx -Kurve bis zum ersten Maximum bei "0;xx jP
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"0;xx
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"0;xx jP
"0;xx
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"0;xx jP
"0;xx

"0;xx jP

1

! 1 ! 1

0

1

0

1

0

1 + � 1

1
1+ � 1

1 + � 2

M

"0;xx j � "0;xx j � "0;xx j �

Abbildung 5.20: S=T, T=S und M für die Kurve aus Abb. 5.19

Kalibrierung der dehnratenabhängigen Gröÿen

Die Anwendung der Methode aus dem vorhergehenden Abschnitt auf ein dynamisches
Zugprüfprogramm erfordert dehnratenübergreifend für jeden vorliegenden Versuch die
Identi�kation des Vertrauensbereichs. Innerhalb der Gesamtheit dieser Intervalle las-
sen sich die Koe�zienten � j in Gl. (5.32) unter Berücksichtigung der Nebenbedingung
aus Gl. (5.33) durch Lösen des folgenden überbestimmten linearen Gleichungssystems
berechnen:

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

"0;xx j1 "0;xx j1 ln
�

_" e� j1

_" ref

� 1
: : : "0;xx j1 ln

�
_" e� j1

_" ref

� `

"0;xx j2 "0;xx j2 ln
�

_" e� j2

_" ref

� 1
: : : "0;xx j2 ln

�
_" e� j2

_" ref

� `

...
...

. . .
...

"0;xx jN "0;xx jN ln
�

_" e� jN

_" ref

� 1

: : : "0;xx jN ln
�

_" e� jN

_" ref

� `

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

� 0

� 1
...
� `

3

7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
4

� 0;xx j1

� 0;xx j2
...

� 0;xx jN

3

7
7
7
7
7
5
: (5.47)

Dabei ist N die Gesamtsumme der Datenpunkte innerhalb der Vertrauensbereiche.
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Die Ermittlung der Koe�zienten � j in Gl. (5.36) erfolgt unter Berücksichtigung der
Nebenbedingung aus Gl. (5.37) auf Grundlage dieses überbestimmten linearen Glei-
chungssystems:
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6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 ln
�

_" e� j1

_" eq

� 1
: : : ln

�
_" e� j1

_" eq
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�
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. . .
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_" e� jN

_" eq

� h

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

� 0

� 1
...
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=
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EV j1

EV j2
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EV jN

3

7
7
7
7
7
5
: (5.48)

Für niedrige Dehnraten ermöglichen Retardationsversuche, wie sie z. B. inFritsch
(2012) durchgeführt werden, die Bestimmung der Elastizitätsgrenze eines Materials. Im
Geschwindigkeitsbereich, in dem sich Crashlastfälle abspielen, ist die versuchstechnische
Ermittlung dieses von der Dehnrate und dem Spannungszustand abhängigen Werts je-
doch sehr herausfordernd und mit groÿen Unsicherheiten verbunden. Darum �ndet in
der vorliegenden Arbeit die Approximation der Elastizitätsgrenze durch die Proportio-
nalitätsgrenze statt, welche das Ende des linearen Zusammenhangs zwischen Spannung
und Dehnung kennzeichnet. Der Fehler, der insbesondere bei Thermoplasten daraus er-
wächst, wird in Kauf genommen. Sollten in Zukunft geeignete Messwerte vorliegen, kann
auf die Annahme verzichtet werden.

Zur Bestimmung der Initialsteigung D � eines ausgewählten Versuchs im technischen
Spannungs-Dehnungs-Diagramm ist für die zugehörigen, insgesamtV Datenpunkte im
Vertrauensbereich das folgende überbestimmte lineare Gleichungssystem zu lösen:

2

6
6
6
6
6
4

"0;xx j1

"0;xx j2
...

"0;xx jV

3

7
7
7
7
7
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h
D �
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2
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6
6
6
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4

� 0;xx j1

� 0;xx j2
...

� 0;xx jV

3

7
7
7
7
7
5
: (5.49)

Damit gilt für die zugehörige Proportionalitätsgrenze:

� �
E = max ( f (0; � 0;xx jP ) für die gilt D � "0;xx � � 0;xx � 0g): (5.50)
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Unter Einbeziehung allerR Versuche mit dem zu analysierenden Werksto� und Berück-
sichtigung der Nebenbedingung aus Gl. (5.39) können die Koe�zienten� j in Gl. (5.38)
mit dem nachfolgenden überbestimmten linearen Gleichungssystem ermittelt werden:

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 ln
�

_" e� j1

_" ref

� 1
: : : ln

�
_" e� j1
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6
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� �
E j1

� �
E j2
...

� �
E jR

3

7
7
7
7
7
5
: (5.51)

Alle in diesem Abschnitt aufgestellten Gleichungssysteme lassen sich schreiben als:

� � = � : (5.52)

Die Adressierung ihrer inhärenten Überbestimmtheit erfolgt durch eine Interpretation
als lineare Least-Squares-Probleme. Diskrete Auswertungen von Gl. (5.33), Gl. (5.37)
und Gl. (5.39) ergänzen diese durch lineare Nebenbedingungen, was auf Optimierungs-
probleme der nachfolgenden Gestalt führt:

min
�

1
2

k� � � � k2
2 so dass� unequal � � 0: (5.53)

Zur Lösung wird in dieser Arbeit der SolverOOQP nach Gertz und Wright (2003)
eingesetzt, welcher in derOPTI Toolbox 2.28 von Currie und Wilson (2012) für
MATLAB zur Verfügung steht. Hierzu ist es erforderlich, Gl. (5.53) in einquadratisches
Programm umzuformulieren:

min
�

� 1
2

� > H � + J > �
�

so dass� unequal � � 0: (5.54)

Dabei gilt:

H = � > � ; (5.55)

J = � � > � : (5.56)

Die Umformulierung ist möglich, weil die linearen Least-Squares-Probleme mit linearen
Nebenbedingungen konvex sind (Nocedal und Wright (2006) sowieBoyd und
Vandenberghe (2004)).
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5.5 Semi-empirische Ansätze

5.5.3 Charakterisierung viskoplastischen Materialverhaltens

Der Programmcode aus Kap. 3 ermöglicht die Berechnung des Pfads eines materiellen
Punkts im "pct- _"pct-� vm -Raum während eines Versuchs. Dieser verläuft auf einer Fläche,
deren Gestalt sich umso deutlicher zeigt, je mehr Abzugsgeschwindigkeiten und Ver-
suchswiederholungen untersucht werden (siehe Kap. 3.3.7 und Kap. 4.2.2). Da deren
analytische Beschreibung für die Charakterisierung des viskoplastischen Materialverhal-
tens elementar ist, erfolgt die Konzeption eines geeigneten Modellierungsansatzes für
die Datenbasis aus Kap. 5.1. Nach Kap. 2.2.3 lassen sich anschlieÿend im Materialmo-
dell Flächenschnitte bei konstanten Werten für_"pct als eine tabellierte Flieÿkurvenschar
vorgeben.

Datenreduktion und Extrapolation an die _" pct -Ränder

Sofern die"pct- _"pct-� vm -Pfade aus Versuchswiederholungen einer geprüften nominellen
Dehnrate eine hinreichend genaue Reproduzierbarkeit zeigen, ist es naheliegend, zur
Datenreduktion einenrepräsentativen Pfadpro _"nom zu bestimmen. Die genannte Vor-
aussetzung ist für die Zugversuche der beiden Prüfprogramme aus Kap. 5.1 erfüllt.
Der Nachteil einer arithmetischen Mittelung von _"pct und � vm über "pct besteht dar-
in, dass dadurch die Versuchswiederholung einer nominellen Dehnrate, welche bei der
kleinsten uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung versagt, eine begrenzende Rolle ein-
nimmt. Daher werden alternativ für jedes Inkrement� "pct die absoluten Änderungen
� _"pct und � � vm der bis zu diesem Punkt intakten Prü�inge gemittelt und anschlieÿend
aufsummiert. Auf diese Weise lassen sich auch Funktionswerte bestimmen, wenn einzel-
ne Proben bei kleineren"pct versagen. Die Abschnitte unmittelbar vor dem Bruch der
berücksichtigten Prü�inge sind kritisch auf ihre Güte hin zu beurteilen.

Abb. 5.21 zeigt beispielhaft die Ergebnisse für den Thermoplast PP des Prüfprogramms1
aus Kap. 5.1. Auf der linken Seite �nden sich farbig und durchgezogen die berechne-
ten "pct- _"pct-� vm -Pfade für sämtliche Versuchswiederholungen der geprüften nominel-
len Dehnraten. Für jede Abzugsgeschwindigkeit liegen sechs Datensätze vor, weil nach
Kap. 5.4 pro Versuch jeweils zwei materielle Punkte ausgewertet werden. Die Farbe Blau
entspricht _"nom = 10� 5 ms� 1, Grün _"nom = 10� 3 ms� 1 und Rot _"nom = 10� 1 ms� 1. Farb-
nuancen deuten Versuchswiederholungen an. Auf der rechten Seite der Abbildung sind
die zugehörigen gemittelten repräsentativen Pfade aufgetragen. Das Material wird auch
für die weiteren Schritte als Anschauungsbeispiel herangezogen.
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5 Auswertestrategien für Zugprüfprogramme

Abbildung 5.21: PP: Datenreduktion und Extrapolation an die _"pct-Ränder

Für die in dieser Arbeit behandelte Datenbasis ist das_"pct-Intervall der zu modellieren-
den Fläche folgendermaÿen de�niert:

_"pct jSurface 2 [ _"pct jmin ; _"pct jmax ] : (5.57)

Unter Berücksichtigung der insgesamtL über alle Versuche hinweg erfassten Daten-
punkte für einen Werksto� wird _"pct jmin festgelegt als:

_"pct jmin = min
�n

min
�n

_"pct j1; _"pct j2; : : : ; _"pct jL
o�

; 10� 6 ms� 1
o�

: (5.58)

Analog gilt für _"pct jmax :

_"pct jmax = max
�n

max
�n

_"pct j1; _"pct j2; : : : ; _"pct jL
o�

; 100 ms� 1
o�

: (5.59)

Dadurch wird sichergestellt, dass_"pct jmin � 10� 6 ms� 1 und _"pct jmax � 100 ms� 1 ist und
alle erfassten"pct- _"pct-� vm -Pfade für ein Material dazwischen verlaufen.

Zur Stützung der zu modellierenden Fläche an den Intervallgrenzen sindRandkurvenzu
de�nieren. Da in diesen Bereichen sehr wenige Datenpunkte vorliegen, müssen geeignete
Annahmen getro�en werden. Um insbesondere das erste lokale Maximum der Flieÿkur-
ven an den _"pct-Rändern zu approximieren, hat es sich in der Praxis bewährt, jeweils
unter Berücksichtigung der nächsten beiden repräsentativen Pfade eine Extrapolation
in Dehnratenrichtung vorzunehmen. Bei dieser wird von einem linearen Zusammenhang
zwischenln( _"pct=_" ref ) und � vm ausgegangen. Für das PP sind die so generierten Kurven

126



5.5 Semi-empirische Ansätze

als dünne schwarze Linien auf der rechten Seite von Abb. 5.21 dargestellt. Gestrichelte
und petrolfarbene Geraden visualisieren für einige ausgewählte Punkte die Extrapola-
tion. Es zeigt sich deutlich, dass von den beiden repräsentativen Pfaden, die für diese
herangezogen werden, dem in"pct-Richtung kürzeren eine limitierende Rolle zukommt.

Für zukünftige Anwendungen ist eine zusätzliche Durchführung einzelner Versuche bei
den nominellen Dehnraten10� 7 ms� 1 und 101 ms� 1 denkbar. Indem auf Grundlage von
ln( _"pct=_" ref ) und � vm linear zwischen den Pfaden für10� 7 ms� 1 und 10� 5 ms� 1 bei _"pct jmin

sowie zwischen den Pfaden für10� 1 ms� 1 und 101 ms� 1 bei _"pct jmax interpoliert wird,
kann auf die beschriebene Extrapolation verzichtet werden.

Die abschlieÿende Modellierung der Randkurven ist Gegenstand des nächsten Abschnitts.

Modellierung der Randkurven und Extrapolation der repräsentativen Pfade

Bei der Vorgabe tabellierter Flieÿkurven nach Kap. 2.2.3 ist es wichtig, dass diese bei
einem einheitlichen"pct jmax enden. Der Grund dafür ist die automatische Datenvervoll-
ständigung durchLS-DYNA bei nicht aufeinander abgestimmten Endpunkten. Weil dies
in Simulationen schwer nachvollziehbare E�ekte nach sich ziehen kann, gibt der Solver
in diesem Fall eine entsprechende Warnung aus. Die Modellierung der Fläche in den
Bereichen, in denen wenige oder keine Datenpunkte vorliegen, ist so zu realisieren, dass
der durch berechnete Werte de�nierte Teil nur in geringem Maÿe beein�usst wird. Zur
Flächenstützung sind sowohl die Randkurven als auch die repräsentativen Pfade auf
plausible Art und Weise in Richtung höherer"pct zu ergänzen.

Zunächst wird die Modellierung der Randkurven abgeschlossen. Hierzu haben sich für
die untersuchten Werksto�e zwei Methoden als geeignet erwiesen. Im Rahmen der
Methode1 wird der in "pct-Richtung längste repräsentative Pfad identi�ziert und seine
Steigung @�vm =@"pct herangezogen, um nach dem ersten lokalen Maximum die Rand-
kurven auszugestalten. Für darüber hinausgehende"pct �ndet die Prognose mit einem
polynomialen Ansatz statt, dessen Grad den innerhalb eines Übergangsbereichs liegen-
den vorhergehenden Verlauf möglichst gut approximiert. Alternativ werden die Daten
an den _"pct-Rändern direkt mit einem polynomialen Ansatz in"pct-Richtung ergänzt.
Dies wird alsMethode2 bezeichnet.

Für das PP erfolgt aufgrund der groÿen Unterschiede zwischen den Bruchdehnungen bei
den drei nominellen Dehnraten die Anwendung der Methode1. Nach dem ersten lokalen
Maximum werden die Randkurven auf Basis der Steigung@�vm =@"pct des repräsentativen
Pfads für _"nom = 10� 5 ms� 1 modelliert. Die anschlieÿende Extrapolation geschieht mit
einem quadratischen Polynom. Auf der linken Seite von Abb. 5.22 sind die Ergebnisse
dargestellt. Für "pct jmax wird ein Wert von 1;6 de�niert.
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Abbildung 5.22: PP: Modellierung der Randkurven und Extrapolation der Pfade

Im nächsten Schritt werden die repräsentativen Pfade extrapoliert. Dies erfolgt durch
eine Interpolation in Dehnratenrichtung zwischen den Steigungen@�vm =@"pct der Rand-
kurven unter der Annahme einer linearen Abhängigkeit vonln( _"pct=_" ref ). Zur Vermei-
dung von Knicken ist es legitim, die Extrapolation kurz vor dem Abschluss der Pfade zu
beginnen. Auf diese Weise können auch kritisch zu hinterfragende Endabschnitte, wie
sie im gewählten Beispiel bei_"nom = 10� 1 ms� 1 auftreten, plausibel modi�ziert werden.
Ein derartiges Verhalten deutet z. B. auf Probenanrisse, das Lösen des aufgesprühten
Lacks von der Ober�äche der Prü�inge oder andere Messfehler hin. Die Ergebnisse sind
auf der rechten Seite von Abb. 5.22 dargestellt. Zusammen bilden die repräsentativen
"pct- _"pct-� vm -Pfade und die beiden Randkurven die Menge der Datenpunkte� jq, mit
denen im Folgenden die Fläche kalibriert wird.

Das beschriebene Vorgehen stellt eine Möglichkeit dar, um bei der Modellierung der
Fläche die Anforderungen vonLS-DYNA an die Endpunkte der Flieÿkurven zu berück-
sichtigen. Dabei sollte stets bedacht werden, dass es vor allem der Beschreibung von
Bereichen im"pct- _"pct-� vm -Raum dient, die für die Simulation von ausgewählten Versu-
chen eine untergeordnete Rolle spielen. Die Verfolgung anderer Strategien ist möglich.

Analytische Beschreibung der Fläche mit B-Splines

Zur analytischen Beschreibung der Fläche wird ein Ansatz gesucht, der zum einen auf
eine möglichst einfache Gestalt führt und zum anderen nicht zu stark einschränkt.
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Im Sinne einer Datenglättung sollten zudem Oszillationen und irrelevante Details aus
den Versuchsauswertungen keinen Einzug in das Endergebnis erhalten. In dieser Ar-
beit erfolgt die Umsetzung der beschriebenen Anforderungen mit einer biparametrischen
B-Spline-Fläche. Für diese gilt nachRogers (2000):

� (%1; %2) =
n1+1X

i 1=1

n2+1X

i 2=1

B i 1 ;i 2 N1j i 1 ;k1 (%1)N2j i 2 ;k2 (%2): (5.60)

Mit Einführen einer Mengennotation für die Flächenrichtungen,

a 2 f 1; 2g; (5.61)

lassen sich in Gl. (5.60) die beidenFlächenparameter %a, die zugehörigenB-Spline-
Ordnungenka und die Laufvariableni a identi�zieren. � (%1;%2) steht für einen Punkt auf
der Fläche undB i 1 ;i 2 für einen Eckpunkt des polygonalenKontrollnetzes. Beide können
als Zeilenvektoren mit drei Spalten für"pct, ln( _"pct=_" ref ) und � vm interpretiert werden.
Die Endwerte na + 1 der Summen entsprechen jeweils der Anzahl an Eckpunkten des
Kontrollnetzes in %a-Richtung. Bei Na handelt es sich um dieB-Spline-Basisfunktionen,
welche über dieCox-de-Boor-Rekursionsformelnde�niert sind:

Naj i a ;1(%a) =

(
1 wenn � aj i a � %a < � aj i a +1 ;
0 sonst;

(5.62)

Naj i a ;ka (%a) =
(%a � � aj i a ) Naj i a ;ka � 1(%a)

� aj i a + ka � 1 � � aj i a

+
(� aj i a + ka � %a) Naj i a +1 ;ka � 1(%a)

� aj i a + ka � � aj i a +1
: (5.63)

Darin steht � a für die Knotenvektoren, die angesichts der erwarteten Flächenausprägun-
gen und bekannten Ränder o�en und uniform gewählt werden:

� aj j =

8
>><

>>:

0 wenn 1 � j � ka;
j � ka wenn ka + 1 � j � na + 1;
na � ka + 2 wenn na + 2 � j � na + ka + 1:

(5.64)

Vor der Kalibrierung der Fläche sind entlang der repräsentativen"pct- _"pct-� vm -Pfade und
der beiden Randkurven die Parameterwerte%a zu approximieren. Für die%1-Richtung
erfolgt dies mit der Sehnenlänge. NachRogers (2000) lautet bei W Kurvenpunkten
der Parameterwert am Kurvenpunktw:

%1jw =

8
><

>:

0 wenn w = 1;
%1 jmax

P w
j =2

p
(" pct j j � " pct j j � 1 )2+( � vm j j � � vm j j � 1 )2

P W
j =2

p
(" pct j j � " pct j j � 1 )2+( � vm j j � � vm j j � 1 )2

wenn w � 2:
(5.65)
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Zur Parametrisierung der%2-Richtung hat es sich bei den vorliegenden Daten als robust
und zweckmäÿig erwiesen, die_"pct-Koordinaten eines Punkts unter Berücksichtigung von
_"pct jmin und _"pct jmax nach der folgenden Formel umzurechnen:

%2jw = %2jmax

ln ( _" pct jw

_" pct jmin
)

ln ( _" pct jmax

_" pct jmin
)
: (5.66)

Vorteilhaft an diesem Ansatz ist, dass dadurch konstante Werte für_"pct bzw. ln( _"pct=_" ref )
konstanten Werten für%2 entsprechen, was später die Extraktion einer Flieÿkurvenschar
durch Schneiden der Fläche vereinfacht.

In beiden Fällen ist %ajmax jeweils der Maximalwert des zugehörigen Knotenvektors.
Unter Berücksichtigung von Gl. (5.64) gilt:

%ajmax = na � ka + 2: (5.67)

Zur Kalibrierung der B-Spline-Fläche müssen neben den Datenpunkten� jq und den Pa-
rameterwerten%ajq die beiden B-Spline-Ordnungenka sowie die Summen der Eckpunkte
des Kontrollnetzesna + 1 vorgegeben werden. Anschlieÿend lässt sich gemäÿRogers
(2000) aus Gl. (5.60) für jeden Datenpunkt eine lineare Gleichung extrahieren:

� jq(%1jq; %2jq) =

N1j1;k1 (%1jq) [N2j1;k2 (%2jq)B 1;1 + N2j2;k2 (%2jq)B 1;2 + : : : +

N2jn2+1 ;k2 (%2jq)B 1;n2+1 ] +
...

N1jn1+1 ;k1 (%1jq) [N2j1;k2 (%2jq)B n1+1 ;1 + N2j2;k2 (%2jq)B n1+1 ;2 + : : : +

N2jn2+1 ;k2 (%2jq)B n1+1 ;n2+1 ] :

(5.68)

In Matrizenschreibweise führt dies auf das folgende System:

~NB = � : (5.69)

Dabei enthält die Matrix � die vorgegebenen Datenpunkte und die MatrixB die zu be-
stimmenden Eckpunkte des polygonalen Kontrollnetzes. Da beide Punkttypen im drei-
dimensionalen"pct- _"pct-� vm -Raum zu verorten sind, haben� und B jeweils drei Spalten.
Die Matrix ~N setzt sich aus den Produkten der B-Spline-Basisfunktionen zusammen.
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5.5 Semi-empirische Ansätze

Bei der Lösung des Systems aus Gl. (5.69) erfolgt die Berücksichtigung von zwei Ne-
benbedingungen. Zum einen werden mit einer Anfangsrandbedingung für"pct = 0 die
Startpunkte der repräsentativen Pfade und Randkurven explizit vorgegeben:

~N equalB = � equal: (5.70)

Zum anderen wird für jeden Punkt auf der Fläche erzwungen:

� "pct jSurface � 0; (5.71)

� _"pct jSurface � � _"pct jmin ; (5.72)

� � vm jSurface � 0: (5.73)

Dies führt auf eine Nebenbedingung der folgenden Form:

~N unequalB � � unequal : (5.74)

Mit Einführen einer Mengennotation für die drei Spalten von� und B ,

c 2 f 1; 2; 3g; (5.75)

folgt jeweils ein lineares Least-Squares-Problem mit linearen Nebenbedingungen:

min
B c

1
2






 ~NB c � � c








2

2
so dass

(
~N equalB c = � equaljc;
~N unequalB c � � unequal jc:

(5.76)

Zur Lösung wird der SolverOOQP nachGertz und Wright (2003) eingesetzt. Hierzu
ist Gl. (5.76) in ein quadratisches Programm umzuformulieren:

min
B c

� 1
2

B >
c HB c + J>

c B c

�

so dass

(
~N equalB c = � equaljc;
~N unequalB c � � unequal jc:

(5.77)

Dabei gilt:

H = ~N
> ~N ; (5.78)

Jc = � ~N
>

� c: (5.79)
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Die Umformulierung ist möglich, weil die linearen Least-Squares-Probleme mit linearen
Randbedingungen aus Gl. (5.76) konvex sind (Nocedal und Wright (2006) sowie
Boyd und Vandenberghe (2004)).

Nach der Lösung von Gl. (5.76) bzw. Gl. (5.77) ist es denkbar, die mit Gl. (5.65) sowie
Gl. (5.66) approximierten Parameterwerte der Datenpunkte im Rahmen einer Iteration
zu korrigieren, um die Güte der Fläche zu erhöhen. Da sich für alle in dieser Arbeit
untersuchten Thermoplaste jedoch bereits nach einem Durchlauf sehr gute Ergebnisse
erzielen lassen, wird auf die Implementierung einer solchen Strategie verzichtet.

In Abb. 5.23 sind beispielhaft die Ergebnisse für das PP dargestellt. Während die linke
Seite die Konstruktion der Fläche auf Basis der repräsentativen Pfade und Randkur-
ven dokumentiert, sind auf der rechten Seite die ursprünglichen Versuchsauswertungen
dargestellt. Da pro Materialprüfung nach Kap. 5.4 jeweils zwei materielle Punkte heran-
gezogen werden, liegen für jede Abzugsgeschwindigkeit sechs Kurven vor. Farbnuancen
deuten Versuchswiederholungen an.

Abbildung 5.23: PP: Konstruktion der Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum und Endergebnis

Indem die Fläche bei konstanten Werten für_"pct geschnitten wird, folgt die Flieÿkurven-
schar zur Kalibrierung vonSAMP-1 nach Kap. 2.2.3. Für das PP sind die entsprechen-
den zehn Flächenschnitte in Abb. 5.23 als dünne schwarze Linien eingezeichnet. Eine
äquivalente Darstellung zeigt Abb. 5.24.

132



5.5 Semi-empirische Ansätze

Abbildung 5.24: PP: Flieÿkurvenschar

Die im Beispiel gewählten Parameter zur Erzeugung der Fläche werden in Kap. 6.2.3
vorgestellt. Generell ist bei der Wahl der beiden Ordnungen der B-Spline-Formulierung
sowie der Anzahl der Eckpunkte des Kontrollnetzes darauf zu achten, dass keine Oszil-
lationen entstehen. Vor allem der Anfangsbereich mit kleinen Werten für"pct bedarf in
dieser Hinsicht besonderer Aufmerksamkeit.
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Beispielanwendungen

Nachfolgend wird das entwickelte Verfahren dazu genutzt, umSAMP-1 für vier verschie-
dene Thermoplaste zu kalibrieren. Den Ausgangspunkt bilden die mit den Methoden
aus Kap. 5.2 und Kap. 5.3 aufbereiteten Versuchsdaten nach Kap. 5.1. Die Reihenfol-
ge der behandelten Werksto�e spiegelt die steigende Komplexität ihrer Eigenschaften
und somit der entsprechenden Anpassungen vonSAMP-1 wider. Nach der erfolgreichen
Kalibrierung des Materialmodells erfolgt die Durchführung von Simulationen und der
Vergleich der Ergebnisse mit den Versuchsdaten. Die Gegenüberstellung �ndet anhand
des Kraftverlaufs, des Dehnungsfelds und der Probenbreite statt. Sofern 3D-DIC-Daten
vorliegen, wird anstelle Letzterer die Querschnitts�äche des Prü�ings in der Einschnür-
ebene ausgewertet. Nach der Vorstellung der Beispiele und dem damit vermittelten Ge-
samtüberblick über die Vorgehensweise bildet die Beurteilung der Automatisierbarkeit
des Verfahrens den Abschluss der Ausführungen.

6.1 Grundlegendes

Zu Beginn wird die mechanische Modellbildung für die durchgeführten Zugversuche vor-
gestellt. Ein weiterer grundlegender Punkt, der einer Klärung bedarf, ist die Auswertung
des Dehnungsfelds in der Simulation.

6.1.1 Modellierung eines Zugversuchs

Die in den Prüfprogrammen nach Kap. 5.1 für Zugversuche verwendete Probengeome-
trie nach Typ 3 der DIN EN ISO 8256 (2005) wird derart vernetzt, dass die Elemente
im Parallelbereich eine Kantenlänge von2 mm aufweisen. Diese räumliche Diskreti-
sierung motiviert sich durch die angestrebte spätere Übertragbarkeit des kalibrierten
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Materialmodells auf Komponenten- und Gesamtfahrzeugrechnungen. Sie entspricht der
Referenzlänge der Versuchsauswertungen. In den Simulationen wird die Elementdicke
gemäÿ der gemessenen Dicke des jeweils abzubildenden Prü�ings festgelegt. Aufgrund
von Toleranzen bei der Fertigung kann sie vom in Kap. 5.1 dokumentierten Sollwert
von 2 mm abweichen. Als Elementtechnologie kommt die aus Kap. 3.1.1 zum Einsatz
und das lokale Elementkoordinatensystem ist nach Kap. 2.2.1 durchINN=2 de�niert.
Die Abbildung der Randbedingungen im Zugversuch geschieht durch eine feste Lage-
rung der Knoten im einen Einspannbereich und die Vorgabe einer Verschiebungu(t) in
x-Richtung für die Knoten im anderen Einspannbereich. In Letzterem sind alle übrigen
Knotenfreiheitsgrade ebenfalls gesperrt. Das Modell ist in Abb. 6.1 skizziert.

y

xzfeste Lagerung Vorgabe vonu(t)

Abbildung 6.1: Modellierung eines Zugversuchs

Bei der Simulation eines repräsentativen Zugversuchs wird die Verschiebungu(t) vorge-
geben, deren Bestimmung mittels DIC möglichst an den Übergängen zwischen Schulter-
und Einspannbereichen der Probe in derx-z-Ebene erfolgt. Für die mit 3D-DIC aufge-
zeichneten Versuche ist eine exakte Quanti�zierung möglich, weil diese eine vergröÿerte
Einspannlänge von35 mm aufweisen und somit die Auswertepunkte in der Flächen-
komponente liegen. Dies gilt nicht für die mit 2D-DIC erfassten Versuche. Aufgrund der
bei ihnen gewählten Einspannlänge von30 mm greifen die Spannbacken genau an den
Stellen, an denenu(t) im Idealfall zu bestimmen ist und gemäÿ Kap. 2.3 ist eine DIC-
Auswertung technologisch bedingt nicht bis zum Rand möglich. In diesem Fall �ndet
die Quanti�zierung der Verschiebung auf Grundlage der äuÿersten erfassbaren Punk-
te auf der Probenober�äche statt. Das beschriebene Vorgehen ist legitim, weil nach
Kap. 5.3.1 die Unterschiede in den äuÿeren Zwängen, welche mit den beiden verwen-
deten Einspannkon�gurationen einhergehen, einen vernachlässigbaren Ein�uss auf das
Materialverhalten im Versuch haben. Die Vorgabe des Kolbenwegs als Verschiebung wird
nicht als Option erachtet, da dieser z. B. aufgrund der Maschinenstei�gkeit und der in
Kap. 5.2.1 beschriebenen E�ekte nicht zwangsläu�g exakt mit dem tatsächlichenu(t)
übereinstimmt, welches die Probe erfährt.
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6.1.2 Auswertung des Dehnungsfelds in der Simulation

Nach Kap. 2.1.2 und Kap. 2.2.1 entsprechen die vonLS-DYNA ausgegebenen Deh-
nungen nur bei festen Verzerrungs-Hauptachsen und gleichzeitiger Abwesenheit einer
Starrkörperrotation den Hencky-Verzerrungen. Da keine Standardoption zur Verfügung
steht, um sich diese anzeigen zu lassen, wird ein Algorithmus entwickelt, welcher das
Verzerrungsmaÿ im Zentrum eines Schalenelements nachträglich berechnet. Wertvoll ist
in diesem Zusammenhang die Dokumentation vonMcGinty (2012). Alle im Folgenden
dargestellten Dehnungsfelder aus Simulationen sind Ergebnisse dieses Vorgehens und
zeigen somit Hencky-Verzerrungen.

6.2 Modellkalibrierungen

Es folgt die Anwendung des entwickelten Verfahrens auf die Datenbasis nach Kap. 5.1.
Da zur Reduktion des Umfangs jeweils nur neu auftretende E�ekte ausführlich vorge-
stellt und diskutiert werden, ist das Unterkapitel chronologisch zu lesen.

6.2.1 PC/ABS-Blend mit reduziertem PC-Anteil

Als erstes werden die Versuche mit dem Polycarbonat/Acrylnitril-Butadien-Styrol-Blend
mit reduziertem PC-Anteil (PC/ABS R) aus dem Prüfprogramm 1 analysiert. Soweit
möglich, �ndet die Kalibrierung von SAMP-1 mit den ursprünglichen 2D-DIC-Daten
statt. Die nachträglich durchgeführten, mit 3D-DIC erfassten Versuche für_"nom =
10� 5 ms� 1 werden ausschlieÿlich zur Bestimmung von� p und ~� t herangezogen.

Charakterisierung des elastischen Materialverhaltens

Zur Charakterisierung des elastischen Materialverhaltens wird dehnratenübergreifend
für alle mit 2D-DIC erfassten Versuche die FunktionM nach Gl. (5.42) ausgewertet
und jeweils die Obergrenze des Vertrauensbereichs durch das Kriterium aus Gl. (5.45)
identi�ziert. Da die Nutzung dieses arithmetischen Mittels vonT=S und S=T durch
die inhärente Dämpfung von Schwingungen auf den Umgang mit verrauschten Messda-
ten abzielt, basiert die Bestimmung der Parameter des linear-elastischen bzw. bei den
anderen Beispielen viskoelastischen Regimes auf den ungeglätteten Daten.

Die linke Seite von Abb. 6.2 zeigt als dicke farbige Linien die entsprechenden Verläufe von
M über der technischen Längsdehnung. Sobald zum letzten MalM � 1+ � 2 ist, wird je-
weils die Obergrenze des Vertrauensbereichs erreicht. Der Schwellenwert entspricht der
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dünnen schwarzen Strichpunktlinie. In den technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven
auf der rechten Seite der Abbildung, deren Darstellung nur bis zum jeweiligen Maxi-
mum bei "0;xx jP erfolgt, sind die zu"0;xx j � gehörenden Punkte durch ein Kreuz markiert.
Abb. 6.2 bis Abb. 6.4 verwenden dieselbe Farbgebung: Blau entspricht_"nom = 10� 5 ms� 1,
Grün _"nom = 10� 3 ms� 1 und Rot _"nom = 10� 1 ms� 1. Farbnuancen deuten die unterschied-
lichen Versuchswiederholungen an.

Abbildung 6.2: PC/ABS R: Vertrauensbereiche

Durch Lösen von Gl. (5.49) lässt sich für jeden einzelnen Versuch eine InitialsteigungD �

bestimmen. Davon unabhängig ergibt sich der funktionale ZusammenhangD( _"e� ) aus
Gl. (5.32) dehnratenübergreifend auf Basis aller Datenpunkte innerhalb der Vertrauens-
bereiche durch Lösen von Gl. (5.47). Da der Thermoplast kein viskoelastisches Verhalten
zeigt, wird als Grad der Funktion ` = 0 gewählt. Entsprechend entfallen in den Di�e-
rentialgleichungen die Relaxationsrate� und die variable Materialstei�gkeit EV . Damit
entspricht nach Kap. 5.5.2 die Initialsteigung der Spannungs-Dehnungs-Kurven dem
Elastizitätsmodul.

Auf der linken Seite von Abb. 6.3 sind die versuchsspezi�schenD � über den Werten für
_"e� aufgetragen, bei denen das später mit ihnen bestimmte� �

E eines Versuchs erreicht
wird. Auÿerdem ist die dehnratenübergreifend kalibrierte FunktionD( _"e� ) zu sehen. Der
Verlauf beginnt bei _"eq = 1;67� 10� 7 ms� 1, was sich gemäÿ Kap. 5.5.2 an derDIN EN
ISO 527-2 (2012) orientiert und petrolfarben hervorgehoben ist. Der rechte Teil der
Abbildung zeigt durchgezogen und farbig die technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven
der Versuche bis zum jeweiligen Maximum bei"0;xx jP . Ergänzt werden sie um eine
schwarze Strichpunktlinie durch den Ursprung mit der SteigungD = EC .
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.3: PC/ABS R: Ermittlung von D( _"e� )

Bezogen auf den im Datenblatt des Werksto�s angegebenen Elastizitätsmodul,2;35 GPa,
weist EC mit 2;41 GPaeine relative Abweichung von2;6 %auf, was eine sehr gute Über-
einstimmung darstellt. Allerdings sollte bei dieser Plausibilitätsprüfung insbesondere be-
achtet werden, dass der Datenblattwert auf Versuche mit direkt im Spritzgussverfahren
hergestellten Prü�ingen einer anderen Dicke zurückgeht. Auch bei einem Thermoplast
mit in sehr guter Näherung isotropen Eigenschaften kann dies zu gewissen Abweichungen
im beobachteten Materialverhalten führen (siehe Kap. 5.5.2).

Wie bereits angedeutet, werden die versuchsspezi�schenD � genutzt, um mit Gl. (5.50)
die Elastizitätsgrenze� �

E eines Versuchs zu approximieren. In Abb. 6.4 sind die resultie-
renden diskreten Werte aus allen Versuchen analog zur linken Seite von Abb. 6.3 über
den Werten für _"e� aufgetragen, bei denen jeweils das Erreichen von� �

E statt�ndet. Der
ebenfalls gezeigte funktionale Zusammenhang� E ( _"e� ) aus Gl. (5.38) folgt durch Lösen
von Gl. (5.51) unter Berücksichtigung der Nebenbedingung aus Gl. (5.39) für_"e� � _"eq.
Da die Datenlage auf eine lineare Beziehung zwischen� E und ln ( _"e� =_" ref ) schlieÿen
lässt, wird als Grad der Funktionv = 1 gewählt. Wie auf der linken Seite von Abb. 6.3
ist _"eq petrolfarben eingezeichnet.

Sobald� E ( _"e� ) bekannt ist, lassen sich mit Gl. (3.9) das linear-elastische und das elasto-
viskoplastische Regime separieren. Innerhalb des Ersteren wird die Querkontraktions-
zahl für alle vorliegenden Datenpunkte bei_"nom = 10� 5 ms� 1 mit Gl. (3.39) bestimmt
und anschlieÿend arithmetisch gemittelt. Dies geschieht unter Beachtung von Kap. 5.5.2.
In Ermangelung von Angaben in den Datenblättern ist es für keinen der in dieser Arbeit
untersuchten Thermoplaste möglich, eine vergleichende Aussage über die Genauigkeit
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Abbildung 6.4: PC/ABS R: Ermittlung von � E ( _"e� )

der bestimmten Querkontraktionszahl zu tre�en. In Tab. 6.1 sind die skalaren Parame-
terwerte für _"eq, EC und � zusammengestellt. Die ebenfalls enthaltene Dichte entstammt
einer Messung im Rahmen der Materialprüfung.

Parameter Wert

_"eq 1;67� 10� 7 ms� 1

EC 2;41 GPa
� 0;38
� 1;13� 10� 6 kg

mm3

Tabelle 6.1: PC/ABS R: skalare Parameter

Bestimmung der plastischen Querkontraktion

Zur Bestimmung der plastischen Querkontraktion werden die mittels 3D-DIC erfassten
Versuche bei_"nom = 10� 5 ms� 1 herangezogen. Wie alle folgenden Auswertungen basiert
sie auf den geglätteten Daten, weil der Programmcode aus Kap. 3 sensitiv gegenüber
verrauschten Messungen ist. Die Berechnung eines� p-Verlaufs erfolgt jeweils für die
beiden materiellen Punkte in der Einschnürebene, die nach Kap. 5.4 zu Beginn des
Versuchs an den Gauÿpunkten liegen.

Eine Darstellung der Ergebnisse �ndet sich auf der linken Seite von Abb. 6.5. Darin
sind die drei Versuchswiederholungen durchgezogen in Blau, Grün und Rot aufgetra-
gen. Farbnuancen dienen der Unterscheidung zwischen den beiden Auswertepunkten.
Als schwarze Strichpunktlinie ist das splinebasiert geglättete arithmetische Mittel der
Ergebnisse eingezeichnet. Dieses wird später im Materialmodell vorgegeben.
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Abbildung 6.5: PC/ABS R: � p- und ~� t -Verläufe bei _"nom = 10 � 5 ms� 1

Aus den � p-Verläufen geht hervor, dass PC/ABS R mit zunehmender uniaxialer plasti-
scher Vergleichsdehnung tendenziell volumenerhaltend plasti�ziert. Bei der gemittelten
Kurve ist nur im Anfangsbereich für ein kleines"pct-Intervall � p < � . Aus diesem Grund
sind im Materialmodell die Auswirkungen der in Kap. 2.2.4 thematisierten Rückkopp-
lung von � p auf � sehr gering.

Die gröÿte Streuung in der plastischen Querkontraktion zeigt sich an den Rändern des
untersuchten Intervalls der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung. In diesen Berei-
chen ist es schwierig, die Güte des splinebasiert geglätteten arithmetischen Mittels zu
bewerten. Allerdings lassen sich die Ursachen für die Oszillationen eingrenzen: Zu Be-
ginn des elasto-viskoplastischen Regimes kann neben Messfehlern die Division sehr klei-
ner plastischer Dehnraten nach Gl. (3.87) und Gl. (3.88) ursächlich sein. Dies zeigt
sich in wesentlich geringerer Ausprägung auch in Kap. 4 bei der Validierung des Pro-
grammcodes mit Ein-Element-Tests. Unabhängig davon wandern ab ca."pct = 0;575
die Ränder der Einschnürzonen der Prü�inge in deren Schulterbereiche, was für einen
raschen Anstieg der Kraftniveaus sorgt. Gleichzeitig verändern sich die Verzerrungen
an den ausgewerteten materiellen Punkten im Vergleich dazu in wesentlich geringerem
Maÿe (Helbig und Haufe (2018)). Da in F der Ein�uss der Wechselwirkung zwi-
schen der Probengeometrie und dem Material dominant ist, sind die Auswirkungen in
den Spannungswerten der"pct- _"pct-� vm -Pfade, welche im nächsten Abschnitt behandelt
werden, am deutlichsten zu sehen. Auch die Störungen in� p lassen sich womöglich teil-
weise darauf zurückführen, wenngleich die Herstellung einer Kausalität angesichts der
Kopplung bei der Lösung der Di�erentialgleichungen schwerfällt.

Der Mechanismus hinter der kontinuierlichen Vergröÿerung der Einschnürzone in Rich-
tung der Einspannung ohne externe Wärmezufuhr wirdTeleskope�ekt genannt und re-
sultiert aus zwei parallel ablaufenden, lokalen Prozessen im Prü�ing: Zum einen �ndet
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aufgrund der Querschnittsreduktion ein Anwachsen der Zugspannung statt. Zum an-
deren verursachen interne Reibungsvorgänge einen Temperaturanstieg. Beides setzt die
Dehnviskosität herab und begünstigt damit das örtliche Flieÿen des Materials. Der Tele-
skope�ekt ist typisch für viele unverstärkte Thermoplaste (Elias (1996)). Ob die Ränder
der Einschnürzone in die Schulterbereiche eines Prü�ings wandern oder nicht, hängt von
der Dehnrate ab. Im vorliegenden Fall tritt dies nur bei_"nom = 10� 5 ms� 1 auf.

Au�ällig an den � p-Verläufen sind die zwei lokalen Minima bei"pct-Werten zwischen0
und 0;05sowie zwischen0;55und 0;6. Neben den bereits thematisierten Punkten können
diese auch auf molekulare Gleitprozesse zurückzuführen sein, die bei unterschiedlichen
Energieniveaus ablaufen (Eyring (1936), Ree und Eyring (1955a), Ree und Ey-
ring (1955b)).

Zur Abschätzung, ob auch spannungs- bzw. verzerrungsinduzierte Anisotropie einen
Anteil an den beobachteten Phänomenen hat, erfolgt mit den totalen Dehnungen die
Approximation des sogenanntenr -Werts nach der DIN EN ISO 10113 (2021) bzw.
Lankford u. a. (1950). Dabei werden keine sich vergröÿernden Abweichungen vom
Wert eins festgestellt, die diesen Verdacht erhärten. Eine Auswertung mit den vorlie-
genden plastischen Dehnungen ist zu vermeiden, weil ihrer Berechnung mit dem Pro-
grammcode aus Kap. 3 die Annahme isotropen Materialverhaltens zugrunde liegt.

Für eine abschlieÿende Ursachenklärung werden weitere Untersuchungen empfohlen. Un-
geachtet der beschriebenen, teilweise mit der Abzugsgeschwindigkeit zusammenhängen-
den E�ekte, zeigen die Untersuchungen von PC/ABS E und PP T20, für die jeweils voll-
ständige 3D-DIC-Datensets vorliegen, keine relevante Dehnratenabhängigkeit der plas-
tischen Querkontraktion. Es bestätigt sich lediglich, dass die Streuung der Ergebnisse
zusammen mit der Dehnrate zunimmt. Aus diesen Gründen bleibt die Strategie nach
Kap. 3.4.1, den� p-Verlauf anhand der langsamsten Versuche zu bestimmen und ihn bei
der Auswertung der schnelleren Materialprüfungen vorzugeben, legitim und zielführend.

Auf der rechten Seite von Abb. 6.5 sind für die mittels 3D-DIC erfassten Versuche die
funktionalen Zusammenhänge~� t ("e� ) dargestellt. Ihre Kalibrierung mit der Methode aus
Kap. 5.5.1 basiert auf den Gauÿpunktapproximationen derx-Komponente des Cauchy-
Spannungstensors nach Gl. (5.18). Analog zur linken Seite der Abbildung sind die drei
Versuchswiederholungen durchgezogen in Blau, Grün und Rot aufgetragen. Farbnuan-
cen dienen der Unterscheidung zwischen den beiden Auswertepunkten. Als schwarze
Strichpunktlinie ist das splinebasiert geglättete arithmetische Mittel der Ergebnisse ein-
gezeichnet. Bei seiner Bestimmung wird der Funktionswert bei"e� = 0 in Gestalt der
zuvor quanti�zierten Querkontraktionszahl als Randbedingung vorgegeben.

Im Gegensatz zu den Ergebnissen für� p zeigt sich in ~� t kein au�älliges Verhalten, wel-
ches gegebenenfalls mit einer Wechselwirkung zwischen der Probengeometrie und dem
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Material in Verbindung gebracht werden kann. Der Grund dafür wird bei Betrachtung
von Gl. (5.30),

~� t =
1

2" xx
ln

 
� xx

� 0;xx

!

;

evident. Einsetzen der Gauÿpunktapproximation für� xx aus Gl. (5.18) sowie� 0;xx aus
Gl. (5.25) führt auf:

~� t =
1

2" xx
ln

� F

b̂�

A0

F

�

=
1

2" xx
ln

� A0

b̂�

�

: (6.1)

Wie zu sehen, kürzt sich die Kraft aus dem Ausdruck. Der Anstieg vonF hat somit auf
~� t nur einen indirekten Ein�uss im Rahmen seiner Wechselwirkung mit" xx , b und �̂ .
Diese ist nicht dominant. Die Beobachtungen decken sich mit den Untersuchungen für
PC/ABS E und PP T20 in Kap. 5.5.1, die für ~� t keinen funktionalen Zusammenhang
mit der Abzugsgeschwindigkeit erkennen lassen.

Charakterisierung des viskoplastischen Materialverhaltens

Mit dem splinebasiert geglätteten arithmetischen Mittel des~� t -Verlaufs lässt sich für alle
mit 2D-DIC aufgezeichneten Versuche� xx an den materiellen Punkten approximieren,
die zu Versuchsbeginn an den Gauÿpunkten liegen. Bei der Berechnung der"pct- _"pct-� vm -
Pfade für die so ergänzte Datenbasis mit dem Programmcode aus Kap. 3 wird das spline-
basiert geglättete arithmetische Mittel des� p-Verlaufs vorgegeben. In Abb. 6.6 sind die
Ergebnisse für sämtliche Versuchswiederholungen der geprüften nominellen Dehnraten
dargestellt. Da pro Versuch nach Kap. 5.4 jeweils zwei materielle Punkte ausgewer-
tet werden, liegen für jede Abzugsgeschwindigkeit sechs Kurven vor. Die Farbe Blau
entspricht _"nom = 10� 5 ms� 1, Grün _"nom = 10� 3 ms� 1 und Rot _"nom = 10� 1 ms� 1. Farb-
nuancen deuten Versuchswiederholungen an.

Die linke Seite von Abb. 6.6 zeigt deutlich, dass die zu_"nom = 10� 5 ms� 1 gehören-
den "pct- _"pct-� vm -Pfade bei groÿen"pct höhere � vm -Werte aufweisen, als diejenigen für
_"nom = 10� 3 ms� 1. Wie bereits ausführlich im vorhergehenden Abschnitt beschrieben,
wird als Hauptursache der Teleskope�ekt angeführt. Exklusiv bei der niedrigsten Dehn-
rate wandern ab ca."pct = 0;575die Ränder der Einschnürzonen der Prü�inge in deren
Schulterbereiche. Aufgrund der Wechselwirkung zwischen der Probengeometrie und dem
Material ist die Verwertbarkeit der erzeugten Daten ab diesem Punkt kritisch zu hin-
terfragen. Da sich überschneidende Flieÿkurven innerhalb vonLS-DYNA programms-
pezi�sche Instabilitäten begünstigen, sollte die zu modellierende Fläche in_"pct-Richtung
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6 Beispielanwendungen

Abbildung 6.6: PC/ABS R: Pfade im "pct- _"pct-� vm -Raum

monoton ansteigen. Dementsprechend müssen die zu_"nom = 10� 5 ms� 1 gehörenden"pct-
_"pct-� vm -Pfade durch Extrapolation sinnvoll ergänzt werden, um dies zu garantieren.

Die Charakterisierung des viskoplastischen Materialverhaltens geschieht nach Kap. 5.5.3.
Im Anschluss an die Erzeugung von repräsentativen Pfaden für die drei untersuchten
Abzugsgeschwindigkeiten werden die Flächenränder de�niert. Entsprechend Gl. (5.58)
und Gl. (5.59) ist _"pct jmin = 4;83� 10� 7 ms� 1 und _"pct jmax = 1;00� 100 ms� 1. Als "pct jmax

wird 0;8 gewählt. Für die Modellierung der Randkurven kommt die Methode2 mit qua-
dratischen Polynomen zum Einsatz. Danach folgt die Extrapolation der repräsentati-
ven Pfade. Zur Wahrung der Monotonie in_"pct-Richtung �ndet die Datenergänzung für
_"nom = 10� 5 ms� 1 bereits ab ca."pct = 0;5 statt. In Abb. 6.7 sind die modellierten Rand-
kurven als dünne schwarze Linien und die repräsentativen Pfade für_"nom = 10� 5 ms� 1,
_"nom = 10� 3 ms� 1 und _"nom = 10� 1 ms� 1 als dickere Verläufe in Blau, Grün und Rot
dargestellt. Der Beginn der jeweiligen Extrapolation ist mit einem Kreuz markiert.

Zusammen bilden die repräsentativen Pfade und Randkurven das Fundament der Flä-
chenkalibrierung. In Abb. 6.8 ist das Ergebnis zusammen mit den originalen"pct- _"pct-� vm -
Pfaden für sämtliche Versuchswiederholungen dargestellt. Das aufgespannte Kontroll-
netz weist einundsechzig Eckpunkte in%1-Richtung und drei Eckpunkte in %2-Richtung
auf. Für die B-Spline-Ordnungen wird jeweils ein Wert von drei gewählt. Durch Schnei-
den der Fläche bei konstanten_"pct folgt die Flieÿkurvenschar zur Kalibrierung von
SAMP-1. Die entsprechenden zehn Flächenschnitte sind in Abb. 6.8 als dünne schwarze
Linien eingezeichnet. Eine äquivalente Darstellung zeigt Abb. 6.9.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.7: PC/ABS R: Konstruktion der Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum

Abbildung 6.8: PC/ABS R: Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum
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6 Beispielanwendungen

Abbildung 6.9: PC/ABS R: Flieÿkurvenschar

Gegenüberstellung von Versuchen und Simulationen

Für jede geprüfte nominelle Dehnrate, sowohl aus dem mit 2D-DIC als auch aus dem
mit 3D-DIC erfassten Teil der Datenbasis, wird ein repräsentativer Versuch ausgewählt
und mit LS-DYNA simuliert. Dabei �ndet gemäÿ Kap. 6.1.1 die Vorgabe der versuchs-
spezi�schen Verschiebungu(t) statt.

In Abb. 6.10 sind für einen repräsentativen, mit 3D-DIC erfassten Versuch bei_"nom =
10� 5 ms� 1 die Kraft F und die Querschnitts�ächeA in der EinschnürebenePA über der
Verschiebungu aufgetragen. Für die Versuchsdaten läuft die Bestimmung vonA nach
Kap. 5.3.5 ab. Auf Seiten der Simulation wird für jedes Element inPA auf Basis der An-
fangsdicke� 0 und " zz eine aktuelle Dicke ermittelt und diese mit der Elementbreite mul-
tipliziert. Die Querschnitts�äche ergibt sich anschlieÿend durch Aufsummieren. Sowohl
für F (u) als auch für A(u) zeigt sich insgesamt eine hervorragende Übereinstimmung
zwischen dem Versuch und der Simulation. Die gröÿten Abweichungen im Kraftniveau
treten beim Entfestigen des Materials nach dem Einschnürpunkt auf. Der Grund dafür
liegt vermutlich an der Modellierung der Randkurven. Wie in Kap. 5.5.3 beschrieben,
können in Zukunft zusätzliche Versuche bei den nominellen Dehnraten10� 7 ms� 1 und
101 ms� 1 dazu beitragen, diese zu optimieren. Dadurch lieÿe sich vermutlich die bereits
hohe erzielte Prognosegüte weiter steigern.

Die Auswertung des Dehnungsfelds erfolgt beispielhaft an den Verschiebungenu1 und u2,
die in Abb. 6.10 petrolfarben eingezeichnet sind. In Abb. 6.11 sind die Komponenten" xx ,
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6.2 Modellkalibrierungen

" yy , " zz und " xy des Hencky-Verzerrungstensors zu sehen. Während dabei in der oberen
Hälfte eines jeden Bilds die DIC-Daten dargestellt sind, entspricht die untere Hälfte
den Simulationsergebnissen. Vom Einspannbereich des Prü�ings sind jeweils nur zwei
Elementreihen dargestellt. Grundsätzlich ist beim Vergleich der Felddaten zu beachten,
dass im idealen Fall" xx , " yy und " zz spiegelsymmetrisch zurx-z-Ebene ausfallen und" xy

punktsymmetrisch zum Einschnürzentrum ist.

Abbildung 6.10: PC/ABS R: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.11: PC/ABS R: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)
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Für beide exemplarisch dargestellten Verschiebungen stimmt das prognostizierte Deh-
nungsfeld sehr gut mit den DIC-Daten überein. Diese Aussage lässt sich für den ge-
samten Bereich vonu verallgemeinern. Abgesehen davon zeigt Abb. 6.11 deutlich, dass
die DIC-Messung auf den für die Kamera erfassbaren Bereich zwischen den Spannba-
cken beschränkt ist. Zur Veranschaulichung werden die DIC-Daten links und rechts mit
einem schwarzen Rahmen ergänzt, der die Auÿenkanten des Prü�ings anzeigt. Die klei-
nen schwarzen Pfeile deuten die Einschnürebene an. Unter jedem Bild �ndet sich ein
Zahlenwert, der angibt, um welchen Betrag sich die Verzerrung im Einschnürzentrum
(EZ) in PA zwischen dem Versuch und der Simulation unterscheidet. Bei seiner Inter-
pretation ist zu beachten, dass die materielle Lage der Ebene im Versuch zu Beginn des
Einschnürvorgangs identi�ziert wird. Aufgrund von Imperfektionen des Materials und
des Probekörpers stimmt sie nicht zwangsweise mit dery-z-Ebene überein, welche den
Prü�ing zum Zeitpunkt t = 0 mittig schneidet. Auÿerdem wächst die Einschnürzone in
x-Richtung nicht notwendigerweise exakt symmetrisch zuPA . Das bedeutet, dass die
kleinste Probenbreite, die geringste Querschnitts�äche sowie die betragsmäÿig höchsten
Verzerrungen inx-, y- und z-Richtung mit fortschreitender Versuchsdauer leicht versetzt
zur Einschnürebene auftreten können.

Im Folgenden werden die mit 2D-DIC erfassten Versuche mit PC/ABS R betrachtet.
Da keine dreidimensionalen Daten vorliegen, wird anstelle der Querschnitts�äche die
Probenbreite b in der Einschnürebene über der Verschiebung aufgetragen. Auch eine
dedizierte Betrachtung von" zz ist aus dem genannten Grund nicht möglich. Nach dem
vorgestellten Schema wird in Abb. 6.12 und Abb. 6.13 ein repräsentativer Versuch bei
_"nom = 10� 5 ms� 1, in Abb. 6.14 und Abb. 6.15 einer bei_"nom = 10� 3 ms� 1 und in
Abb. 6.16 und Abb. 6.17 einer bei_"nom = 10� 1 ms� 1 betrachtet. Anhand der Gegen-
überstellungen von Versuchen und zugehörigen Simulationen kann für alle Abzugsge-
schwindigkeiten eine sehr hohe Prognosegüte festgestellt werden. Dies bestätigt die An-
wendbarkeit des gesamten Verfahrens.

Ähnlich zu den repräsentativen Versuchen für_"nom = 10� 5 ms� 1 nach Abb. 6.10 bzw.
Abb. 6.12 zeigen sich für den Versuch bei_"nom = 10� 1 ms� 1 gemäÿ Abb. 6.16 gröÿere Ab-
weichungen im Kraftniveau beim Entfestigen des Materials nach dem Einschnürpunkt.
Als Grund dafür kommt, wie bereits thematisiert, die Modellierung der Randkurven
nach Kap. 5.5.3 infrage. Dafür spricht auch, dass gemäÿ Abb. 6.14 für einen Versuch
bei der mittleren der drei untersuchten Abzugsgeschwindigkeiten die Abweichungen in
diesem Bereich wesentlich geringer sind.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.12: PC/ABS R: F (u) und b(u) bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (2D-DIC)

Abbildung 6.13: PC/ABS R: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (2D-DIC)
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Abbildung 6.14: PC/ABS R: F (u) und b(u) bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (2D-DIC)

Abbildung 6.15: PC/ABS R: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (2D-DIC)
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Abbildung 6.16: PC/ABS R: F (u) und b(u) bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (2D-DIC)

Abbildung 6.17: PC/ABS R: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (2D-DIC)

6.2.2 PC/ABS-Blend mit erhöhtem PC-Anteil

Beim zweiten betrachteten Thermoplast handelt es sich um das Polycarbonat/Acryl-
nitril-Butadien-Styrol-Blend mit erhöhtem PC-Anteil (PC/ABS E) aus dem Prüfpro-
gramm2. Sofern nicht anders angegeben, entsprechen im Folgenden die Vorgehensweisen
und Darstellungsarten denen aus Kap. 6.2.1.
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Charakterisierung des viskoelastischen Materialverhaltens

Abb. 6.18 zeigt links die Verläufe vonM und rechts die Obergrenzen der Vertrauensbe-
reiche in den technischen Spannungs-Dehnungs-Diagrammen.

Abbildung 6.18: PC/ABS E: Vertrauensbereiche

Auf der linken Seite von Abb. 6.19 sind die versuchsspezi�schenD � der davon unabhän-
gig dehnratenübergreifend kalibrierten FunktionD( _"e� ) gegenübergestellt. Petrolfarben
ist das nachDIN EN ISO 527-2 (2012) zu1;67� 10� 7 ms� 1 gewählte _"eq eingezeichnet.
Im Gegensatz zu PC/ABS R verhält sich PC/ABS E viskoelastisch. Indem als Grad der
Funktion aus Gl. (5.32) ` = 2 gewählt wird, lässt sich eine gute Approximation der In-
itialsteigungen ermitteln. Die Lösung von Gl. (5.47) erfolgt unter Berücksichtigung der
Nebenbedingung aus Gl. (5.33) für_"e� � _"eq. Im rechten Teil der Abbildung werden die
technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven der Versuche um eine Fläche ergänzt, deren
Steigung in"0;xx -Richtung D( _"e� ) entspricht.

Bei _"eq lässt sich gemäÿ den Überlegungen aus Kap. 5.5.2 fürEC ein Wert von 2;27 GPa
ermittelt, was eine relative Abweichung von1;3 % vom im Datenblatt des Werksto�s
angegebenen Elastizitätsmodul,2;30 GPa, bedeutet und die Anwendbarkeit des semi-
empirischen Vorgehens bestätigt.

In Abb. 6.20 sind die versuchsspezi�schen Elastizitätsgrenzen sowie die dehnratenüber-
greifend kalibrierte Funktion � E ( _"e� ) eingezeichnet. Der gewählte Grad istv = 2. Sobald
� E ( _"e� ) bekannt ist, können mit Gl. (3.9) das viskoelastische und das viskoelasto-visko-
plastische Regime separiert werden.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.19: PC/ABS E: Ermittlung von D( _"e� )

Abbildung 6.20: PC/ABS E: Ermittlung von � E ( _"e� )

Bei der Betrachtung der rechten Seite von Abb. 6.19 fallen für die höchste geprüfte
nominelle Dehnrate10� 1 ms� 1 zu Versuchsbeginn Schwingungen in_"e� -Richtung auf,
welche mit der Beschleunigung und dem Einkoppeln des Kolbens der dynamischen
Zugprüfmaschine zusammenhängen. Da sich das Verhalten auf sehr kleine Werte für
"0;xx beschränkt, spielt es bei der dehnratenübergreifenden Bestimmung der Initialstei-
gung der technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven eine untergeordnete Rolle und wird
deshalb vernachlässigt. Hingegen haben solche E�ekte einen wesentlich gröÿeren Stör-
ein�uss auf die Bestimmung von� und EV . Aus diesem Grund erfolgt bei der Ermitt-
lung der genannten Gröÿen keine Berücksichtigung der Anlaufphase der Versuche für
_"nom = 10� 1 ms� 1. Dies geschieht, indem aus den zugehörigen drei Versuchswieder-
holungen nur solche Datenpunkte weiterverarbeitet werden, deren e�ektive Dehnrate
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einen Mindestwert _"e� j lowest überschreitet. Für alle im Rahmen dieser Arbeit behandel-
ten Thermoplaste gilt:

_"e� j lowest = 0;5 � _"e� jnE : (6.2)

Dabei ist _"e� jnE die e�ektive Dehnrate, welche dem letzten Datenpunkt im viskoelasti-
schen Regime zugeordnet wird.

Nach Kap. 3.2.3 und Kap. 5.5.2 folgen mit dem ermitteltenEC für alle herangezoge-
nen Datenpunkte des viskoelastischen Regimes in Abhängigkeit von� diskrete Werte
für EV . Um einen dehnratenübergreifenden funktionalen Zusammenhang zu erhalten,
wird Gl. (5.48) mit der Nebenbedingung aus Gl. (5.37) für_"e� � _"eq gelöst. In diesem
Zusammenhang ist der Grad der Funktion aus Gl. (5.36)h = 2. In Abb. 6.21 sind
die resultierenden Kurven visualisiert. Darin entspricht jede betrachtete Relaxations-
rate einer Farbe. Ergänzt werden die Verläufe durch die diskreten Werte fürEV , die
als Punktmarkierungen eingezeichnet sind. Als dünne schwarze Strichpunktlinie ist die
dehnratenabhängige Initialsteigung abzüglichEC dargestellt. Wie aus der Abbildung
hervorgeht, wirkt sich ein Anstieg von� umso stärker auf die diskreten Werte fürEV

aus, je niedriger die e�ektive Dehnrate ist. Dies hat zur Folge, dass ab einem bestimmten
Punkt, selbst unter Berücksichtigung der Versuchsstreuung, Gl. (3.38) nicht mehr als
erfüllt angesehen werden kann. Im vorliegenden Fall kommt es ab� = 10� 2 ms� 1 zu
unplausiblen Ergebnissen, weil sich für die Versuche bei_"nom = 10� 5 ms� 1 tendenziell
höhere diskrete Werte fürEV ergeben, als für die Versuche bei_"nom = 10� 3 ms� 1. Da
gemäÿ Kap. 3.2.3 als Relaxationsrate der gröÿte Wert auszuwählen ist, bei dem die ge-
nannte Bedingung gilt, wird für die Modellkalibrierung � = 10� 3 ms� 1 identi�ziert. Es
zeigt sich, dass(D � EC ) eine akzeptable Approximation für den resultierenden funktio-
nalen ZusammenhangEV ( _"e� ) ist. Bei _"e� = 101 ms� 1 beträgt die relative Abweichung
bezogen aufEV 5;7 %.

Die Bestimmung der Querkontraktionszahl läuft analog zu Kap. 6.2.1 ab. Eine Zu-
sammenstellung der skalaren Parameter der Modellkalibrierung für PC/ABS E �ndet
sich in Tab. 6.2. Dort ist auch der gewählte FaktorFILT zur Dehnraten�lterung an-
gegeben, der einem erfahrungsbasierten Standard entspricht (Hallquist (2020b)). Ein
Wert von null, wie er in Kap. 4 bei der Validierung des Programmcodes aus Kap. 3
mit Ein-Element-Tests verwendet wird, ist im Hinblick auf den Einsatz des kalibrierten
Materialmodells in der Praxis nicht empfehlenswert.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.21: PC/ABS E: Ermittlung von � und EV ( _"e� ; � )

Parameter Wert

_"eq 1;67� 10� 7 ms� 1

EC 2;27 GPa
� 10� 3 ms� 1

� 0;32
� 1;14� 10� 6 kg

mm3

FILT 0;95

Tabelle 6.2: PC/ABS E: skalare Parameter

Bestimmung der plastischen Querkontraktion

Im Gegensatz zu PC/ABS R stehen für PC/ABS E gemäÿ Kap. 5.1 für alle geprüf-
ten nominellen Dehnraten 3D-DIC-Daten zur Verfügung. Infolge der Überlegungen aus
Kap. 3.4.1 sowie Kap. 6.2.1 wird der� p-Verlauf dennoch exklusiv anhand der Versuche
bei _"nom = 10� 5 ms� 1 ermittelt. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.22 dargestellt.

Ähnlich zu PC/ABS R plasti�ziert PC/ABS E mit zunehmender uniaxialer plastischer
Vergleichsdehnung tendenziell volumenerhaltend. Zu keinem Zeitpunkt ist in der gemit-
telten Kurve � p < � , weswegen im Materialmodell keine Rückkopplung nach Kap. 2.2.4
erfolgt.
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Abbildung 6.22: PC/ABS E: � p-Verläufe bei _"nom = 10 � 5 ms� 1

Analog zu den Ergebnissen für PC/ABS R zeigt sich die gröÿte Streuung an den Rändern
des untersuchten Intervalls der uniaxialen plastischen Vergleichsdehnung. Die Grün-
de dafür sind die gleichen wie in Kap. 6.2.1. Auch für den hier untersuchten Ther-
moplast ist der Teleskope�ekt typisch. Bedingt durch dieses Phänomen wandern bei
_"nom = 10� 5 ms� 1 ab ca. "pct = 0;6 die Ränder der Einschnürzonen der Prü�inge in de-
ren Schulterbereiche. Der mit den totalen Dehnungen angenäherter -Wert deutet keine
spannungs- bzw. verzerrungsinduzierte Anisotropie an.

Da die Datenbasis ausschlieÿlich 3D-DIC-Daten beinhaltet, erübrigt sich die Notwendig-
keit des semi-empirischen Ansatzes aus Kap. 5.5.1 zum Umgang mit 2D-DIC-Daten.

Charakterisierung des viskoplastischen Materialverhaltens

Bei der Berechnung der Pfade im"pct- _"pct-� vm -Raum wird gemäÿ Kap. 3.4.1 das spline-
basiert geglättete arithmetische Mittel des� p-Verlaufs vorgegeben. In Abb. 6.23 sind die
Ergebnisse für sämtliche Versuchswiederholungen der geprüften nominellen Dehnraten
dargestellt.

Die linke Seite der Abbildung zeigt deutlich, dass die zu_"nom = 10� 5 ms� 1 gehörenden
"pct- _"pct-� vm -Pfade bei groÿen"pct höhere� vm -Werte aufweisen, als diejenigen für_"nom =
10� 3 ms� 1. Der Grund dafür ist, wie in Kap. 6.2.1, der Teleskope�ekt, infolgedessen ab
ca."pct = 0;6 ein rascher Anstieg des Kraftniveaus erfolgt. Aufgrund der Wechselwirkung
zwischen der Probengeometrie und dem Materialverhalten ist die Verwertbarkeit der
erzeugten Daten ab diesem Punkt kritisch zu hinterfragen. Obwohl die Versuche bei
den beiden höheren Abzugsgeschwindigkeiten bei ähnlichen Werten für"pct versagen,
sind die jeweiligen Einschnürzonen aufgrund der materiellen Viskosität von geringerer
Ausdehnung, so dass dort das beschriebene Phänomen nicht auftritt.

156



6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.23: PC/ABS E: Pfade im "pct- _"pct-� vm -Raum

Bezüglich der Flächenkonstruktion ist _"pct jmin = 1;00 � 10� 6 ms� 1, _"pct jmax = 1;00 �
100 ms� 1 und "pct jmax = 0;8. Für die Modellierung der Randkurven kommt die Methode2
aus Kap. 5.5.3 mit quadratischen Polynomen zum Einsatz. Danach folgt die Extrapolati-
on der repräsentativen Pfade. Zur Sicherstellung einer in_"pct-Richtung monoton anstei-
genden Fläche �ndet die Datenergänzung für_"nom = 10� 5 ms� 1 bereits ab ca."pct = 0;55
statt. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.24 visualisiert.

Abbildung 6.24: PC/ABS E: Konstruktion der Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum
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Zusammen bilden die repräsentativen Pfade und Randkurven das Fundament der Flä-
chenkalibrierung. In Abb. 6.25 ist das Ergebnis zusammen mit den originalen"pct-
_"pct-� vm -Pfaden für sämtliche Versuchswiederholungen dargestellt. Das aufgespannte
Kontrollnetz weist einundsechzig Eckpunkte in%1-Richtung und drei Eckpunkte in %2-
Richtung auf. Für die B-Spline-Ordnungen wird jeweils ein Wert von drei gewählt. Die
generierte Flieÿkurvenschar �ndet sich in Abb. 6.26.

Abbildung 6.25: PC/ABS E: Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum

Abbildung 6.26: PC/ABS E: Flieÿkurvenschar
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Gegenüberstellung von Versuchen und Simulationen

Wie bereits erwähnt, liegen für die Materialprüfungen mit PC/ABS E stets 3D-DIC-
Daten vor. In Abb. 6.27 und Abb. 6.28 wird ein repräsentativer Versuch bei_"nom =
10� 5 ms� 1, in Abb. 6.29 und Abb. 6.30 einer bei_"nom = 10� 3 ms� 1 und in Abb. 6.31 und
Abb. 6.32 einer bei_"nom = 10� 1 ms� 1 betrachtet.

Abbildung 6.27: PC/ABS E: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.28: PC/ABS E: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)
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Abbildung 6.29: PC/ABS E: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.30: PC/ABS E: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (3D-DIC)

Generell kann eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den Versuchen und den Si-
mulationen festgehalten werden. Lediglich bei_"nom = 10� 1 ms� 1 ergeben sich gemäÿ
Abb. 6.31 gröÿere Abweichungen inF (u) und A(u) beim Entfestigen des Materials nach
dem Einschnürpunkt. In diesem Zusammenhang verhält sich das betrachtete PC/ABS E
ähnlich zum vorhergehenden PC/ABS R. Als Grund dafür wird, wie bereits themati-
siert, die Modellierung der Randkurven nach Kap. 5.5.3 vermutet. Darüber hinaus ist zu
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6.2 Modellkalibrierungen

beachten, dass die Einschnürzone inx-Richtung nicht exakt symmetrisch zuPA wächst.
Das bedeutet, dass die kleinste Probenbreite, die geringste Querschnitts�äche sowie die
betragsmäÿig höchsten Verzerrungen inx-, y- und z-Richtung mit fortschreitender Ver-
suchsdauer leicht versetzt zur Einschnürebene auftreten.

Abbildung 6.31: PC/ABS E: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.32: PC/ABS E: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (3D-DIC)
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6 Beispielanwendungen

6.2.3 Reines Polypropylen

Als dritter Thermoplast wird das reine Polypropylen (PP) aus dem Prüfprogramm1
betrachtet. Wie für PC/ABS R erfolgt die Kalibrierung, soweit möglich, anhand der
ursprünglichen 2D-DIC-Daten. Die nachträglich durchgeführten, mit 3D-DIC erfassten
Versuche für _"nom = 10� 5 ms� 1 werden ausschlieÿlich zur Bestimmung von� p und ~� t

herangezogen. Das Vorgehen ist analog zu Kap. 6.2.1 bzw. Kap. 6.2.2.

Charakterisierung des viskoelastischen Materialverhaltens

Abb. 6.33 zeigt links die Verläufe vonM und rechts die Obergrenzen der Vertrauensbe-
reiche in den technischen Spannungs-Dehnungs-Diagrammen.

Abbildung 6.33: PP: Vertrauensbereiche

Auf der linken Seite von Abb. 6.34 sind die versuchsspezi�schenD � der davon unabhän-
gig dehnratenübergreifend kalibrierten FunktionD( _"e� ) gegenübergestellt. Petrolfarben
ist _"eq = 1;67� 10� 7 ms� 1 hervorgehoben. Da sich PP viskoelastisch verhält, ist zur
Approximation der Initialsteigungen mit Gl. (5.32) ein Grad ` > 0 zu wählen. Im kon-
kreten Fall führt ` = 1 zu einer plausiblen analytischen Beschreibung. Im rechten Teil
der Abbildung werden die technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven der Versuche um
eine Fläche ergänzt, deren Steigung in"0;xx -Richtung D( _"e� ) entspricht.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.34: PP: Ermittlung von D( _"e� )

Gemäÿ Kap. 5.5.2 lässt sich fürEC ein Wert von 1;06 GPa ermitteln, was eine relative
Abweichung von 5;0 % vom im Datenblatt des Werksto�s angegebenen Elastizitäts-
modul, 1;01 GPa, bedeutet.

In Abb. 6.35 sind die versuchsspezi�schen Elastizitätsgrenzen sowie die dehnratenüber-
greifend kalibrierte Funktion � E ( _"e� ) eingezeichnet. Der gewählte Grad istv = 2.

Abbildung 6.35: PP: Ermittlung von � E ( _"e� )

Im Anschluss an die Quanti�zierung vonEC folgen für alle herangezogenen Datenpunk-
te des viskoelastischen Regimes in Abhängigkeit von� diskrete Werte für EV , die sich
durch den analytischen Ansatz aus Gl. (5.36) approximieren lassen. Der Grad der Funk-
tion wird als h = 2 festgelegt. Die diskreten Werte und kalibrierten Kurven sind in
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Abb. 6.36 visualisiert. Als dünne schwarze Strichpunktlinie ist die dehnratenabhängi-
ge Initialsteigung abzüglichEC dargestellt. Das beobachtete Verhalten ähnelt dem von
PC/ABS E. Bei � = 10� 1 ms� 1 fallen die ermittelten diskreten Werte für EV für die
niedrigste geprüfte nominelle Dehnrate teilweise so hoch aus, dass sie auÿerhalb des
Bildbereichs liegen. Bereits ab� = 10� 2 ms� 1 kommt es zu mit Gl. (3.38) unvereinbaren
Ergebnissen, weil sich für die Versuche bei_"nom = 10� 5 ms� 1 tendenziell höhere diskrete
Werte für EV ergeben, als für die Versuche bei_"nom = 10� 3 ms� 1. Aus diesem Grund
wird zur Modellkalibrierung � = 10� 3 ms� 1 identi�ziert. Wieder ist (D � EC ) eine ak-
zeptable Approximation für den resultierenden funktionalen ZusammenhangEV ( _"e� ).
Bei _"e� = 101 ms� 1 beträgt die relative Abweichung bezogen aufEV 5;9 %.

Abbildung 6.36: PP: Ermittlung von � und EV ( _"e� ; � )

Die skalaren Parameter der Modellkalibrierung für das PP �nden sich in Tab. 6.3.

Parameter Wert

_"eq 1;67� 10� 7 ms� 1

EC 1;06 GPa
� 10� 3 ms� 1

� 0;38
� 9;05� 10� 7 kg

mm3

FILT 0;95

Tabelle 6.3: PP: skalare Parameter
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6.2 Modellkalibrierungen

Bestimmung der plastischen Querkontraktion

Zur Bestimmung des� p-Verlaufs werden die mittels 3D-DIC erfassten Versuche bei
_"nom = 10� 5 ms� 1 ausgewertet. Die Ergebnisse sind auf der linken Seite von Abb. 6.37
dargestellt.

Abbildung 6.37: PP: � p- und ~� t -Verläufe bei _"nom = 10 � 5 ms� 1

Die plastische Querkontraktion des PP variiert innerhalb eines groÿen Wertebereichs,
der beidseitig bis an die Grenzen des Modells heranreicht. Während der Thermoplast
zunächst unter starker Volumenzunahme plasti�ziert, kehrt sich dieses Verhalten ab ca.
"pct = 0;15 um und der � p-Verlauf strebt gegen einen Wert von0;5. Die Gründe dafür
werden auf molekularer Ebene vermutet. Da die Querkontraktionszahl gemäÿ Tab. 6.3
einen Wert von 0;38 aufweist, gilt für einen Groÿteil des analysierten"pct-Intervalls:
� p < � . Dort ist im Materialmodell die in Kap. 2.2.4 thematisierte Rückkopplung von
� p auf � aktiv.

Am gröÿten fällt die Streuung ab ca."pct = 1;25aus. Als Hauptgrund werden Messfehler
angesehen, weil das stochastische Muster bei solch groÿen Dehnungen stark verzerrt wird
und die Qualität der Grauwertkorrelation nach Kap. 2.3 entsprechend sinkt. Angesichts
der besonderen Sensitivität der Bestimmung von� p ist das beobachtete Verhalten plausi-
bel. Eine Näherung desr -Werts mit den totalen Dehnungen deutet nicht auf spannungs-
bzw. verzerrungsinduzierte Anisotropie hin.

Auf der rechten Seite von Abb. 6.37 sind für die mittels 3D-DIC erfassten Versu-
che die funktionalen Zusammenhänge~� t ("e� ) dargestellt. Ihre Kalibrierung basiert auf
den Gauÿpunktapproximationen derx-Komponente des Cauchy-Spannungstensors nach
Gl. (5.18). Ergänzt werden die Verläufe durch ihr splinebasiert geglättetes arithmetisches
Mittel. Für "e� = 0 wird diesem der Wert der vorab bestimmten Querkontraktionszahl
zugeschrieben.
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Charakterisierung des viskoplastischen Materialverhaltens

Mit dem splinebasiert geglätteten arithmetischen Mittel des~� t -Verlaufs lässt sich für alle
mit 2D-DIC aufgezeichneten Versuche� xx an den materiellen Punkten approximieren,
die zu Versuchsbeginn an den Gauÿpunkten liegen. Bei der Berechnung der"pct- _"pct-
� vm -Pfade für die so ergänzte Datenbasis wird das splinebasiert geglättete arithmeti-
sche Mittel des� p-Verlaufs vorgegeben. In Abb. 6.38 sind die Ergebnisse für sämtliche
Versuchswiederholungen der geprüften nominellen Dehnraten dargestellt.

Abbildung 6.38: PP: Pfade im "pct- _"pct-� vm -Raum

Nach der Erzeugung von repräsentativen Pfaden für die drei untersuchten Abzugs-
geschwindigkeiten werden die Flächenränder de�niert. Entsprechend Gl. (5.58) und
Gl. (5.59) ist _"pct jmin = 1;00 � 10� 6 ms� 1 und _"pct jmax = 1;00 � 100 ms� 1. Als "pct jmax

wird 1;6 gewählt. Aufgrund der stark unterschiedlichen Länge der repräsentativen Pfa-
de in "pct-Richtung wird bei der Modellierung der Randkurven auf die Methode1 aus
Kap. 5.5.3 gesetzt. Nach dem ersten lokalen Maximum erfolgt diese mit der Steigung
@�vm =@"pct des repräsentativen Pfads für_"nom = 10� 5 ms� 1. Zur anschlieÿenden Extra-
polation wird ein quadratisches Polynom angenommen. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.39
visualisiert.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.39: PP: Konstruktion der Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum

Zusammen bilden die repräsentativen Pfade und Randkurven das Fundament der Flä-
chenkalibrierung. In Abb. 6.40 ist das Ergebnis zusammen mit den originalen"pct- _"pct-
� vm -Pfaden für sämtliche Versuchswiederholungen dargestellt. Das aufgespannte Kon-
trollnetz weist 121 Eckpunkte in %1-Richtung und drei Eckpunkte in %2-Richtung auf.
Für die B-Spline-Ordnungen wird jeweils ein Wert von drei gewählt. Die generierte
Flieÿkurvenschar �ndet sich in Abb. 6.41.

Abbildung 6.40: PP: Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum
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Abbildung 6.41: PP: Flieÿkurvenschar

Gegenüberstellung von Versuchen und Simulationen

Die Prognosegüte der Modellkalibrierung wird entsprechend des in Kap. 6.2.1 vorgestell-
ten Schemas beurteilt. Zunächst �ndet in Abb. 6.42 und Abb. 6.43 die Betrachtung eines
repräsentativen mit 3D-DIC erfassten Versuchs bei_"nom = 10� 5 ms� 1 statt. Anschlie-
ÿend folgt der mit 2D-DIC erfasste Teil der Datenbasis. In Abb. 6.44 und Abb. 6.45
steht ein repräsentativer Versuch bei_"nom = 10� 5 ms� 1, in Abb. 6.46 und Abb. 6.47
einer bei _"nom = 10� 3 ms� 1 und in Abb. 6.48 und Abb. 6.49 einer bei_"nom = 10� 1 ms� 1

im Fokus.

Wenngleich die Abweichungen in Relation zu den ersten beiden Thermoplasten etwas
gröÿer einzuschätzen sind, lässt der Vergleich zwischen den Versuchen und Simulatio-
nen auch für diesen Werksto� eine hohe Prognosegüte erkennen. Wie beim PC/ABS E
ist zu beachten, dass die Einschnürzone inx-Richtung nicht exakt symmetrisch zuPA

wächst. Aus diesem Grund treten die kleinste Probenbreite, die geringste Querschnitts-
�äche sowie die betragsmäÿig höchsten Verzerrungen inx-, y- und z-Richtung mit fort-
schreitender Versuchsdauer leicht versetzt zur Einschnürebene auf. Die gute Wiedergabe
des Kraftniveaus bekräftigt die Anwendbarkeit des semi-empirischen Vorgehens nach
Kap. 5.5.1 zur Spannungsapproximation für 2D-DIC-Daten.
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Abbildung 6.42: PP: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.43: PP: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)
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Abbildung 6.44: PP: F (u) und b(u) bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (2D-DIC)

Abbildung 6.45: PP: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (2D-DIC)
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Abbildung 6.46: PP: F (u) und b(u) bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (2D-DIC)

Abbildung 6.47: PP: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (2D-DIC)
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Abbildung 6.48: PP: F (u) und b(u) bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (2D-DIC)

Abbildung 6.49: PP: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (2D-DIC)

6.2.4 Polypropylen mit 20 % Talkum

Der letzte untersuchte Thermoplast ist das Polypropylen mit 20 % Talkum (PP T20) aus
dem Prüfprogramm2. Erneut orientieren sich die Ausführungen an den vorhergehenden
Abschnitten.

Charakterisierung des viskoelastischen Materialverhaltens

Abb. 6.50 zeigt links die Verläufe vonM und rechts die Obergrenzen der Vertrauensbe-
reiche in den technischen Spannungs-Dehnungs-Diagrammen.
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6.2 Modellkalibrierungen

Abbildung 6.50: PP T20: Vertrauensbereiche

Im Vergleich zu den vorhergehenden Materialien weichtM für die nominellen Dehnraten
_"nom = 10� 3 ms� 1 und _"nom = 10� 1 ms� 1 wesentlich stärker von einer idealen Ausprä-
gung ab, wie sie Abb. 5.18 zeigt. Der Grund dafür ist, dass sich der näherungsweise
lineare Anfangsbereich in den technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven für PP T20 auf
ein besonders kleines"0;xx -Intervall beschränkt. Die Erfassung der dort vorherrschenden,
sehr kleinen Deformationen ist insbesondere bei hohen Geschwindigkeiten messtechnisch
herausfordernd. Um in Zukunft eine höhere Datenqualität in diesem Versuchsabschnitt
zu erzielen, wird empfohlen, die Aufnahmefrequenz des DIC-Messsystems zu erhöhen.
Darüber hinaus ist es denkbar, die Berechnung des lokalen Sekanten- und Tangenten-
moduls aus Kap. 5.5.2 auf Basis von geglätteten Daten durchzuführen. Obwohl die linke
Seite von Abb. 6.50 auf den ersten Blick so aussieht, als wären die Ergebnisse schwer zu
verwerten, gestatten die Versuchswiederholungen in ihrer Summe eine adäquate Cha-
rakterisierung des viskoelastischen Materialverhaltens.

Auf der linken Seite von Abb. 6.51 sind die versuchsspezi�schenD � der davon unabhän-
gig dehnratenübergreifend kalibrierten FunktionD( _"e� ) gegenübergestellt. Petrolfarben
ist _"eq = 1;67� 10� 7 ms� 1 hervorgehoben. Das viskoelastische Verhalten von PP T20 lässt
sich mit einem Grad von` = 1 in Gl. (5.32) hinreichend gut beschreiben. Im rechten
Teil der Abbildung werden die technischen Spannungs-Dehnungs-Kurven der Versuche
um eine Fläche ergänzt, deren Steigung in"0;xx -Richtung D( _"e� ) entspricht.
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Abbildung 6.51: PP T20: Ermittlung von D( _"e� )

Gemäÿ Kap. 5.5.2 lässt sich fürEC ein Wert von 2;61 GPaermitteln. Da im Datenblatt
des Werksto�s die Angabe eines im Zugversuch bestimmten Elastizitätsmoduls fehlt,
ist eine Plausibilitätsprüfung nur indirekt anhand des darin genanntenBiegemodulsin
Höhe von 2;50 GPa möglich. Bezogen auf diesen beträgt die relative Abweichung von
EC 4;4 %.

Abb. 6.52 zeigt die versuchsspezi�schen Elastizitätsgrenzen sowie die dehnratenüber-
greifend kalibrierte Funktion � E ( _"e� ). Der gewählte Grad istv = 1.

Abbildung 6.52: PP T20: Ermittlung von � E ( _"e� )
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In Abb. 6.53 sind die mit EC ermittelten diskreten Werte für EV und ihre zugehö-
rigen analytischen Beschreibungen dargestellt. Der Grad der Funktion aus Gl. (5.36)
ist h = 2. Ergänzt werden die Darstellungen durch die dehnratenabhängige Initialstei-
gung abzüglichEC , welche als dünne schwarze Strichpunktlinie visualisiert ist. Auch
für PP T20 ähnelt das Verhalten Abb. 6.21 für PC/ABS E und Abb. 6.36 für PP. Da
es bereits ab� = 10� 2 ms� 1 zu mit Gl. (3.38) unvereinbaren Ergebnissen kommt, wird
zur Modellkalibrierung � = 10� 3 ms� 1 identi�ziert. In diesem Fall ist die Verwendung
von (D � EC ) als Approximation für den resultierenden funktionalen Zusammenhang
EV ( _"e� ) wesentlich schlechter als für PC/ABS E und PP. Bei_"e� = 101 ms� 1 beträgt
die relative Abweichung bezogen aufEV bereits 10;9 %.

Abbildung 6.53: PP T20: Ermittlung von � und EV ( _"e� ; � )

Die skalaren Parameter der Modellkalibrierung für PP T20 �nden sich in Tab. 6.4.

Parameter Wert

_"eq 1;67� 10� 7 ms� 1

EC 2;61 GPa
� 10� 3 ms� 1

� 0;31
� 1;08� 10� 6 kg

mm3

FILT 0;95

Tabelle 6.4: PP T20: skalare Parameter
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Bestimmung der plastischen Querkontraktion

Wie beim PC/ABS E stehen für PP T20 gemäÿ Kap. 5.1 dehnratenübergreifend 3D-
DIC-Daten zur Verfügung. Infolge der Überlegungen aus Kap. 3.4.1 wird der� p-Verlauf
dennoch exklusiv anhand der Versuche bei_"nom = 10� 5 ms� 1 ermittelt. Die Ergebnisse
sind in Abb. 6.54 dargestellt.

Abbildung 6.54: PP T20: � p-Verläufe bei _"nom = 10 � 5 ms� 1

Es zeigt sich, dass PP T20 mit zunehmender Längsdehnung unter starker Volumenzu-
nahme plasti�ziert. Da die Querkontraktionszahl gemäÿ Tab. 6.4 einen Wert von0;31
aufweist, ist für nahezu das gesamte analysierte"pct-Intervall � p < � , was im Material-
modell die in Kap. 2.2.4 thematisierte Rückkopplung von� p auf � aktiviert. In keinem
Bereich streuen die Kurven besonders stark.

Charakterisierung des viskoplastischen Materialverhaltens

Bei der Berechnung der Pfade im"pct- _"pct-� vm -Raum wird gemäÿ Kap. 3.4.1 das spline-
basiert geglättete arithmetische Mittel des� p-Verlaufs vorgegeben. In Abb. 6.55 sind die
Ergebnisse dargestellt.

Bezüglich der Flächenkonstruktion ist _"pct jmin = 1;98 � 10� 7 ms� 1, _"pct jmax = 1;00 �
100 ms� 1 und "pct jmax = 0;8. Aufgrund der stark unterschiedlichen Länge der reprä-
sentativen Pfade in"pct-Richtung wird bei der Modellierung der Randkurven auf die
Methode 1 aus Kap. 5.5.3 gesetzt. Nach dem ersten lokalen Maximum erfolgt diese
mit der Steigung @�vm =@"pct des repräsentativen Pfads für_"nom = 10� 5 ms� 1. Zur an-
schlieÿenden Extrapolation wird ein quadratisches Polynom angenommen. Die positive
Steigung ab ca."pct = 0;5, welche einer Materialverfestigung entspricht, hat günstige
Auswirkungen auf die Robustheit und Stabilität der Simulation. In Abb. 6.56 sind die
Ergebnisse visualisiert.
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Abbildung 6.55: PP T20: Pfade im "pct- _"pct-� vm -Raum

Abbildung 6.56: PP T20: Konstruktion der Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum
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Zusammen bilden die repräsentativen Pfade und Randkurven das Fundament der Flä-
chenkalibrierung. In Abb. 6.57 ist das Ergebnis zusammen mit den originalen"pct-
_"pct-� vm -Pfaden für sämtliche Versuchswiederholungen dargestellt. Das aufgespannte
Kontrollnetz weist einundsechzig Eckpunkte in%1-Richtung und drei Eckpunkte in %2-
Richtung auf. Für die B-Spline-Ordnungen wird jeweils ein Wert von drei gewählt. Die
generierte Flieÿkurvenschar �ndet sich in Abb. 6.58.

Abbildung 6.57: PP T20: Fläche im "pct- _"pct-� vm -Raum

Abbildung 6.58: PP T20: Flieÿkurvenschar
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Gegenüberstellung von Versuchen und Simulationen

Die Gegenüberstellung von Versuchen und Simulationen erfolgt analog zu PC/ABS E
in Kap. 6.2.2. In Abb. 6.59 und Abb. 6.60 wird ein repräsentativer Versuch bei_"nom =
10� 5 ms� 1, in Abb. 6.61 und Abb. 6.62 einer bei_"nom = 10� 3 ms� 1 und in Abb. 6.63 und
Abb. 6.64 einer bei_"nom = 10� 1 ms� 1 betrachtet.

Abbildung 6.59: PP T20: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.60: PP T20: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 5 ms� 1 (3D-DIC)
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Abbildung 6.61: PP T20: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.62: PP T20: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 3 ms� 1 (3D-DIC)
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Abbildung 6.63: PP T20: F (u) und A(u) bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (3D-DIC)

Abbildung 6.64: PP T20: Dehnungsfeld bei _"nom = 10 � 1 ms� 1 (3D-DIC)

Während F (u) und A(u) in Versuchen und Simulationen hervorragend übereinstimmen,
zeigen die prognostizierten Dehnungsfelder etwas gröÿere Abweichungen zu den Werten
aus der DIC. Dies ist auf die starke Volumenzunahme beim Plasti�zieren des Materials
zurückzuführen. Da es sich dabei um einen sehr sensitiven Prozess handelt, der in der
Simulation maÿgeblich von der Interaktion zwischen dem� p-Verlauf und den Flieÿkurven
abhängt, ist die Ergebnisqualität insgesamt als hoch einzustufen.
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6.3 Automatisierbarkeit des Verfahrens

Das Verfahren zur direkten Kalibrierung von Materialmodellen leitet die Parameter un-
mittelbar aus Messungen ab und kommt gänzlich ohne ihre iterative Anpassung aus
(Reverse Engineering). Daher eignet es sich intrinsisch für eine durchgängige Automa-
tisierung. Welche zentralen Aspekte in dieser Hinsicht noch adressiert werden müssen,
wird im Folgenden kurz umrissen. Die beschriebenen Prozessschritte setzen an dem
Punkt an, ab welchem die Rohdaten eines Versuchs wie Videoaufnahmen und Kraftsi-
gnal vorliegen. Inwiefern sich die Durchführung von Materialprüfungen z. B. durch ro-
botergestütztes Fertigen, Vorbereiten und Einspannen der Proben automatisieren lässt,
wird an dieser Stelle nicht thematisiert.

Im Rahmen des Postprocessings der DIC-Daten auf Basis von Filmaufnahmen von Ver-
suchen sind aktuell noch einige Tätigkeiten manuell durchzuführen. Dies betri�t die De-
�nition des Koordinatensystems, der Flächenkomponente und der Lage der Einschnür-
ebene inGOM Correlate. Um den Anteil von Handarbeit zu reduzieren bzw. eine sol-
che im Idealfall ganz zu vermeiden, ist die Entwicklung umfangreicher Auswerteskripte
denkbar, die gegebenenfalls auch Bilderkennungsverfahren einschlieÿen.

Ein zentraler Baustein für die durchgängige Automatisierung der Kalibrierung ist die
computerbasierte De�nition der Grade für die semi-empirischen Ansätze aus Kap. 5.5.2
zur Charakterisierung des viskoelastischen Materialverhaltens. Naheliegend hierfür er-
scheint die Beurteilung der jeweiligenAnpassungsgüteeines funktionalen Zusammen-
hangs mittels statistischer Tests (Hedderich und Sachs (2020)). Die vorgestellte
Strategie kann auch bei der Festlegung der Relaxationsrate anhand eines schlanken
Zugprüfprogramms unterstützen.

Für die Glättung der Rohdaten und der berechneten� p- und ~� t -Verläufe sollten die
Parametersätze konsolidiert werden. Hierzu ist eine gröÿere Datenbasis zu generieren,
die insbesondere weitere Arten von Thermoplasten umfasst. Eine Berücksichtigung der
Materialklasse bei der Datenaufbereitung sowie die Konzeption eines heuristischen Al-
gorithmus zur Generierung optimaler Ergebnisse ist vielversprechend. Das gleiche kann
für die Konstruktion der Fläche im"pct- _"pct-� vm -Raum zur Charakterisierung viskoplasti-
schen Materialverhaltens festgehalten werden. Abgesehen von intelligenten Algorithmen
lässt sich die Robustheit dieses Vorgangs durch gezielte zusätzliche Versuche bei höheren
und niedrigeren Dehnraten steigern (siehe Kap. 5.5.3).

Es ist klar erkennbar, dass der Kalibrierungsprozess aus aufeinanderfolgenden Schrit-
ten besteht, die sich zu einzelnen Modulen zusammenfassen lassen. Dies erleichtert die
Entwicklung einer voll automatisierten Industrielösung auf Grundlage dieser Arbeit un-
gemein. Selbst bei einer sequentiellen Ausreifung ergibt sich instantan ein Nutzen sowohl
für die direkte Kalibrierung von Materialmodellen als auch das konventionelle Vorgehen.
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7.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein neues Verfahren entwickelt, um die Parameter
eines komplexen Materialmodells für Thermoplaste in Crashsimulationen optimal und
umfassend direkt zu kalibrieren. Im Gegensatz zu anderen bereits existierenden Ver-
fahren basiert es nicht auf iterativen Schemata im Sinne von Reverse Engineering bzw.
auf dem Einsatz von Optimierungsprogrammen. Stattdessen bilden das Aufstellen und
Lösen modellspezi�scher Di�erentialgleichungen sein Fundament. Auf diese Weise wird
erreicht, dass die gesuchten Modellparameter vollumfänglich kompatibel zu den an ei-
nem materiellen Punkt im Versuch vorherrschenden Verzerrungen und Spannungen sind.
Analytische Ansätze zur Beschreibung der Zusammenhänge stehen nicht im Zentrum,
sondern werden primär zur Nachbereitung diskreter Ergebnisse verwendet. Das Verfah-
ren erfordert Messdaten aus mit digitaler Bildkorrelation aufgezeichneten Zugversuchen.
Durch die Art und Weise seiner Konzeption eignet es sich hervorragend für eine Auto-
matisierung.

Die Ausarbeitung erfolgte für das vonHaufe u. a. (2005a) zur Prognose von Ther-
moplasten in Crashsimulationen konzipierte MaterialmodellSAMP-1 bzw. * MAT_187
des SolversLS-DYNA. Als isotropes, viskoelasto-viskoplastisches Modell mit kompres-
sibler Plastizität ist es grundsätzlich dazu geeignet, maÿgebliche Eigenschaften, die ei-
nem solchen unverstärkten Kunststo� bei hochdynamischen Belastungen zugeschrieben
werden, abzubilden. Auÿerdem beinhaltet es als Spezialfall das für Metalle entwickelte
* MAT_024, bei dem es sich um ein isotropes, elasto-viskoplastisches Materialmodell mit
inkompressibler Plastizität vom Typ nach von Mises handelt (Hallquist (2020b)). Um
für SAMP-1 Di�erentialgleichungen aufzustellen, wurden das rheologische Modell sowie
die Flieÿregel ausgewertet. Gewisse Vereinfachungen in den Beziehungen ergaben sich
durch die Fokussierung der Arbeit auf die Behandlung von dünnwandigen Strukturen,
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welche in Simulationen mit Schalenelementen modelliert werden. Sie haben den gröÿten
Anteil an den im Automobilbau verbauten Komponenten. In diesem Zusammenhang
zeigte sich deutlich, dass technologische Limitierungen der eingesetzten Messtechnik
ein entscheidender Faktor sind, der die Grenzen des Verfahrens de�niert. Bei der Ent-
wicklung von Lösungsstrategien für die Di�erentialgleichungen stand die Robustheit in
der praktischen Anwendung im Mittelpunkt. Davon abweichende Vorgehensweisen sind
denkbar.

Als geeignete Methodik zur Prüfung der hergeleiteten Gleichungen und ihrer nume-
rischen Lösung wurden Ein-Element-Tests identi�ziert. Ausschlaggebend waren dabei
zwei Eigenschaften: Zum einen können in diesen Simulationen auch Gröÿen ausgewertet
werden, die in Versuchen nicht zur Verfügung stehen. Zum anderen lassen sich die durch
Lösen der Di�erentialgleichungen berechneten Parameter direkt mit den ursprünglich
im Modell vorgegebenen vergleichen. Der speziell fürSAMP-1 bzw. * MAT_187 und
* MAT_024 entwickelte Programmcode konnte auf diese Weise für alle unterstützten
Komplexitätsgrade erfolgreich validiert werden. Aufgrund ihrer Universalität ist die Vali-
dierungsstrategie auch auf Di�erentialgleichungen anderer Materialmodelle übertragbar.

Ein zentraler Anspruch dieser Arbeit war die praktische Anwendbarkeit des neuen Ver-
fahrens. Entsprechend wurden im Bereich der Messtechnik unter phänomenologischen
Aspekten neue Auswertestrategien für Zugversuche erarbeitet. Ihr allgemeiner Charak-
ter ermöglicht einen generellen Einsatz im Rahmen von Materialprüfungen. Die erste
Methode gestattet es, mit einem einzelnen 3D-DIC-System insbesondere die Dicke, die
Dickendehnung und die Querschnitts�äche des Prü�ings zu approximieren. In diesem
Zusammenhang wird eine Symmetrie zwischen der Verschiebung der Probenfront und
-rückseite in Dickenrichtung angenommen. Eine Voraussetzung zur Anwendung der Aus-
wertestrategie ist, dass die Probe nicht entlang derx-Achse �attert. Die in der vorlie-
genden Arbeit behandelte Datenbasis erfüllte dies ausnahmslos.

Aufbauend auf der mit 3D-DIC bestimmten Probendicke adressiert eine zweite Metho-
de die Quanti�zierung der x-Komponente des Cauchy-Spannungstensors an materiellen
Punkten im Zugversuch, welche im Gegensatz zu Verzerrungen nicht direkt messbar ist.
Die Positionen der zwei gefundenen optimalen Auswertepunkte sind abhängig vom Ein-
schnürverhalten des Prü�ings und stimmen nicht zwangsläu�g mit materiellen Punkten
überein, an denen eine Analyse zu erfolgen hat. Für die untersuchten Versuchsdaten war
die Divergenz und damit der resultierende Fehler jedoch klein. Ein in der Arbeit ent-
worfener semi-empirischer Ansatz ermöglicht die Approximation derx-Komponente des
Cauchy-Spannungstensors in mit 2D-DIC aufgezeichneten Materialprüfungen auf Basis
weniger, mit 3D-DIC gewonnener Daten. Anhand von zwei Thermoplasten mit unter-
schiedlichem Plastizitätsverhalten wurde demonstriert, dass das Potential der Methode
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besonders groÿ ist, wenn die totale Querkontraktion des Werksto�s dehnratenunabhän-
gig ist. Dies traf auf die behandelten Beispiele zu und entspricht der Implementierung
im Materialmodell.

Die hergeleiteten Gleichungen ermöglichen die Berechnung von Modellparametern für
die im jeweils betrachteten Versuch geprüfte Abzugsgeschwindigkeit. Allerdings erfor-
dert die Kalibrierung von SAMP-1 kontinuierliche Beschreibungen in Abhängigkeit von
Vergleichsdehnungen und Vergleichsdehnraten. Aus diesem Grund fand die Konzepti-
on von Ansätzen zur Aufbereitung von direkt aus den Versuchen bestimmten diskreten
Datenpunkten statt. Für die Erfassung des viskoelastischen Materialverhaltens wurden
polynomiale Funktionen als geeignet eingestuft. Bei der Anwendung auf reale Versuchs-
daten zeigte sich, dass die erforderliche De�nition einer e�ektiven Dehnrate, unterhalb
derer einem Material quasistatisches Verhalten zugeschrieben wird, besonders heraus-
fordernd ist. In diesem Zusammenhang erfolgte ein Bezug zurDIN EN ISO 527-2
(2012). Ein weiterer maÿgeblicher Punkt war die Approximation der Elastizitätsgrenze
durch die Proportionalitätsgrenze. Dieses Vorgehen wurde gewählt, weil die Quanti�-
zierung des von der Dehnrate und dem Spannungszustand abhängigen Werts vor allem
im Hochdynamikbereich äuÿerst komplex und mit groÿen Unsicherheiten behaftet ist.
Beim Vorliegen geeigneter Messwerte ist es möglich, auf die Annahme zu verzichten,
ohne andere Teile des Verfahrens negativ zu beein�ussen.

Zur Charakterisierung der viskoplastischen Eigenschaften müssen die für materielle Punk-
te berechneten Pfade im"pct- _"pct-� vm -Raum, welche jeweils bei veränderlichen uniaxialen
plastischen Vergleichsdehnraten verlaufen, in eine für konstante_"pct tabellierte Flieÿ-
kurvenschar überführt werden. Hierzu wurde das Aufspannen einer Fläche mit zwei-
dimensionalen B-Splines vorgesehen, welche sich bei ausgewählten konstanten uniaxia-
len plastischen Vergleichsdehnraten schneiden lässt. Insbesondere aus Anforderungen
des SolversLS-DYNA ergab sich die Notwendigkeit, bei der Flächengenerierung auch
solche Bereiche im untersuchten"pct- sowie _"pct-Intervall abzudecken, in denen wenige
Versuchsdaten vorliegen. Im Hinblick auf die daraus resultierenden besonderen Heraus-
forderungen wurde angemerkt, dass sich zusätzliche einzelne Versuche bei niedrigeren
und höheren Abzugsgeschwindigkeiten dazu eignen, diese zu reduzieren.

In vier Beispielen erfolgte die Demonstration des entwickelten Verfahrens. Die gewähl-
ten Thermoplaste re�ektierten dabei die höchsten unterstützten Komplexitätsgrade von
SAMP-1. Für alle Materialien wurde mit der jeweiligen Modellkalibrierung eine Simula-
tion der zugrundeliegenden Zugversuche durchgeführt. Dabei lieÿ sich eine hervorragende
Prognose des Kraftniveaus, der Komponenten des Dehnungsfelds sowie des Probenquer-
schnitts bzw. der Probenbreite nachweisen. Die Ergebnisse sind starke Indizien für die
zu Beginn der Arbeit formulierte Hypothese. Nach dieser folgt aus einer vollumfäng-
lichen Kompatibilität der Modellparameter zu den Verzerrungen und Spannungen an
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einem materiellen Punkt eine optimale Prognose des Kraftniveaus sowie des Dehnungs-
felds, sofern eine grundsätzliche Abbildbarkeit des realen Werksto�verhaltens durch das
Modell gegeben ist.

7.2 Ausblick

Für eine abschlieÿende Beurteilung der universellen Anwendbarkeit des Verfahrens sollte
eine erweiterte Datenbasis herangezogen werden. Interessant wären beispielsweise Un-
tersuchungen mit einem reinen Acrylnitril-Butadien-Styrol (ABS), Acrylnitril-Styrol-
Acrylester (ASA), Polyamid (PA), Polybutylenterephthalat (PBT), Polycarbonat (PC),
Polyethylen (PE) und Polyoxymethylen (POM). Neben Polymerblends und Kunststof-
fen mit Rezyklatanteil sind auch Gemische mit unterschiedlichen Füllsto�en denkbare
Beispiele, solange die Eigenschaften der resultierenden Materialien als isotrop angenom-
men werden können. Die erweiterte Datenbasis muss nicht zwangsweise nur Versuche
mit Thermoplasten oder gegebenenfalls auch Duroplasten enthalten. Da für Metalle be-
kannt ist, dass sie im Allgemeinen isochor plasti�zieren, wäre es aufschlussreich zu sehen,
ob sich diese Eigenschaft in berechneten Verläufen für die plastische Querkontraktion
widerspiegelt. Neben einer generellen Verfahrensvalidierung lieÿen sich mit zusätzlichen
Versuchsdaten auch die Parameter zur Datenglättung sowie die semi-empirischen Ansät-
ze konsolidieren. Dementsprechend sollte parallel zu einer Vergröÿerung der Datenbasis
eine durchgängige Automatisierung der Prozessschritte erfolgen.

Das Plasti�zieren eines Thermoplasts hängt üblicherweise vom Spannungszustand ab.
Insbesondere eine Zug-Druck-Asymmetrie ist typisch, aber auch in Schubversuchen zeigt
sich regelmäÿig ein sehr spezi�sches Werksto�verhalten. In diesem Zusammenhang un-
terstützt das Materialmodell SAMP-1 neben der Spezi�kation einer Flieÿkurvenschar
für uniaxiale Zugbelastungspfade jeweils die zusätzliche Vorgabe einer quasistatischen
Flieÿkurve für einen uniaxialen Druck-, reinen Schub- und äquibiaxialen Zugbelastungs-
pfad (Hallquist (2020b)). Die vollständige oder teilweise Übertragung der in dieser
Arbeit entwickelten Routinen auf die zugehörigen Versuchstypen ist somit naheliegend.
Bei allen Erweiterungen ist stets die erforderliche Quanti�zierung der an einem mate-
riellen Punkt im Versuch vorherrschenden Verzerrungen und Spannungen zu beachten,
welche das Rückgrat des neuen Verfahrens bildet. Sofern es im Bereich der Messtech-
nik signi�kante Neuerungen gibt, haben diese einen direkten Ein�uss auf die Weiter-
entwicklungsmöglichkeiten der in dieser Arbeit vorangetriebenen Forschung. Neben der
gegebenenfalls sehr komplexen messtechnischen Erfassung anderer Versuchstypen ist
diesbezüglich auch die bislang besonders herausfordernde Auswertung von Versuchen
mit dicken Probekörpern zu nennen.
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Nach der Anwendung des Verfahrens auf einen Zugversuch sind die Komponenten des
Cauchy-Spannungstensors sowie des Tensors der plastischen Verzerrungen bis zum Zeit-
punkt des Bruchs bekannt. Durch eine zukünftige Unterstützung weiterer Versuchs-
typen, die ein groÿes Triaxialitätsintervall abdecken, könnten Versagensmodelle wie
GISSMO nach Neukamm u. a. (2008) direkt kalibriert werden. Unter Berücksichti-
gung der Schädigungsakkumulation wäre vordergründig die Art der Interpolation zwi-
schen den Stützstellen zu klären. Auch für eine Datenbasis, welche exklusiv Zugversuche
umfasst, könnte mit Ansätzen wie dem nachCockcroft und Latham (1968) un-
ter gewissen Annahmen eine Versagenskurve in Abhängigkeit der Triaxialität generiert
werden. Nach der Implementierung einer derartigen Erweiterung sollte die Prognosegüte
der kalibrierten Modelle auf Bauteilebene evaluiert werden.

Inwiefern sich das Verfahren zur direkten Kalibrierung auf andere Materialmodelle über-
tragen lässt, ist zu untersuchen. Drei Grundvoraussetzungen können jedoch festgehalten
werden: Erstens muss das angesetzte Materialmodell grundsätzlich in der Lage ein, die
als relevant eingestuften Werksto�eigenschaften abzubilden. Zweitens müssen sich seine
Routinen als Di�erentialgleichungen auszudrücken lassen. Drittens muss es messtech-
nisch möglich sein, die erforderlichen Versuchsdaten zu bestimmen. Ein neues Mate-
rialmodell, auf welches die genannten Anforderungen zutre�en, istSAMP LIGHT bzw.
* MAT_187L. Dabei handelt es sich um eine schlanke Variante vonSAMP-1 mit optimier-
ter E�zienz ( Helbig u. a. (2020)). Eine entsprechende Übertragung des Verfahrens ist
naheliegend und mit nur sehr geringen Anpassungen verbunden. Als besonders relevant
wird ein zukünftiger Fokus auf anisotrope Materialmodelle angesehen, da vor allem fa-
serverstärkte Thermoplaste anisotropes Verhalten zeigen. Dies gilt im Allgemeinen auch
für gewalzte Metalle.
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