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SPE
STBC
TBC
TE
™
WWPE

finite Differenzen

finite Differenzen im Zeitbereich (Finite Difference Time Domain)
finite Integrationstechnik

Geometrische Optik

Momentenmethode (Method of Moments)
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Transparent Boundary Condition nach Hadley [29, 30]
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt ein neuartiges Verfahren zur Analyse von Linsenanten-
nen, d.h. zur Berechnung der Eigenschaften der Linse als dielektrischer Streukérper mit
dem Ziel, die Richtcharakteristik der gesamten Antenne zu bestimmen. Fiir die Analyse
von dielektrischen Linsen sind bisher zwei grundsétzlich verschiedene Verfahren gebréuch-
lich, die Geometrische Optik und asymptotisch exakte Methoden. Bei Linsen, die sehr grof3
gegeniiber der Wellenldnge sind, kommt das strahlenbasierte Verfahren der Geometri-
schen Optik in Betracht. Dieses ist sehr schnell und stellt keine nennenswerten Anspriiche
hinsichtlich der Rechenzeit und des Speicherplatzes, setzt aber voraus, dass ein einziger
Strahl eine lokal ebene Welle reprisentiert und Strukturen, auf die ein Strahl trifft, grofl
gegeniiber der Wellenldnge sind. Im Millimeterwellenbereich (z. B. bei einer Frequenz von
60 GHz) liegt der typische Linsendurchmesser bei einigen Zentimetern. Damit kann die
Linse zwar hinsichtlich ihres Durchmessers als grofl gegeniiber der Wellenlénge bezeichnet
werden, einzelne Strukturen der Linse jedoch i. Allg. nicht. Die Folge ist eine zunehmen-
de Ungenauigkeit der Geometrischen Optik, je kleiner die Linse wird. Eine unabhéngig
von der Linsengrofie genaue Moglichkeit zur Analyse von dielektrischen Linsen besteht in
der Verwendung von so genannten asymptotisch exakten Verfahren wie der Momenten-
methode (MoM) oder Finiten Differenzen im Zeitbereich (FDTD). Fiir deren effiziente
Anwendung ist die Linse mit ihrem Durchmesser von mehreren Wellenléingen bis einigen
zehn Wellenlédngen jedoch i. Allg. zu grof}, d.h. die Analyse erfordert eine betréchtliche
Rechenzeit und hat einen erheblichen Bedarf an Speicherplatz.

Die Tatsache, dass die Linse fiir die Anwendung der Geometrischen Optik eher zu klein
und fiir die Verwendung asymptotisch exakter Methoden eher zu grof ist, erfordert das
Beschreiten eines Mittelwegs. Es wird ein Verfahren benétigt, das bei moderaten Linsen-
grofen deutlich genauer als die Geometrische Optik, aber hinsichtlich des Speicherplatz-
und Rechenzeitbedarfs geniigsamer als asymptotisch exakte Methoden ist. Ein solcher
Mittelweg ist aus dem Gebiet der Wellenausbreitung bekannt. Dabei handelt es sich um
die Methode der Parabolischen Gleichung. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird disku-
tiert und anhand von Beispielen gezeigt, inwiefern diese Methode zur Analyse von dielek-
trischen Linsen, die eine nicht nédher festgelegte Form aufweisen, verwendet werden kann.
Dabei ist es erforderlich, die Parabolische Gleichung in orthogonalen Strahlenkoordinaten
zu 16sen. Da es sich um Grundsatzuntersuchungen handelt, erfolgt eine Beschréankung auf

das Zweidimensionale.

XV



xvi ZUSAMMENFASSUNG

Der Ausgangspunkt fiir das Aufstellen der Parabolischen Gleichung liegt in der ellipti-
schen Wellengleichung fiir ein Skalar, der Helmholtzgleichung. Die Beschreibung eines
vollstandigen elektromagnetischen Feldes mittels eines Skalars erfordert die Verwendung
von Potentialen. Nach einer Einleitung in Kapitel 1 wird in Kapitel 2 der Ubergang von
den maxwellschen Gleichungen zu Wellengleichungen fiir das elektrische und magnetische
Feld behandelt. Es werden elektrische und magnetische Vektorpotentiale eingefiihrt, de-
ren Wellengleichungen angegeben, und es wird aufgezeigt, wie Potentiale und Feldstérken
ineinander umgerechnet werden kénnen.

Orthogonale Strahlenkoordinaten weisen Koordinatenlinien auf, die i. Allg. weder — wie
bei kartesischen Koordinaten — parallel zueinander verlaufen noch sich — wie bei Po-
larkoordinaten — riickwértig in einem einzigen Punkt schneiden. Kapitel 3 zeigt den Zu-
sammenhang zwischen Strahlenkoordinaten und kartesischen Koordinaten. Es erfolgt eine
Herleitung der Vektoroperatoren, die erforderlich sind, um die skalare Wellengleichung in
Strahlenkoordinaten zu formulieren.

Kapitel 4 behandelt die Herleitung der Parabolischen Gleichung aus der Helmholtzglei-
chung. Dabei wird sowohl die Standard- als auch die Weitwinkel-Variante der Paraboli-
schen Gleichung betrachtet. Es wird gezeigt, wie die Parabolische Gleichung mittels finiter
Differenzen gelost werden kann und wie Randbedingungen beriicksichtigt werden kénnen.
Gauflsche Strahlen sowie die Methode der Summation gaufischer Strahlen werden kurz
gestreift, da gauBsche Strahlen eine Losung der Parabolischen Gleichung darstellen und
die Summation gauflscher Strahlen mit der bei der Linsenanalyse hiufig anzutreffenden
Uberlagerung von Elementarquellen verwandt ist.

Die gebrauchlichen Methoden zur Analyse dielektrischer Streukorper werden in Kapitel 5
genannt. Neben der Geometrischen Optik und der Verwendung asymptotisch exakter Me-
thoden wird auf die Verwendung dquivalenter Quellen eingegangen. Es wird gezeigt, wie
aquivalente Quellen aus demselben Potential abgeleitet werden kénnen, das auch bei der
Methode der Parabolischen Gleichung verwendet wird, und wie sich direkt wieder das Po-
tential in einem Beobachtungspunkt aus der Uberlagerung der Wirkung der dquivalenten
Quellen gewinnen léasst. Dadurch steht eine Moglichkeit zur Verfiigung, die Algorithmen
zur Losung der Parabolischen Gleichung ohne das Hinzuziehen von speziellen Feldberech-
nungsprogrammen zu validieren.

Kapitel 6 widmet sich den Besonderheiten bei der Anwendung der Methode der Para-
bolischen Gleichung auf die Analyse von Linsenantennen. Der Schwerpunkt liegt in einer
Erorterung, auf welche Art und Weise der Verlauf der Ausbreitungswege festzulegen ist,
entlang derer die Parabolische Gleichung schrittweise gelost wird. Sofern geometrisch-
optische Strahlen als Ausbreitungswege verwendet werden sollen, ist die Frage zu klédren,
wie sich schneidende Ausbreitungswege vermieden werden konnen. Im Schnittpunkt zweier
Ausbreitungswege tritt bei der Parabolischen Gleichung eine Singularitdt auf. Gewohn-
lich stehen die Ausbreitungswege bei der Anwendung der Methode der Parabolischen

Gleichung senkrecht auf derjenigen Front, auf der die Anfangswerte gegeben sind. Bei
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der Analyse von Linsenantennen ist es zweckméfig, die Parabolische Gleichung ausge-
hend von der Linseneintrittsfliche zu 16sen. Eine Forderung nach Ausbreitungswegen, die
senkrecht auf der Linseneintrittsfliche stehen, wiirde eine Einschrinkung in der Wahl
der Richtung der Ausbreitungswege darstellen und méglicherweise insbesondere bei einer
Sammellinsenform zu sich schneidenden Ausbreitungswegen fiihren. Es wird ein Verfah-
ren aufgezeigt, wie die Parabolische Gleichung in Bereichen gelost werden kann, in denen
die Ausbreitungswege nicht im rechten Winkel zur Anfangsfront stehen. Dadurch ist es
moglich, im Verlauf einer Rechnung zwischen zwei Koordinatensystemen ,,umzuschalten®,
z. B. um sich schneidende Strahlen zu vermeiden oder die Richtung der Ausbreitungswege
an die tatsdchliche Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle anzupassen.
Anwendungsbeispiele sind in Kapitel 7 zu finden. Zunéchst wird anhand eines einfachen
Szenarios gezeigt, wie sich schrig von einer Anfangsfront abgehende Ausbreitungswege in
der Praxis bewéhren und wie das Ergebnis durch eine wéahrend der Berechnung zweifach
erfolgte Anpassung des Verlaufs der Ausbreitungswege an die zu erwartende Ausbrei-
tungsrichtung der elektromagnetischen Welle verbessert werden kann. Anschliefend wird
eine aus der Literatur bekannte Linsenantenne analysiert und das Ergebnis mit der Be-
rechnung nach einer asymptotisch exakten Methode verglichen. Dadurch kann gezeigt
werden, dass die Methode der Parabolischen Gleichung die Probleme der Geometrischen
Optik bei kleinen Streukorpern zu iiberwinden hilft, ohne dass ein Rechenzeit- und Spei-
cherplatzaufwand entsteht, wie er bei den asymptotisch exakten Methoden anzutreffen
ist.

Kapitel 8 enthélt abschliefende Betrachtungen und einen Ausblick iiber den méglichen
Fortgang der Arbeiten.






Summary

The topic of this thesis is a new method for analysing lens antennas. Analysis means the
calculation of the properties of the lens as a dielectric scattering body in order to determine
the radiation pattern of the lens antenna as a whole. Today, for the analysis of the radiation
pattern typically two different methods are used: Geometrical Optics and asymptotically
accurate methods. If the lens is very large compared to the wavelength, Geometrical
Optics may be applied. This ray-based method is very fast and undemanding with respect
to computation time and memory consumption. However, Geometrical Optics presuppose
that a single ray represents a locally plane wave and that a structure being hit by a ray is
large compared to the wavelength. In the millimetre wave range (e. g. at a frequency of 60
GHz), the typical diameter of a lens is in the order of some centimetres. Thus, according
to the diameter, the lens can be declared to be large compared to the wavelength, but
single structures of the lens in general are not. As a consequence, Geometrical Optics is
increasingly inaccurate with the lens becoming smaller. For an analysis which is precise
independent of the size of the lens, so-called “asymptotically accurate methods” like the
Method of Moments (MoM) or Finite Differences in Time Domain (FDTD) can be used.
In order to keep the application of asymptotically accurate methods efficient, the lens
diameter should not exceed a certain number of wavelengths. Typical lenses as used with
lens antennas lead to an enormous amount of calculation time and a huge consumption
of memory when being analysed by means of asymptotically accurate methods.

Hence, one can state that dielectric lenses which are used in common lens antennas are
in general too small to be analysed precisely by means of Geometrical Optics, but too
large for an efficient application of asymptotically accurate methods. There is a demand
to find a new way which is more accurate than Geometrical Optics but less memory-
and time-consuming compared to asymptotically accurate methods. Such an approach
is known with wave propagation, viz the Parabolic Equation Method (PE). Within this
thesis it is discussed and shown by examples, how PE may be applied to the analysis of
lens antennas, i.e. to the wave propagation inside a dielectric lens, for which owing to
the basic character of this investigation two-dimensionality is assumed. To this end, the
Parabolic Equation is solved in two-dimensional orthogonal ray co-ordinates.

After a short introduction in chapter 1, the starting point to set up the Parabolic Equation
is the elliptic wave equation for a scalar, which is known as Helmholtz’s equation. In order

to represent a full electromagnetic field by a scalar, potentials are required. Chapter 2
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shows the transition from Maxwell’s equations to wave equations for the electric and
magnetic field. Electric and magnetic vector potentials are introduced, the wave equations
for the vector potentials are given and it is shown, in which way field strength and potential

values can be converted mutually.

Orthogonal ray co-ordinates show co-ordinate lines that are in general neither parallel
among each other as e.g. with Cartesian co-cordinates, nor do they intersect backwards
in a single point like polar co-ordinates. Chapter 3 gives the interrelation between ray co-
cordinates and Cartesian co-ordinates. Vector operators, which are necessary to formulate

the scalar wave equation in ray co-ordinates, are derived.

In chapter 4, the deduction of the Parabolic Equation from the Helmholtz equation is
treated. Both the standard PE and the wide angle PE are dealt with. It is shown, in
which way the Parabolic Equation can be solved by means of finite differences and how
boundary conditions are taken into account. A glance at Gaussian beams and the Gaus-
sian Beam Summation Method follows, as a single Gaussian beam is a solution of the
standard Parabolic Equation and the Gaussian Beam Summation Method is related to

the superposition of elementary sources, which are often used for lens analysis.

Chapter 5 introduces the methods of common use for lens analysis. Besides Geometri-
cal Optics and the use of asymptotically accurate methods, the Fresnel Integral Method,
which is related to Physical Optics, is considered in detail. It is shown, in which way
equivalent sources can be deduced from the same potential that is used within the Para-
bolic Equation Method and how one can obtain the potential as a superposition of the
impact of the sources at a certain observaton point. I.e., by means of the Fresnel Integral
Method, one can directly determine the potential at an observation point from the po-
tential distribution along some kind of an aperture. Thereby, the PE solving algorithms
can be validated without a need for special field computation programmes.

Particularities of the Parabolic Equation Method that occur especially when it is applied
to the analysis of dielectric lenses are dealt with in chapter 6. The focus is on the question,
in which way the direction of the propagation paths, along which the PE is solved, shall be
determined. If Geometrical Optics rays are to be used as propagation paths one has to take
care to avoid intersecting rays. At an intersection point, the Parabolic Equation becomes
singular. In common applications of the Parabolic Equation Method the propagation paths
are orthogonal to the line along which the initial values of the potential are given. When
analysing a dielectric lens, it is appropriate to solve the Parabolic Equation from that
part of the lens surface, at which the radiation of the primary antenna enters the lens.
Demanding propagation paths to be orthogonal to the lens surface would be a significant
constraint on the choice of their direction and might lead to intersecting paths, especially
if the lens contour contained focussing parts. Thus, a method is derived, by which the
Parabolic Equation can be solved, if propagation paths are not orthogonal to the line
containig the initial values. With this method it is possible to switch between different co-

ordinate systems during one PE calculation, e. g. to avoid intersecting propagation paths
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or to adapt them to the actual direction of wave propagation.

Application examples can be found in chapter 7. First, for a simple scenario it is shown
that propagation paths, which are not orthogonal to the line of the initial values, can be
used in practice and that the result of the PE calculation can be improved by means of
a twofold adaption of the propagation paths to the acutal direction of wave propagation.
Then, a lens antenna known from literature is analysed. The result of the PE calculation
is compared with the result of an asymptotically accurate method. It is apparent that the
Parabolic Equation Method helps to overcome the limitations of Geometrical Optics with
respect to dielectric scattering bodys being small compared to the wavelength without
leading to a computation time and memory consumption comparable to asymptotically
accurate methods.

Chapter 8 contains final considerations and gives an outlook on possible future work on
this topic.






Kapitel 1
Einleitung

Dielektrische Linsen werden eingesetzt, um die Richtcharakteristik einer Primérantenne
zu verdndern. Im einfachsten Fall handelt es sich dabei um eine zusétzliche Biindelung
der Strahlung und damit eine Vergréflerung des Richtfaktors. Beispiele hierfiir sind Horn-
antennen mit nachgeschalteter Sammellinse, aber auch Luneburg-Linsen, mit denen aus
verschiedenen Richtungen einfallende Wellen gebiindelt werden kénnen. Die Biindelung
wird dabei durch ein Geraderichten der von der Primérantenne ausgehenden — mehr
oder weniger stark gekriimmten — Phasenfronten erreicht. Dies geschieht durch eine ge-
geniiber Luft verringerte Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle im
Linsendielektrikum im Zusammenwirken mit den Randbedingungen fiir das elektrische

und magnetische Feld an der Grenzfliche zwischen Luft und Linse.

Eine Gemeinsamkeit von Linsen- und Reflektorantennen besteht in der Charakterisier-
barkeit der Strahlungseigenschaften iiber die Aperturbelegung, d.h. die Feldverteilung
auf der Oberfliche des Reflektors bzw. auf der Linsenaustrittsfliche. Es ist die Aufgabe
der dielektrischen Linse bzw. des Reflektors, die Strahlung der Speiseantenne in diejenige
Aperturbelegung zu iiberfiihren, die zur gewiinschten Fernfeld-Richtcharakteristik der ge-
samten Antenne fithrt. Bei Linsenantennen befindet sich der Primérstrahler im Gegensatz
zu haufig anzutreffenden Ausfithrungen von Reflektorantennen nicht im Strahlengang.
Dies ermoglicht den Entwurf kompakter Antennen mit hohem Gewinn und niedrigem
Nebenkeulenniveau. Wihrend der Reflektor iiber seine Oberfliche wirkt, durchlauft die
Welle bei dielektrischen Linsen deren Volumen. Dies fiihrt bei tieferen Frequenzen zu ei-
nem erheblichen Materialbedarf und nicht zuletzt zu einer grolen Masse der Linsen. Daher
werden Linsen in der Regel erst im Millimeterwellenbereich, also oberhalb von 30 GHz,
eingesetzt.

Die Wirkungsweise der Linsen iiber deren Volumen fiihrt zu einer Schwierigkeit bei der nu-
merischen Berechnung der Linseneigenschaften. Asymptotisch exakte Methoden wie die
Momentenmethode (MoM) oder die Finiten Differenzen im Zeitbereich (FDTD) haben
— auch im Vergleich zum Aufwand bei der Analyse dhnlich grofler Reflektorantennen —

durch das dielektrische Volumen einen besonders hohen Rechenzeit- und Speicherplatzbe-

1
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darf. Wird die Linse mit der auf der Momentenmethode basierenden Fléachenstrommetho-
de [36] modelliert, ist allein die (den Rechenaufwand bestimmende) Oberfliche wegen der
getrennten Ein- und Austrittsfliche in etwa doppelt so grofl wie bei einer entsprechenden
Reflektorantenne. Zur Nachbildung eines dielektrischen Oberflichenelements wird wegen
der zusétzlichen Annahme magnetischer Flachenstrome die doppelte Zahl an Unbekannten
benotigt wie zur Nachbildung eines gleich grofien metallischen Elements. Hinzu kommt,
dass die Diskretisierung der Oberfliche wegen der im Linsendielektrikum im Vergleich zu
Luft kleineren Wellenlénge feiner erfolgen muss. Dies betrifft auch die Diskretisierung des
Raumes am Ort der Linse bei FDTD. Fiir die Analyse dielektrischer Linsen ist somit ein
beschleunigtes Rechenverfahren, das mit wenig Speicherplatz auskommt, anzustreben. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, inwiefern die Methode der Parabolischen

Gleichung (PE) hierfiir geeignet ist.

Fiir den Einsatz bei Mobilkommunikationssystemen kann mit Hilfe dielektrischer Linsen
auf einfache Art und Weise die Strahlung einer schwach biindelnden Primérantenne (z. B.
einer kurzen Helixantenne [62] oder eines offenen Hohlleiters [23]) in eine zur gleichméBigen
Ausleuchtung einer Funkzelle vorteilhafte Kosekans-Richtcharakteristik iiberfithrt werden.
Die Formung der Linse kann in einem ersten Schritt nach geometrisch-optischen Verfahren
erfolgen [23]. Eine Voraussetzung fiir die Anwendung der Geometrischen Optik besteht
jedoch darin, dass die Linse als Streukorper in allen Strukturen wesentlich grofler als die
Wellenlénge ist. Dies ist bei Linsenantennen im Millimeterwellenbereich nicht grundsétz-
lich der Fall, so dass die Richtcharakteristik einer nach geometrisch-optischen Grundséatzen
entworfenen Linsenantenne mehr oder weniger von der Idealform abweichen kann [23, 62].
Im Rahmen des Entwicklungsprozesses und der Optimierung einer derartigen Linsenan-
tenne muss die sich tatséchlich ergebende Richtcharakteristik sténdig kontrolliert und in
die weiteren Uberlegungen mit einbezogen werden. Dafiir ist ein Analyseverfahren erfor-
derlich, das eine hohere Genauigkeit als die Geometrische Optik aufweist. Asymptotisch
exakte Methoden wie MoM und FDTD kommen aufgrund des hohen Speicherplatz- und
Rechenzeitbedarfs fiir Optimierungsprozesse nicht oder nur bedingt in Frage. Das Ziel be-
steht daher in der Bereitstellung einer Methode, welche die Genauigkeit der asymptotisch
exakten Berechnungsverfahren mit der Schnelligkeit der Geometrischen Optik verkniipft.
Aus dem Bereich der Wellenausbreitung ist diesbeziiglich die Methode der Parabolischen
Gleichung bekannt. Traditionell wird sie vor allem in der Unterwasser-Akustik und der
Geologie angewandt, in jiingerer Zeit verstiarkt auch zur Feldstarkeprognose fiir verschie-

dene Funkdienste, z. B. zur Berechnung der Wellenausbreitung in Tunneln [57, 71].

Bei der Methode der Parabolischen Gleichung sind grundsétzlich Pfade oder Strahlen an-
zusetzen, entlang derer in etwa die Wellenausbreitung erfolgt. Die angenommene Strahl-
richtung muss — je nach verwendeter Form der PE — bis auf ca. 15° bzw. 45° mit der
tatsidchlichen Ausbreitungsrichtung iibereinstimmen [47]. Im klassischen Anwendungsbe-
reich der PE-Methode, der Wellenausbreitung, werden oft horizontale Ausbreitungswe-

ge angenommen, womit in vielen Féllen die Forderung hinsichtlich der o.a. maximalen



Abweichung erfiillt ist. Bei dielektrischen Linsen kann die Ausbreitung der elektromag-
netischen Welle ungleich komplizierter erfolgen, was sich z.B. durch sich schneidende
geometrisch-optische Strahlen duflert. Insofern existiert in vielen Féllen keine einfache,
,standardisierte* Anordnung von Ausbreitungswegen, um die tatséichliche Ausbreitungs-
richtung hinreichend genau nachzubilden. Fiir die Anwendung der PE-Methode zur Ana-
lyse dielektrischer Linsen sind somit Verfahren zu entwerfen, bei denen die Strahlwege vor
Beginn (und moglicherweise auch wéhrend) der Berechnung an die tatséchliche oder an
die a priori zu erwartende Ausbreitungsrichtung angepasst werden. Hierfiir konnen zwar
in einem ersten Ansatz die geometrisch-optischen Strahlen verwendet werden. Sofern sich
jedoch GO-Strahlen schneiden, fiithrt dies beim Unterschreiten einer minimalen Distanz
zum Schnittpunkt zum Versagen der PE-Methode. Zur Uberwindung dieses Problems wird
daher der Ansatz verfolgt, von GO-Strahlen zu Energiestromungslinien [53] iiberzugehen,
die sich grundsétzlich nicht schneiden.

Bei der konventionellen Anwendung von PE startet die Berechnung iiblicherweise von einer
angenommenen Phasenfront, d. h. die angenommenen Ausbreitungswege stehen senkrecht
auf der Front, ab der die Berechnung erfolgt. Dies vereinfacht die Berechnung und stellt
im Bereich der terrestrischen oder Unterwasser-Wellenausbreitung keine wesentliche Ein-
schrankung dar. Die Grenzflache zwischen Luft und Dielektrikum bei einer Linsenanten-
ne ist jedoch einerseits i. Allg. nicht mit einer Phasenfront identisch. Andererseits ist die
Uberwindung dieser Grenzfliiche innerhalb einer laufenden PE-Rechnung nicht moglich,
da sich bei PE der Brechungsindex und damit die Dielektrizitdtszahl nicht abrupt in
einem fiir dielektrische Linsenantennen typischen Mafle verdndern darf. Es ist daher un-
abdingbar, fiir die Linsenanalyse eine Moglichkeit zu finden, PE ausgehend von einer
Front anzuwenden, die keine Phasenfront darstellt. Werden die urspriinglich angenomme-
nen Ausbreitungswege im Verlauf der PE-Rechnung gedndert, z. B. um der Kriimmung
der Energiestromungslinien Rechnung zu tragen, ergibt sich dasselbe Problem: Die alte
(angenommene) Phasenfront steht nicht senkrecht auf den neuen Strahlwegen. Zu des-
sen Losung bietet es sich an, bekannte Potentialwerte im Finite-Differenzen-Schema als

Randbedingung zu verwenden.






Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Die maxwellschen Gleichungen

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung der elliptischen Wellengleichung sind die maxwell-
schen Gleichungen in ihrer differentiellen Form [45]:

od

th = §+ — 2.1

ro g+ 1 (2.1)
b

te = —— 2.2

rot e g (2.2)

divh = 0 (2.3)

divd = p (2.4)

Die Medien, innerhalb derer die Wellenausbreitung betrachtet werden soll, sind isotrop,
homogen und linear, d. h. es liegt weder eine Richtungs- noch eine Orts- und Feldstérkeab-
héngigkeit der Dielektrizitdtszahl und der Permeabilitdt vor. In diesem Fall herrscht ein

skalarer Zusammenhang zwischen d und € sowie b und E, und die Materialgleichungen

lauten:
d = e, (2.5)
g - :U’Olurﬁ (26)
g = kK€ (2.7)

Eine weitere Vereinfachung besteht darin, Ladungs- und Verlustfreiheit im Medium, in
dem sich die Welle ausbreitet, vorauszusetzen!, d.h. p = 0 und x = 0 anzunehmen. Unter
Berticksichtigung der bis jetzt getroffenen Annahmen ergibt sich aus den maxwellschen
Gleichungen (2.1)—(2.4):

'Randbedingungen kénnen dennoch Verluste beinhalten, vgl. sog. Impedanz-Randbedingungen zur
Berticksichtigung der Verluste im Erdboden bei der Berechnung der terrestrischen Wellenausbreitung mit
PE.
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o€

th = coe,— 2.8

1o €0 5 (2.8)
oh

tE = —popy— 2.

divh = 0 (2.10)

dive = 0 (2.11)

Die Wellenausbreitung soll nur bei einer einzigen Frequenz im eingeschwungenen Zustand
betrachtet werden. Alle zeitabhidngigen Grofien stellen in diesem Fall eine harmonische
Schwingung dar und konnen als Realteil des Produkts einer (nur vom Ort abhéngigen)
komplexen Amplitude und eines zeitabhédngigen Phasenterms geschrieben werden. Am

Beispiel des elektrischen Feldes ergibt sich so:

¢ (7 t) = Re {E'(7) - &'} (2.12)
Ableitungen nach der Zeit ergeben einen unverdnderten Ausdruck mit einem zusétzlichen
Faktor jw:
Gy 0 2o et R
ae(r,t):aRe{E(r)-eJ }:Re{Jw-E(r)-eJ } (2.13)

Fiir zeitharmonische Schwingungen mit der Kreisfrequenz w lassen sich die maxwellschen

Gleichungen fiir homogene, isotrope, lineare, ladungsfreie und verlustlose Medien (2.8)—

(2.11) somit folgendermafien schreiben?:

rot H = jweoeE (2.14)
rot B = —jwpouH (2.15)
divH = 0 (2.16)
divE = 0 (2.17)

2.2 Wellengleichungen fiir die Feldstarken E und H

Zur Ableitung der Wellengleichung fiir die elektrische oder magnetische Feldstérke wird
die Rotation von Gl. (2.14) oder (2.15) gebildet und die jeweils andere Gleichung eingesetzt
[45]. Fiir das elektrische Feld ergibt sich somit:

—

rotrot £ = w?popneoe, (2.18)

Der Ausdruck
w

W/ horEoEr = o= 16 (2.19)
stellt die Wellenzahl dar. Es gilt allgemein [7, 45]

OF = graddiv E — rotrot E (2.20)

2Die Gln. (2.16) und (2.17) sind dabei stets implizit erfiillt, da fiir beliebige Vektorfelder ¥ allgemein
divrot ¥ = 0 gilt. (Einsetzen von Gl. (2.15) in Gl. (2.16) bzw. von Gl (2.14) in Gl (2.17).)
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und fiir den hier betrachteten Sonderfall der Ladungsfreiheit (Gl. (2.17))
OF = —rotrot E. (2.21)

Dabei stellt & den Laplaceoperator eines Vektorfeldes dar. Dieser hat nur in kartesischen
Koordinaten eine einfache Form (vgl. den nachfolgenden Abschnitt). Damit ergibt sich
aus Gl (2.18) die als Helmholtz-Gleichung bekannte Wellengleichung fiir das elektrische
Feld:

OF = —3*E (2.22)

Auf dieselbe Weise (Einsetzen von Gl. (2.15) in die Rotation von (2.14)) erhdlt man die
Wellengleichung fiir das magnetische Feld:

OH = -p*H (2.23)

Sonderfall: kartesische Koordinaten

In kartesischen Koordinaten hat der vektorielle Laplace-Operator < eine einfache Form

o 0? 0? 0?
(@ + a—yQ + @) By
OF = igx = a_2+a_2+a_2 E (2.24)
N Yol or2  oy2 0z2) 7 '
AE,
6_2 + 3_2 + 6_2 E
or2  0y: 022)

Der vektorielle Laplace-Operator & beinhaltet (in kartesischen Koordinaten) also die kom-

ponentenweise Anwendung des skalaren Laplace-Operators
Au = (— + ==+ —) u. (2.25)
x 2z

Damit kann Gl. (2.22) folgendermaflen geschrieben werden:

AE, E,
AE, |=-p*-| E, (2.26)
AE, E,

Somit existieren drei getrennte (nicht verkoppelte) Differentialgleichungen elliptischen
Typs fiir die drei Komponenten des elektrischen Feldes. Fiir das magnetische Feld ergibt
sich ein vergleichbarer Ausdruck; in Gl. (2.26) kann E jeweils durch H ersetzt werden.

In kartesischen Koordinaten erfiillt jede Komponente sowohl des elektrischen als auch des

magnetischen Feldes die als skalare Helmholtz-Gleichung bekannte Wellengleichung;:

A=~ (2.27)
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Y ist dabei zunichst eine beliebige komplexe (i. Allg. ortsabhéingige) Amplitude einer
harmonischen Schwingung mit der Kreisfrequenz w = fc.

Die Tatsache, dass die kartesischen Komponenten von E und H jede fiir sich die Wel-
lengleichung (2.27) erfiillen, bedeutet aber i. Allg. nicht, dass diese getrennt fiir alle elek-
trischen und magnetischen Feldkomponenten gelst werden darf. Uber die maxwellschen
Gleichungen (2.14) und (2.15) sind die FeldgroBen miteinander verkoppelt. Die entkoppel-
ten Differentialgleichungen (2.26) kénnen zwar verwendet werden, um zu zeigen, dass ein
angenommenes elektromagnetisches Feld die Wellengleichung erfiillt, aber i. Allg. nicht,
um z. B. ausgehend von Anfangswerten eine Feldverteilung zu berechnen. Diese Proble-

matik legt den Ubergang zu Potentialen und deren Wellengleichungen nahe.

2.3 Das Vektorpotential zur Beschreibung eines elek-

tromagnetischen Feldes

In Abschnitt 2.2 wurde gezeigt, wie sich fiir das elektrische und magnetische Feld eine
zunédchst vektorielle Wellengleichung aufstellen ldsst. In kartesischen Koordinaten erfiillt
jede Komponente des elektrischen und magnetischen Feldes die skalare Wellengleichung.
Wegen der Verkopplung des elektrischen und magnetischen Feldes iiber die maxwellschen
Gleichungen ist es jedoch nicht moglich, die Wellengleichungen fiir die einzelnen Feld-
komponenten getrennt zu losen. Ziel ist es daher, die Feldverteilung im Raum durch eine
einzige oder mehrere voneinander unabhéngige — moglichst skalare — Groflen, fiir die
eine Wellengleichung existiert, zu beschreiben. Dies ist mit Potentialen méglich; in einem
quellenfreien Gebiet geniigen zwei unterschiedliche, voneinander unabhéingige Vektorpo-
tentiale, um eine beliebige Feldverteilung zu beschreiben, vgl. die gdngige Unterscheidung
zwischen einem TE- und TM-Fall. Beispielsweise konnten von gegebenen Anfangswerten
(z.B. E und H in einer Apertur) die Potentiale ermittelt, die Wellenausbreitung berechnet

und das Ergebnis zuriick in E und H gewandelt werden.

2.3.1 Wellengleichung fiir das magnetische und elektrische Vek-

torpotential

Betrachtet werden homogene, isotrope, ladungsfreie und verlustlose Medien. Allgemein
gilt fiir ein beliebiges Vektorfeld ¢ [7]

divrot v = 0. (2.28)

Andererseits ist auch die Divergenz des elektrischen und magnetischen Feldes Null. Die

Gleichsetzung von (2.28) mit der maxwellschen Gleichung (2.16) ergibt

divrot ¥ =0 = div H. (2.29)
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Ein Vergleich der Operanden in Gl. (2.29) zeigt, dass das Magnetfeld als Rotation eines
noch naher zu charakterisierenden Vektorfeldes ¢ aufgefasst werden kann. In Anlehnung
an [33] wird dieses Vektorfeld als das magnetische Vektorpotential A bezeichnet?:

rotA=H. (2.30)

Gl. (2.30) kann nun in die maxwellsche Gleichung (2.15) eingesetzt werden:

rot B = —jwpopueH = —jwpop - rot A (2.31)
rot E +  jwpop - rot A =0 (2.32)
Aus [7]
rot (U + Us) = rot Uj + rot vy (2.33)
folgt
rot (E + jwpiopA) = 0. (2.34)
Allgemein gilt [7]
rot gradu = 0. (2.35)

Der Vergleich von (2.34) und (2.35) zeigt, dass der Operand der Rotation in Gl. (2.34)
als Gradient eines noch n#her zu charakterisierenden Skalars u aufgefasst werden kann.
Es handelt sich dabei um das skalare elektrische Potential ¢ [33, 45]:

—grady = E + jopomA (2.36)

E = —gradyp — jwpouA (2.37)

Das negative Vorzeichen vor dem Gradienten wird in Einklang mit der Elektrostatik so
gewiihlt. Um die Wellengleichung fiir A zu bekommen, wird (2.37) und (2.30) in die
maxwellsche Gleichung (2.14) eingesetzt:

—

rot H = jweoer B
rotrot A = JWEQEL (—gradgp — jwugurfY)
= —jweoe, grad g + %A (2.38)
Unter Verwendung der Definition in Gl. (2.20) fiir den vektoriellen Laplace-Operator <&

ergibt sich:
OA — grad div A = jwee, grad p — B2A (2.39)

Gl. (2.39) enthélt sowohl das skalare Potential ¢ als auch das Vektorpotential A. Mittels

der sog. Lorentz-Eichung kann ¢ eliminiert werden [45]. Hierzu wird

—grad div A = jwege, grad ¢ (2.40)

3In der Literatur wird &fters auch rot A = B gesetzt, vgl. z.B. [45]. Dadurch lassen sich auch nicht-

homogene Medien behandeln.
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gesetzt. Dies ist zuldssig, da ¢ ein beliebiger Skalar sein darf und fiir A lediglich die
Forderung besteht, dass dessen Rotation gleich der Magnetfeldstirke ist. Aus Gl. (2.40)
folgt der Zusammenhang

div A = —jweoe: (9 + ¢o) - (2.41)

Bei g handelt es sich dabei um ein konstantes Referenzpotential. Von besonderer Bedeu-
tung ist jedoch, dass sich Gl. (2.39) mittels (2.40) zur Wellengleichung fiir das magnetische

Vektorpotential vereinfachen lésst:
OCA=—F%4 (2.42)

Fiir diese Wellengleichung gilt das auf S. 7 erlduterte entsprechend, d.h. in kartesischen
Koordinaten erfiillt jede Komponente von A die skalare Helmholtzgleichung (2.27).
Analog zur beschriebenen Vorgehensweise lédsst sich auch ein elektrisches Vektorpotential
F einfiihren. Analog zu Gl (2.30) gilt hierfiir* [33]

—rot F = E. (2.43)

Die Wahl des negativen Vorzeichens steht frei und erfolgt aus Symmetriegriinden. Nach
der Eliminierung des skalaren magnetischen Potentials ¢, mittels einer entsprechenden
Lorentz-Eichung ergibt sich die Wellengleichung fiir das elektrische Vektorpotential [33]

OF = —3*F. (2.44)

2.3.2 Berechnung der Felder E und H aus den Vektorpotentia-
len
Wird eine Feldverteilung aus E und H ausschlieBlich mit dem magnetischen Vektorpo-

tential A beschrieben, dann kann H aus Gl. (2.30) gewonnen werden. Fiir die Berechnung

von E ist H in das Durchflutungsgesetz (2.14) einzusetzen, d. h.

) votH=— -Totrot A. (2.45)

WENEY WENEY

B

Die zweifache Anwendung des Rotations-Operators in Gl. (2.45) fiihrt insbesondere bei
der Anwendung krummliniger Koordinatensysteme zu vergleichsweise komplizierten Aus-
driicken. Es ist von Vorteil, rot rot A durch Gl. (2.38) auszudriicken und dabei ¢ mittels
Gl (2.41) durch die Divergenz von A zu ersetzen:

E = -1 rotrot A= . (ju)€0€r grad ¢ — 62/1')
WEEY WEEr
div A B B }
= —grad (—, v ) — jwpop A = — ) -grad div A — jwpou, A (2.46)
jweoer WEQEL

4In der Literatur wird 8fters auch —rot F' = D gesetzt, vgl. z.B. [45].
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Entsprechend der vorangegangenen Betrachtung berechnet sich E bei der ausschlieflichen
Beschreibung einer Feldverteilung durch das elektrische Vektorpotential F aus GI. (2.43)

und daraus H mit dem Induktionsgesetz (2.15) zu

] potE=——1 rotrot . (2.47)

W Loty W oty

H=

Auch hier lisst sich rot rot F durch grad div F (und einen zusétzlichen Term) ersetzen, so
dass analog zu Gl. (2.46) gilt:

H=- -grad div F — jwege, F (2.48)

W o fy

Sofern eine Feldverteilung mit einer Kombination aus A und F beschrieben wird, iiberla-

gern sich die jeweiligen Anteile fiir E und H:

E = —rotF — -rotrot A
WENEY
= —rot F — -grad div A — jwpop, A (2.49)
WENEY
H = rotA— L -rotrot F
W o oy
= rotA— -grad div F — jwege, F (2.50)
W o Loy

Die Wellengleichungen (2.22) und (2.23) fiir £ und H kénnen nicht getrennt voneinander
gelost werden, weil E und H iiber die maxwellschen Gleichungen miteinander verkoppelt
sind. Die Vektorpotentiale A und F kénnen hingegen vo6llig unabhéngig voneinander an-
genommen werden, fiir sie trifft das Prinzip der ungestérten Uberlagerung zu. Es ist also
moglich, aus einer gegebenen (Anfangs-)Feldverteilung E und H die Vektorpotentiale A
und F zu bestimmen (vgl. Abschnitt 2.3.3), dann deren Wellengleichungen (2.42) und
(2.44) getrennt voneinander zu l6sen und schliefllich das Ergebnis mit den Gln. (2.49)
und (2.50) zuriick in E und H zu wandeln. Sowohl A als auch F kann jeweils ein eigenes
sexistenzfdhiges“ (d. h. den maxwellschen Gleichungen gehorchendes) elektromagnetisches

Feld mit E und H reprasentieren.

2.3.3 Berechnung der Vektorpotentiale aus den Feldern E und

H bei einem in ¢ rotationssymmetrischen Feld

Zur Berechnung der Vektorpotentiale A und F aus den Feldstirken E und H steht
zunéchst keine eindeutige Bestimmungsgleichung zur Verfiigung. Fiir die Rotation in
Gl. (2.30) und (2.43) existiert kein einfacher ,,Umkehroperator®, und es bleibt noch festzu-
legen, wie vorhandene Feldstéarken E und H auf die Vektorpotentiale A und F aufzuteilen

sind.
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Nach GIl. (2.49) kann eine gegebene Feldstdarke (im Folgenden die , Wirkung®) E von
A oder F allein oder von beiden gemeinsam verursacht sein. Um von der Wirkung auf
die einzelnen Ursachen schliefen zu koénnen, ist es von Vorteil, wenn eine Wirkung nur
eine Ursache hat, d.h. wenn z. B. eine Komponente von E ausschlieBlich von ff, nicht
aber von F abhéngt. In diesem Fall wére eine einfache Bestimmungsgleichung fiir A zu
erhoffen, ohne dass F mit einbezogen werden miisste. Dieses Ziel ist erreicht, wenn eine
Komponente der von F erzeugten Feldstérke E grundsétzlich Null ist, d. h. wenn z. B. in

kartesischen Koordinaten gilt:

oF, OFy
Ty Z dy 0z B
E = —rotF = % % % = a;;x — a@iz =| E (2.51)
F, F, F, OF,  OF 0
ox oy
Gl (2.51) ist erfiillt, wenn gilt:
Fo=F, =0 (2.52)

Ein elektrisches Vektorpotential F , das nur eine z-Komponente aufweist, erzeugt also in je-
dem Fall ein elektromagnetisches Feld mit E, = 0. Dieses Feld wird ,,transversal elektrisch
(TE) bzgl. z“ genannt. Dementsprechend erzeugt ein magnetisches Vektorpotential A mit
Ax = Ay = 0 ein elektromagnetisches Feld mit H, = 0, das als ,,transversal magnetisch
(TM) bzgl. z“ bezeichnet wird.

Im Folgenden soll betrachtet werden, welches elektromagnetische Feld von einem elektri-
schen Vektorpotential bewirkt wird, das nur eine einzige von Null verschiedene Kompo-
nente aufweist und somit ein TE-Feld beziiglich dieser Komponente erzeugt. In [33] wird
E und H fiir den TE- (und auch den analogen TM-) Fall in verschiedenen Koordinaten-
systemen angegeben.

Hier soll ein Spezialfall behandelt werden. Entsprechend dem spéateren Anwendungsfall fiir
die zweidimensionale Analyse von Linsenantennen mit der PE-Methode kommen als Vor-
stufe zu den nachfolgend verwendeten Strahlenkoordinaten zunéchst Kugelkoordinaten
mit einer Rotationssymmetrie in ¢ (quasi Polarkoordinaten r,6) zur Anwendung. Eine
Begriindung fiir die Wahl des Sonderfalls , Rotationssymmetrie in ¢“ ist in Anhang G
(S. 147) zu finden. Der Zusammenhang zwischen dreidimensionalen Kugelkoordinaten
und kartesischen Koordinaten ist in Anhang A.1 (S. 133) aufgefiihrt. Wenn das zweidi-

mensionale Polarkoordinatensystem in der x-z-Ebene angenommen wird, gilt

r = rsinf (2.53)
z = rcosb (2.54)

und wegen der Rotationssymmetrie in ¢

5 =" (2.55)
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Elektromagnetisches Feld TE bzgl. ¢

Um ein elektromagnetisches Feld zu erzeugen, das die Eigenschaft ,TE bzgl. ¢“ (also
keine Komponente Ey) aufweist, soll ein elektrisches Vektorpotential F mit lediglich einer
¢-Komponente Fj, verwendet werden. Zur Abkiirzung wird Fy mit ¢ bezeichnet. Bei 9
handelt es sich nicht etwa um das skalare Potential ¢, wie es in Abschnitt 2.3.1 fiir

die Lorentz-Eichung verwendet wurde, sondern um eine Komponente des elektrischen

Vektorpotentials:
F 0
F=|F |=]o0 (2.56)
Fy (8
Fiir das magnetische Vektorpotential gelte hingegen
Ap 0
A=1| 4 =] 0 [. (2.57)
Ay

Mit den Gln. (2.49) und (2.50) ergibt sich daraus fiir den TE-Fall unter Beriicksichtigung
von 0/0¢ = 0 und der Divergenz bzw. Rotation in Kugelkoordinaten (vgl. Anhang A.2):

1 0
_ ~ (sin@ -
E, 0 rsin 6 00 (sin - )
E=|E | = —tot| 0 | = lﬁ(r,w (2.58)
E, " ror
0
H, . 0 0
A= H | = - MJW cgraddiv| 0 | —jweoer | 0
Hy W (0
0
j 1 0
= — - grad —— | - 0
W o f rsinf ¢ )
JW€0€r¢
0
_ 0 (2.59)
—jw€05r¢

Mit Gl (2.59) ldsst sich ¢ = F,, direkt aus H, berechnen, ¢ und Hy sind proportio-
nal zueinander. Der einfache Zusammenhang zwischen ¥ und H, kommt nur durch die

Annahme der Rotationssymmetrie (0/0¢ = 0) zustande.

Elektromagnetisches Feld TM bzgl. ¢

Hinsichtlich des TM-Falls bzgl. ¢ wird angenommen, dass fiir das elektrische Vektorpo-
tential F = 0 gilt und das magnetische Vektorpotential A lediglich eine ¢-Komponente
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aufweist. Diese werde mit 1, abgekiirzt:

A, 0
A=1] 4, |=| o (2.60)
Ay Urm

Durch Einsetzen von A = ¢4y, und F = 0 in die Gln. (2.49) und (2.50) ergibt sich unter
Beriicksichtigung der Rotationssymmetrie (0/0¢ = 0) fiir den TM-Fall bzgl. ¢:

E, . 0 0
E= Ey - - grad div 0 — JW oy 0
WENEY
E¢ Y Ym
0
— 0 (2.61)
—jWhoptrYm
1 0
= (sin @ -y,
H, 0 rsin 6§ 00 (sinf- ¥um)
H=| H, | = rotd=rot| 0 |= _EQ(T,%) (2.62)
H, Wb ror
0

Yy, ist somit proportional zu Ey und lésst sich entsprechend leicht bestimmen.

Beliebiges Feld als Uberlagerung von TE- und TM-Fall bzgl. ¢

Ein beliebiges rotationssymmetrisches Feld in ¢ (d.h. 9/0¢ = 0) kann als Uberlagerung
eines TE- und eines TM-Feldes gesehen werden [33]. Die Addition von Gl (2.58) und
(2.61) sowie (2.59) und (2.62) ergibt:

1 0 .
E, _rsiHQ@(sme'w)
E=| E, — 10 (r - ) (2.63)
E, ror
—JwhopYm
1 0 .
H, rsngog S0 vm)
H=| H, | = _13(7"% ) (2.64)
Hy ror "
—jW€o€r1/J

Ausgehend von einem beliebigen in ¢ rotationssymmetrischen Anfangsfeld, das durch die
Feldstérken E und H gegeben ist, kann ¢y, aus E und ¢ aus Hy berechnet werden. Nun
lassen sich die Wellengleichungen fiir v, = Ay und ¢ = F, getrennt 16sen. Dies kann
z.B. mit der Methode der Parabolischen Gleichung erfolgen und das Ergebnis mit den
Gln. (2.63) und (2.64) in E und H zuriick gewandelt werden.
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Eine solche Vorgehensweise setzt voraus, dass die TE- und TM-Feldanteile nicht (z. B.
durch das Vorhandensein von Strukturen, die als Modenwandler wirken) miteinander
verkoppelt sind. Bei rotationssymmetrischen Streukorpern und rotationssymmetrischen
Feldern ist ein Ubergang zwischen dem TE- und dem TM-Fall aufgrund der Stetigkeits-
bedingung fiir die tangentialen Feldstérken jedoch ausgeschlossen; vgl. hierzu die Brechung

oder Reflexion eines geometrisch-optischen Strahls, die stets in der Einfallsebene erfolgt.






Kapitel 3
Strahlenkoordinaten

Die Anwendung der Methode der Parabolischen Gleichung setzt voraus, dass das verwen-
dete Koordinatensystem hinreichend gut an die tatsichliche Ausbreitungsrichtung der (in
diesem Fall elektromagnetischen) Welle angepasst ist, vgl. Abschnitt 4.2.4. Dabei sollte
die eine Schar von Koordinatenlinien mit dem lokal herrschenden Poynting-Vektor (vgl.
Abschnitt 6.4) und die andere Schar mit den senkrecht dazu verlaufenden Phasenfron-
ten iibereinstimmen. Um beliebige Linsenformen analysieren zu kénnen, wird die An-
wendung orthogonaler Strahlenkoordinaten vorgeschlagen. Die nachfolgende Betrachtung
beschrénkt sich aufs Zweidimensionale.

Kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten sind Spezialfélle von orthogonalen Strah-
lenkoordinaten. Zu deren Veranschaulichung wird die Form der jeweils auftretenden Ko-

ordinatenlinien hergeleitet. In kartesischen Koordinaten (x, z) ldsst sich beispielsweise mit

= ( o ) , g = const.,z € R (3.1)
z

eine Gerade beschreiben, die parallel zur z-Achse verlduft. In Polarkoordinaten ergeben
sich durch

Halbkreise um den Ursprung r = 0. In Strahlenkoordinaten (¢, s) kann die durch

r= ( : ) , & = const., S € [Smin, Smax| (3.3)

S

gegebene Kurve beliebig geformt sein, also zum Beispiel genau der Linie entsprechen, von
der eine PE-Rechnung ausgehen soll. Abb. 3.1 zeigt einen Punkt P mit den Strahlenko-
ordinaten (1, $1). s kann als Bogenlénge ausgehend vom Punkt s = 0 fiir £ = 0 gesehen
werden, allerdings muss der Kriimmungsradius p dieses Bogens nicht konstant sein (dann
hitte man den Spezialfall eines Polarkoordinatensystems), sondern er ist i. Allg. selbst

eine Funktion von s.

17
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y Okart *

Abbildung 3.1: Zweidimensionales Strahlenkoordinatensystem, das in der Ebene der kar-

tesischen Koordinate y = 0 liegt.

3.1 Zusammenhang zwischen Strahlenkoordinaten

und kartesischen Koordinaten

Das Strahlenkoordinatensystem sei fiir die nachfolgende Betrachtung durch die Linie £ =
0, d.h. durch die Menge aller Punkte

S

T = ( 50 ) ) 50 = O, ERS [Sminasmax] (34)

festgelegt. Es liege bzgl. kartesischer Koordinaten in der Ebene y = 0. Fiir jeden Wert s

haben die zugehorigen Punkte auf der krummlinigen s-Achse die kartesischen Koordinaten

r = x(s) (3.5)
z = z(s). (3.6)

Ausgehend von der krummlinigen s-Koordinatenachse verlauft die ¢é-Richtung senkrecht.
Zur Bestimmung der kartesischen Koordinaten des Punkts P(&;,s1) in Abb. 3.2 muss
der (auf die Lénge eins normierte) Normalenvektor n bekannt sein. Die Bestimmung
erfolgt anhand des (ebenfalls auf die Linge eins normierten) Tangentenvektors £ im Punkt
A =0,s1) = A(x(s1),2(s1)). Es gilt:

dx
i 1 dx _i dx B ds (3.7)
VAP +d? \(dz ) ds\de ) | dz '
ds

Da 7 und ¢ senkrecht aufeinander stehen, verschwindet deren Skalarprodukt und es gilt:

A = (3.8)
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Abbildung 3.2: Zusammenhang zwischen Strahlenkoordinaten und kartesischen Koordi-

naten
Entsprechend
n=gxt (3.9)
wird hinsichtlich der Vorzeichen q
z
) ds
dr (3.10)
ds

r1 = wz(s1)+ E(Sl) & =x(s1) + 2 (s1) - & (3.11)
2 = z(s1) — 3—?(31) &= 2(s1) — 2 (s1) - & (3.12)

3.2 Kriimmungsradius

Der Kriimmungsradius p der Linie £ = 0 spielt im Folgenden eine wichtige Rolle. Er ist
i. Allg. von s abhéngig. Zur Unterscheidung, ob die Linie £ = 0 im betrachteten Punkt
konkav oder konvex ist, soll p auch negative Werte annehmen kénnen. Abb. 3.3 zeigt den
Schnittpunkt @ der Geraden (A) und (B) als Mittelpunkt des Kriimmungskreises der
Linie £ = 0 an der Stelle s = s;. Der Richtungsvektor von (A) und (B) entspricht dem
Normalenvektor n am jeweiligen Schnittpunkt mit der Linie £ = 0. Der Normalenvektor ist
in Gl. (3.10) gegeben. Fiir die Punkte auf den beiden Geraden, die durch die Ortsvektoren

@ und b in kartesischen Koordinaten erreicht werden, gilt:

——(s1)
a = (jézls)—l—a- ds LA ER (3.13)
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Abbildung 3.3: Zur Bestimmung des Kriimmungsradius p(s)

dz(s + ds)
— (51
g (e tdo ) ] ds beR (3.14)
z(s1 + ds) dz
—E(Sl + dS)

Im Schnittpunkt ) beider Geraden gilt bei hinreichend kleinem ds

arbr~ —p(s) (3.15)
und daher sowohl
dz dz
z(s1) — p(s) - —(s1) = (s1 + ds) — p(s) - —(s1 + ds) (3.16)
ds ds
als auch
dx dx
z(s1) + p(s) - 5(31) = z(s1 +ds) + p(s) - @(81 + ds) (3.17)
Gl. (3.16) kann nach p(s) aufgelost werden:
dx (51)
z(s; +ds) — z(s T \o1 ' (s
gl G0 s
&(31) - &(31‘1‘0{3) —@(31)
Alternativ ergibt sich aus Gl. (3.17):
dz (51)
z(s1 +ds) — z(s EPSE 2 (s
p<8) - d]?( 1 d)]? ( 1) = Ccllgx = _l.//((sl)) (319)
—(51) = —(s1+ds) —=Z(s1) 1
ds ds ds?

Liegt der Punkt @ entsprechend Abb. 3.3 links! von der Linie £ = 0, so gilt p(s) > 0.
Liegt @ auf der rechten Seite, so gilt p(s) < 0. Das Vorzeichen des Kriimmungsradius wird
beibehalten, damit spater ohne Fallunterscheidung durch einfache Addition des Werts &
der Kriimmungsradius einer Linie £ = const. in Abhéngigkeit von s im Strahlenkoordina-

tensystem bestimmt werden kann.

lgenauer gesagt: Es gilt p(s) > 0, wenn Q auf der Seite der Linie £ = 0 liegt, von der die Normalen-

vektoren 71(s) weg weisen.
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3.3 Vektoroperatoren in Strahlenkoordinaten

Zur Herleitung der Parabolischen Wellengleichung aus der Wellengleichung (2.42) fiir das
magnetische oder (2.44) fiir das elektrische Vektorpotential werden der vektorielle Laplace-
Operator < und hierfiir nach Gl. (2.20) die Vektoroperatoren grad, div und rot in Strah-
lenkoordinaten benotigt. Fiir die Vektoranalysis miissen die zweidimensionalen Strah-
lenkoordinaten aus Abschnitt 3.1 um eine dritte Dimension ergénzt werden. Da spéter
Rotationssymmetrie beziiglich dieser Dimension angenommen wird, bietet sich dafiir der
von Zylinder- und Kugelkoordinaten her bekannte Azimutwinkel ¢ an. Durch Drehung
des in der Ebene y = 0 liegenden 2D-Strahlenkoordinatensystems um die z-Achse um den
Winkel ¢ kann (bei geeigneter Wahl der Linie £ = 0) jeder Punkt P(&y, s1, ¢1) im dreidi-
mensionalen Raum erreicht werden. In kartesischen Koordinaten habe P die Koordinaten
x1, y1 und z1. Aus Gl. (3.11) folgt:

x1 = (2(s1) +2'(s1) - &) - cos¢n (3.20)
yr = (x(s1) +2'(s1) - &) - sin gy (3.21)

Fiir z; gilt unverdndert Gl. (3.12):
2 =2(s1) —2'(s1) - &

Fiir eine moglichst anschauliche Ableitung der Vektoroperatoren in Strahlenkoordinaten
soll im Folgenden der in Abb. 3.4 dargestellte Zusammenhang zwischen kartesischen Ko-
ordinaten und Strahlenkoordinaten verwendet werden. Dabei wird angenommen, dass fiir
jeden Punkt auf der Linie £ = 0 der Kritmmungsradius p(s) sowie die (zweidimensionalen
kartesischen) Koordinaten des Schnittpunkts Q(zo, z9) bekannt sind. p(s) ldsst sich mit
Gl. (3.18) oder (3.19) bestimmen, die Koordinaten von @ ergeben sich durch Einsetzen
von p(s) in Gl. (3.13) oder (3.14) unter Beriicksichtigung von Gl. (3.15).

Eine wichtige Annahme zur Vereinfachung der in den Vektoroperatoren enthaltenen Ab-
leitungen besteht darin, dass sowohl p(s) als auch die (zweidimensionalen) Koordinaten
von Q(xo, 2p) in der unmittelbaren Umgebung des Punktes A({ = 0,s = s1,¢; = 0)
nidherungsweise konstant, also von s unabhéngig sind. In diesem Fall verhalten sie sich
beziiglich der Ableitung nach s als Konstanten. Fiir hinreichend kleine Auslenkungen ds
um A ist diese Annahme gerechtfertigt und es gilt fiir die kartesischen (dreidimensionalen)

Koordinaten des Punktes P(z,y, z) unter Einbeziehung des Azimutwinkels ¢:
s = s1+ds (3.22)

2(€,5,0) = lx0(81)+(p(81)+§)-sin (el—sp (;f)lﬂ-cosgb (3.23)

Y(E5.0) = [xo<sl>+<p<sl>+s>-sm(el—Sp(‘sf;)]-siw (3:24)

2(€,s) = zo(s1)+ (p(s1) +&) - cos (91 e ) (3.25)
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Abbildung 3.4: Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten und Kugelkoordi-
naten fiir die Ableitung der Vektoroperatoren. In dieser Abbildung liegt das 2D-
Strahlenkoordinatensystem in der Ebene y = 0, d.h. ¢ = ¢; = 0.

Bei #; handelt es sich um den Winkel des Normalenvektors in Punkt A gegeniiber der
kartesischen z-Achse. Mit Hilfe von dz, dz und ds in Abb. 3.2 ist ersichtlich, dass gilt:

s . dz ™ :
6, = 5 +aresin 5(31) = 5 *+arcsin z'(s1) (3.26)
T dz T
= 5 tarccos £<Sl) = 5 T arccos Z'(s1) (3.27)

Fiir die Ableitung der Vektoroperatoren wird ein lokales kartesisches Koordinatensystem
in dem Punkt benotigt, in dem die Operatoren anzuwenden sind [45]. In der unmittelbaren
Umgebung dieses Punktes stimmt das krummlinige orthogonale Koordinatensystem mit
dem lokalen kartesischen Koordinatensystem iiberein. Letzteres wird durch Tangentenvek-
toren an die ggf. gekriimmten Koordinatenlinien gebildet. Diese Vektoren bestehen aus
kartesischen Koordinaten und sind nicht auf eins normiert. In zweidimensionalen Strah-
lenkoordinaten mit einer zusétzlichen dritten Dimension (dem Azimutwinkel) ¢ ergibt

sich fiir die Tangentenvektoren tz, t und t; im Punkt P

M 33:(5, S,¢) ax<§7 S7¢)
23 0s 600
- | s ) | | se) | | s o)
le = % , = oy , le = 9 (3.28)
az<§7 S) 82(57 S) 8z(§, S)
0¢ 0s o

und mit Gl. (3.23) bis (3.25) unter Berticksichtigung von

sin (91 _iz Sl) ~ sinf; fir ds = s—s; —0 (3.29)
p(s1)
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Abbildung 3.5: Zur Bedeutung von R

fiir die Vektoren und deren Betrige

sin 6y - cos ¢

fe = | sinf-sing |, [fe|=te=1, (3.30)
cos 6,
_M . COSGI . COS¢
p(s1)
t; = —p(zz%)g -cosfy -sing |, t; =t = ‘p<;23£ , (3.31)
7/)(31) +£ - sin 91
p(s1)
= [zo(s1) + (p(s1) + &) - sinby] - sin ¢
ty = [Zo(s1) + (p(s1) + &) -sinby]-cos¢ |, (3.32)
0

[t = to = lzo(s1) + (p(s1) + &) - sin 61| = [(R(s1) +€) - sin6y].  (3.33)

Dabei ist
Io(Sl)

sin 91

R(s1) = + p(s1) (3.34)

die Entfernung des zugehorigen Punkts A auf der Linie £ = 0 von der Achse der Rotati-
onssymmetrie in (bzw. genau entgegengesetzt zur) Richtung des Normalenvektors f , vgl.
Abb. 3.4 und 3.5.

Im Bereich s = 51 +ds gilt s; ~ s fiir ds — 0, so dass fiir die Berechnung von ¢ und t,
51 durch s ersetzt werden kann. Beziiglich einer Ableitung von ¢ und ¢, nach s wird s;

(und damit auch alle von s; abgéngigen Grofien) jedoch als Konstante betrachtet.

3.3.1 Gradient eines in ¢ rotationssymmetrischen Skalars

Aus dem Ausdruck fiir grad w in [45] fiir allgemeine krummlinige, orthogonale Koordi-

natensysteme und den Gln. (3.30) bis (3.33) folgt fiir eine in ¢ rotationssymmetrische
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skalare Funktion wegen 0/0¢ = 0:

10u ou
oy || [
gradu = [ (gradu)s | = T | T ‘ p(s1) |Ou (3.35)
(gradu), 1S B p(s1) +&| Os
196 "

3.3.2 Divergenz eines in ¢ rotationssymmetrischen Vektorfeldes

Fiir die Divergenz eines in Strahlenkoordinaten (&, s) gegebenen und in ¢ rotationssym-

metrischen Vektorfeldes ergibt sich anhand der allgemeinen Form in [45] mit 0/0¢ = 0:

Ve

L 1 (0 ) 9
divv = div Vs = tgtstd) (ag (’Ugtst(b) + Os (’Ustgtd)) + a¢ (U¢t§ts)>
Vg
1 0 0
= tgtstd) <8—6<U§tst¢) + %@}Stgtd))) (336)

Insbesondere verschwindet die Divergenz eines Vektorfeldes, das nur eine ¢-Komponente

aufweist, beim gleichzeitigen Vorliegen einer Rotationssymmetrie in ¢ vollig:

div| 0 | =0 (3.37)

3.3.3 Rotation eines in ¢ rotationssymmetrischen Vektorfeldes

Mit der allgemeinen Form fiir krummlinige orthogonale Koordinaten aus [45] folgt fiir
zweidimensionale Strahlenkoordinaten (£, s) mit einer zusétzlichen Dimension (dem Azi-

mutwinkel) ¢:

[ 1 0 0
tts (%wd’%) - %(Usts)>
Ve
1 0 0
oti—rot| o | - Eg(@y@o—gg%wﬂ (3.38)
9

o 1 9
o (gt - o)
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Fiir Rotationssymmetrie in ¢ (d.h. 9/0¢ = 0) und mit ¢, = 1 (vgl. (3.30)) ergibt sich:

] L8 ]
it %(%%)
Ve 10
rotv=rot | v, | = _58_5(%%) (3.39)
Vg
(320 - 2204)

Die Betrige ts und t, kénnen den Gln. (3.31) und (3.33) entnommen werden.

3.4 Wellengleichung in Strahlenkoordinaten

In Gl (2.42) und (2.44) ist die Wellengleichung fiir das elektrische und magnetische Vek-
torpotential gegeben. Im Gegensatz zu kartesischen Koordinaten, bei denen der vekto-
rielle Laplace-Operator < einer komponentenweisen Anwendung des skalaren Laplace-
Operators A entspricht (vgl. S. 7), ist bei krummlinigen orthogonalen Koordinatensyste-
men die Definitionsgleichung fiir <& (2.20) zu verwenden.

Es wird eine beziiglich ¢ rotationssymmetrische elektromagnetische Feldverteilung voraus-
gesetzt. Wie bei der Betrachtung in Kugelkoordinaten in Abschnitt 2.3.3 soll das gesamte
Feld i. Allg. aus der Summe eines TM- und eines TE-Feldes beziiglich ¢ dargestellt wer-
den. Aus den Gln. (2.30) und (2.43) folgt, dass der TE- bzw. TM-Fall bzgl. ¢ genau dann
sichergestellt werden kann, wenn die ¢-Komponente der Rotation in Gl. (3.39) verschwin-
det. Dies ist allgemein der Fall, wenn der Operand der Rotation v ausschliefllich eine
¢-Komponente aufweist (d.h. ve und v verschwinden).

Entsprechend Gl. (2.56) wird fiir den TE-Fall bzgl. ¢ angenommen, dass das elektrische

Vektorpotential lediglich eine ¢-Komponente aufweist:

F 0
F=|F |=]o0 (3.40)
Fy ¥
Gl (3.40) in (2.44) eingesetzt ergibt mit (2.20):
0 0 0 0
O 0 | =graddiv| 0 [—rotrot| 0 | =-8*] 0 (3.41)
(G (G (G (G

Wegen der Rotationssymmetrie verschwindet gemafl Gl. (3.37) die Divergenz, so dass sich

die Wellengleichung folgendermaflen vereinfacht:

0 0
rotrot | 0 [ =45%] 0

(4 (4

(3.42)
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Die Ausfithrung der durch Gl. (3.39) fiir rotationssymmetrische Felder gegebenen Rotation

in Strahlenkoordinaten ergibt:

. . tstd,_s(wd’)
52 1(/)} = rotrot 1(/)} = rot —ti%(iﬁ%)
L 0 _
0
0

110 0 1 0
P [8_5 ( I, 06 W%)) 25 (ts%%(@b%))]

Damit lautet die skalare Wellengleichung fiir ¢

170 o (1 0 )
Fo () + o (ot | = - (3.40

GL. (3.44) gilt fiir rotationssymmetrische Felder in ¢. t; und ¢, sind in G1. (3.31) bzw. (3.33)
gegeben. Sie sind i. Allg. selbst von £ und s abhéngig und miissen daher mit abgeleitet
werden. Wird anstelle des elektrischen Vektorpotentials ein magnetisches Vektorpotential
A angenommen, das ausschlieBlich eine ¢-Komponente Ay = 1y, aufweist, so ergibt sich
durch Einsetzen von A = ¢ - Ay in Gl. (2.44) dieselbe Wellengleichung; in Gl (3.44) ist
lediglich 1 durch 1, zu ersetzen.

3.5 Zusammenhang zwischen den Skalaren v, 1,, und

den Feldstirken E, H bei Rotationssymmetrie in

¢

Bei den Skalaren 1 und v, handelt es sich um die ¢-Komponente des elektrischen bzw.
magnetischen Vektorpotentials, fiir die jeweils die Wellengleichung (3.44) aufgestellt wer-
den kann. Die PE-Berechnung wird anhand v bzw. 1, durchgefiihrt. Die Schnittstelle
zu anderen Berechnungsverfahren sowie die Vergleichsgréfie bei der Nachbildung realer
Anordnungen ist die elektrische und die magnetische Feldstéirke. Insofern sind vor der
Anwendung von PE ¢ und/oder 1, aus den Feldstérken und anschliefend umgekehrt die
Feldstérken aus ¢ und v, zu berechnen.

Gegeben sei das elektrische und magnetische Vektorpotential F und A in Strahlenkoor-

dinaten mit jeweils ausschliellich einer ¢-Komponente ¢ und ¢, gemafi Gl. (3.40). Die
Feldstéirken E und H ergeben sich aus den Gln. (2.49) und (2.50):
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0 , 0 0
E = —rot| 0 |- -graddiv | 0 — jwpope |0 (3.45)
WEQGEY
VUm VYm
0 . 0 0
H = rot| 0 |- ~graddiv| 0 | —jweoer | O (3.46)
W o oy
Ym (8 (8

Nach Gl. (3.37) verschwindet die Divergenz fiir ein Vektorfeld, das lediglich eine ¢-
Komponente sowie Rotationssymmetrie bzgl. ¢ aufweist. Mit dem Rotationsoperator aus
Gl (3.39) folgt:

1 0

0
_ — — (Yt
E = E, | =—- 10 — jwopt 0 | = 19 (3.47)
s ——— (4t ' — ozt
L, T oy o T 0)
0 _jwMOMr¢m
1 0 1 0
“Z — (Pt
H = | o |= 190 —jweesr | 0 | = 10 (3.48)
s ——— (Ut f —— oz (Ymt
H, ty 08 () " ty 08 ¢)
0 _jWEO€r¢

Wie beim elektromagnetischen Feld in Kugelkoordinaten (vgl. Abschnitt 2.3.3) kénnen
somit bei Rotationssymmetrie in ¢ die Groflen ¢ und ¢y, direkt aus Hy bzw. Ey berechnet
werden. 1 représentiert den Feldanteil TE bzgl. ¢, ¥, den Anteil TM bzgl. ¢.






Kapitel 4

Die Methode der Parabolischen
Gleichung (PE)

4.1 Elliptische Wellengleichung als Ausgangspunkt

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung der parabolischen Wellengleichung in Strahlenko-
ordinaten ist die elliptische Wellengleichung (3.44) in Strahlenkoordinaten fiir die mittels
1 abgekiirzte ¢p-Komponente des elektrischen Vektorpotentials F.

Zur besseren Veranschaulichung soll jedoch zunéchst eine zweidimensionale Wellenglei-
chung in kartesischen Koordinaten betrachtet werden. Aus Gl. (2.27) folgt mit Gl. (2.25)
und der Annahme 9/9y = 0:!

5> o> ,
a2V oAV TPV =0
oder (4.1)
2 0
(@*@*@WO

Bei der Helmholtz-Gleichung (4.1) handelt es sich um eine elliptische? Differentialglei-
chung [7].

Das Ziel bei der Analyse dielektrischer Streukoérper mittels der Methode der Paraboli-
schen Gleichung besteht darin, die Wellengleichung ausgehend von einer Anfangswert-
Verteilung von v, die auf einer Fliache (z. B. Apertur) gegeben ist, unter Beriicksichtigung
von Randbedingungen zu losen. Die elliptische Wellengleichung (4.1) kann nicht direkt
dazu verwendet werden. Ist zum Beispiel die Grofle ¢ in einer Apertur als Anfangswert

bekannt?, so kann Gl. (4.1) keinen Aufschluss dariiber geben, in welche der beiden (senk-

'D. h., das zugrunde liegende elektromagnetische Feld ist in y-Richtung unendlich ausgedehnt und nicht

von y abhingig. Es kénnte z. B. von einer Linienquelle erzeugt sein, die parallel zur y-Achse verlauft.
2Die Wellengleichung fiir nicht in der Zeit harmonische Schwingungen beinhaltet anstelle 32 die zwei-

fache Ableitung nach der Zeit —(1/c?) - (9%/0t?). Durch die unterschiedlichen Vorzeichen der Ableitung

nach dem Ort und der Zeit wire jene Differentialgleichung somit als hyperbolisch zu klassifizieren.
3Vgl. beispielsweise den Zusammenhang von 1 und Hy in Gl (3.48).

29
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recht zur Apertur liegenden) Richtungen sie strahlt. Tatsdchlich kann eine Apertur in
beide Richtungen strahlen (z. B. bei einer planaren Schlitzantenne ohne Kavitét, oder sie
wird von einer Welle durchdrungen (z.B. bei der Apertur des offenen Hohlleiters). Die

Information iiber das 0 /0r miisste mit als Anfangswert eingehen.

So wird die elliptische Wellengleichung (4.1) in erster Linie verwendet, um stationére
Zusténde zu beschreiben [7], d.h. um Randwertprobleme zu losen, z. B. die moglichen

Feldkonfigurationen (Moden) im Innern von Hohlleitern [45].

Der Ubergang zur Parabolischen Gleichung verschafft der Wellengleichung (4.1) die nétige

Richtungsinformation, um sie effizient fiir Anfangswertprobleme einzusetzen.

4.2 Herleitung der Standard-PE (SPE)

Fiir die Herleitung der Parabolischen Gleichung ist das A-priori-Wissen erforderlich, in
welche ungefdhre Richtung die Wellenausbreitung erfolgt. Das Koordinatensystem wird
so gewahlt, dass sich die elektromagnetische Welle vorzugsweise in eine Koordinaten-
richtung ausbreitet, d.h. in Kugel- oder Polarkoordinaten gewchnlich in r-Richtung, in
Strahlenkoordinaten (vgl. Kapitel 3) in {-Richtung und in kartesischen Koordinaten z. B.
in x-Richtung.

In dieser Arbeit ist die Wellenzahl ( bei einer PE-Rechnung abschnittsweise konstant, so

dass auf die Einfithrung einer Referenzwellenzahl 3, verzichtet werden kann.

Die Bezeichnung , Standard-PE“ erfolgt in Anlehnung an [47] und steht im Gegensatz zur
Weitwinkel-PE, die in Abschnitt 4.3 behandelt wird.

4.2.1 Abspaltung des Phasenterms e =%

Zunéchst soll angenommen werden, dass die Ortsabhéangigkeit der komplexen Amplitude
in Ausbreitungsrichtung (hier die x-Richtung) hauptsichlich durch den Phasenterm e=3/*
verursacht wird [48]. Schreibt man v als Produkt einer Funktion ¥ und des Phasenterms,
d.h.

= . eI (4.2)

so ist ¥ bedeutend schwécher von z abhéngig als . Im Fall einer ebenen Welle, die
sich in x-Richtung ausbreitet, ist U sogar konstant. Stimmen die tatséchliche und die
angenommene Ausbreitungsrichtung exakt iiberein, stellt ¥ die (komplexe) Amplitude
von ¢ dar. Wird Gl. (4.2) in (4.1) eingesetzt, konnen die Ableitungen nach = ausgefiihrt

werden:
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(a_; + a—j + 52) (W-e7) =0 (4.3)

o [0V . , 0? :
B RPN FCL .o ibz 2 . aiBT)
83:(83: e jpyY -e )4—(622—1—6)(\1’ e ) 0 (4.4)
2
‘37‘15 Lo 2jﬂg—i e — BRI ( ; 5+ 62> (W-e i) =0 (4.5)

Da sich e bzgl. der Ableitung nach z als Konstante verhilt, kann Gl. (4.5) durch den
Phasenterm dividiert werden. Es bleibt:

2\ 2\
Y08, P8 as
Gl. (4.6) ist eine exakte Form der Wellengleichung (4.1). Noch wurde nicht vorausgesetzt,
dass sich die Welle tatsdichlich in x-Richtung ausbreitet. Fiir die Ableitung der PE aus
Gl (4.6) gibt es zwei unterschiedliche Methoden: Eine anschauliche, bei der die zweifache
Ableitung nach x vernachlissigt wird, und eine zweite, bei der Gl. (4.6) faktorisiert und
der dabei entstehende Wurzeloperator, der auf einen Differentialoperator anzuwenden ist,

approximiert wird.

4.2.2 PE durch Vernachlissigung von 9*V /0x?

Falls sich W tatséchlich (wie vorausgesetzt) nur schwach mit = dndert, d. h. fiir

ov

I L[|V (4.7)
und

0*U ov

92 < - Enk (4.8)

kann 9*¥/dz? in Gl. (4.6) vernachlissigt werden und es resultiert die Parabolische Glei-
chung
ov j 0°W
v __J19% (4.9)
ox 203 022
Dabei handelt es sich um eine parabolische Differentialgleichung [7]. Sie &hnelt der (ein-
dimensionalen) Diffusionsgleichung fiir die Warmeleitung in einem Stab [58]
du 0?u
— _pZ_=
ot 022’
allerdings ist die Diffusionskonstante D in Gl. (4.10) reell und bei der zugehorigen para-
bolischen Wellengleichung (4.9) mit D = (2j3)~! imaginér.

(4.10)

4.2.3 Alternative: Faktorisierung und Approximation des Wur-

zeloperators

Eine andere Moglichkeit, die Parabolische Gleichung abzuleiten, besteht darin, den Aus-
druck
0* ov 9PV

o~ War T o
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in Gl (4.6) als Produkt zweier Faktoren zu schreiben [47]. Damit gilt fiir W:

s ol EE oo

Gl (4.11) ist erfiillt, wenn zumindest einer der Faktoren Null wird, also z. B.

Der Wurzeloperator ldsst sich auf die zweifache Ableitung nach z nicht direkt anwenden.
Mit der Ndherung
\/1—1—3:%1—1—% fir Jo| < 1 (4.13)

ergibt sich aus Gl. (4.12) die Parabolische Gleichung (4.9):

0 1 o? 0 j 02

[ax b ( 25 a%)] lax " 35822
Das bedeutet, dass die Vorgehensweise in Abschnitt 4.2.2 (d. h. die Vernachléssigung der
zweifachen Ableitung nach z) der Approximation des Wurzeloperators nach Gl. (4.13)
entspricht. Die Approximation nach Gl. (4.13) war zunédchst aus Griinden der Einfach-
heit naheliegend. Sofern sie sich nicht als hinreichend genau erweist, kann eine genauere

Approximation verwendet werden, dies fiihrt zur sog. Weitwinkel-PE, vgl. Abschnitt 4.3.

4.2.4 Giiltigkeit der Ndherung

Es stellt sich die Frage, inwieweit die Forderungen (4.7) und (4.8) in der Praxis erfiillt
werden. Es sei angenommen, dass sich der Beobachter auf der x-Achse befindet, das Feld
von einer (rundstrahlenden) Linienquelle im Ursprung des zweidimensionalen kartesischen
Koordinatensystems erzeugt wird und die Ausbreitung entlang der x-Achse tatséchlich in
x-Richtung erfolgt. Im Fernfeld* fillt die Amplitude mit dem Faktor 1/y/x. Ausgehend

von einem Wert W, beim Abstand x = xq gilt:

xX
9] = ||/~ (4.14)

oV 1 Zo
==l (4.15)
82\11 3 Zo
— |l /22 4.1
Ox? 4| o x° (4.16)
(4.17)
Die Forderung (4.7) bedeutet somit
11 2m
_.Z E— 4.18
5 - <O= (4.18)

4Eine Nahfeldbetrachtung unter Einbeziehung nicht-rundstrahlender Linienquellen erfolgt in Abschnitt
4.8.1 (S. 61).
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Aus (4.8) folgt

3 1 27
°. . 4.19
2 x <p A7 ( )
so dass gelten muss:
3 A
r>—-—-— =024\ (4.20)
2 27

Bei einer Punktquelle im dreidimensionalen Raum steht in Gl. (4.20) anstelle des Faktors
3/2 der Faktor 2. Es wird deutlich, dass zumindest fiir den Fernfeld-Fall schon ab recht
kleinen Entfernungen von der Quelle die Amplitudenabnahme im Lauf der Wellenausbrei-
tung nicht mehr fiir die Giiltigkeit der PE relevant ist.

Weitaus wichtiger ist die Frage, inwieweit die PE giiltig ist, wenn die Ausbreitung nicht
genau in die vorgesehene Richtung erfolgt. Dazu sei angenommen, dass gilt:

oyl _
el (4.21)

Die Ausbreitung erfolge in Wirklichkeit nicht — wie durch die Festlegung der fiir die
Losung der PE erforderlichen Ausbreitungswege parallel zur x-Achse quasi angenommen

— in x-Richtung, sondern im Elevationswinkel ¢’ zur x-Achse, d. h.

b =Wy - exp (—jﬁ ‘ ) . (4.22)

cos @’

Aus Gl (4.2) folgt

U =V, -exp |jfz (1— L )} (4.23)

cos ¢’

Die Betrédge in Gl. (4.7) und (4.8) lauten:

U] = [Wy (4.24)
ov 1
or| 6’1 " cost'| [Tol (4.25)
0*v 1 2
orz| gL~ cos@| ol (4.26)
Aus Gl (4.7) oder (4.8) folgt
1
‘1 -——| < Ldn (4.27)
o] < g = 60°. (4.28)

Wie streng Ungleichung (4.28) einzuhalten ist, wird in der Literatur unterschiedlich be-
urteilt. Die Angaben fiir die zulissige Obergrenze fiir §” bewegen sich im Bereich von 10°
[43] bis 15° [46].
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1.5

124

09+

0,61 1+0,75x
1+0.25x

03§ 1,430 + 1,139
1,431+ 0,43 1x

0 t t t t t t t . : !

-0 -08 -0,6 -04 -02 00 02 04 06 08 . 1,0
Abbildung 4.1: Giiltigkeitsbereich der Naherungen 1+ z/2, (1 +0,75x)/(1 + 0,25x) [12]
und (1,430 4+ 1,1392) /(1,431 + 0,431z) [28] fur v/1 + = am Beispiel x € R

4.3 Weitwinkel-PE (WWPE)

In Abschnitt 4.2.3 wurde gezeigt, dass die Herleitung der Parabolischen Gleichung (4.9) die
Approximation des Wurzeloperators nach Gl. (4.13) beinhaltet. Nach Abschnitt 4.2.4 ist
vor allem die Wellenausbreitung abseits der angenommenen Ausbreitungsrichtung dafiir
verantwortlich, dass Vorgaben fiir die Giiltigkeit von Néherungen verletzt werden. Daher
liegt es nahe, die Approximation des Wurzeloperators zu verbessern, um groffere Abwei-

chungen zwischen der angenommenen und tatséchlichen Ausbreitungsrichtung zuzulassen.

Claerbout fiihrte hierzu die Approximation mittels einer gebrochen rationalen Funktion

ein [12]:
3
I+-x
Vits v~ —b fir 2] <1 (4.29)

Dabei handelt es sich um eine Padé-Approximation. Abb. 4.1 zeigt den im Vergleich
zu Naherung (4.13) deutlich vergroBerten Giiltigkeitsbereich von (4.29) am Beispiel von
reellen Zahlen.

Mit der Naherung (4.29) ergibt sich fiir die Wellengleichung (4.12)

1+3 1 9?
o iEar ||
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bzw. vereinfacht:

14— | ==L (4.31)

1 ®\ov  j v
462022 ) 0xr 283 022

Im Gegensatz zur Standard-PE (4.9) ist in Gl (4.31) auch 0¥ /0xz zweifach nach z ab-
zuleiten. Dies lésst sich jedoch problemlos im Finite-Differenzen-Schema zur numerischen
Losung der PE umsetzen (vgl. [47] sowie Abschnitt 4.5.1). In [43] wird gezeigt, dass sich
so die zulassige Abweichung der tatséchlichen von der angenommenen Ausbreitungsrich-
tung — unter Zugrundelegung derselben Fehlertoleranz — von 10° auf 23° steigern lasst.
Héufig wird die maximal zuldssige Abweichung sogar mit 45° [8, 46, 47] angegeben und
Gl. (4.31) als ,,45°-Gleichung* bezeichnet. In [28] wird die rationale Funktion zur Appro-
ximation des Wurzeloperators so gewahlt, dass die maximale Abweichung gegeniiber der
Wurzelfunktion im Intervall® z = (0,1 —cos? §') minimiert ist. Je nach der zu erwartenden
Abweichung ¢’ zwischen der angenommenen und tatséichlichen Ausbreitungsrichtung erge-
ben sich dadurch geringfiigig unterschiedliche Approximationen fiir den Wurzeloperator,

fiir 0/ = 40° verwendet Greene

1,430 + 1,139z

Vitzr
TR 81T 0431

(4.32)

Im mafBgeblichen Bereich —1 < x <1 (vgl. Abb. 4.1) stimmen Greenes und Claerbouts
Approximation nahezu iiberein; wie in der allgemeinen PE-Literatur wird auch in [28] die
maximal zuldssige Abweichung 6 lediglich mit 40° angegeben, so dass im Folgenden im
Zusammenhang mit der Weitwinkel-PE ausschlielich Naherung (4.29) verwendet wird.

Bei Verwendung des Fourier-Split-Step-Algorithmus (vgl. Abschnitt 4.7.1) ldsst sich die
zuléssige Abweichung zwischen der angenommenen und tatsédchlichen Ausbreitungsrich-
tung unter bestimmten Voraussetzungen auf anndhernd 90° erhohen [18]; dies soll aber

nicht Gegenstand der weiteren Betrachtung sein.

4.4 Parabolische Gleichung in Strahlenkoordinaten

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der PE in Strahlenkoordinaten ist die Wellengleichung
(3.44) fiir die p-Komponente des elektrischen oder magnetischen Vektorpotentials 1) bzw.
U, vgl. hierzu Kapitel 3.

4.4.1 Standard-PE in Strahlenkoordinaten

Entsprechend der in Abschnitt 4.2.1 und 4.2.2 beschriebenen Vorgehensweise wird

=T .e % (4.33)

°D.h. das Argument der Wurzelfunktion liegt im Intervall (cos® 6, 1)
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in die Wellengleichung (3.44) eingesetzt. Der Term in der Wellengleichung mit den Ablei-
tungen nach ¢ dividiert durch e ™% werde mit X abgekiirzt:

10 |ty 0 :
—_ - [__ <t¢\11 . e-Jﬁf)]
e—iBE
ts und t4 sind dabei i. Allg. von & abhéngig (vgl. (3.31) und (3.33)) und miissen mit
abgeleitet werden. Die Ausfithrung der Ableitungen ergibt

(4.34)

U U , 1ot iB) oty
X_a—§2 8—5'(01+02—2J5)+\I/- [03—Jﬁ Ea—§+<04—g>a—§—@ (4.35)
mit
ls
10t 1 Ot 1 9%, 1 aﬂ
Ol = Ea—g, 02 = 58—5, 03 = 58—52 und 04 = Ea—g

Unter der Voraussetzung, dass in der unmittelbaren Umgebung eines durch Strahlenkoor-
dinaten gegebenen Punktes der zugehorige Kriimmungsradius p und der Mittelpunkt des
Kriimmungskreises () ndherungsweise konstant ist (vgl. Abschnitt 3.3), ist dort ¢5 und ¢,
lediglich von £ und s abhéngig. Das Einsetzen der Gln. (3.31) und (3.33) in die Ausdriicke
fiir Oq bis Oy ergibt:

1
0, = — 4.36
' p+E (4.36)
sin 91 1
? ro+ (p+&)sinfh; R+ (437)
O3 = 0 (4.38)
R—p
0, = 4.39
LT (0 OR+€)sing, (4.39)
Zur Bedeutung von R vgl. Abb. 3.5 auf S. 23. Es gilt:
A
|01] < 206 fir |[p+¢& > pp (4.40)
A
|0;] < 208 fir |[R+&| > in (4.41)
B .. ‘ 1 1 ‘
O, <« — fir — < B 4.42
O < fir | (1.42)

O und Os sind demnach vernachléssighbar, wenn der betrachtete Punkt weiter als ca. eine
Wellenlénge sowohl vom Mittelpunkt des Kritmmungskreises als auch in (oder genau ent-
gegengesetzt zur) é—Richtung von der z-Achse als Achse der Rotationssymmetrie entfernt
liegt. Dies stellt keine nennenswerte Einschrénkung dar, da die PE in der Umgebung des
Schnittpunkts zweier angenommener Ausbreitungswege ohnehin nicht anwendbar ist (vgl.
Abschnitt 4.8.2).

O, ist vernachldssigbar, wenn sowohl |p+ &|~* als auch |R + £|~! wesentlich kleiner als /3
ist. Diese Forderung ist durch die Bedingungen fiir die Vernachlassigbarkeit von O; und
O, bereits erfiillt.
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SchlieBlich wird in Gl. (4.35) der Term 9*W/9&* — entsprechend der Herleitung der SPE
in Abschnitt 4.2.2 — unter den Voraussetzungen® (4.7) und (4.8) vernachlissigt, so dass

Lo 10t
_w 6 ljﬁ (t o 1, af) +62] (4.43)

Somit folgt aus den Gln. (3.44), (4.33), (4.34) und (4.43) die (Standard-) PE in Strah-

lenkoordinaten fiir rotationssymmetrische Felder in ¢:
G j 1 1 110ty 10t
OV _ 1O (10 g ) L (Lo 10y (4.44)
0¢ 20t 0s \tsty Os 2 \ts 0ty O
Der Term in Gl (4.44)

gilt:

Lot 10t
(t ag+t¢ ag)‘y

beschreibt die von der Wellenldnge unabhéngige (auch bei GO-Berechnungen zu bertick-
sichtigende) Amplitudendnderung durch die Konvergenz oder Divergenz der Strahlen bzw.

angenommenen Ausbreitungswege, bei denen es sich um Geraden mit s = const. handelt.

4.4.2 Weitwinkel-PE in Strahlenkoordinaten

Auch in Strahlenkoordinaten lisst sich eine Weitwinkel-PE” angeben. Hierzu werden zwar
in Gl. (4.35) die Terme O; bis O4 vernachlissigt, die zweifache Ableitung nach & wird
jedoch zunéchst beibehalten. Daraus folgt als Naherung fiir die Wellengleichung mit ab-

gespaltetem Ausbreitungsterm

O*U J@a‘I’ 1&(1 a( )> Jﬁ<18t 16t¢>qj 0 (4.45)

ez 96 1,0 \ ity Os t, 06 | t, O¢
oder
62 —2j =0 4.46
it 0 0 0 0
19 (1 (Lot 10t
AV =45 <t8t¢ gs Wl )> B (t € 1,0 ) v (4.47)

GL. (4.46) kann wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben als Produkt zweier Faktoren geschrieben

B e o e

Laut [47] gilt diese Faktorisierung lediglich dann exakt, wenn A nicht von £ abhéngt. Da
ts und t, geméf den Gln. (3.31) und (3.33) eine Funktion von £ darstellen, ist Gl. (4.48)
genau genommen nur als Ndherung zu verstehen. In [47] tritt diese Problematik durch

einen von x abhéngigen Brechungsindex auf.

SDabei ist = sinngem#f durch ¢ zu ersetzen.
"PE, bei der die maximale Abweichung zwischen der angenommenen und tatséichlichen Ausbreitungs-

richtung der Welle maximal 45° betragen darf, vgl. Abschnitt 4.3.
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Gl. (4.48) ist erfiillt, wenn einer der Faktoren Null wird; aus

folgt mit der N&herung (4.13) die Standard-PE (4.44). Die Claerbout-Approximation
(4.29) fiithrt zur Weitwinkel-PE in Strahlenkoordinaten:

A\ oV j
1+ — ) —=—=—AV 4.50

(1 7%) % =59 (450

Gegeniiber der Standard-PE (4.44) ist in G1. (4.50) auf der linken Seite der Term A/(4?)

hinzugekommen; die Anwendung von A auf 0¥ /J¢ lasst sich auch in Strahlenkoordinaten

ins Finite-Differenzen-Schema integrieren, vgl. Abschnitt 4.5.2.

4.5 Losung der Parabolischen Gleichung mit Finiten
Differenzen (FD)

4.5.1 FD-Algorithmus fiir kartesische Koordinaten

Die prinzipielle Funktionsweise des Finite-Differenzen-Verfahrens wird zunéchst aus Griin-
den der Anschaulichkeit in kartesischen Koordinaten gezeigt. In Abschnitt 4.5.2 erfolgt
der Ubergang zu Strahlenkoordinaten.

Im Gegensatz zur elliptischen Wellengleichung (4.1) kann die parabolische Wellengleichung
(4.9) ausgehend von einer auf einer Linie = const.® gegebenen Anfangsverteilung von ¥
eindeutig gelost werden. Beim Finite-Differenzen-Verfahren wird AV/Ax ~ 0¥ /0x aus
der zweifachen Ableitung nach z berechnet, vgl. (4.9). ¥ + AW entspricht dem ,neuen* ¥
an der Stelle x + Az. So wird im Laufe der Rechnung W Schritt fiir Schritt in Richtung
der (angenommenen) Wellenausbreitung berechnet. Fiir die Rechnung an sich braucht
nur die Verteilung von W an der letzten Stelle x bekannt zu sein, so dass ¥ nicht im
gesamten Raum, sondern nur auf den angenommenen Phasenfronten x = const. vorgehal-
ten werden muss. Dies fithrt zu einer erheblichen Einsparung an Speicherplatz gegeniiber
asymptotisch exakten Methoden.

Der allgemeine Finite-Differenzen-Algorithmus zur Losung einer parabolischen Differen-
tialgleichung ist in z. B. in [58] beschrieben.

In diesem Abschnitt werde zunéchst davon ausgegangen, dass die Gitterweiten Ax und Az
konstant sind. Bei Verwendung von Strahlenkoordinaten und bei Anfangswerten, die nicht
auf einer Linie x = const. gegeben sind, kommen variable Gitterweiten zum Einsatz, vgl.
Abschnitt 4.5.2 und 6.6. Fiir die Betrachtung in kartesischen Koordinaten gelte folgende

8Sind die Anfangswerte auf einer Linie o # const. gegeben, so kommt das Verfahren mit Becken und
Flanken in Betracht, vgl. Abschnitt 6.6.



4.5. LOSUNG DER PE MIT FINITEN DIFFERENZEN (FD) 39

m=M
m=23
ZIn m=2

Abbildung 4.2: N x M-Gitter zur Losung der PE mit finiten Differenzen (hier: kartesische

Koordinaten)

Diskretisierung:

Tn = To+n-Axr,neZ (4.51)
Zm = Zo+m-Az, meZ (4.52)

Ein entsprechendes Gitter ist in Abb. 4.2 dargestellt. Formal kénnen n und m auch halb-
zahlige Werte annehmen, um Stellen zu bezeichnen, die zwischen den Gitterpunkten lie-
gen. xo und zg sind die Koordinaten eines Referenzpunkts, der die Lage des n-m-Gitters im
Raum bestimmt. U (z,, 2,,) werde im Folgenden mit W, ,,, abgekiirzt. Fiir die Ableitung

nach z gilt zwischen den Stellen n und n + 1, also formal an der Stelle n + 1/2:

8\11 a\I] \I]n 1m — \Ijn,m
a.. <xn+%7 Zm) = ( ) ) ~ * (453)
n+z,m

Ox o Ax

Zu kldren ist die Frage, an welcher Stelle die in Gl. (4.9) vorkommende zweifache Ableitung
nach z zu berechnen ist, an der Stelle n, n+ 1 oder dazwischen. Naheliegend ist zunéchst

die Berechnung an der Stelle n, da dort die Werte ¥, ,,, bekannt sind:

ov (oY
0z nomet i 0z nm— A

020 ek 1
<@> ~ 2Az 2 (4.54)
\Ijn,m—i-l - \I]n,m \Ijn,m - \Ijn,m—l
~ Az B Az _ \I/n,m—«—l - 2\I/n,m + \I/n,m—l
AZ (Az)2

Diese explizite Berechnung der zweifachen Ableitung fiihrt jedoch zu einer numerischen
Instabilitét [58]. Das implizite Verfahren besteht darin, die Ableitung an der Stelle n+1 zu
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berechnen. Dort ist W zwar zunéchst nicht bekannt, jedoch lésst sich fiir die unbekannten
U, 4+1.m ein Gleichungssystem aufstellen und l6sen. Das implizite Verfahren ist unbedingt
stabil, liefert aber nicht die hochstmogliche Genauigkeit [58]. In der Praxis wird daher
haufig ein (gleich gewichteter) Mittelwert aus dem impliziten und expliziten Verfahren
verwendet, das sog. Crank-Nicolson-Schema [43, 44, 58]. Im Rahmen dieser Arbeit sollen
beide Anteile i. Allg. unterschiedlich gewichtet werden. Mit Gl. (4.54) folgt:

<a2\11> - (\Ijn,m—&-l — Q\Ijn,m + \I’mm—l) +v (\I’n—i-l,m—f—l - 2\I’n-i-l,m + \Ijn-&-l,m—l) (4 55)

022 (1+0)-(Az)?

Fiir v = 1 erfolgt die Gleichgewichtung des expliziten und impliziten Anteils und damit
die Anwendung des Crank-Nicolson-Schemas. Mit v > 1 wird der implizite Anteil hoher
gewichtet, dies wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit dazu verwendet, um ansatzweise
Instabilitdten zu vermeiden, vgl. Abschnitt 7.1.5. Aus v — oo folgt das implizite Schema.
Mit Gl (4.53) und (4.55) lautet die Standard-PE (4.9)

\Ijn—l-l,m - \Iln,m o (q/n,m—o—l - Z\Iln,m + \I/n,m—l) + v (\Ijn—i-l,m—i-l - 2\I/n+1,m + \I/n—i—l,m—l)

Ax B 2j0 - (1+v) - (Az)?
(4.56)
bzw.
_’Ualpn—i-l,m—l + b\Ijn—‘rl,m - ’Ualpn—i—l,m—l—l = a\Ijn,m—l + b/\pn,m + a\Ijn,m—‘rl (457)
mit
1 1 v
= b = — d
CT 2B (v (A Az B (1to)-(dr ™
1 1
Vo= — (4.58)

Az jB-(1+0v)-(Az)?

Erfolgt die Berechnung in einem Gitter mit m = 1...M, so folgt aus (4.57) das Glei-

chungssystem:
b —wa 0 0 0| a(Upp+ Upg + 0Wi10) + 5T,
—va b —wa 0 0 a(Up1+V,3)+ 00,9
0 —wva b —wva 0 -\I_},LJrl = a(Wpo+Vpa) + 00,3
0 0 :
0 0 0 —va b | a(Wprr—1+ Vo1 + 0V 1) + 0V,
(4.59)
Dabei ist
Vi1
\Ijn+1,2
U

ni1 = | Yn413 (4.60)

\I’n—i-l,M
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der Losungsvektor. Es féllt auf, dass U am unteren und oberen Rand (d.h. fiir m = 0
und m = M + 1) sowohl an der Stelle n als auch an n 4+ 1 bekannt sein muss. Dabei
handelt es sich um die Randbedingungen bei der Losung der Differentialgleichung; beim
rein impliziten Schema (v — o0) geniigt die Kenntnis an der Stelle n + 1. Beispielsweise
kann W, 0 = W10 = Yo 41 = Yog1, 41 = 0 gesetzt werden, um dort das Verschwinden
der skalaren Grofle ¥ zu erzwingen. Die Frage der Randbedingungen wird in Abschnitt
4.6 behandelt.

Die Matrix in Gl. (4.59) ist tridiagonal, dies ermdoglicht eine sehr effiziente Losung des
Gleichungssystems, ein Algorithmus ist beispielsweise in [58] gegeben.

Die Weitwinkel-PE (4.31) unterscheidet sich von der Standard-PE (4.9) durch den zusétz-
lichen Term

1 0?0V
432922 0
auf der linken Seite. Mit der Ableitung nach x und der zweifachen Ableitung nach z geméaf
Gl. (4.53) und (4.54) folgt unter Verwendung finiter Differenzen:

La_Za_\Ij ~ \Ijn+1,m+1 - \Ijn,m-l—l -2 (\Ijn-&-l,m - \Ijn,m) + \Ijn—&-l,m—l - \Ijn,m—l (4 61)
432 02* Ox 462 - Ax - (Az)? '
Wird die rechte Seite von Gl. (4.61) zur linken Seite von Gl. (4.56) addiert, fithrt dies zur

Weitwinkel-PE in finiten Differenzen

(—va+ Q) Vi1 m-1+ (b= 2¢)¥pi1m + (—va + ) Vi1, m1
= (a+@Q)¥uma+ O —2¢0)Vpm+ (a+ Q) Vnimi1 (4.62)

mit a, b und ¥ nach Gl. (4.58) und

1
R — 4.
1= 132 Az(A2)? (4.63)
Die M x M-Matrix ||A]| im zu lésenden Gleichungssystem
A By = B (4.64)
mit ¥,1 nach Gl (4.60) lautet
b — 2¢ —va-+q 0 0 0 |
—va+q b—2¢ —wva+gq 0 0
I|A|| = 0 —va+q b—2¢ —va-+gq 0 (4.65)
0 0 . .
I 0 0 0 —va+q b—2q |
und die rechte Seite
(a4 q)(Wno+ Vo) + (va+ @) Whi10+ (b —2¢) ¥, 1
(@4 q)(Vna 4+ Vng) + (' = 2¢) ¥r 2
R—

(a + Q)(\I’n,Q + \Ijn,4) + (b, - QQ)\Ijn,S . (466)

(a+q) (V-1 + VYo mi1) + (va+ @) Wi g1 + (0 —29) W, i
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R hat M Zeilen; das Potential W,, o, ¥,,110, Uy a1 und Wy, 4q a4 ist durch die Randbe-
dingungen bekannt, vgl. Abschnitt 4.6.

In [2] wird die Weitwinkel-PE in zweidimensionalen Zylinderkoordinaten r, z mit finiten
Differenzen gelést. Da dort anstelle von e 3% der Faktor Hél)(ﬁa:) ausgeklammert wird,
ergibt sich durch Ersetzen von r durch z (bis auf ein Vorzeichen?) dieselbe um den Pha-

senterm bereinigte Wellengleichung wie (4.6) und daher auch dasselbe Finite-Differenzen-
Schema fiir die Weitwinkel-PE.

4.5.2 FD-Algorithmus fiir Strahlenkoordinaten

Der Finite-Differenzen-Algorithmus zur Lésung der PE in Strahlenkoordinaten unterschei-
det sich von demjenigen in kartesischen Koordinaten im Wesentlichen durch die Abhéngig-
keit der Gitterweite senkrecht zur Ausbreitungsrichtung von den Strahlenkoordinaten &, s
und der Beriicksichtigung von zusétzlichen in der Strahlenkoordinaten-PE enthaltenen

Terme.

Standard-PE

Ausgangspunkt ist die Standard-PE (4.44) in Strahlenkoordinaten fiir rotationssymme-
trische Felder in ¢

ov ] —
3_5 = —%S\I/ —=U (4.67)
mit 5 5
1 1
SU = E% (aa(\ﬂ%)) (4.68)
und 5 5
z_ 1 (10 10t
“—2<tsag+t¢ag>' (4.69)

S entspricht der zweifachen Ableitung nach z in kartesischen Koordinaten. Zunéchst werde
— wie in Gl. (4.54) — nur die explizite Berechnung von SW aus dem (bekannten) Potential
U an der Stelle n betrachtet. Die erste Ableitung nach s wird formal an den Stellen m-+1/2
und m — 1/2 berechnet:

U — (U
(%(wd,)) o t“*)“&; (¥25).m (4.70)

1
n,m—l—% n,m+z

0 (Wtg), = (Plo) s
(v ~ n,m n,m 4.71
(5 w))nm_l TR (71)

Somit gilt fiir SW:
(\Pt¢)n,m+l - (\Pt¢)n,m _ (\Pt¢)n,m - <\Ilt¢)n,m—1
(tst¢ . AS)n m1 (tst¢ . AS)n m—1

SV ~ 2 2 4.72
( )n,m (tS ’ AS)n,m ( )

9Hgl)(ﬁx) entspricht einer einlaufenden Welle und daher (im Fernfeld) einer Ortsabhingigkeit der
Phase mit eti87,
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Aus Abb. 3.4 auf S. 22 geht hervor, dass fiir As geschrieben werden kann:

Der Sonderfall paralleler Strahlen wird auf S. 47 gesondert betrachtet. Zur Abkiirzung

werde eingefiihrt:

Gum = [(Bim + &) -sin (61),,] (4.75)

Die Bedeutung von 6;, p und R ist aus Abb. 3.5 auf S. 23 ersichtlich. An den Gitterpunkten
lauten die Betréige der Tangentenvektoren ¢, und ¢, mit Gl. (3.31) und (3.33):

(t),n 'Ompﬂ (4.76)
o) pm = |(Bm+&)-sin(th),,[ = GCum (4.77)
Aus Gl (4.73) und (4.76) folgt
(tsA8),, 0 = |pm + &l - (Ab1),,, = Tam (4.78)
und schliefllich
(5W),,, ~ nnml_nji:j;{cﬁﬂn+%qahm+l
_Snm ( ! + ! ) Uy m
Moan \ Mnmtd " Somtl  Mom—1 " Cum-1
+ Cnn—1 U1 (4.79)

Tn,m * nn,m—% : Cn,m—%

Nnm UNd 4, ist vorab fiir alle n, m bekannt. Hierzu ist vor Beginn der Berechnung der
zum Ausbreitungsweg m gehérende Wert (1), ., pp, und R,, zu bestimmen. &, in Gl. (4.74)
und (4.75) ergibt sich bei einem dquidistanten Raster in ¢-Richtung gemif3

& =n- AL, (4.80)

ansonsten bei einem variablen A{ zu

£ = (A8),. (4.81)

i=1

Fiir das in Gl. (4.69) definierte = gilt mit ¢; und ¢, nach Gl. (3.31) und (3.33)'%:

1 1 1
:5QM$+H+WM$+H> (482)

10Da keine Ableitung nach s erfolgt, kann s; durch s ersetzt werden.

[1]
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Mit den Abkiirzungen

1
|pm + &l (4.83)
1
R+ &) (4.84)
kann geschrieben werden:
1

n,m 2

Fiir die Finite-Differenzen-Form der Standard-PE (4.44) wird fiir die rechte Seite von
Gl (4.67) wie in Abschnitt 4.5.1 ein (durch den Parameter v) gewichteter Mittelwert
zwischen der Stelle n (expliziter Anteil) und der Stelle n+ 1 (impliziter Anteil) angesetzt.
Daraus ergibt sich die diskretisierte PE:

a\I’ \Ijn—&-lm - \Ijnm .]
A : mo_ o) 486
23 Ag, 26-(1+v) (4.86)

A + 0 (SY)pi1m — 208 (EV)nm + v+ (EV)ng1,m)]

Im Gegensatz zur Gl. (4.57) in kartesischen Koordinaten sind @, b und & von n und m
abhéngig, aulerdem ist a an der Stelle m — 1 und m + 1 i. Allg. unterschiedlich, so dass

sich folgende diskretisierte PE ergibt:

/
_/Uan—&-l,mlpn—i—l,m—l+bn+l,m\I’n—i-l,m_vcn—&-l,mlpn—i—l,m—i—l = an,m\pn,m—l+bn,m\1jn,m+cn,m\1jn,m+l

(4.87)
mit
1 Cn m—1
nm = = : : (4.88)
2.]6 : (1 + U) Tn,m nn,m—% ’ Cn,m—%
1 Cn m+1
Coom = — . : 4.89
, 2j - (1 + U) Mnym nn,m—&-% ) Cn,m—i—% ( )
| v Com | 1
bn,m = + = - +
(Af)n 2.]6 ’ (1 + U) Tn,m (nn,m—i-% ’ Cn,m—«—% nn,m—% ’ Cn,m—%)
v
b s G+ o) (4.90)
1 1 - 1 1
’ (Af)n ZJH ’ (1 + U) Th,m nn,m—i-% ’ Cn,m—«—% nn,m—% : Cn,m—%
1
— ———— (Yo +Tm) - 4.91
s O T (a.01)
Die Matrix ||A|| des Gleichungssystems (4.64) lautet
[ bn+1,1 —VUCp+1,1 0 0 0 ]
—Vny12  bny12  —VCnyi1p 0 0

A[l = 0 —Vapt13 bnpiz UGy 0 (4.92)
0 0 . . .

0 0 0 —Van+1,Mm bn+1,M ]
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und die rechte Seite

ap1Vno + CniVWn2 + Vap111Vng10 + b{n’l\ljn,l
Un2Wn1 + CnoWns + b, 5 Wno

é = an,S\Iln,Q + Cn,S\I’lnA + b/n,3\pn,3 . (493)

/
An MV nr—1+ oW vt + Ve Wasa vyt + by Wi

R hat M Zeilen. Das Potential ¥, o, W, 10, W, yr1 und W, 4q 0741 ist durch die Randbe-
dingungen bekannt, vgl. S. 41 sowie Abschnitt 4.6.

Weitwinkel-PE

Die Weitwinkel-PE (4.50) hat gegeniiber der Standard-PE in Strahlenkoordinaten (4.44)
auf der linken Seite den zusétzlichen Term
1
R
4> 0¢
Der in Gl. (4.47) definierte Operator A kann mit S und = nach GIl. (4.68) und (4.69)

abgekiirzt werden:

AU = ST — 2j32V (4.94)
D.h. es gilt:
ov ov . 0¥

%—‘é’ liegt an der Stelle n+1/2 vor, vgl. (4.53) und (4.56). Zur Bestimmung von <S%—‘§)
wird in Gl (4.79) U,, ,,, durch

1
n+§,m

\Ijn—i-l,m - \Iln,m
(A&)nm
ersetzt. Mit @, ,, und ¢, nach Gl. (4.88) und (4.89) sowie dem in b, ,, und b, , enthal-

tenen Anteil

| ¢ 1 |

W= — 2 + (4.96)
’ 2]6 ’ (1 + U) Tn,m (nn,m—o—% ’ Cn,m—i—% Mnm—1 " Cn,m—l>

2 2
gilt:
o 2jiB(1+wv
<58—§> ~ ﬁ (anﬂ,m\l}nﬂ,m—l =0y 1 Wng1m + Cn+1,m‘I’n+1,m+1>
n+1 n+
2jB(1+v)
_ W (an,man,m—l + b;;7m\Ijn7m + Cn,m\I’,n,m+1> (497)

Fiir Z2(0¥/0¢) folgt mit Gl. (4.85):

(:8_\1’) ~ En—&-l,man—i-l,m - En,m\pn,m
55 n—i—%,m (Ag)n+%,m
1 ’Yn—i—lm—i_rn—i—lm 7nm+rnm )
ko3 7 : \Ijn m : : \Ijn,m
( (Ausr " (A8),

(4.98)

2
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Unter Verwendung der Abkiirzung

i +w)
Yo = J5aE. (4.99)

lautet der Weitwinkel- Anteil:

1 oV
(4—62Aa—£>n+l - Tn—‘rl *Aptim * \Ijn—i—l,m—l
2’
- Tn+1 : b” 1 + A (’7n+1 m + Fn+1 m) \Iln+1 m
e T L) ’ ’
+ Tn—‘rl *Cnt+lm * \Ijn—&-l,m—‘rl
- Tn *Apm * \Ijn,m—l (4100)
T
- Tn'b/, - n,m an \Ijnm
l n,m 2‘(1_"_,0) (’-}/7 + ) )] ’
- Tn *Cnm \Ijn,m—i-l
Dieser ist zur linken Seite von Gl. (4.87) zu addieren. Mit der Abkiirzung
1 T 1
v = (bnm — ) (1 — —") + 4.101
=\ T B, v )@, (4.101)
und
1 1
b= (b’nm - ) 1+7,)+ 4.102
m =\ = 3, ) U T (A, (4.102)

lautet die Weitwinkel-PE unter Verwendung finiter Differenzen:

1
an+1,m <_U + Tn+1) \Iln—kl,m—l + bn+1,m\11n+1,m + Cn+1,m (_U + Tn—i—l) \I/n—i-l,m—i-l

= A (1 +T0) U1 + 00 Wi+ o (L4 1) W (4.103)
Dies fiihrt mit
Uy = - (V= 1) (4.104)
C/n,m = Cpm" (U - Tn) (4105)
Uy = G- (1+T) (4.106)
im Gleichungssystem (4.64) zur Matrix
[ Vi1 —Cniin 0 0 0 |
_a'lrz+1,2 52;1,2 _C'lrz+1,2 0 0
| Al = 0 —ni13 Uiz —Chiis 0 (4.108)
0 0
0 0 0 —p o Upiam i
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und der rechten Seite

" " / i
an,l\lj'fl,o + Cn,l\ljn,2 + an—&-l,l\IlTH—l,O + bn,l\ljn,l
" " i
an,2\1j'fl,1 + Cn,2\11n,3 + bn,2\11n,2
" 7 "
U 3Vn2 + € 3Wna + 0775 W0 3 : (4.109)

]
I

" " / 1
an,M\Iln,M—l + Cn,M\IjTL,M-Fl + Cn—o—l,M\IITH—LM-i—l + bn,M\Ijn,M

Wird T,, zu Null gesetzt, ergibt sich die Standard-PE.

Sonderfall paralleler angenommener Ausbreitungswege

Fiir den Sonderfall parallel verlaufender angenommener Ausbreitungswege gehen die zwei-
dimensionalen Strahlenkoordinaten in zweidimensionale kartesische Koordinaten iiber. In
diesem Fall gilt |p| — oo und Af; — 0. Innerhalb eines Berechnungsgebietes kénnen
sowohl parallele als auch konvergierende und divergierende Strahlen vorkommen, weshalb
ein kontinuierlicher Ubergang zwischen beiden Féllen moglich sein muss. Fiir |pm| — o0

gilt
1

e — 4.110
T El (4.110)

TYnm

und

vgl. hierzu (4.73) und (4.74). (As),, stellt in diesem Fall den Abstand der parallelen
Strahlen dar.

4.6 Randbedingungen

Auf der rechten Seite des Gleichungssystems (4.64) miissen die Potentialwerte W,, g, ¥,, 11 0,
W, a1 und W, 1 a4 bekannt sein. Fiir die Verwirklichung dieser Randbedingungen gibt

es verschiedene Moglichkeiten, die in diesem Abschnitt diskutiert werden.

4.6.1 Magnetische Wand fiir Felder TE bzgl. ¢, elektrische Wand
fiir Felder TM bzgl. ¢ (Kurzschluss-Randbedingung)

Im einfachsten Fall werden die Potentialwerte U, o, W, 110, Wprrp1 und ¥y ar41 zu
Null gesetzt. Fiir den TE-Fall'! bzgl. ¢ bedeutet dies nach Gl. (3.48), dass die zum
Rand tangential verlaufende Komponente H, verschwindet'?. Insofern wird eine ideale
magnetische Wand nachgebildet. Diese verlduft parallel zur am Rand angenommenen
Ausbreitungsrichtung in £-Richtung. Entsprechend fithrt das Nullsetzen von ¢, beim TM-
Fall bzgl. ¢ nach Gl. (3.47) zum Verschwinden der Tangentialkomponente der elektrischen

"Tn diesem Fall steht 1) fiir die ¢-Komponente des elektrischen Vektorpotentials.
12Aus ¥ = 0 folgt ¢ = 0, vgl. (4.33).
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Feldstirke Ey, und damit zur Nachbildung einer ideal leitfdhigen elektrischen Wand. Da
am Rand des Gitters ¥ = 0 bzw. ¥, = 0 erzwungen wird, kann von einer Kurzschluss-

Randbedingung gesprochen werden.

4.6.2 Elektrische Wand fiir Felder TE bzgl. ¢, magnetische Wand
fiir Felder TM bzgl. ¢ (Leerlauf-Randbedingung)

Auch fiir den (durch ¢ représentierten) TE-Fall bzgl. ¢ lisst sich am Rand eine ideal
elektrisch leitfahige Wand modellieren. Im Gegensatz zum TM-Fall lautet die dort ver-
schwindende Tangentialkomponente E¢. Nach Gl. (3.47) fiihrt dies zur Forderung'?

%(W) ~0. (4.112)

Dies kann verwendet werden, um die auf der rechten Seite des Gleichungssystems (4.64)
auftretenden Potentialwerte an der Stelle m = 0 bzw. m = M + 1 zu eliminieren. Unter
Verwendung finiter Differenzen lautet Gl. (4.112) z. B. fiir den oberen Rand bei m = M

(\Ijtd’)n,M—o—l o (\Ijtd’)n,M _ Cn,M+1\Ijn,M+l - Cn,M\I’ln,M
(AS)M+% (AS)M+%

mit (As),, nach Gl. (4.73) und ¢, ,, nach GL (4.75) bzw. (4.77). Aus GL (4.113) folgt

—0 (4.113)

Uonr1 = U - b (4.114)
Cn,M—l—l
und fiir den unteren Rand dementsprechend
o Cn,l
Uyo=Vp,1- o (4.115)

Gl (4.114) und (4.115) kann direkt in die rechte Seite des Gleichungssystems (4.64) ein-
gesetzt werden. Der Eintrag fiir ¥ an der Stelle n + 1 gelangt so von der rechten Seite
zuriick in die Matrix und wird deren Hauptdiagonalelement in der ersten bzw. letzten
Zeile zugeschlagen. Zur Erhohung der Genauigkeit kann es in Betracht gezogen werden,
in Gl. (4.113) die Differenz zwischen dem Potential an den Gitterpunkten M + 1 und
M — 1 zu verwenden, d.h. um den Punkt M die zentrale Differenz anzusetzen.

Auf dieselbe Art und Weise lésst sich beim durch )y, reprisentierten TM-Fall bzgl. ¢ am
Rand ein Verschwinden der tangentialen Magnetfeldstérke H, erzwingen und sich so eine
magnetische Wand modellieren. Bei der Betrachtung einer stehenden Welle, die durch
eine leerlaufende Leitung verursacht wird, gilt am Ort des Leerlaufs du/dz = 0, da die
sinusférmig vom Ort abhéngige Spannung dort ihr Maximum und dementsprechend die
Steigung Null hat. Insofern kann beim Erzwingen der Forderung in Gl. (4.112) von einer

Leerlauf-Randbedingung gesprochen werden.

13Vgl. auch [19] fiir die Randbedingung bei einer elektrisch ideal leitenden Ebene bei vertikaler und
horizontaler Polarisation.
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4.6.3 Absorbierende Randbedingung

Neben der Nachbildung einer ideal leitfdhigen elektrischen und magnetischen Wand ist
insbesondere die Modellierbarkeit einer ,,absorbierenden Randbedingung® von Interesse.
Dabei wird erreicht, dass eine elektromagnetische Welle das Berechnungsgebiet reflexions-

frei verlassen kann. Hierfiir gibt es bei PE verschiedene Ansétze:

Absorbierende Schichten

Zwischen dem eigentlichen Berechnungsbereich und der in Abschnitt 4.6.1 beschriebenen
Randbedingung ¥ = 0 wird zur Realisierung einer absorbierenden Randbedingung ein
verlustbehaftetes Medium (mit komplexer Dielektrizitéitszahl) angenommen, in dem sich
die Welle aufzehrt [19]. Dieses Verfahren eignet sich insbesondere fiir sehr grofie Berech-
nungsweiten, da hier nicht nur die angenommene, sondern auch die tatséchliche Richtung
der Wellenausbreitung praktisch senkrecht auf dem Berechnungsrand liegt (streifender
Einfall). Mit einer zunehmenden Abweichung vom streifenden Einfall ist zur zuverléssi-

gen Dampfung eine groBere Dicke der absorbierenden Schicht erforderlich [47].

Ideal angepasste Schichten (Perfectly Matched Layers, PML)

Fir den nicht streifenden Einfall einer Welle auf den Rand kann das in [6] urspriing-
lich fiir FDTD entworfene und in [13, 60] auf PE angewandte Verfahren der , Perfectly
Matched Layers® (PML) zum Einsatz kommen. Dabei gelingt der reflexionsfreie Uber-
gang vom eigentlichen Berechnungsgebiet zu einer stark dampfenden Schicht. Aufgrund
der starken Dampfung kann die Schicht diinn sein, dadurch ist der zusétzliche numeri-
sche Berechnungsaufwand gering. Jedoch fiihrt nur der Anteil der Ausbreitung senkrecht
zur Grenzflache zu einer Dampfung. Dies wird bei Betrachtung der PE (8.10) in [47] als

Vorstufe zur Implementierung von PML mit FD in kartesischen Koordinaten deutlich'*:

1 0 1 ov LoV
1—jy(z) 0z (1 —j(z) f%) A0 =0 (4116)

Dabei steht v(z) fiir den Dampfungsparameter. Dieser kann sich nur fiir 9/0z # 0 auswir-
ken. Je grofler die Abweichung der tatséchlichen von der angenommenen Ausbreitungs-
richtung ist, desto grofer ist beispielsweise OV /0z, vgl. Abschnitt 4.2.4 auf S. 32. Daher
bietet sich PML insbesondere bei Verwendung der Weitwinkel-PE an, wenn a priori be-
kannt ist, dass die angenommene und die tatsédchliche Ausbreitungsrichtung voneinander
abweichen. Ist letzteres nicht der Fall, liegt streifender Einfall auf den Berechnungsrand
vor. In [60] wird daher vorgeschlagen, bei zu erwartendem streifenden Einfall PML mit
anderen Methoden zu kombinieren.

Die Wiedergabe erfolgt so, dass die Formelzeichen mit denen in dieser Arbeit iibereinstimmen; der
Unterschied im Vorzeichen wird dadurch verursacht, dass der ortsabhingige Phasenterm der komplexen
Feldstirken in [47] e?7% statt e =377 lautet, vgl. (2.4) in [47] und GI. (4.2) in dieser Arbeit.
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Transparent Boundary Condition (STBC, TBC) nach Hadley

In [29] schldgt Hadley vor, das Potential am Rand des Gitters (d.h. an der Stelle m =0
bzw. m = M + 1) aus den beiden duflersten (an der Stelle n bekannten) Gitterpunkten
zu extrapolieren. Die folgende Betrachtung gelte fiir zweidimensionale kartesische Koor-
dinaten z, z mit einer angenommenen Wellenausbreitung in x-Richtung!®. Am Ort der zu

realisierenden Randbedingung gilt unter Annahme einer lokal ebenen Welle

1/J<I7 Z) = o - €xp [_J (ﬁxm + BZZ)] (4117)

bzw. nach Abspaltung des Phasenterms gem#f Gl. (4.2) aufgrund der Annahme einer

vorherrschenden Ausbreitung in x-Richtung

U(z,z) = o - exp [=] (B — B) x + [.2)] - (4.118)

1o bzw. Uy sei die in der unmittelbaren Umgebung des Randpunkts ndherungsweise kon-
stante komplexe Amplitude der lokal ebenen Welle. Die Wellenzahl (3, beschreibt den
Anteil der Welle, der das Berechnungsgebiet senkrecht zur vorherrschenden Ausbreitungs-
richtung durch die zu realisierende ,,transparente” Randbedingung verldsst. Da = an der

Stelle n konstant ist, folgt aus Gl. (4.118) unter Verwendung finiter Differenzen:

\Ijn,m
\I/n,m—l

= exp [—j0; (z2m — Zm-1)] = exp [—jB,Az] (4.119)

Hadleys Annahme besteht nun darin, dass dieselbe Wellenzahl (3, z. B. am oberen Rand
sowohl an der Stelle n als auch an der Stelle n + 1 ebenso fiir den Ubergang von Vym
nach V¥, .1 gilt, d. h.

Yoarer  Wriara exp [—j3,Az] . (4.120)

LY Wip1,m
Mit dem nach Gl (4.119) bestimmten Exponential kann somit wie in Abschnitt 4.6.2
das Potential am Rand eliminiert werden. Wiirde (3, = 0 erzwungen, ergébe sich dieselbe
Randbedingung wie in Abschnitt 4.6.2, d. h. eine elektrische Wand fiir den TE-Fall bzw.
eine magnetische Wand fiir den TM-Fall bzgl. ¢. Das urspriinglich in [29] veroffentlichte

13

Verfahren wird im Folgenden mit STBC bezeichnet, wobei ,,S“ in Anlehnung an [30] fiir
,simple“ steht. In [30] wird die Methode dahingehend verfeinert, dass (3, ggf. aus weiter
innen liegenden Randpunkten berechnet wird, und TBC genannt.

Hadley leitet das Verfahren unter Verwendung des Energieerhaltungsprinzips her und
weist in diesem Zusammenhang darauf hin, dass (3, einen positiven Realteil aufweisen
muss, da sonst modelliert wiirde, dass Energie von auflen ins Berechnungsgebiet gelangt.
In [30] schldgt er vor, den Realteil — falls dieser negativ ist — zu Null zu setzten. Dies

zeigt, dass die numerische Bestimmung von 3, anhand von Gl. (4.119) problematisch sein

15Djes erfolgt in Anlehnung an Abschnitt 4.2; in [29] wird von einer Ausbreitung der Welle in z-Richtung

sowie von einem unterschiedlichen Vorzeichen im ortsabhéingigen Phasenterm ausgegangen.
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kann, diese Bedenken werden bereits in [29] geduBert. Dennoch liefert die Methode bei
der Ausbreitung (nicht interferierender) gaufischer Strahlen (vgl. Abschnitt 4.7.2) gute
Ergebnisse [29, 30].

In [68] wird die Anwendbarkeit von STBC und TBC auf allgemeinere Probleme hin un-
tersucht. Dabei wird die Eignung von STBC und TBC grundsétzlich bestétigt, aber auf
zwei Einschrinkungen hingewiesen. Zum einen fiithrt das Vorhandensein von Interferenz in
der Nidhe des Randes zum Auftreten von Reflexionen und damit zu einer Abschwéichung
der Wirksamkeit von STBC bzw. TBC. Zum anderen lassen sich die (unerwiinschten)
Reflexionen am Rand nicht dadurch verringern, dass die Auflésung des Gitters verfeinert
wird.

Auch bei den Untersuchungen in [2, 24] konnte TBC fiir die Realisierung einer absor-
bierenden Randbedingung eingesetzt werden. Im Rahmen der Untersuchungen, die dieser
Arbeit zugrunde liegen, hat sich die Anwendung der Hadley-Randbedingung in vielen,
jedoch nicht in allen Beispielen als geeignet erwiesen. Insbesondere im Zusammenhang
mit der Anwendung der Weitwinkel-PE wurden Instabilitdten beobachtet. Eine Anwen-
dung fiir allgemeine Probleme sollte daher mit Bedacht und mit Plausibilitdtskontrollen

erfolgen.

Nicht-lokale absorbierende Randbedingungen

Randbedingungen fiir den Schritt n, deren Ableitung ausschlieflich aus den Potential-
werten an derselben Stelle n erfolgt, werden lokale Randbedingungen genannt. Im Ge-
gensatz hierzu sind nicht-lokale Randbedingungen von Potentialverteilungen auf Linien
(2D-Fall) bzw. Flachen (3D-Fall) abhéngig. Die bisher in diesem Abschnitt 4.6.3 beschrie-
benen absorbierenden Randbedingungen sind lokal, Beispiele fiir nicht-lokale absorbie-
rende Randbedingungen finden sich in [26, 47, 52]. Givoli kommt zum Schluss, dass lo-
kale Randbedingungen zwar grundsétzlich gute Ergebnisse fiir bestimmte Félle bringen,
jedoch teilweise Beispiele gefunden werden koénnen, in denen sie versagen. Nicht-lokale
absorbierende Randbedingungen erfordern zwar einen hoheren Rechenaufwand, zeichnen
sich jedoch durch eine hohere Genauigkeit und eine kleinere Anfilligkeit gegeniiber nu-
merischen Stérungen (d.h. durch eine bessere Robustheit) aus [26]. Dies wird z. B. durch
[68] bestétigt.

Das in Kapitel 6 vorgestellte Verfahren zur Analyse dielektrischer Linsenantennen kommt
ohne die Verwendung absorbierender Randbedingungen aus. Dementsprechend ist in die-
sem Zusammenhang eine ndhere Betrachtung nicht-lokaler absorbierender Randbedingun-

gen nicht erforderlich.

4.6.4 Bekanntes Potential als Randbedingung

Sofern das Potential am unteren oder oberen Rand (d.h. W, o bzw. U, 5/41) bekannt

ist, kann es direkt in die rechte Seite des Gleichungssystems (4.64) eingesetzt werden.



52 KAPITEL 4. DIE METHODE DER PARABOLISCHEN GLEICHUNG (PE)

Damit lautet die Randbedingung, dass ein a priori bekanntes Potential am Rand herrschen
muss. Dieses Prinzip wird auch bei den nicht-lokalen absorbierenden Randbedingungen
verwendet. Das Potential auf dem Rand wird dort z. B. mit einer greenschen Funktion aus
Anfangswerten und vorangegangenen Rand-Potentialwerten berechnet und als bekannter
Wert ins Finite-Differenzen-Schema eingesetzt [52].

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit tritt ein bekanntes Potential als Randbedingung
auch dann auf, wenn die Linie, auf der die Anfangswerte fiir die PE-Berechnung gegeben
sind, nicht mit einer angenommenen Phasenfront identisch ist, d. h. wenn die angesetzten
Ausbreitungswege — z. B. geometrisch-optische Strahlen — nicht senkrecht von der Linie
mit den Anfangswerten abgehen, vgl. Bild 6.13 auf S. 98. Eine ausfiihrliche Betrachtung
dieses Falls wird in Abschnitt 6.6 (S. 97 ff.) vorgenommen.

4.7 Andere Losungsverfahren und mit PE verwandte
Methoden

4.7.1 Split-Step-Algorithmus

Neben dem Finite-Differenzen-Verfahren ist der Fourier-Split-Step-Algorithmus das zweite
gebrauchliche Verfahren zur Losung der parabolischen Differentialgleichung. Dabei erfolgt
die Berechnung ebenfalls Schritt fiir Schritt in Ausbreitungsrichtung.

Da im Rahmen dieser Arbeit innerhalb einer PE-Berechnung der Brechungsindex stets
konstant ist, wird dies auch im Folgenden bei der Beschreibung des Fourier-Split-Step-
Algorithmus angenommen. Dadurch ist der ,,Split“, d. h. die Trennung des Anteils mit der
zweifachen Ableitung nach z und des Anteils mit dem Brechungsindex, nicht erforderlich.
Fiir eine vollstédndige Betrachtung sei daher auf [47] verwiesen.

Ausgangspunkt sei die zweidimensionale PE in kartesischen Koordinaten (4.9). Die prin-
zipielle Vorgehensweise besteht darin, das an der Stelle x bekannte Potential W beziiglich
der z-Richtung einer Fouriertransformation zu unterziehen. Lautet die Randbedingung
fiir den unteren Rand an der Stelle z = 0, dass das Potential dort Null ist, bietet sich die

Fouriersinustransformation fiir ungerade Funktionen an [7, 47]:
FV(zr,z) = P(x,p) = / U(x, z) sin(27pz)dz (4.121)
FlP(x,p) = U(z,2) = 4- / (x,p) sin(2mpz)dp (4.122)

Die Fouriertransformation von Gl. (4.9) ergibt [47]

OP(z,p) _ J

o 28 (~4n*p?) Pa.p) = D - P(x.p) (4.123)

mit

: (4.124)
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d. h. die zweifache Ableitung nach z wird durch die Fouriersinustransformation zum Faktor
(—4m?p?). Dies ist der entscheidende Grund fiir die Verwendung der Fouriertransformati-
on. Die Differentialgleichung (4.123) hat die Losung

P(z,p) = P (4.125)

Ohne die Fouriertransformation hétte aus Gl. (4.9) eine dhnliche Losung konstruiert wer-

den konnen: Aus

oV j 0 ,
a—x_—%@q}_p . (4.126)
folgt
U(z) =l (4.127)

Im Gegensatz zu Gl. (4.125) ist Gl. (4.127) nur formal zu sehen, da das Exponential einer
zweifachen Ableitung nach z nicht direkt, sondern nur approximativ berechnet werden

kann'6

, was zur urspriinglichen PE (4.9) fiihrt. Letzteres gilt bei Verwendung der Néhe-
rung ¢ ~ 1+ z fir || < 1. In [14, 16] wird an dieser Stelle eine Padé-Ndherung fur
das Exponential (zusammen mit der Wurzel mit der zweifachen Ableitung) eingesetzt. So
ergibt sich eine Weitwinkel-PE, die mit finiten Differenzen geltst wird.

Aus Gl (4.125) folgt fiir das Potential ein kleines Stiick Az weiter in Ausbreitungsrich-
tung:

P(x + Az, p) = P @F22) — p(g p) . DA (4.128)

Gl. (4.128) kann nach dem letzten Schritt zuriicktransformiert werden:
U(r+ Ax, z) = F, ! (P(a:,p) : eD'AI> (4.129)

Theoretisch ist bei den Transformationen (4.121) und (4.122) von 0 bis co zu integrieren.
Das Abbrechen der Integration bei einer bestimmten Hohe z fithrt zu Reflexionen, die
durch absorbierende Randbedingungen vermindert werden konnen [47].

Eine Verwendung des Fourier-Split-Step-Algorithmus in Strahlenkoordinaten wird nicht
verfolgt, da eine entsprechende Fouriertransformation beziiglich der Strahlenkoordinate s
(also entlang einer i. Allg. gekriimmten Linie £ = const.) erforderlich wére. Im Rahmen die-
ser Arbeit wird daher ausschliefllich das in Abschnitt 4.5 beschriebene Finite-Differenzen-

Verfahren angewandt.

4.7.2 Gaullsche Strahlen

Gauflsche Strahlen sind spezielle Losungen der Standard-PE (4.9) [27]. Sie stellen ein Mit-
telweg zwischen geometrisch-optischen Strahlen und Elementarquellen (z. B. Dipolen oder
im Folgenden allgemein Multipolen) dar. Die Gemeinsamkeit mit GO-Strahlen besteht in

der festgelegten Ausbreitungsrichtung eines Strahls, wihrend ein Multipol (abgesehen von

16Vgl. die Approximation des Wurzeloperators in Abschnitt 4.2.3.
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der Gewichtung mit seiner Richtcharakteristik) in alle Richtungen strahlt. Wie ein Mul-
tipol beinhaltet ein gauflscher Strahl die Amplitudenabnahme durch die in der Praxis
unvermeidliche Divergenz eines Strahls, d.h. die im Fernfeld zu beobachtende Abnahme
der Feldstédrken mit 1/r (3D-Fall) bzw. 1/4/r (2D-Fall). Das Zentrum eines Multipols ent-
spricht der Tuaille eines gaufischen Strahls, wo die Feldstérke bzw. das Potential 1) maximal
ist.

Der fundamentale Mode beim gaufischen Strahl weist senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
die Amplitudenverteilung einer gaufischen Glockenkurve auf. Bei hoheren Moden gibt es
mehrere Extrema mit Nullstellen dazwischen.

Gauflsche Strahlen sind im Rahmen der vorliegenden Arbeit in zweierlei Hinsicht von
Bedeutung. Zum einen wire die Beschreibung der Wellenausbreitung in der Linse durch
eine geeignete Uberlagerung von gaufschen Strahlen [4] denkbar (analog zur Uberlagerung
von Elementarquellen zur Beschreibung der Strahlung einer Apertur), zum anderen ist
der gauBsche Strahl als (eine) exakte Losung der Standard-PE sehr gut zur Validierung
numerischer Losungsverfahren fiir die PE geeignet.

In der Praxis werden gauflsche Strahlen bei der Modellierung optischer Systeme eingesetzt
[27], aber auch zur Beschreibung der akustischen und elektromagnetischen Wellenausbrei-
tung [9, 22, 59, 65].

Gauflscher Strahl in zweidimensionalen kartesischen Koordinaten

Im Zusammenhang mit gaufischen Strahlen hat die Groie ¢ dieselbe Bedeutung wie bei
der skalaren Wellengleichung (4.1). Entsprechend zu den Annahmen (2.56) und (2.57)
kann v als eine (bzw. die einzige) Komponente eines Vektorpotentials aufgefasst und so
mittels ¢ eine ausbreitungsfihige elektromagnetische Welle beschrieben werden. In zwei-
dimensionalen kartesischen Koordinaten lautet der Ausdruck fiir ¢ beim fundamentalen

Mode eines gaufischen Strahls bei Ausbreitung in x-Richtung und der Taille bei z = 0 [27]

Blo2) = - [ e {— (wfx)f — <6x+ A;j; _ %f))} (4.130)

mit
N2
w(z) = wp 1—1—(33—) (4.131)
72 )
Rlz) = z+-= (4.132)
T
do(z) = arctan — (4.133)
Te
2
re = WT“’O (4.134)

und vy als dem maximalen Potential, das an der Taille auf der Zentrallinie des Grund-

modes des gaufischen Strahls auftritt. Bei w(z) handelt es sich um dessen Weite an der
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Abbildung 4.3: Betrag des Potentials ¢ eines zweidimensionalen gauBschen Strahls (Fun-
damentalmode mit wy = A = 1 m, Ausbreitung in x-Richtung) senkrecht zu dessen Aus-

breitungsrichtung (gauBsche Glockenkurve)

Stelle z; fiir |z| < w(x) gilt

e—l < ’Qb(l’, Z)
~ |(z,2=0)
Die kleinste Weite wy tritt an der Taille des gauBischen Strahls bei x = 0 auf. R(z)

stellt ndherungsweise den Kriimmungsradius der Phasenfronten dar [22]. Abb. 4.3 zeigt

< 1. (4.135)

T = const.

den Querschnitt eines gaufischen Strahls, d.h. den Verlauf des Betrags des Potentials
1 senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Bzgl. Gl. (4.130) ist zu beachten, dass nur der
geméB Gl (4.2) um den Phasenterm exp(—jfx) bereinigte gauBische Strahl die Standard-
PE (4.9) erfullt. ¢o(z) stellt eine zusitzliche Phasenverschiebung dar, die keine physi-
kalische Bedeutung hat, aber erforderlich ist, damit der gaufische Strahl die Standard-
PE erfiillt. Im Vergleich zu einer ebenen Welle, die sich in dieselbe Richtung ausbreitet,
betrigt diese zusitzliche Phasenverschiebung (beim zweidimensionalen Strahl) maximal
limx_,oo(—‘z’(’T(z) + @) = —71/2. Da ¢o(z) bekannt ist, kann sie bei Bedarf herausgerech-
net werden. Bei x. handelt es sich um die konfokale Entfernung oder Rayleigh-Entfernung
des gauflschen Strahls. Fiir v < z.| wird vom Nahfeld und fiir |z > z.| vom Fernfeld
eines gaufischen Strahls gesprochen. Lediglich im Fernfeld erfiillt der gaulsche Strahl in
guter Niherung die exakte (elliptische) Wellengleichung (4.1).

Nach Gl. (4.130) ergibt sich die Schar der Phasenfronten des Grundmodes eines zweidi-
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mensionalen gaufischen Strahls, der sich in x-Richtung ausbreitet, aus der Forderung

722 oo()
"Ie@) 2

Dabei stellt A¢p den Abstand der Phasenfronten dar. Die Gleichung fiir den Verlauf der
Phasenfront lautet somit:

Bx

=n-A¢p,n € Z. (4.136)

z(w):i$M<n-A¢+¢o—m—ﬁx> fir 0 < — <1 (4.137)
i 2 Zo

In Abb. 4.4 sind die entsprechenden Phasenfronten mit A¢ = 27, d. h. mit einem Abstand
von etwa einer Wellenldnge dargestellt. Durch die zusétzliche Phasenverschiebung beim
gaufischen Strahl ¢g(z) ist der Abstand der Phasenfronten im Bereich der Zentrallinie

(hier der x-Achse) etwas grofier als eine Wellenlénge.

Hohermodige gaufische Strahlen

Abb. 4.3 zeigt den fundamentalen Mode eines gauflschen Strahls. Im Zusammenhang mit
der Methode der Summation gaufscher Strahlen treten auch héhere Moden m auf. Da-
bei wird das Potential des Grundmodes ¢ (z, z) mit hermiteschen Polynomen H,,(z) der
Ordnung m multipliziert [27]. Die gausche Glockenkurve bleibt auch beim hohermodigen
gaufBischen Strahl eine Einhiillende des Potentials ¢(x, z) senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung. Dessen Verlauf sieht so aus, als wiirde eine Tragerschwingung, deren Frequenz durch
die Ordnung des hermiteschen Polynoms m gegeben ist, mit der gauschen Glockenkurve
amplitudenmoduliert.

Auch die héhermodigen gauflschen Strahlen sind exakte Losungen der parabolischen Wel-

lengleichung (4.9). Der Potentialverlauf ergibt sich zu

U (7, 2) = P(x,2) -4 2m%m! - Hp, (%) - expljm ¢o(x)] (4.138)

mit ¢(x, z) als Ausdruck fiir den Grundmode des gaufischen Strahls mit denselben Para-
metern wy und A geméf Gl. (4.130) [27]. Fiir m = 0 geht Gl. (4.138) in den Grundmode
Y(z, z) tiber. Die hermiteschen Polynome H,,(u) sind in Anhang B (S. 135) zu finden.
Bild B.1 (S. 136) zeigt den Potentialverlauf ,,(x = 0,z) an der Taile senkrecht zur

Ausbreitungsrichtung fiir m =0...3.

4.7.3 Methode der Summation gaufischer Strahlen

Die Methode der Summation gauBscher Strahlen stellt einen Mittelweg zwischen der Uber-
lagerung von Elementarquellen und der geometrischen Strahlenoptik dar [50]. Wahrend
Elementarquellen rundstrahlen und daher am Ort des Beobachters die Beitréage aller Ele-
mentarquellen (zu denen Sichtkontakt besteht) addiert werden miissen, stellt ein gauf-

scher Strahl eine gebiindelte Strahlungsquelle dar. Dadurch sind im Beobachtungspunkt
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Abbildung 4.4: Phasenfronten (mit A¢ = 27, d. h. im Bereich der Zentrallinie ndherungs-
weise im Abstand \) bei einem zweidimensionalen gauBschen Strahl mit wy = A = 1 m. Der
Strahl breitet sich in x-Richtung aus und wird durch die Linien z(z) = tw(z) angedeutet.
Zum Vergleich sind die Phasenfronten einer entsprechenden ebenen Welle gepunktet dar-
gestellt. In den Bereichen, in denen der Abstand der Phasenfronten deutlich von A = 1m

abweicht, ist die Amplitude des Potentials so klein, dass dies nicht weiter von Bedeutung
ist, vgl. Abb. 4.3.

nur diejenigen gaufischen Strahlen zu beriicksichtigen, die diesen treffen oder in unmittel-
barer Ndhe an diesem vorbeilaufen. Die Beitréage aller anderen gaufischen Strahlen kénnen
vernachléssigt werden, wenn ihre Amplitude am Ort des Beobachters praktisch auf Null
abgefallen ist, vgl. Abb. 4.3 auf S. 55. Aufgrund der endlichen Amplitude und der stets
von Null verschiedenen Breite eines gauschen Strahls kann die Methode auch dann ange-
wandt werden, wenn sich die Zentrallinien aller gaufischen Strahlen exakt in einem Punkt
schneiden. Wahrend bei der Geometrischen Optik der (Winkel-)Abstand zweier Strahlen
fiir die Amplitude des zugehorigen Feldes maBgeblich ist [10] und daher im Schnittpunkt
zweier geometrisch optischer Strahlen eine unendlich grofle Amplitude anzunehmen wére,
werden bei den gauBschen Strahlen wie bei Elementarquellen nur deren Potentiale (bzw.

Felder) ohne Beriicksichtigung des gegenseitigen Abstands iiberlagert.

Der Ansatz bei der Summation gaufischer Strahlen entspricht im Wesentlichen demjeni-
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gen bei der Fresnel-Integral-Methode (vgl. Abschnitt 5.2): Ausgehend von einer bekannten
Feldverteilung in einer Apertur (oder allgemein auf der Oberfliche eines Korpers, durch
die Strahlung tritt) wird eine Reihe gaufischer Strahlen gesucht, die (zumindest néhe-
rungsweise) dieselbe Feldverteilung erzeugt. Sofern die angenommene Ausbreitungsrich-
tung der gaufischen Strahlen (bis auf ca. £15°, vgl. Abschnitt 4.2.4) mit der tatsdchlichen
Richtung der Wellenausbreitung iibereinstimmt, kann aufgrund des Eindeutigkeitssatzes
davon ausgegangen werden, dass die Summe der gaufischen Strahlen auch auflerhalb der
Apertur (bzw. weit von der Oberfliche entfernt) die Strahlung der urspriinglichen Apertur
(bzw. des urspriinglichen Korpers) représentiert. Der Vorteil, dass im Beobachtungspunkt
statt der Wirkung vieler rundstrahlender Elementarquellen nur relativ wenige gaufsche
Strahlen zu iiberlagern sind, wird durch zwei Nachteile erkauft. Zum einen muss die Aus-
breitungsrichtung im gesamten Berechnungsbereich a priori (bis auf ca. £15°) bekannt
sein, zum anderen muss erst eine geeignete Reihe gauflscher Strahlen gefunden werden,
die das Feld in der Apertur hinreichend gut charakterisiert.

Die in der Literatur anzutreffenden Verfahren zur Anwendung der Methode der Summa-
tion gauBscher Strahlen unterscheiden sich darin, ob lediglich fundamentale oder auch
hohermodige gauflsche Strahlen zum Einsatz kommen. Dabei herrschen dhnliche Verhélt-
nisse wie bei der Beschreibung eines Feldes im Raum durch (viele) Elementarquellen bzw.
(einen oder wenige) Multipole. Es ist zu erwarten, dass entweder vergleichsweise viele
gaufsche Grundmoden oder aber wenige Strahlbiindel mit hoheren Moden zur Beschrei-
bung der Strahlung einer Apertur benétigt werden. Ein Vergleich beider Ansétze ist in
[20] enthalten.

Die Richtung der gauBschen Strahlen wird in der Regel in Ubereinstimmung mit geome-
trisch-optischen Strahlen angenommen [4]. Bei (hinsichtlich der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit) inhomogenen Medien (z.B. im Bereich der Seismik oder Unterwasser-Akustik)
fithrt dies zu gekriimmten Strahlen. In der Apertur, in der eine geeignete Reihe gaufischer
Strahlen zur Beschreibung der Feldverteilung gefunden werden soll, sind jedoch auch bei
inhomogenen Medien alle Strahlen lokal gerade, sodass die Annahme (auch in der Folge)
gerader Strahlen bei der Methode der Summation gauflscher Strahlen keine Beschréinkung
der Allgemeinheit darstellt.

Summation ausschliefllich fundamentaler Moden

Die zunéchst naheliegende Variante der Methode der Summation gaufischer Strahlen be-
steht darin, lediglich deren Grundmode zu verwenden [4, 9]. Zur Beschreibung der Strah-
lung einer Linienquelle vergleichen Cerveny, Popov und Pgencik deren Potentialverlauf
mit einem Integral tiber (zweidimensionale) gaufische Strahlen, die senkrecht von dieser

Linie abgehen und je nach Winkel ¢ gewichtet werden [9]:

u(M) = /0 7 B(6)us(s, n)de (4.139)
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Dabei ist u(M) das Potential im Beobachtungspunkt M, ®(¢) die Gewichtungsfunktion
und uy(s,n) der gauische Strahl, der sich in Richtung ¢ ausbreitet. s und n sind die in
[9] verwendeten Strahlenkoordinaten des jeweiligen gauBischen Strahls (vergleichbar mit
x und z in kartesischen Koordinaten). Dort wird gezeigt, dass ®(¢) bei einer rundstrah-
lenden Linienquelle eine Konstante darstellt, wenn die iiberlagerten gauflschen Strahlen
(bis auf ihre unterschiedlichen Richtungen) alle gleichartig sind, d.h. insbesondere die-
selbe Taillenbreite im Vergleich zur Wellenlinge aufweisen!'”. Es wird fiir die Giiltigkeit
von Gl. (4.139) vorausgesetzt, dass sich alle in Frage kommenden Beobachtungspunkte M
im Fernfeld der Linienquelle befinden. Laut [65] ist das Verfahren auch fiir nicht rund-
strahlende Linienquellen anwendbar. In diesem Fall ist die Gewichtungsfunktion ®(¢)
proportional zu deren komplexer Richtcharakteristik.

Der Vorteil dieses Verfahrens (z.B. gegeniiber der Uberlagerung von Elementarquellen)
besteht darin, dass die Integration in Gl. (4.139) in Abhéngigkeit von der Lage des Be-
obachtungspunkts M nur einen Teilbereich des Intervalls [0,27) umfassen muss, da die
anderen Strahlen M lediglich in ihrem Randbereich ,streifen und somit bei der Inte-
gration keinen nennenswerten Beitrag liefern. Durch eine geschickte (allerdings a priori
vorzunehmende) Wahl der Taillenbreite und -position der gaufischen Strahlen kann die
Zahl der im Rahmen der numerischen Integration zu summierenden Strahlen (zur Er-
zielung einer bestimmten Genauigkeit) minimiert und damit die Effizienz des Verfahrens
optimiert werden [4].

In [64] kommen dreidimensionale gaufische Strahlen mit i. Allg. elliptischem Querschnitt
zur Berechnung der Richtcharakteristik von groflen Reflektorantennen (Durchmesser z. B.
80 Wellenldngen) zum Einsatz. Es wird der Ansatz gewihlt, dass das aus der Uberlage-
rung der gauflschen Strahlen hervorgehende Feld an bestimmten Punkten einer vorgege-
benen Oberflache mit dem tatséchlichen Feld iibereinstimmt (point matching). Nachdem
die Strahlung des Erregers durch eine Reihe gaufischer Strahlen ausgedriickt worden ist,
wird deren Reflexion am Antennenreflektor betrachtet. Eine Kantenbeugung am Reflek-
tor bleibt unberiicksichtigt. Die Bestimmung der Gewichtungsfaktoren fiir die einzelnen
gauBschen Strahlen erfolgt im Fernfeld der Erreger; dementsprechend wird vorausgesetzt,
dass sich auch der Reflektor im Fernfeld der Erregerantenne befindet.

In [1] wird von einer im Zweidimensionalen erfolgten Analyse einer elliptischen Siliziumlin-
se mit einem Durchmesser von ca. 11 Freiraumwellenléngen mittels 24 gauf3scher Strahlen
berichtet.

Summation héherer Moden

Bei der Methode der (ggf. ,,multiplen“) Multipole wird eine komplizierte Feldverteilung
im Raum durch eine einzige oder wenige gezielt platzierte punktférmige Quellen beschrie-

ben, die i. Allg. — wenn man sie als Antenne betrachtet — eine durchaus komplizierte

1"Fiir die Uberlagerung unterschiedlicher gauscher Strahlen vgl. [65].
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Richtcharakteristik aufweisen kénnen. Daher liegt es nahe, einen entsprechenden Ansatz
bei der Methode der Summation gaufischer Strahlen zu betrachten. Es ist zu erwarten,
dass durch die Uberlagerung mehrerer (hinsichtlich der Zentrallinie und Taillenposition)
iitbereinanderliegender gaufischer Strahlen, die einen unterschiedlichen Modenindex m auf-
weisen (vgl. den entsprechenden Abschnitt auf S. 56), kompliziertere Feldverteilungen im
Raum nachgebildet werden kénnen und dadurch ein Auskommen mit insgesamt weniger
Strahlen moglich ist.

Die Grundlage hierfiir ist die Darstellung einer Funktion f(¢) im Zeitbereich durch ei-
ne Reihe von Elementarsignalen F'(m,n, €2, t) mit diskreten Frequenzen (bei der Grund-
schwingung €2 und bei den Oberschwingungen n{2) und Hiillkurven in Form von gaufischen

Glockenkurven, deren Maxima an verschiedenen diskreten Punkten
tm=m-—=m-L (4.140)

liegen:

F) =D AnnF(m,n Q,t) = ZZAm,n\/?-exp [—W (t —Ltm)2 —|—an2€] (4.141)

m

Dies wurde erstmals von Gabor in seiner ,, Theory of Communication® vorgeschlagen'® [25].
Der Parameter € kann zunéchst willkiirlich gew#hlt werden. Fiir Q@ — 0 (d.h. L — o0)
stellt sich der Grenzfall einer Fouriertransformation des Zeitsignals ein: Der Realteil des
Arguments des Exponentials in Gl. (4.141) ist unabhéngig von ¢ ndherungsweise 0, mit
einem hinreichend grofien n konnen alle Frequenzen eingestellt werden. Umgekehrt wird
die Einhiillende der ,,Impulse* fiir Q2 — oo (d. h. L — 0) zu einem Dirac-Stof; der Abstand
der Dirac-Sto8e geht dann gegen 0, und nur der Gleichsignal-Fall (n = 0) ist relevant: Es
liegt eine Abtastung im Zeitbereich vor.

Das Gabor’sche Elementarsignal F'(m,n,$2,t) wird nun mit einem (ggf. hohermodigen)
gauflschen Strahl in Verbindung gebracht. Die Methode der Summation gauflscher Strah-
len unter ausschliefllicher Verwendung des Grundmodes stellt den Grenzfall der Abtastung
im Zeitbereich dar (L — 0). Mit zunehmendem Abstand L der gaufischen Strahlen werden
die hoheren Moden wichtiger. Einziger zeigt in [20], wie sich die Wahl des Parameters L
auf die Verteilung der Koeffizienten A,, ,, auswirkt. Die Bestimmung der A,, ,, &hnelt einer
Fouriertransformation der Feldverteilung in der Apertur (vgl. [61]) und erscheint deshalb
nur bei planaren Aperturen (unter Verwendung kartesischer Koordinaten) zweckméaBig.
In [61] wird die Methode zur Analyse elektrisch grofier Reflektorantennen (Durchmesser
ca. 100 Wellenldngen) verwendet. Dabei wird der Abstand der gaufischen Strahlen klei-

8Die vorgesehene Anwendung war, Signale auf ihren Informationsgehalt hin zu untersuchen. Anders
als bei der Fouriertransformation gab es zun#chst keine Orthogonalitdtsbeziehungen, die eine Bestim-
mung der Gabor-Koeflizienten A,,, aus einem beliebigen Zeitsignal ermdoglichten, so dass die Gabor-
Transformation zunéchst kaum eine Bedeutung erlangte. Erst Bastiaans zeigte 1980 eine Moglicheit zur

Bestimmung der Gabor-Koeflizienten [5].
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ner gewdhlt, als es durch Gl. (4.140) nach [25] vorgegeben ist; dadurch kann Stabilitét
gewahrleistet werden.

Fiir die Analyse von beliebig geformten dielektrischen Streukorpern miisste die Bestim-
mung der Verteilung der Koeffizienten A,,, anhand der Feldverteilung einer i. Allg. ge-
kriimmten, nicht analytisch beschreibbaren Flache erfolgen. Es ist davon auszugehen, dass
die in Abschnitt 4.5 dargelegte Methode der Losung der PE mittels finiter Differenzen fiir
die Behandlung allgemeiner Streukdrper flexibler ist als die Methode der Summation

gaufscher Strahlen, so dass letztere im Folgenden nicht weiter betrachtet wird.

4.8 Grenzen der Anwendbarkeit von PE

4.8.1 Nahfeld

I. Allg. ist eine Anwendbarkeit der Methode der Parabolischen Gleichung erst beim Vorlie-
gen von Fernfeldbedingungen sichergestellt. Ein Grund dafiir sind die Forderungen fiir die
Giiltigkeit der PE (4.7) und (4.8) auf S. 31. Im Nahfeld einer Antenne ist OV /0x mogli-
cherweise zu grof. In der Praxis wird darauf geachtet, dass eine PE-Rechnung erst in
hinreichend groffem Abstand von einer realen Antenne beginnt. Dadurch kann auflerdem
sichergestellt werden, dass z. B. bei parallel zum Erdboden angenommenen Ausbreitungs-
wegen die Abweichung zur tatsidchlichen Ausbreitungsrichtung nicht zu grof3 wird, vgl.
Abschnitt 4.2.4 (S. 32).

Bei der Analyse von Linsenantennen kann der Abstand zwischen Speiseantenne und Lin-
se (innerhalb der mit PE gerechnet werden soll) klein sein, deshalb ist die Frage des
Mindestabstands zu untersuchen. Dies soll durch die Betrachtung der Strahlung eines
sphérischen Multipols am Ort der Speiseantenne erfolgen. Durch die gewichtete Uber-
lagerung der Beitréige hinreichend vieler Moden des Multipols kann die Strahlung einer
Antenne im Nah- und Fernfeld vollstédndig charakterisiert werden [32, 33].

Es ist jedoch zu betonen, dass die Giiltigkeit der PE fiir die einzelnen Moden einer Anten-
ne zwar bedeutet, dass die PE auch fiir das Summenfeld anwendbar ist, der Umkehrschluss
jedoch nicht gilt: Das Gesamtfeld einer Antenne kann durchaus fiir PE geeignet sein, ob-
wohl einzelne Moden, die zur Reprasentation des Gesamtfeldes erforderlich sind, bei einer
einzelnen Betrachtung sich als nicht geeignet erweisen. Diese Vorstellung entspricht dem
Prinzip, dass die Summe von Losungen einer linearen Differentialgleichung dieselbe auch
erfiillt, i. Allg. jedoch die Losung einer linearen Differentialgleichung nicht in Summanden
zerlegt werden kann, die diese automatisch ebenso erfiillen. Dennoch verspricht die nach-
folgende Betrachtung Antworten auf die Frage des Mindestabstands zwischen Quelle und
PE-Berechnungsgebiet.

Zur Nachbildung der Speiseantenne werde ein in z-Richtung orientierter sphérischer Mul-
tipol mit einem Feld TM beziiglich r und Rotationssymmetrie in ¢ betrachtet (d.h.
0/0¢ = 0). Die fehlende ¢-Abhéngigkeit fiihrt dazu, dass entsprechend der Notation
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in [11, 32, 33] nur Moden mit m = 0 vorkommen.
Wegen des Sonderfalls TM beziiglich r existiert nur eine radiale Komponente des magne-
tischen Vektorpotentials A,. Nach [33] gilt fiir das Magnetfeld

_ oA 0
T 00 00

(o (4.142)
mit

Vmy = ZC’h (Br)P°(cos ) (4.143)

= Xn:(¢m,r)n (4.144)

fiir m = 0. Dabei deuten die zum skalaren Potential gehérenden Indizes ,,m,r* dessen
Herkunft von A, an. Bei h{?)(x) handelt es sich um eine sphirische Hankelfunktion der
Ordnung n fiir eine vom Multipol weglaufende Welle, P°(z) ist ein legendresches Polynom
nten Grades [7, 33] und C,, der Gewichtungsfaktor fiir den entsprechenden Mode.
Um die Abstrahlung der Antenne hinreichend genau zu beschreiben, erfolgt die Summa-
tion iiber n bis zum hoéchsten vorkommenden Mode N, der sich ndherungsweise aus dem
Radius ry der kleinsten Kugel ergibt, die die entsprechende Antenne gerade umschlie3t
(11, 32]:

N=Fk- -ro+10 (4.145)

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Felder TE (bzw. TM) beziiglich ¢ ergibt
sich durch den Vergleich von (4.142) und (2.59):

—jW50€r1/1 - —%1/% r
1
1/J - Jw<€o€r 90 wm r (4146)

Das mit PE zu behandelnde (um den Phasenterm bereinigte) Potential lautet somit

1 0 :
— Py - @7 4.14
jwege 00 7 ( 7)

Es setzt sich nach Gl. (4.144) zusammen aus den (gewichteten) Moden

1 . ehr
\Ijn - m,r el = 2 _PO 9 4.14
ee. 00 (I/J )n = e & (pr) - 5g Fn(cost). (4.148)

Die r-Abhingigkeit von W, wird lediglich durch die Terme ¢/" und h{®(5r) gebildet.
Sofern ausschliellich der Mode n existiert, fithrt die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der
PE-Niherung (4.8) (fiir beliebige Winkel #) zur Forderung
82 : 9? .
= [(ma), - ] 5,7 [0 (8r) - &
a = |25 < 1. (4.149)
L2 . BT R A NC) . pIBr
B o W), ™| |5 o (0P (Br) - 7]
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Abbildung 4.5: Erfiillung der Ungleichung (4.8) in Abhéngigkeit vom Modenindex n

Abb. 4.5 zeigt die (numerisch berechnete) linke Seite der Ungleichung (4.149) in Abhéngig-
keit von der Entfernung r fiir verschiedene Modenindizes n. Es wird deutlich, dass der zur
Giiltigkeit der PE-N#herung (4.13) erforderliche Mindestabstand 7, mit dem Modenin-
dex zunimmt. Wird als Grenze der Anwendbarkeit

o} ov

festgelegt, ergibt sich ndherungsweise der in Abb. 4.6 dargestellte Mindestabstand in
Abhéngigkeit von der Ordnung des Modes n, der durch den empirisch gefundenen Aus-
druck

5
2] - 4.151
n+5+) A (4.151)

(Tmin),, & <O, 3ln+
approximiert werden kann. Dieser gilt zwar nur fiir die Anwendung der PE auf isoliert
auftretende Moden der Ordnung n. Dennoch kann er dahingehend interpretiert werden,
dass selbst fiir schwach biindelnde Antennen (n ~ 1...10) bzw. Elementardipole (n = 1)
ein Abstand zwischen Antenne und PE-Gebiet von mindestens drei bis fiinf Wellenlédngen
einzuhalten ist. Bei stérker biindelnden Antennen (n > 10) wire demnach — je nach dem
hochsten zu berticksichtigenden Mode N — mit Mindestabstdnden in der Gréfenordnung
von fiinf bis zehn Wellenldngen zu rechnen.

Ein eventueller Beitrag zu [0V /dz| bzw. |0*V/dz?|, der entsteht, wenn die tatsichliche

Ausbreitungsrichtung nicht mit der angenommenen iibereinstimmt!'®, kommt noch hinzu

19Vgl. Abschnitt 4.2.4.
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Abbildung 4.6: Mindestentfernung zwischen Antenne und PE-Gebiet in Abhéngigkeit vom
Modenindex n (numerische Losung und Approximation durch Gl. (4.151)).

und fithrt entsprechend zu einem gréfieren Mindestabstand als in GL. (4.151) angegeben.

Die an dieser Stelle nicht explizit behandelte Voraussetzung (4.7) fithrt bei der Vorgabe

ov
10 - ‘% < 3|V (4.152)
fiir alle Modenindizes n zu kleineren (also weniger kritischen) Mindestabsténden als (4.8).
Im reaktiven Nahfeld einer Antenne kann keine PE angewendet werden, da dort keine
vorherrschende Ausbreitungsrichtung angegeben werden kann, vgl. Abschnitt 4.8.3. Das
reaktive Nahfeld reicht lediglich bis in eine Entfernung von ca. A\/(27) ausgehend von
jedem Punkt der Antenne [11]. Wird der in Gl. (4.151) gegebene Mindestabstand einge-

halten, kann davon ausgegangen werden, dass kein reaktives Nahfeld mehr vorliegt.

4.8.2 Sich kreuzende angenommene Ausbreitungswege

Sich kreuzende angenommene Ausbreitungswege stellen bei der PE-Methode ein Problem
dar, das einer genaueren Betrachtung bedarf. Bei der klassischen Behandlung der Wel-
lenausbreitung mittels PE werden die Ausbreitungswege a priori so angesetzt, dass sie
sich nicht schneiden konnen. Dies kann beispielsweise durch die Verwendung zueinander
paralleler Ausbreitungswege sichergestellt werden.

Im Bereich der Wellenausbreitung wird die PE gewohnlich erst im Fernfeld einer Quelle
eingesetzt, da erst ab einem Mindestabstand von einigen Wellenldngen die Forderungen
fiir die Giiltigkeit der PE (4.7) und (4.8) erfiillt sind, vgl. hierzu die Betrachtungen in Ab-

schnitt 4.8.1. Im Fernfeld einer Quelle kann die sich ausbreitende Welle ndherungsweise als
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lokal eben angenommen werden. Parallele oder divergierende angenommene Ausbreitungs-
wege geniigen, um die tatséichliche Ausbreitungsrichtung der Welle bis auf die geforderten
+15° (Standard-PE) anzunihern. Reflexionen am Erdboden erfolgen durch streifenden
Einfall und konnen auch durch zum Boden parallele angenommene Ausbreitungswege
korrekt erfasst werden. Bereiche konvergierender angenommener Ausbreitungswege brau-
chen nicht angesetzt zu werden.

Bei der Analyse von Linsenantennen verhélt es sich dahingehend anders, dass die PE auch
schon innerhalb des Antennensystems zum Einsatz kommt, in dem Bereiche konvergie-
render Strahlung nicht (wie im Fernfeld einer Antenne) ausgeschlossen sind. Werden nun
die fiir die PE-Berechnung angenommenen Ausbreitungswege an die tatsdchliche Ausbrei-
tungsrichtung angepasst (z.B. durch Verwendung von Strahlenkoordinaten), bedarf die
Behandlung des Ubergangsbereichs zwischen konvergierender und divergierender Strah-
lung, also z. B. die Uberwindung eines Brennpunkts oder , Brennflecks®, einer genaueren
Betrachtung und Diskussion.

Sofern geometrisch-optische Strahlen als Ausbreitungswege verwendet werden, kann es
auch in Bereichen nicht-konvergierender Strahlen durch Rundungsfehler bzw. Ungenau-
igkeiten im Polygonzug, der die Linsenoberflache beschreibt, zu sich schneidenden ange-
nommenen Ausbreitungswegen kommen, die die Anwendung von PE erheblich storen, vgl.
hierzu auch Anhang C ab S. 137.

Entscheidend ist, dass mit PE nicht iiber den Kreuzungspunkt zweier (oder gar mehre-
rer bzw. aller) Ausbreitungswege hinweg gerechnet werden kann. Dies wird nachfolgend
begriindet. Die Losung der Problematik sich schneidender Ausbreitungswege fiihrt zum
Ansatz, die angenommenen Ausbreitungswege am Verlauf der Energiestromungslinien zu
orientieren, vgl. Abschnitt 6.4.

Im Schnittpunkt zweier Ausbreitungswege ist deren Abstand Null. Dies entspricht in
kartesischen Koordinaten im Finite-Differenzen-Algorithmus einem Az = 0, vgl. (4.54),
bzw. As = 0, vgl. (4.72), und fiihrt damit zu einer Division durch Null.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Schnittpunkt zweier Ausbreitungswege beim Voran-
schreiten der PE-Rechnung exakt getroffen wird, ist genau genommen gleich Null?®, wenn
dessen Position (also z. B. in Strahlenkoordinaten die {-Koordinate einer der beiden Aus-
breitungswege) nicht im durch die Gln. (4.51), (4.80) oder (4.81) gegebenen Raster liegt.
Dadurch ist es moglich, dass der Finite-Differenzen-Algorithmus trotz Uberschreitens ei-
nes Kreuzungspunkts nicht aufgrund des Fehlers ,,Division durch Null“ abbricht. Wird die
PE-Rechnung jedoch ohne Beachtung des Schnitts weiter durchgefiihrt, ergibt sich die in
Abb. 4.7 beschriebene Problematik der Vertauschung der Reihenfolge rdaumlich benach-
barter Ausbreitungswege im Schnittpunktbereich, wodurch die Bestimmung der zweiten
Ableitung nach Gl. (4.54) bzw. (4.72) fehlerhaft wiirde. Sofern sich alle Ausbreitungswe-

ge in einem Punkt (Brennpunkt) schneiden, kommt der Singularitdt die Bedeutung zu,

20Dies ist vergleichbar mit der Wahrscheinlichkeit Null, dass eine reelle Zufallszahl ezakt einer anderen
reellen Zahl entspricht.
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1

Abbildung 4.7: Problem einer vertauschten rdumlichen Abfolge dreier sich nicht in einem
Punkt schneidender Strahlen

leerer Bereich

leerer Bereich

Abbildung 4.8: Entstehung von leeren Bereichen durch Konzentration von Strahlen

dass in deren Umgebung weite Bereiche des Raums nicht mehr erfasst werden, vgl. hierzu
Abb. 4.8.

4.8.3 Keine vorherrschende Ausbreitungsrichtung, Reflexionen

Fiir die Anwendung von PE muss eine vorherrschende Ausbreitungsrichtung der elek-
tromagnetischen Welle bekannt sein. Die Losung der PE erfolgt Schritt fiir Schritt in
Ausbreitungsrichtung. Riicklaufende Wellen bleiben somit prinzipiell unberiicksichtigt.
Bei der Analyse von Linsenantennen, die abschnittsweise aus homogenen Materialien
mit jeweils konstanter Dielektrizitéitszahl bestehen, stellt dies insofern keine wesentliche
Einschréankung dar, als Reflexionen nur an den Abschnittsgrenzen, an denen die Dielek-
trizitdtszahl springt, entstehen konnen. Bei Bedarf lasst sich ausgehend von einer Ab-
schnittsgrenze unter Beriicksichtigung der Randbedingungen entsprechend den fresnel-
schen Beziehungen eine PE-Rechnung fiir die reflektierten Anteile in die entgegengesetzte

Richtung starten. Je nach der geforderten Genauigkeit sind Mehrfachreflexionen bis zu
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einer bestimmten Ordnung zu beriicksichtigen, d.h. mehrere getrennte PE-Rechnungen
durchzufithren und schliefflich alle Teilergebnisse zu iiberlagern.

Collins und Evans verwenden das Prinzip der abschnittsweisen Losung der PE in Gebie-
ten konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit und die Betrachtung der Reflexionen an den
Grenzflachen dieser Gebiete zur Entwicklung eines Algorithmus fiir die sog. Zwei-Wege-PE
[15, 49].






Kapitel 5

Klassische Analyse dielektrischer

Streukorper

5.1 Geometrische Optik

Beim Verfahren der Geometrischen Optik wird eine lokal ebene Welle durch einen Strahl
reprasentiert, der sich in einem homogenen Medium mit konstanter Brechzahl geradli-
nig ausbreitet. Die Forderung nach lokal ebenen Wellen bewirkt, dass die Strukturen —
z.B. Grenzflachen, auf welche die GO-Strahlen treffen — grof3 gegeniiber der Wellenlange
sein miissen. Ein GO-Strahl verdndert seine Eigenschaften im Laufe seiner Ausbreitung
nicht und tritt nicht in Wechselwirkung mit anderen Strahlen. Fiir ihn gilt das Prin-
zip der ungestorten Superposition. Der herausragende Vorteil der Geometrischen Optik
ist der auBerordentlich geringe Bedarf an Rechenzeit und Speicherplatz. Bei der Analy-
se von dielektrischen Linsen mittels GO wird angenommen, dass von der Speiseantenne
Strahlen ausgehen, die bei einem schrigen Einfall auf die Grenzfliche zwischen Luft und
Linse geméfl dem snelliusschen Brechungsgesetz gebrochen werden [10]. Ferner kommt es
geméf den fresnelschen Beziehungen zu Reflexionen an den Grenzflichen, sofern keine
geeigneten Antireflexionsschichten vorhanden sind. Mit GO kann i. Allg. nur die Wellen-
ausbreitung iiber kurze Strecken, also z. B. bis zur Linsenapertur, aber nicht das Fernfeld
bestimmt werden. Im Fernfeld einer Antenne verlaufen alle Strahlen radial ausgehend vom
weit entfernten und daher punktformig anzunehmenden Ort der Antenne, dem gedach-
ten Phasenzentrum. Dies bedeutet, dass sich die Richtcharakteristik nicht mehr (wie im
Nahfeld) mit der Entfernung zwischen Antenne und Beobachter dndert, wie es die Defini-
tion des Fernfeldbegriffs erfordert. Exakt von einem Punkt ausgehende Strahlen bewirken,
dass die Amplituden der mittels GO berechneten Feldstarken — wie dies im Fernfeld ei-
ner Antenne der Fall sein muss — mit 1/r bei Punktquellen bzw. 1/4/r bei Linienquellen
abnehmen. Die aus einer Apertur (z.B. einer Linse) tretenden GO-Strahlen schneiden sich
jedoch i. Allg. nicht riickwértig in einem Punkt. Der bei den in Abschnitt 6.4 behandelten

Energiestromungslinien zu beobachtende allmihliche Ubergang zu scheinbar von ein und

69
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demselben Punkt ausgehenden Strahlen und damit zum Fernfeld ist mittels GO nicht
modellierbar. Beispielsweise lisst sich der Ubergang von parallelen Strahlen zu radial
verlaufenden Strahlen als unvermeidliche Divergenz (Strahlaufweitung) eines Laserstrahls
beobachten und mit dem starken Amplitudengefille am Rand des Strahlbiindels und der
dadurch geméfl den maxwellschen Gleichungen einsetzenden ,, Felddiffusion® in den Schat-
tenbereich begriinden. Werden mit GO nur kurze Wegstrecken (also z. B. Ausbreitungs-
wege innerhalb einer diinnen Linse) zuriickgelegt, kann die fehlende Beriicksichtigung der
durch das Amplitudengefiille bedingten Divergenz i. Allg. hingenommen und die Feldver-
teilung in der Apertur oder in einer vorgelagerten — geometrisch einfacher beschreibbaren
— virtuellen Apertur hinreichend genau bestimmt werden. Je linger die mittels GO im
Nahfeld iiberwundene Laufstrecke ist und je kleiner die Strukturen der Grenzflichen zwi-
schen zwei unterschiedlichen Dielektrika ausfallen, desto eher sind bei Anwendung der GO
Ungenauigkeiten zu erwarten, also z.B. bei Linsenantennen, die einen kleinen Durchmes-
ser, aber eine grofe Dicke aufweisen. Fiir die Berechnung des Fernfeldes wird gewohnlich
auf dquivalente Quellen (vgl. Abschnitt 5.2) zuriickgegriffen.

Der Schnittpunkt zweier GO-Strahlen bildet — sofern sie aus derselben Quelle stammen
— ein lokales Phasenzentrum, d.h. einen lokalen Brennpunkt im geometrisch-optischen
Sinne. Schneiden sich benachbarte Strahlen nicht in ein und demselben Punkt, bildet die
Aneinanderreihung der lokalen Brennpunkte im Zweidimensionalen eine Brennlinie (im
Dreidimensionalen entsprechend eine Brennflidche), die Kaustik genannt wird [17]. Der
Abstand r vom lokalen Phasenzentrum bestimmt den dort vorherrschenden Grad der
Amplitudenzunahme (bei konvergierenden Strahlen) bzw. —abnahme (bei divergierenden

Strahlen). Bei GO gilt:
r

E(r+ Ar) = E(r) - A

(5.1)

fiir eine Kugelwelle! (3D-Fall) und

E(r+ Ar) = E(r) -/ +Tm (5.2)

fiir eine Zylinderwelle (2D-Fall). Dabei ist es von Vorteil,

r > 0 fiir divergierende Strahlen und

r < 0 fiir konvergierende Strahlen

anzunehmen, vgl. Abb. 5.1. Im lokalen Brennpunkt (d.h. fiir Ar = r) ergibt sich nach
Gl. (5.1) und (5.2) eine unendlich hohe Feldstéirke. Dies kommt von der geometrisch-
optischen Anschauung, dass im Brennpunkt ein endlicher Leistungsfluss in einem gegen
Null gehenden Volumen konzentriert wird. In Wirklichkeit ist eine derartige Konzentra-

tion aufgrund der natiirlichen Divergenz einer stark gebiindelten Strahlungsquelle nicht

IHier wird der Sonderfall betrachtet, dass der Schnittpunkt eines Strahls mit dessen Nachbar in der
ersten Dimension (also z. B. in ¥-Richtung) und mit dessen Nachbar in der zweiten Dimension (z.B. in

¢-Richtung) identisch ist, sonst ist eine differenziertere Betrachtung erforderlich.
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+Ar

—
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konvergierend

divergierend

Abbildung 5.1: Sich schneidende Strahlen bei GO

moglich; anstelle eines von GO vorhergesagten Brennpunkts kommt es zu einem (je nach
Frequenz mehr oder weniger stark) raumlich (d.h. auch in Ausbreitungsrichtung) ausge-
dehnten ,, Brennbereich“. In der Umgebung von Strahlschnittpunkten versagt somit die

GO zur Beschreibung der genauen Feldverteilung.

Dennoch gilt fiir einen geometrisch-optischen Strahl das Prinzip der ungestérten Uber-
lagerung in linearen Medien, d.h. in entsprechender Entfernung hinter dem Brennpunkt
kann GO zur Bestimmung der dort vorherrschenden Felder wieder verwendet werden,
wenn derjenige Teil des elektromagnetischen Feldes, den der Strahl reprisentiert, nach

wie vor als lokal ebene Welle anzunehmen ist.

Sich kreuzende Strahlen kénnen durch numerische Ungenauigkeiten bei der Analyse auch
in Linsen auftreten, bei denen ausgehend vom urspriinglichen Entwurf nur parallele und
divergierende Strahlen zu erwarten sind. Diese Problematik tritt insbesondere dann auf,
wenn die Geometrie der zu analysierenden Linse (in einer zweidimensionalen Betrach-
tung) durch einen Polygonzug représentiert wird. Jeder Bereich um einen entsprechend
gerichteten Knick im Polygonzug stellt quasi eine Miniatur-Sammellinse dar, die beispiels-
weise einfallende ndherungsweise parallele Strahlen dahingehend biindeln kann, dass sie
sich schneiden — auch wenn die Sammellinse so klein gegeniiber der Wellenlénge ist, dass
dieser Biindelungseffekt in Wirklichkeit nicht zu Tage tritt. Dies wird in Anhang C ab
S. 137 genauer betrachtet. Sofern der so entstandene Schnittpunkt zweier (oder mehrerer)
Strahlen in unmittelbarer Nahe der Linsenapertur liegt, wird dort fiir die Fernfeldberech-
nung félschlicherweise ein sehr hoher (im Grenzfall ein gegen unendlich gehender) Betrag
der dquivalenten Quelle angenommen. Diese Problematik sich unbeabsichtigt kreuzender
Strahlen betrifft nicht nur die Linsenanalyse mittels GO, sondern auch die Anwendung
der PE, vgl. Abschnitt 4.8.2.
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5.2 Aquivalente Quellen, Fresnel-Integral-Methode

Auf dquivalente Quellen wird gewohnlich zuriickgegriffen, um ausgehend von einer bekann-
ten Feldverteilung in der Apertur einer Antenne deren Fernfeld zu bestimmen. Grundsétz-
lich besteht die Moglichkeit, dquivalente Quellen bereits an der Linseneintrittsfliche an-
zunehmen und in einem ersten Schritt die Feldstarkeverteilung entlang der Apertur zu
bestimmen, um eine hohere Genauigkeit unter Inkaufnahme eines hoheren Rechenzeitbe-
darfs im Vergleich zur Geometrischen Optik zu erzielen; dieser Ansatz wird beispielsweise
in [56] verfolgt.

Beim Ausdruck ,, Methode der dquivalenten Quellen“ handelt es sich um einen Uberbegriff
fiir die Vorgehensweise, dass die Wirkung realer Quellen in Gegenwart von Materialien
(z. B. Blenden, Streukorpern) virtuellen Quellen zugeschrieben wird, die vorzugsweise im
Freiraum strahlen und in den relevanten Teilbereichen dasselbe Feld erzeugen wie die rea-
len Quellen [66]. Wahrend bei der Feldberechnung beim Vorhandensein von Streukorpern
Randbedingungen zu beriicksichtigen sind, gestaltet sich die Uberlagerung der von #qui-
valenten Quellen im Freiraum verursachten Felder entsprechend einfach. Das wesentliche
Element bei der Anwendung der Methode ist die richtige Anordnung dquivalenter Quellen
im Raum und die Bestimmung von deren (komplexen) Amplituden. Kern der Methode
sind das Aquivalenzprinzip und das huygenssche Prinzip. Ersteres besagt, dass die Wir-
kung von (realen) Quellen, die sich innerhalb eines geschlossenen Gebiets befinden, aufer-
halb des Gebiets eindeutig und exakt durch die tangentiale elektrische und magnetische
Feldstéirke auf der Oberfliche des Gebiets gegeben sind [33]. Das huygenssche Prinzip
besagt, dass jede Wellenfront als Uberlagerung von Wellenfronten elementarer Quellen
angesehen werden kann [39]. Dadurch kann der kontinuierliche Verlauf der tangentialen
elektrischen und magnetischen Feldstirke auf dem Rand des Gebiets durch eine Reihe
von Elementarquellen nachgebildet werden.

In [56] wird eine ellipsenformige Linse mittels dquivalenter Quellen und der physikalisch-
optischen Naherung analysiert und das Verfahren allgemein beschrieben. Nachfolgend soll
die Anwendung dquivalenter Quellen im Kontext mit der Anwendung der PE-Methode
stehen und eine Vorgehensweise aufgezeigt werden, wie eine Rechnung mit denselben
Eingangsgrofien wie bei einer PE-Rechnung — einem bekannten skalaren Potential auf
einer Anfangsfront — erfolgen kann. Dieses Verfahren ist dann z. B. einsetzbar, um einen
PE-Algorithmus zu verifizieren. Die nachfolgenden Betrachtungen erfolgen im Zweidi-
mensionalen unter Annahme von Linienquellen. Bei der Verwendung von Algorithmen,
bei denen eine Rotationssymmetrie in ¢ vorausgesetzt wird, bedeutet das, dass der Ab-
stand der mafigeblichen Raumbereiche von der Rotationsachse gegen unendlich geht. Die
Koordinate ¢ geht in diesem Fall in die Zylinderkoordinate? y iiber, d.h. Hy = H,. Wegen
der Betrachtung des 2D-Falls gilt 0/dy = 0, vgl. Anhang G.

2Es werden Zylinderkoordinaten r, 8, y verwendet, bei denen r und @ der Definition in Kugelkoordinaten
fiir ¢ = 0 entsprechen, vgl. Anhang A.1.
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Aus Gl. (3.48) geht hervor, dass die skalare Wellenfunktion ) im TE-Fall bzgl. ¢ propor-
tional zur ¢-Komponente des magnetischen Feldes ist. Bei der Berechnung der Wellenaus-
breitung mittels PE wird zu Beginn der Rechnung ¢ aus H ermittelt, ¢ schrittweise im
gesamten Gebiet berechnet und dort, wo das Berechnungsergebnis gesucht ist, Hy wie-
derum aus v bestimmt. Die Komponenten des elektrischen Feldes konnen aus v mittels
Differenzierung gewonnen werden, vgl. (3.47).

Mittels der Methode der dquivalenten Quellen soll wie bei der Anwendung von PE die
Verteilung von Hy = Hy im TE-Fall bzgl. y direkt aus gegebenen H,-Werten auf einer
Anfangsfront bestimmt werden. Hierzu erfolgt entlang der Anfangsfront eine Trennung
des Raumes in zwei Gebiete. Die Anfangsfront wird dabei wie bei der Herleitung der
Physikalischen Optik in [3] ins Unendliche verldngert, vgl. Abb. 5.2a. Gebiet 1 enthilt
samtliche (real vorhandenen) Quellen. Entsprechend dem Aquivalenzprinzip werden auf
der Anfangsfront elektrische Flichenstrome J. angesetzt, die in Gebiet 2 dieselbe Wirkung
haben wie die Quellen in Gebiet 1. Es gilt [33]

J.=nxH. (5.3)

Um keine magnetischen Flichenstrome aufgrund des (noch unbekannten®) elektrischen
Feldes ansetzen zu miissen, wird Gebiet 1 mit einem idealen magnetischen Leiter (k,, —
oo) aufgefiillt, vgl. Abb. 5.2b. Dies ist zulissig, da Gebiet 1 bedingt durch die Uberlage-
rung der Wirkung der realen und dquivalenten Quellen feldfrei ist [33]. Um &dquivalente
Quellen zu erhalten, die im Freiraum strahlen, muss das ideal magnetisch leitfihige Ma-
terial entfernt werden. Hierzu wird wie bei der Physikalischen Optik nédherungsweise an-
genommen, dass der lokale Kriimmungsradius der Fliache, auf der die elektrischen Strome
angenommen werden, grofl gegeniiber der Wellenlénge ist. In diesem Fall ist es vertretbar,
die Bildladungsmethode anzuwenden, wodurch die doppelten Stréme 2 - J. im Freiraum
strahlen (Abb. 5.2¢).

Nach der klassischen Vorgehensweise [3, 33] ergibt sich aus der Uberlagerung der Wir-
kung der elektrischen Fléchenstrome J. an einem Beobachtungspunkt das magnetische

Vektorpotential

A(r) = =3 [T - B - 7ae. (5.4)

Bei Sy handelt es sich (wegen des 2D-Falls) um die Linie mit den dquivalenten Quellen
und bei H(()Q) (z) um die Hankelfunktion nullter Ordnung zweiter Art; 7’ stellt den Orts-
vektor zur jeweiligen Quelle J. dar. A weist dieselben Komponenten wie J. auf, d.h.
ausgehend von den J, in Abb. 5.2 z.B. in Zylinderkoordinaten eine r- und 6-, aber keine
y-Komponente. Die Berechnung von Hy = H,, aus A erfolgt nach Gl. (2.30) durch Bildung
der Rotation von A. In Zylinderkoordinaten r, 6,y gilt z. B. im 2D-Fall fiir /0y = 0 und

3Zur Bestimmung des elektrischen Feldes wire es geméf Gl. (2.58) erforderlich, Hy nach r abzuleiten;
dies ist numerisch aber noch nicht moglich, da lediglich Hy-Werte auf einer Front und nicht auf zwei

benachbarten Fronten gegeben sind.
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Gebiet 1
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Abbildung 5.2: Bestimmung &quivalenter Fliachenstrome aus dem auf der Anfangsfront

gegebenem Magnetfeld im TE-Fall bzgl. ¢ bei Rotationssymmetrie in ¢

einem A, das keine y-Komponente aufweist*:

Ay
- . (10 .
H = rot 1?)9 =y- (;E (T : A@) - ;@Ar> =y Hy (55)

Demnach ist i. Allg. eine Ableitung in r-Richtung erforderlich, was bedeutet, dass das
mittels GL. (5.4) berechnete Vektorpotential A zur numerischen Ausfithrung der Differen-
zierung fiir zwei unterschiedliche Werte von r vorliegen muss. Abgesehen von der eigentli-
chen Differenzierung bedeutet dies einen um Faktor zwei erhhten Rechenaufwand fiir die
Methode der dquivalenten Quellen. Daher soll im Folgenden gezeigt werden, wie Hy = H,
direkt aus der Uberlagerung der #quivalenten Linienquellen ohne Bildung der Rotation
des Vektorpotentials bestimmt werden kann. Dazu wird die Wirkung eines Fléachenstroms
der infinitesimalen Lénge d¢ betrachtet. Voriibergehend wird die Annahme getroffen, dass
er in z-Richtung zeigt, vgl. Abb. 5.3. Der Fliachenstrom erzeugt im Beobachtungspunkt P

den magnetischen Vektorpotential-Anteil

dA = =L (") - HY (Bl = 7). (5.6)

4Fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten vgl. z. B. [45].
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N\
A4

e = x|

Abbildung 5.3: Zur Herleitung der Strahlung eines Linienstroms mit der infinitesimalen

Léange d¢. (Der Linienstrom ist in +y-Richtung unendlich ausgedehnt.)

Da J, in z-Richtung zeigt, weist A lediglich eine z-Komponente auf. In kartesischen Ko-

ordinaten gilt fiir den hier betrachteten 2D-Fall mit der Annahme y = 0

/

x x
F=o| wmd#=|o0 |, (5.7)
z z

d.h.

Aus Gl. (5.6) und (5.8) folgt

a4, = =2 || -1 (W (@ — )+ (2 — z’)z) d. (5.9)
Aus Gl. (2.30) folgt mit 9/0y =0
.
und mit GL (5.9) und OHP (2)/0z = —HP () (vel. [7])
0
= L] w (/e e+ G- ) Lt .

\/(33 — :B’)2 +(z— z’)2
Mittels des in Abb. 5.3 enthaltenen Winkels 6" zwischen der Orientierung der Quelle
J, und der Verbindungslinie zwischen Quelle und Beobachtungspunkt (7 — 7' lisst sich

folgende Abkiirzung einfiihren:

z—x

\/(]3 — x’)2 + (z — z’)2

=sin [0’ (7', 7)) (5.12)
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Aus GI. (5.3) folgt mit dem zusétzlichen Faktor zwei aus der Anwendung der Bildladungs-
methode (vgl. Abb. 5.2¢):
()

=2 H,(7) (5.13)

Durch die im TE-Fall bzgl. y vorherrschende Proportionalitét zwischen H, und der y-
Komponente des elektrischen Vektorpotentials Fy, = v kann Hy auf der linken und rechten
Seite von Gl. (5.11) durch 9 ersetzt werden; mit Gl. (5.8), (5.12) und (5.13) ergibt sich
dy = —Jg () - HP (B)F = 7)) - sin [0/ (77, 7)] d. (5.14)
Nach dieser Schreibweise ist es nicht mehr erforderlich, dass die dquivalenten Linienquellen
in z-Richtung orientiert sind, da lediglich deren Abstand |*— 7| und deren Winkel 6" zum
Beobachtungspunkt entscheidend ist. Die Wirkung aller Quellen ergibt sich schlieflich aus
der Integration von Gl. (5.14):
_ i N @l N e () (et

V() = =% fo YU - I (BT = ) - sin [0 (7, 7)) 4. (5.15)
Mit Gl. (5.15) lésst sich die skalare GroBe ¢ wie bei Anwendung eines PE-Algorithmus
im Zweidimensionalen ausgehend von einer auf einer Anfangsfront gegebenen Verteilung
von v in abschnittsweise homogenen Medien berechnen.
Pro Beobachtungspunkt P sind die Anteile aller Linienquellen zu integrieren, zu denen
ein direkter ,,Sichtkontakt“ besteht. Sofern kein Sichtkontakt besteht, wiirde die Strah-
lung der betreffenden Quelle durch das ideal magnetisch leitfdhige Material in Abb. 5.2b
abgeschirmt. Es darf nicht iibersehen werden, dass der Ubergang von Abb. 5.2b nach
Abb. 5.2¢ eine (wie bei der Physikalischen Optik praktizierte) Nidherung darstellt, was
sich darin duflert, dass z. B. in Abb. 5.2b enthaltene Beugungseffekte nicht mehr in Er-
scheinung treten, wenn die Quellen im Freiraum strahlen.
Im Vergleich zur PE-Methode ist der Rechenaufwand bei Verwendung dquivalenter Quel-
len ab einer bestimmten Gréfle des Berechnungsproblems in jedem Fall hoher. Fiir einen
einfachen Vergleich sei angenommen, dass 1, in N Beobachtungspunkten gesucht ist und
ausgehend von N Punkten, in denen ¢ bekannt ist, bestimmt werden soll, vgl. das PE-
Gitter in Abb. 4.2. Bei PE steigt die Zahl der erforderlichen Berechnungsschritte linear

mit N, bei Verwendung dquivalenter Quellen mit N2.

5.3 Verwendung asymptotisch exakter Methoden

Die Verwendung asymptotisch exakter Methoden zur Analyse dielektrischer Linsen ist
prinzipiell moglich, bedeutet aber einen vergleichsweise hohen Aufwand an Rechenzeit
und Speicherplatz. ,, Asymptotisch exakt* bedeutet bei numerischen Berechnungsverfah-
ren, dass abgesehen von der Diskretisierung des Raumes, der Zeit oder der Geometrie der
Streukorper keine Néherungen enthalten sind. Durch eine entsprechend feine Diskretisie-
rung lésst sich somit eine beliebige Genauigkeit erreichen. Eine Ubersicht iiber die Ver-

wendung der asymptotisch exakten Methoden FDTD (Finite Differenzen im Zeitbereich),
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MoM (Momentenmethode) und FEM (Finite Elemente) fiir die Analyse von Antennen
findet sich in [35]. Im Folgenden wird die Eignung von FDTD und MoM zur Berechnung

dielektrischer Linsen naher betrachtet.

5.3.1 Finite Differenzen im Zeitbereich (FDTD)

Beim FDTD-Verfahren wird der Raum in rechteckige (2D-Fall) bzw. quaderférmige Zellen
unterteilt [69]. An den Kanten der Zellen werden die jeweiligen elektrischen Feldstérken
angenommen, in der Zellenmitte die Komponenten der magnetischen Feldstirke®. Fiir jede
Zelle kann eine (komplexe) Dielektrizitétszahl e, oder eine ideale Leitfdhigkeit angenom-
men werden. Zellen mit unterschiedlichem e, und Bereiche idealer Leitfidhigkeit diirfen
direkt aneinanderstoflen. Damit sind auch inhomogene Linsendielektrika modellierbar.
Die Speisung von Antennen erfolgt durch Einprédgung einer Feldstéirke an bestimmten
Punkten im Raum. Es werden die maxwellschen Gleichungen im Zeitbereich geltst. Die
Berechnung erfolgt in Zeitschritten. Zur Einsparung von Rechenzeit und Speicherplatz
wird der diskretisierte Raum um die zu analysierende Antenne moglichst klein gehalten,
so dass die Felder i. Allg. nicht in der Fernfeld-Entfernung vorliegen; die Berechnung des

Fernfeldes erfolgt daher mittels einer Nahfeld-Fernfeld-Transformation.

Durch die Rechnung im Zeitbereich ist eine beliebige Signalform zur Speisung moglich.
Fiir spéatere Fernfeld-Berechnungen ist ein im Verlauf von ca. 5 Perioden anschwingender
Sinus vorteilhaft [51]. In diesem Fall erfolgt die Berechnung iiblicherweise so lange, bis
sich auch an den Réndern des Berechnungsgebiets ein eingeschwungener Zustand einge-
stellt hat. Sofern bei der Analyse dielektrischer Linsen Reflexionen innerhalb der Linse
ausgeblendet werden sollen, ist es erforderlich, die Berechnung abzubrechen, wenn die (le-
diglich) gebrochenen Anteile den Rand des Gitters bzw. die Fldche, deren Feldverteilung
fiir die Bestimmung des Fernfeldes verwendet wird, bereits erreicht haben, die reflektierten
Anteile jedoch noch nicht. Da in diesem Fall aber noch kein eingeschwungener Zustand
herrscht, bedarf die Wahl des genauen Abbruchzeitpunkts einer sorgfiltigen Betrachtung.

Prinzipiell lassen sich Reflexionen innerhalb einer Linse mit FDTD veranschaulichen,
wenn die Linsenantenne mit einem Impuls gespeist und die Stowellenfront im Verlauf

der Berechnung visuell verfolgt wird.

Der Aufwand an Speicherplatz steigt bei FDTD linear mit dem Volumen. Daher kénnen
auch grofle dielektrische Streukoérper mit FDTD behandelt werden. Schwerer wiegt bei
FDTD die Rechenzeit. Um einen Vergleich anzustellen, sei im Folgenden angenommen,
dass fiir eine PE-Rechnung und eine FDTD-Rechnung dasselbe Gitter mit den Abmes-
sungen N x M verwendet wird, vgl. Abb. 4.2 auf S. 39. Die Berechnungszeit werde fiir
FDTD so festgelegt, dass eine Welle das Berechnungsgebiet der Linge £ = (N — 1) - Ax

5Diese Betrachtung gilt nur, falls kein zusétzliches ,, magnetisches“ Berechnungsgitter zur Behandlung

von magnetischen Materialien p, # 1 vorhanden ist.
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horizontal durchqueren kann. Hierfiir wird die Zeit

F—T At—(fe—(N—1). 27 (5.16)

Cc

bendtigt, dabei steht ¢ fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit. Die Courant-Bedingung be-
sagt, dass die zuldssige Schrittweite im Zeitbereich At proportional zur rdumlichen Auf-

losung Az ist [69]. Im Zweidimensionalen gilt:

Azx
At <
_\/i.c

Aus Gl. (5.16) und (5.17) folgt fur die Zahl der notigen Berechnungsschritte:

(5.17)

T=(N-1)-V2=N-V2 (5.18)

Zu jedem Zeitschritt werden bei FDTD an allen N x M Gitterpunkten die Feldstérken
mittels einer Differenzengleichung bestimmt, somit ist die Zahl der notwendigen Berech-
nungen proportional zu N2 - M.

Bei der PE-Methode ist die Zahl der notwendigen Berechnungsschritte proportional zu
N - M. Somit existiert eine Gitterlinge Ny, ab der PE gegeniiber FDTD eine kiirzere
Rechenzeit hat.

5.3.2 Momentenmethode (MoM)

Zur Behandlung dielektrischer Streukérper kann im Rahmen der Momentenmethode ent-
weder die Oberflichenstrommethode (OSM) oder die Volumenstrommethode (VSM) an-
gewendet werden [36]. Die OSM kommt bei (zumindest schichtweise) homogenen dielektri-
schen Korpern zum Einsatz. Dabei werden auf den Grenzflichen (zwischen Gebieten mit
jeweils konstanten Dielektrizitatszahlen, z. B. Linsendielektrikum und Luft) dquivalente
elektrische und magnetische Oberflichenstrome angesetzt, die — wenn deren Werte mit
der MoM bestimmt worden sind — die Streuwirkung des dielektrischen Kérpers beschrei-
ben. Entsprechend sind bei der OSM die Grenzflachen der Dielektrika, also z. B. die Lin-
senoberflache, zu diskretisieren. Bei der VSM kénnen inhomogene Dielektrika modelliert
werden, allerdings ist die Zahl der Elemente und damit der Zeit- und Speicherplatzbedarf
bedingt durch die Diskretisierung des Volumens erheblich gréfier als bei der OSM.

Die Momentenmethode kann im Zweidimensionalen angewendet werden; in [70] wird eine
dielektrische (gestufte) Sammellinse mit der (zweidimensionalen) OSM analysiert.

Der Speicherplatz- und Rechenzeitbedarf steigt bei MoM mit der auf die Wellenlénge
bezogenen Grofie des Streukorpers stark an [36, 63]. Bei der (dreidimensionalen) MoM
steigt der Speicherplatzbedarf bei OSM z.B. mit der 4. Potenz des Linsendurchmessers
und die Rechenzeit mit der 4. bis 6. Potenz. Die Anwendung der MoM ist daher (im
Dreidimensionalen) auf Streukérper mit der Grofle einiger Wellenldngen beschriankt, wo-

bei der gegenseitige Abstand der Streukorper bei hinreichend groflien Entfernungen nicht
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in den Rechenzeit- und Speicherplatzbedarf des Problems eingeht. Zur Analyse groferer
Anordnungen kann die MoM unter Einschrinkung ihrer allgemeinen Verwendbarkeit mit
anderen Methoden (z.B. Physikalische Optik, UTD, Mehrfach-Multipol-Methode) kom-
biniert werden [37, 63].

Ein wesentlicher Vorteil der MoM besteht in den direkt aus den Strémen berechenbaren
Fernfeldern. Ein Nachteil ist, dass nur der eingeschwungene Zustand betrachtet werden
kann. Es ist also nicht wie bei FDTD (vgl. Abschnitt 5.3.1) méglich, durch frithzeitiges
Abbrechen der Berechnung Reflexionen auszublenden. Zur Bestimmung der Feldvertei-
lung im Innern der Linse ist es bei MoM erforderlich, das Feld an jedem Punkt durch
Uberlagerung der Wirkungen aller Stréme zu berechnen. Bei FDTD liegt die Feldver-
teilung prinzipbedingt im gesamten Volumen, bei PE in dem bereits durchschrittenen

Berechnungsgebiet vor.






Kapitel 6
Linsenanalyse mittels PE

Im Folgenden wird dargelegt, wie die Analyse dielektrischer Linsen mittels der PE-Metho-
de erfolgen kann. Die Anwendung von PE fiihrt dabei in dreifacher Hinsicht zu Vorgaben,
die beim Entwurf eines Algorithmus zu beriicksichtigen sind. Zum einen darf sich die Wel-
lenzahl $ wahrend eines Berechnungsschritts nicht abrupt &ndern. Zweitens miissen die bei
PE angenommenen Ausbreitungswege mehr oder weniger der tatsichlichen Ausbreitungs-
richtung entsprechen, vgl. Abschnitt 4.2.4 und 4.3. Drittens diirfen sich die angenommenen

Ausbreitungswege nicht schneiden. Diese Punkte sollen nun vertieft werden.

6.1 Uberwindung der Grenzfliche zwischen Luft und

Linsendielektrikum

Betrachtet werde der senkrechte Einfall einer sich im Vakuum ausbreitenden ebenen Welle
auf die ebene Grenzflache eines den Halbraum ausfiillenden Dielektrikums mit der Dielek-
trizitatszahl €,. Die einfallende Welle habe die Amplitude der elektrischen Feldstédrke F,.
Aus der Kontinuitdt der (zur Grenzfliche) tangentialen elektrischen und magnetischen
Feldstérke folgt fiir die Feldstérke der reflektierten Welle

E.=r-FE,
und fiir die Feldstérke der weiterlaufenden (oder ,,gebrochenen®) Welle
E,=(1+7)-E..
Dabei ist r der Reflexionsfaktor
1 E
1+ /e

Zwar ist die resultierende Gesamtfeldstiarke an der Grenzflache

r

Eyes = Eo+ B, = E,

kontinuierlich, jedoch springt E, beim Ubergang zu E, um den Betrag E. (entsprechendes
gilt fiir den Ubergang des magnetischen Feldes von der einfallenden zur weiterlaufenden

81
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Welle). Dies fiithrt dazu, dass auch das magnetische oder elektrische Vektorpotential beim
Ubergang von der einfallenden zur weiterlaufenden Welle springt; vgl. hierzu z. B. den
einfachen Zusammenhang zwischen F, und der ¢-Komponente des magnetischen Vektor-
potentials A = ¢+, im TM-Fall in GL (2.61) auf S. 14. Der Sprung des Vektorpotentials

fithrt zu einer gegen unendlich gehenden Ableitung

Oy
or

)

W
or

bzw. ‘

was die Voraussetzung (4.7) zur Herleitung der PE in Abschnitt 4.2.2 in hohem Mafle
verletzen wiirde. Ferner konnte die reflektierte Welle nicht beschrieben werden, da sie
genau entgegengesetzt zur angenommenen Ausbreitungsrichtung verlauft.

Somit kann eine harte Grenze zwischen zwei Dielektrika nicht vom PE-Algorithmus iiber-
wunden werden, es sei denn, der Unterschied in den Dielektrizitdtszahlen ist sehr klein,
so dass die Hohe des Sprungs vernachlassigbar ist. Dies ist z. B. bei Linsen fiir Rontgen-
strahlen der Fall [38].

Es wird also vorgeschlagen, die PE-Methode abschnittsweise in Gebieten homogener (oder
zumindest nur allméhlich verdnderlicher) Dielektrizitétszahl anzuwenden. Fiir die Analyse
dielektrischer Linsen bedeutet das eine Bestimmung des Anfangsfeldes auf der Eintritts-
flache der Strahlung in die Linse, die Annahme der reflektierten und gebrochenen Welle
mit Feldstarkeamplituden geméafl den fresnelschen Beziehungen ([45], vgl. auch Anhang
J) und anschlieBend getrennte PE-Rechnungen fiir die reflektierten und gebrochenen An-
teile. Zur Beriicksichtigung evtl. auftretender Mehrfachreflexionen wire demnach fiir jede
Teilwelle eine eigene PE-Rechnung mit anschlieBender Uberlagerung zum Gesamtergebnis
erforderlich. In der Praxis kann oftmals auf die Betrachtung der Reflexionen verzichtet
werden, da sie in der Regel durch geeignete Antireflexionsschichten geddmpft werden (vgl.
z.B. [62]). Eine Linsensynthese unter Einbeziehung von Reflexionen (d.h. eine gezielte
Ausnutzung reflektierter Anteile) wiirde eine (i. Allg. unerwiinschte) Schmalbandigkeit
der Linseneigenschaften zur Folge haben, da die Linse grofl gegeniiber der Wellenlénge
ist und dadurch kleine Schwankungen in der Betriebsfrequenz bereits Unterschiede in den
Wegléngendifferenzen zwischen hin- und riicklaufenden Teilwellen in der Gréflenordnung
von A\/2 verursachen kénnen. Dadurch wiirde durch eine leichte Frequenzverschiebung
z. B. konstruktive in destruktive Interferenz umgekehrt.

Zur Bestimmung des von einem Primérstrahler einer Linsenantenne erzeugten Anfangsfel-
des auf der Linseneintrittsfliche kommt eine Modellierung in einem asymptotisch exakten
Feldberechnungsprogramm oder eine Nachbildung des Primérstrahlers mittels geeigneter
Elementarquellen in Betracht, vgl. dazu das Beispiel in Abschnitt 7.2.2. Die gegenseiti-
ge Wechselwirkung zwischen der Speiseantenne und der Linse als Streukorper bleibt so
unberiicksichtigt; dies ist jedoch insofern unkritisch, als der Fokus bei den hier vorzu-
nehmenden Feldberechnungen auf der Bestimmung der Richtcharakteristik und nicht der

Eingangsimpedanz liegt.
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6.2 Wahl der Ausbreitungswege fiir PE anhand des

a priori bekannten Verlaufs von (GO-Strahlen

Die Anwendung von PE erfolgt entlang von , angenommenen Ausbreitungswegen, die
mehr oder weniger der tatséchlichen Ausbreitungsrichtung entsprechen miissen, vgl. Ab-
schnitt 4.2.4 und 4.3. Es stellt sich die Frage, wie diese Ausbreitungswege gewéhlt werden
konnen, wenn das Ergebnis der Berechnung, d.h. das Wissen iiber die tatséchliche Aus-
breitungsrichtung, noch nicht vorliegt.
Eine Moglichkeit, die Ausbreitungsrichtung innerhalb der Linse abzuschitzen, besteht in
der Betrachtung der geometrisch-optischen Strahlen. Je grofler die Linse im Vergleich
zur Wellenlédnge ist, desto besser geben geometrisch-optische Strahlen die tatséchliche
Ausbreitungsrichtung wieder, vgl. Abschnitt 5.1. Bei kleineren Linsen wird GO zwar zu-
nehmend ungenau; als fiir die PE-Rechnung ,,angenommene Ausbreitungswege® ist eine
Eignung jedoch weiterhin zu erwarten, da die Abweichung zwischen angenommener und
tatséchlicher Ausbreitungsrichtung mit bis zu 45° bei der WWPE hinreichend grof sein
darf.
Ein bedeutender Vorteil bei der Verwendung von GO-Strahlen als angenommene Ausbrei-
tungswege bei PE besteht in der einfachen Bestimmung anhand der Dielektrizitdtszahl und
des snelliusschen Brechungsgesetzes. Ein Nachteil, und oftmals ein Grund, warum GO-
Strahlen nicht ohne weiteres einsetzbar sind, besteht darin, dass sie sich schneiden kénnen.
Sich schneidende Ausbreitungswege sind bei PE nicht zuléssig, vgl. Abschnitt 4.8.2; treten
aber iiberall auf, wo zu Sammellinsen dhnliche Strukturen eine Strahlbiindelung verursa-
chen. Im Folgenden werden daher Moglichkeiten betrachtet, wie bei der Anwendung von
GO sich schneidende Ausbreitungswege vermieden werden kénnen.
Die Veranschaulichung erfolgt (im Zweidimensionalen) anhand einer Ellipse, die eine pa-
rallel zur groflen Halbachse einfallende ebene Welle in einem ihrer Brennpunkte biindelt,
sofern die Brechzahl im Innern der Ellipse

1

1—(b/ a)2
betrdagt, vel. Abb. 6.1 und Anhang D (S. 141 ff.). Bei a und b handelt es sich um die
grofe bzw. kleine Halbachse der Ellipse. Das Ziel besteht nun darin, trotz der Existenz

n =

des Brennpunkts und der sich dementsprechend dort schneidenden GO-Strahlen die PE-

Methode iiber diesen Bereich hinweg anzuwenden.

6.3 Moglichkeiten zur Uberwindung eines

geometrisch-optischen Brennpunkts

Bei der Behandlung der in Abb. 6.1 dargestellten Linse mittels PE ist die Orientierung

der angenommenen Ausbreitungswege an geometrisch-optischen Strahlen zumindest in der
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0\

——————

Abbildung 6.1: Strahlbiindelung bei einer Ellipse mit dem Halbachsenverhéltnis a/b = 3/2
1,34

Q

und einer Brechzahl n = /1,8

Umgebung des Brennpunkts nicht moglich, da sich die Ausbreitungswege bei PE nicht
schneiden diirfen, vgl. Abschnitt 4.8.2. Im Folgenden werden Moglichkeiten diskutiert, die

Problematik der Existenz geometrisch-optischer Brennpunkte zu umgehen.

6.3.1 Parallele Ausbreitungswege im Brennpunktbereich oder

der gesamten Linse

Wenn geometrisch-optische Strahlen aufgrund von sich schneidenden Strahlen nicht als
Ausbreitungswege fiir PE in Frage kommen, stellt sich die Frage, in welchem Mafl sie
iibereinstimmen miissen und ob gréflere Abweichungen zwischen beiden zuléssig sind. Ei-
ne Moglichkeit zur Vermeidung sich kreuzender Ausbreitungswege besteht im Beispiel
der elliptischen Linse in der Verwendung paralleler Ausbreitungswege, entweder nur im
Brennpunktbereich (Abb. 6.2) oder in der gesamten Linse (Abb. 6.3). Dadurch kann es zu
erheblichen Abweichungen zwischen der angenommenen und tatséchlichen Ausbreitungs-
richtung kommen, was die Anwendung der Weitwinkel-PE (vgl. Abschnitt 4.3) erfordern
kann. Ggf. miisste der Einsatz einer sogenannten , Very-Wide-Angle PE“ [18] erwogen
werden. Im hier betrachteten Beispiel der elliptischen Linse mit n = 1,34 betréigt die ma-
ximale Abweichung zwischen einem GO-Strahl und dem PE-Ausbreitungsweg im Innern
der Linse

Omax = 90° — arcsin =41,8°. (6.1)

1
i
Sofern der GO-Strahl die tatséchliche Ausbreitungsrichtung hinreichend représentiert,
ldasst dies den Schluss zu, dass die Weitwinkel-PE fiir die Losung des Problems noch geeig-
net ist. Ein weiteres Argument fiir die Eignung der WWPE liegt darin, dass die Amplitude
bei dem &uflersten Strahl klein ist, da im Grenzfall aufgrund des streifenden Einfalls der
ebenen Welle der Betrag des Reflexionsfaktors eins ist und dadurch keine Transmission
ins Linseninnere erfolgt. Fehler durch eine zu groie Winkelabweichung diirften somit nur

einen geringen Einfluss aufs Gesamtergebnis haben.
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Abbildung 6.2: Parallele angenommene Ausbreitungswege im Brennpunktbereich, (zumin-
dest) dort Anwendung der Weitwinkel-PE.

Abbildung 6.3: Parallele angenommene Ausbreitungswege in der gesamten Linse (und —
wie hier gezeichnet — auch bei einer ggf. nachfolgenden PE-Rechnung ausgehend von der
Apertur), Anwendung der Weitwinkel-PE.

6.3.2 Verbinden der Punkte auf der Ein- und Austrittslinie

Eine Vereinfachung des in Abschnitt 6.3.1 beschriebenen Verfahrens besteht darin, die
Ein- und Austrittslinie (bzw. im 3D-Fall die entsprechenden Fliachen) der Linse in gleich
viele Punkte aufzuteilen. Der fiir die PE-Rechnung angenommene Ausbreitungsweg ergibt
sich aus der Verbindungslinie zwischen je einem Punkt auf der Ein- und Austrittslinie,
vgl. Abb. 6.4. In vielen Féllen wird es auch bei allgemeinen Linsenformen méglich sein zu
erreichen, dass sich diese Verbindungslinien nicht schneiden. Anhand einer geometrisch-
optischen Betrachtung kann anschlieBend untersucht werden, ob die dabei entstehende
Winkelabweichung zwischen der angenommenen und (der anhand von GO erwarteten)
tatséichlichen Ausbreitungsrichtung kleiner als 45° ist und somit die WWPE eingesetzt
werden kann. Im Beispiel von Abb. 6.4 betrigt die maximale Abweichung 6., zwischen
der so angenommenen und (aufgrund von GO zu erwartenden) tatsdchlichen Ausbrei-
tungsrichtung rechts neben dem Brennpunkt deutlich mehr als 45°. In diesem Fall — oder
wenn bei einem anderen Beispiel keine kreuzungsfreie Verbindung der Punkte moglich ist

— muss etappenweise vorgegangen werden, d. h. PE abschnittsweise mit angenommenen
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6max

Abbildung 6.4: Festlegung der Ausbreitungswege durch einfaches Verbinden von Punkten
auf der Ein- und Austrittsfliche ohne Riicksicht auf die tatséchliche Ausbreitungsrichtung.

Abbildung 6.5: Abschnittsweise Anderung der Ausbreitungswege, um eine bessere Uber-
einstimmung zwischen angenommener und tatséchlicher Ausbreitungsrichtung zu erzielen.

Mogliche Bereichsgrenzen sind gestrichelt eingezeichnet.

Ausbreitungswegen angewandt werden, die besser an die tatsdchliche Ausbreitungsrich-
tung angepasst sind. Abb. 6.5 zeigt, wie im Beispiel der elliptischen Linse vorgegangen
werden konnte.

Ein auf diese Weise eingerichtetes Gitter besteht i. Allg. weder aus parallelen noch aus
radialen (d. h. sich in einem Punkt schneidenden) Ausbreitungswegen, was die Anwendung
von Strahlenkoordinaten erfordert, vgl. Kapitel 3 und Abschnitt 4.5.2. Ferner verlaufen die
Ausbreitungswege i. Allg. nicht senkrecht zur Fliche (bzw. im 2D-Fall Linie), von der aus
die PE-Rechnung startet, d.h. die ,,Anfangsfront* ist keine angenommene Phasenfront.
Dies erfordert eine gesonderte Behandlung, vgl. Abschnitt 6.6.

6.3.3 Lo6sung der PE in krummlinigen Koordinatensystemen

Abb. 6.5 legt nahe, zur Behandlung eines Brennpunkts sog. elliptische Koordinaten [54]

x = a-coshu-cosv (6.2)

y = «-sinhu-sinv (6.3)
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Abbildung 6.6: Verwendung elliptischer Koordinaten im Innern der Linse

zu verwenden. Den Linien v = const. kommt dabei die Rolle der angenommenen Ausbrei-
tungswege, den Ellipsen v = const. abschnittsweise die der Phasenfronten zu. Die skalare
Helmholtzgleichung (vgl. Abschnitt 4.1) lautet:

1 0% a%) )
+ — —ﬁ 6.4
o? (Simh2 u + sin? v) (auz ov? v (6.4)
Mit der Substitution
w — . e:i:j,@wsinhu (65)

fiir eine auf die Engstelle (quasi den linienférmigen Pol) des Koordinatensystems bei v = 0
zulaufende (+) bzw. aus ihr herauslaufende (—) Welle ergibt sich nach der in Abschnitt

4.2.1 beschriebenen Vorgehensweise die Parabolische Differentialgleichung

. ov 9’V 9 9 o . ,
j:QJﬁ-ozcoshu-a—u+w =v. (ﬁ a” cos v:FJﬁasmhu>, (6.6)

die mit der in Abschnitt 4.5 beschriebenen Methode der Finiten Differenzen gelost werden
kann. Die Lage des elliptischen Koordinatensystems im Raum und dessen Parameter o
ist (z.B. mittels GO) vorab so zu bestimmen, dass die Linien v = const. hinreichend
genau der tatsiachlichen Ausbreitungsrichtung entsprechen. Abb. 6.6 zeigt die Anwendung
elliptischer Koordinaten fiir die Linse mit a/b = 3/2 und n = /1,8. Der Parameter «
wurde numerisch so bestimmt, dass die ,,gekriimmten Strahlen“ im Innern der Linse, d. h.
die Linien v = const, fiir u — oo in die gestrichelt gezeichneten GO-Strahlen iibergehen.
Dies fiihrt zu einem Wert o = 0,317 - a.

Fiir die Behandlung allgemeiner dielektrischer Linsen ist das Verfahren mit elliptischen
Koordinaten jedoch zu speziell. So ist nur ein einziger Brennpunktbereich innerhalb der
Linse zuléssig, i. Allg. sind jedoch mehrere Bereiche sich schneidender Strahlen zu erwar-
ten, vgl. Abschnitt 4.8.2 und die Betrachtung in Anhang C.

Um sich kreuzende angenommene Ausbreitungswege bei einer beliebig geformten Linse
zu vermeiden, wire gewissermafen fiir jeden einzelnen Schnittpunkt ein separates (loka-

les) System elliptischer Koordinaten mit entsprechenden Schnittstellen zu benachbarten
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Koordinatensystemen erforderlich. Die mogliche Vielzahl solcher Schnittpunkte spricht
gegen eine derartige Vorgehensweise.

Dennoch ist der Ansatz, von der zwingenden Geradenform der angenommenen Ausbrei-
tungswege abzukommen und die Ausbreitungswege um die geometrisch-optischen Brenn-

punkte kreuzungsfrei herumzufiihren, interessant.

6.4 Energiestromungslinien als Ausbreitungswege

Die angenommenen Ausbreitungswege sollen bei der Anwendung von PE moglichst genau,
zumindest aber bis auf 15° (SPE) bzw. 45° (WWPE) der tatsdchlichen Ausbreitungsrich-
tung entsprechen, vgl. Kapitel 4. Geometrisch-optische Strahlen kénnen diese Forderung
in vielen Féllen erfiillen, fiihren jedoch zu Problemen, wenn sie sich schneiden, vgl. Ab-
schnitt 4.8.2 und 6.2. Es stellt sich daher die Frage, ob anstelle von GO-Strahlen so etwas
wie die tatsdchliche Ausbreitungsrichtung der Welle als PE-Gitter verwendet werden kann.
Zunéchst soll davon ausgegangen werden, dass der Verlauf der Wellenausbreitung a prio-
ri bekannt ist. Eine praxisorientierte Betrachtung ohne Voraussetzung dieses A-priori-
Wissens erfolgt in Abschnitt 6.5.2.

6.4.1 Bestimmung des Verlaufs von Energiestromungslinien

Bei Verwendung komplexer Feldstédrkeamplituden E und H gilt fiir den als ,,Poynting-
Vektor® bezeichneten Vektor der Leistungsdichte

S = %Re {ExH}. (6.7)

Der Stern bei H kennzeichnet die konjugiert komplexe Gréfle. Der Zusammenhang mit
dem Poynting-Vektor fiir allgemeine zeitabhéingige Felder ist in Anhang E (S. 143) dar-
gestellt. Der Poynting-Vektor S kennzeichnet die am betreffenden Ort herrschende Aus-
breitungsrichtung der elektromagnetischen Welle [45]. Energiestromungslinien entstehen
durch die Aneinanderreihung von infinitesimalen Strecken in Richtung der am jeweiligen
Ort vorherrschenden Poynting-Vektoren [41, 53|. Sie verlaufen zumindest im Zweidimen-
sionalen exakt senkrecht zu den Phasenfronten [40]. Damit wiren Energiestromungslinien
hinsichtlich der Giiltigkeitsbetrachtung der PE-N&herungen in Abschnitt 4.2.4 (ab S. 32)

ideale fiir die Anwendung von PE anzunehmende Ausbreitungswege.

6.4.2 Bestimmung des Poynting-Vektors aus dem Potential

Im Rahmen dieser Arbeit werden elektromagnetische Felder betrachtet, die in ¢ rotations-
symmetrisch sind, d.h. es gilt 9/0¢ = 0. Dies schlieBit Felder ein, die von Linienquellen
erzeugt werden; in diesem Fall wird von einer unendlich groflen Entfernung zwischen

Quelle und Rotationsachse ausgegangen. Im Fall der Rotationssymmetrie in ¢ geniigt die
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¢-Komponente des elektrischen Vektorpotentials Iy = 1, um ein Feld TE bzgl. ¢ zu
beschreiben, sowie die ¢-Komponente des magnetischen Vektorpotentials Ay = 1y, zur
Beschreibung eines Feldes TM bzgl. ¢, vgl. Abschnitt 2.3.3. Aufgrund der Rotationssym-
metrie verlaufen die Energiestromungslinien in Ebenen ¢ = const. und zeigen in allen
diesen Ebenen dasselbe Bild; somit kénnen sie exemplarisch in der Ebene ¢ = 0 (d. h. in
der Halbebene y = 0 fiir x > 0) bestimmt werden.

Im Folgenden wird der Fall ,TE bzgl. ¢ betrachtet. Um das Vektorprodukt in Gl. (6.7)

anwenden zu kénnen, empfichlt sich der Ubergang zu kartesischen Koordinaten. Aus ¢ = 0

und
F, 0 F 0
F= Fp =10 bzw. F = F, | =10
Fy (4 Ey 0
folgt in kartesischen Koordinaten
Fy 0
F=|F |=|%v
F, 0
und mit Gl. (2.43)
A . . o
o 0 0| | ©
E=—rotF=|— — —|=| 0 6.8
ro or Jy 0z (68)
o
0 —yY 0 “or

Fiir das Magnetfeld gilt entsprechend mit Gl. (2.59)
Hy = H¢ = —jw€0€r’l7b. (69)

Aus Gl (6.7) folgt fir den Poynting-Vektor mit (—j - z)* =j- z*

A . . o
S X Yy Z 8_95
= " 1 1
S=1S5, | =zRe o 0 N —Re { jweee, ™ - | 0 . (6.10)
g 2 0z Ox 2 o
‘ 0 jweoed* 0 3

6.4.3 Energiestromungslinien bei einer ellipsenférmigen Linse

Als Beispiel sollen die Energiestromungslinien bei der aus Abschnitt 6.2 bekannten el-
lipsenférmigen Linse mit a/b = 3/2 und der Brechzahl n = /1,8 betrachtet werden.
Die Berechnung erfolgt im Zweidimensionalen mittels der Fresnel-Integral-Methode (vgl.
Abschnitt 5.2). Abb. 6.1 auf S. 84 zeigt den geometrisch-optischen Strahlengang durch
die Linse. Die Lénge der groflen Halbachse a betrigt genau eine Freiraumwellenldnge ).
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Abbildung 6.7: Verlauf der Energiestromungslinien im Innern der ellipsenférmigen Linse.
Fiir die grofle Halbachse gilt a = Ag. Der Verlauf der GO-Strahlen ist gestrichelt darge-
stellt.

Die Linse ist in y-Richtung unendlich ausgedehnt, d.h. die Feldberechnung kann z. B. in
der Ebene y = 0 erfolgen. Es wird angenommen, dass die Linse von einer ebenen Welle
getroffen wird, die sich entlang der groflen Halbachse in x-Richtung ausbreitet und deren
elektrischer Feldstéirkevektor in der Ebene des Linsenquerschnitts y = 0 liegt. Somit liegt
ein Feld TE bzgl. y vor. Die y-Richtung entspricht in der Ebene y = 0 der ¢-Richtung
in Kugelkoordinaten, so dass die ebene Welle fiir einen gegen unendlich gehenden Ab-
stand von der Achse der Rotationssymmetrie in ¢ nach Gl. (2.58) und (2.59) mittels der
zum Magnetfeld H, proportionalen ¢- bzw. y-Komponente des elektrischen Vektorpoten-
tials Fiy = 9 beschrieben werden kann. Zur Berechnung des Feldes innerhalb der Linse
werden geméfl Abschnitt 5.2 dquivalente Quellen auf der Linsenoberfliche angenommen,
deren Betrag mittels Gl. (5.13) und einer Gewichtung mit den in Anhang J enthaltenen
fresnelschen Beziehungen fiirs Magnetfeld bestimmt wird. Aus Gl. (5.15) lésst sich inner-
halb der Linse unter Vernachléssigung von Reflexionen die ¢p-Komponente des elektrischen
Vektorpotentials F; = 1 und mit der in Abschnitt 6.4.2 beschriebenen Vorgehensweise
der Poynting-Vektor zur Konstruktion der Energiestromungslinien nach Abschnitt 6.4.1
berechnen. Die Bestimmung der Energiestromungslinien erfolgt ausgehend von einer Li-
nie, die hinreichend weit von den dquivalenten Quellen entfernt ist, damit Singularitéiten
am Ort der Quellen und Diskretisierungseffekte keine Rolle mehr spielen. Abb. 6.7 zeigt
die auf diese Weise gewonnenen Energiestromungslinien. Diese stehen fiir die tatséchli-
che Ausbreitungsrichtung der Welle. Es zeigt sich eine Ahnlichkeit mit den Linien des
elliptischen Koordinatensystems, vgl. Abb. 6.6. Auch der in den Abb. 6.2 und 6.5 vorge-
schlagene Ansatz zur Uberwindung des geometrisch-optischen Brennpunkts lisst eine fiir
eine PE-Berechnung hinreichend genaue Ubereinstimmung zwischen der angenommenen
und tatséchlichen Ausbreitungsrichtung erwarten. Der Verlauf der Energiestromungslinien
ist — im Gegensatz zum Verlauf geometrisch-optischer Strahlen — von der Wellenldnge
abhédngig. Abb. 6.8 zeigt die Energiestromungslinien, wenn die Linse zehn Mal so grof3
wie im vorangegangenen Beispiel ist, d.h. fiir a = 10)\¢. Der Brennpunkt ist deutlich

schérfer. Bei genauem Hinsehen fallt auf, dass die Energiestromungslinien eine geringfiigi-
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Abbildung 6.9: Energiestromungslinien bei einer ellipsenférmigen Linse mit b = a/2, a =
10X\ und n = /1,8. (Gestrichelt gezeichnet: GO-Strahlen)

ge Welligkeit aufweisen. Fine wesentlich groflere Welligkeit zeigt sich, wenn kein einfa-
cher geometrisch-optischer Brennpunkt, sondern ein Bereich sich (nicht in einem Punkt)
iiberlagernder Strahlen vorliegt. Abb. 6.9 zeigt die Energiestromungslinien bei einer el-
lipsenformigen Linse, deren kleine Halbachse gegeniiber den vorangegangenen Beispielen
von b = 2a/3 auf b = a/2 verkiirzt wurde. Die Brechzahl ist mit n = /1,8 unverindert,
die Freiraumwellenldnge betrigt wie in Abb. 6.8 \g = a/10. Es ist zu erkennen, dass Ener-
giestromungslinien Ausbuchtungen aufweisen kénnen. Abb. 6.10 zeigt Phasenfronten in
einem vergroBerten Ausschnitt von Abb. 6.9 im Bereich der grofien Halbachse im rechten
Teil der Linse. Es ist zu erkennen, dass sich an einem Punkt Phasenfronten schneiden. Das
bedeutet, dass die Phase in diesem Punkt nicht definiert ist, also das Potential ¢ (und
damit das Magnetfeld H,) dort eine Nullstelle haben muss. Diese Nullstellen sind von ge-
schlossenen Energiestromungslinien — sog. Wirbeln [53] — umgeben, die jedoch nur dann
aus der in Abschnitt 6.4.1 beschriebenen Bestimmungsmethode fiir Energiestromungsli-
nien resultieren kénnen, wenn der Startpunkt auf einem Wirbel liegt oder wenn aufgrund
einer nicht hinreichend feinen Diskretisierung ein Vorstofl in einen Wirbel erfolgt.

Wirbel sind fiir die Konstruktion eines PE-Gitters aus Energiestromungslinien in einem
hohen Mafle problematisch. Bei der schrittweisen Losung der PE unter Verwendung finiter
Differenzen wird senkrecht zu den angenommenen Ausbreitungswegen die zweifache Ab-
leitung gebildet, vgl. Abschnitt 4.5. Die Berechnung der Ableitungen erfolgt an derselben
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Abbildung 6.10: Phasenfronten (durchgezogen) und Energiestromungslinien (gepunktet)
in einem Teilbereich um die grofle Halbachse der in Abb. 6.9 dargestellten Linse. Der
Mittelpunkt der Ellipse hat die Koordinaten x = z = 0, die grofle Halbachse a erstreckt
sich in x-Richtung, die kleine Halbachse b in z-Richtung, b = a/2.

Position der Wellenfront n aus dem Potential ¢/ an den beiden benachbarten angenomme-
nen Ausbreitungswegen (m—1) und (m+1), vgl. (4.54). D. h. die zweifache Ableitung wird
entlang einer angenommenen Phasenfront, die stets senkrecht zu einem angenommenem
Ausbreitungsweg verlauft, gebildet. Wiirden nun Energiestromungslinien als angenomme-
ne Ausbreitungswege verwendet, so erfolgte die Bildung der zweifachen Ableitung entlang
der in Abb. 6.10 eingezeichneten Phasenfronten. Die Schnittpunkte zwischen den Ener-
giestromungslinien und den Phasenfronten wéren die Gitterpunkte (n,m) fiir die Losung
der PE.

Aus Abb. 6.10 geht hervor, dass die Zuordnung benachbarter Punkte (selbes n, unter-
schiedliche Werte fiir m) bei Energiestromungslinien, zwischen denen ein Wirbel liegt,
schwierig ist. Ein einfaches Durchverbinden benachbarter Punkte ausgehend von einer
gemeinsamen Anfangs-Phasenfront liefert bei der Existenz von Wirbeln ein verzerrtes
Gitter, vgl. Abb. 6.11. Die Problematik wird dadurch verschérft (aber nicht allein ver-
ursacht), dass die Phasenfronten in der Umgebung des Wirbels einen deutlich gréfieren
Abstand als iiblich haben. Es zeigt sich, dass zwei Energiestrémungslinien unterschiedlich
lang sein kénnen, obwohl sie vor und nach einem Wirbel von denselben Phasenfronten
geschnitten werden. Daraus folgt, dass Energiestromungslinien (und die dazugehérigen
Phasenfronten) i. Allg. kein praktikables Gitter zur Losung der PE darstellen, auch wenn
sie der tatsdchlichen Richtung der Wellenausbreitung entsprechen. Bei der Analyse allge-
mein geformter Linsen lasst sich ein Auftreten von Wirbeln nicht ausschlielen.

Fiir die Losung der PE sind also angenommene Ausbreitungswege vorteilhaft, bei denen
die GleichmafBigkeit des Gitters nicht unter einer allzu grofien Detailtreue leidet. Wiirde

das PE-Gitter aus Energiestromungslinien erstellt, miisste es i. Allg. in einem solchen Mafe
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Abbildung 6.11: Ableitung eines PE-Gitters aus den Energiestromungslinien und Phasen-
fronten in Abb. 6.10. Problematik der Verzerrung des Gitters durch einen Wirbel zwischen

zwei Energiestromungslinien.

ygeglittet” werden, dass keine Wirbel mehr zu Tage treten. Sofern Energiestromungslinien
a priori bekannt sind, liefern sie jedoch einen Anhaltspunkt dafiir, welches der in Abschnitt
6.3 beschriebenen Verfahren fiir die Uberwindung von GO-Brennpunkten in Frage kommt
und wie ggf. Parameter des PE-Gitters (z. B. die Breite des Bereichs paralleler Strahlen
in Abb. 6.2) zu wihlen sind.

6.5 Wahl der angenommenen Ausbreitungsrichtung
anhand des Poynting-Vektors entlang der PE-
Anfangsfront

Bei der konventionellen Anwendung von PE ist es iiblich, dass die angenommenen Aus-
breitungswege senkrecht von der Front, auf der die PE-Rechnung beginnt, abgehen. Bei
der Analyse dielektrischer Linsen beginnt die PE-Rechnung fiir die Wellenausbreitung in-
nerhalb der Linse auf der Grenzfliche zwischen Luft und Dielektrikum, vgl. Abschnitt 6.1.
Somit wire es zunéchst naheliegend, die angenommenen Ausbreitungswege fiir PE senk-
recht von dieser Grenzfliche ausgehen zu lassen. Doch gerade bei Linsen ist zu erwarten,
dass die tatséchliche Ausbreitungsrichtung, gegeben durch die Energiestromungslinien,
i. Allg. nicht senkrecht zur Grenzfliche zwischen den Dielektrika erfolgt, da diese Grenz-
fldche sonst (im geometrisch optischen Sinn) keine Funktion fiir die Strahlbrechung hétte.
Durch das in Abschnitt 6.6 ab S. 97 detailliert beschriebene Verfahren ist es grundsétz-
lich moglich, Ausbreitungswege zu wéhlen, die nicht notwendigerweise senkrecht von der
Anfangsfront der Berechnung ausgehen. Dies wurde bei den Beispielen in Abschnitt 6.3

bereits vorausgesetzt. Dadurch kénnen die Ausbreitungswege so gewéahlt werden, dass sie
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auf der Front, von der aus die PE-Berechnung startet, der dort vorherrschenden Rich-
tung des Poynting-Vektors und damit dem lokalen Verlauf der Energiestrémungslinien
entsprechen. Fiir eine sinnvolle Festlegung der Ausbreitungswege ist also kein A-priori-
Wissen von geometrisch-optischen Strahlen oder von Energiestromungslinien erforderlich,
sondern lediglich die Kenntnis des Poynting-Vektors auf der PE-Anfangsfront. Dabei gilt
es, zwei Punkte zu beachten. Zum einen koénnen sich die so gewéahlten Ausbreitungswe-
ge irgendwo schneiden, in diesem Fall ist eine rechtzeitige Erkennung dieser Problematik
und eine Neufestlegung der Ausbreitungswege erforderlich, was in Abschnitt 6.5.2 erortert
wird. Zum anderen kann die Poynting-Vektor-Verteilung durch Energiestrémungs-Wirbel
einen recht komplizierten Verlauf haben, vgl. Abschnitt 6.4.3. Liegt ein Punkt auf der PE-
Anfangsfront in der Ndhe eines Wirbels, weicht die Richtung des Poynting-Vektors dort
stark von den iibrigen Poynting-Vektoren (also der im grofien und ganzen vorherrschen-
den Ausbreitungsrichtung) ab; der so angenommene Ausbreitungsweg konnte die anderen
dadurch schneiden. Dies macht es erforderlich, die Poynting-Vektor-Richtungsverteilung
(z. B. durch Mittelwertbildung oder Approximation durch ein Polynom niedrigen Grades)
zu glitten, bevor sie fiir die Festlegung der angenommenen Ausbreitungswege verwendet

wird.

6.5.1 Numerische Bestimmung der Richtung des Poynting-Vek-

tors aus der Phase von v

Bei der Berechnung des Poynting-Vektors nach Abschnitt 6.4.2 wird neben der ¢- bzw.
y-Komponente des elektrischen Vektorpotentials auch die rdumliche Ableitung 0vy/0x
und 0v/0z benotigt. Diese Ableitung steht im allerersten Schritt der PE-Rechnung (d. h.
fiir n = 0, vgl. Abschnitt 4.5) noch nicht zur Verfiigung. Zur Bestimmung der Richtung
des Poynting-Vektors wird daher die Tatsache ausgenutzt, dass Energiestromungslinien
(zumindest im Zweidimensionalen) stets senkrecht zu den Phasenfronten verlaufen [40].
Fiir die Konstruktion der lokalen Phasenfront wird ndherungsweise angenommen, dass

Punkt B, in dem das Potential v die Phase g aufweist, genau

_YB — PA
p= — 5 (6.11)

von derjenigen Phasenfront entfernt liegt, die durch Punkt A mit der Phase @A verlauft,
vgl. Abb. 6.12. Die Richtung des Poynting-Vektors

‘Cm

ﬁ:‘

ergibt sich aus der Senkrechten zur Tangente an den Kreis um Punkt B, dessen Radius

L

dem Abstand p entspricht. Im einzelnen gilt:

a = arg(za —rB+j(2a — 2B)) (6.12)
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Abbildung 6.12: Bestimmung des lokalen Verlaufs der Phasenfront und daraus der Rich-

tung des Poynting-Vektors aus der Phase von 1 in den Punkten A und B

d = |za—ap+]j(2a — 28) (6.13)
0 = arccos (g) = arccos (%) (6.14)
Yy = a—90 (6.15)
n = Zcosy+ Zsiny (6.16)

Dieses Verfahren erfordert die Giiltigkeit der Annahme, dass sich die Phase in einem
Punkt B mittels eines Phasenfronten-Bildes (z.B. Abb. 6.10) interpolieren lésst, falls B
(im Gegensatz zu einem Punkt A) nicht auf einer gezeichneten Phasenfront liegt. Diese
Moglichkeit der Interpolation ist gegeben, wenn die im Abstand Ay gezeichneten Pha-

senfronten in diesem Bereich einen gleichbleibenden geometrischen Abstand

_Av
B

aufweisen. In weiten Teilen von Abb. 6.10 ist dies ndherungsweise der Fall, jedoch nicht in

Ar (6.17)

der Nihe von Schnittpunkten von Phasenfronten (gleichbedeutend mit Wirbeln der Ener-
giestromungslinien). Dort kann also der Verlauf der Phasenfront mit dem in Gl. (6.11) und
Abb. 6.12 beschriebenen Verfahren nicht hinreichend genau bestimmt werden. Allerdings
zeigen die Betrachtungen am Ende von Abschnitt 6.4.3, dass die Energiestromungslini-
en in der Néhe von Wirbeln ohnehin nicht fiir die Bildung eines PE-Gitters verwendet
werden konnen, da ihre Richtung (lokal) stark von der iibrigen bzw. allgemein vorherr-

schenden Ausbreitungsrichtung abweichen kann. An dieser Stelle sind die Richtungen der
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fiir die PE anzunehmenden Ausbreitungswege zu interpolieren oder die Verteilung der

Richtungsvektoren ist zu gldtten, um evtl. wirbelbedingte Ausreifier zu beseitigen.

6.5.2 Adaptive Bestimmung der angenommenen Ausbreitungs-

wege

Durch das in Abschnitt 6.5.1 beschriebene Verfahren lésst sich nicht nur zu Beginn der
PE-Rechnung, sondern auch jederzeit zwischen den einzelnen Berechnungsschritten die
tatséichliche Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle abschéitzen. Dies kann
dazu verwendet werden, um die Ubereinstimmung der angenommenen Ausbreitungswege
mit der (ndherungsweise) tatséchlichen Ausbreitungsrichtung zu iiberpriifen und bei einer
zu grofen Abweichung die Ausbreitungswege neu festzulegen. Eine derartige Neufestle-
gung kann auch dann erfolgen, wenn die schrittweise PE-Rechnung zu nahe an den Schnitt-
punkt zweier Ausbreitungswege gelangt ist, vgl. Abschnitt 4.8.2. Damit ist es prinzipiell
moglich, das in Abb. 6.5 auf S. 86 angedeutete Verfahren zur Umgehung der Brennpunkt-
Problematik vollautomatisch ohne Kenntnis des Verlaufs von Energiestromungslinien oder
geometrisch-optischer Strahlen durchzufiihren. Die fiir die PE-Rechnung in Strahlenko-
ordinaten angenommenen geradlinigen Ausbreitungswege werden also — wenn erforder-
lich — im Laufe der Berechnung wiederholt an die tatséchlich vorherrschende Ausbrei-
tungsrichtung angepasst. Hierzu ist es erforderlich, dass die Ausbreitungswege nicht un-
bedingt senkrecht, sondern unter einem beliebigen Winkel auf der Anfangsfront einer
PE-Rechnung stehen. Diese Problematik wird in Abschnitt 6.6 betrachtet. In der Praxis
gelingt diese adaptive Strahlrichtungsbestimmung bei einfachen Feldverteilungen (z.B.
bei derjenigen eines gaufischen Strahls, vgl. Abschnitt 4.7.2). Bei komplizierteren Feld-
verteilungen fithrt der i. Allg. gekriimmte Verlauf von Energiestromungslinien verbunden
mit der begrenzten Genauigkeit der Richtungsbestimmung des Poynting-Vektors nach Ab-
schnitt 6.5.1 trotz Glattung zu einem von Teilschritt zu Teilschritt zunehmend komplizier-
teren Verlauf des PE-Gitters mit ggf. immer mehr sich schneidenden Ausbreitungswegen,
so dass nicht von einer Eignung des Verfahrens der adaptiven Ausbreitungswegsbestim-
mung fiir allgemeine Linsenformen gesprochen werden kann. Gleichwohl gibt der Vergleich
der numerisch bestimmten Poynting-Vektoren mit den urspriinglich angenommenen Aus-
breitungswegen einen Anhaltspunkt fiir die Ubereinstimmung der angenommenen und

tatséchlichen Ausbreitungsrichtung.

Unter dem Gesichtspunkt der Robustheit und allgemeinen Anwendbarkeit kann die in
Abschnitt 6.3.2 beschriebene Methode des Durchverbindens von Punkten auf der Anfangs-
und Endfront als am besten fiir die Praxis geeignet bezeichnet werden. Auch hierfiir ist
es erforderlich, dass die angenommenen Ausbreitungswege schrag von der Anfangsfront
der PE-Rechnung abgehen diirfen, was nachfolgend ausfiihrlich betrachtet wird.
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6.6 Nicht senkrecht von der PE-Anfangsfront abge-

hende Ausbreitungswege

6.6.1 Problematik

Gewohnlich stehen bei der Anwendung von PE die angenommenen Ausbreitungswege
senkrecht auf derjenigen Front, von der die Berechnung ausgeht, d.h. auf der die An-
fangswerte fiir 1) gegeben sind. Diese Front wird im Folgenden PE-Anfangsfront genannt.
Sofern es sich bei der PE-Anfangsfront um eine tatsdchliche Phasenfront handelt, zei-
gen die Poynting-Vektoren in Richtung der angenommenen Ausbreitungswege, d.h. es
herrscht zumindest in der unmittelbaren Umgebung der PE-Anfangsfront — wie es bei
der Anwendung von PE bis auf 15° (SPE) bzw. 45° (WWPE) genau gefordert ist — eine

Ubereinstimmung zwischen der angenommenen und tatséchlichen Ausbreitungsrichtung.

Nach Abschnitt 6.1 ist die PE-Anfangsfront zumindest bei der ersten Teilberechnung
identisch mit der Grenzfliche zwischen Luft und Linsendielektrikum. Senkrecht auf dem
Dielektrikum stehende Ausbreitungswege widersprechen i. Allg. dem Wirkprinzip einer
Linse: Nur bei einem schrégen Einfall kommt es im geometrisch-optischen Sinn zu einer
Strahlbrechung und die Linse fiihrt zu einer Veréinderung des Strahlengangs. Die Vorgabe,
dass die Wellenausbreitung senkrecht zur Grenzfliche zwischen Luft und Dielektrikum an-
zunehmen ist, wiirde die Freiheit, die Ausbreitungswege wie in Abschnitt 6.5 beschrieben
an die tatséchliche Ausbreitungsrichtung anzupassen, beschneiden und ggf. zu sich schnei-
denden angenommenen Ausbreitungswegen fithren. Eine moglichst gute Ubereinstimmung
zwischen der angenommenen und tatsédchlichen Ausbreitungsrichtung ist wiinschenswert,
damit die Reserven des Verfahrens — eine zuldssige Abweichung von 15° bzw. 45° — fiir
sich kriimmende Energiestromungslinien oder starke Amplitudensinderungen® in Ausbrei-

tungsrichtung — z.B. in Brennpunktsnidhe — vorbehalten bleiben.

Deutlicher wird die Problematik bei der in Abschnitt 6.5.2 beschriebenen Vorgehenswei-
se der adaptiven Anpassung der angenommenen Ausbreitungswege an die tatséchliche
Ausbreitungsrichtung. Abb. 6.13 zeigt die angenommenen Ausbreitungswege und die da-
zugehorigen Phasenfronten. Zunéchst erfolgt die PE-Berechnung im linken Strahlenko-
ordinatensystem. Wird nun festgestellt, dass die angenommenen Ausbreitungswege an
die tatsdchliche Ausbreitungsrichtung angepasst werden miissen, ist die PE-Rechnung
mit neu gewéhlten Ausbreitungswegen ausgehend von der letzten Front im alten Koordi-
natensystem fortzusetzen. Gewohnliche PE-Algorithmen verlangen jedoch durchgehende
(angenommene) Phasenfronten, die im neuen Koordinatensystem erst jenseits des in Abb.
6.13 eingezeichneten Ubergangsbereiches existieren. Das Auftreten derartiger Ubergangs-
bereiche ist gleichbedeutend mit der Beobachtung, dass die Ausbreitungswege im neuen

Koordinatensystem i. Allg. nicht senkrecht zur letzten Front im alten System stehen.

1Vgl. hierzu die Abschnitte 4.2.4 und 4.8.1.
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letzte Front im alten

Koordinatensystem Ubergangsbereich

Abbildung 6.13: Ubergang zwischen altem und neuem Strahlenkoordinatensystem. Ge-
strichelt: angenommene Ausbreitungswege, durchgezogen: angenommene Phasenfronten.
Die Punkte symbolisieren das PE-Gitter.

6.6.2 Flanken: Einfacher Schnitt der neuen angenommenen Pha-

senfronten mit der PE-Anfangsfront

Beim Ubergang zwischen zwei Strahlenkoordinatensystemen, in denen PE angewandt
wird, schneiden die angenommenen Phasenfronten des neuen Systems die letzte ange-
nommene Phasenfront des alten Systems, auf der je nach TM- oder TE-Fall iiber die ska-
lare Grofle ¢, oder ¢ das elektrische bzw. magnetische Feld bekannt ist, vgl. Abschnitt
3.5. Bei dieser Front im alten System kann es sich auch um die geometrische Berandung
der Linse handeln, von der die PE-Berechnung ausgeht und auf der die angenommenen
Ausbreitungswege nicht notwendig senkrecht stehen.

Aus Sicht des neuen Systems liegen auf der letzten Front des alten Systems Randpunkte
mit bekanntem Potential ¢, bzw. ¢ vor, die gemédfl Abschnitt 4.6.4 (S. 51) behandelt
werden konnen. Abb. 6.14 zeigt das PE-Gitter, das sich auf diese Weise aus dem in Abb.
6.13 dargestellten Beispiel ergibt.

Die Anwendung von PE erfolgt in den Bereichen A und B (vgl. Abb. 6.14) getrennt, bis
sich eine einzige durchgingige Phasenfront im neuen System ergibt, von der aus konven-
tionell weitergerechnet werden kann. Anschaulich kann von einer Flanke des PE-Gitters
gesprochen werden, die schrittweise wie in in Abb. 6.15 dargestellt ,,aufgefiillt wird.
Diese Vorgehensweise fithrt zu unterschiedlichen und zum Teil recht kleinen Schrittweiten

A¢ in Ausbreitungsrichtung. Allzu kleine Schrittweiten fithren zu Stabilitatsproblemen
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Abbildung 6.14: PE-Gitter in den Ubergangsbereichen zwischen altem und neuem Strah-

lenkoordinatensystem

Bereich B

neues System

Front, auf der erste durchgin-

v bekannt ist > gige Front im
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Abbildung 6.15: (a) PE-Gitter nach Auffillung des Bereichs A, (b) PE-Gitter nach
Auffiillung der Bereiche A und B.
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Abbildung 6.16: Zweifacher Schnitt der Ergebnisfront im alten System durch angenom-

mene Phasenfronten im neuen System. Auffiillung eines Beckens.

bei der Anwendung dieses Verfahrens im Zusammenhang mit der Weitwinkel-PE, vgl.
Abschnitt 6.6.5.

6.6.3 Becken: Zweifacher Schnitt der neuen angenommenen Pha-

senfronten mit der PE-Anfangsfront

Abb. 6.16 zeigt ein Szenario, bei dem die angenommenen Phasenfronten des neuen Systems
die Ergebnis-Front des alten Systems im Ubergangsbereich an zwei Punkten schneiden.
I. Allg. kann nur einer der beiden Schnittpunkte einem auf der Endfront des alten Systems
vorhandenen Punkt zugeordnet werden. Am gegeniiberliegenden Rand ist in diesem Fall
ein Punkt hinzuzufiigen, der Wert der Grofle ¢ wird durch lineare Interpolation aus den
benachbarten Punkten gewonnen. Durch den neu hinzugekommenen Punkt entsteht ein
zusétzlicher angenommener Ausbreitungsweg, d. h. das Gitter wird insgesamt dichter. Ggf.
kann das Gitter ausgediinnt werden, indem ein Punkt- bzw. Strahlenpaar entfernt wird.
Dies ist insbesondere dann angezeigt, wenn zwei benachbarte Punkte einen sehr kleinen

Abstand haben oder aufeinander liegen.

Anschaulich betrachtet bildet die Ergebnisfront im alten System ein Becken, an dessen
tiefstem Punkt die Phase am grofiten ist. Durch die beschriebene Vorgehensweise wird das
Becken im Laufe der PE-Teilberechnung sukzessive aufgefiillt, d. h. schlielich verlauft die

angenommene Phasenfront an der Oberfliche des gefiillten Beckens.
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Abbildung 6.17: Beispiel fiir den Ubergang zwischen zwei Strahlenkoordinatensystemen
durch sukzessives Auffiillen von Becken und Flanken. Die angenommenen Ausbreitungs-

wege verlaufen i. Allg. nicht — wie in diesem Beispiel — parallel zueinander.

6.6.4 Ubergang zwischen zwei allgemeinen Strahlenkoordina-

tensystemen

Der Ubergang zwischen zwei allgemeinen Strahlenkoordinatensystemen ldsst sich suk-
zessive durch eine schrittweise Auffiillung der vorkommenden Flanken und Becken nach
Abschnitt 6.6.2 und 6.6.3 realisieren. Hierzu sind vor Beginn der PE-Rechnung alle Becken
und Flanken zu bestimmen. Ein Beispiel ist in Abb. 6.17 dargestellt.

6.6.5 Beobachtete Instabilitit bei der WWPE durch kleine

Schrittweiten

Beim Zulassen einer Anfangsfront, die nicht senkrecht zu den angenommenen Ausbrei-
tungswegen verlauft, kann es prinzipbedingt zu sehr kleinen Schrittweiten kommen. Abb.
6.18 zeigt die beiden Extremfille. Im einen Fall ist die Schrittweite in Ausbreitungsrich-
tung A¢ betroffen, im anderen Fall der Abstand zwischen den Strahlen As.
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Abbildung 6.18: Zur moglichen Entstehung sehr kleiner Schrittweiten

Die Erfahrung zeigt, dass die Entstehung sehr kleiner Schrittweiten beim ,, Auffiillen von
Becken und Flanken bei Anwendung der Standard-PE — abgesehen vom Rechenzeit-
bedarf, um diese vielen kleinen Schritte abzuarbeiten — keine nachteilige Auswirkung
hat. Im Gegensatz dazu ist bei der Weitwinkel-PE in nicht-kartesischen Koordinaten eine
Neigung zur Instabilitét zu beobachten. Dies betrifft beide in Abb. 6.18 dargestellten Ex-
tremfélle. Es ist bekannt, dass die Schrittweite bei der Methode der Finiten Differenzen
grundsétzlich nicht beliebig klein werden darf, da sich sonst Rundungsungenauigkeiten bei
der Berechnung der Ableitung nach Gl. (4.53) zu grofieren Fehlern summieren kénnen [31].
Offenbar ist die Standard-PE diesbeziiglich deutlich robuster als die Weitwinkel-PE. Eine
mogliche Ursache fiir die Anfélligkeit der WWPE hinsichtlich zu kleiner Schrittweiten
liegt in der (im Vergleich zur SPE) zusétzlichen zweifachen Ableitung von 0W/9¢ senk-
recht zur Ausbreitungsrichtung, vgl. (4.50). Aus diesem Grund muss von einer generellen

Verwendung der WWPE im Bereich von Becken und Flanken abgeraten werden.

6.7 Bestimmung des Fernfeldes der Linsenantenne

6.7.1 Aperturbelegung

Zur Uberwindung der Grenze zwischen Linsendielektrikum und Luft erfolgt die Anwen-
dung von PE abschnittsweise in Gebieten homogener Dielektrizitatszahl, vgl. Abschnitt
6.1. Somit erfolgt die PE-Rechnung zunéchst bis zur Linsenapertur. Von dort kann — mit
der relativen Dielektrizitéitszahl von Luft e, = 1 — ins Fernfeld gerechnet werden.

I. Allg. verlaufen die angenommenen Ausbreitungswege (z. B. geometrisch-optische Strah-
len) nicht senkrecht zur Linsenapertur, vgl. hierzu die Argumentation zu Beginn von
Abschnitt 6.5 auf S. 93. Dadurch stellt die Apertur i. Allg. keine angenommene Phasen-
front dar. In diesem Fall miissen die Ergebnisse mehrerer aufeinander folgender Schritte
ausgewertet werden, um die Aperturbelegung zu erhalten. Die PE-Rechnung ist so lange
fortzusetzen, bis alle Punkte der Grenzfliache erfasst worden sind, vgl. Abb. 6.19. Es stellt
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Abbildung 6.19: Linsenapertur, die i. Allg. nicht senkrecht von den (innerhalb der Linse)

angenommenen Ausbreitungswegen getroffen wird.

sich die Frage, wie die Grenzflache zwischen Linsendielektrikum und Luft widhrend der
letzten Berechnungsschritte zu beriicksichtigen ist. Der abrupte Ubergang zwischen zwei
verschiedenen Dielektrika innerhalb einer Berechnungsfront ist nicht behandelbar, vgl.
Abschnitt 6.1. Insofern wird vorgeschlagen, das Vorhandensein der Grenzfliche zunéchst
zu ignorieren und so lange im gesamten PE-Gitter ein homogenes Linsendielektrikum an-
zunehmen, bis die Feldverteilung bzw. die mafigebliche Komponente des Vektorpotentials
der einfallenden Welle in allen Punkten auf der Grenzfliche bestimmt worden ist. An-
schlieBend kann entsprechend zu den fresnelschen Beziehungen (vgl. z. B. Anhang J) die
Aufspaltung in einen reflektierten und weiterlaufenden Anteil erfolgen und der weiterlau-
fende Anteil als Aperturbelegung verwendet werden. Die Frage, inwiefern die fresnelschen
Beziehungen néherungsweise auch fiir gekriimmte Oberflichen verwendet werden kénnen,
wird in Abschnitt 7.2.2 behandelt.

6.7.2 Anwendung von PE ausgehend von der Apertur bis ins
Fernfeld

Ausgehend von der Aperturbelegung kann das Fernfeld entweder konventionell mit der
Fresnel-Integral-Methode (vgl. Abschnitt 5.2) oder aber mittels der PE-Methode berech-
net werden. Letzteres soll ndher betrachtet werden. Ausgehend vom Ort der Antenne ist

das Fernfeld erreicht, wenn die Richtcharakteristik nicht mehr vom Abstand r zwischen
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der Antenne und dem Beobachter abhéngt. Dies ist ndherungsweise ab einer Entfernung

Tmin = 2 - )\—0, (6.18)
der sog. Rayleigh-Entfernung, der Fall [32]. Bei D handelt es sich um den Durchmesser
einer Kugel, die die Antenne (eng) umschliefit; im Falle einer Aperturantenne kann D
direkt aus der Aperturgréfle abgeschéitzt werden. Die Fernfeld-Berechnung erfolgt somit
durch Anwendung von PE bis in eine Entfernung ry,;, nach Gl. (6.18) von der Apertur.
Prinzipiell entspricht die Vorgehensweise bei der Fernfeldberechnung derjenigen bei der
Berechnung der Wellenausbreitung innerhalb der Linse, vgl. Abschnitt 6.2 bis 6.5. Als
Endfront wird (im 2D-Fall) ein Kreis mit Radius r,;, um den Mittelpunkt der Antenne
angenommen. Wie in Abschnitt 6.7.1 beschrieben erfolgt die Anwendung von PE so lange,
bis alle Punkte auf der Endfront von der durchs Berechnungsgebiet wandernden PE-Front
erreicht worden sind.

Das in Abschnitt 6.3.2 beschriebene Durchverbinden von Punkten auf der Anfangs- und
Endfront kommt auch bei der Fernfeldberechnung in Betracht, wenn sichergestellt ist,
dass die Abweichung zwischen der auf diese Weise angenommenen und der tatséchlichen
Ausbreitungsrichtung nicht zu grof§ wird. Dies kann durch einen Vergleich zwischen den
Richtungen der angenommenen Ausbreitungswege und den nach Abschnitt 6.5.1 bestimm-

ten Poynting-Vektoren {iberpriift werden.



Kapitel 7
Anwendungsbeispiele

Die Realisierung des in Kapitel 6 beschriebenen Konzepts fiir die Anwendung von PE in
Strahlenkoordinaten erfolgt durch die Erstellung eines Computerprogramms in C/C++,
dessen Ablaufplan in Anhang F auf S. 146 abgebildet ist und das fiir alle nachfolgenden

Beispiele verwendet wird.

7.1 PE-Rechnung im Freiraum

7.1.1 Betrachtetes Szenario

Die Validierung des PE-Verfahrens soll durch einen Vergleich mit asymptotisch exakten
Rechenverfahren durchgefiihrt werden. Da die PE-Methode bei der Analyse dielektrischer
Linsen abschnittsweise in homogenen Medien angewendet wird (vgl. Abschnitt 6.1), erfolgt
die Evaluation in einem Gebiet mit konstanter Dielektrizitatszahl, d.h. es kann ohne
Beschrankung der Allgemeinheit der Freiraum-Fall untersucht werden. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit ist der PE-Algorithmus auf Rotationssymmetrie bzgl. ¢ ausgelegt,
vgl. Anhang G ab S. 147. Fiir einen Vergleich mit asymptotisch exakten Methoden bieten
sich Quellen an, die ein rotationssymmetrisches elektromagnetisches Feld erzeugen, also
z.B. Dipole, die sich auf der Rotationsachse (z-Achse) befinden und in Richtung der
Rotationsachse orientiert sind.

Bei der PE-Methode erfolgt die Feldberechnung ausgehend von einer skalaren Rechen-
groffe auf einer Anfangsfront. Hierbei handelt es sich um die einzige Komponente eines

Vektorpotentials. Insofern bietet sich folgende Vorgehensweise fiir die Evaluation an:

1. Berechnung der Komponente des Vektorpotentials auf der Anfangsfront mittels einer

asymptotisch exakten Methode.

2. Berechnung der Komponente des Vektorpotentials auf der Endfront mittels PE aus-

gehend vom Potential auf der Anfangsfront.

105
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3. Zum Vergleich erfolgt die Berechnung der entsprechenden Komponente des Vektor-

potentials auf der Endfront ebenso mittels der asymptotisch exakten Methode.

Elektrische z-Dipole erzeugen ein elektromagnetisches Feld, bei dem der elektrische Feldan-
teil keine ¢-Komponente aufweist [45], also ein Feld , TE bgzl. ¢“. Bei einem derartigen
Feld ist das bei der PE-Methode verwendete skalare Potential ¢) proportional zur ¢-
Komponente des Magnetfeldes, vgl. Abschnitt 2.3.3, so dass das eine direkt aus dem
anderen bestimmt werden kann.

In Abschnitt 6.2 wurde dargelegt, dass elektromagnetische Felder, in denen Fokussierungs-
effekte auftreten, nicht ohne weiteres mit der PE-Methode behandelbar sind. Fokussierung
bedeutet, dass sich geometrisch-optische Strahlen schneiden und wegen der Singularitét
im Schnittpunkt zumindest in dessen nidherer Umgebung nicht als angenommene Ausbrei-
tungswege fiir PE verwendet werden kénnen. Um die in Abschnitt 6.3 diskutierten Ver-
fahren zur Umgehung der Brennpunkt-Problematik zu evaluieren, soll im Folgenden ein
Beispiel betrachtet werden, bei dem ein Brennpunkt vorkommt. Hierzu werden entlang der
z-Achse (Rotationsachse des Kugelkoordinatensystems) Elementardipole mit einem kon-
stanten Betrag des Dipolmoments und einer Phasenbelegung nach Gl. (7.1) angeordnet.
Die Elementardipole sind in z-Richtung orientiert, so dass ein bzgl. ¢ rotationssymme-
trisches elektromagnetisches Feld erzeugt wird. Der Abstand Az zwischen den einzelnen

Quellen betrigt eine zehntel Freiraumwellenldnge.

p(2) = Boy/2* + a3 (7.1)

Im Punkt x = x4, 2 = 0 iiberlagern sich die Anteile aller Elementarquellen gleichphasig,
so dass dieser Punkt einen Brennpunkt im geometrisch-optischen Sinne darstellt. Abb.
7.1 zeigt die Verteilung des Betrages der ¢-Komponente der magnetischen Feldstiarke und
Abb. 7.2 die zugehorigen (nach Abschnitt 6.4 numerisch berechneten) Energiestromungs-
linien fiir xg = 5\g und Quellen auf der Rotationsachse im Bereich —5)\; < z < 5.
Zur Evaluation der einzelnen Konzepte zur Uberwindung des Brennpunkts erfolgt die
Anwendung von PE ausgehend von der Linie x = Ag. Abb. 7.3 zeigt neben dem dort vor-
herrschenden Betrag der ¢p-Komponente des Magnetfeldes auch den Betrag auf den Linien

x = 5\g und x = 10)\y. Die Linie x = 5\ enthélt den geometrisch-optischen Brennpunkt.

7.1.2 Verwendung zueinander paralleler Ausbreitungswege

Eine klassische Behandlung des Problems mittels PE besteht darin, Ausbreitungswege zu
verwenden, die insgesamt im Mittel der tatséchlichen Ausbreitungsrichtung entsprechen.
Da die geometrisch-optischen Strahlen bzw. Energiestromungslinien vor dem Brennpunkt
konvergieren und nach dem Brennpunkt divergieren, kommt die Verwendung von PE-

Ausbreitungswegen in Betracht, die parallel zur x-Achse verlaufen. Dadurch werden sich
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Abbildung 7.1: Aufs Maximum normierter Betrag der ¢-Komponente der magnetischen
Feldstérke, asymptotisch exakte Rechnung (Elementarquellen-Uberlagerung in jedem
Punkt).

kreuzende Ausbreitungswege vermieden; ferner ist die Abweichung zwischen der angenom-
menen und tatséchlichen Ausbreitungsrichtung vor und nach dem Brennpunkt gleich grof3.
Die Front, von der die PE-Rechnung ausgeht, verlauft bei der klassischen PE-Methode
senkrecht zu den Ausbreitungswegen und somit parallel zur z-Achse. Die Rechnung erfolgt
von & = A\g bis x = 10)\¢. Um den Einsatz einer absorbierenden Randbedingung zu vermei-
den, wird eine hinreichend grofie Ausdehnung des PE-Gitters in +z-Richtung vorgesehen.
Laut Abb. 7.3 liegt der Betrag der magnetischen Feldstirke H,; bzw. des Potentials ¢
fiir |z| > 350 unterhalb von —40 dB des Maximalwerts auf der jeweiligen PE-Front, so
dass bei einem entsprechend ausgedehnten PE-Gitter eine Kurzschluss-Randbedingung
eingesetzt werden kann, ohne dass es zu nennenswerten Reflexionen kommt. Aus Abb. 7.3
geht ferner hervor, dass der Betragsverlauf in Brennpunktsnihe (z. B. bei 2 = 5)¢) recht

kompliziert ist, so dass zu dessen Erfassung eine feine Gitterauflosung erforderlich ist.

Die Abb. 7.4 und 7.5 zeigen einen Vergleich zwischen dem exakten Verlauf und dem PE-
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Abbildung 7.2: Phase der ¢-Komponente der magnetischen Feldstirke und Energie-

stréomungslinien, asymptotisch exakte Rechnung (Elementarquellen—Uberlagerung in je-
dem Punkt).

Ergebnis (sowohl Standard-PE als auch Weitwinkel-PE) bei x = 5\g bzw. x = 10A,.
Die Rechnung erfolgte mit einer Gitterauflosung in (angenommener) Ausbreitungsrich-
tung Az = Ao/40 und einer Auflésung entlang einer (angenommenen) Phasenfront von
A, = X\g/20. Eine weitere Verfeinerung der Auflsung bringt keine wesentliche Verbesse-
rung der Genauigkeit; ein in den beiden Dimensionen um den Faktor 4 groberes Gitter
zeigt bereits eine deutliche Verschlechterung der Genauigkeit. Beim in Abb. 7.4 darge-
stellten Ergebnis an der Stelle = 5\¢ wird deutlich, dass das Standard-PE-Ergebnis nur
im Hauptmaximum — dem eigentlichen Brennfleck — mit dem exakten Ergebnis iiberein-
stimmt. Die Nebenmaxima sind hingegen nicht an der richtigen Stelle, und die Nullstel-
len sind kaum ausgeprigt. Bei Verwendung der Weitwinkel-PE ist die Ubereinstimmung
deutlich besser, dennoch ist die Position der Nebenmaxima fiir [z] > Ay zunehmend un-
genau. Die Ursache der Ungenauigkeit liegt darin, dass die angenommene Ausbreitungs-

richtung (parallele Ausbreitungswege) und die tatsédchliche Ausbreitungsrichtung (Ener-
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Abbildung 7.3: Betrag der ¢-Komponente der magnetischen Feldstérke, asymptotisch ex-
akte Rechnung fiir verschiedene Werte von z (Elementarquellen-Uberlagerung in jedem
Punkt).

giestromungslinien nach Abb. 7.2) nicht iibereinstimmen. Bei der Weitwinkel-PE wirkt
sich diese fehlende Ubereinstimmung deutlich weniger stark aus. Bei 2 = 10\, (Abb. 7.5)
zeigen sich bei der Standard-PE auch im Bereich der Hauptmaxima Abweichungen bis zu
2 dB. Die WWPE ist bis |z| = 4\ hinreichend genau. Die Art von Rauschen am oberen
und unteren Berechnungsrand (|z| > 23)¢) wird durch Reflexionen an der Kurzschluss-
Randbedingung verursacht. Es bleibt somit festzuhalten, dass mit der Weitwinkel-PE zwar
eine deutliche Verbesserung gegeniiber der Standard-PE zu erzielen ist. Dennoch besteht
ein Potential, die Genauigkeit zu verbessern, indem die angenommenen Ausbreitungswege

an die tatsdchliche Ausbreitungsrichtung angepasst werden.

7.1.3 PE-Rechnung mit einer beliebigen Anfangsfront

Nachfolgend wird ein Beispiel betrachtet, bei dem die PE-Rechnung ausgehend von ei-
ner Front erfolgt, auf der die angenommenen Ausbreitungswege nicht senkrecht stehen.
Bei der Anfangsfront handelt es sich somit weder um eine angenommene, noch um eine
tatsdchliche Phasenfront. Eine Erorterung dieser Problematik findet sich in Abschnitt 6.6.
Wie im vorangegangenen Beispiel verlaufen die angenommenen PE-Ausbreitungswege

parallel zur x-Achse und die Anfangsfront erstreckt sich von z = —35)\y bis z = 35),.
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Abbildung 7.6: Im Bereich des Brennflecks schriage Anfangsfront. Die angenommenen

Ausbreitungswege verlaufen parallel zur x-Achse.

Im Bereich des Brennflecks (x ~ 5)\g, z = 0, vgl. Abschnitt 7.1.1) verlduft die in Abb.
7.6 dargestellte Anfangsfront schriag. Die Front, auf der die PE-Rechnung endet, liegt bei
x = 10)Xg. Abb. 7.7 zeigt das Berechnungsergebnis fiir die Weitwinkel- und Standard-PE.
Fiir negative Werte von z stimmen das SPE- und WWPE-Ergebnis gut mit dem exakten
Verlauf iiberein, da die Anfangsfront in diesem Bereich sehr nahe an der Endfront liegt.
Durch den kurzen Weg, der bei der PE-Rechnung zuriickgelegt wird, kann sich kaum ei-
ne grofere Abweichung herausbilden. Fiir positive Werte von z ergibt sich ein &hnlicher
Verlauf wie im vorangegangenen Beispiel (gestreckte Anfangsfront bei z = Ag).

Es zeigt sich also, dass bekannte Potentialwerte — wie es in den Abschnitten 4.6.4 und
6.6 vorgeschlagen wurde — auf der Anfangsfront als Randbedingung fiir das Finite-

Differenzen-Schema verwendet werden konnen.

7.1.4 Adaptive Wahl der PE-Ausbreitungswege anhand von A-
priori-Wissen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass die angenommenen Ausbreitungswege
nicht notwendig senkrecht auf der Anfangsfront der PE-Rechnung stehen miissen. Dadurch
sind die Voraussetzungen fiir die Wahl von angenommenen Ausbreitungswegen, die an die
tatsdchliche Ausbreitungsrichtung angepasst sind, geschaffen, vgl. Abschnitt 6.5.2.

Zunéichst sollen die Ausbreitungswege so gelegt werden, dass sie abschnittsweise dem
ungefihren Verlauf der Energiestromungslinien entsprechen. Abb. 7.8 zeigt, wie eine ent-

sprechende Einteilung vorgenommen werden kann:
e Bereich 1: konvergierende Ausbreitungswege, 1 < z/)\ < 3,5

— Unterbereich Al: radial auf den (geometrisch-optischen) Brennpunkt zulau-
fend, auf der Anfangsfront fiir 0 < |z/A¢| < 4.

— Unterbereich B1: kontinuierlicher Ubergang der Strahlrichtungen zwischen den
Bereichen A1l und C1, auf der Anfangsfront fir 4 < |z/\g| < 5.

— Unterbereich C1: Energiestromungslinien, die in diesem Bereich beginnen, spie-

len fiir die Hauptstrahlung der Anordnung nur eine untergeordnete Rolle; daher
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Abbildung 7.7: Berechnungsergebnis bei x = 10\g bei einer Anfangsfront nach Abb. 7.6

besteht die primére Funktion dieses Bereiches in der Vermeidung von Reflexio-
nen am Rand des PE-Gitters. Fiir 5 < |z/Ag| < 35 werden zur x-Achse parallele
Strahlen angenommen, bei z = 35); ist das PE-Gitter mit einer Kurzschluss-

Randbedingung abgeschlossen.

e Bereich 2: zur x-Achse parallele Ausbreitungswege (3,5 < x/X¢ < 6,5,
0 < |2/Xo| < 35).

e Bereich 3: divergierende Ausbreitungswege, 6,5 < z/\g < 10.

— Unterbereich A3: divergierende Ausbreitungswege, 0 < |z/Ao| < 1,5.

— Unterbereich B3: Ausbreitungswege im Winkel von +45° zur x-Achse fiir
|2/ o] < 35 auf der Anfangsfront.

In allen drei Bereichen werden 1400 Ausbreitungswege verwendet, deren Anfangspunkte
dquidistant (1/20 ) auf den Anfangsfronten verteilt sind. Dadurch ist eine hinreichend
hohe Auflésung in allen Bereichen gewéhrleistet. Auflerhalb von Becken und Flanken
betréigt die Schrittweite in Ausbreitungsrichtung 1/20 Wellenléinge.

Die Rechnung mit angepassten Ausbreitungswegen wird unter Verwendung der Standard-
und Weitwinkel-PE durchgefiihrt. Solange bei der WWPE-Rechnung Becken und Flanken
durchschritten werden, wird auf SPE umgeschaltet, vgl. Abschnitt 6.6.5. Abb. 7.9 zeigt
das Ergebnis im Vergleich zum exakten Verlauf und einer SPE- und WWPE-Rechnung
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Abbildung 7.8: Anpassung der Ausbreitungswege an die tatsdchliche Ausbreitungsrichtung

mittels Betrachtung der Energiestromungslinien

mit Ausbreitungswegen, die nicht angepasst sind, sondern auch in Gebiet 1 und 3 parallel
zur x-Achse verlaufen. Es zeigt sich, dass vor allem die SPE-Rechnung mit parallelen,
also nicht angepassten Ausbreitungswegen, vom exakten Ergebnis abweicht. Durch die
adaptiven Ausbreitungswege kann die Genauigkeit von SPE deutlich verbessert werden.
WWPE kommt bei parallelen, nicht angepassten Ausbreitungswegen mit der Abweichung
zwischen der angenommenen und tatsédchlichen Ausbreitungsrichtung, wie es zu erwarten
ist, eher zurecht. Eine Anpassung der Ausbreitungswege fithrt bei WWPE zwar nicht
im Bereich des Hauptmaximums, aber erkennbar im Bereich der Nebenmaxima zu einer
erhohten Genauigkeit. Sofern es also nicht nur auf die Erfassung des Hauptmaximums
ankommt, fiihrt die WWPE mit angepassten Ausbreitungswegen zum besten Ergebnis,
gefolgt von der SPE mit angepassten Wegen, der WWPE ohne Anpassung und schliellich
der SPE ohne Anpassung.
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Abbildung 7.9: Ergebnis der Anwendung der Standard- und Weitwinkel-PE bei nicht ange-

passten (parallelen) Ausbreitungswegen und abschnittsweise an die Ausbreitungsrichtung
adaptierten Wegen

7.1.5 Unterschiedliche Gewichtungen des expliziten und impli-

ziten Anteils

Bei der Losung der PE mittels finiter Differenzen wird gewthnlich das Crank-Nicolson-
Schema verwendet, d. h. der explizite und der implizite Anteil wird gleich gewichtet, vgl.
Abschnitt 4.5.1. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit hat es sich als vorteilhaft erwie-
sen, den impliziten Anteil hoher zu gewichten, um Stabilitdt zu garantieren und — auch
bei noch vorliegender Stabilitdt — einen glatteren Verlauf des Ergebnisses zu erzielen.
In [58] wird vorgeschlagen, zur Beseitigung von Rauhigkeiten im PE-Ergebnis die letzten
Schritte einer PE-Rechnung rein implizit durchzufithren. Wiirde im Verlauf der gesam-
ten Rechnung rein implizit gerechnet, wére die Genauigkeit geringer als beim Crank-
Nicolson-Schema. Im Zusammenhang mit der Linsenanalyse stellt sich das Problem, dass
die Endfront einer PE-Rechnung, also z. B. die Linsenapertur, i. Allg. nicht mit einer ange-
nommenen Phasenfront identisch ist und somit das Ergebnis auf der Endfront schrittweise
abgespeichert wird, je nachdem, welche Stelle der Endfront gerade von der durchziehenden
Wellenfront getroffen wird. Der Bereich der PE-Rechnung, in dem Ergebnisse abgespei-
chert werden, kann also recht grof sein. Ein frithzeitiges Umschalten auf eine rein implizite

Rechnung hitte also eine verminderte Genauigkeit in einem moglicherweise recht grofien
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Abbildung 7.10: Unterschiedliche Gewichtung des impliziten und expliziten Anteils

Berechnungsgebiet zur Folge. Insofern bietet sich die Hohergewichtung des impliziten An-
teils im Verlauf der gesamten Rechnung und ein Verzicht auf rein implizite Schritte am

Schluss an.

Als Vergleich diene die WWPE-Rechnung mit parallelen Ausbreitungswegen aus Ab-
schnitt 7.1.4, vgl. dort Abb. 7.9. Abb. 7.10 zeigt das exakte Ergebnis, das WWPE-Ergebnis
fiir verschiedene Werte von v und das Ergebnis, wenn zunéchst mit Crank-Nicolson und
die letzten Schritte rein implizit gerechnet werden. Fiir v = 1 (exaktes Crank-Nicolson-
Schema) ist die Rechnung bei Verwendung der in Anhang F beschriebenen Software insta-
bil, fiir v > 1,02 kann von Stabilitdt gesprochen werden. Bei v = 1,02 zeigen sich deutliche
Uberschwinger, die sich in Abb. 7.10 wegen des logarithmischen MaBstabs vor allem bei
kleinen Pegeln bemerkbar machen, aber bei linearer Darstellung auch im Bereich des
Hauptmaximums erkennbar wéren. Es ist davon auszugehen, dass die kleine Schrittweite
und die Tatsache, dass die Weitwinkel-PE verwendet wurde, fiir die Instabilitéat bei v = 1
verantwortlich ist, vgl. die in Abschnitt 6.6.5 geschilderten Probleme bei der Anwendung

von der WWPE im Zusammenhang mit Becken und Flanken.

Sofern 94 % der Strecke (8,5 Wellenléngen) mit v = 1,02 gerechnet werden und die letzten
6 % (1/2 Wellenliinge, 10 Schritte) mit v — oo, ergibt sich eine recht gute Ubereinstim-
mung mit dem exakten Verlauf. Die geringste Ubereinstimmung ergibt sich bei der rein
impliziten Rechnung (v — o0). Die Giite des Ergebnisses fiir v = 2 liegt dazwischen. Es

zeigt sich also, dass durch eine Hohergewichtung des impliziten Anteils auf eine Glattung
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Abbildung 7.11: Linsenantenne aus [62]

durch rein implizite Schritte am Berechnungsschluss verzichtet werden kann, ohne einen

allzugroffen Verlust an Genauigkeit hinzunehmen.

7.2 PE-Rechnung zur Analyse einer Linsenantenne

Nachfolgend soll die PE-Methode — wie es in Abschnitt 6 ausgefiihrt ist — abschnitts-
weise zur Analyse einer dielektrischen Linse verwendet werden. Grundlage der Unter-
suchungen ist die in [62] beschriebene Linsenantenne mit einem rotationssymmetrischen
Linsenkorper, vgl. Abb. 7.11. Als Speiseantenne kommt dort eine kurze Helix (1,5 Win-
dungen) mit einer speziell geformten Groundplane nach [55] zum Einsatz. Das Linsendi-
elektrikum besteht aus Polyéthylen (PE, e, = 2,25).

Abb. 7.12 zeigt den Linsenquerschnitt mit geometrisch optischen Strahlen und dem ver-

wendeten Koordinatensystem.

7.2.1 Modellierung fiir die Analyse mit dem zweidimensionalen
PE-Algorithmus

Da die in den Abb. 7.11 und 7.12 dargestellte Linse eine Rotationssymmetrie aufweist,
liegt es zunéchst nahe, die geometrische Rotationsachse der Linse mit der Rotationsach-

se bzgl. ¢ in Kugelkoordinaten — der z-Achse bzw. der Achse § = 0 — zusammenzu-
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Abbildung 7.12: Querschnitt der mittels PE untersuchten Linse. Zur Wahl des Koordina-
tensystems vgl. Abschnitt 7.2.1.

legen, vgl. Abb. 7.13a. Allerdings besteht das Problem, dass die Speiseantenne (kurze
Helixantenne nach [55]) diese Rotationssymmetrie nicht aufweist und daher auch kein
rotationssymmetrisches Feld erzeugt, das mit der Rotationssymmetrie des Linsenkorpers
iibereinstimmt. Nun konnte statt der Helixantenne eine Ersatzquelle verwendet werden,
die sowohl ein (beziiglich der Linsen-Rotationsachse) rotationssymmetrisches Feld erzeugt
als auch in Richtung der Linsen-Rotationsachse strahlt. Dies ist aber aus physikalischen
Griinden nicht moglich. In Anhang H wird gezeigt, dass der Poynting-Vektor in Richtung

der Rotationsachse einer rotationssymmetrischen Feldverteilung verschwinden muss.

Um die Linsenantenne dennoch mittels eines 2D-Algorithmus analysieren zu kénnen, muss
das Modell von der Wirklichkeit abweichen. Als Speiseantenne wird anstelle der kurzen
Helix ein Ring aus z-Dipolen angenommen, der ein rotationssymmetrisches Feld bzgl. der
z-Achse (gleichbedeutend mit der Achse 6 = 0) erzeugt und im Schnittbild eine dhnliche
Fernfeld-Richtcharakteristik aufweist wie die kurze Helixantenne, vgl. Abb. I.1 im An-
hang auf S. 152. Dabei ist es wichtig, die riickwértige Strahlung der im Ring enthaltenen

z-Dipole in Richtung der Achse der Rotationssymmetrie abzuschirmen, z.B. indem die
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Dipole direkt auf dem Mantel eines Zylinders aus ideal magnetisch leitfihigem Material
angeordnet werden. Sonst konnte — je nach Ringdurchmesser — eine Ausloschung der
Strahlung in der Ringebene erfolgen. Die Ringebene (Ebene z = 0) stellt die vorgesehene
Hauptstrahlrichtung der Speiseantenne dar; wenn im 2D-Fall die Felder in der Ebene y = 0
betrachtet werden, liegt die Hauptstrahlrichtung somit auf der x-Achse. Der Linsenquer-
schnitt wird im konkreten Beispiel nun so angeordnet, dass die vormalige geometrische
Rotationsachse des Linsenkorpers auf der x-Achse, also in Hauptstrahlrichtung des Speise-
dipolrings liegt, vgl. Abb. 7.12 und 7.13b. Dadurch wird in Wirklichkeit ein Linsenkorper
analysiert, wie er in Abb. 7.14 dargestellt ist. Dieser Kompromiss wurde bereits in [62]
bei der Analyse der Linse mittels eines 2D-FDTD-Algorithmus beschritten; zur besseren
Vergleichbarkeit der Ergebnisse wird im Folgenden derselbe Abstand der Speiseantenne
(d.h. des Primérstrahlers) vom Koordinatenursprung wie bei den Berechnungen in [62]
verwendet (3,38)\g, vgl. Abb. 7.12); auch die Ausdehnung des Dipols in z-Richtung, die fiir
den Offnungswinkel der Speiseantenne mafgeblich ist, wird mit 2k = 0,56\, beibehalten.
Im Folgenden wird also nicht eine Linsenantenne nach Abb. 7.11, sondern eine nach Abb.
7.14 untersucht. Die genauen Abmessungen sind in Abb. 7.12 enthalten. Aus Abb. 7.20
ist zu entnehmen, wie die Speiseantenne mit magnetischer Groundplane aussehen kénnte.
Ferner wird aus dem dort abgebildeten (mit FDTD! berechneten) Verlauf des Magnetfel-
des deutlich, warum ein Mindestabstand der Linse von der Achse der Rotationssymmetrie
einzuhalten ist: Die riickwértige, durch Reflexionen innerhalb der Linse verursachte Strah-
lung [62], soll durch einen Absorber daran gehindert werden, sich mit den gewiinschten
Anteilen in Hauptstrahlungsrichtung zu iiberlagern. Wiirde die Linsenriickseite die Rota-

tionsachse beriihren, wére kein Platz fiir einen solchen Absorber.

7.2.2 Anfangsfeld auf der Linseneintrittsfliche

Die PE-Rechnung erfolgt abschnittsweise innerhalb von Gebieten konstanter Dielektri-
zitatszahl, vgl. Abschnitt 6.1. Um sie ausgehend von der Linseneintrittsfliche durchfiihren
zu konnen, muss das dort vorherrschende Anfangsfeld bekannt sein. Die naheliegende Vor-
gehensweise besteht darin, die Speiseantenne — im vorliegenden Fall die kurze Helix nach
[55] — in einem Feldberechnungsprogramm wie z. B. FEKO [21] ohne die Linse zu mo-
dellieren und die Feldstédrken der einfallenden Welle am Ort der Linseneintrittsflache zu
berechnen.

Wie es in Abschnitt 7.2.1 dargelegt wurde, soll als Primérstrahler ein Ring aus elektri-
schen z-Dipolen verwendet werden, der riickwértig durch ein ideal magnetisch leitfihiges
Material abgeschirmt wird. Der Ring liegt in der Ebene z = 0 und erzeugt eine rotations-
symmetrische Feldverteilung in ¢. Die Fernfeld-Richtcharakteristik soll vergleichbar mit

derjenigen einer kurzen Helix nach [55] sein.

!Die Berechnung erfolgt mit dem Programm MAFIA [51], so dass genau genommen die mit FDTD

verwandte ,, Finite Integrationstechnik“ (FIT) zum Einsatz kommt.
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Abbildung 7.13: Denkbare Orientierungen des Linsenquerschnitts, jeweils in der Ebene
y = 0. (a) ist zunéichst naheliegend, da die Rotationsachse des Kugelkoordinatensystems
bzgl. ¢ mit der Rotationsachse des Linsenkorpers iibereinstimmt. (b) 16st das Problem

mit der Hauptstrahlung der Speiseantenne in Richtung der Rotationsachse.

Abbildung 7.14: 3D-Ansicht der Linse, wie sie durch die Verwendung des 2D-Algorithmus
ausgehend vom Schnittbild in Abb. 7.12 und 7.13b tatsédchlich analysiert wird.
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Das Vorgehen zur Berechnung des Nah- und Fernfeldes eines derartigen Dipolrings ist
in Anhang I (S. 151) beschrieben. Die Riickwirkung der Linse auf die Speiseantenne
und die endliche Ausdehnung des Zylinders aus ideal magnetisch leitfihigem Material
in z-Richtung wird vernachléssigt; die auf die Linse einfallende elektromagnetische Welle
ergibt sich aus der Strahlung der Primérantenne im Freiraum unter Beriicksichtigung der
Nahfeldanteile. Der Ring aus elektrischen z-Dipolen erzeugt ein Feld TM beziiglich p und
z (d.h. in Kugelkoordinaten TM bzgl. r), d.h. es existiert lediglich eine ¢-Komponente
des Magnetfeldes. Aufgrund der Rotationssymmetrie ist H, geméf Gl. (2.64) proportio-
nal zur ¢-Komponente des elektrischen Vektorpotentials F , so dass Hy ~ 1 direkt als
Rechengrofle fiir die Anwendung der PE-Methode eingesetzt werden kann; das Feld ist
TE bzgl. ¢.

Ein Teil der vom Primérstrahler ausgehenden und auf die Linseninnenseite einfallen-
den Welle wird dort reflektiert. Der in die Linse hineinlaufende Anteil wird mittels der
fresnelschen Beziehungen berechnet, vgl. hierzu Anhang J (S. 155). Das Magnetfeld der
gebrochenen Welle (das nach wie vor nur eine ¢-Komponente aufweist) dient als An-
fangsfeld fiir die PE-Rechnung. Die Anwendung der fresnelschen Beziehungen stellt eine
Néaherung dar, da die Linseninnenseite gekriimmt ist. Anhand von Abb. 7.12 kann ein
minimaler Kriimmungsradius der Linseninnenseite 7.y, = 1,7\ bestimmt werden, d. h.
es gilt Boremin &~ 10. Aus [34] und [67] geht hervor, dass die gewohnlichen fresnelschen
Beziehungen in diesem Fall eine hinreichend gute Niherung darstellen?. Signifikante Ab-
weichungen zwischen dem Einfall auf eine ebene und eine gekriimmte Oberfliche treten
insbesondere im Bereich der Totalreflexion auf [34]; da im vorliegenden Fall eine Welle
vom weniger dichten Medium (Vakuum) aufs Linsendielektrikum f&llt, kann es nicht zur

Totalreflexion kommen.

7.2.3 PE-Rechnung innerhalb der Linse bis zu deren Apertur

Ausgehend vom bekannten Magnetfeld H, auf der Linseneintrittsfliche wird nun das Mag-
netfeld auf der Linsenaustrittsfliche (Apertur) mittels der PE-Methode berechnet. Das
hierfiir notige PE-Gitter wird entsprechend dem in Abschnitt 6.3.2 (S. 85) vorgeschla-
genen Verfahren bestimmt. Hierzu wird der Querschnitt der Ein- und Austrittsfliche in
gleich viele (im vorliegenden Beispiel 361) Punkte aufgeteilt. Die Verteilung der Punkte
ist jeweils dquidistant. Der nte angenommene Ausbreitungsweg entsteht durch das Ver-
binden des nten Punkts auf der Eintrittsfliche mit dem nten Punkt auf der Apertur.
Abb. 7.15 zeigt, dass bei dem hier betrachteten Beispiel die auf diese Weise erzeugten
Ausbreitungswege recht gut mit dem Verlauf der geometrisch-optischen Strahlen iiberein-

stimmen und daher zu erwarten ist, dass auch die Standard-PE problemlos einsetzbar ist.

Dies gilt auch, wenn die Berechnungen in [34] mit By7cmin = 10 anstelle von SBore min = 50 bzw. 150

nachvollzogen werden.
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Abbildung 7.15: Fiir die PE-Rechnung verwendete Ausbreitungswege (durchgezogen), die

durch das Verbinden &quidistanter Punkte auf der Anfangs- und Endfront konstruiert

worden sind, und die im Innern der Linse verlaufenden GO-Strahlen (gestrichelt).

Die angenommenen Ausbreitungswege, die am Rand des Berechnungsgebiets verlaufen,
streifen die Grenzflache zwischen dem Linsendielektrikum und Luft. Dadurch ist an dieser
Stelle von Totalreflexion auszugehen. Allerdings bedeutet die Annahme des parallel zur
Grenzfliche verlaufenden Ausbreitungsweges nicht, dass die Anteile der elektromagneti-
schen Wellen, die auf die Grenzflache treffen, tatsdchlich mit einem Winkel von knapp
90° zu Lot einfallen. Die Phase des Reflexionsfaktors — und damit die Randbedingung
— ist dadurch unbekannt. Durch die Ausfithrung der Speiseantenne in Form eines Rings
aus z-Dipolen ist jedoch zu erwarten, dass keine nennenswerte Anteile auf die Grenzflache
einfallen und die Kenntnis des genauen Reflexionsfaktors dort nicht relevant ist. Um dies
zu iiberpriifen, wird die PE-Rechnung sowohl mit einer Kurzschluss-Randbedingung (ent-
sprechend einem Reflexionsfaktor von —1) als auch mit einer Leerlauf-Randbedingung
(Reflexionsfaktor +1) durchgefiihrt. Sofern die Annahme, dass die Kenntnis des genauen
Reflexionsfaktors unwesentlich ist, zutrifft, diirften sich beide Berechnungsergebnisse nur

geringfiigig unterscheiden.

Abb. 7.16 zeigt den mittels PE berechneten normierten Verlauf des Betrags der magneti-
schen Feldstarke auf der Apertur. In der Annahme, dass die Apertur mit einer Antirefle-
xionsschicht versehen ist und keine nennenswerten Reflexionen auftreten, wird dabei nur
die auf die Apertur einfallende Welle beriicksichtigt. Die Berechnungen mit der Standard-
PE und der Weitwinkel-PE stimmen praktisch iiberein. Am Rand sind zwar geringfiigige
Unterschiede zwischen der Kurzschluss- und der Leerlauf-Randbedingung festzustellen,
Auswirkungen aufs Fernfeld sind dadurch jedoch nicht zu erwarten, so dass im Folgen-
den bedenkenlos die Kurzschluss-Randbedingung verwendet werden kann. Desweiteren
ist in Abb. 7.16 der Verlauf der magnetischen Feldstirke fiir den geometrisch-optischen
Fall dargestellt. Der etwas raue Verlauf kommt dadurch zustande, dass die Anfangsfront

der Berechnung durch die endliche Feinheit der Diskretisierung nicht vollig glatt ist (vgl.
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Abbildung 7.16: Ergebnis fiir den normierten Betrag des Magnetfeldes der Aperturbele-
gung der Linse nach Abb. 7.14 bei Speisung wie in Anhang I beschrieben. Der Winkel-
bereich § = 0°...180° gibt den in Abb. 7.12 dargestellten halbkreisférmigen Querschnitt

der Apertur an.

Anhang C ab S. 137). Es zeigt sich eine erkennbare Abweichung zwischen dem PE- und
GO-Ergebnis. Noch entscheidender als die Genauigkeit des Betrags ist fiir die nachfolgen-
de Berechnung des Fernfeldes die Genauigkeit des Phasengangs. Dieser ist in Abb. 7.17
dargestellt. Es zeigt sich qualitativ derselbe Grad der Ubereinstimmung wie beim Betrag,
d.h. einzig das GO-Ergebnis sticht heraus. In der Mitte der Linse (d.h. fiir § = 90°)
stimmt das GO-Ergebnis sehr gut mit dem PE-Ergebnis iiberein. Dies liegt daran, dass
die Linse hier vergleichsweise diinn und die von der Welle durchlaufene Strecke entspre-
chend kurz ist (ca. 2,5 Wellenldngen A im Dielektrikum, vgl. Abb. 7.12). Entsprechend
wenig kann es zur , Felddiffusion* kommen, vgl. hierzu auch das Beispiel in Abschnitt
7.1.3. In Bereichen, in denen die durchlaufene Strecke grofier wird, wird die Abweichung

zwischen PE- und GO-Ergebnis zunehmend spiirbarer.

Waéhrend die Front der PE-Rechnung durch die Linse zieht, konnen die lokalen Feldstérke-
werte aufgezeichnet werden, um eine flichige Darstellung des Betrags wie in Abb. 7.18 zu
gewinnen. Dabei wurde die Standard-PE mit einer Kurzschluss-Randbedingung verwen-
det.
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Abbildung 7.17: Zu Abb. 7.16 gehorende Darstellung des Phasengangs

7.2.4 Berechnung des Fernfeldes und Vergleich des PE-Ergeb-

nisses mit einer FDTD-Berechnung

Ausgehend von der in Abschnitt 7.2.3 gewonnenen Aperturbelegung wird nun das Fern-
feld der Linsenantenne berechnet. Dabei soll wiederum die PE-Methode verwendet wer-
den, d.h. die Berechnung erfolgt ausgehend von der Apertur so weit in den Freiraum,
dass Fernfeldbedingungen herrschen, vgl. Abschnitt 6.7.2. Im hier vorliegenden Fall passt
die gesamte Linsenantenne in eine Kugel mit dem Durchmesser von etwa 20 Freiraum-
wellenldangen (vgl. Abb. 7.12 und 7.14). Nach Gl. (6.18) auf S. 104 ergibt sich so eine
Mindestentfernung fiir die PE-Rechnung

T'min — 800)\0 (72)

Durch die grofie Entfernung, die nétig ist, um das Fernfeld zu erreichen, dauert die PE-
Rechnung vergleichsweise lange (um GroBenordnungen ldnger als die Analyse der max.
6 Wellenléingen® dicken Linse), so dass in der Praxis zur Fernfeldberechnung die Fresnel-
Integral-Methode (vgl. Abschnitt 5.2) vorzuziehen wire. Dennoch soll zur Veranschauli-
chung der PE-Methode eine Berechnung des Fernfeldes mittels PE bis zu einer Entfernung
von 800 erfolgen. Abb. 7.19 zeigt das Ergebnis bei Verwendung der Standard-PE fiir die
gesamte Rechnung (einschliefllich der Berechnung der Aperturbelegung), bei Verwendung

3Wellenldngen im Dielektrikum; beispielsweise aus Abb. 7.12 herauszulesen.
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Abbildung 7.18: Normierter Betrag des Magnetfeldes innerhalb der Linse

der Weitwinkel-PE fiir die gesamte Berechnung sowie bei Verwendung der Geometrischen
Optik zur Berechnung der Aperturbelegung und der Weitwinkel-PE zur Berechnung des
Fernfeldes. Die angenommenen Ausbreitungswege verlaufen senkrecht zur halbkreisformi-
gen Apertur und haben einen Winkelabstand von einem halben Grad. Die Schrittweite in
Ausbreitungsrichtung wird mit 1/20 Wellenldnge genauso fein gewihlt wie bei der Lin-
senanalyse; im praktischen Einsatz ist zu erwarten, dass mit zunehmendem Erreichen
des Fernfeldes eine Verkiirzung der Rechenzeit durch eine Verldngerung der Schrittweite

erreicht werden konnte.

Zum Vergleich mit einer asymptotisch exakten Methode wird auf eine Berechnung mit dem
Programm MAFIA [51] zuriickgegriffen, die im Rahmen der Arbeiten zu [62] durchgefiihrt
wurde. Abb. 7.20 zeigt das entsprechende Modell mit einer Hohenlinien-Darstellung des
Betrags der magnetischen Feldstérke. Im Gegensatz zu den vorgenommenen Berechnun-
gen mittels der PE-Methode treten hier Reflexionen in Erscheinung, wenngleich sie durch
die Antireflexionsschichten minimiert werden. In Abb. 7.19 ist der mit MAFTA berechne-
te Schnitt durch die Fernfeld-Richtcharakteristik enthalten. Der Offnungswinkel, d.h. in
diesem Fall der Abstand zwischen den beiden Maxima, betrigt bei einer linseninternen
Anwendung der PE-Methode 112° und bei Anwendung von GO innerhalb der Linse 118°.
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Abbildung 7.19: Mittels PE berechnetes Fernfeld der Linsenantenne im Vergleich zum
FDTD-Ergebnis. Die PE-Ergebnisse sind jeweils aufs Maximum der WWPE-Rechnung
mit der GO-Aperturbelegung normiert, die FDTD-Kurve ist auf ihr eigenes Maximum

normiert.

Beim exakten (mittels MAFIA gewonnenen) Ergebnis ist die Angabe eines Offnungs-
winkels schwierig, da in unmittelbarer Umgebung der beiden Maxima eine Uberlagerung
reflektierter Anteile in Erscheinung tritt. Ein Vergleich des Verlaufs der Richtcharakteri-
stik an den Flanken (d.h. fir 6 < 30° bzw. 6 > 150°) zeigt, dass die PE-Rechnung den
exakten Verlauf besser wiedergibt als die Rechnung mit GO. Zunéchst mag es iiberra-
schen, dass auch das GO-Ergebnis relativ gut dem MAFIA-Ergebnis entspricht. Dabei
darf jedoch nicht iibersehen werden, dass die Linse in [62] hinsichtlich der Grofe so di-
mensioniert wurde, dass sie mittels GO synthetisiert werden kann; dies impliziert auch
eine Moglichkeit zur Analyse mittels GO. Der Vorteil von PE gegeniiber GO wiirde deut-
licher werden, wenn eine Linse so beschaffen wire, dass in ihrer Apertur ein geometrisch-
optischer Brennpunkt ldge. Diese punktformig auftretende hohe Feldstéirke wiirde bei der
Berechnung des Fernfeldes aus der Aperturbelegung die Wirkung der iibrigen Apertur-
bereiche iiberstrahlen und wegen der infinitesimalen Ausdehnung des GO-Brennpunkts
als Punktquelle vergleichsweise rund strahlen. Die PE-Methode gewéhrleistet in einem
solchen Fall die Nachbildung der in der Praxis vorherrschenden vergleichsweise grofien

Flache eines Brennpunktbereiches.

Abb. 7.21 zeigt den allméhlichen Ubergang von der Aperturbelegung zur Fernfeld-Richt-
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Abbildung 7.20: Modellierung der Linse im Feldberechnungsprogramm MAFIA [51] (2D-
Zeitbereichsloser) und Darstellung des Betrags des Magnetfeldes (Realteil, da Rechnung

im Zeitbereich) senkrecht zur Zeichenebene. Durch die Rillen wird eine Antireflexions-

schicht realisiert. Der Absorber an der Rotationsachse soll Reflexionen verhindern, die

gleichbedeutend mit einer Strahlung von der anderen Seite der Rotationsachse (d.h. aus
dem Halbraum 7/2 < ¢ < 37/2) sind.

charakteristik. Zwischen einer Entfernung von 100\, und 1000)\y dndert sich die Richt-

charakteristik nur noch geringfiigig, so dass die Abschitzung der notigen Berechnungs-

reichweite mittels Gl. (6.18) — in diesem Fall 7, = 800\ — als angemessen erscheint.
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Abbildung 7.21: Ubergang von der Aperturbelegung zur Fernfeld-Richtcharakteristik im
Laufe der PE-Rechnung (Anwendung der Standard-PE).






Kapitel 8
Schlussfolgerungen und Ausblick

Die Anwendung der Methode der Parabolischen Gleichung zur Analyse von Linsenan-
tennen unterscheidet sich von gewthnlichen Anwendungen der PE-Methode vor allem im
zwei Punkten. Zum einen beginnt die Rechnung i. Allg. nicht auf einer Linie oder Fléche,
die einer angenommenen Wellenfront entspricht, und zum anderen kann in der Regel kein
einfaches Koordinatensystem verwendet werden, das in allen Teilbereichen der Linse eine
hinreichend gute Ubereinstimmung der tatsichlichen Ausbreitungsrichtung mit der (iiber

die Wahl der Ausbreitungswege) angenommenen Ausbreitungsrichtung gewéhrleistet.

Der erste Punkt konnte im Rahmen der vorliegenden Arbeit gelost werden, indem zuge-
lassen wurde, dass die angenommenen Wellenfronten zu Beginn der Berechnung diejeni-
ge Linie oder Fliche, auf der das Anfangsfeld gegeben ist, schneidet und die bekannte
Feldstérke im Schnittpunkt als Randbedingung fiir das PE-Gitter verwendet wird. Diese
Vorgehensweise hat sich durchweg als sehr robust erwiesen, so dass vorgeschlagen werden

kann, auch bei anderen Einsatzformen der PE-Methode auf diese Weise zu verfahren.

Der zweiten Besonderheit wurde begegnet, indem die PE in Strahlenkoordinaten formu-
liert und das PE-Gitter somit an die tatsichliche Ausbreitungsrichtung angepasst wurde.
Das hierfiir notwendige A-priori-Wissen legt es nahe, das PE-Gitter aus geometrisch-
optischen Strahlen zusammenzusetzen. Hierbei miissen Schnittpunkte von GO-Strahlen
aber auf jeden Fall vermieden werden, was i. Allg. nicht sichergestellt werden kann. Es
wurde ein moglicher Ausweg aufgezeigt, wonach das PE-Gitter dem Verlauf der Ener-
giestromungslinien angepasst wird. Dabei tritt jedoch die Problematik auf, dass Energie-
stromungslinien einen Bogen um Wirbel machen kénnen und hinter dem Wirbel einen Ver-
satz in der Phase von einem ganzzahligen Vielfachen von 360° gegeniiber einer auf der an-
deren Seite des Wirbels vorbeilaufenden Linie haben koénnen. Wiirden Energiestromungs-
linien fiir das PE-Gitter verwendet, wéren zwei benachbarte Linien dadurch ggf. unter-
schiedlich lang, was mit den bekannten Verfahren zur numerischen Lésung der PE nicht zu
behandeln ist. Dies hindert zwar nicht daran, das Energiestromungslinienmuster zur Ge-
winnung des PE-Gitters derart zu vereinfachen, dass keine Wirbel mehr vorkommen und

dennoch im grofien und ganzen eine Ubereinstimmung zwischen den angenommenen Aus-
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breitungswegen und den Energiestromungslinien herrscht. Aber hierfiir ist ein A-priori-
Wissen erforderlich, das iiber die Kenntnis der geometrisch-optischen Strahlen hinausgeht
und i. Allg. nicht zur Verfiigung steht. Eine adaptive Strahlrichtungsbestimmung, d. h. ei-
ne bedarfsgerechte Anderung der Strahlrichtung im Verlauf der PE-Rechnung, scheitert in
der Praxis an der Erkennung und am Umschiffen moglicher Wirbel. Somit besteht die ro-
busteste Vorgehensweise in der kreuzungsfreien Verbindung der Punkte auf der Anfangs-
und Endfront und der Anwendung der Weitwinkel-PE nach Claerbout [12], die eine Abwei-
chung zwischen dem Verlauf des PE-Gitters und der tatséchlichen Ausbreitungsrichtung
um bis zu 45° erlaubt. Es konnte gezeigt werden, dass mit dieser Methode ein Brenn-
punkt (in dem sich geometrisch optische Strahlen kreuzen) mit hinreichender Genauigkeit

iiberwunden werden kann.

Anhand der Analyse einer aus der Literatur [62] bekannten Linsenantenne konnte gezeigt
werden, inwiefern durch die Anwendung der PE-Methode Reflexionen gezielt ausgeblen-
det werden konnen, ohne auf die Genauigkeit asymptotisch exakter Methoden fiir die
transmittierte Welle verzichten zu miissen. Zunéchst mag es gegen PE sprechen, dass bei
einer einfachen Anwendung keine Reflexionen mitberiicksichtigt werden kénnen. Es darf
jedoch nicht {ibersehen werden, dass durch das Weglassen von Reflexionen das breitbandi-
ge Verhalten der Linse besser charakterisiert werden kann. Bei Verwendung asymptotisch
exakter Methoden ist das Ausblenden von Reflexionen schwierig (vorzeitiger Berechnungs-
abbruch bei FDTD) oder unmoglich (klassische Momentenmethode, Methode der Finiten
Elemente). Die Stiarke der PE-Methode liegt allgemein in ihrer Schnelligkeit im Vergleich
zu asymptotisch exakten Methoden. Diese wird bei Optimierungsvorgéingen benotigt, bei
denen in kurzer Zeit sehr viele Berechnungen erforderlich sind. Gerade bei Optimierun-
gen wird man interne Reflexionen nicht mit einbeziehen wollen, da eine darauf optimierte

Linsenantenne diesbeziiglich ein schmalbandiges Verhalten hétte.

Die Beschrinkung auf einen zweidimensionalen Algorithmus bedeutet fiir die praktische
Anwendung eine wesentliche Einschrankung. Selbst, wenn eine Linse rotationssymme-
trisch ist, so kann es doch sein, dass die Feldverteilung diese Rotationssymmetrie nicht
aufweist oder dass es vorgesehen ist, dass die Linsenantenne in Richtung der Achse der
Rotationssymmetrie strahlt, was wiederum die Behandlung im Dreidimensionalen erfor-
dert. Nachdem die Anwendbarkeit der PE-Methode zur Analyse von Linsenantennen im
Zweidimensionalen gezeigt worden ist, kann nun die Umsetzung im Dreidimensionalen

erfolgen. Grundsétzliche Schwierigkeiten sind dabei nicht zu erwarten.

Hinsichtlich des abrupten Ubergangs in der Dielektrizititszahl zwischen Luft und dem Lin-
sendielektrikum konnte gezeigt werden, dass dieser in Ausbreitungsrichtung gut durch ei-
ne abschnittsweise Rechnung in Gebieten konstanter Dielektrizitatszahl behandelt werden
kann. Offen bleibt jedoch die Modellierung des streifenden Einfalls auf eine Grenzfléche,
bei dem es selbst im Falle von Totalreflexion zu einer (vom Einfallswinkel abhéngigen)
Phasenverschiebung der reflektierten Welle kommt (vgl. z.B. [34]). Dies konnte mogli-

cherweise dhnlich wie bei der Realisierung einer absorbierenden Randbedingung nach
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Hadley (vgl. Abschnitt 4.6.3) beriicksichtigt werden. Es ist jedoch zu erwarten, dass im
praktischen Einsatz Linsenantennen so ausgefiihrt werden, dass die Feldstdrken am Rand
gering sind, da sonst die Gefahr bestiinde, dass ein Teil der Strahlung der Speiseantenne
an der Linse vorbei strahlt (,,Spill-Over®). Insofern wird sich die Modellierung des Ran-
des mit einem anderem als dem tatséchlichen Reflexionsfaktor (also z.B. mittels einer

Kurzschluss-Randbedingung) in den meisten Fillen als unproblematisch erweisen.






Anhang A

Kugelkoordinaten

A.1 Zusammenhang mit kartesischen Koordinaten

x = rsinfcos¢o (A.1)
y = rsinfsing (A.2)
z = rcosf. (A.3)

A.2 Divergenz und Rotation

Die nachfolgenden Formeln kénnen beispielsweise [45] entnommen werden:

Divergenz
N 19 19 10
. _ - 2 . - .
div [ vp | = i (r vr> + 090 (sinfuvg) + rsin&@qﬁ% (A4)
Vg
Rotation
ot . = L g(s’@ ) — L 9 &
: vo =~ \rsmgag N7 rsin@@qbve "
Vg

1 9 _12( )] 6
rsin@@qbvr ror . ?
10 10 )

(W (rve) = @“r) ¢

Bei f’,é und 923 handelt es sich um die Einheitsvektoren, die in die entsprechenden Rich-

tungen zeigen.
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Anhang B

Hermitesche Polynome

Die hermiteschen Polynome kénnen z. B. {iber die Rekursionsformel

Hpya(u) =2u-Hy(u) —m - Hyq(u)] (B.1)

mit
Ho(u) = 1 (B.2)
Hi(u) = 2u (B.3)

bestimmt werden [27]. Fiir die Ordnungen 2 bis 4 ergibt sich somit:

Hy(u) = 4u®>—2 (B.4)
H3(u) = 8u®—12u (B.5)
Hy(u) = 16u* —48u® +12 (B.6)

Bei (hohermodigen) gaufschen Strahlen werden die hermiteschen Polynome mit einer
gaufischen Glockenkurve multipliziert. Dadurch wird deren Randbereich, wo |H,,(u)| —
oo gilt, quasi ausgeblendet. Es ergibt sich eine Art Tragerschwingung, deren Frequenz
durch die Ordnung des gaufischen Strahls festgelegt ist und die mit der gaufischen Glocken-
kurve amplitudenmoduliert ist. Das Potential an der Taille (d.h. an der Stelle z = 0)
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung (d. h. in z-Richtung) ergibt sich aus den Gln. (4.130)
und (4.138) zu

Yz =0,2) :%-exp{— (%)Q}WHWL (%) (B.7)

vgl. Abb. B.1. ¢, (x = 0, 2) ist rein reell, da |R(z)| — oo fiir x — 0 gilt.
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Abbildung B.1: Potentialverlauf bei h6hermodigen gaufschen Strahlen mit wy = A an der

Taille senkrecht zur Ausbreitungsrichtung



Anhang C

Rauhigkeit der Linsenoberfliche bei
GO

Zur numerischen Analyse einer beliebig geformten Linse bietet es sich an, letztere durch
einen Polygonzug zu beschreiben. Dabei tritt jedoch das Problem auf, dass jeder entspre-
chend gerichtete Knick quasi eine Miniatur-Sammellinse darstellt, die parallel einfallende
Strahlen biindeln kann.

Die durch die Beschreibung der Linse mittels eines Polygonzugs entstandene Rauhigkeit
ist bei wirklichen Linsen (und damit auch bei Verwendung asymptotisch exakter Re-
chenmethoden) zu vernachlissigen, wenn die Rauhigkeit um GroBenordnungen kleiner als
die Wellenldnge ist. Die Brechung geometrisch-optischer Strahlen erfolgt jedoch nicht in
Abhéngigkeit von der Frequenz. Kleinen Strukturen wird so bei der GO-Analyse ggf. eine
sammelnde oder zerstreuende Wirkung zugeschrieben, die aufgrund der kleinen Frequenz
so nicht zu Tage tritt.

Bild C.1 zeigt den Einfall zweier paralleler GO-Strahlen auf die Oberflache eines Linsendi-
elektrikums mit der Brechzahl n. Das zweite Segment ist um den Winkel 3 verkippt. Das
untere Segment wird unter dem Einfallswinkel (zum Lot) ay, das obere unter dem Winkel
aq + (3 getroffen. Nach dem snelliusschen Brechungsgesetz ergeben sich die Ausfallswinkel

(zum jeweiligen Lot)

ay = arcsin (l sin ozl) und (C.1)
n

a3 = arcsin (l sin (g + 6)) . (C.2)
n

Fiir den Ausfallswinkel des oberen Strahls zum Lot des unteren Strahls gilt
ay=az— (C.3)
Zum Schnitt der Strahlen kann es kommen, wenn die Ungleichung
ay < Qg (C.4)

erfiillt ist. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass dies fiir beliebige Einfallswinkel «y fiir
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138 ANHANG C. RAUHIGKEIT DER LINSENOBERFLACHE BEI GO

Abbildung C.1: Knick, der eine Miniatur-Sammellinse bildet.

eine Brechzahl n > 1 der Fall ist. Ungleichung (C.4) lautet ausgeschrieben:

arcsin <l sin (ay + ﬁ)) — [ < arcsin <l sin oq) (C.5)
n n

arcsin (l sin (o + ﬁ)) < arcsin <l sin 041) + 0 (C.6)
n n

1 1 1 2
—sin( +03) < (— sin al) cos 3 + \/1 - (— sin a1> sing (C.7)
n n n

Da n positiv ist, gilt:

sin (a; +3) < sinoy cos f+4/n2 — (sina;)’sin 8 (C.8)
sin oy cos f + cosagsin < sinag cos f+ \/n? — (sin a1)2 sin 3 (C.9)

Fiir 0 < 8 < 90° ist sin § positiv und es gilt:

cosay < \/n2— (sine)? (C.10)
1—(sinay)® < y/n?—(sinoy)? (C.11)
1 < n* qed. (C.12)

Wenn der Abstand der einfallenden parallelen Strahlen sehr klein ist, liegt der Schnitt-
punkt beider Strahlen sehr nahe bei der Eintrittsfliche und damit ggf. noch innerhalb oder
genau auf der Apertur der zu analysierenden Linse, vgl. Abb. C.2. Ein kleiner Abstand
der Strahlen ist gleichbedeutend mit einer grofien Strahlanzahl.
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Abbildung C.2: Mit kleiner werdendem Strahlabstand in Richtung Eintrittsfliche wan-
dernder Schnittpunkt






Anhang D

Biindelung einer ebenen Welle im

Brennpunkt einer Ellipse

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass (zumindest im Zweidimensionalen) eine Ellipse
mit der Brechzahl n, die sich im Freiraum befindet, eine parallel zur groflen Hauptachse
einfallende ebene Welle in einem ihrer Brennpunkte biindelt, wenn ihre geometrischen
Parameter passend zu n gewédhlt werden. Eine entsprechende Linse ist beispielsweise in
[56] Gegenstand der Untersuchungen.

Die Voraussetzung fiir einen Brennpunkt im geometrisch-optischen Sinne sind gleiche
Laufzeiten von einer ebenen Wellenfront im Freiraum zu einem Brennpunkt. Dies ent-
spricht gleichen Wegléngen, wobei Strecken im Innern des Streukorpers mit dessen Brech-
zahl n zu multiplizieren sind.

Abb. D.1 zeigt eine ebene Wellenfront L, die senkrecht zum Strahl S verlduft, den Brenn-
punkt F; sowie die Umrandung eines Streukorpers mit der Brechzahl n. Der Abstand
zwischen der Wellenfront und dem Streukorper A spielt zunéchst keine Rolle. Damit die
einfallende ebene Welle im Brennpunkt gebiindelt wird, muss fiir den Abstand r(«) der

Punkte auf der Berandung vom Brennpunkt Fj gelten:

n-r(a)+ (f —cosa-r(a))+A = n-f+A

n—1

- T D.1
rle) = fro—— (D.1)
Dabei ist f die Brennweite. Fiir eine Ellipse gilt in Polarkoordinaten [7]:
p
= — 1 D.2
r(@) 1+ecos¢’ = (D-2)

Dabei ist e die Exzentrizitat der Ellipse und p deren Halbparameter. Der Pol (d.h. der
Ursprung des Polarkoordinatensystems r = 0) liegt in einem der beiden Brennpunkte.
Mit a = ¢ + 7 ergibt sich aus Gl. (D.1)

"(@)= f — "l (D.3)
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Abbildung D.1: Herleitung der Form eines Streukorpers zur Biindelung einer ebenen Welle

in einem Brennpunkt

Aus dem Vergleich von (D.2) mit (D.3) ist direkt ersichtlich, dass Gl. (D.1) eine Ellipse
beschreibt, wobei
1
e=—und p=f-(1—e)
n
gilt. Mit den in [7] gegebenen Zusammenhéngen lassen sich die anderen Ellipsenparameter

in Abhéngigkeit vom Brechungsindex n und der Brennweite f angeben:

grofle Halbachse a = f- nL—l—l
kleine Halbachse b = f- Z—_T_%
Abstand zwischen Brenn- und Mittelpunkt ¢ = f- #I
Abstand der Leitlinie von der kleinen Achse d = f- nn——il

Bei der Linie L in Abb. D.1 handelt es sich fiir

n—1
n+1

A=d—a=f-n-

um eine Leitlinie der Ellipse. Falls die Halbachsen a und b einer Ellipse gegeben sind, kann
der (fiir die Biindelung einer aus entsprechender Richtung einfallenden ebenen Welle in
einem Brennpunkt erforderliche) Brechungsindex n und die resultierende Brennweite f

wie folgt berechnet werden:

|

a2 — b2

f = a+c = a+vVa® - (D.5)



Anhang E

Der Poynting-Vektor im Zeit- und

Frequenzbereich

Die Energieflussdichte der elektromagnetischen Energie ist fiir jeden Punkt im Raum

durch den dort herrschenden Poynting-Vektor
s(t) = €(t) x h(t) (E.1)

gegeben [45, 53]. Fiir zeitharmonische elektromagnetische Felder mit der Kreisfrequenz w

gilt
élt) = é-cos(wt+ 1) (E.2)
h(t) = hg-cos(wt + p2) (E.3)
und somit
s(t) = (50 X ﬁg) cos(wt + 1) cos(wt + @2). (E.4)

Bei €y und ﬁo handelt es sich dabei um reelle Amplituden. Im zeitlichen Mittel gilt

S = (50 X h0> - lim 7 cos(wt’ + 1) cos(wt’ + po)dt’

t—o0 0
1 = e
= 3 (eo X h0> cos(p1 — ) (E.5)

Bei Verwendung komplexer Amplituden

Ey = é-c# (E.6)
Hy = hg-c¥? (E.7)

lisst sich Gl. (E.5) folgendermafen ausdriicken!:

S = % (é’o X ﬁo> cos(p1 — @9) = %Re{(é’o X ﬁo> ej(sol—soz)} — %Re {Eo X Flg} (E.8)

1Der Stern bei Hy kennzeichnet die konjugiert komplexe Grofe.
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Anhang F

Computerprogramm PESTRAHL

Zur Anwendung der PE-Methode in Strahlenkoordinaten wird im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit ein Computerprogramm in C/C++ erstellt, dessen Ablaufplan in Abb. F.1
dargestellt ist.
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ANHANG F. COMPUTERPROGRAMM PESTRAHL

< PESTRAHL >

Parameter einlesen

Geometrie der Anfangs-
front / Anfangswerte der
Wellenfunktion y einlesen

Front, auf der Ergebnis
gesucht ist, (z.B. Aper-
tur) einlesen.

Festlegung des Strahlen-
koordinatensystems

Suche nach Becken und
Flanken. Bei Becken Erzeu-
gung zusétzlicher Punkte.

S|

1

Einen Schritt im momenta-
nen Teilbereich des PE-Git-
ters (Becken, Flanke oder
Freiraum) vorangehen.

Alle

nein Punkte auf ja

Abbildung F.1:

dinaten

der Endfront
erreicht?

Ausgabe von
auf der Endfront

< Programmende >

Programmablaufplan zur Anwendung der PE-Methode in Strahlenkoor-




Anhang G

Wahl der Rotationssymmetrie in ¢

Eine Behandlung von elektromagnetischen Feldern im Zweidimensionalen ist nur dann
moglich, wenn das Feld lediglich von zwei der drei Raumdimensionen abhéngt. Ein Beispiel
hierfiir sind Felder, die von Linienquellen ausgehen. Linienquellen sind in einer Raum-
dimension unendlich ausgedehnt und erzeugen (sofern es sich um Wechselstromquellen
handelt) Zylinderwellen. Bei Linienqellen féllt die Feldstérke im Fernfeld nur mit 1/4/r

im Gegensatz zu 1/r bei von Punktquellen erzeugten Feldern.

Felder von Linienquellen werden vorteilhaft in Zylinderkoordinaten r, ¢, z beschrieben, wo-
bei die unendliche Ausdehnung in z-Richtung angenommen wird. Die Feldstérken sind in
diesem Fall nicht von z abhéngig; zur Beschreibung des Feldes geniigen zweidimensionale

Polarkoordinaten r, ¢, bei der Differenzierung gilt 9/9z = 0.

Zylinderwellen kommen in der Praxis nicht bzw. nur ndherungsweise in einem kleinen
raumlichen Bereich (z. B. im Nahfeld von gestockten Antennen) vor. Primérstrahler von
Linsen- und Reflektorantennen treten — auch im Nahfeld — iiberwiegend als Punkt-
quellen in Erscheinung. Ein 2D-Algorithmus zur Untersuchung der Wellenausbreitung
in Linsenantennen, der Linienquellen und eine unendliche Ausdehnung der Linse in z-
Richtung voraussetzt, wire nur bedingt zur Analyse realer Linsen geeignet. Daher werden
nicht Zylinderkoordinaten 7, ¢, z mit 0/0z = 0, sondern Kugelkoordinaten 7,0, ¢ bzw.
Strahlenkoordinaten &, s, ¢ mit 0/0¢ = 0 angenommen. Dies setzt voraus, dass die zu
analysierenden Felder und die Geometrie der Streukorper nicht von der Koordinate ¢
abhéngen, also rotationssymmetrisch bzgl. ¢ sind. In Kugelkoordinaten zeigt die Rota-
tionsachse in Richtung # = 0 oder # = w. Rotationssymmetrische Felder werden zum
Beispiel von einem Dipol erzeugt, der in Kugelkoordinaten in Richtung 6§ = 0 orientiert
ist.

In der Praxis sind Linsenantennen i. Allg. nicht rotationssymmetrisch bzgl. ¢. Es darf nicht
iibersehen werden, dass die Annahme der Rotationssymmetrie bzgl. ¢ i. Allg. nicht deshalb
erfolgt, um die zu analysierende Antenne moglichst detaillgetreu zu modellieren, sondern
um eine Behandlung im Zweidimensionalen zu erméoglichen, vgl. hierzu Abschnitt 7.2.1.

In [62] wurde die Richtcharakteristik einer nicht bzgl. ¢ rotationssymmetrischen Linsen-
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148 ANHANG G. WAHL DER ROTATIONSSYMMETRIE IN ¢

antenne unter Annahme einer Rotationssymmetrie bzgl. ¢ mittels eines entsprechenden
FIT-Programms (2D-Time-Domain-Modul von MAFIA [51]) erfolgreich bestimmt. Die
FIT (,,Finite Integrationstechnik®) ist verwandt mit FDTD.

Fiir einen gegen unendlich gehenden Abstand der Quellen und des Schnitts der Streu-
korper-Geometrie von der Rotationsachse geht der Fall , Rotationssymmetrie bzgl. ¢
in den Fall der Linienquellen, Zylinderwellen und der unendlichen Ausdehnung in einer
Raumrichtung tiber, vgl. Abb. 3.5 auf S. 23 mit zyp — oo (und damit (abseits der Po-
le) R — o0). Dadurch kann ein Algorithmus, der fiir eine Rotationssymmetrie bzgl. ¢

ausgelegt ist, universelle zweidimensionale Probleme 16sen.



Anhang H

Strahlung einer
rotationssymmetrischen Anordnung

in Richtung der Rotationsachse

Nachfolgend soll gezeigt werden, dass eine rotationssymmetrische Anordnung, die eine
bzgl. der z-Achse (gleichbedeutend mit der Achse 6 = 0) rotationssymmetrische Feldver-
teilung erzeugt, nicht in diese Richtung strahlen kann, d. h., dass der Poynting-Vektor auf
der Rotationsachse gleich Null ist.

Eine Rotationssymmetrie bzgl. der z-Achse duflert sich darin, dass die Feldstdrken nicht
von der Koordinate ¢ abhéngen, d.h. es gilt 9/0¢ = 0.

Der Beweis erfolgt anhand von sphérischen Moden, wie sie bei der Nahfeld-Fernfeld-
Transformation verwendet werden [11, 32]. Das Feld einer beliebigen Antenne lésst sich in
jedem Abstand vollstandig durch die (nicht vom Abstand abhéngigen) Modenkoeffizienten
Qsmn beschreiben [11], mit denen die einzelnen sphérischen Moden F () (r,0,¢) gewichtet
werden. Die elektrische und die magnetische Feldstarke kann in jedem Beobachtungspunkt
aus der gewichteten Summe von allen moglichen sphérischen Moden berechnet werden,

vgl. bei [11] die Gln. (2.27) bis (2.30).

Fiir die ¢-Abhingigkeit enthalten die sphirischen Moden Terme €™¢. Damit ein sphiri-
scher Mode rotationssymmetrisch bzgl. ¢ ist, muss m = 0 gelten. Zur Beschreibung einer
rotationssymmetrischen Feldverteilung kommen somit lediglich Moden mit m = 0 vor.

Diese lauten fiir s =1 und s = 2:

Fi, ’

=(c) B (c) . ZFO . (27’L + 1) 0

10 Fl(g) 0 A -n(n+1) © 9
10n ¢ —2, (ﬁor)% [P, (cos0)]
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2D 40 P (cost)

A (o L 1) = (c) i
(D) | g g Lo (0on)] g [Palcosd)]

Fion(r,60) = ﬁoJ (H.2)

0

Dabei steht z(® abhingig von c fiir die sphirische Bessel-, Neumann- oder Hankelfunktion
erster bzw. zweiter Art [11]. Bei P, handelt es sich um die Legendre-Polynome, vgl. bei-
spielsweise bei [33] Anhang E. Fiir n = 1, d.h. durch die Moden F\)(r, ) und Fi)(r,6),
wird jeweils die Strahlung eines Elementardipols représentiert, der in z-Richtung polari-
siert ist; fiir s = 1 handelt es sich um einen magnetischen Elementardipol, der ein Feld
TE bzgl. r erzeugt, und fiir s = 2 um einen elektrischen Elementardipol (d.h. hertzschen
Dipol), der ein Feld TM bzgl. r erzeugt!.

Im Fernfeld der Antenne sind lediglich die #- und ¢-Komponenten (und nicht die r-
Komponente) der elektrischen und magnetischen Feldstérke fiir die Berechnung des Poyn-
ting-Vektors gemidB Gl. (6.7) von Bedeutung und dadurch nur die ¢-Komponente von

F?%ZL (r,0) und die f-Komponente von F;(SL(T, 0). Beide Komponenten enthalten den Term

2 [P (cos 6)]. Diese Ableitung kann durchgefiihrt werden:
0 , 0
50 [Pn(cos )] =sinb - p [Pn(x)] (H.3)

Die Legendre-Polynome P,(u) haben keine Polstellen und daher iiberall eine endliche

Steigung. Insofern gilt in jedem Fall

sin 6 - % [Pn(z)] — 0 fiir 6 — 0,7. (H.4)

Also strahlen alle bzgl. der Koordinate ¢ rotationssymmetrischen Moden nicht in Richtung
6 = 0 und # = 7 und dadurch nicht in Richtung der Achse der Rotationssymmetrie, was

zu beweisen war.

ITM bzgl. r bedeutet, dass das Magnetfeld keine r-Komponente aufweist



Anhang 1

Strahlung eines elektrischen
Dipolrings auf einem ideal

magnetisch leitfihigen Zylinder

Im Folgenden wird die Strahlung eines Rings aus elektrischen Dipolen betrachtet, die in
z-Richtung orientiert sind und die sich auf einem unendlich ausgedehnten Zylinder aus
ideal magnetisch leitfihigem Material befinden, vgl. Abb. I.1(a). Die Geometrie und die
vom Dipol erzeugten Felder sind rotationssymmetrisch bzgl. der z-Achse. Um auf Ergeb-
nisse aus der Literatur zuriickgreifen zu kénnen, wird das duale Problem betrachtet, d. h.
magnetische Dipole auf einem ideal elektrisch leitfahigen Zylinder, vgl. Abb. I.1(b). Dieser
Fall tritt auf, wenn nach der Methode der dquivalenten Quellen (vgl. Abschnitt 5.2 ab
S. 72) die Strahlung eines entsprechenden Schlitzes in einem Zylinder betrachtet wird, vgl.
Abb. I.1(c), wobei das elektrische Feld im Schlitz lediglich eine ¢-Komponente aufweist.
Die Hohe des Schlitzes ist nicht klein gegeniiber der Wellenldnge, sondern entspricht der
Lénge des Dipols (hier 0,56 - Ag). So wie der Strom an den Dipolenden verschwindet,
muss auch die tangentiale elektrische Feldstérke E; am Rand des Schlitzes verschwinden.
Harrington schliagt zur Analyse der Strahlung von Aperturen in leitfdhigen Zylindern ein
Verfahren vor ([33] Abschnitt 5-12), das im Prinzip der zylindrischen Nahfeld-Fernfeld-
Transformation [11] entspricht. Dabei wird das Feld in der Apertur durch zylindrische
Moden ausgedriickt, aus denen das Nahfeld in der unmittelbaren Umgebung der Apertur
sowie das Fernfeld berechnet werden kann. Fiir die Bestimmung der Strahlung der Spei-
seantenne einer Linse ist von Bedeutung, dass i. Allg. nicht von Fernfeld-Bedingungen

ausgegangen werden kann, d.h. Fernfeld-Néherungen sind im Folgenden nicht zuléssig.

Aufgrund der Rotationssymmetrie bzgl. ¢ kommen nur Zylindermoden mit n = 0 vor. Der
z-Abhéngigkeit im Unterbereich entspricht im Oberbereich eine Wellenzahl-Abhéangigkeit.
Linienquellen, die in z-Richtung orientiert sind, haben nur eine p-Komponente des Wel-
lenzahlvektors (da wegen ihrer unendlichen Ausdehnung 9/0z = 0 gilt). Durch die Rota-

tionssymmetrie geniigt im Folgenden die Betrachtung der Ebene y = 0. In dieser haben
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idealer idealer idealer
magnetischer 17 elektrischer T elektrischer
Leiter Leiter Leiter
2h 2h
y
--------- 5 « I VY, S N
| D | | oA Y | | Y 2 ~ Y
/ elektrische / magnetische Schlitz mit
X z-Dipole  x z-Dipole  x el. Feldstarke
O ke - M - E¢(z) in der
Apertur, in-
(a) (b) (©) nen feldfrei

Abbildung I.1: Ring aus z-Dipolen, duales Problem und Betrachtung als Schlitzantenne

die Linienquellen nur eine x-Komponente des Wellenzahlvektors ﬁ Um nun auch andere
Strahlungsrichtungen als die x-Richtung zuzulassen, werden trotz konstanter Betriebsfre-

quenz f verschiedene Werte von (3, angenommen. Es gilt:
g5 = B + 5 (L.1)

Dabei ist By = 27 - f/co durch f = const. gegeben. Aus Gl. 1.1 folgt:

B (B2) = £/ 658 — B2 (1.2)

Ein ,Durchscannen (von —oo bis +00) aller Werte von f3, sorgt nicht nur dafiir, dass alle
moglichen Werte fiir 3, vorkommen, sondern bezieht exponentiell geddmpfte Moden, die
fiirs unmittelbare Nahfeld von Bedeutung sind, automatisch mit ein. Dem undefinierten
Vorzeichen vor der Wurzel in Gl. (I.2) kommt dabei die Bedeutung zu, dass sich bei ei-
nem reellen Ergebnis der Wurzel eine herauslaufende Welle ergeben muss (positives reelles
Argument der Hankelfunktion H(?)(x)), andererseits aber bei einem imaginsren Ergebnis
der Wurzel in jedem Fall ein exponentiell geddmpfter (und nicht etwa ansteigender) Feld-
verlauf (negativ imaginéres Argument der Hankelfunktion). Um zwischen den Vorzeichen
umzuschalten, wird beispielsweise in [42] der A-Operator definiert.

In der Apertur der Schlitzantenne kommt nur eine ¢-Komponente der elektrischen Feld-

stéirke vor. Das transformierte Feld lautet! [33]:
Ey(8) = [ Bol) - exp(=i8,2) 2 (13)

Fir E,(z) wird derselbe Verlauf wie bei der Stromverteilung eines Dipols allgemeiner

Lénge angenommen:

Ey(z) =Ey-sin[fBy - (h—|z2|)] firx —h <z <h, 0 sonst. (1.4)

Harrington verwendet fiir 8, den Parameter w.
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Bei h handelt es sich um die halbe Lange des Dipols, vgl. Abb. I.1. Das Einsetzen von
Gl (I.4) in (1.3) und ein Ausfithren der Integration liefert:

E4(B,) = 2E, - ﬁgﬁfoﬁg (cos (h - f3,) — cos (h- [B)) (L.5)

Fiir das Feld aufierhalb des Zylinders folgt nach [33] mit dH((]Q) (x)/dx = —H® (x):

FHY o (£ - 5
Ey(z,z) = %_4 E;) %G'Ei\/;i;ﬁ%%) exp (jf.2) dp, (1.6)

2, 7 A |:;1’; (j:\/ﬂg - ﬁf)] cos (h - B,) — cos (h - Bo)
T {a, (i m)] g — 0

Bei a handelt es sich um den Zylinderradius und bei HgQ) () um die Hankelfunktion erster

Ordnung fiir herauslaufende Wellen, wofiir der hochgestellte Ausdruck ,,(2)¢ steht. Fiir
die Wahl des Vorzeichens vgl. den Abschnitt nach Gl. (I.2). Das Integral in Gl. (1.6) kann

numerisch ausgewertet und somit das elektrische Feld Ey {iberall aulerhalb des Zylinders

exp (j&,2) df,

berechnet werden.






Anhang J

Fresnelsche Beziehungen fiir das
Magnetfeld

Bei der in Abschnitt 7.2 vorgenommenen Analyse einer dielektrischen Linse mittels der
PE-Methode wird ein rotationssymmetrisches elektromagnetisches Feld angenommen, das
TE bzgl. ¢ und TM bzgl. r in Kugelkoordinaten bzw. TM bzgl. p und z in Zylinderko-
ordinaten ist. D.h. das Magnetfeld weist ausschlieBlich eine ¢-Komponente H, auf. Die
PE-Rechnung erfolgt anhand der zu Hy proportionalen ¢-Komponente des elektrischen
Vektorpotentials F', vgl. Abschnitt 7.2.2. Zur (niherungsweisen) Berechnung der in der
Linse weiterlaufenden (gebrochenen) Welle werden die fresnelschen Beziehungen fiir H,
benotigt. Das Magnetfeld H steht senkrecht zur Einfallsebene!, dementsprechend liegt das
elektrische Feld E in der Einfallsebene. In der Literatur sind die fresnelschen Beziehungen
gewohnlich fiir das elektrische Feld angegeben. Nach der Betrachtung in [45] liegt der Fall
der parallelen Polarisation vor.

Zwar herrschen an der Linseneintrittsfliche i. Allg. keine Fernfeld-Bedingungen; sofern die
Speiseantenne die Linse aber nicht beriihrt?, kann jedoch davon ausgegangen werden, dass
der Abstand zwischen Linse und Speiseantenne so grof§ ist (> Ao/27 [11]), dass von einer
Uberwindung des reaktiven Nahfeldes und einer Verkniipfung zwischen dem elektrischen
und magnetischen Feld iiber den Feldwellenwiderstand Zp gesprochen werden kann. In
diesem Fall gilt fiir die Amplitude des Magnetfeldes der in Medium 1 auf die Grenzfliche
einfallenden Welle

Heo = Eeo/Zp1 (J.1)

und dementsprechend fiir die weiterlaufende (gebrochene) Welle in Medium 2

Hyo = Ey/Zpo. (J.2)

'Bei der Einfallsebene handelt es sich durch die Ausnutzung der Rotationssymmetrie um eine Halb-

ebene ¢ = const., also z. B. um die Halbebene = > 0,y =0
2Wire die Speiseantenne direkt mit der Linse verbunden, so lige an dieser Stelle keine Grenzfliche
zwischen zwei Medien vor und die Anwendung der fresnelschen Beziehungen wire nicht erforderlich.
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Dabei sind Ey und Eg die entsprechenden Amplituden der elektrischen Feldstarke. Aus

den in [45] hergeleiteten Bezichungen

ZFl sin anq

ZF2 sin (0%}

und .
Ey 2 sin oy coSs g

Ey  sin(oq + ag)cos () — ay)

folgt
Hyg 2 sin oy cos ay sin (2a)

Hy  sin(a; + ag)cos(a; —ay)  sin(ag + o) cos () — ag)’

(J.3)

(J.4)

(J.5)

Bei a7 und s handelt es sich um die Brechungswinkel gem&fl dem snelliusschen Bre-

chungsgesetz® (vgl. Anhang C). Es ist zu beachten, dass Gl. (J.5) nur fiir den Fall gilt,

dass das Magnetfeld senkrecht auf der Einfallsebene steht, und genau genommen nur,

wenn eine ebene Welle auf eine unendlich ausgedehnte Grenzfliche fallt, d. h. die Grenz-

flache muss grof3 gegeniiber der Wellenléinge und die Kriimmungen der Fliache und der

Phasenfronten miissen vernachléssighar sein.

3Fiir den Sonderfall a; = az = 0 ist in Gl. (J.5) ay dennoch aus dem snelliusschen Brechungsgesetz

mit dem Grenzfall a; — 0 zu berechnen.
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