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Kurzfassung

Kurzfassung

Die wissenschaftliche Auseinandersetzung mit der Stabilitdt von Tragwerken reicht in
der Geschichte weit zurtick. Leonhard Euler befasste sich bereits im Jahr 1744 dem
Stabilitatsversagen druckbelasteter Stabe. Bis heute ist die Frage nach der 9téét in
vielen Bereichen, vom Bauwesen bis zur Luft- und Raumfahrt, relevant fur die Bemes
sung und Konstruktion einzelner Bauteile sowie gesamter Tragstrukturen.

Die Analyse eines Tragwerks hinsichtlich seiner Stabilitat kann dabei in drei Abschnitte
untergliedert werden: erstens die Untersuchung des Systems vor dem Stabilitatsagen,
zweitens die Eigenschaften des Systems an einem kritischen Punkt sowie drittens die
Untersuchung des Verhaltens im Nachbeulbereich.

Flr eine geometrisch nichtlineare Analyse des Vor- und Nachbeulbereichs existiert eine
Vielzahl inkrementell-iterativer Losungsverfahren, die seit den 1970er Jahrentwitkelt
wurden. Sie ermoglichen die zuverlassige Berechnung nichtlinearer Gleichgewichtspfade
einer Struktur, auch wenn diese in Last oder Verschiebung ruckldu g sind. In den ver-
gangen Jahrzehnten wurden diese Methoden stetig weiterentwickelt und verbes, etwa
durch die Erweiterung auf mehrere Parameter. So lassen sich fur Systeme mit mehreren
Veranderlichen die resultierenden Gleichgewichtspfade zu Gleichgewichts &chen &rw
tern. Mithilfe begleitender Maynahmen kann zudem an jedem Gleichgewichtspunkt eine
Aussage Uber die Stabilitat des Systems getro en werden.

Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf dem zweiten der oben genannten Punkte
Es werden Methoden prasentiert, die eine direkte Berechnung von Durchschlags- und
Verzweigungspunkten fir Systeme ermdglichen, die durch eine von auyen aufgebrachte
Knotenverschiebung belastet werden. Hierfiir wird die fur Kraftlastfalle bereitgerftig-
bare Methode der erweiterten Systeme, die in der Literatur meistens mit dem englischen
Begri Extended Systems bezeichnet wird, modi ziert und erganzt. Fur die direkte Be-
rechnung von Durchschlagspunkten wird die Residuumsgleichung fur das Gleichgewicht
um eine Stabilitatsbedingung erweitert. Diese ist ausschlieylich an kritischen Punkten
erfullt und lasst sich aus dem Indi erenzkriterium nach Euler herleiten. Eine Neben-
bedingung, die eine triviale L6ésung vermeidet und die Anzahl der Gleichungen und die
Anzahl der Unbekannten ausgleicht, ergibt sich aus der Normierung der Lange des Ei-
genvektors. Fur die direkte Ermittlung von Verzweigungspunkten muss zusatzlich sla
Kriterium zur Unterscheidung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten fir den Fall
inhomogener Dirichlet-Randbedingungen neu hergeleitet werden. Nach einer konsisten-
ten Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems lasst sich die Lésung mittels
inkrementell-iterativer Methoden ermitteln. Mit den prasentierten Methoden wid das
Anfangsnachbeulverhalten fir Systeme mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
numerisch analysiert, wodurch die bisherige Kategorisierung nadtoiter (1967) er-
weitert wird.

Zur Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems ist die Ermittlung einer Rich-
tungsableitung der Stei gkeitsmatrix in Richtung des Beulvektors erforderlich. In der
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bisherigen Literatur wird die Ableitung mittels Di erenzenquotienten angenahert. Die-

se Methoden bendétigen eine geringe Rechenzeit, ihre Eigenschaften hédngen jegooh
einem Parameter, der Groye des Di erenzenschritts, ab. Wird dieser zu groy odau
klein gewahlt, ist der resultierende Fehler zu groy und die iterative Berechnung kav
giert nur langsam oder gar nicht zur gesuchten Losung. In dieser Arbeit werderstmals
Methoden zur Ermittlung totaler und partieller Ableitungen, die auf hyperkomplexen
Zahlen basieren, mit der Methode der Extended Systems kombiniert. Diese Methoden
sind unabh&ngig von der Parameterwahl und ermoglichen eine exakte Berechnung erster
und zweiter Ableitungen. In der vorliegenden Arbeit werden die beschriebenen Metho-
den auf die Ermittlung der Richtungsableitung tUbertragen.

Bei der Untersuchung der Tragfahigkeit einer stabilitdtsgefahrdeten Struktur ham Im-
perfektionen einen groyen Ein uss auf die Traglast. Bereits kleinste Abweichungan der
Geometrie eines Tragwerks oder Eigenspannungen im Material kdnnen, besondesis b
schlanken Tragwerken, zu einer deutlichen Abminderung der Traglast fihren. Um den
Ein uss geometrischer Imperfektionen genauer untersuchen zu kénnen, werden in dies
Arbeit zwei Methoden prasentiert, die sich in ihrem Umgang mit Imperfektionen grund-
legend voneinander unterscheiden. Bei der ersten Methode ist die Imperfektionsiaine
gegebene Grdye. Durch eine e ziente, sich wiederholende Berechnung kritischemRte

fur eine Vielzahl an Imperfektionsformen oder -amplituden lassen sich damit kritische
Pfade ermitteln. Dies geschieht in der vorliegenden Arbeit durch eine geeignete Wahl
der Pradiktoren fur die unterschiedlichen Imperfektionsformen bzw. tUber eine zuzkt
che Erweiterung der Gleichungssysteme zur direkten Berechnung kritischer Punkte um
eine Zusatzgleichung zur Pfadverfolgung. Bei der zweiten Methode werden die Imper
fektionen als Unbekannte in das Gleichungssystem eingebracht. Durch eine zabéhe
Bedingung, die sich aus der Variation des Potentials nach den Imperfektionen ergibt,
sowie das Einbinden der Nebenbedingung lber eine Stra unktion lassen sich mit dieser
Methode unginstigste Imperfektionsformen nden. Diese Methode ist eine Weiterent-
wicklung der von Deml und Wunderlich (1997) vorgschlagenen Vorgehensweise.

Abschlieyend werden die hier vorgestellten Methoden und Algorithmen an einer Aus-
wahl an numerischen Experimenten demonstriert. Anhand der Beispiele wird u.a. ge-
zeigt, dass die Richtungsableitung flr eine Vielzahl an Elementformulierungen e zient
ermittelt werden kann. Hierbei kommen vom einfachen ebenen Stabelement tUber smg
metrische Schalenelemente bis hin zu Volumenschalenelementen, die durch eine Erwei-
terung des Verzerrungsansatzes kinstliche Versteifungse ekte reduzieren, zHmsatz.
Zudem wird die Anwendbarkeit der in der vorliegenden Arbeit entwickelten Methoden
auf nichttriviale Systeme im Rahmen der Finite-Elemente-Methode mit vielen Freiheits-
graden nachgewiesen.
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The scienti ¢ debate on the stability of structures goes back a long way in history.
Leonhard Euler dealt with the stability failure of pressure-loaded bars as early ag44.
To this day, the guestion of stability is relevant for the design and constructionfo
individual components and entire supporting structures in many areas of engineering,
from civil engineering to aerospace.

The analysis of a structure regarding its stability can be divided into three sectionsst,
the investigation of the system prior to stability failure, second, the system pperties
directly at a critical point and third, the investigation of the postbuckling behavia.

For a geometrically non-linear analysis of the pre- and postbuckling behavior, a vayie

of incremental-iterative solution methods exist, which have been developed sirtbe
1970s. They allow the reliable calculation of non-linear equilibrium paths with snap-
backs ans snap-throughs in load and displacement. In the past decades, these methods
have been continuously developed and improved, for example by extending them to
multiple parameters. Thus, the resulting equilibrium areas can be determined for systs

with several variables. Furthermore, conclusions can be drawn about the stabyjliof the
system at each equilibrium point with the help of accompanying measures.

The focus of the present thesis is laid on the second of the above-mentioned issue
Methods are presented that allow a direct calculation of limit and bifurcation points
for systems loaded by an externally applied nodal displacement. For this purpose, the
method of extended systems, which already exists for force load cases, islired and
supplemented. For the direct calculation of limit points, the residual equation for equi-
librium is extended by a stability condition. This condition is only ful lled at critical
points and can be derived from the indi erence criterion according to Euler. A cstraint
that avoids a trivial solution and balances the number of equations and the number of
unknowns is obtained by normalizing the length of the eigenvector. For the direct de-
termination of bifurcation points, the criterion for distinguishing limit and bifurcation
points for the case of non-homogeneous Dirichlet boundary conditions must also be de-
rived accordingly. After consistent linearization of the non-linear system of aqtions,
the solution can be determined by incremental-iterative procedures. With the praged
methods the initial post buckling behaviour according t&oiter (1967) is analyzed nu-
merically for systems including inhomogeneous Dirichlet boundary conditions, whereby
the previously described categorization can be extended.

Due to the linearization of the non-linear system of equations, it is necessary totele
mine a directional derivative of the sti ness matrix into the direction of the buckling
vector. In the existing literature, the derivation is approximated with di erence quoti-
ents. These methods require only a short computing time, but depend on a parameter
to be selected. If this parameter is chosen too large or too small, the resultingoeg is
too large, respectively and the iterative calculation requires more iteratis or diver-
ges within a nite number of iterations. In this thesis, methods for determining total



Abstract

and partial derivatives are combined with the method of extended systems based o
hyper-complex numbers for the rst time. These methods are independent of parareet
choice and allow an exact calculation of rst and second derivatives. Moreayén the
present thesis, the described methods are applied to the determination of directional
derivatives.

When investigating the load-bearing capacity of a structure at risk of stabilityjmper-
fections have a major in uence on the critical load. Even the smallest deviations in the
geometry of a structure or residual stresses in the material can lead to igrs cant re-
duction in the load-bearing capacity, especially in the case of slender structurésorder
to investigate the in uence of geometric imperfections more precisely, two methodse
presented in this thesis, which di er fundamentally in their handling of imperfections. In
the rst method, the shape of the imperfection is prescribed. By an e cient, reptitive
calculation of critical points for a large number of imperfection shapes @mplitudes,
critical paths, also called fold lines, can be determined. This is done in the present wor
by a suitable predictor choice for the di erent imperfection modes or by an additional
extension of the systems of equations for the direct calculation of critical s by an
additional equation for path tracing. In the second metho, the imperfections are in-
troduced as unknowns into the system of equations. By using an additional condition
resulting from the variation of the potential energy with respect to the impgections as
well as by including the constraint via a barrier function, this method can be used to
nd unfavorable imperfection shapes.

Finally, a selection of the methods and algorithms presented in this thesis are demonstra
ted in numerical experiments. Among other things, the examples show that the directio-
nal derivative can be e ciently determined for a large number of element formut#ns,
from simple truss elements to isogeometric mid-surface shell elements to solid sakel
ments, which reduce locking e ects by an extension of the strain ansatz. Irddition,
the applicability of the methods developed in this thesis to non-trivial systems within
the framework of FEM with many degrees of freedom is demonstrated.
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Einleitung

Es bewegt sich alles, Stillstand gibt es nicht schrieb der Kinstler Jean Tinguely in
seinem Manifest Fur Statik im Jahr 1959. In einer Welt ohne Stillstand kann es somit
auch keine Stabilitdt geben, leitet sich der Begri der Stabilitat doch vom Lateinischen
stabilis ab, dass mitfest stehendibersetzt werden kann. Anders als in dieser radikalen
Verneinung der Stabilitat im Sinne statischer Gleichgewichtszustande, die aus dem Zitat
Tinguelys abgeleitet werden kann, ist die Existenz stabiler Zustande, aber auch deren
Grenzen, in vielen wissenschaftlichen Disziplinen von groyer Bedeutung. In der Kergph
sik etwa, in der die Stabilitat eines Atomkerns gegenuber radioaktivem Zerfall ustsucht
wird. Auch in den Wirtschaftswissenschaften oder der Thermodynamik werden Systeme
auf ihre Stabilitdt und deren Grenzen hin analysiert. Dabei stellt sich immer die Frage
nach der maximalen Groye einer auf das System einwirkenden Stérung, die gerade noch
zu keiner signi kanten Abweichung in der Systemantwort fuhrt (vgl.Schmitz (2016)).

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Frage nach der Stabilitat in der geometrisch
nichtlinearen Strukturmechanik. Neben dem Verhalten der Struktur im stabilen und
instabilen Zustand ist vorrangig die Frage nach der Berechnung stabilitatskritisch&iu-
sténde von Interesse.

Im folgenden Abschnitt wird zunachst kurz die Motivation erlautert, die zu dieser Arbeit
gefiihrt hat. Es folgen ein kurzer Uberblick tber den Stand der Technik, die Ziele der
Arbeit sowie deren Gliederung.

1.1 Motivation

Die Frage nach der Stabilitat einer dinnwandigen, druckbelasteten Struktur ist in vie-
len Bereichen der Ingenieurwissenschaften von groyem Interesse. Dawed der Begri
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hau g im Zusammenhang mit dem Versagen eines Bauteils oder eines gesamten Trag-
werks in Verbindung gebracht. Die Versagensszenarien des Knickens, Biegedrillkainsk
oder Beulens sowie die rechnerischen und konstruktiven Vorschriften, um eben dies zu
vermeiden, sind fir die jeweiligen Strukturen und Werksto e in den entsprechenden
Normen geregelt.

Daneben gibt es seit einigen Jahren immer mehr Forschungsarbeiten mit dem Ziel, Sta-
bilitdtsversagen gezielt zu nutzen. Beispiele hierfur sind z.B. die Untersuchung und
Entwicklung auxetischer Metamaterialien Lazarus und Reis (2015)) oder die ge-
zielte Veranderung der Topogra e und damit der aerodynamischen Eigenschaften von
Trag achen (Temwagne u.a. (2014)). In der Arbeit von Reis (2015) werden diese
verschiedenen Sichtweisen mBuckliphobiaund Buckliphilia bezeichnet.

Fur beide Falle ist zun&chst das nichtlineare Verhalten der Struktur, also der nichtlinea-
re Zusammenhang zwischen der Kraft, die auf ein Tragwerk wirkt und der deformierten
Geometrie von Interesse. Da aufgrund der Nichtlinearitat des Problems die Lésunghtic
direkt ermittelt werden kann, kommen hierfur inkrementell-iterative Methoden zum Ein-
satz. Den Ubergang zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht bilden sogenannte
kritische Punkte, an denen die Stei gkeitsmatrix singuléar wird. Man unterscheidet dabei
zwischen Durchschlags- und Verzweigungspunkten, wobei Verzweigungspunkte nochmals
untergliedert werden kdénnen in symmetrisch stabile, symmetrisch instabile sowie asy
metrische Verzweigungspunkte. Sowohl fir die Vermeidung von Schaden an Tragwerken
als auch fur die gezielte Manipulation gewiinschter Struktureigenschaften ist eine ktea
Berechnung dieser kritischen Punkte hilfreich.

Imperfektionen kénnen die Traglast dunnwandiger Strukturen stark reduzieren. Hiarz
existiert bereits eine Vielzahl an Forschungsarbeiten. Die Suche nach der unginstgst
Imperfektionsform gleicht dabei h&u g der Suche nach der Nadel im Heuhaufen. Ob fur
reale Tragwerke die eine ungunstigste Imperfektionsform Uberhaupt existiert,ira in
Schneider u.a. (2005) zudem hinterfragt. Aus akademischer Sicht ist dennoch von
Interesse, Imperfektionsformen systematisch zu untersuchen und die zumindeetore-
tisch ungunstigste Imperfektionsform zu nden.

1.2 Stand der Technik

Bei der Erstellung des folgenden Abschnitts wurde auf die Arbeiten vallagner (1991)
und Reitinger  (1994) zurtickgegri en.

Die ersten Stabilitatsuntersuchungen gehen in der Zeit weit zurtick. Euler unterdue
bereits 1744 das Ausknicken druckbelasteter Stabe. Ausfuhrliche Untersuchumgtes
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Stabilitdtsverhaltens von Schalen erfolgen vor etwa einem Jahrhundert in den Arbeite
von Zoelly (1915) (Kugelschalen) sowié.orenz (1908), Timoschenko (1910) und

Fligge (1932) (Kreiszylinderschalen). Die hierbei rechnerisch ermittelten Grenzlast

wichen jedoch weit von den experimentell ermittelten Lasten ab. In den Arbeh von

Von Karman und Tsien  (1939) und Von Karman und Tsien  (1941) wurde aus
diesem Grund die Untersuchung auf den Nachbeulbereich erweitert.

Eine asymptotisch exakte Naherung des Nachbeulbereichs fur kontinuierliche elasti-
sche Strukturen, auch Anfangsnachbeulanalyse genannt, lieferte die Arbeit visoiter
(1967), die bereits im Jahr 1945 in niederlandischer Sprache erschien. Durch eine Reihen-
entwicklung des Belastungs- und Verschiebungszustands im unmittelbaren Nachbeulbe-
reich lasst sich der Sekundéarpfad in der Umgebung des Verzweigungspunkts ermitteln.
Das Verhalten des Sekundarpfads im Nachbeulbereich erméglicht schlieylich eine Ka-
tegorisierung der verschiedenen Verzweigungspunkte. Etwa zwanzig Jahre nach &oit
erfolgte eine Weiterentwicklung der Anfangsnachbeulanalyse u.a. durch Arbeitenrnvo
Sewell (1965), Thompson (1969), Budiansky und Hutchinson (1972), Thomp-

son und Hunt (1973b) sowieBudiansky (1974).

Fast alle bisher aufgefihrten Arbeiten beschéftigen sich mit der Untersuchung deshtic
linearen Systemverhaltens und der Stabilitdt kontinuierlicher Systeme. Mit dem Auf-
kommen des Computers in den 60er Jahren des vergangenen Jahrhunderts verlagern
sich die Untersuchungen hin zur numerischen Analyse diskreter Systeme. Die vermut-
lich erste Arbeit, die sich aus numerischer Sicht mit dem Verzweigen befasst, ratat

von Thurston  (1969) und lasst sich als numerisches Pendant zur Koiter'schen An-
fangsnachbeulanalyse interpretieren.

Mit der immer schneller voranschreitenden Entwicklung der Finite-Elemente-Methode
in den 1960er und 1970er Jahren verschob sich der Forschungsschwerpunkt imnegtew

hin zu numerischen Stabilitatsuntersuchungen. Dies liegt zum einen an der Entwicklung
neuer Elementformulierungen fir Stabe, Scheiben und Schalen, mit denen sich schlanke
Tragwerke untersuchen lassen. Es liegt zum anderen an der Entwicklung versdeiger
Methoden zur Pfadverfolgung bei nichtlinearem Strukturverhalten. Diese Entwidkng
fand sowohl in den Ingenieurwissenschaften wie auch in der numerischen Mathema-
tik statt. Wichtige Arbeiten in der Ingenieurliteratur stammen dabei von Wempner
(1971),Riks (1972),Riks (1979),Crisfield (1981),Ramm (1981) sowieSchweizer-

hof und Wriggers (1986). Im Bereich der Mathematik sind hier die Arbeiten von
Keller (1977),Rheinboldt (1981) oderFried (1984) zu nennen. Eine Erweiterung
der Problemstellung auf mehrere Kontrollparameter, in der Literatur auch als gendra
sierte Pfadverfolgung bezeichnet, ndet sich u.a. ispence und Jepson (1984) sowie
Eriksson (1998).
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Zur Berechnung kritischer Punkte wurden zun&chst Naherungsverfahren entwickdha-
bei werden begleitend zu einer Pfadverfolgung z.B. die Determinante der Stei gfise
matrix oder deren Eigenwerte analysiert. Wird entlang eines Gleichgewichtspfad
kritischer Punkt Gberschritten, kann man sich diesem Uber Bisektionsmethoden anna-
hern. Hier sei u. a. auf die Arbeiten vorBrendel (1979),Brendel und Ramm (1982)
und Wagner und Wriggers (1988) verwiesen.

Die direkte Berechnung kritischer Punkte ndet sich zuerst in der mathematischen Li-
teratur. Durch eine Erweiterung der Gleichgewichtsbedingung um eine Stabilitdtsbedin-
gung, die nur an einem kritischen Punkt erfullt ist, lieyen sich erstmals Durchschlags-
und Verzweigungspunkte direkt berechnen. Wichtige Arbeiten sind hierbKEeener und
Keller (1973), Seydel (1977), Moore (1980) sowieSpence und Jepson (1984).
Die genannten Arbeiten beschranken sich dabei jedoch auf Systeme mit nur wenigen
Freiheitsgraden. Eine Ubertragung dieser Methoden auf Anwendungen im Ingenieurwe-
sen, bei denen die Zahl der Freiheitsgrade deutlich groyer ist, gelang durch die Arbeit
von Wriggers u.a. (1988) und Wriggers und Simo  (1990). Auch hier lasst sich,
wie bereits bei der Pfadverfolgung, die Problemstellung auf Systeme mit mehr als einem
Lastparameter erweitern. Untersuchungen hierzu nden sich beispielsweise Hiniks-

son (1994), Eriksson (1997), Rezaiee-Pajand und Moghaddasie (2014), Cox
u.a. (2018) sowieGroh u.a. (2018).

Wie bereits erwahnt Uberschétzen rechnerisch ermittelte Grenzlasten die bealen Ex-
perimenten ermittelten Grenzlasten deutlich. Dies lasst sich durch Imperfektien in der
Geometrie oder dem Material erklaren, die in einem Rechenmodell mit perfekter Geo
metrie und homogenem Materialverhalten nicht bertcksichtigt werden. Im Bauwes
werden daher hdu g eigenforma ne Vorverformungen beriicksichtigt. Um die ungins-
tigste Imperfektionsform rechnerisch ermitteln zu kénnen, wurden die Imperfe@nen

in der Arbeit von Deml (1997) und Deml und Wunderlich (1997) als zusatzliche
Unbekannte eingefihrt. Einen anderen Ansatz, der sich starker an realen Tregrken
orientiert und auf einem stochastischen Ansatz fur Imperfektionsformen beryhterfol-
gen die Arbeiten vonLauterbach u.a. (2018) undFina u.a. (2020).

Wie bereits bei den Pfadverfolgungsmethoden wurden auch die Methoden zur exak-
ten Berechnung erster und zweiter Ableitungen auf unterschiedliche Weise sowohl in
den Ingenieurwissenschaften als auch in der Mathematik entwickelt. In der numehsn
Mathematik werden die hier vorgestellten Methoden unter dem Bergriautomatic di e-
rentiation zusammengefasst. Sie beruhen auf einer Zerlegung der abzuleitenden Funkii-
on in grundlegende mathematische Operationen und Funktionen, die anschlieyend unter
Berucksichtigung der Kettenregel abgeleitet werden kdonnen. Eine erste Besshung
der Methode ndet sich in der Arbeit von Wengert  (1964), die inRall (1983) und
Rall (1986) weiterentwickelt wurde. Eine sehr gute Zusammenfassung ndet sich dazu
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in Griewank und Walther (2008). Die in den Ingenieurwissenschaften entwickelten
Methoden lassen sich durch die Zuhilfenahme hyperkomplexer Zahlen aus den klas-
sischen Di erenzenquotienten herleiten. Erste Arbeiten nden sich bereits ihyness

und Moler (1967) undLyness (1967). Sie bilden die Grundlage fur die Algorithmen

in Squire und Trapp  (1998) und Martins u.a.  (2003) zur Berechnung erster Ab-
leitungen und inFike und Alonso  (2011) zur exakten Berechnung erster und zweiter
Ableitungen.

1.3 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung zuverlassiger Algorithmen zur direk
ten Berechnung kritischer Punkte fir statische Systeme, die durch inhomogene Dirichlet-
Randbedingungen belastet sind. Weiterhin sollen diese Algorithmen zur Untersuchung
der Imperfektionsemp ndlichkeit schlanker Tragwerke erweitert werden.

Zur Bericksichtigung der Verschiebungslastfalle bei der direkten Berechnung voaroh-
schlags- und Verzweigungspunkten werden die auch als Extended Systems bezeichneten
Methoden, die inWriggers u.a. (1988) erstmals im Zusammenhang mit der Finite-
Elemente-Methode vorgestellt wurden, angepasst. Daflr missen alle notwendigealin-
gungen fur Verschiebungslasten neu hergeleitet werden. Die neuen Bedingungen lassen
sich anschlieyend in einem erweiterten nichtlinearen Gleichungssystem zusammenfas
sen.

Bevor das nichtlineare Gleichungssystem gel6st werden kann, muss dieses zun&arst
sistent linearisiert werden. Im anschlieyenden iterativen Losungsprozess mussRiieh-
tungsableitung der Stei gkeitsmatrix in Richtung des zum Nulleigenwert gehérenden
Eigenvektors bestimmt werden. Zur Berechnung der Richtungsableitung werden in die-
sem Zusammenhang erstmals numerische Ableitungsalgorithmen angewandt, die auf hy-
perkomplexen Zahlenformaten beruhen. Die Algorithmen zur numerischen Berechnung
erster und zweiter Ableitungen nachMartins u.a. (2003) und Fike und Alonso
(2011) werden hierfur auf die Berechnung der Richtungsableitung Ubertragen. Ziel ist
dabei die zuverlassige Berechnung der Richtungsableitung, die mittels komplexzahliger
Ableitungsmethoden praktisch fehlerfrei und parameterunabhéngig moglich ist.

Aufbauend auf den bisher entwickelten Methoden soll in einem nachsten Schritt die Im-
perfektionsemp ndlichkeit schlanker Strukturen untersucht werden. Hierfiir missen die
Algorithmen erneut erweitert werden. Ziel ist dabei zum einen eine e ziente Berech-
nung kritischer Punkte fir eine Vielzahl imperfekter Ausgangssysteme. Zum anderen
soll es eine Modi kation der inDeml (1997) vorgestellten Methoden zur Bestimmung
der ungunstigsten Imperfektionsformen ermdglichen, diese auch dann zu nden, wenn
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bei zunehmender Imperfektionsamplitude die kritische Last nach einem anféanglichen
Abfall wieder ansteigt.

1.4 Gliederung der Arbeit

Kapitel 2 liefert einen Uberblick tiber die in dieser Arbeit notwendigen Grundglei-
chungen der nichtlinearen Festkdrpermechanik. Sie ermdglichen die Formulierung des
elastostatischen Randwertproblems in der starken Form, das anschlieyend mit der-Me
thode der gewichteten Residuen in die schwache Form tberfiihrt wird. Diese bildet die
Grundlage zur Losung mit der Finite-Elemente-Methode.

In Kapitel 3 wird nach einem allgemeinen Uberblick Uiber nichtlineare E ekte in der
Strukturmechanik der Fokus auf geometrisch nichtlineare Phanomene gelegt. Neben den
Eigenschaften statischer Gleichgewichtspfade und deren Erweiterung zur Gleichgpts-
ache wird auf den Begri der Stabilitét in dieser Arbeit sowie die De nition kritischer
Punkte genauer eingegangen. Des Weiteren wird die Kategorisierung des Anfangsnach-
beulverhaltens nachKoiter (1967) auf Verschiebungslastfalle erweitert. Abschlieyend
wird der Ein uss von Imperfektionen auf die Stabilitat schlanker Strukturen beschrie-
ben.

Die Kapitel 4 und 5 befassen sich anschlieyend mit der Analyse der in Kapitel 3 be-
schriebenen Phanomene.

Kapitel 4 gibt hierfir zuerst einen Uberblick Uber Methoden zur Verfolgung stati-
scher Gleichgewichtspfade, bevor verschiedene Methoden zur Analyse der Stabilitét v
Gleichgewichtspunkten verglichen werden. Im Anschluss werden erweiterte Gleichsing
systeme zur direkten Berechnung kritischer Punkte fur Kraftlastfalle vorgésllt. Darauf
aufbauend werden die erweiterten Gleichungssysteme zur direkten Berechnungigcter
Punkte flr Verschiebungslastfalle hergeleitet.

Kapitel 5 beschaftigt sich mit Moglichkeiten zur systematischen Untersuchung der
Imperfektionsemp ndlichkeit schlanker Tragwerke. Hierfur wird neben e zienten Algoe
rithmen zur wiederholten Berechnung kritischer Punkte fir eine Vielzahl imperfekter
Systeme auch ein Algorithmus zur Suche nach der ungunstigsten Imperfektionsform
vorgestellt, der auf der Arbeit vonDeml (1997) beruht.

Kapitel 6 befasst sich mit der numerischen Berechnung von partiellen und totalen
Ableitungen analytischer Funktionen. Hierfir werden zunachst die klassischen Di e-
renzenquotienten erlautert und die dabei auftretenden Fehler untersucht. Anschlesyd
werden neuere Methoden, die auf den Arbeiten vodlartins u.a. (2003) und Fike



1.4 Gliederung der Arbeit

und Alonso (2011) basieren, vorgestellt. Diese Methoden basieren auf hyperkomple-
xen Zahlen und ermdoglichen eine fehlerfreie Berechnung von Ableitungen. Abschlieyend
werden die prasentierten Methoden zur Ermittlung der Richtungsableitung der Stei g-
keitsmatrix in Richtung des Beulvektors erweitert.

In Kapitel 7 wird eine Auswahl der neuen Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt
werden, an numerischen Beispielen demonstriert. Hierbei werden die Vorteile und Be-
sonderheiten aufgezeigt und mit bisherigen Verfahren oder Beispielen aus der Litarat
verglichen.

Kapitel 8 fasst alle Neuerungen und Erkenntnisse die sich aus der Arbeit geben, noch
einmal zusammen. Abschlieyend wird an ausgewahlten Beispielen aufgezeigt, wie die
beschriebenen Methoden weiterentwickelt oder auyerhalb des bisherigen Anwendungs
gebiets eingesetzt werden kdonnen.
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Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist die Grundlage strukturmechanischer Problemstellungen.
Im ersten Abschnitt 2.1 wird daher der Zusammenhang zwischen Deformationen, Ver-
zerrungen und Spannungen aufgezeigt. Diese Beziehungen fiihren zusammen mit den
statischen und geometrischen Randbedingungen auf das elastostatische Randwert-
problem, das in Abschnitt 2.2 von der starken in die schwache Form uUberfuhrt wird.
In Abschnitt 2.3 wird auf die grundlegende Vorgehensweise bei der Methode der ni-
ten Elemente eingegangen. Hierbei wird die schwache Form des kontinuierlichero-Pr
blems zunachst in eine diskrete Form Uberfuhrt. Auch das diskretisierte Problem ist
aufgrund nichtlinearer Zusammenhéange noch nicht direkt I6sbar, weshalb es zunéchst
linearisiert und anschlieyend mit inkrementell-iterativen Methoden gel6st wird. Das fo
gende Kapitel hat jedoch keineswegs den Anspruch, einen umfassenden Uberblick tiber
die Grundlagen der Kontinuumsmechanik zu bieten.

2.1 Nichtlineare Festkorpermechanik

Die Festkdrpermechanik ist das Teilgebiet der Kontinuumsmechanik, das sich auf die Be-
schreibung der Bewegung deformierbarer Kérper konzentriert. Die weiteremilgebiete

der Kontinuumsmechanik die Stromungslehre und die Gastheorie spielen fir diese
Arbeit keine Rolle und werden daher nicht ndher betrachtet. Neben einer komprimierten
Ubersicht Uber die grundlegenden kontinuumsmechanischen Gleichungen soll das folgen-
de Kapitel vor allem eine Einfilhrung in die in dieser Arbeit verwendete Notation bieten.
Fur ein tiefer gehendes Studium der Kontinuumsmechanik sei auf die Lehrblcher von
Holzapfel (2000),Bonet und Wood (1999), Atenbach und Altenbach (1994)

und Ibrahimbegovic  (2009) verwiesen, an denen sich dieser Abschnitt orientiert.



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Referenzkon guration Momentankon guration
des KorpersB des KorpersB
zum Zeitpunkt tg zum Zeitpunkt t

Abbildung 2.1:  Kinematik eines FestkdrpersB in der Referenz- und der Momentankon-
guration

2.1.1 Bewegung, Kinematik und Verzerrung

Die Abbildung 2.1 zeigt einen KorperB im euklidischen RaumR3 zum Zeitpunkt to
in seiner Referenzkon guration die in dieser Arbeit immer der Ausgangskon guration
entspricht sowie zum Zeitpunkt t in der aktuellen bzw. Momentankon guration. Das
vom Korper B eingenommene Gebiet zum Zeitpunkty wird mit o bezeichnet, zum
Zeitpunkt t mit . Alle weiteren Gréyen werden in der Referenzkon guration groy und
in der Momentankon guration klein geschrieben. Der Rand des Gebietes ( bzw.)
wird, je nach auyerer Beanspruchung, weiter unterteilt in den Dirichlet-Rand (o bzw.
p) und den Neumann-Rand ( bzw. ).

Die Lage eines materiellen Punkt® im Gebiet g istin seinem Ausgangszustand durch
den Ortsvektor X beschrieben. Mithilfe der Abbildungsfunktion Ilasst sich die Lage
des PunktsP in der Momentankon guration beschreiben als

x= (X:t): (2.1)

Damit ergibt sich der Verschiebungsvektou des materiellen PunktsP aus der Di erenz
der beiden Ortsvektoren zu

u=x X: (2.2)
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2.1 Nichtlineare Festkdrpermechanik

Zur Beschreibung der Deformationen wird der materielle Deformationsgradieft ein-
gefuhrt. Er ergibt sich aus der partiellen Ableitung des aktuellen Orteg nach dem
Ortsvektor in der Referenzkon guration X :

@ _ @,

F
@ @

(2.3)

Er lasst sich auch geometrisch als Abbildung eines di erenziellen Linienelements der
Referenzkon guration dX auf ein di erenzielles Linienelement der Momentankon gu-
ration dx interpretieren:

dx = FdX: (2.4)

Der Deformationsgradient liefert eine vollstandige Beschreibung der Deformatiomes
Korpers. Er ist jedoch zur Beschreibung der Verzerrungen ungeeignet, da er asthrr-
korperbewegungen enthélt. Dies fuhrt bei Verwendung voR als Verzerrungsmay zu
unphysikalischen Spannungen bei reinen Translationen oder Rotationen. Um dies zu
vermeiden, wird in der vorliegenden Arbeit der Green-Lagrange'sche Verzerrungst
sor E als Verzerrungsmay gewahlt. Dieser ist besonders fur groye Verschiebungen be
gleichzeitig kleinen Verzerrungen geeignet:

E:; F'E | :;(CCG ): (2.5)
Der VerzerrungstensoiE ist ein richtungsunabhangiger und symmetrischer Tensor zwei-
ter Stufe, der quadratisch in den Verschiebungen ist. Er lasst sich sowohl aus dem
Deformationsgradienten als auch aus dem rechten Cauchy-Green-Ten€gjz; und dem
Identitatstensor | ermitteln. Tiefergehende Ausfuhrungen zur Ermittlung vonrCcg n-
den sich u. a. inMarsden und Hughes (1994).

2.1.2 Spannungsmaye und Konstitutivgleichungen

Wirken auyere Lasten auf einen KorpeB, werden in seinem Inneren Spannungen er-
zeugt. Zur Beschreibung dieser Spannungen kénnen verschiedene Spannungsmaye her-
angezogen werden. Die Cauchy-Spannungen beziehen die aktuelle Kraft auf die echte
verformte Flache in der Momentankon guration. Sie werden daher hdu g auch als wahre
Spannungen bezeichnet. Der Cauchy-Spannungsvektoist nach dem Cauchy-Theorem
Uber den Cauchy-Spannungstensor und die Einheitsnormale der Schnitt &chen bzgl.

11



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

der aktuellen Kon guration de niert zu

t= n mit = (2.6)

Zur Beschreibung der Spannungen in der Referenzkon guration wird ein weiteres Span-
nungsmay benotigt, die 2. Piola-Kirchho -SpannungersS, auch PK2-Spannungen ge-
nannt. Sie lassen sich mithilfe des materiellen Deformationsgradient&n und dessen
Determinante h&u g auch als Jacobi-DeterminanteJ bezeichnet als Funktion der
Cauchy-Spannungen darstellen:

s=JF'F! (2.7)

Der 2. Piola-Kirchho -Spannungstensor stellt das zu den Green-Lagrange'schearyer-
rungen (Gleichung (2.5)) energetisch konjugierte Spannungsmay dar.

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen wird in den Konstitutiv-
oder Werksto gleichungen beschrieben. Das in dieser Arbeit verwendete hyplastische
Saint-Venant-Kirchho -Materialmodell stellt eine Erweiterung der linearen Elastiztat
dar, bei der die Green-Lagrange'schen Verzerrungénsowie die PK2-Spannungef die
linearen Verzerrungen und Spannungen ersetzen.

Hyperelastische Materialimodelle sind nicht pfadabhé&ngig. Die Spannungen lassen sich
Uber deren Potential, in diesem Fall auch als VerzerrungsenergiedicM&(E) bezeichnet,
ausdriucken:

@v (E)
@

Fir das hier verwendete Saint-Venant-Kirchho -Materialmodell berechnet sich die &r-
zerrungsenergiedichte wie folgt:

S = : (2.8)

W (E) = ; _tr(E) 2+ Ltr(E :E): (2.9)
Die Ableitung nach den Verzerrungen liefert schlieylich die PK2-Spannungen
S= _tr(E)I+2 E (2.10)

mit den beiden Lamé-Konstanten | und |, die sich aus dem ElastizitaitsmoduE und
der Querdehnzahl berechnen lassen:

T A+ H)a 2y : 2(1+ )

I
®
I

(2.11)
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2.1 Nichtlineare Festkdrpermechanik

Die zweite Lamé-Konstante | entspricht dabei dem SchubmoduG.

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen lasst sich auch tber den
vierstu gen Materialtensor C ausdriicken, der bei St.-Venant-Kirchho -Material kon-
stant ist:

S=C:E (2.12)
mit
C= @&E) = (0 1)+2 Llgym (2.13)

Hierbei steht s, fir den vierstu gen, symmetrischen Identitétstensor.

Im allgemeinen Fall besitzt der MaterialtensorC 81 unabhangige Eintrage. Aufgrund
der Symmetrie vonS und E lasst sich die Zahl der unabhangigen Eintrage auf 21 redu-
zieren. Wird wie in der vorliegenden Arbeit ausschlieylich isotropes Materialverhat
angenommen, reduziert sich die Zahl der unabhangigen Eintrage weiter von 21 auf die
zwei Lamé-Konstanten.

Weitere Modelle zur Beschreibung des Materialverhaltens sowie ausfuhrlichere Erlaute
rung nden sich unter anderem inSimo und Hughes (1998),Holzapfel (2000) und
Belytschko u.a.  (2014).

2.1.3 Gleichgewicht

Die kinematischen Gleichungen stellen den Zusammenhang zwischen den Verschiebun-
gen und den Verzerrungen her, die Konstitutivgleichungen die Verbindung von Verzer-
rungen und Spannungen. Die nun folgenden Gleichgewichtsbedingungen verknipfen die
auyeren Lasten mit den Spannungen im Inneren des KorpeBs

Fur statische Problemstellungen kann das Gleichgewicht allein aus der Impulsbilanz
hergeleitet werden. Beschleunigungen werden hierbei vernachlassigt.

dv + b=0 (2.14)

Der Ausdruck b entspricht dabei den auf den Kdrper wirkenden Volumenkraften,
div  beschreibt die internen Krafte in der Momentankon guration. In der Referenz-
kon guration lassen sich die internen Kréfte aus der Divergenz des 1. Piola-Kimgo -
Spannungstensor® berechnen, welcher sich durch Multiplikation mit dem inversen De-
formationsgradienten in den 2. Piola-Kirchho -SpannungstensorS = F 1P tberfiihren

13



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

lasst. Somit lautet die Gleichgewichtsbedingung in der Referenzkon guration

DIV( FS) + oBo= 0: (215)

2.1.4 Randbedingungen

Neben den drei im Gebiet o aufgestellten Bedingungen fur die Kinematik (Gl. (2.5)),
die Werksto beziehung (Gl. (2.12)) und das Gleichgewicht (Gl. (2.15)) misserun noch

die Bedingungen fir den Rand bestimmt werden. Hierbei wird zwischen den statischen
(Spannungs- bzw. Neumann-) Randbedingungen und kinematischen (Verschiebungs-
bzw. Dirichlet-) Randbedingungen unterschieden. Auf dem Neumannrand, muss der
SpannungsvektorT mit dem aufgebrachten Spannungsvektof im Gleichgewicht ste-
hen. Uber das Cauchy-Theorem in der Referenzkon guration und die Uberfiihrung des
2. in den 1. Piola-Kirchho -Tensor ergibt sich die Neumann-Randbedingung zu

FSN = T; (2.16)

mit dem NormalenvektorN auf dem Neumannrand .

Die Verschiebungeru am Dirichlet-Rand p missen den vorgeschriebenen Verschiebun-
gen( entsprechen:

u=0: (2.17)

Sind die Verschiebungen am Dirichlet-Rand gleich null, spricht man auch von homoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen. Dies entspricht der Situation an einer Lagerung. Bei
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen wird eine vorgeschriebene Verschiebung un-
gleich null auf den Rand aufgebracht. Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen werden
im Ingenieurwesen hau g als Verschiebungslastfall bezeichnet.

2.2 Elastostatisches Randwertproblem

Die Gleichungen (2.16) und (2.17) komplettieren die Grundgleichungen des elastosta-
tischen Randwertproblems (siehe (2.18)). Sie sind an jedem Materialpunkt erfillt und
liegen somit in der starken Form vor. Sie sind hier noch einmal Ubersichtlich fur die
Referenzkon guration zusammengefasst:

14



2.2 Elastostatisches Randwertproblem

Kinematik: E = ;(Fl F 1) in o
Werksto : S=C.E in 0
Gleichgewicht: DivFS)+ oBy in 0 (2.18)
Neumann-Randbedingungen: FSN = T auf N
Dirichlet-Randbedingungen: u = 0 auf D

In der starken Form lassen sich die Di erentialbeziehungen nur fir wenige Sontidr

le analytisch I6sen. Wird die starke Form jedoch in eine integrale Form Uberfuhrt

die sogenannte schwache Form kann eine approximierte LOsung mit geeigneten Nahe-
rungsverfahren, etwa der Finite-Elemente-Methode, bestimmt werden. Zur Uberfiiimg

der starken Form in die schwache Form kommt die Methode der gewichteten Rkgen
zum Einsatz. Dabei wird zunachst eine Testfunktionu eingefuihrt, die die homogenen
Verschiebungsrandbedingungen erfullen muss. Multipliziert man die Gleichgewichtsbedi-
ungung (2.15) und die Kraftrandbedingungen (2.16) mitu und integriert den Ausdruck
Uber das Gebiet ¢ bzw. den Rand y, erhalt man den Ausdruck

Z Z
(Div(FS)+ oBo) ud o+ (f FSN) ud =0 (2.19)

und damit einen Ausdruck fur die virtuelle Arbeit.

Stellt u ein virtuelles Verschiebungsfeld dar, ergibt sich aus der Methode der gewich-
teten Residuen das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV). Mehrmalige Umfor-
mungen, die z.B. inBelytschko u.a.  (2014) ausfuhrlich beschrieben sind, fihren auf
folgenden Ausdruck fir das PvV:

Z Z Z
sw(U)=  E:Sd o u Bod o u Tdy=0 (2.20)

|—fz—1} | {z2 }

int ext

Fur Problemstellungen, die ein Potential besitzen, kann das PvV auch mittels des Prin-
zips vom Minimum der potentiellen Energie (PMPE) hergeleitet werden. Die Variatio
des Potentials
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2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Z Z Z
(u)= W (E)d o ob ud o T ud y (2.21)

0 0 N

fuhrt nach mehreren Umformungen ebenfalls auf den Ausdruck in GI. (2.20).

Neben dem hier vorgestellten Einfeldfunktional, bei dem das Verschiebungsfeidals
einzige Primarvariable auftritt, wird in dieser Arbeit auch eine Elementformulierung
verwendet, die auf einem Mehrfeldfunktional basiert. Fir das achtknotige Volumenscha-
lenelement Shell 10 wird das Funktional nacBimo und Rifai (1990) verwendet, das ei-
ne modi zierte Variante des Prinzips von Hu-Washizuu (1955) undWashizu (1955))
darstellt. Hierauf naher einzugehen, wiirde jedoch den Rahmen dieses Kapitels spren-
gen. Daher sei an dieser Stelle alislinger  (2013) undBischoff  (1999) verwiesen.
Alle weiteren in der Arbeit verwendeten Elemente basieren auf einem Einfeldfunktio-
nal. Aus diesem Grund wird auf weitere Mehrfeldfunktionale nicht tiefer eingegangen.
Ausfuhrliche Herleitungen der Prinzipien nden sich fur den linearen Fall z. B. irvon
Scheven und Bischoff ~ (2016) und fur den nichtlinearen Fall u. a. inBelytschko

u.a. (2014).

2.3 Losungsverfahren

Eine analytische L6sung des elastostatischen Randwertproblems lasst sich nur finwe
ge Sonderfalle nden, weshalb in der Regel numerische Naherungsverfahren zum Einsatz
kommen. In der Strukturmechanik ist dies h&u g die Finite-Elemente-Methode (FEM),
die das kontinuierliche Problem in eine diskrete Form Uberfuhrt. Dazu wird das konti-
nuierliche Primarvariablenfeld durch eine Naherung ersetzt, die mithilfe einer endlichen
Anzahl n unbekannter Knotenwerte gebildet wird.

2.3.1 Diskretisierung im Raum

Bei der FEM wird zuerst das kontinuierliche Gebiet in eine endliche Zahl niter
Elemente unterteilt, die an Knoten miteinander verbunden sind, an denen wiederum die
Freiheitsgrade de niert sind:

h _ I'|!ele

e=1

o (2.22)
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Hierbei steht der obere Index h fiur diskretisierte Gréyen, der Indes fur Gréyen eines
Elements e, ne bezeichnet die Anzahl der Elemente, ist der Assemblierungsopera-
tor.

Um Knotenwerte im Element interpolieren zu kénnen, werden FormfunktioneN; de -
niert, die in der Matrix der Formfunktionen N ¢ elementweise zusammengefasst werden.
Ein Ansatz fur die diskretisierte Geometrie lasst sich somit durch den Ortsvektater
Knoten X' und den Formfunktionen aufstellen. Aus mathematischer Sicht wird dabei
ein System partieller Di erentialgleichungen in ein System algebraischer Gleichumge
Uberfuhrt.

Neben der Geometrie werden auch das kontinuierliche Verschiebungsfaldsowie die
virtuellen Verschiebungen u durch die FormfunktionenN ¢ und die diskreten Vektoren
der Element-Knotenverschiebungen innerhalb eines Elements approximiert:

d; (2.23)

u Ne
u Ne

®> @©=

Werden fur die Approximation der Verschiebungen die gleichen Formfunktionen gewahlt
wie fir die Approximation der Geometrie, spricht man vom isoparametrischen Konzept.
Wenn fur den Ansatz der virtuellen Verschiebungen die gleichen Formfunktionen ver-
wendet werden wie fir physikalische Verschiebungen, spricht man auch vom Bubnov-
Galerkin-Verfahren. Beide Prinzipien sind Grundlage vieler verschiebungsbasierter Ele-
mentformulierungen, wie sie auch in dieser Arbeit verwendet werden. Wenn fiur die
Beschreibung der Geometrie und der Verschiebungen die aus der CAD-Modellierung be-
kannten Spline-Funktionen verwendet werden, spricht man zudem von isogeometrischen
niten Elementen.

Um die Lesbarkeit der Gleichungen in diesem Abschnitt zu erleichtern, wird in der Folge
bei diskreten Gréyen auf den Kopfzeiger J" verzichtet. Das PvV aus Gleichung (2.20)
l&sst sich damit in diskretisierter Form wie folgt schreiben:

pw(D)= M, (D)  ¥,(D)= D' Fix(D) Fex(D) =0:  (2.25)

Hierbei ist D der globale Vektor der Knotenverschiebunger i und Fey sind die Vek-
toren der sog. inneren und auyeren Kréfte. Diese globalen Gréyen lasseh sieder aus
den Elementgréyen assemblieren:

I'[ele Tele

—_ e . —_ e .

Fint - fint ’ Fext - fexta
e=1 e=1

(2.26)
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mit
Z
e = Blsd . (2.27)

Das Gleichgewicht der inneren und auyeren Arbeiten kann nach Gleichung (2.25) auch
in das Kraftegleichgewicht

Fn(D) Fe«(D)= R(D)=0 (2.28)

uberfuhrt werden, da fur die virtuellen KnotenverschiebungenD eine beliebige Test-
funktion gewaéhlt werden kann, die lediglich die Verschiebungsrandbedingungen erfillen
muss.

2.3.2 Linearisierung

Aufgrund der nichtlinearen Beziehung zwischen den inneren Kraftéh,, und den Kno-
tenverschiebungerD ist das Kraftegleichgewicht nicht direkt I6sbar, weshalb zur Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems ein iteratives Verfahren notwendig ist. Eined$
lichkeit hierfir ist das Newton-Raphson-Verfahren, das in der Nahe der Lésung quadra-
tische Konvergenz aufweist. Hierfir muss zunachst Gleichung (2.28) linearisiertraen.
Dies entspricht der Entwicklung einer Taylorreihe bis zum linearen Glied um die Losung
desi-ten Iterationsschritts:
inR(D'*')= R(D") +

@@;D) D'+t (2.29)

Di

mit

D"t =pi*t D (2.30)

In dieser Arbeit werden keine mitgehenden Lasten berucksichtigt, daher entstekeine
Abhangigkeit der auyeren KrafteF ¢, von den Knotenverschiebungen. Eine anschauliche
Darstellung verschiebungsabhéngiger Drucklasten ndet sich iBchweizerhof und
Ramm (1984). Gleichung (2.28) vereinfacht sich damit zu

Fint(D) Fext = R(D) =0 (2.31)
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2.3 Losungsverfahren

Somit l&sst sich die partielle Ableitung in Gleichung (2.29) zusammen mit Gleichung (2.20)
umformulieren zu

@R(D) _ @ (D) _M?

B/CB + B4S d &

@ @ e
| {z } (2.32)
| el )
Kt

wobei ( ).4 eine vereinfachte Schreibweise fur die partielle Ableitung auf Elementebene
nach den Elementverschiebunged ist. Der nichtlineare B-Operator B setzt die Ver-
zerrungen im Element mit den Knotenverschiebungen in Beziehung@, steht fur die
Materialmatrix. Sie entspricht dem Materialtensor vierter StufeC in Voigt'scher Nota-
tion.

Die daraus resultierende globale Tangentenstei gkeitsmatriK +, die aus den auf Ele-
mentebene berechneten Elementstei gkeitsmatrizen assembliert wird, lasstts weiter
in drei Teile zerlegen:

"~ die elastische Stei gkeitsmatrix K,
" die Anfangsverschiebungsstei gkeitsmatrixK , und
" die geometrische Stei gkeitsmatrix K .

Die geometrische Stei gkeitsmatrixK 4 entspricht dabei dem zweiten Summanden im
Integral in Gleichung (2.32). Sie beinhaltet die Stei gkeit, die durch Anderung der inne-
ren Krafte im Element entsteht, weshalb sie im Englischen auch als initial stresti ness
matrix bezeichnet wird. Der erste Summand in Gleichung (2.32) entspricht der Matrix
K cu. Die Anfangsverschiebungsstei gkeitsmatrix ,, die die Anderung der elastischen
Stei gkeit aufgrund der Anderung der Geometrie beschreibt, lasst sich durch

Ku=Kew Ko (2.33)

berechnen. Die elastische Stei gkeitsmatriX  beschreibt die Stei gkeit des unverform-
ten Ausgangssystems und ist somit unabhangig von den Verschiebungen. Weitere In-
formationen hierzu nden sich u.a. inBischoff u.a. (2016),de Borst u.a. (2012)
oder Belytschko u.a.  (2014).

Wie bereits erwahnt werden in dieser Arbeit keine zeitabhangigen, dynamischen E ekte
berlcksichtigt. Aus diesem Grund ist eine Diskretisierung in der Zeit nicht erfordich.
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Phanomene der geometrisch
nichtlinearen Strukturmechanik

Bei strukturmechanischen Analysen werden h&u g lineare Zusammenhange zwischen
Spannungen, Verzerrungen und Verschiebungen angenommen. Diese linearen Theori-
en stellen hau g eine ausreichend genaue Naherung dar. So sind etwa im Bauwesen
die Anforderungen an die Gebrauchstauglichkeit so streng, dass die Deformationen der
einzelnen Bauteile oftmals sehr klein sind. Es genlgt in diesen Fallen daher das Gleich-
gewicht am unverformten System zu bilden. Doch es gibt im Bauwesen auch gveerke
(z.B. Seilnetze), fur die die Strukturantwort des mechanischen Modells nach linearer
Theorie das reale Verhalten des Tragwerks nicht ausreichend genau abbilden kann. In
diesen Fallen muss mit nichtlinearen Theorien gearbeitet werden.

Eine Ubersicht tiber die verschiedenen Ursachen nichtlinearen Strukturverhaltens n-
det sich in Abschnitt 3.1. Hierin wird ndher auf die Hintergriinde und die Unterschiede
zwischen geometrischen und materiellen Nichtlinearitdten sowie Nichtlinearitaten dur
Randbedingungen eingegangen. Abschnitt 3.2 beschaftigt sich zunachst mit den Moglich-
keiten der Darstellung des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen aufgebrachtert Las
und resultierender Verschiebung. Hierflr werden ebene und raumliche Darstellungen der
primaren und sekundaren Gleichgewichtspfade flir Systeme mit einem Lastparameter
vorgestellt. In einem n&chsten Schritt wird fir den Fall mehrerer veranderlicher &
rameter die Darstellung der Last-Verschiebungs-Beziehung tber Gleichgewichtdhaa
beschrieben. In Abschnitt 3.3 wird zunachst ein kurzer Uberblick tiber verschiedene
De nitionen von Stabilitdt gegeben. Anschlieyend wird der in der Arbeit verwendete
Begri der Stabilitat statischer Gleichgewichtszusténde in der Strukturmechanik genau-
er erlautert. In Abschnitt 3.4 wird auf die kritischen Punkte eingegangen. Es wird das
unterschiedliche Verhalten von Durchschlags- und Verzweigungspunkten aufgezert,
dem werden auch hier die Besonderheiten bei Mehrparametersystemen vordksten
Anschluss folgt in Abschnitt 3.5 die Frage nach dem Verhalten unmittelbar nach dem
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3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmeichani

Erreichen eines kritischen Punkts. Neben der Einteilung nackoiter (1967) wird in
dieser Arbeit erstmals auch auf die Unterscheidung kritischer Punkte fur Systeme mit
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen in Bezug auf das Nachbeulverhalten eingegan-
gen. Abschlieyend befasst sich Abschnitt 3.6 mit dem Ein uss von Imperfektionen auf
die Stabilitat von Tragwerken, auf die Eigenschaften kritischer Punkte sowie auf das
Nachbeulverhalten.

Die Ergebnisse aller gezeigten Beispiele in diesem Kapitel sind rein qualitativ. Sie die-
nen lediglich der Beschreibung und Veranschaulichung ausgewahlter E ekte. Wenn nicht
anders angegeben sind bei allen Beispielen die Querschnitts &che sowie der Elastzita
modul konstant.

3.1 Nichtlineare E ekte in der Strukturmechanik

Die in der Festkorpermechanik auftretenden Nichtlinearitaten lassen sich nach ém
Ursprung in drei Gruppen einteilen:

[ Nichtlinearitat ]

: : durch Rand-
geometrisch ] materiell ] bedingungen
{groye Deformationen } — Plastizitat } —[geometrisch }
{groye Verzerrungen } ——| Viskositat } - statisch }

—[ Schadigung }

Abbildung 3.1:  Ubersicht tiber nichtlineare E ekte in der Strukturmechanik, v gl. Wag-
ner (2017)

Von geometrischer Nichtlinearitatspricht man, wenn der Zusammenhang zwischen den
Verzerrungen und den resultierenden Verschiebungen nicht mehr linear ist. Diese Nicht-
linearitat entsteht durch Anderungen der Stei gkeit aufgrund der Geometrieanderung,
die, anders als bei einer linearen Berechnung, nicht mehr vernachlassigbar klein ist.
Geometrisch nichtlineare E ekte treten also bei groyen Deformationenu& Die groyen
Deformationen fuhren dazu, dass das Gleichgewicht nicht mehr am unverformten Sys
tem gebildet werden kann. Die Gleichgewichtsbedingung gilt also flr den deformierten
Zustand, dieser ist zu Beginn der Berechnung jedoch unbekannt. Die Losung kann somit
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3.1 Nichtlineare E ekte in der Strukturmechanik

nicht in einem Schritt ermittelt werden, sondern muss durch einen iterativen Prozebg-
stimmt werden. Hierbei wird die Gleichgewichtsbedingung in jedem Iteratationsschtit
am deformierten System neu aufgestellt.

Bei groyen Deformationen muss man zwischen groyen Verschiebungen bzw.aRot
nen bei kleinen Verzerrungen und bei groyen Verzerrungen unterscheiden. Biésbeit
konzentriert sich auf Félle, bei denen die Verschiebungen und Rotationen groy, dierV
zerrungen jedoch klein sind. Beispiele hierfiir sind z. B. Schalen- oder Seilkonstruktionen.
Groye Verschiebungen und Rotationen in Kombination mit groyen Verzerrungen, wies
etwa bei Umformprozessen auftreten, werden hier nicht nédher analysiert.

Von materieller Nichtlinearitat ist die Rede bei einem nichtlinearen Zusammenhang
zwischen den Spannungen und den Verzerrungen. Die Nichtlinearitat kann wiederum
verschiedene Ursachen haben, weshalb zwischen den drei folgenden E ekten sotae-
den wird.

" Gehen nach Be- und Entlastungsvorgang die Deformationen nicht vollstandig zu-
rick, spricht man von Plastizitat. Das Materialverhalten wird auch als pfadabhan-
gig bezeichnet.

" Von Schadigungspricht man, wenn das Materialgesetz Schadigungen auf Mikro-
ebene berlcksichtigt.

" Ist das Materialgesetz zudem zeit- bzw. geschwindigkeitsabhangig, spricht man
von Viskositat. Ein bekannter E ekt ist hierbei das Kriechen.

Es existieren daneben verschiedene Mischformen wie die nichtlineare Viskoplastizitat
Einen ausfiihrlichen Uberblick tiber verschiedene lineare und nichtlineare Materialmo-
delle und deren Implementierung ndet man inBelytschko u.a.  (2014).

Als Drittes bleiben noch die Nichtlinearitaten, die durchRandbedingungeimervorgerufen
werden. Ein Beispiel fur Nichtlinearitaten durch statische Randbedingungen sind mitge-
hende Lasten wie Gas- oder Flussigkeitsdruck. Diese Lasten stehen immer seiraaf
der Ober &che und andern somit in jedem lIterationsschritt ihre Richtung. Ein Beispiel
fur Nichtlinearitaten durch Verschiebungsrandbedingungen sind Kontaktprobleme. Auch
hier sei wieder auf die Literatur verwiesen. Mitgehende Lasten werden u. a.\ivirig-
gers (2001) behandelt. Eine ausfiihrliche Auseinandersetzung mit Kontaktproblemen
ndet sich u.a. in Wriggers (2007).

Die geometrische und die materielle Nichtlinearitat zeigen sich in den ersten beiden der
drei Feldgleichungen aus Gl. (2.18). Der dritte Punkt, die nichtlinearen Randbedingun-
gen, entsprechen den letzten beiden Gleichungen aus GI. (2.18). Lediglich die dritte
Feldgleichung, die Gleichgewichtsbedingung, ist fir den linearen und den nichtlinearen
Fall identisch. In der Literatur ist vereinzelt die Rede vorstatischer Nichtlinearitat, wenn
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3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmeichani

das Gleichgewicht am verformten System gebildet wird. Da die entsprechende Feldgle
chung jedoch unverandert bleibt, erscheint diese Bezeichnung unpassend und wird hier
nicht weiter verwendet.

Im Rahmen dieser Arbeit soll der Fokus auf geometrisch nichtlineare E ekte geleg
werden. Materielle Nichtlinearitaten sowie Nichtlinearitaten durch Randbedingungen
werden nur der Vollstandigkeit halber kurz erlautert.

3.2 Statische Gleichgewichtspfade und
Gleichgewichts achen

Wird der Zusammenhang zwischen der bei einem realen Versuch auf einen Probe-

korper aufgebrachten Last und der daraus resultierenden Verschiebung fir einlesa

Experiment gra sch aufgetragen, spricht man von einer Last-Verschiebungske. Bei

numerischen Experimenten lasst sich dieser Zusammenhang ebenfalls darstellen, man

spricht dann von einem Gleichgewichtspfad. Diese beiden Kurven kénnen identischnse

wenn das Experiment quasi-statisch also ohne Bertcksichtigung dynamischer Etek
durchgefihrt wird.

Gleichgewichtspfade in der Ebene

Die Eigenschaften und unterschiedlichen Arten der Darstellung von Gleichgewichtspfa
den und - &chen sollen zunachst anhand einiger einfacher Beispiele gezeigt werden. Hier-
fur wird zunachst das in Abbildung 3.2 dargestellte ache, symmetrische und durch eine
EinzellastF belastete Dreigelenktragwerk untersucht. Das Verhalten des Tragviarlasst
sich dabei mit nur einem FreiheitsgradD beschreiben. Dies liegt zum einen darin be-
grindet, dass sowohl das System als auch die Last symmetrisch sind. Zum anderen ist
die Geometrie so gewahlt, dass kein Verzweigen auftritt. Fir welche Geometridies
zutri t, wird im Anhang A.1 analysiert und beschrieben.

Im rechten Teil von Abbildung 3.2 ist der Gleichgewichtspfad dargestellt. Er entsymht
der Last-Verschiebungskurve fir ein verschiebungsgesteuertes Experiment. jddem
Punkt entlang dieser Kurve be ndet sich das System im Gleichgewicht. Beginnt der
Pfad wie hier im Ursprung, spricht man vom Priméarpfad.

Bei Tragwerken, die durch eine duyere Kraff belastet sind, wird hierbei eine ausgewahl-
te VerschiebungD auf der Abszissenachse angetragen, die aufgebrachte Liast Fy
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3.2 Statische Gleichgewichtspfade und Gleichgewichtséche

iF: Fo A Fo

/o
Abbildung 3.2: Modell des achen, symmetrischen Dreigelenktragwerks (links)und der
dazugehorige Gleichgewichtspfad (rechts)

oder der Lasterh6hungsfaktor auf der Ordinatenachse. Wirkt dagegegen eine Verschie-
bungslast, be ndet sich an jedem belasteten Knoten ein zusatzliches Lager. Aldgr Abs-
zissenachse wird die an den zusatzlichen Lagern aufgebrachte Verschiebng D
angetragen, auf der Ordinatenachse die resultierende Lagerkr&ft die im Nachgang
aus den Verschiebungen riickgerechnet werden kann. Werden mehrere Knoten ¥ersc
ben, bietet es sich in vielen Féallen an, eine Resultierende zu ermitteln und ferdiese
Resultierende durch die Anzahl der verschobenen Knoten zu dividieren.

Da bei diesem Beispiel nur ein veranderlicher Parameterund eine Verschiebung exis-
tieren, liegt die Gleichgewichtskurve in einer Ebene.

Gleichgewichtspfade im Raum

Im nachsten Beispiel betrachten wir das in Abbildung 3.3 dargestellte asymmetrische
Dreigelenktragwerk. Durch die Asymmetrie entstehen in diesem Beispiel nicht nuern
tikale, sondern auch horizontale Verschiebungen. Es handelt sich um ein System mit
einem Lastparameter und zwei Freiheitsgraden, der Gleichgewichtspfad liegt aliso
dreidimensionalen Raum.

In der rAumlichen Darstellung in Abbildung 3.3 erkennt man, dass es sich bei den beiden
ebenen Gleichgewichtspfaden fir die Verschiebungén und D, um Projektionen des
Gleichgewichtspfads in zweidimensionale Unterraume handelt.

Fur Systemen mit mehr als zwei Freiheitsgraden ist es immer erforderlich, Projektien
desn + 1-dimensionalen Pfads in den zwei-, seltener auch den dreidimensionalen Unter-
raum zu betrachten. Hierbei stehin fir die Zahl der Freiheitsgrade des Systems. Je nach
Wahl des Unterraums, in den die Kurve projiziert wird, kénnen jedoch Eigenschaften
des Pfads und somit Verhaltensweisen des Tragwerks nicht sofort ersichtlickinrs So
kénnen etwa plétzliche Richtungsanderungen der Kurve nur in einigen der Projektionen
auftreten, wahrend der Pfad in anderen Projektionen keine Anderung seiner Richtung
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3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmekhani

a+ h ' a h

Abbildung 3.3: Modell des achen, asymmetrischen Dreigelenktragwerks (links obn)
und der dazugehdrige Gleichgewichtspfad fiir die Freiheitsgrad®1 und
D, (rechts oben & links unten), rAumliche Darstellung mit Projektionen
(rechts unten)

aufweist. An dieser Stelle sei auf die Arbeit voiPohl (2014) verwiesen, in der Metho-
den zur e zienten Berechnung komplexer Gleichgewichtspfade vorgestellt werdedig
sich diese Eigenschaften zunutze machen.

Das dritte untersuchte Beispiel ist ein hohes Dreigelenktragwerk, wie es in Abbildungt3

zu sehen ist. Die Abmessungen wurden so gewahlt, dass ein sekundarer Gleichgewichts
pfad existiert (weitere Informationen hierzu siehe Anhang A.1). Ausgehend vom Punkt,
an dem die beiden Pfade verzweigen, kann sich das Tragwerk sowohDinals auch in
D,-Richtung verformen und be ndet sich dabei im Gleichgewicht.

Fur komplexe Tragwerke mit mehreren hundert oder tausend Freiheitsgraden existie
im Allgemeinen eine Vielzahl von Gleichgewichtspfaden. Diese kénnen, wie hier, den
Primar- oder einen anderen Gleichgewichtspfad schneiden. Es existieren aber agoh
lierte Pfade, die keinerlei Verbindung zu anderen Pfaden besitzen.
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3.2 Statische Gleichgewichtspfade und Gleichgewichtséche

5a=2

Fo

D>
D,

Abbildung 3.4: Modell des hohen, symmetrischen Dreigelenktragwerks (links) nd die
dazugehorige Gleichgewichtskurve (rechts) mit Primér- und Sekudar-
pfad

Gleichgewichts &chen

Bei allen bisherigen Beispielen wurde immer von einem Lastparameterausgegangen.
Im folgenden Beispiel, einem zunachst achen Dreigelenktragwerk, wird ein zweitea-
rameter eingefuhrt. Diese zweite zu parametrisierende Groye kann dabei fgewahlt
werden. Es kann sich dabei um eine zweite LastFy handeln, aber auch um eine mate-
rielle oder geometrische Gréye. So lassen sich beispielhaft der E-Modul in ausétes
Elementen oder die urspringliche Lage einzelner Knoten parametrisieren. Im folgenden
Beispiel wird die Hohehy + ,h des Dreigelenktragwerks variiert.

Durch den zusatzlichen Parameter , ergibt sich die rechts in Abbildung 3.5 dargestellte
Gleichgewichts &che. Sie lasst sich als eine kontinuierliche Aneinanderreihung der ein-
zelnen Gleichgewichtspfade fir die variierende Hohe verstehen. Die dargestellte Flache
ist jedoch nur eine Projektion der vierdimensionalen Hyper &che ¢, », D1, D) in den
dreidimensionalen Unterraum (1, 5, D;). Auf dieser Flache kénnen wiederum Pfa-
de mit ausgewahlten Eigenschaften gefunden werden. Auf der hier abgebildeten Flache
kann etwa der Pfad der kritischen Punkte, im Englischen auch als Fold Line bezeichnet
verfolgt werden. Hierzu sei auf das Kapitel 5 verwiesen, in dem genau diese Pfadeer
untersucht werden.

Auch bei einer Flache, die durch einen zweiten Lastparameter entsteht, kann haefa-

den auf der Flache gesucht werden, die wiederum spezielle Eigenschaften besitzen. So
lassen sich etwa Pfade nden, auf denen die beim Ablaufen zu leistende Arbeit minimal
ist. Andere Pfade verbinden zwei Gleichgewichtspunkte, fur die jeweils eine gewinschte
Geometrie vorgegeben ist, ohne dabei instabil zu werden.
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2h

ho

Abbildung 3.5: Modell eines Dreigelenktragwerks mit variabler Hohe (links) und de
dazugehorige Gleichgewichts ache (rechts)

3.3 Stabilitat statischer Gleichgewichtszustande

Leonhard Euler analysiert 1744 erstmals das Knicken schlanker, gerader, drueh-
spruchter Stadbe. Noch heute sind die vier Euler'schen Knickfélle Bestandteil der Lehre
fur angehende Ingenieure. Im Jahr 1788 befasst sich Joseph-Louis Lagrang®iécha-
nigue Analytique ebenfalls mit der Frage nach Stabilitdt. Anders als Euler, der sich mit
der Stabilitat statischer Systeme auseinandersetzt, befasst sich Lagrange mit &a-
bilitdt dynamischer Systeme. Die De nition von stabilem Gleichgewicht geht dabei auf
das Minimum der potentiellen Energie zurtick. Im Jahr 1892 liefert Alexander Michailo-
witsch Liapunov in seiner Dissertation eine Stabilitatstheorie nichtlinearer dynamischer
Systeme. Danach ist ein System bzw. ein Prozess dann stabil, wenn die Losung eines
gestorten Problems nicht Uber alle Grenzen hinweg von der Losung des ungestdrte
Systems abweicht. Weitere Ausfiihrungen zu den genannten Theorien nden sich uira.
Loria und Panteley (2017), Timoschenko (1936), Kollbrunner und Meister

(1955), Burgermeister und Steup (1966) sowieThompson und Hunt (1984).

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Frage der Stabilitdt von Gleichgewichts
zustanden. Auch hierauf kann die De nition nach Liapunov Ubertragen werden. Ein
System be ndet sich demnach in einem stabilen Gleichgewichtszustand, wenn es nach
einer hinreichend kleinen Stdérung wieder in seine urspringliche Gleichgewichtslage zu-
rickkehrt. Ist ein System durch konservative Kréfte belastet, lasst dicdas Verhalten
gut am Beispiel der Kugel in Abbildung 3.6 beschreiben. Wird die Kugel im linken
Bild ausgelenkt, kehrt sie wieder in den Ausgangszustand zuriick. Hierbei lasst sitif
Kurve auch als potentielle Energie betrachten. Weist die potentielle Energiendokales
Minimum auf, be ndet sich das System in einem stabilen Gleichgewicht.
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3.4 Kritische Punkte und kritische Pfade

Abbildung 3.6:  Stabilitat eines Gleichgewichtszustand am Beispiel einer KugelStabiler

Gleichgewichtszustand (links), indi erenter Gleichgewichtszustand (mit-
tig) und instabiler Gleichgewichtszustand (rechts)

Ein Gleichgewichtszustand ist hingegen instabil, wenn bereits eine kleine Stérung dazu
fuhrt, dass sich das System unaufhaltsam von der urspringlichen Gleichgewichtslage
entfernt. Dies l&asst sich an der rechten Darstellung in 3.6 erkennen. Lenkt meie Kugel

nur minimal aus, rollt diese nicht wieder zuriick in ihre urspriingliche Ausgangsposition.
Interpretiert man die Kurve wieder als potentielle Energie, so weist sie in diesefrall

ein lokales Maximum auf.

Der Fall des indi erenten Gleichgewichts ist im mittleren Bild zu sehen und bildet den
Ubergang zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht. Nach einer kleinen Auslen-
kung der Kugel kehrt diese nicht wieder in die Ausgangslage zurlck. Die Auslenkung
wachst allerdings auch nicht tber alle Grenzen hinweg an.

3.4 Kritische Punkte und kritische Pfade

Von besonderem Interesse sind die Punkte auf dem Gleichgewichtspfad oder deidBle
gewichts &che, an denen die Grenze des stabilen Gleichgewichts erreicht wird. $&ie
kritischen Punkte zeichnen sich frei nach Euler dadurch aus, dass fur die gegebene
Belastung neben dem aktuellen Gleichgewichtszustand mindestens ein weiterer, unmit-
telbar benachbarter Gleichgewichtszustand existiert.

In Anlehnung an Mang und Hofstetter (2000) lassen sich kritische Punkte nach
ihrer Versagensart im Stabilitatsfall in drei Arten unterteilen: Durchschlagen, iewei-
gen des Gleichgewichts und das Erreichen der Traglast. Da es sich im dritten Falém
Erreichen der Traglast, de nitionsgemé&ay um ein materiell nichtlineares Phanomen han-
delt, konzentriert sich diese Arbeit auf die Untersuchung von Durchschlagspunkten, im
Englischen alslimit points bezeichnet, und Verzweigungspunkten, im Englischdsifur-
cation point genannt. Wenn im Folgenden von kritischen Punkten die Rede ist, bezieht
sich dies ausschlieylich auf Durchschlags- und Verzweigungspunkte.

Kritische Punkte kennzeichnen sich nach Euler also durch des Vorhandensein eines un-
mittelbar benachbarten Gleichgewichtszustands bei gleichbleibender Last. Diesdeu-
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Durchschlagspunkt

iF= Fo [ N 777777

D
Abbildung 3.7: Durchschlagspunkte fur Kraftlastfall am Beispiel eines Dreigelektrag-
werks (qualitativ)

tet, dass an einem kritischen Punkt die Stei gkeit in mindestens eine Richtung gleich
null sein muss. Dies hat zur Folge, dass die Tangentenstei gkeitsmatrik+ an einem
kritischen Punkt singular wird und nicht mehr positiv de nit ist.

Das unterschiedliche Verhalten beim Erreichen bzw. Uberschreiten von kritischBunk-
ten lasst sich in den Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9 erkennen. Die Art des kritischen Punkts
hangt dabei von der Richtung ab, in die der Eigenvektor am kritischen Punkt orientre
ist. Hierauf wird im Abschnitt 4.3.3 ndher eingegangen.

3.4.1 Durchschlagspunke bei Kraftlastfallen

In Abbildung 3.7 ist ein aches Dreigelenktragwerk mit dem dazugehdrigen qualitativen
Gleichgewichtspfad dargestellt. Hierbei ist die aufgebrachte Last, am mittleren Kno-
ten Uber die resultierende vertikale Verschiebung des Knotens aufgetragen. Nebeninle
schwarz dargestellten Ausgangsgeometrie sind mehrere deformierte Zustandgeistellt.
Die zu den Deformationszustanden gehdrenden Punkte auf der Gleichgewichtskuimel s
in den jeweils passenden Farben gekennzeichnet. Am ersten Durchschlagspunkt, hier in
blau dargestellt, weist der Gleichgewichtspfad eine horizontale Tangente aufieBe ho-
rizontale Tangente lasst sich auch anschaulich interpretieren: Das Systensh# keine
Stei gkeit in Richtung der aufgebrachten Kraftlast Fo,. Ohne weiter zu steigern l&asst
sich das System also in einen in nitesimal benachbarten Gleichgewichtszustand fuihren.
Dies entspricht der De nition des indi erenten Gleichgewichts aus Abschnitt 3.3.

Bei einem lastkontrollierten Experiment ist das Tragwerk nach dem Erreiclnedes Durch-
schlgspunkts instabil und schlagt dynamisch durch. Nach dem Ausschwingen kommt es
auf einem stabilen Ast des Gleichgewichtspfads in der grau gezeichneten Kon guration
zur Ruhe. Wird die Last im Anschluss wieder zurtickgefahren, ist das System bis zum
Erreichen des pink gekennzeichneten Durchschlagspunkts stabil und schlagt von dort in
eine hier nicht dargestelle Gleichgewichtslage zurlck.
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3.4 Kritische Punkte und kritische Pfade

D= Doi Durchs)chlagspunkt

D;
Abbildung 3.8: Durchschlagspunkte fur Verschiebungslastfall am Beispiel einemodi -
zierten Dreigelenktragwerks (qualitativ)

3.4.2 Durchschlagspunkte bei Verschiebungslastfallen

Abbildung 3.8 zeigt die Modi kation eines Dreigelenktragwerks. Es ist am rechten Kno-
ten mit einer inhomogenen Verschiebungsrandbedingung belastet. Die dazugehérigen
Gleichgewichtspfade sind daneben und darunter abgebildet. Sie zeigen die resultierende
vertikale Lagerkraft F am rechten Knoten, angetragen tber die aufgebrachte Verschie-
bung Do bzw. die vertikale Verschiebungd; am freien Knoten. Anders als bei Kraft-
lastfallen, bei denen die aufgebrachte LastFq Uber die resultierende Verschiebun®
angetragen wird, tritt der erste Durchschlagspunkt folglich auch nicht an der eten
horizontalen, sondern an der ersten vertikalen Tangente des Gleichgewigfégls auf.
Ahnlich wie die horizontale Tangente bei einem Kraftlastfall 1asst sich auch die \téle
Tangente bei einem Verschiebungslastfall anschaulich interpretieren: am Durdhiegs-
punkt besitzt das System keine Flexibilitat in Richtung der aufgebrachten Verschiebung
D. Es existiert also in der unmittelbaren Umgebung fur die gleiche aufgebrachte Ver-
schiebungD ein weiterer Gleichgewichtszustand.

Bei einem verschiebungsgesteuerten Experiment wird das System mit Erreichers de
Durchschlagspunkts instabil. Auch hier schlagt das System dynamisch durch und kommt
auf einem stabilen Ast des Gleichgewichtspfads zur Ruhe.

3.4.3 Verzweigungspunke

In Abbildung 3.9 ist ein hohes Dreigelenktragwerk mit dazugehérigem Gleichgewichts-
pfad dargestellt. Das Dreigelenktragwerk wird durch eine auyere Kraftlagt = Fy
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D1 /J

Verzweigungspunkt

Abbildung 3.9: Verzweigungspunkt am Beispiel eines Dreigelenktragwerks (qualitiv)

belastet. Zum besseren Verstandnis ist der Gleichgewichtspfad im Raum gegrelHier-
bei stehenD, fur die vertikale und D, fir die horizontale Verschiebung des belasteten
Knotens.

Anders als bei dem niedrigen Dreigelenktragwerk in Abbildung 3.7 wird hier der Primér-
pfad vor dem ersten Durchschlagspunkt also vor dem ersten lokalen Maximum ow
einem Sekundarpfad gekreuzt. Man spricht daher von einem Verzweigungspunkt. Auch
an einem Verzweigungspunkt wird die Stei gkeitsmatrix des diskretisierten Systems sin-
gular. Anders als bei Durchschlagspunkten verschwindet bei Verzweigungspunkten die
Stei gkeit jedoch nicht in Richtung der aufgebrachten Last, sondern orthogonalazu.

Ist das System perfekt, wird sich das Tragwerk entsprechend dem Primarpfaveiter
verformen. Minimale Storungen der Gleichgewichtslage reichen jedoch aus, um vori Pr
marpfad in den Sekundarpfad (schwarz dargestellt) zu wechseln.

Anders als bei echten Durchschlagsproblemen, bei denen sich der kritische Punkt durch
die starke Anderung der Steigung der Gleichgewichtskurve ankiindigt, treten Verzwei-
gungsprobleme ohne Vorwarnung auf. Typische Beispiele hierflir aus der Praxis sind das
Beulen von Zylindern, wie z. B. Silos, oder das Ausknicken druckbelasteter Stitzen.

3.4.4 Kritische Pfade bei Mehrparametersystemen

Wie schon in Abschnitt 3.2 gezeigt, lasst sich fur Systeme mit mehreren Parametern die

Gleichgewichtsbeziehung als Flache darstellen (vgl. Abb. 3.5). So wie aus einem Gleich-
gewichtspfad im zweidimensionalen Raum bei Hinzunahme eines weiteren Parameters
(in diesem Fall die Hohe des Dreigelenktragwerks) eine Flache im dreidimensionalen
Raum entsteht, so wandelt sich der kritische Punkt zum kritischen Pfad.

Wir betrachten erneut das Dreigelenktragwerk mit variabler Héhe. In Abbildung 3.10 ist
die schon bekannte Gleichgewichts &che dargestellt, bei der der Lasterhdhufagsor
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Abbildung 3.10: Modell eines Dreigelenktragwerks mit variabler Hohe (links) und de
dazugehdorige Gleichgewichts &che (rechts) mit kritischen Pfaden

Uber die vertikale Verschiebundgd; sowie den Faktor der Hohenanderung, dargestellt
ist. Zusatzlich sind die kritischen Pfade eingezeichnet. Die blauen Pfade markieren hier
bei die Lage der Durchschlagspunkte, der violette Pfad die der Verzweigungspunktér F
Durchschlagspunkte liegt der kritische Pfad entlang des Grats, er wird im Englischen
daher auch als Fold Line bezeichnet (vglepson und Spence (1985)). Erste Arbei-
ten zur Ermittlung kritischer Pfade fur strukturmechanische Problemstellungen nden
sich in Eriksson (1994) undEriksson (1997), neuere Ergebnisse zur Stabilitdtsanlyse
von Mehrparametersystemen nden sich u. a. iRezaiee-Pajand und Moghaddasie
(2014) sowieGroh u.a. (2018).

Am Schnittpunkt der beiden Kurven existieren sowohl ein Durchschlags- als auch ein
Verzweigungspunkt. An dieser Stelle ergeben sich beide Eigenwerte der Stei ghkaiis
trix zu null.

3.5 Nachbeulverhalten

In Abschnitt 3.3 wurde bereits auf eine allgemeine De nition der Stabilitat statischer
Gleichgewichtspunkte eingegangen. Der folgende Abschnitt beschéftigt sich speziet|
der Frage der Stabilitdt von Gleichgewichtspfaden im unmittelbaren Nachbeulbereich,
also nach dem Erreichen des ersten kritischen Punkts.

Das Verhalten im Nachbeulbereich ist bei der Analyse und Bemessung eines Tragwerk
von groyer Bedeutung. Systeme, die nach Erreichen eines Verzweigungspunkts instabil
werden, reagieren besonders emp ndlich auf Imperfektionen. Dies kann dazu fiihren,
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dass die kritische Last, also die Last beim Erreichen eines kritischen Punkts, le@em
realen Tragwerk deutlich niedriger liegt als bei einer numerischen Analyse, die von gine
perfekten Anfangsgeometrie ausgeht. Bleibt ein Tragwerk nach dem Erreicheines
Verzweigungspunkts hingegen stabil, kann die aufnehmbare Last unter Umstanden sogar
noch gesteigert werden. Die Imperfektionsemp ndlichkeit eines solchen Tragweriss$
deutlich geringer.

Die in diesem Abschnitt gezeigten Diagramme basieren auf der Arbeit vdfoiter
(1967), die in niederlandischer Sprache bereits im Jahr 1945 erschien. Neben der Ein-
teilung, die Koiter fir Systeme unter einer duyeren Kraftlast vorgenommen hat, verin
dieser Arbeit gezeigt, dass sich diese Kategorisierung auch auf Systeme untesdfde-
bungslasten Ubertragen lasst.

Zudem wird das Stabilitatsverhalten fir Mehrparametersysteme am bekannten Bpiel
des Dreigelenktragwerks visualisiert und analysiert.

3.5.1 Kraftlastfalle

In dieser Arbeit wurde bereits auf den Unterschied zwischen Durchschlags- und Ver-
zweigungspunkten eingegangen. Nach Koiter lassen sich Verzweigungspunkte anhand
des Verhaltens unmittelbar nach Erreichen des kritischen Punkts nochmals unterteilen
in symmetrische und asymmetrische Verzweigungspunkte. Bei symmetrischen Verzwei-
gungspunkten unterscheidet man abermals zwischen stabilen und instabilen Punkten.
Alle Varianten sind in Anlehnung an Koiter in Abbildung 3.11 dargestellt. Dabei sind in-
stabile Abschnitte der Gleichgewichtspfade gestrichelt dargestellt. Die kritischeruRkte

sind mit den Anfangsbuchstaben der englischen Bezeichnung fir den jeweiligen kriti-
schen Punkt gekennzeichnet: L steht somit fur Durchschlagspunkte (limit points), B
steht fur Verzweigungspunkte (bifurcation points).

Wie in Abschnitt 3.3 bereits erwéahnt, kann fir die Untersuchung der Stabilitat auch
die potentielle Energie des Systems analysiert werden. Alle folgenden Aussagen bezie
hen sich dabei auf die Projektion der Energie in einen ausgewahltBrF -Unterraum.

An stabilen Gleichgewichtspunkten besitzt die Energie ein lokales Minimum, an insta-
bilen ein Maximum. An einem stabilen Verzweigungspunkt wird die potentielle Ener-
gie ebenfalls minimal, an instabilen Verzweigungspunkten maximal. An asymmetrischen
Verzweigungs- sowie Durchschlagspunkten weist die Energie einen Sattelpunkt auf. Wei-
tere Informationen hierzu nden sich u.a. inThompson und Hunt (1973a).

Ein in der Baupraxis bekanntes Beispiel, bei dem Durchschlagsprobleme auftretemkd
nen, sind ache Bdgen oder ache Kuppeln. Druckbelastete Stltzen, die den Euler-
lastfallen zwei bis vier entsprechen, sind Beispiele fur stabile, symmetrische Veerw
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Abbildung 3.11: Klassi kation kritischer Punkte fur Kraftlastfalle, angelehnt an Ko-
iter (1967)

gungspunkte. Hier kann auch nach dem Erreichen der kritischen LaBiit = kit Fo

die Last weiter gesteigert werden, ohne dass es zu einem kompletten Ausfall derntZ
kommt. Der erste Eulerfall hingegen, also eine auskragende, druckbelastete Z¢Umit
freiem Ende ist ein Beispiel fur einen instabilen Verzweigungspunkt. Hier versagt das
Bauteil schlagartig nach dem Uberschreiten der kritischen Lad§; . Asymmetrische
Verzweigungspunkte sind seltener zu nden. Das liegt daran, dass Verzweigen nur bei
symmetrischen Konstruktionen auftritt. ES mussen also Tragwerke sein, die bisim
Erreichen des Verzweigugnspunkts symmetrisch sind und sich erst im Nachbeulbereich
asymmetrisch verhalten. Diese Eigenschaft ndet sich z. B. bei rotationssymnmistchen
Strukturen.

Es sei angemerkt, dass die instabilen Aste nicht in realen, sondern nur in numerischen
Experimenten mit Pfadverfolgungsalgorithmen, wie sie in Abschnitt 4.1 vorgestellt we
den, ermittelt werden kénnen. Doch auch wenn diese instabilen Aste des Gleichgewichts
in der Realitat nie erreicht werden, bieten sie trotzdem einen tiefen Einblick in dasey
halten eines Tragwerks. So lassen sich nadfagner (1991) etwa Erkenntnisse Uber das
Imperfektionsverhalten gewinnen. Zudem lasst die Analyse statischer Gleichgewssht
pfade Rickschlisse auf das dynamische Verhalten zu.

3.5.2 Verschiebungslastfalle

Die in Abbildung 3.11 dargestellte Kategorisierung gilt, wie bereits erwahnt, in dieser
Form nur fur statische Systeme, die durch einen Kraftlastfall belastet sind. Anhand
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Abbildung 3.12:  Stabilitit des Nachbeulbereichs bei Durchschlagspunkt in Anlehnag
an Koiter  (1967) unter Verschiebungslast

maglichst einfacher Beispiele soll gezeigt werden, dass sich die Koiter'schen Ketiegm
prinzipiell auch auf Systeme mit Verschiebungslastfallen Ubertragen lassen.

Durchschlagspunkte

Ein einfaches Beispiel fur Durchschlagspunkte bei Verschiebungslastfallen, eine Modi -
kation eines Dreigelenktragwerks, ist in Abbildung 3.12 dargestellt. Neben dem Tragrk
ist der dazugehorige Gleichgewichtspfad zu sehen.

Wie in Abschnitt 3.4 bereits erwahnt, treten Durchschlagspunkte bei Systemen, die

durch einen Verschiebungslastfall belastet sind, immer dann auf, wenn der Gleichge-
wichtspfad eine vertikale Tangente besitzt. Wie man in Abbildung 3.12 erkennen kann,

ist der Abschnitt des Gleichgewichtspfads unmittelbar nach dem ersten Durchschlags-
punkt instabil. Erst mit Erreichen des zweiten Durchschlagspunkts wird das System

wieder stabil.

Damit ahnelt das Verhalten von Systemen unter einer Verschiebungslast im Nachbeul-
bereich dem Verhalten von Systemen unter einer Kraftlast.

Stabile symmetrische Verzweigungspunkte

Far die drei unterschiedlichen Arten von Verzweigungspunkten werden drei ahnliche
Beispiele untersucht. In allen drei Fallen handelt es sich um einen druckbelasteteanP
delstab, der horizontal durch verschiedene Federn gehalten wird (Abb. 3.13, 3.14 und
3.15). Die Stei gkeit des Pendelstabs ist bei allen Beispielen deutlich groyer als die
Stei gkeit der Feder.

Zunéchst soll der stabile symmetrische Verzweigungspunkt untersucht werden. Das zu-
gehorige System ist in Abbildung 3.13 dargestellt. Da sich die hier verwendeten Stabele-
mente auf Druck und Zug unterschiedlich verhalten, werden hier zwei Federn verwende
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LDO LDO LDO AF /\

Abbildung 3.13:  Stabiler symmetrischer Verzweigungspunkt in Anlehnung anKoiter
(1967) unter Verschiebungslast

Das unterschiedliche Verhalten resultiert aus dem in dieser Arbeit verwendeten @re
Lagrange'schen Verzerrungsmay (vgl. Anhang A.2).

Wie auch bei Kraftlastfallen ist der Primérpfad nach dem Verzweigungspunkt insta-
bil. Der Sekundarpfad ist symmetrisch und in beide Richtungen stabil, obwohl dieser
abfallend ist. Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied beim Vergleich mit dem entspr
chenden Diagramm in Abbildung 3.11. Dies lasst sich mithilfe des rechten Diagramms
in Abb. 3.13 erklaren. Bei einem Kraftlastfall ist ein abfallender Ast instabil, da die
aufgebrachte Last F, wieder verringert werden muss, um im Gleichgewicht zu bleiben.
Dies ist bei Verschiebungslastfallen ahnlich, nur muss hier die aufgebrachte Versbhigg
untersucht werden. In der rdaumlichen Darstellung des Gleichgewichtspfads lasst sich
kennen, dass die aufgebrachte Verschiebun®, in Richtung von D, weiter ansteigt.

Asymmetrische Verzweigungspunkte

Als nachstes wird ein System betrachtet, bei dem der Gleichgewichtspfad im Kaeul-
bereich asymmetrisch verlauft (Abb. 3.14). Dies liegt, wie bereits erwadhntpnalen unter-
schiedlichen Eigenschaften der Feder bei Druck und Zug (eine Last-Verschiebungskur

D D
i ° i ° AF AF ,
‘ r Dl B /l/— ,/I
D, B 5

D, D> \

> >

Abbildung 3.14: Asymmetrischer Verzweigungspunkt in Anlehnung anKoiter (1967)
unter Verschiebungslast

37



3 Phanomene der geometrisch nichtlinearen Strukturmeichani

JPoo |
AF AF
F——1 = V4
r Dl /u\B /B
D / \
2 /Ll \L\ &
D: D2

Abbildung 3.15: Instabiler symmetrischer Verzweigungspunkt in Anlehnung anKoiter
(1967) unter Verschiebungslast

der Feder ndet sich in Anhang A.2). Anhand der Projektion des Gleichgewichtspfads
in die D;-F - Ebene lasst sich wieder keine Aussage Uber die Stabilitdt des Sekundar-
pfads tre en. Auch hier hilft nur der Blick auf den Gleichgewichtspfad in derD,-F

- Ebene. Ein vergroyerter Bereich des Ausschnitts um den Verzweigungspunkt ist
rechten Diagramm dargestellt. Hier erkennt man neben dem Primé&rpfad den in derd?
jektion als zwei Aste erscheinenden Sekundarpfad. Der ansteigende Ast ist stabil, da
hier die aufgebrachte Verschiebung immer weiter gesteigert wird. Der absteigende Ast
ist hingegen instabil, da die aufgebrachte Verschiebund, abnimmt. In diesem Bei-
spiel ist der instabile Abschnitt des Gleichgewichtspfads sehr klein. Bereits kurz nach
dem Uberschreiten des Verzweigungspunkts wird das System nach dem Passiererseine
Durchschlagspunkts wieder stabil.

Instabile symmetrische Verzweigungspunkte

Das abschlieyende Beispiel (Abb. 3.15) liefert einen kritischen Punkt, dessen Nachbeul-
bereich sich symmetrisch und instabil verhélt. Zunachst erscheint das Beispiel idechs
mit dem in Abbildung 3.14. Der Unterschied liegt hier in der verwendeten Feder. Wie
bereits erwahnt verhalt sich ein Stab- oder Federelement mit Green-Lagrangsiem
Verzerrungsmay unterschiedlich im Druck- und Zugbereich. Aus diesem Grund wird die
Stei gkeit des Stabs so modi ziert, dass sich sowohl fur Zug- als auch fur Druckkréft
im Element ein entfestigendes und symmetrisches Verhalten einstellt. Eine Herleitung
sowie die Spannungs-Dehnungs-Beziehung der Feder ndet sich in Anhang A.2.

Im rechten Diagramm, das den Gleichgewichtspfad in déd,-F-Ebene zeigt, ist deut-
lich zu erkennen, dass die aufgebrachte Verschiebung nach dem Verzweigungspunkt ab-
nimmt. Somit ist der Pfad bis zum n&chsten Durchschlagspunkt instabil. Das Diagramm
ahnelt den Last-Verschiebungskurven von Zylindern unter Axialdruck.
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Abbildung 3.16: Modell eines Dreigelenktragwerks mit variabler Hohe (links) und de
dazugehdorige Gleichgewichts dche mit Stabilitatseigenschaften (rehts)

3.5.3 Mehrparametersysteme

Die Frage nach der Stabilitat eines Gleichgewichtspunkts im Nachbeulbereich lasshs
unabhangig von der Art des verwendeten Lastfalls, auch auf Mehrparametersysteme
Ubertragen. In Abbildung 3.16 ist die bereits aus Abb. 3.10 bzw. 3.5 bekannte Gleichge-
wichts ache fir ein Dreigelenktragwerk mit variabler Hohe nochmals dargestellt. Stie
Gleichgewichtspunkte sind in Blau dargestellt, instabile Gleichgewichtspunkte mit einem
negativen Eigenwert in Gelb und mit zwei negativen Eigenwerten in Pink.

Neben der Analyse der Eigenwerte wird in der Literatur auch h&u g die Beobachtung
der Determinante der Tangentenstei gkeitsmatrix (detK 1) empfohlen, wenn es um be-
gleitende Maynahmen zur Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens geht. Doch berdits
diesem einfachen Beispiel zeigt sich, dass die Determinante nicht geniigend Aussadtek
besitzt, denn sowohl im blauen wie auch im pinken Bereich gilt d& > 0. Ein allge-
meiner Uberblick zu begleitenden Maynahmen zur Analyse der Stabilititseigenschaften
eines Systems ndet sich in Kapitel 4.2.

3.6 Imperfektionen

In den vorherigen Abschnitten wurde immer von perfekten Systemen ausgegangeeaR

le Tragwerke sind jedoch niemals perfekt. Sowohl durch die Herstellung als auch die
Montage entstehen unterschiedliche Arten von Imperfektionen. Man untefseidet da-
bei zwischen geometrischen und physikalischen Imperfektionen. Von geomelrstim-
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Abbildung 3.17:  Auswirkungen geometrischer Imperfektionen fir Durchschlagsprole-
me am Beispiel eines modi zierten Dreigelenktragwerks

perfektionen ist die Rede, wenn einzelne Bauteile von der idealen oder perfektemnnf
abweichen. Beispiele hierfur sind Vorverformungen einzelner Bauteile, auyerplanméayige
Schiefstellungen oder ausmittig angreifende Lasten. Diese GeometrieAnderungen bezie
hen sich immer auf die Ausgangskon guration. Geometrische Imperfektionen verursa-
chen somit keine Kréfte im unbelasteten Tragwerk. Von physikalischen oder teaellen
Imperfektionen spricht man, wenn die Werksto eigenschaften im realen Bauwevon
den Modellannahmen abweichen. Ein Beispiel hierfiir sind Eigenspannungen, die Auf-
grund des Bauablaufs in einzelnen Bauteilen wirken. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf
den geometrischen Imperfektionen, matrielle Imperfektionen werden nicht weitbe-
racksichtigt.

Wie anfallig ein Tragwerk auf Imperfektionen reagiert, h&ngt stark von der Artdes
kritischen Punkts ab. Daher soll im Folgenden kurz auf die Sensitivitat unterschiedlicher
Tragwerke gegentber geometrischen Imperfektionen eingegangen werden.

Das bereits mehrfach gezeigte modi zierte Dreigelenktragwerk mit inhomogeneiridh-
let-Randbedingung dient als erstes Beispiel. In Abbildung 3.17 (links) ist das Tragwerk
inklusive der aufgebrachten geometrischen Imperfektionen gegeben. In dieséh wird
eine Verschiebung des Lagers in vertikale Richtung vdn = L=200 als Imperfektion
auf das Tragwerk aufgebracht. Im rechten Teil der Abbildung sind die Gleichgewichts-
pfade der drei untersuchten Varianten dargestellt. Hierfur sind alle Graphen in uet-
schiedlichen Farben und gestrichelt dargestellt, da sie annahernd tUbereinander liegen.
Selbst bei genauer Betrachtung der drei Kurven ist kaum ein Unterschied wahrnehnmba
Die Imperperfektionsemp ndlichkeit ist also zumindest fur dieses Tragwerk recht gag.
Dass dies im Allgemeinen fur Durchschlagsprobleme gilt, wird z. B. ithompson und
Hunt (1973a) gezeigt.

Das zweite Beispiel zeigt ein System mit einem instabilen symmetrischen Verzweigsng
punkt. Der Pendelstab mit horizontaler Feder (Abb. 3.18) ist bereits im vorherigen
Abschnitt 3.5 genauer beschrieben. Im Gegensatz zum gerade betrachteterspiel mit
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Abbildung 3.18:  Auswirkungen geometrischer Imperfektionen fir Verzweigungsprole-
me am Beispiel eines druckbelasteten Pendelstabs mit horizontadd-e-
der

Durchschlagspunkt zeigt sich hier der Ein uss der Imperfektionen deutlich. Bereits bei
einer Auslenkung des Fuypunkts u 500 sinken der Wert des kritischen Lastfaktors
kit Sowie der Wert der resultierenden Lagerkraft signi kant. So reduziert sich derriki-
sche Lastfaktor q beim Erreichen des kritischen Punkts auf 93 % der urspringlichen
kritischen Verschiebung, die resultierende Last am Lager sinkt um 7% ab. Wird die
Imperfektion weiter auf ﬁ erhoht, was ein im Bauwesen Ubliches May darstellt, sinkt
der Wert des Lasterh6hungsfaktors i sogar auf 76 %. Die resultierende Lagerreaktion

betragt hierbei nur noch 71 %, verglichen mit dem perfekten System.
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Geometrisch nichtlineare
Strukturanalyse

Bei der statischen Berechnung eines Tragwerks unter Annahme einer geometrischaine
ren Theorie und linear-elastischem Materialverhalten kann die gesamte Last imem
einzigen Schritt aufgebracht werden. Jeder weitere Gleichgewichtspunkt kann im Nach-
hinein durch Inter- bzw. Extrapolation gefunden werden. Zudem gentigt es, das Glei-
chungssystem einmal zu I6sen, um Gréyen wie die Verschiebungen und die dazugehérigen
Schnittgréyen zu ermitteln.

Verhélt sich ein System geometrisch nichtlinear, kann der gesamte Gleichgeuwsgifiad
hingegen nicht in einem einzigen Schritt bestimmt werden. Es ist daher notwendig,
einzelne Gleichgewichtspunkte auf dem Pfad inkrementell zu ermitteln und damit den
Gleichgewichtspfad Punkt fir Punkt abzulaufen. Aus diesem Grund spricht man im Zu-
sammenhang mit den hierfiir verwendeten Algorithmen auch von Pfadverfolgung. Auch
an einem Gleichgewichtspunkt lasst sich die exakte Losung aufgrund der Nichtlinearitat
im Allgemeinen nicht direkt ermitteln. Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssys-
tems wird Ublicherweise das Newton-Raphson-Verfahren angewandt. Hierflr wird das
Gleichungssystem zunéchst linearisiert und im Anschluss iterativ geldst. Dieses Prinzip
aus inkrementellem und iterativem Vorgehen wird hau g auch Préadiktor-Korrekto-
Verfahren genannt.

Abschnitt 4.1 behandelt verschiedene Methoden zur Pfadverfolgung. Neben den bekann-
ten Methoden fir Last-, Verschiebungs- und Bogenléangenkontrolle wird auf die von
Pohl (2014) entwickelten adaptiven Methoden eingegangen. In Abschnitt 4.2 werden
Methoden zur Untersuchung der Stabilitat einzelner Gleichgewichtspunkte, die hau g
begleitend wahrend einer Pfadverfolgung eingesetzt werden, aufgezeigt. Hievserden
verschiedene bereits bekannte Methoden vorgestellt und verglichen.
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Die beiden darauf folgenden Abschnitte befassen sich mit der direkten Berechnungikrit
scher Punkte. In Abschnitt 4.3 werden zunachst die auSeydel (1977),Moore (1980)
und Wriggers u.a. (1988) bekannten Methoden fur den Fall einer &uyeren Kraft-
last vorgestellt. Im Anschluss werden in Abschnitt 4.4 die in dieser Arbeit entwickelten
Varianten zur direkten Berechnung kritischer Punkte fiir Systeme unter Versctbengs-
lastfallen prasentiert. Sie stellen eine Erweiterung der bisher bekannten Methodgir
Systeme dar, die durch auyere Kraftlastfalle beansprucht sind.

Abschlieyend wird in Abschnitt 4.5 in knapper Form auf die Wahl der Préadiktorwer-
te sowie die Auswirkungen des gewahlten Pradiktors auf das Konvergenzverhaltier
vorgestellten Algorithmen eingegangen.

4.1 Pfadverfolgungsmethoden

Ein System be ndet sich nach GIl. (2.28) im statischen Gleichgewicht, wenn die ein-
wirkenden &uyeren Krafte mit den inneren Kréften im Gleichgewicht stehen. Ist dse
der Fall, ergeben sich die Ungleichgewichtskrafte, auch als Residulnbezeichnet, zu
null:

R(D; )= Fin(D; ) Fex(D; )= 0: 4.1)
mit
Fext(D; )= Fexto(D): (4.2)

Im allgemeinen Fall hAngen sowohl der interne wie auch der externe Kraftvektgon
den Verschiebunger® und dem Laststeigerungsfaktor ab. Im weiteren Verlauf dieses
Abschnitts wird fur die Herleitung der Methoden zunéchst vereinfachend von einer auye-
ren Kraftlast als alleinigem Lastfall ausgegangen. Der Vektor der inneren Kramkrafte
Fint h@ngt somit nur vom Vektor der diskreten KnotenverschiebungeD und nicht vom
Laststeigerungsfaktor ab. Mitgehende Lasten, wie Gas- oder Flussigkeitsdruck, wer-
den, wie bereits erwahnt, ebenfalls nicht bertcksichtigt, weshalb der auyeradtvektor
Fext Unabhangig von den Verschiebungebd ist. Fur den Fall inhomogener Dirichlet-
Randbedingungen ndet sich eine ausfuhrliche Darstellung der Algorithmen iRohl
(2014). Zudem nden sich eine Zusammenstellung der wesentlichen Gleichungen fir die
Bogenlangenkontrolle bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen noch einmal am En-
de dieses Unterkapitels unter Punkt (4.1.4). Mit den genannten Annahmen vereinfacht
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sich die Gleichgewichtsbedingung zu

R(D; )= Fn(D) Fex()=0 (4.3)

Stellt man die Losung von Gleichung (4.1) gra sch dar, ergeben sich die in Abschnitt 3.2
vorgestellten Gleichgewichtspfade. Da die analytische Lésung jedoch nur in demigs-
ten Fallen bestimmt werden kann, werden einzelne diskrete Punkte entlang des Gleich-
gewichtspfads ermittelt. Hierbei kommen, wie bereits erwéahnt, inkrementell-itative
Verfahren zum Einsatz, bei denen in einem Pradiktorschritt der Startpunkt der Koek-
toriteration bestimmt wird. Um kontrollieren zu kdnnen, mit welcher Schrittweite de
Pfad abgelaufen wird, wird das obige Gleichungssystem um eine skalarwertige Nebe
bedingungf(D; ) erganzt:

"R(D; )#: " O#: (4.4)
f(D; ) 0
In allgemeiner Form ergibt sich diese Kontrollgleichung zu
f(D; )=c ¢=0: (4.5)

Hierbei steht ¢ fur die zu inkrementierende Groéyegc/fur die vorgegebene Schrittwei-
te. Diese allgemeine Form l&sst sich je nach Wahl voe und ¢ in eine Last-,
Verschiebungs- oder Bogenlangenkontrolle tberfihren. Das erweiterte Gleichieygs
tem (4.4) besteht nun aus+1 Gleichung. Zudem besitzt es+1 unbekannte Groyen: die
n unbekannten Knotenverschiebunged® sowie den skalaren Laststeigerungsfaktor.

Bevor die einzelnen Methoden vorgestellt werden soll kurz auf die Notation eingagan
werden, die auch im weiteren Verlauf der Arbeit angewandt wird. Gréyen mit einem
vorangestellten , wie der Vektor D, beinhalten die Anderungen zwischen dem ak-
tuellen Iterationsschritt i und dem vorangegangenen Iterationsschriit 1, somit ist

( )=( )i ( )i ! Variablen mit einem vorangestellten D stehen fiir die inkrementel-
len Anderungen. Wahrend der laufenden Korrektoriteration enthalten sie die Di erenz
der jeweiligen Groye im aktuellen Iterationsschriti und im letzten konvergierten Gleich-
gewichtszustand. Nach dem Ende einer Iteration kann die inkrementelle Anderung aus
der Di erenz der Gréyen im aktuellen Inkrementm und im zuvor konvergierten Zustand

m 1 ermittelt werden, damit ergibt sichD()=( ), (), 1

Last- und Verschiebungskontrolle

Die wohl intuitivsten Methoden zur Pfadverfolgung sind die Lastkontrolle und die Ver
schiebungskontrolle. Sie sind die nhumerischen Umsetzungen der bei realen Prifmaschi-
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4 Geometrisch nichtlineare Strukturanalyse

nen zum Einsatz kommenden Kontrollmethoden. Bei der Lastkontrolle wird als Schritt-
weite ein Lastinkrement O' vorgegeben. Damit erhalt man als Nebenbedingung

f=D D"=0: (4.6)

Uber die Vorgabe des Lastinkrements D lasst sich der Laststeigerungsfaktor direkt
berechnen. Da damit keine Unbekannte mehr ist, reduziert sich deren Zahl aut.
Fir diesen Fall kann das erweiterte Gleichungssystem in Gleichung (4.4) wieder dig
Gleichgewichtsbedingung in Gleichung (4.3) reduziert werden.

Analog zur Lastkonrolle wird bei der Verschiebungskontrolle ein Verschiebungsinkremhe
DD, vorgegeben. Fiur den allgemeinen Fall ergibt sich die Kontrollgleichung zu

f=DD; DD =0 (4.7)

fur eine vorgeschriebene Verschieburng, am i-ten Freiheitsgrad. An dieser Stelle ist
der Unterschied zwischen der Kontrollmethode und dem einwirkenden Lastfall hervor
zuheben. Diese Arbeit beschrankt sich auf Kraftlasten und VerschiebungslasterarBus
ergeben sich mit den zwei vorgestellten Kontrollmethoden die vier folgenden dbina-
tionsmoglichkeiten:

"~ kraftkontrollierter Kraftlastfall,

"~ kraftkontrollierter Verschiebungslastfall,

~ verschiebungskontrollierter Kraftlastfall,

"~ verschiebungskontrollierter Verschiebungslastfall.

Fur den Sonderfall, dass bei einem verschiebungskontrollierten Verschiebungsldistier

belastete und der kontrollierte Freiheitsgrad identisch sind, entspricht die Nebbedin-

gung der eines kraftkontrollierten Kraftlastfalls in Gl. (4.6). Auch in diesem &ll ist der

Laststeigerungsfaktor, mit dem die aufgebrachte Verschiebung gesteigertayikeine un-

bekannte Groye mehr. Eine ausfuhrliche Beschreibung der vier aufgelisteten Variamt
mit den entsprechenden Struktogrammen der Algorithmen ndet sich ifrohl (2014).

Last- und Verschiebungskontrolle eignen sich jedoch nur bedingt, um stark nichtlinea
re Pfade bis in den Nachbeulbereich hinein zu verfolgen. So versagt die Lastkohé,
wie in Abbildung 4.1 zu sehen, an Gleichgewichtspunkten mit horizontaler Tangente.
Fur den Fall eines kraftkontrollierten Kraftlastfalls entspricht dies einem irchschlags-
punkt. Die Verschiebungskontrolle versagt hingegen, wenn der Gleichgewichtspfadee
vertikale Tangente aufweist (Abb. 4.1). Fiur den Fall eines verschiebungskontroltien
Verschiebungslastfalls entspricht dies ebenfalls einem Durchschlagspunkt.
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AF
Lastkontrolle versagt
g Verschiebungskontrolle
,/ versagt
Last- /
kontrolle 4| /
A/
: D

Verschiebungskontrolle

Abbildung 4.1: Vergleich von Last- und Verschiebungskontrolle sowie deren Grenrein
Anlehnung an Bischoff u.a.  (2016)

Bogenléangenkontrolle

Anders als Last- oder Verschiebungskontrolle enthélt die Nebenbedingung der Bogenlan-
genkontrolle sowohl die Knotenverschiebungeld als auch den Lastparameter . Dank
dieser Kombination kdnnen mit der Bogenlangenkontrolle Gleichgewichtspfade bis weit
in den Nachbeulbereich hinein verfolgt werden. In der Literatur ndet sich hierzu ein
Vielzahl an Verfahren, etwa inWempner (1971),Riks (1972),Riks (1979),Crisfield
(1981) und Ramm (1981).

In Abbildung 4.2 sind zwei dieser Methoden schematisch dargestellt. Die Abbildung
links zeigt das Verfahren nactRiks (1972) undWempner (1971), bei dem die Losung
auf einer Normalenebene gesucht wird, die senkrecht auf dem Pradiktor steht. Higrf
wird zunachst mittels Tangentenpradiktort ein Startpunkt flr die Korrektoriteration
bestimmt. Bei der anschlieyenden Korrektoriteration wird entlang der Normalenach
einer Losung gesucht. Die Nebenbedingung lautet in diesem Fall

Dt u=0 (4.8)
oder in Matrixnotation
pb! D+D ; =0 (4.9)

Der Vektor DD, enthalt die Di erenz der Verschiebung zwischen dem Pradiktorschritt
und dem zuletzt konvergierten Gleichgewichtspunkt. Gleiches gilt fir das Lastinkmesnt
D ;.

In Ramm (1981) wird eine Modi kation des Verfahrens nach Riks/Wempner vorgestellt.
Anders als bei Riks/Wempner wird hier die Normalenebene in jedem Iterationsschritt
aktualisiert. Das Verfahren ist in Abbildung 4.2 rechts dargestellt. Die Nebenbedingung
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» Gleichgewicht erfullt
Gleichgewicht nicht erfullt

A F A F

. uo : uo
Dty us Dt; . us
i+1 | A Us i+1 1 : Ug

i T i

D D
| | [ | | -
I I > T T >

Dj Di+1 D; Di+1

Abbildung 4.2:  Vergleich der Bogenlangenkontrollen nach Riks & Wempner (links) und
Ramm (rechts)

lautet

Dt; u;=0 (4.10)
oder in Matrixnotation

DD!;, D+D ; =0: (4.11)
Far sehr kleine Schrittweiten liefern die beiden Methoden &hnliche Ergebnisse.
Eine weitere Methode, die sowohl irCrisfield (1981) als auch inRamm (1981) vor-

gestellt wird, ist die Iteration auf einer Kugel ache. Die entsprechende quadratische
Nebenbedingung lautet

P

DD'DD+ 2D 2 4=0: (4.12)

Sie enth&lt neben den Last- und Verschiebungsinkrementen auch die vorgeschriebene
Bogenléanges“sowie den Korrekturfaktor . Dieser ist notwendig, da in der Bogenlan-
gengleichung Gréyen mit unterschiedlichen Dimensionen stehen. Durch eine geeignete
Wahl von lassen sich eventuell auftretende nummerische Probleme vermeiden. Eine
gute Abschéatzung fur erhélt man, wenn die beiden Summanden aus Gl. (4.12) die
gleiche Groye besitzen:

s
DD!DD _ kDDk,

5 5 (4.13)
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Betrachtet man den Grenzfall ! 0, bei dem der Ein uss des Lastfaktors verschwindet,
vereinfacht sich die Nebenbedingung zu

t="DD'DD &= kDDk, %=0: (4.14)

Dies entspricht einer Variante der Verschiebungskontrolle, bei der anstatt d&erschie-
bungen an einem einzelnen Freiheitsgrad die Norm der Gesamtverschiebung gesteuert
wird. Man spricht in diesem Fall auch von der zylindrischen Bogenlangenkontrolle.

Wird hingegen sehr groy gewahlt ( 2D 2 DD!DD ), nahert man sich einer Last-
kontrolle immer weiter an.

Sowohl Crisfield  (1981) als auchRamm (1981) schlagen vor, die quadratische Zu-
satzgleichung direkt zu l6sen. Dies liefert zwei Lésungen der Gleichung, da sich der
Gleichgewichtspfad und die Zusatzgleichung in zwei Punkten schneiden. Dabei muss die
Sinnvolle der zwei Losungen algorithmisch gewéhlt werden. In der vorliegenden Arbeit
wird die Nebenbedingung in Anlehnung arSchweizerhof und Wriggers (1986)
hingegen linearisiert und iterativ gelost. Hierauf wird in Abschnitt 4.1.2 eingegangen.

Neben den drei hier vorgestellten Mdglichkeiten fur eine Bogenlangenkontrollastiert
noch eine Vielzahl weiterer Varianten. Einen Vergleich sowie eine geometrischiitpre-
tation einer gréyeren Anzahl an Bogenlangenverfahren ndet sidBarrera (1994).

Die hier prasentierten Methoden zur Pfadverfolgung lassen sich noch weiter iopieren.
So kommt in dieser Arbeit u. a. eine automatisierte Schrittweitenkontrolle zum Einsatz
wie sie inRamm (1981) beschrieben ist. Hierbei wird die vorgegebene Bogenlamsge »
jedem Schritt in Abhangigkeit der Iterationszahl im letzten Lastschritt und der maximal
vorgegebenen Anzahl an Iterationen skaliert.

s
[

Seu= S (4.15)

|max

Auch ein Bisektionsverfahren kommt zum Einsatz, bei dem die Schrittweite verriegt
wird, wenn die Bogenlangenkontrolle nicht in einer vorgegeben maximalen Anzahl an
Iterationsschritten konvergiert. Weitere Information hierzu nden sich u.a in Pohl
(2014).

Im weiteren Verlauf der Arbeit kommt ausschlieylich das Bogenlangenverfahren naiéer
Nebenbedingung nach Gleichung (4.12) zum Einsatz. Aus diesem Grund werden die
folgenden Unterpunkte ausschlieylich fir die gewahlte Variante prasentiert.
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4.1.1 Préadiktorschritt

In dieser Arbeit kommen drei unterschiedliche Prédiktoren zum Einsatz. Neben dem
Sekanten- sowie dem Tangentenpradiktor wird ein Eigenpradiktor genutzt, bei memit-
hilfe des Eigenvektors vom Primérpfad in einen Sekundarpfad verzweigt werdemka

Am Beginn jeder nichtlinearen Berechnung wird zunachst ein Tangentenpradiktor als
Startpradiktor verwendet. Hierfur wird das lineare Gleichungssystem

Ke! Fexto=DD (4.16)

fur einen Laststeigerungsfaktor von = D = 1;0 gel6st. Anschlieyend lasst sich der
Korrekturfaktor nach Gl. (4.13) ermitteln. Mit der daraus resultierenden Bogeldnges
nach Gleichung (4.12) kénnen abschlieyend sowohl der Lastfaktor wie auch dasdbmgs
fur die Verschiebungen aus Gl. (4.16) skaliert werden:

DD =D Di; D = 1;o§: (4.17)

Durch die Skalierung ist die Bogenlangengleichung (4.12) erfillt. Im weiteren Verlauf
der Pfadverfolgung kommt ein Sekantenprédiktor zum Einsatz. Hierfir wird sowohl
fur die Verschiebungen wie auch fir den Lastfaktor die Di erenz aus den beiden zuletzt
konvergierten Gleichgewichtspunkte in den Inkrementem und undm 1 berechnet und
auf den aktuellen Gleichgewichtspunkt im Inkrementn addiert. Durch dieses Vorgehen
wird die Nebenbedingung automatisch zu Beginn jeder Gleichgewichtsiteration erfullt

Wird ein Verzweigungspunkt direkt berechnet, kann danach anstelle des Priméarpfads
auch der Sekundarpfad weiter abgelaufen werden. Dieses Abbiegen auf einen anderen
Pfad wird im Englischen alsbranch switchingbezeichnet (u.aRiks (1984), Stein u. a.
(1990) oderFujii und Ramm (1997)). In dieser Arbeit wird hierfir der zuvor ermittelte
Eigenvektor als einmaliger Startpradiktor verwendet. Um die Groye des Pradiktor-
schitts wahlen zu koénnen, wird der Eigenvektor mit dem Parameter skaliert:

DD = (4.18)

Fir den Eigenpradiktor wird D ein sehr kleiner Wert nahe null zugewiesen. Bei sym-
metrischen Verzweigungspunkten mit einer horizontalen Tangente entspricht dasnde
Verhalten des Systems. Exemplarische Berechnungen haben dariber hinaus gezeigt,
dass auch fur unsymmetrische Verzweigungspunkte zuverlassig auf den Nachbeulpfad
abgebogen werden kann.

Bei allen drei vorgestellten Pradiktorvarianten, die in dieser Arbeit zum Einga kom-
men, handelt es sich um eine lineare Extrapolation. Es existieren daneben noch eine
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Reihe weiterer linearer aber auch nichtlinearer Ansétze fir den Pradiktor. IWagner
(1991) und Eriksson (1993) wird beispielsweise ausfuhrlich auf einen quadratischen
Pradiktor eingegangen. Diese sollen hier aber nicht weiter vertieft werden.

4.1.2 Konsistente Linearisierung

Ist der Pradiktor nach einer der drei vorgestellten Methoden bestimmt, folgim An-
schluss die Korrektoriteration. In dieser Arbeit kommt zur Lésung des nichtlineare
Problems ausschlieylich das Newton-Raphson-Verfahren zum Einsatz. Hierflir muss zu-
nachst das Gleichungssystem aus Gl. (4.4) D und um den aktuellen Gleichgewichts-
punkt linearisiert werden. Wie bereits erwahnt, wird in dieser Arbeit die Nebenbedin-
gung in Anlehnung anSchweizerhof und Wriggers (1986) ebenfalls linearisiert und
iterativ gelost. Hierfur wird fur die Gleichgewichtsbedingung sowie die Kontrollgleicing
das Taylorpolynom bis zum linearen Glied entwickelt.

inR(D'**; "1)= R(D'; ")+ @R(@[;II’I) Di+1+@R(C[®):;i) i+1 = g
o _ (4.19)
linf(D™*; )= f(D'; ')+ @(@[g)ni;) D'+ @(gpi') " =0

Bei der vereinfachten Gleichgewichtsbedingung aus Gleichung (4.3) hangen die interne
Krafte nur von den Verschiebungen und die externen Krafte nur vom Lastfaktacab.
Somit lasst sich die erste Gleichung in (4.19) vereinfachen zu

i i
"n R|+1 = R' + int D|+1 ext i+1

@' @ (4.20)

Ri + Ki'I' Di+1 Fiext;o I+ =

Zur besseren Ubersicht wird eine reduzierte Schreibweise im Vergleich zu (3#.46r-
wendet. Dabei erhalt man die Tangentenstei gkeitsmatrixK + aus der Ableitung des
internen Kraftvektors nach den Verschiebungen.

Wie in Abschnitt 4.1 bereits erwahnt, enthalt der Vektor DD die inkrementelle Anderung
der diskreten Knotenverschiebungen und ergibt sich zul = D,, Dy 1 mit den
Inkrementenm und und m 1 . Partielles Ableiten der Nebenbedingung nach und
fuhrt damit zu

DD
@ _ @D =p (4.22)

fhn= — = =
P @ "DD'DD + 2D 2
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und

_@e_ @ _ D .
=@ @ Pooopsr D¢ (4.22)

Die Gleichung aus (4.19) lassen sich mit den Gleichungen (4.20) bis (4.22) auch in
Matrixnotation aufschreiben:

2 32 3 2 3
g7 Tqf Cl- 8 (4.23)
| —{z—} [{z—} | {z-}

K tot D tot R tot

4.1.3 Korrektoriteration

Nach der Linearisierung wird das Gleichungssystem aus Gl. (4.23) iterativ mit dem
Newton-Raphson-Verfahren gelést. Dabei kann das unsymmetrische Gleichungtsys
mit n + 1 Unbekannten mit einem entsprechenden Ldser direkt gelost werden. In die-
ser Arbeit kommt an dieser Stelle die ProgrammbibliothekJMFPACK zum Einsatz.
Eine kurze Beschreibung hierzu ndet sich irDavis (2004). Aufgrund der zusatzlichen
Zeile und Spalte weist die Gesamtmatrix des erweiterten Gleichungssystekhg; weder
die Bandstruktur noch die Symmetrie der Tangentenstei gkeitsmatrixK 1 auf. Als Ab-
bruchkriterium wird hier, wie auch in den folgenden Algorithmen, eine Toleranzschranke
fiir die gesamte ResiduumsnormiR ok, mit Ry = [R; ] gewahlt.

Eine Alternative basiert auf einer vonBatoz und Dhatt (1979) fur die Verschiebungs-
kontrolle vorgestellten Losung in zwei Schritten, wie sie u.a. vdRamm (1981) verwen-
det wird. Bei diesem Verfahren bleiben die Symmetrieeigenschaften der zu invertieden
Matrix erhalten. Hierfir muss neben einer skalaren Gleichung das Gleichungssysteiih

n Unbekannten flir zwei rechte Seiten gelost werden. Eine ausfiihrliche Beschreibung die
ser Methoden nden sich u.a. inSchweizerhof (1990) und Wagner (1991). In der
vorliegenden Arbeit kommen beide Methoden zum Einsatz.

Bei einem direkten Vergleich konnten keine signi kanten Unterschiede der Recheitz
festgestellt werden. Dies lasst sich maygeblich auf den verwendeten Losetigkituhren,

da dieser auf die Losung unsymmetrischer, diinnbesetzter Matrizen spezialisiert ist und
somit auch das Gesamtsystem in einem Schritt e zient |6st.

Trit man bei der Pfadverfolgung exakt auf einen kritischen Punkt (oder zumindest in
die unmittelbare Nahe), wird die Matrix K+ de s Gleichungssystems (4.23) singular. An
dieser Stelle bricht der Pfadverfolgungsalgorithmus ab, da die Matrix zur Losung nicht
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mehr invertiert werden kann. Dies spielt in der praktischen Anwendung jedoch keine
Rolle, weshalb hierfir keine besonderen Maynahmen ergri en werden mussen.

4.1.4 Bogenlangenkontrolle fur inhomogene
Dirichlet-Randbedingungen

In Abschnitt 4.4.2 wird eine Methode zur direkten Berechnung kritischer Punkte fur
inhomogene Dirichlet-Randbedingungen prasentiert. Zur Vorbereitung werden an dieser
Stelle die Anderungen bei der Pfadverfolgung mittels Bogenlangenkontrolle fiir Verschie-
bungslastfalle anstelle von auyeren Kraftlasten aufgezeigt.

Wird das System nicht durch eine auyere Kraft belastet, missen auch keine auyere
Krafte im Gleichgewicht beriicksichtigt werden. Die internen Krafte sind in diemsm Fall
dafir nicht nur von den resultierenden VerschiebungeB®, sondern auch von den auf-
gebrachten Verschiebunge®( ) = D, und somit auch vom Laststeigerungsfaktor
abhangig:

R D:D() =Fn D;D() =0: (4.24)

Die Nebenbedingung sowie deren Ableitungen bleiben unverandert. Die Linearisierung
fuhrt schlieylich auf folgendes Gleichungssystem:

2 32 3 2 3
Kr Fin: D R
G Tl § L (4.25)
fo f f
Auf die Ermittlung von Fiy. = % wird in Abschnitt 4.4 genauer eingegangen (siehe

Gl. (4.53)). Eine ausfuhrliche Darstellung der hier lediglich angerissenen Methode ndet
sich u.a. inPohl (2014).

4.2 Au nden kritischer Punkte

In Kapitel 3.5.3 wurde bereits kurz auf unterschiedliche Methoden zur Untersuchung der
Stabilitat einzelner Gleichgewichtspunkte eingegangen. Eine weit verbreitete Methode
ist eine neben der Pfadverfolgung begleitend durchgefiihrte Analyse zum Stabilitats-
verhalten (vgl. Krétzig (1989), Burmeister und Ramm  (1990), Reitinger (1994)
oder Rust (2009)). Hierfur bieten sich verschiedene Indikatoren an, die Aussagen Uber
die Stabilitat eines Gleichgewichtspunkts liefern:
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" die Eigenwerte ! ; der Stei gkeitsmatrix K1,

" die Diagonalelemente U; nach einerLU -Zerlegung der Stei gkeitsmatrixK 1,
"~ der Stei gkeitsparameter S, nach Bergan u.a. (1978),

" die Determinante der Stei gkeitsmatrix det K .

Die Analyse der Eigenwertd ; der Stei gkeitsmatrix ist hierfir besonders geeignet. So
lasst die Anzahl der negativen Eigenwerte einen verlasslichen Riickschluss auf die Stabi-
litatseigenschaften zu. Andert sich bei einer zur Pfadverfolgung begleitend durchigje-

ten Eigenwertanalyse das Vorzeichen von einem oder mehreren Eigenweitarerhalb
eines Lastschritts, so wurden in diesem Lastschritt ein oder mehrere kritischeurkk-

te Uberschritten. Dies gilt unabhangig davon, ob es sich dabei um Verzweigungs- oder
Durchschlagspunkte handelt. Die Ermittlung der Eigenwerte ist jedoch rechenintensiv.

Anstelle der Eigenwerte lassen sich auch die Diagonaleintrdge analysieren, die man
durch eineLU -Zerlegung der Stei gkeitsmatrix erhalt. Dabei wird die Stei gkeitsmatrix

in die untere DreiecksmatrixL sowie die obere Dreiecksmatrix) zerlegt. Die Anzahl
der negativen Eintrage der Hauptdiagonale vokJ entspricht der Anzahl der negativen
Eigenwerte. Uberschreitet man bei der Ermittlung eines Gleichgewichtspfads mit &-
verfolgungsmethoden einen kritischen Punkt, so andert sich nicht nur die Anzahl der
negativen Eigenwerte, sondern auch die Zahl der negativen Diagonaleintrageders als
die Ermittlung der Eigenwerte ist die Ermittlung der Diagonalwerte jedoch ohne oder
nur mit geringem Mehraufwand verbunden. Je nach gewéahltem Lésungsverfahren nach
Abschnitt 4.1.3 und Loser, stehen die obere Dreiecksmatrid und somit die Diagnal-
eintrdge U; ohne zusatzliche Berechnungen zur Verfiigung.

Der Stei gkeitsparameter S, nach Bergan u.a. (1978) eignet sich zum Au nden von
Durchschlagspunkten. Eine sehr anschauliche Beschreibung sowie Interpretation ndet
sich in Wagner (1991). Die Methode eignet sich jedoch nicht zum Au nden von
Verzweigungspunkten, weshalb diese Methode im weiteren Verlauf nicht zum Einsatz
kommt.

Die Analyse der Determinante eignet sich ebenfalls nur bedingt, um Aussagen uber die
Stabilitat von Gleichgewichtspunkten zu tre en. Gilt detK < 0, ist der aktuelle Gleich-
gewichtspunkt instabil. Ist detK > 0, kann jedoch keine Aussage getro en werden.
Denn wenn die Anzahl der negativen Eigenwerte der Stei gkeitsmatrix und somit auch
die Anzahl der negativen Eintrage der Hauptdiagonald; gerade ist, so erhalt man fur
die Determinante ebenfalls einen positiven Wert:

e
detK = 1, = U;; (426)
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Gleichung (4.26) zeigt, dass sich die Determinante aus den Eigenwerten wie auak a
den HauptdiagonaleintrdgenU; berechnet. Ein Rickschluss auf die Stabilitatseigen-
schaften ist somit besser direkt aus diesen Werten moéglich, ohne die Determinante z
berechnen.

Bei Systemen mit einer hohen Anzahl an Freiheitsgraden nimmt die Determinante zudem
sehr groye Werte an. Diese kdnnen dabei so groy werden, dass sie den Zahieiche
Ubersteigen kdnnen, mit denen Computer arbeiten (vgLéger u.a. (2015)).

4.3 Direkte Berechnung kritischer Punkte ftr
Kraftlastfalle

Mit den bisher vorgestellten Methoden lassen sich statische Gleichgewichtsidaan kri-
tischen Punkten vorbei bis in den Nachbeulbereich verfolgen. Dartber hinaus kanm a
jedem ermittelten Gleichgewichtspunkt die Stabilitat des Gleichgewichts untersuchtes-
den. In diesem Abschnitt wird nun je ein Algorithmus zur direkten Berechnung von
Durchschlags- und Verzweigungspunkten vorgestellt. Diese basieren im Wesehéit
auf den Arbeiten von Seydel (1977), Moore (1980) und Wriggers u.a.  (1988).
Eine ausfiihrliche Ubersicht, an der sich dieser Abschnitt in Teilen orientiert, ndet sich
zudem inWagner (1991). Im Englischen werden diese Methoden dxtended Systems
bezeichnet.

Fur die Ermittlung kritischer Punkte muss, vergleichbar mit Abschnitt 4.1, die Gleich-
gewichtsbedingung aus Gleichung (4.3) um eine Bedingung erweitert werden, die nur an
kritischen Punkten erfullt ist.

Die Bedingung, die dort gelten muss, lasst sich aus dem in Abschnitt 3.3 vorgestellten
Indi erenzkriterium nach Euler entwickeln. Demnach be ndet man sich an einem kriti-
schen Punkt, wenn neben dem aktuellen Gleichgewichtspunkt ein benachbarter Gleich-
gewichtspunkt auf dem identischen Lastniveauy; existiert. Ausgehend von der Gleich-
gewichtsbedingung am kritischen Punkt

R(Dwit; kit) =0 (4.27)

muss fir einen benachbarten Verschiebungszustabd= D + U ebenfalls Gleich-
gewicht herrschen. Durch Linearisierung des benachbarten Zustands in Richtung von
U erhalt man schlieylich

lin R(D; krit) = B(Qk(itg &rig()"' é‘;@@g =0+ KT(Dkrit; krit) U: (4.28)
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Der benachbarte Zustand muss sich ebenfalls im Gleichgewicht be nden, was auf das
folgende Gleichungssystem flhrt:

K7(Dkit; kit) U =0: (4.29)

Existiert fir das Gleichungssystem (4.29) eine nichttriviale Losung (U 6 0), gilt fur
die Determinante der Stei gkeitsmatrix

detK ; = 0: (4.30)

Diese Nebenbedingung wird u. a. iAbbott  (1978) vorgeschlagen. In Abschnitt 4.2 wird
jedoch bereits auf Probleme im Zusammenhang mit der Ermittlung der Determinante
eingegangen. Aus diesem Grund wird Gleichung (4.30) in dieser Arbeit nicht als Neben-
bedingung verwendet. InWagner (1991) nden sich noch eine Variante, bei der das
Gleichungssystem (4.3) und Gleichung (4.30) zusatzlich um die Bogenlangengleichung
erweitert wird, jedoch ohne Gleichung (4.30) konsistent zu linearisieren.

Alternativ lasst sich die Nebenbedingung auch aus dem Eigenwertproblem
(Kr 4l) =0 (4.31)

herleiten. An einem kritischen Punkt ist mindestens einer der Eigenwerte ein Nullei-
genwert, wodurch sich Gleichung (4.31) vereinfacht zu

was gleichbedeutend ist mit deK+ = 0. Dies zeigt sich auch beim Vergleich von
Gl. (4.29) und (4.32). Beide Nebenbedingungen gelten unabhéngig vom Lastfall und
sowohl fir Verzweigungs- wie auch fur Durchschlagspunkte.

4.3.1 Unterscheidung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten
fur Kraftlastfalle

An einem kritischen Punkt ist die Bedingung in Gl. (4.32) erfullt. Es bleibt jedoch unklar,

ob es sich dabei um einen Durchschlags- oder einen Verzweigungspunkt handelt. Um
hierlber Klarheit zu erlangen, wird die Gleichgewichtsbedingung (4.3) wie Wagner
(1991) in Abhangigkeit eines Bahnparameters formuliert:

R D(s); () = O: (4.33)
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Durch Ableitung der parametrisierten Residuumsgleichung nacherhalt man

dR_@®R@ RO @ @

— = ———+ — — =K7— Fego—=0 4.34

ds @D @ @ @ T @ ext,O@ ( )
Multipliziert man anschlieyend beide Seiten des Gleichungssystems mit dem Transpo-
nierten des zum Nulleigenwert gehdrenden Eigenvektors fuhrt dies zu

@ @
| KT@ | I:ext;O@ =0 (4'35)

Der erste Summand verschwindet durch Gleichung (4.32) am kritischen Punkt. Es ver-
bleibt somit nur der zweite Summand:

| Fext;Og =0: (4.36)

Dieser wird zu null, wenn entweder

=0 (4.37)

S

| Fext:0 = 0 oder
gilt.

Ist die erste Bedingung erfullt, steht also der Eigenvektor , der hdu g auch als Beul-
vektor bezeichnet wird, senkrecht auf dem &uyeren Lastvektor, handelt ashsum einen
Verzweigungspunkt. Dies lasst sich anschaulich am hohen, symmetrischen Dreigelenk-
tragwerk aus Abbildung 3.4 erklaren. Am Verzweigungspunkt weicht der belastete Kno-
ten nach rechts in RichtungD, aus. Der Beulvektor steht damit senkrecht auf dem
Lastvektor, der in D;-Richtung zeigt.

Ist die zweite Bedingung erfillt, handelt es sich um einen Durchschlagspunkt, was sich
ebenfalls anschaulich am Beispiel eines Dreigelenktragwerks (vgl. Abb. 3.2) demasstr
ren lasst. An einem Durchschlagspunkt besitzt der Gleichgewichtspfad eine horizalet
Tangente. Dies bedeutet, dass sich die Anderung vonentlang des Pfades am Durch-
schlagspunkt zu null ergibt. Das Dreigelenktragwerk schlagt in Richtung der einen-
den Kraft durch.

In Wriggers und Simo  (1990) sowie inWagner (1991) wird eine detailliertere Me-
thode vorgestellt, mit der sich dariber hinaus bestimmen lasst, um welche Art von
Durchschlags- oder Verzweigungspunkt es sich handelt. Da dies im Rahmen dieser Ar-
beit jedoch nicht zum Einsatz kommt, wird fir tiefergehende Informationen auf die
entsprechende Literatur verwiesen.
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4.3.2 Durchschlagspunkte

Mit Gleichung (4.32) als Nebenbedingung lasst sich zunachst ein Gleichungssystem auf-
stellen, dessen Bedingungen sowohl an Durchschlgs- als auch an Verzweigungspunkten
erfullt sind. Um die triviale Losung = 0 zu vermeiden, wird das Gleichungssystem
zudem um eine skalare Gleichung erganzt, die die Lange des Eigenvektors festliegt,
diesem Fall zuk k, = 1. Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

2 3 2 3 2 3
Rl I:int(D) Fext() O
R3 ! 1 0

Insgesamt besteht das Gleichungssystem somit aus#2l Gleichungen. Neben dem Vek-
tor der diskreten Knotenverschiebunge® und dem Laststeigerungsfaktor kommen
die Eintrage des Eigenvektors zu den unbekannten Gréyen hinzu, womit denr2+ 1
Gleichungen auch 8 + 1 Unbekannte gegeniiberstehen.

Die Losung des nichtlineare Gleichungssystems wird ebenfalls mit dem Newton-Raphson-
Verfahren ermittelt. Hierflir werden zunachst alle drei Residuumsgleichungen in Rich-
tung aller drei unbekannter Gréyen linearisiert:

linRY™ = Ry+ Ky D™ Feeo ™ (4.39)

linRL™ = Ry + %T D't + KL M (4.40)
) . | )

inRy™* = Ry + 2 ! 1 (4.41)

In Matrixschreibweise ergibt sich daraus das folgende, im Allgemeinen unsymmetrische
Gleichungssystem:
2 3

32 2
KT FextO D lnt(D) Fext( )
s - %é AR CCR
0

K tot

Wie bereits mehrfach erwahnt, gilt auch hierfiir die Annahme, dass keine mitgehenden
Lasten wirken und die duyeren Lasten somit nicht von den Verschiebungen abhéngen
(vgl. Reitinger (1994)).
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In der Literatur (z. B. Wriggers u.a. (1988),Wagner (1991) undReitinger (1994))
wird in der Folge das Gleichungssystem aufgeteilt um die dadurch entstehenden n
groyen Gleichungssysteme nacheinander in mehreren einzelnen Schritten zu |6sen. Bei
dieser mehrstu gen Methode bleiben Bandstruktur und Symmetrie erhalten. Da jedoch
an einem kritischen Punkt die Stei gkeitsmatrix singular wird, kann dies zu numerischen
Problemen fuhren. InReitinger  (1994) werden zur Lésung dieses Problems verschie-
dene Penalty-Methoden vorgestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird die erweiterte Matrix des gesamten unsymmetrisen
GleichungssystemsK ,; ohne Unterteilung, wie auch bereits in Abschnitt 4.1.3 fir das
Bogenlangenverfahren erlautert, mithilfe des Loserpaket$MFPACK invertiert. Dabei
bleibt K auch beim Erreichen eines Durchschlagspunkts regular, auch wenn die zwei-
mal darin enthaltene Stei gkeitsmatrix singular wird.

Um die Regularitdt der Matrix an einem Durchschlagspunkt anschaulich zu erklaren,
wird auch hier das Dreigelenktragwerk (z. B. Abb. 3.2) herangezogen. Hat man des-e
ten Durchschlagspunkt ermittelt, besitzt das System keine Stei gkeit mehr in Richtung
der &uyeren Last. Der Eintrag der Stei gkeitsmatrix inD,-Richtung flr eine Last in die
gleiche Richtung K»,) verschwindet. Da in der zweiten Zeile jedoch ein Eintrag im Last-
vektor F¢y vorhanden ist (dieser steht in der rechten Spalte der Matrix in Gl. (4.42)),
entsteht hier keine Nullzeile und somit bleibt die Matrix regular.

Die Ableitung des Produkts aus Stei gkeitsmatrix und Beulvektor nach den Verschie-
bungen wird in der weiteren Arbeit mit K abgekirzt. Diese Ableitung lasst sich u. a.
nach Wriggers und Simo  (1990) auch als Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix
in Richtung des Eigenvektors interpretieren:

_ &y _ d

— K;(D+h) (4.43)

K =
@ dh ho

In dieser Arbeit erfolgt die Ableitung der Stei gkeitsmatrix auf Elementebene, anschlie-
yend wird die Systemmatrix assembliert. Fir einfache Elemente, etwa Stabelemente
lasst sich die Ableitung der Stei gkeitsmatrix noch von Hand bestimmen und implemen-
tieren. FUr komplexere Elemente ist dies hingegen nur schwer mdglich, da die Stei g-
keitsmatrix nicht als Funktion der Verschiebungen zur Verfiigung steht (vgIBischoff

u.a. (2016)). In den Arbeiten vonWriggers u.a. (1988) und Wriggers und Si-

mo (1990) wird hierflr ein Di erenzenquotient vorgeschlagen. Diese Verfahré@nnen
jedoch, je nach Wahl des Intervalld, fehlerhafte Ergebnisse liefern. Wird der Wert fur
h zu groy gewahlt, erhalt man eine schlechte Naherung der Ableitung, ein zu kleirtes
ruft numerische Probleme hervor. Die Ableitung der Stei gkeitsmatrix kann daher als
der Schwachpunkt der Methode bezeichnet werden.
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In Kapitel 6 werden daher verschiedene Methoden zur zuverlassigen und, je nach Va
riante, exakten Ermittlung erster Ableitungen prasentiert. Mit den dort vorgestellten
Methoden lasst sichkK e zient bestimmen, wodurch sich auch kritische Punkte zuver-
lassig berechnen lassen.

4.3.3 Verzweigungspunkte

Anders als bei Durchschlagspunkten bleibt die GesamtmatriX «; aus Gleichung (4.42)
beim Erreichen eines Verzweigungspunkts nicht regular. Dies ist gleichbedeutend mit
einem Rangabfall der zu invertierenden Matrix, was zu Fehlern beim Lésen flihrkann.
Auch dies wird am Beispiel eines hohen Dreigelenktragwerks (Abb 3.4) ersichtlich. Am
Verzweigungspunkt besitzt der LastvektorFe, einen Nulleintrag in die Richtung, in
die der Beulvektor zeigt. Aus diesem Grund entsteht in der entsprechenden Zeile des
Gleichungssystems (4.42) eine Nullzeile. Somit sind die einzelnen Zeilen der Matrix nicht
mehr linear unabhangig.

Dieses Problem lasst sich mit einem voMoore (1980) vorgeschlagenen, nochmals
erweiterten System, l6sen. Zum einen wird bei dieser Methode die erste Residuunisgle
chung um einen Term erganzt, der den Rangabfall der Gesamtmatrix verhindern soll:

R1=Fin(D) Fex() =0 (4.44)

Dabei konvergiert der Wert der neu eingefuhrten Variable gegen Null. Zur anschau-
lichen Erklarung lasst sich als eine kinstlich auf das System aufgebrachte Federstei-
gkeit in Richtung des Beulvektors interpretieren. Da am Verzweigungspunkt die
Stei gkeit in Richtung von  verschwindet, konvergiert ebenfalls gegen null.

Zudem wird das System um diejenige Bedingung, die einen Verzweigungspunkt charak-
terisiert, erweitert:

Ri= 'Feq =0: (4.45)

Damit stehen zur Bestimmung der & + 2 Unbekannten (D, , wund ) 2n+2 Glei-
chungen zur Verfiigung. Daraus ergibt sich das aus den vier Residuumsgleichungen be-
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stehende Gleichungssystem:

2 3 2 2 3
RiD;; ) Fint(D) Fex( ) 0
R, (D; K+(D 0
2(D; ) % r(D) _ go7. (4.46)
Rs( ) T 1 0
R4( ) TFext,O 0
Zur Losung werden zunachst alle vier Residuumsgleichungen linearisiert:
IInR|1+1 — RI1+ KIT Di+l iI i+1 Fi 0 i+1 i i+1.
ext; 3
I|n Ri2+l = RI2+ Ki Di+1 + Klr i+1;
(4.47)
inRy* = RL+(2 N
lin Ry = R+ Fll, 'L
Die Gleichungen lassen sich wieder in Matrixform darstellen:
2 32 3 2 3
KT I I:ext;O D Fint(D) I:ext( )
K K 0 0 K+ (D
! = () : (4.48)
o 2 0 0 T
0 Flo O 0 TFext,0

Auch hierfir nden sich in der Literatur unterschiedliche Ansatze zur Lésung des un-
symmetrischen Gleichungssystems. In der Arbeit vobBeuflhard u. a. (1987) wird

eine Methode vorgeschlagen, bei der das gesamte Gleichungssystem in mehrere Un-
terprobleme geteilt wird. Bei diesen Unterteilungen bleiben die zu I6senden Matrizen
symmetrisch und die Bandstruktur erhalten. In dieser Arbeit wird, wie auch irBeydel
(1977) vorgeschlagen, die gesamte Matrix invertiert und das Gesamtsyst gelost.

Zu Beginn der direkten Berechnung eines kritischen Punkts kann noch nicht unterschie
den werden, ob es sich um einen Durchschlags- oder Verzweigungspunkt handelt. Wird
bei der im Rahmen einer Pfadverfolgungsmethode durchgefuhrten begleitenden Ana-
lyse der DiagonalelementdJ; nach Abschnitt 4.2 ein kritischer Punkt Gberschritten,
wird zunachst mit der Losung des in Gleichung (4.42) vorgestellten Gleichungssysate
begonnen. Parallel dazu wird nach jedem lIterationsschritt Uberprift, um welche Ar
von kritischen Punkt es sich handelt. Hierfur wird das Ergebnis von ! Fext untersucht.
Unterschreitet dieser Wert, der fur Verzweigungspunkte Null betragt, eine vorhezu
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wahlende Toleranzschranke, wird zu Gleichungssystem (4.48) gewechselt. In Bea-

xis haben sich fir die Schranke Werte zwischen Ound 10 # als geeignet erwiesen.
Wird die Schranke noch kleiner gewahlt, so besteht die Gefahr, dass die Gesamtmatrix
singular wird, bevor in den stabilen Algorithmus gewechselt wird. Wird die Schranke
hingegen zu groy gewahlt, besteht die Gefahr, dass falschlicherweise in den Allgomus

zur Berechnung eines Verzweigungspunkts gewechselt wird, obwohl es sich um einen
Durchschlagspunkt handelt. Der zweite Fall kann bei imperfekten Systemen aufiiea,

wie sie in Abbildung 3.18 zu sehen sind. Bereits kleinste geometrische Imperfektionen
fuhren dazu, dass sich das Verzweigungsproblem in ein Durchschlagsproblem wandelt.
Bei sehr kleinen Imperfektionen ist flr diese Beispiele auch der Wert von Fey sehr
klein.

4.4 Direkte Berechnung kritischer Punkte ftr
Verschiebungslastfalle

Die Algorithmen zur direkten Berechnung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten,
die in der numerischen Mathematik in den siebziger Jahren des vergangenen Jahrhun-
derts entwickelt werden (u.A.Seydel (1977) undSeydel (1979)), sind spéatestens seit
Wriggers u.a.  (1988) und Wriggers und Simo  (1990) auch in den Ingenieurwis-
senschaften angekommen. In den genannten Vero entlichungen beschréankt sibh Er-
mittlung der kritischen Punkte jedoch auf auyere Kraftlastfalle. Im nachsten Abschnit
werden daher die bereits vorgestellten Methoden erstmals auf die direkte Bémaang
von Durchschlags- und Verzweigungspunkten fir Verschiebungslastfélle erweitert.

4.4.1 Durchschlagspunkte

Hierfir muss zunachst die Gleichgewichtsbedingung angepasst werden. Anders als bis-
her hangen die inneren Krafte jetzt auch vom Laststeigerungsfaktor ab. Garex gesagt
hangen sie neben den freien Verschiebung& nun auch von den aufgebrachten Ver-
schiebungerd ( ) ab, die wiederum von abh&ngen. In Analogie zu den Kraftlastfallen
wird im Weiteren davon ausgegangen, dass

BD()= Dy (4.49)

ist. Der Ubersicht halber wird im Folgenden festgelegt, dass keine Kraftlasiuf das
Tragwerk wirkt. Unter diesen Annahmen ergibt sich die folgende Gleichgewichtsbedin-

62



4.4 Direkte Berechnung kritischer Punkte fur Verschiedastjélle

gung:
R,= Fin(D;D( ))= O: (4.50)

Dies hat zur Folge, dass sich auch in der zweiten Residuumsgleichung Anderungen erge-
ben, da die Stei gkeitsmatrix, die sich aus der Ableitung des internen Kraftvektors nach
den freien Verschiebungen ergibt, nun ebenfalls von den aufgebrachten Verdohirgen

D( ) abhangt:

R,= Kt(D;D()) =0: (4.51)

Die dritte Residuumsgleichung bleibt unverandert, was auf das folgende Gleichungssys-
tem fahrt:

2 3 2 3 2 3
Rl D;O() |nt D D() 0

ng D:D(); % g D; 0( ) % go% (4.52)
Rs( ) 0

Aufgrund der veranderten Residuen soll in diesem Abschnitt ausfuhrlich auf die sich
ergebenden Unterschiede bei der Linearisierung eingegangen werden. Unter Anwendung
der Kettenregel erhalt man fir das erste Residuum

i i
= R§L+ KiT Di+1+ |nt | i+1:
@@u

Anstelle des externen Lastvektors, der bei Kraftlastfallen in der Linearigieng des
Gleichgewichts auftaucht, erhalt man fir Verschiebungslastfalle den Vektor

@int — @int D )

@ @ "
Er lasst sich anschaulich als der Vektor der an den aufgebrachten Knotenwariebun-
gen wirkenden Lagerkrafte interpretieren. Da er eine Folge der inhomogeneni€hiet-

Fine: =

(4.54)
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Randbedingungen ist, wird er im Weiteren mitFp;; bezeichnet:

@gm = For: (4.55)
Die Linearisierung der zweiten Residuumsgleichung liefert
lin Ri2+1 = Ri2+ @g@'(KT )i i+l 4 7(KT )I i+1

i . @ ) @i .
= R2 @D|(KT )I DI l+ @|(KT )I @bi(KT )l@i i+1

i i i+ i i+ @i i i+

:R|2+K| DI1+KIT |1+@ﬁ'il'|50| i+1
(4.56)

Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen hangt die Stei gkeitsmatrix auch vom
Laststeigerungsfaktor ab, weshalb hier anders als bei Kraftlastfallen die parti-
elle Ableitung nach dem Lasterh6hungsfaktor nicht verschwindet. In Analogie zu den

internen Kraften wird die Matrix % = %Do in dieser Arbeit mit K p;; abgekirzt.

Die Linearisierung des dritten Residuums bleibt unveréndert, Gleichung (4.41) kann
daher Gbernommen werden. In Matrixform ergibt sich daraus

32 3 2
I:Dir D

2 3
Fint(D;D( ))
gK K pir %E %Z §KT(D;D( ) %1 (4.57)
T

1

4.4.2 Verzweigungspunkte

FUr die direkte Ermittlung von Verzweigungspunkten fiur Kraftlastfalle wird das Glei-
chungssystem um die Nebenbedingung| Fext = O erweitert (siehe Gleichung (4.45)).
Wirkt ausschlieylich ein Verschiebungslastfall auf das Tragwerk, ist der Lastvigk Fqy
gleich null. Bevor daher das Gleichungssystem zur Ermittlung von Verzweigungspunkten
fur Verschiebungslastféalle aufgestellt werden kann, muss zunachst die passende Zusatz
gleichung gefunden werden. Hierfur wird wie in Abschnitt 4.3 die Gleichgewichtsbedin-
gung aus Gl. (4.50) in Abhangigkeit des Bahnparametessaufgestellt:

Ry D(D () =Fm D(s)D (9 =0 (4.58)
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Die Ableitung nach dem Bahnparametes liefert

@ = @@+ @@@ = KT@"' FDir@: 0O: (459)

@ @6 @@ @ @:
Im Anschluss werden wieder beide Seiten des Gleichungssystems (4.59) von links mit
dem transponierten Eigenvektor multipliziert:

@ @

lKT@"’ |FDir@:0: (460)
Der erste Summand in Gleichung (4.60) verschwindet am kritischen Punkt. Somit muss,
ahnlich wie bei Kraftlastfallen, eine der beiden folgenden Bedingungen gelten:

@

"Fpr =0 oder - (4.61)
Wie bei Kraftlastfallen gilt der rechte Ausdruck in Gl.(4.61) an einem Durchschlags
punkt. Somit entspricht ' Fp;, = 0 der gesuchten Bedingung am Verzweigungspunkt
bei Verschiebungslastfallen.

Damit stehen alle Bedingungen fir die Berechnung von Durchschlagspunkten bei Ver-
schiebungslastféllen fest, das notwendige Gleichungssystem lautet

2 3 2 3 2 3
Ry(D;D(); ;) Fie (D;0()) 0
RoD:D(); ) 4 _& Kr(@:D() 4 _g0f (4.62)
Ra( ) | 1 0
Ri(D:D( ); ) 'Foir 0

Das Vorgehen bei der Linearisierung des ersten ResiduuRs entspricht im Wesentli-
chen einer Kombination aus den Gleichungen (4.39) und (4.53) und ergibt sich zu

Iin R;_+l — R!l_+ KIT Di+1 il i+1 + FiDir i+1 i i+1: (463)

Die Linearisierung vonR, entspricht Gleichung (4.56), linRz kann Gleichung (4.41)
entnommen werden. Um die einzelnen Schritte der Umformungen bei der Linearisierung
des vierten Residuums tbersichtlicher zu gestalten, wird der Vektbi,;, zunachst wieder
als partielle Ableitung Fp;; = % notiert. Daraus folgt

[ N
@ lFint I i+l 4 |@F=nt I i+1:

Ly
|@Fint Di+1+
@® @@ @2

lin R = RY +

(4.64)
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Wird eine Funktion nach zwei Variablen partiell abgeleitet, ist nhach dem Satz von
Schwarz die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen nach den einzelnen Varia-
blen durchgefiihrt werden, irrelevant fur das Ergebnis. Damit lassen sich die einzelnen
Anteile aus Gleichung (4.64) weiter umformen. Zur besseren Ubersicht wird hierfuredi
Umformung jedes Summanden einzeln aufgefihrt:

| @Fint D = | @&t D = |@(T@ D
@ ® @ @ @
(4.65)
= | %bT Do = 'k pir Dj;
| F.
C‘E@Cém = Foir ; (466)
|
aF, @Fin @Fo
“ar "0 g 00 = gt (4.67)
Fasst man die einzelnen Anteile in einer Matrix zusammen, erhélt man
2 32 2
Kt | F bir Fine (D} )
K K K bi 0 D;:
T Dir T( (468)
0 2 | 0 0
! K Dir Fljir ! @:@5" 0 FDII’

Verglichen mit Gleichung (4.48) besitzt dieses Gleichungssystem deutlich weniger Nul-
leintrage. Bei der Assemblierung der neu hinzugekommen Blécke kann jedoch auf be-
stehende Algorithmen und bereits berechnete Gréyen zurtickgegri en werden. Scstéas
sich etwaFp;; aus entsprechenden Eintragen der Elementstei gkeitsmatrizen sowie der
aufgebrachten Verschiebung ermitteln.

Eine ausfihrliche Ubersicht fir die Berechnung von Durchschlags- und Verzweigungs-
punkten am Beispiel eines Systems mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen ist
abschlieyend in einem Flussdiagramm in Abb. 4.3 dargestellit.
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4.5 Wahl der Startwerte bei Extended Systems

Abschlieyend soll noch kurz auf die Wahl der Startwerte der unbekannten Gréyd,

, und eingegangen werden. In dieser Arbeit kommen flr den zum Nulleigenwert
gehorenden Eigenvektor zwei unterschiedliche Varianten zum Einsatz. Die beste Na-
herung fur den Startwert von  bietet der Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert der
Stei gkeitsmatrix im letzten auskonvergierten Gleichgewichtspunkt. Bei Sysimen mit
vielen Freiheitsgraden kann diese Berechnung jedoch sehr zeitaufwendig sein. Eine-deut
lich einfachere Wahl stellt ein auf die Lange eins normierter Einsvektor dar. Er erfillt
die dritte ResiduumsgleichungR3; = | 1 = 0, ist jedoch eine &uyerst schlechte
Né&herung und fuhrt somit zu mehr Iterationsschritten. Am Ende gilt es abzuwagen, ob
die zusatzlichen Iterationsschritte beim Einheitsvektor oder die aufwendige Beheting
des ersten Eigenvektors schwerer zu Buche schlagen. Eine allgemeingiltigeihggibt
es hierfiir nicht, es muss vielmehr von Fall zu Fall entschieden werden. Eine Ubersich
Uber weitere Mdglichkeiten zur Wahl von  ndet sich in Wagner (1991).

Fir den Vektor der diskreten Knotenverschiebunged® sowie den Laststeigerungsfaktor
stellen die Ergebnisse des zuletzt bestimmten Gleichgewichtspunkts eine gute Wahl
dar. Die Variable wird zu null gesetzt.
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Start

Initialisieren aller Variablen
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Pfadverfolgung Extended Systems
Neues Lastinkrement Variablen Initialisieren
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Abbildung 4.3:  Flussdiagramm zur Berechnung kritischer Punkte bei inhomogenen
Dirichlet-Randbedingungen.
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Imperfektionsanalyse

Die Ermittlung der Traglast fir ein schlankes, druckbelastetes Tragwerk hangtark von
Groye und Form der bertcksichtigten Imperfektionen ab. Die Frage, welchaperfektion
am Ende zur geringsten Traglast fuihrt, stellt ein nicht-triviales Problem dar. So ésagt
Eurocode 3, Teil 1-6, der die Themen Festigkeit und Stabilitéat von Schalen im Stahlbau
regelt, dass Die Form der geometrischen Ersatzimperfektionen [..] so zuh&n [ist],
dass sie den bezogenen elastisch-plastischen Beulwiderstand [..] der imperfektbal&c
so ungtinstig wie moglich beein ussen DIN EN 1993-1-6 (2017)). In Schmidt (2009)
wird in diesem Zusammenhang darauf verwiesen, dass eigenforma ne Vorverformungen
fur viele Falle eine geeignete Wahl darstellen, in einigen Féllen aber auch deutlich von
der ungunstigsten Lésung abweichen kdnnen.

Zur Untersuchung von Imperfektionen und deren Ein uss auf das Tragverhalten wende
in dieser Arbeit verschiedene Ansatze prasentiert, die sich in ihrem Umgang mit den
Imperfektionen grundlegend unterscheiden. In Abschnitt 5.1 sind die Imperfektionen eine
gegebene Groye. Die vorgestellten Methoden basieren dabei auf einer Wiederthnung
kritischer Punkte, die sich die Ergebnisse bereits berechneter kritischer Punkte Kutze
machen.

In Abschnitt 5.2 werden die Imperfektionen nicht vorgegeben sondern als zusataéc
Unbekannte in das Systems eingebracht. Dies kehrt die Suche nach der unginstigsten
Imperfektion um in ein Finden eben dieser. Die in diesem Abschnitt vorgestellte Methode
stellt eine Modi kation der von Deml (1997) prasentierten Algorithmen dar.

In diesem Kapitel werden, wie in Abschnitt 3.6 bereits erwahnt, ausschlieylich geomet
sche Imperfektionen bertcksichtigt. Die Motivation hinter den entwickelte Methoden
und somit auch die Herangehensweise an die Problemstellung ist zudem akademischer
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

Natur. Bei der Ermittlung der Traglast eines realen, stabilitatsgefahrdeten Tragerks
sind viele weitere Aspekte zu beachten, auf die an dieser Stelle nicht eingeganged. w

5.1 Berechnung kritischer Pfade imperfekter Systeme

In diesem Abschnitt werden zwei Methoden prasentiert, die fir eine oder mehrere geg
bene Imperfektionsformen mit variierender Imperfektionsamplitude eine e ziente Ana-
lyse des Imperfektionsein usses auf den kritischen Lastfaktor eines statisnh®ystems
ermoglichen. In Abschnitt 5.1.1 wird eine Methode vorgestellt, die eine e ziente Be-
rechnung kritischer Punkte flr eine Vielzahl imperfekter Systeme prasentiert. Hes
Untersuchungen hierzu nden sich inMoaven (2016). Abschnitt 5.1.2 zeigt eine er-
neute Erweiterung der Gleichungssysteme zur direkten Berechnung kritischer Punkte
um eine Kontrollgleichung, die eine inkrementelle Steigerung des Imperfektionsfaktors
ermoglicht. Mit den vorgestellten Gleichungssystemen kénnen somit erstmalstische
Pfade flr Systeme mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen inkrementell-iterativ
berechnet werden.

5.1.1 Wiederberechnung kritischer Punkte an imperfekten
Systemen

Wie in Kapitel 4 bereits erlautert, konvergieren die dort vorgestellten Algathmen zur
direkten Berechnung kritischer Punkte fiir Tragwerke mit sehr vielen Freiheitsgden nur

in der Nahe der Losung. Sollen also die kritischen Punkte eines Tragwerks fiir eine groye
Zahl unterschiedlicher Imperfektionsformen und somit fur eine groye Zahl verschiede
Ausgangsgeometrien untersucht werden, muss nach Abbildung 4.3 fir jeden kritischen
Punkt zuerst mit Pfadverfolgungsalgorithmen in die Nahe des kritischen Punkts ge-
rechnet werden, bevor dieser mit Extended Systems exakt bestimmt werden kannn E
Groyteil der Rechenzeit entfallt dabei auf die immer wiederkehrende Pfadverfolgurig.
Abbildung 5.1 links ist das Vorgehen exemplarisch dargestellt.

Bei der hier prasentierten Methode muss zunéachst der erste kritische Punkt amefp
fekten) Ausgangssystem, wie im Flussdiagramm in Abbildung 4.3 aufgezeigt, mit einer
vorangestellten Pfadverfolgungsmethode bestimmt werden. Beim Ausgangssystmuss

es sich nicht zwangslau g um das perfekte System handeln, die Berechnung kann auch
an einem imperfekten Tragwerk gestartet werden. Das perfekte Systebietet sich je-
doch als Referenz an und wird im weiteren Verlauf der Arbeit immer als Ausgangssst
verwendet.
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5.1 Berechnung kritischer Pfade imperfekter Systeme

e Verzweigungspunkt  x Durchschlagspunkt

AF AF
perfekt perfekt
: ok zunehmende
Imperiext Imperfektionsamplitude
zunehmende Imperfektionsampl. D D

Abbildung 5.1: Exemplarische Darstellung eines Gleichgewichtspfads bei sgender Im-
perfektionsamplitude (links), direkte Berechnung der kritischen Punkte
(rechts), in Anlehnung an Reitinger  (1994)

Far die Berechnung eines weiteren kritischen Punkts an einem imperfekten Systeamk
auf die Pfadverfolgung verzichtet werden. Anstatt mit einem Pfadverfolgungsalgu-
mus erneut in die Nahe des kritischen Punkts fir das imperfekte System zu rechnen,
lassen sich die Ergebnisse des zuvor berechneten kritischen Punkts des Ausggsgss
tems als Pradiktor verwenden. Fur jeden weiteren kritischen Punkt I&sst sich vder
das Ergebnis am jeweils zuvor berechneten kritischen Punkt als Pradiktor wahlena®
Verfahren ist in Abbildung 5.1 rechts exemplarisch dargestellt.

Das Vorgehen soll an einem einfachen Beispiel veranschaulicht werden. Abbildung 5.2
zeigt eine modi zierte Variante eines Dreigelenktragwerks. Es wird am reteim Knoten
durch eine vertikale Lagerverschiebun@ = ,D, belastet. In Abbildung 5.3 ist die zu-
gehorige Gleichgewichts &che dargestellt. Sie zeigt die Last-Verschiebungs-iBeang in
Abhangigkeit von den Imperfektionen ,%. Die in pink dargestellten Punkte repréasen-
tieren die Gleichgewichtskurve des perfekten Systems, die in blau dargestellfunkte
zeigen den kritischen Pfad.

D= 160i

L L+ w

Abbildung 5.2: Modi ziertes Dreigelenktragwerk mit variabler Imperfektion
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

Abbildung 5.3:  Gleichgewichts dche des modi zierten Dreigelenktragwerks mit Gleich-
gewichtspfad des perfekten Systems (pink) und kritischem Pfadblau)

Wird bei diesem Verfahren, wie im Beispiel gezeigt, lediglich die Lange der Imperfek-
tionsnorm skaliert, die Form der Imperfektion jedoch beibehalten, lassen sicamit
kritische Pfade ermitteln. Dartber hinaus kann bei dieser Methode aber auch die Im-
perfektionsform in jedem Schritt geandert werden. So lassen sich beispielhaft laza
hoheren Eigenwerten gehorige Eigenvektoren als Imperfektionsformeahien.

5.1.2 Automatisierte Berechnung kritischer Pfade

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Berechnung kritische Pfade imperfekter Sys-
teme vorgestellt, die aus einer Kombination von Pfadverfolgung und Extended Systems
in einem Gleichungssystem besteht. Hierfiir werden die Imperfektionen in Abhangigke
des Parameters , beschrieben. Im Anschluss lasst sich ein Gleichungssystem zur di-
rekten Ermittlung kritischer Punkte um eine Kontrollgleichung nach Art der Gl. (4.5)
erweitern. In der vorliegenden Arbeit wird hierbei die inkrementelle Anderung des Im-
perfektionsparameters kontrolliert, was zu der folgenden Zusatzgleichunghft:

f=D 2 D2:0 (51)
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5.1 Berechnung kritischer Pfade imperfekter Systeme

In der Literatur nden sich bereits ahnliche Formulierungen. So werden ifEriksson
(1994) und Eriksson (1997) Algorithmen vorgestellt, mit denen sich Mehrparame-
tersysteme auch im kritischen Zustand analysieren lassen. Eine &hnliche Formulierung
ndet sich auch in Rezaiee-Pajand und Moghaddasie (2014) sowie inCox u. a.
(2018). Auch dort werden die Methode der Extended Systems mit einer Variante deoB
genlangenkontrolle kombiniert. In der vorliegenden Arbeit liegt der Fokus, im Gegeatg
zur genannten Literatur, auf der Analyse des Ein usses geometrischer Imperfekien.
Dies fuhrt dazu, dass die zusatzliche Kontrollgleichung sehr einfach ausféllt. Zudem
wird in dieser Arbeit erstmals die Ermittlung kritischer Pfade fir Verschiebungslastfalle
prasentiert.

Der erste kritische Punkt entlang eines kritischen Pfads, der fir das perfekéeisgangs-
system berechnet wird, ist in vielen Fallen ein Verzweigungspunkt. Wie in Abschnitt 3.6
gezeigt, reagieren Systeme mit einem instabilen Verzweigungspunkt besonders sehsib
auf Imperfektionen. Da Verzweigungspunkte nur bei Systemen mit einer symmetrischen
Geometrie auftreten, imperfekte Systeme im Allgemeinen jedoch eine asymmetrische
Geometrie besitzen, kommen fir die Berechnung kritischer Pfade nur die Gleichungs-
systeme zur direkten Ermittlung von Durchschlagspunkten fiir Kraft- und Verschie-
bungslastfélle ((4.38) und (4.52)) zum Einsatz.

Kraftlastfalle

Fur Kraftlastfalle ergibt sich damit das folgende Gleichungssystem:

2 3 2 3 23
Rl I:int (D; 2) I:ext( 1) 0
R K (D; 0
g = (B3 2) =8 7 (5.2)
Rs | 1 0
R, D, D% 0
Eine konsistente Linearisierung fuhrt schlieylich auf
2 32 3 2 3
Kr O Fext:o %‘g‘ D Fin(D; 2) Fex( 1)
K K 0 &1 K(D:
T @2 - T( 2) : (53)
o 27 o0 0 1 To1
o o 1 ) D, D
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

Verschiebungslastfalle

Das Gleichungssystem fir den Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen lautet

2 3 2 3 23
Ri D;D(1); » Fiw D;D(); 2 0
R, D:D o K D:D(); 0
2 ( l) 2 - T ( ) 2 - : (54)
Rs( ) | 0
Ra( 2) D, D% 0
Eine konsistente Linearisierung fuhrt schlieylich auf
2 2 3
KT 0 I:Dir %ig |nt(D1 2) ext( 1)
&g
K KT I‘<DII’ @ T(D, 2) (55)
o 27T o0 0

2

In beiden Varianten treten Ableitungen nach dem Imperfektionsparameter, auf. Diese
werden, analog zu den GroyeK oderK p;, mit den in Kapitel 6 vorgestellten numeri-
schen Methoden zur exakten und e zienten Ermittlung erster Ableitungen bestimmt.

Das Beispiel in Abbildung 5.2 ist so gewahlt, dass der kritische Pfad auch mit dem Glei-
chungssystem (5.4) ermittelt werden kann. Bei entsprechender Parametehwdiefert
diese Methode gleiche Ergebnisse. Anders als bei der Methode in Abschnitt 5.1.1 kann
der kritische Pfad durch die Erweiterung des Gleichungssystems automatisiert erneit
werden. Es lasst sich jedoch ausschlieylich die Amplitude einer gewahlten Imperfekti-
onsform variieren.

5.2 Berechnung ungunstiger Imperfektionsformen

Die Aussagekraft der Ergebnisse, die mit den im vorherigen Abschnitt vorgestelltéd
gorithmen ermittelt werden kdnnen, hangt stark von der Wahl der Imperfektionsfm
ab. Das Finden der ungunstigsten Imperfektionsform bleibt dabei dem Zufall tGberlas-
sen. Um eine mogliche kritischste Imperfektionsform fur ein Tragwerk aktiv zwshen

74



5.2 Berechnung ungtinstiger Imperfektionsformen

und nicht zuféllig zu nden, werden fur den folgenden Algorithmus die Imperfektionen
w als zuséatzliche Unbekannte eingefihrt. Sie kdnnen an allen freien Knoten oder nur an
ausgewahlten Knoten hinzugefugt werden. Dies fuhrt zo,, zusatzlichen Unbekann-
ten, fur die folglich ni, zuséatzliche Gleichungen eingefihrt werden missen. Dabei gilt
Nimp  N. Der hier vorgestellte Algorithmus basiert maygeblich auf den in den Arbeiten
von Deml (1997) und Deml und Wunderlich (1997) préasentierten Methoden zur
Bestimmung ungunstigster Imperfektionsformen.

Die gesuchte zuséatzliche Bedingung wird iDeml (1997) als Energie-Kriterium bezeich-
net und geht aufKoiter  (1976) zurtick. Demnach ist die potentielle Engergie an einem
Gleichgewichtspunkt fur die ungtnstigste Imperfektionsform minimal. Dies lasst sich
anschaulich interpretieren. Besitzt die potentielle Energie in Abhangigkeit der Imper-
fektionen an einem kritischen Punkt ein Minimum, so ist auch die zu leistende Arbeit,
die fur eine Deformation von der unverformten Referenzlage in die Gleichgewslage
bendtigt wird, minimal. Dies gilt entsprechend auch fur die kritische Last. Somit ergibt
sich das gesuchte Energie-Kriterium aus der ersten Variation der potentielld&nergie
nach den Imperfektionen.

Um die Groye der Imperfektionen zu begrenzen und nicht ins Unendliche ansteigen zu
lassen, wird eine sog. Stra unktion, wie sie auch bei der Optimierung unter Neben-
bedingungen zum Einsatz kommt, auf das Potential addiert. Im Englischen wird diese
auch alsbarrier function bezeichnet. Hierin unterscheidet sich der hier vorgestellte Al-
gorithmus maygeblich von den Methoden ibeml (1997). Dort wird die Begrenzung
der Imperfektionen als Nebenbedingung mit der Lagrange-Multiplikator-Methode ein-
gebracht. Zur Bestimmung des Lagrange-Multiplikators wird jedoch eine zusétzliche
Gleichung bendétigt. In Deml (1997) wird hierfir eine Norm des Imperfektionsvektors
auf einen gewahlten Wert festgeschrieben. Auf diese Zusatzgleichung kann in der hie
vorgestellten Methode verzichtet werden.

Eine Stra unktion hat das Ziel, das Gebiet, in dem nach der Losung gesucht wird, zu
begrenzen. Soll etwa verhindert werden, dass ein gesuchter Wgrieine vorgegebene
maximale Groyew" Uberschreitet, so ist im Idealfall der Wert einer Stra unktion fur
X > W unendlich, in allen anderen Féllen ist der Wert gleich null. Zur Annéherung dieser
diskontinuierlichen Funktion wird hau g eine logarithmische Funktion in der Form

g(x) = In(v  x) (5.6)

gewahlt. Nahert man sich der Wert von x einer festgelegten Grengne, Avird das durch
die Stra unktion bestraft. Mit dem Barriereparameter lasst sich der Ein uss der Straf-
funktion skalieren.
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5 Geometrisch nichtlineare Imperfektionsanalyse

In dieser Arbeit wird die Variable x durch die Ladnge des Imperfektionsvektor&wk,
ersetzt. Diese Lange wird durch die maximal zulassige L&dnge venbegrenzt. Damit
ergibt sich die in der vorliegenden Arbeit auf das Potential addierte Stra unktion zu

g(w) = In(v k wky): (5.7)

Das modi zierte Potential ergibt sich schlieylich zu
= ( D;w)+ g(w): (5.8)
Die erste Bedingung, die wie bisher auch erfillt sein muss, ist das Gleichgewicht. Sie

lasst sich auch als Variation des Potentials schreiben. Da die Stra unktion nur wioden
Imperfektionenw abhangt, ergibt sich die Gleichung wie bereits in Abschnitt 4.4 zu

@(D;w; ) _ @(D;w; ) _

R.(D;w; )= @ @ = Fix (D;w)  Feq( )=0: (5.9)

Das zweite Residuum bildet, wie in Abschnitt 4.3 hergeleitet, die Bedingung flr einen
kritischen Punkt:

_ @ (D;w; )
S @2
Die dritte Residuumsgleichung erhélt man aus der Variation des Potentials nach den
Imperfektionen:

Ro(D;w; ;) =K ((D;w) =0: (5.10)

_ @(Diw; ) _@(Diw; ) @w)_,.
@v @v @v '

Als vierte Bedingung wird in diesem Fall nicht die Lange des Eigenvektors, die zur
Vermeidung trivialer Losungen bei der Methode der Extended Systems zum Einsatz
kommt, verwendet. In Analogie zuDeml (1997) wird hierfur eine Bedingung eingefihrt,
die eine triviale Losung vermeidet und gleichzeitig sicherstellt, dass es sich bei dem
ermittelten kritischen Punkt um einen Durchschlagspunkt handelt:

R3

(5.11)

Ri= 'Feqo 1=0 (5.12)

Da ein symmetrisches System Voraussetzung fur einen Verzweigungspunkt ist, imper-
fekte Tragwerke im Allgemeinen jedoch eine imperfekte Ausgangsgeometrieitzes,
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5.2 Berechnung ungtinstiger Imperfektionsformen

treten Verzweigungspunkte bei imperfekten Grundsystemen nur fir wenige Sonddld
auf.

Nach der Linearisierung ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

2 32 3 2 3
K 0 &, FeaozgbD R,
K K @) 9 D R
o = ? (5.13)
we 0 G» O 780w Rs
0 Feqo O 0 D R4

Die Methode lasst sich gut an dem achen Dreigelenktragwerk in Abbildung 5.4 veran-
schaulichen, wenngleich dieses Tragwerk grundsétzlich eine geringe Imperfektionsemp-
ndlichkeit aufweist. Die Geometrie ist so gewahlt, dass ein Verzweigen ausgesesisken
werden kann (vgl. Anhang A.1). Neben den beiden Verschiebungsfreiheitsgradi®nund

D, wird nur ein zusatzlicher Imperfektionsfreiheitsgradv in horizontale Richtung am
freien Knoten eingefuhrt. Die geringste kritische Last und somit die ungunstigste Impe
fektionsform besitzt das Dreigelenktragwerk in Abbildung 5.4, wenn es symmetrisish,
wenn also fur die projizierten Langera = b = 10 gilt. Fur die hier gewahlte Geometrie

bedeutet dies, dass die ungunstigste Imperfektion bei= b7"" = 1 liegt.

Die in diesem Abschnitt eingefiihrte Methode unterscheidet sich von den bisher in dieser
Arbeit gezeigten und auch von den irDeml (1997) vorgestellten Methoden in einem
wesentlichen Punkt. Durch die Addition der Stra unktion auf das Potential wird das
zugrunde liegende physikalische Problem nicht mehr exakt geldst, sondern nur eine Na-
herung an das urspringliche Problem. Dies lasst sich an einem Zahlenbeispiel demons-
trieren. Hierflr wird die maximale Imperfektion zuw = 2 gewahlt, der Imperfektions-
parameter wird zu = 1;0 festgesetzt. Das Gleichungssystem liefert als Ergebnis fur

iy a=11

O

+ b=9

S EA = 3000
F():l

a ' b

Abbildung 5.4: Imperfektes Dreigelenktragwerk
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425.0
420.0
415.0
410.0

-40 -30 -20 -10 .0

Imperfektion w

Lastfaktor

Abbildung 5.5: Kiritischer Pfad des asymmetrischen Dreigelenktragwerks

die ungunstigste Imperfektion einen Wert vorw =  0;963, die exakte Losung liegt bei
w = 1;0. Anders als in der Arbeit vonDeml (1997), in der die Nebenbedingung exakt
erfullt wird, ndet die in dieser Arbeit prasentierte Methode jedoch auch Lésungen die
kleiner als die maximal vorgegebene Imperfektion sind.
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Numerische Ableitungen

Fur die direkte Berechnung kritischer Punkte muss die Stei gkeitsmatriXX + nach den
VerschiebungernD abgeleitet werden. Da sich fur viele Elementformulierungen die ana-
lytische Losung dieser Ableitung nicht oder nur unter unverhaltnismayigem Aufwand
ermitteln lasst, werden in diesem Kapitel mehrere bereits bekannte Verfalmregur nu-
merischen Ableitung analytischer Funktionen vorgestellt und erstmals im Kontext der
direkten Berechnung kritischer Punkte angewandt. Die im Rahmen dieser Arbeit vorge
stellten Methoden lassen sich grundlegend in zwei Kategorien aufteilen.

Numerische Ableitungen

[ Klassische Methoden ] [ Komplexzahlige Methoden ]
%Vorwértsdi erenzenquotient J {Ableiten mit komplexen Zahlen J
%RUckwartsdi erenzenquotient J ﬁAbIeiten mit dualen Zahlen }
%Zentraler Di erenzenquotient J %Ableiten mit hyperdualen Zahlen J

Abbildung 6.1:  Ubersicht tiber die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zur umeri-
schen Ableitung

Im Abschnitt 6.1 werden mit dem Vorwartsdi erenzen-, dem Rickwartsdi erenzen- und

dem Zentralen Dierenzenverfahren zunachst die klassischen Methoden zur numer
schen Ableitung analytischer Funktionen vorgestellt. Die Qualitat der Naherungslésung
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6 Numerische Ableitungen

schwankt bei allen drei Methoden enorm und ist maygeblich von der Wahl der Paratae
abhangig.

In den darauf folgenden Abschnitten werden die Methoden erlautert, die zur Ermittlung
der Ableitung verschiedene hyperkomplexe Zahlen und die zugehérige Algebra verwen-
den. Hierbei wird in Abschnitt 6.2 zunachst eine Methode vorgestellt, die auf komplexen
Zahlen basiert die sog. Complex-step Derivative Approximation, kurz CSDANlar-

tins u.a. (2003). Bei dieser Methode liegt der Fehler der Naherung im Rahmen der
Rechengenauigkeit von Computern und und ist somit vernachlassigbar klein. Anstel-
le komplexer Zahlen kénnen bei dieser Methode auch duale Zahlen verwendet werden.
Fur diesen Fall ist das Ergebnis keine Naherung mehr, sondern die exakte Lésung des
Problems. Somit verschwindet der Fehler vollstandig.

Im Anschluss wird in Abschnitt 6.3 eine Ableitungsmethode vorgestellt, die auf den
extra hierfir von Fike und Alonso (2011) entwickelten hyperdualen Zahlen beruht.
Anders als die bisherigen Varianten liefert die Methode der hyperdualen Zahlen sowohl
fur erste wie auch fur zweite Ableitungen die exakte Losung.

Abschnitt 6.4 befasst sich mit den Rechenregeln und den Besonderheiten, die sich bei der
Ermittlung der Ableitung mit komplexen und im Besonderen mit hyperdualen Zahlen
ergeben.

Bei der direkten Berechnung kritischer Punkte muss das Produkt aus Stei gkeitsmaugr
und Beulvektor nach den Verschiebungen abgeleitet werden. Diese Ableitung l&sst sich
auch als Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix in Richtung des Beulvektors verste
hen. In Abschnitt 6.5 wird die Methode der CSDA auf Richtungsableitungen Ubertragen
und damit eine stabile und e ziente Methode zur L6sung des Problems vorgestellt.

Abschlieyend wird in Abschnitt 6.6 die Methode desautomatisierten Ableitensvor-
gestellt. Diese Methoden, die im Fachbereich der numerischen Mathematik entwattk
wurden, ermdglichen ebenfalls die exakte numerische Berechnung erster und zweiter
Ableitungen. Neben einer kurzen Herleitung der Methoden wird die Analogie zur Ab-
leitungsberechnung mit dualen und hyperdualen Zahlen aufgezeigt.

6.1 Klassische Di erenzenverfahren

Die Ableitung f° einer Funktion f an der Stellex kann geometrisch als die Steigung
einer Tangente an die Funktionf im Punkt X interpretiert werden. Sie ist durch den
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6.1 Klassische Di erenzenverfahren

Di erentialquotienten de niert zu

(900 = fim TN 00,

im_ 0 (6.1)

Der Grenzibergangh ! 0 lasst sich mit numerischen Methoden nicht umsetzen. Die
Tangentensteigung lasst sich aber mit der Steigung der Sekante durch die Auswertung
der Funktion f an den Stellenx und x + h fur abnehmende Werte firh annéhern (vgl.

Abbildung 6.2).
AY
f(xo+ h) /

f(xo)

X

X0 xo+h
Abbildung 6.2: Steigung der Sekante

Vorwartsdi erenzenquotient

Der Di erenzenquotient, der fiir sehr kleine Werte vorh eine Naherung des Di erential-
guotienten aus Gleichung (6.1) beschreibt, lasst sich tber eine Taylorreiheneriung
der Funktion f(x + h) an der Entwicklungsstellex herleiten.

rocem=" E80n
n=o M 6.2)
=f(x)+ fo(lx)h+ fo(;X)h2+ foogx)h3:::

Umformen der Gleichung (6.2) fuhrt auf den Ausdruck fir die Ableitung

_ fix+h)y f(x)
B h

£94x) + O(h): (6.3)
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Vernachlassigt man die Terme hdherer Ordnung, erhalt man ein Naherung der Ablei-
tung:

fx+h) f(x).
)T,

%) (6.4)

Rickwartsdi erenzenquotient

Das Vorgehen bei Rickwarts- und Vorwartsdi erenzenquotient ist nahezu idésch. Es
muss lediglich die Funktionf(x h) als Taylorreihe am Entwicklungspunktx wie in
Gleichung (6.2) entwickelt und umgeformt werden:

X ()
fx hy= fx) x h X"
nfO( ), f0 . %) ¢
_ X X) 2 3...
= f(x) 1 h + > h 5 h:::
Daraus lasst sich ein Ausdruck fir die Ableitung ndherungsweise ermitteln:
fqx) fix hr)] oY ; (6.6)

Zentraler Di erenzenquotient

Der zentrale Di erenzenquotient ergibt sich aus der Di erenz der beiden Tayloeihen
(Gl. (6.2) & GL.(6.5)):

f(x+h) f(x h)=

209x), . 2A%) 5.
1 h + 5 hd::: (6.7)

Nach Umformung ergibt sich folgender Ausdruck fiir die erste Ableitung:

f(x+h) f(x h)

f(x+h) f(x h)
2h '

+ O(h?) oh

fqx) = (6.8)

Da aufgrund der Di erenz der beiden Taylorreihen alle Ausdriicke mit geraden Exponen-
ten entfallen, ist der zentrale Di erenzenquotient eine Ordnung genauer als Voans-
und Ruckwartsdi erenzenquotienten. Dies kann man auch in Abbildung 6.3 erkennen.
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6.1 Klassische Di erenzenverfahren

100 F

0.01
A

0.0001

i

le-06

E—a—a

relativer Fehler

1e-08 —=— Vorwartsdi erenzenquotient
le-10 Zentraler Di erenzenquotient
le-12 ¢
1 1e‘-05 1eLlO 1eL15 1eL20 1eL25 1e‘-30 le-35
Intervall h

Abbildung 6.3:  Vergleich des relativen Fehlers von Vorwartsdi erenzen- und zetralem
Di erenzenquotient fur die erste Ableitung von Gl. (6.9)

Dort ist der relative Fehler der numerischen Ableitung gegentber der analytischen L6-
sung fir die Funktion

e .
SN X + Ccos3 X

f(x)=p (6.9)
ausgewertet an der Stelle = 1;5, Gber die Intervallgroyeh fir den Vorwértsdi erenzen-
und den zentralen Di erenzenquotienten angetragen.

Wie sich in der Grak erkennen lasst, nimmt der relative Fehler fur das Vorwarts-
di erenzenverfahren (und damit auch fur das Ruckwartsdi erenzenverfahren) zumdést
proportional zur Intervallgréye h ab, der relative Fehler des zentralen Di erenzenverfah-
rens hingegen proportional zth?. Diesen Fehler, der durch das Streichen der héheren
Glieder der Taylorreihe entsteht, nennt man auclbiskretisierungsfehlerodertruncation
error.

Abbildung 6.3 zeigt aber auch, dass sich der relative Fehler mit abnehmendénwieder
vergroyert. Dies entsteht durch die Dierenz, die in den Gleichungen (6.4), (& und
(6.8) jeweils im Zahler auftaucht. Fur abnehmende Werte voh nédhern sich die Aus-
dricke fur f(x) und f(x h) immer weiter an. Die Subtraktion zweier nahezu gleich
groyer Gleitkommazahlen ist bei numerischen Methoden von der Genauigkeit des Gleit
kommaformats abhangig. Liegt die Abweichung voi(x) und f(x h) auyerhalb der
Rechnergenauigkeit ergibt sich die Di erenz zu null und der relative Fehler folglich zu
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eins. Diesen Fehler bezeichnet man auch asisloschungbzw. subtractive cancellation
error.

6.2 Ableiten mit der Complex-step-Methode

Die Verwendung komplexer Zahlen zur Berechnung von Ableitungen geht bereits auf
Vero entlichungen von Lyness und Moler  (1967) undLyness (1967) zurtick. Die in
diesem Abschnitt vorgestellte Complex-step Derivative Approximation, im Folgenden
mit CSDA abgekiirzt, geht aufSquire und Trapp  (1998) undMartins u.a.  (2003)
zuruck.

Auch die CSDA basiert auf einer Taylorreihenentwicklung. Im Gegensatz zu Gl. (6.2)
wird jedoch die Taylorreihe der analytischen Funktiorf (x + ih) entwickelt, d. h. anstelle
einer reellen Groyeh wird die Funktion um eine rein imaginare Gréyeh gestort:

* f(n)(x)
n=0

f(x) +

f(x+ ih) (ih)"

fo(x). fOQx) foof’x).
T ih 5 h? T|h?’

=100+

Durch Sortieren der einzelnen Reihenglieder in reelle und imaginéare Anteile erhalt man
0 1 0

fix+ hy= @F(x)+ & )(h)2A + |@fo(x) fOOg’()rﬁA TNE (6.11)

In Gleichung (6.11) erkennt man, dass die gesuchte erste Ableitung nur im Imaginarteil
auftaucht. Au 6sen nach fq{x) liefert schlieylich folgenden Naherung:

£94%) :(f(xr:"h)) (6.12)

In Abbildung 6.4 ist wieder der relative Fehler der Berechnung der Ableitung fur die
Funktion aus Gleichung (6.9) Uber der Intervallgréyeh dargestellt. Wie man nach dem
Umsortieren in Gleichung (6.11) erkennt, taucht der quadratische Term nur im Réail
auf und entfallt somit. Das erste Reihenglied, das gestrichen wird, ist also auch hier
das kubische. Daher nimmt fur die CSDA der Fehler, wie im Diagramm zu erkennen,
proportional zu h? ab. Die CSDA ist daher auch nach der zweiten Ordnung genau.
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100

0.01
0.0001
le-06
1le-08

4]
[34]
B

—a— Vorwartsdi erenzenverfahren

relativer Fehler

1e-10 ¢ Zentrales Di erenzenverfahren
le-12 | CSDA
le-14 |
le-16 +
1 1e‘-05 1eL10 1eL15 1eL20 1eL25 1e‘-30 le-35

Intervall h

Abbildung 6.4: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwartsdi erenzen- und zetralem
Di erenzenquotient sowie CSDA flr die erste Ableitung von Gl. (6.9)

Im Gegensatz zum klassischen Di erenzenquotienten steigt der Fehler bei abmendem
h jedoch nicht wieder an, sondern strebt gegen einen Wert kleiner als 30 Der Grund
hierfur liegt in der entfallenen Subtraktion im Zahler der Gleichung (6.12), da nur der
imaginare Anteil der Taylorreihe Verwendung ndet. Dies bedeutet, dass die CSDA fur
ausreichend kleine Werte vor zuverlassige Ergebnisse fir die erste Ableitung liefert.

Anstatt der komplexen Zahlen kénnen fur die Ermittlung der ersten Ableitung auch
duale Zahlen verwendet werden. Duale Zahlen sind ebenfalls zweidimensionale hyper-
komplexe Zahlen der Form

Z= aX+ a: (6.13)
Fir die imaginare Einheit qgilt

220;

6o (6.14)

Man kann zur Herleitung der ersten Ableitung wieder eine Taylorreihe der Funktion
f(x+ h) entwickeln:

f(x+ h)= f(x)+ fYx) h: (6.15)
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—=— Vorwartsdi erenzenverfahren
Zentrales Di erenzenverfahren

—e— CSDA

—— CSDA mit dualen Zahlen

relativer Fehler

e

1 le-05 le-10 le-15 le-20 le-25 le-30 le-35

Intervall h

Abbildung 6.5: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwartsdi erenzen- und zetralem
Di erenzenquotient, CSDA und CSDA mit dualen Zahlen fir die erste
Ableitung von Gl. (6.9)

Hier entfallen jedoch wegen? = 0 alle hoheren Reihenglieder. Somit erhalt man fir die
erste Ableitung folgenden Ausdruck:

£9x) = '(f(XhJ’h)): (6.16)
Aus diesem Grund handelt es sich bei Gl. (6.16) nicht um eine Naherung anders als
etwa bei Gl. (6.6) oder Gl. (6.12) da keine Reihenglieder hoherer Ordnung gestriche
werden, sondern um die exakte Lésung. Dies zeigt sich auch deutlich in Abbildung 6.5.
Mit der Kombination aus CSDA und dualen Zahlen entfallt nicht nur der Fehler der
Ausléschung. Auch der Diskretisierungsfehler verschwindet. Somit ist das Ergebnis der

ersten Ableitung unabhangig von der Intervallgroyd.

Zur Ermittlung der ersten Ableitungen kommt in dieser Arbeit jedoch trotzdem die
CSDA mit komplexen Zahlen zum Einsatz. Dies liegt zum einen daran, dass bei aus-
reichend kleinemh beide Methoden Ergebnisse liefern, die im Rahmen der numerischen
Rechengenauigkeit liegen. Vielmehr aber liegt es daran, dass komplexe Zahlen in der
C++-Standardbibliothek enthalten sind, anders als die dualen Zahlen. Somit erhdht sich
die E zienz des in Zusammenhang mit dieser Arbeit verwendeten, in C++ geschriebe-
ne Finite-Elemente-ProgrammsNumPro des Instituts flr Baustatik und Baudynamik
deutlich. Ein kurzer Einblick zum Umgang mit komplexen Zahlen in C++ ndet sich in
Abschnitt 6.4.
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le+12 F
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o
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Abbildung 6.6: Vergleich des relativen Fehlers von Vorwartsdi erenzen- und zetralem
Di erenzenquotient sowie CSDA flr die zweite Ableitung von Gl. (6.9)

6.3 Ableiten mit hyperdualen Zahlen

Mit allen bisher vorgestellten Methoden wurden lediglich erste Ableitungen ermittelt.
Die jeweils entwickelte Taylorreihe lasst sich jedoch auch immer nach der zweit&b-
leitung au 6sen. Stellt man etwa Gleichung (6.11) um, erhalt man

2 f(x) R (F(x+ ih))
h2

£9%¢x) (6.17)
als Naherung fur die zweite Ableitung mit der CSDA. Hier verschwindet die Subtraktion
im Z&hler nicht anders als bei der ersten Ableitung. Daher tritt fir zweite Ableitungen
sowohl mit den klassischen Di erenzenquotienten als auch mit der CSDA wieder das
Problem der Ausldschung zu Tage. Dies lasst sich auch in Abbildung 6.6 erkennen, in
der der relative Fehler bei der Ermittlung der zweiten Ableitung Uber der Groye des
Intervalls h fur die Funktion in Gl. (6.9) aufgetragen ist.

Um den Fehler der Ausléschung auch fur zweite Ableitungen zu vermeiden, muss das
guadratische Reihenglied, das die Information tber die zweite Ableitung enthalt, eben-

falls in einem Imaginéarteil stehen. Dies wird durch Verwendung sog. hyperdualer Zahlen

ermdglicht, die in Fike und Alonso  (2011) erstmals prasentiert werden.

Zur Ermittlung der ersten und zweiten Ableitung wird auch hier wieder die Taylorreihe
einer Funktion f(x + z) an der Stellex entwickelt. Hierbei steht z zuné&chst fir den
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Imaginarteil der hyperdualen Zahl:

f(M)
09 g
n=o N (6.18)
= f(x) + zfq{x) + lezzfo‘(x) + ;z3f°°f’x)+ i

f(x+2)=

Hyperduale Zahlen sind ahnlich wie Quaternionen hoher-dimensionale hyperkomple-
xe Zahlen mit drei Imaginarteilen. Sie stellen eine Erweiterung der dualen Zahlen dar.
FUr die drei imaginaren Einheiten 1, , und ; , einer hyperdualen Zahl

a=a+ta 1t &otagiz (6.19)
gilt, analog zu den dualen Zahlen,

2= 2=(12°%=0 (6.20)
160, ,60, ;,60: (621)

In Gl. (6.22) sind die ersten Potenzen fir eine hyperduale Zahl= a; ; + a, ,+0 1 »
angegeben:

b}
I

a1+ o

22 22
_ a33 2 2 2, 2 33 (6.22)
a’=a; [t3xya;15+t3aia {2+ a5 5

a*=al j+6afa; {3+4aja, 3 ,+4aa; 1 5+ b

Auch hier zeigt sich, wie schon bei den dualen Zahlen in Abschnitt 6.2, dass sich, be-
ginnend ab der dritten Potenz, alle hoheren Terme in Gleichung (6.22) zu null ergeben.
Daraus lasst sich, ahnlich wie bei Gleichung (6.15), die Taylorreihe der Funktidiix + z)

mit z=a; 1 + a »+0 ; , zur Herleitung der zweiten Ableitung entwickeln:

f(x+2)= f(x)+ afqx) 1+ afAx) 2+ aaf %) 1 2 (6.23)

Auch hier mussen die hoheren Reihenglieder nicht abgeschnitten werden, sondern ent-
fallen von selbst. Damit ergibt sich der folgende Ausdruck fur die erste Ableitung mit
der Methode der hyperdualen Zahlen mithilfe des ersten Imaginarteil der Funktion zu

fqx) = =lf(axl+z) (6.24)
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Abbildung 6.7:  Vergleich des relativen Fehlers von Vorwartsdi erenzen- und zetralem
Di erenzenquotient, CSDA und hyperdualen Zahlen fur die zweite Ab-
leitung von Gl. (6.9)

und mithilfe des zweiten Imaginéarteil zu

= +
£ox) = =,(x+2), (6.25)
=)
Die zweite Ableitung der Funktion erh&lt man durch den dritten Imaginarteil:
=,, f(x+a1+a,+0

a;do

Mit Gl. (6.26) hat man nun eine Methode zur fehlerfreien Berechnung der zweiten Ab-
leitung analytischer Funktionen. Dies lasst sich in Abbildung 6.7 erkennen. Es entfallt
sowohl der Diskretisierungsfehler, da keine Reihenglieder vernachlassigt werden, aude
entsteht keine Ausldschung, da im Z&hler weder fir erste noch fir zweite Ableitungen
Di erenzen entstehen.

6.4 Rechnen mit hyperkomplexen Zahlen

In diesem Abschnitt sollen einige Besonderheiten und Rechenregeln fir den Umgang
mit hyperkomplexen Zahlen, speziell fur die in den Abschnitten 6.2 und 6.3 vorgestellten

89



6 Numerische Ableitungen

Methoden zur Ableitung, aufgezeigt und erlautert werden. Hierbei liegt der Fokus dieses
Abschnitts in erster Linie auf den hyperdualen Zahlen. Da duale Zahlen aus den bereits
in Abschnitt 6.2 erwahnten Griinden nicht zum Einsatz kommen, werden sie in diesem
Abschnitt nicht weiter behandelt.

Um mit hyperdualen Zahlen arbeiten zu kénnen, werden zunachst die véike und
Alonso (2011) aufgestellten Rechenregeln aufgezeigt und Operatoren de niert. Hiar
sind die zwei hyperdualen Zahlem und b gegeben mit

A=t 1+t azg 2 mit g a3 2 R; (6.27)

b=lpy+ b1+ + b1 mit bo;br;bp;bs 2 R: (6.28)

Die Addition a+ b zweier hyperdualer Zahlen folgt den Regeln beim Rechnen mit kom-
plexen Zahlen und ist de niert zu

a+b=(a+ b))+ (ar+by) 1+ (ax+ ) 2+(ag+ bs) 12 (6.29)

fur die Multiplikation gilt

ab= (aghp) + (aghy + ayby) 1 + (aghy + azly) 2 + (ahs + ayb, + &by + aghy) 1 2:

(6.30)
Der Kehrwert einer hyperdualen Zahl ergibt sich zu
|
_ 1 4 oY) ag 23-13-2. .
al_g %1 %2+ %+ ag 1 2- (631)

Mithilfe des Kehrwerts einer hyperdualen Zahl Iasst sich die Divisio@ durch das Pro-
dukt ba ! ausdriicken. In Gl. (6.31) lasst sich jedoch erkennen, dass der Kehrwert nur fiir
einen Realteil ungleich null de niert ist. Hierin unterscheiden sich hyperduale Zahlen von
komplexen Zahlen, fur die der Kehrwert gebildet werden kann, wenn entweder der Real-
oder der Imaginarteil ungleich null ist. Berticksichtigt man jedoch das Einsatzgebiby-
perdualer Zahlen, spielt diese Einschrankung nur eine untergeordnete Rolle. Hyperduale
Zahlen ersetzen reelle Zahlen in bestehenden Algorithmen zur Berechnung der nichtli-
nearen Elementstei gkeitsmatrizen. Der Realteil einer hyperdualen Zahl muss diesem
Anwendungsrahmen immer der Berechnung mit reellen Zahlen entsprechen, bei denen
eine Nulldivision ebenfalls ausgeschlossen ist. Aus diesem Grund ist eine Division durch
eine hyperduale Zahl mit einem Realteiy = 0 ausgeschlossen.

Eine weitere Besonderheit ergibt sich fur nicht analytische Funktionen, wie beispielsweis
die Betragsfunktion. Sowohl bei komplexen wie auch bei hyperdualen Zahlen muss das
Ergebnis des Realteils mit dem Ergebnis einer entsprechenden Berechnung mit reellen
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Zahlen Ubereinstimmen. Es ist somit unabhangig vom Imaginarteil. Aus diesem Grund
ergibt sich der Betragjx + iyj im Rahmen der in dieser Arbeit verwendeten CSDA fur
komplexe Zahlen nactMartins u.a.  (2003) in Abhangigkeit vonx zu

8

i .. S x iy,furx<o0
jx+iyj=. _— (6.32)
+x+ iy, fur x > 0O

Fur hyperduale Zahlen gilt die Regel entsprechend.

In Computerprogrammen kommen hau g Vergleichsoperatoren zum Einsatz. Da auch
hier das Ergebnis fur den Realteil einer komplexen bzw. hyperdualen Zahl mit dem
Ergebnis fir reelle Zahlen Gbereinstimmen muss, ist es naheliegend, auch hier nur die
Realteile miteinander zu vergleichen.

6.5 Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix

In dieser Arbeit werden die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Algorithmen
zur numerischen Berechnung der ersten Ableitung angewandt auf die Ableitung des
Produkts aus Stei gkeitsmatrix K+ und kritischem Eigenvektor nach den Verschie-
bungenD, die im Rahmen der direkten Berechnung kritischer Punkte ermittelt werden
muss (siehe Abschnitte 4.3 und 4.4). Wie bereits Wriggers und Simo  (1990) ange-
merkt, lasst sich% auch als Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix in Richtung
des Beulvektors verstehen.

Eine Richtungsableitungf? einer Funktion f (x) beschreibt die Anderung des Funktions-
wert an der Stellex bei einer Anderung der Funktionsvariablen in Richtung vorv 2 R",
oder in anderen Worten, die Steigung der Funktiof an der Stellex in Richtung von v.
Sie ist de niert zu

f(x + hv) f(x) _ d
h ~ dh

f(x + hv) (6.33)
h=0

O — .
W60 = im,
fur
kvk, =1: (6.34)
Mit dieser De nition lasst sich jede partielle Ableitung auch als Richtungsableitung in
Richtung aller Koordinatenachsen interpretieren. Die Richtungsableitung selbst stellt

wiederum eine spezielle Form des Gateaux-Di erentials dar. Eine ausfiuhrlichere Era
terung zu Richtungs- und Gateaux-Ableitung nden sich u. a. inArens u.a. (2018).
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Die Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix in Richtung des Beulvektors ergibt sich
damit zu

& _d oy b+hy (6.35)

K =
@ dh h=0

Mit der in Abschnitt 6.2 vorgestellten Methode der Complex-step Derivative Approxi-
mation, lasst sich Gleichung (6.35) nédherungsweise wie folgt ausdricken:

q = K:(D+ih )

K = - Kr(D+h) -

(6.36)
h=0

In dieser Arbeit wird, wie auch inWriggers und Simo  (1990) vorgeschlagen, die Rich-
tungsableitung der Stei gkeitsmatrix auf Elementebene durchgefihrt. Im Weiteren wird
jedoch, anders als inVriggers und Simo  (1990) auf eine Mehrschrittldsung verzich-
tet. Es wird stattdessen die MatrixK auf Systemebene assembliert und anschlieyend
das gesamte Gleichungssystem gelost:

ele ele — kT(d + Ih )
= t k = t

« h

(6.37)

e=1 e=1

Hierbei muss jeder Eintrag der Elementstei gkeitsmatrixk+ nur einmal nach der skala-
ren Groyeh abgeleitet werden, wofilr jede Elementstei gkeitsmatrix nur einmal an der
Stelle d + ih ) berechnet werden muss.

Wird die Ableitung dagegen herkdmmlich ermittelt, muss das Intervalih einmal auf
jeden Eintrag der Elementverschiebunged addiert werden. Anschlieyend muss mit je-
dem dieser neuen Verschiebungsvektoren die Elementstei gkeitsmatrix berechnet und
mit den entsprechenden Eintragen des Eigenvektors multipliziert werden. Damit kon-
nen dann die einzelnen Spalten bzw. Zeilen der Matrk ermittelt werden. Bei diesem
vorgehen misste also bei Freiheitsgraden pro Element jede Elementstei gkeitsmatrix
auch n-mal berechnet werden.

Dies zeigt sich auch beim Vergleich der Rechenzeiten des in Abbildung 6.8 dargestell-
ten Beispiels. Es handelt sich hierbei um eine ebene, gelenkig gelagerte, quadtagisc
Scheibe. Sie ist an ihrem oberen Rand durch eine Lagerverschiebuiily belastet. Das
Beispiel besteht aus einem Patch, der mit 7 7 quadratischen, 9-knotigen, isogeome-
trischen Kirchho -Love-Schalenelementen diskretisiert ist, daraus ergebercls n = 27
Freiheitsgrade pro Element. Im daneben dargestellten Diagramm werden die rélan
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Abbildung 6.8: Ebene Scheibe unter Verschiebungslast, Modelldaten und Randblé-
gungen (links), Diagramm mit Vergleich der relativen Rechenzeiten
(rechts)

Rechenzeiten bis zur Ermittlung des ersten kritischen Punkts (Verzweigen) fir dren-
terschiedliche Varianten zur Berechnung der Ableitun% gegenubergestellt.

Die beiden linken Balken zeigen die Rechenzeit bei einer Kombination aus CSDA und
Richtungsableitung, kurz CSDA:, entsprechend Gleichung (6.36). Die beiden Balken
in der Mitte geben die Rechenzeit bei partieller Ableitung nach den Verschiebungen
mit der CSDA wieder. Die beiden rechten Balken zeigen die Rechenzeit fur die Ermitt-
lung der Richtungsableitung als Vorwartsdi erenz, kurz Vx, nach Gleichung (6.35).
In jedem der Balkenpaare steht der linke Balken flr die relative Zeit zur Berechnung
der Matrix K , der rechte gibt die Gesamtzeit der Berechnung bis zur Ermittlung des
ersten kritischen Punkts wieder. Hierfir wird jede Berechnung mehrmals durchgefihrt,
anschlieyend werden die Ergebnisse der Rechenzeit gemittelt und zur Variante C&DA
ins Verhaltnis gesetzt.

Wie das linke und das rechte Balkenpaar im Vergleich mit dem mittleren zeigen, ist die
Berechnung der Richtungsableitung deutlich e zienter als die herkdmmliche partielle
Ableitung, auch wenn der Unterschied geringer ausfallt als die Anzahl der Freiheitsgra-
de. Dies lasst sich u. a. mit der geringen Systemgroye begrinden. Die gesamtd&ezeit

ist bei dieser geringen Anzahl an Freiheitsgrade so gering, dass sich Funktionsafigfzur
Rechenzeiterfassung sowie Unterschiede bei der Implementierung sofort bemarkba-
chen. Vergleicht man dagegen die Rechenzeiten der beiden Richtungsableitungen GSDA
und VDg, erkennt man, dass der Unterschied wie erwartet gering ausfallt. Dieser Un-
terschied zwischen den beiden Richtungsableitungen lasst sich durch die Mehrzahl an
Rechenoperationen, die bei der Verwendung komplexer Zahlen entstehen, begriinden.
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Eine Untersuchung zum Mehraufwand sowie zur Konvergenz der Ergebnisse bei unter
schiedlicher Wahl des Intervallsh ndet sich in Abschnitt 7.1.

6.6 Automatisches Di erenzieren

Die bisher vorgestellten Varianten zur numerischen Berechnung der Ableitung einer
Funktion stammen aus dem Feld der Ingenieurwissenschaften. Auch die Mathematik
und die Informatik beschaftigen sich seit Langem mit der numerischen Berechnung von
Funktionsableitungen. Eine erste Beschreibung der in diesem Abschnitt vorgestellten
Methode geht aufWengert (1964) zurlick, weitere wichtige Beitrage nden sich in
Rall (1983) undRall (1986). Fur diese Methode hat sich der Begri deautomatischen
Di erenzierens oder dasDi erenzieren von Algorithmen, im Englischen alsautomatic

di erentiation oder algorithmic di erentiation bezeichnet, etabliert. Das automatische
Di erenzieren, im Folgenden mit AD abgekurzt, wird in der Literatur nochmals in den
Vorwartsmodus und den Ruckwartsmodus unterteilt (vgl.Griewank und Walther
(2008)). In dieser Arbeit wird lediglich auf den Vorwartsmodus eingegangen, der Rec
wartsmodus ist ausfuhrlich inGriewank und Walther (2008) beschrieben.

Der Vorwartsmodus kann als eine Kombination aus symbolischen und numerischen Me-
thoden zur Berechnung einer Ableitung betrachtet werden. Die Idee dahinter ist, dass
sich jedes mathematische Problem in grundlegende mathematische Operationen (Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation, Division etc.) und Funktionen (exp, sin, log, etc.)
zerlegen lasst. Die Ableitungen dieser Funktionen sind bekannt und kénnen leicht im-
plementiert werden. Diese Zerlegung einer beliebigen Funktion in bekannte Funktionen
geschieht auch, wenn ein Computerprogramm den Wert dieser beliebigen Funktion an
einer vorgegebenen Stelle auswertet. Hierbei wird das Ergebnis nicht in einem S¢hrit
ermittelt, sondern schrittweise nacheinander, bis schlieylich das Endergebnis feststeh
Diese Kombination unterschiedlicher Teilfunktionen lasst sich wiederum mit der Ket-
tenregel ableiten, um schlieylich die Ableitung einer beliebigen Funktion zu erhalten.

Zur Ermittlung der Ableitung einer Funktion muss daher in jedem Schritt, der fir das
Lésen der Funktion algorithmisch notwendig ist, auch die Ableitung berechnet werden,
was am Ende auf die gesuchte Losung fuhrt. Dieses Vorgehen soll am folgenderpigzis
aufgezeigt werden.

Gegeben ist die Funktion

y = f(xX2) = X% sin(xp); (6.38)
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6.6 Automatisches Di erenzieren

gesucht ist die partielle Ableitung

_ @(x;%)
@

nach x, an den Stellenx, = 2 und x, = 3.

fr (6.39)

Um die Funktion f(x;;X,) an den angegebenen Stellen auszuwerten, benétigt ein Com-
puterprogramm funf Schritte. Zuerst werden die Werte flix; und x, den Variablenv,
und v, zugewiesen:

Vi= X =2; (6.40)
Vo = X = 3! (6.41)

Anschlieyend kann der erste Teil der Funktion, das Produkt; x,, unter Berticksichtigung
von (6.40) und (6.41) der Variablevs zugewiesen werden:

V3= ViV, =2 3 =6: (6.42)
Der zweite Teil der Funktion, sinf,), wird in v, gespeichert:

V4 = sin(Vv,) = sin(3) : (6.43)
Abschlieyend ergibt sich die Lésung zu

Vs=Vs V;=6 sin(3) 586 (6.44)

Zur Ermittlung der Ableitung f.., muss anschlieyend jeder Ausdruck nacky abgeleitet
werden. Ableitungen werden in diesem Zusammenhang durch einen Punkt Uber der
Variable gekennzeichnet. Die ersten beiden Ableitungen ergeben sich zu

@

vi= —=0 6.45
17 & (6.45)
@
Vo= —= =1 6.46
2% & (6.46)
Unter Anwendung der Produktregel folgt
_ @ _ _ _ 5.
V3 = @(vlvz) = ViV + ViV, =0+2 1=2: (6.47)
2
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Aus dem vierten und finften Term folgt schlieylich

@

@
V3

V4 = =cos(vo) 1, (6.48)

Vs = V4= Vs cosfp)=2 cos(3) 3 (6.49)
Zur Ermittlung der Ableitung einer allgemeinen Funktionf (x) an der Stellex = xo muss
also in jedem Zwischenschritt, der algorithmisch zur Berechnung des Funktionswerts
notwendig ist, auch die Ableitung der Zwischenfunktionen in den einzelnen Schritten
nach x an der Stellex = X, ermittelt werden. Dies fuhrt am Ende auf die gesuchte
Losung der Ableitung.

Eine weitere Herleitung der beschriebenen Methode kann auch hier Gber die dualen
Zahlen (siehe Abschnitt 6.2) erfolgen, da die Algebra der dualen Zahlen den Vorschrif-
ten der Kettenregel entspricht (vgl. Hoffmann (2016)). Bei der oben beschriebenen
Methode werden in jedem Rechenschritt sowohl der Funktionswert wie auch der Wert
der Ableitung berechnet. Das Gleiche geschieht beim Rechnen mit dualen Zahlen, wenn
man Gleichung (6.15) nicht wie in Gleichung (6.16) nach der Ableitung au 6st. Fir den
Fall, dass das Intervallh = 1 gewahlt wird, erhélt man

f(x+ )= f(x)+ fYx) : (6.50)

Wertet man also die abzuleitende Funktion an der Stellg,+ aus, erhalt man automa-
tisch die Losungen der Funktion sowie deren Ableitung an der Stebe= X,. Betrachtet
man den Ausdruckf (xo)+ f{X,) selbst wieder als duale Zald = ay+a;, , dann entspricht
fur = 1 der Imaginarteil a;, dem Wert der Ableitung f{X;) und der Realteil a5 ent-
spricht dem Funktionswert der ursprunglichen Funktionf (X;). Dass dies dem Vorgehen
aus Gl. (6.40) bis (6.49) entspricht, soll am Beispiel der Funktion aus Gleichung (8)3
gezeigt werden. Da die Funktion nachkx, abgeleitet wird, wird x, durch die duale Zahl
Xp + ersetzt. Dies fuhrt auf die Gleichung

f(Xgxo+ )= XX+ ) sin(x+ ): (6.51)

Jeder der beiden Summanden stellt wieder eine Funktion nach Gleichung (6.50) dar.
Aus dem ersten Summanden folgt damit

MO )= st 1y (6.52)

g(x1;x2+ ) g(x1;%2) 992 (X1;%2)

96



6.6 Automatisches Di erenzieren

Auch der zweite Summand lasst sich nach diesen Regeln umformen zu

pinGp* ) =3infxe)+ gosge), - (6.53)

h(X1;X2+ ) h(x1;x2) th (x11;x2)

Fasst man die einzelnen Ausdriicke zusammen und wertet die Funktion an den Stellen
X; =2 und X, = 3 aus erhalt man mit =1 den folgenden Ausdruck:

f(xpxe+ )= f(1X2 {ZSL(Xz; + |X1 ch(xz) ) :% 3 {ZSin_(3})+ %_&05_(%) 1 (6.54)

f(x1:%2) fXO2 (X1;X2) f(x1=2;%2=3) f)?z (x1=2;x2=3)

Wie bereits bei der CSDA mit dualen Zahlen sind alle AD-Methoden frei von Diskreti-
sierungsfehlern, auch Ausléschung tritt nicht auf.
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Numerische Experimente

In diesem Kapitel wird eine Auswahl der Algorithmen, die in den Kapiteln 4, 5 und 6
gezeigt werden, an verschiedenen Benchmarkbeispielen demonstriert. Hierfir kommen
unterschiedliche Elementtypen zum Einsatz, um die breite Anwendbarkeit der Methoden
zu demonstrieren. Das erste Beispiel in Abschnitt 7.1 ist eine Variante des L-formige
Rahmentragwerks nachLee u.a. (1968). Es handelt sich dabei um ein Durchschlags-
problem. In diesem Zusammenhang erfolgt zudem ein Vergleich der in Kapitel 6 prasen-
tierten Ableitungsmethoden.

Anschlieyend werden zwei Verzweigungsprobleme untersucht, die sich in ihrem Stabili-
tatsverhalten im Nachbeulbereich unterscheiden. Hierfur wird zuerst ein eben8shei-
bentragwerk analysiert, dessen Sekundarpfad stabil ist. Im Anschluss erfolgt diater-
suchung eines gekrimmten Schalentragwerks. Hierbei ist der Sekundarpfad unmittelbar
nach dem Erreichen des kritischen Punkts instabil.

In Abschnitt 7.2 wird abschlieyend die Imperfektionsemp ndlichkeit einer Gitterschale
mit den Methoden aus Kapitel 5 untersucht.

In den gezeigten Beispielen werden nur dann Einheiten verwendet, wenn diese auch in
den Referenzbeispielen der genannten Literatur vorkommen. In allen anderen FHélle
wird auf Einheiten verzichtet.

7.1 Berechnung kritischer Punkte

Durchschlagen
Das erste Beispiel ist an das Rahmentragwerk iree u.a. (1968) angelehnt. Es ndet

sich auch in den Verd entlichungen vonSmole«ski (1999) und Leahu-Aluas und
Abed-Meraim (2011). Es handelt sich dabei um einen gelenkig gelagerten, L-férmigen
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Rt
TD = B )
i E = 7200 N=mm
i =050
hi | h = 1200 mm
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Abbildung 7.1:  Statisches System des L-férmigen Rahmentragwerks in Anlehnung an
Lee u.a. (1968)

Rahmen (siehe Abb. 7.1), der im Riegel durch eine Au agerverschiebung belastet ist.
Hierin unterscheidet sich das hier untersuchte Tragwerk von den in der genannteite-
ratur verwendeten Systemen, die durch eine auyere Kraftlast beansprucht werden.

In dieser Arbeit wird die in Abbildung 7.1 dargestellte Geometrie mit zwei unterschied-
lichen Elementtypen diskretisiert, die beide von den in der Literatur verwendeteEle-
menten abweichen. Zunachst werden vierknotige Scheibenelemente Q1 mit linearen An-
satzfunktionen unter Annahme eines ebenen Spannungszustands verwendet. In Abbil-
dung 7.2 sind einige Details dazu dargestellt. Des Weiteren wird das System mit aatbk
tigen Volumenschalenelementen diskretisiert, deren Formulierung Irslinger  (2013)
vorgestellt wird. Es handelt sich dabei um das in Abschnitt 2.2 bereits erwéhnte Elenten
Shell 10, das auf einem Mehrfeldfunktional basiert. Durch ANS-Anséatze sowie durch die
Verwendung der EAS-Methode werden Lockinge ekte reduziert. Um zu gewahrleisten,
dass die Lagerbedingungen in der Stabachse angreifen, wird fir beide Elementtypen
uber die Dicket immer eine gerade Zahl an Elementen verwendet (vgl. Abb. 7.2).

AN

Abbildung 7.2: Details zur Modellierung des Rahmentragwerks mit vier linearen Q-
Scheibenelementen lber die Dické
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-

Abbildung 7.3: Details zur Modellierung des Rahmentragwerks mit zwei Volumendta-
lenelement Uber die Dicket und einem Uber die Tiefew

Wie in Kapitel 3.4.2 bereits diskutiert, besitzt der Gleichgewichtspfad an einem Dain-
schlagspunkt eine vertikale Tangente, wenn das System durch eine Verschiebung betast
wird. In den Abbildungen 7.4 und 7.5 sind die Gleichgewichtspfade fir die Verschiebung
des belasteten Knotens ix- und y-Richtung tGber die Lagerreaktion am belasteten Kno-
ten fUr drei unterschiedliche Netzfeinheiten dargestellt. Als Referenz dienen die Kurve
aus Leahu-Aluas und Abed-Meraim (2011). Neben den Gleichgewichtspfaden sind
fur jede Netzfeinheit auch die Durchschlagspunkte eingezeichnet.

Zur Analyse des Tragwerks werden die folgenden vier Diskretisierungen verwendet

Neie Ubert nee Uberw n Nele
Q1-2 2 1 1429 476
Ql-4 4 1 4765 1904
Q1-6 6 1 10117 4332
Shell 10 2 1 1480 164

Tabelle 7.1: Ubersicht tber die unterschiedlichen Diskretisierungen

Die Ergebnisse zeigen, dass sich das mit lediglich zwei Scheibenelementen Uber die Dicke
t vernetzte Modell Q1-2 zu steif verhalt. Dies lasst sich auf Lockinge ekt den ver-
wendeten Scheibenelementen zurtckfihren. Mit einer Netzverfeinerung Uber die Dicke
(vgl. Q1-4 und Q1-6) nahert sich die Lésung der Referenzlésung an. Fir das Volumen-
schalenelement Shell 10 mit zwei Elementen Uber die Dickestimmen die Ergebnisse
sehr gut mit den Referenzergebnissen Uberein. Man kann in Diagramm 7.4 und noch
einmal genauer in 7.6 jedoch auch erkennen, dass der Algorithmus fir die jeweilige Dis-
kretisierung die richtige Losung ndet, da jeder berechnete kritische Punkt eine vertie
Tangente besitzt.

An dieser Stelle soll noch einmal die E zienz bei der Ermittlung der Richtungsableitung
mit klassischen Di erenzenverfahren sowie mit der CSDA verglichen werden. Hierfur
werden fur das mit Volumenschalenelementen diskretisierte Modell die Rechenzeiten zur
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Referenz
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Abbildung 7.4: Gleichgewichtspfade flr x-Verschiebung mit Durchschlagspunkten bei
unterschiedlicher Diskretisierung

Referenz
-2.5 - Q1-2
Q14 -
_ 20 - Pt QL6 —---
c .15 | Shell 10 — — -
P L-Shell 10 e
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Z L-4
dc:ij -0.5 - L-6 v
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>
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Abbildung 7.5: Gleichgewichtspfade flry-Verschiebung mit Durchschlagspunkten bei
unterschiedlicher Diskretisierung

Ermittlung der Richtungsableitung sowohl fiir das Vorwartsdi erenzenverfahren (VD

als auch fur die CSDA sowie die jeweiligen gesamten Rechenzeit miteinander verglichen.
In Tabelle 7.2 ist hierfur die mittlere Rechenzeit bezogen auf die Zeit zur Ermittlung der
Richtungsableitung mit CSDA angegeben. Es lasst sich erkennen, dass die Berechnung
der Ableitung mit der CSDA etwas mehr als doppelt so viel Rechenzeit bendtigt als
die Berechnung mit dem Vorwartsdi erenzenverfahren. Dies lasst sich auf den hoeer
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-1.4 4 \ N
AN \ Q1'2
RS Ql-4 o
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Abbildung 7.6: Detail der Gleichgewichtspfade flr x-Verschiebung mit Durchschlags-
punkten bei unterschiedlicher Diskretisierung

numerischen Aufwand zuriickfliihren und entspricht somit der Erwartung. Es zeigt sich
jedoch auch, dass die gesamte Berechnung des kritischen Punkts inklusive der daftr
notwendigen Pfadverfolgung bei Verwendung der CSDA nur etwa 2% mehr Rechen-
zeit benotigt. Auf die gesamte Berechnung ist der Mehraufwand damit vernachlassigba
klein.

Ableitung CSDA Aleitung VD Gesamtzeit CSDA Gesamtzeit VD

1,0 0,45 12,540 12,28

Tabelle 7.2: Vergleich der Rechenzeiten fur verschiedene Ableitungsmettuzn

Neben dem Vergleich der Rechenzeit soll an diesem Beispiel auch der in Abschnitt
6.1 beschriebenen Fehler der Ausloschung sowie dessen Folgen demonstriert werde
Hierfir wird die Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix fur unterschiedliche Werte
fur die Intervallgréye h nach Gleichung (6.36) mit CSDA sowie nach Gleichung (6.35)
mit VD ermittelt. In Tabelle 7.3 sind fir abnehmende Werte vonh jeweils der Wert fur

kit Sowie die bendtigte Anzahl an Iterationsschritten angegeben. Als Abbruchkriterium
wird der Wert der Residuumsnorm nach Abschnitt 4.1.3 zkR ko < 1 10 & gewahlt.
Der bereits in Kapitel 6 aufgezeigte Fehler der Ausldschung lasst sich auch hiehrs
gut erkennen. Je kleiner der Wert furh wird, umso schlechter konvergiert die Losung
des Gleichungssystems. Dies liegt am gréyer werdenden Fehler bei der Berechrlarg
Ableitung. Man kann zudem erkennen, dass der Wert fir, fir den die Ableitung mit VD
im Rahmen der Rechengenauigkeit richtig ermittelt wird (1 10 4), deutlich groyer ist als
in den Beispielen aus Kapitel 6 (110 8). Dies liegt an den fiir dieses Beispiel gewahlten
Einheiten (Newton und Millimeter) und der sich daraus ergebenden Gréyenordnung der
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Verschiebungen. Dieser Wert andert sich, wenn die Abmessungen des Tragwerks sowie
die Verschiebungen in einer anderen Einheit angegeben werden.

h krit :CSDA Iterationen CSDA krit :VD Iterationen VD
10 4 1216517486 8 126517486 8
10 ° 1216517486 126517486 10
10 ¢ 1216517486 126517486 19

10 7 1216517486
108 1216517486

keine Konvergenz

e
W O 0

keine Konvergenz

Tabelle 7.3: Konvergenzverhalten fir unterschiedlich groye Werte des Intervds h bei
Ermittlung der Richtungsableitung mit CSDA und VD

Die hohe Anzahl an Iterationsschritten lasst sich durch die groye Schrittweite deroB
genlangenkontrolle und den daraus resultierenden schlechten Pradiktorwerten fiie
Ermittlung des kritischen Punkts begrinden.

Symmetrisches Verzweigen

Das zweite Beispiel ist ein ausschlieylich in der Tragwerksebene belastetdsethentrag-
werk. Zur Diskretisierung der Geometrie werden dennoch Schalenelemente verwendet
da dadurch Beule ekte aus der Tragwerksebene heraus bericksichtigt werderasDsta-
tische System ist in Abbildung 7.7 dargestellt. Es ist an den beiden kurzen seitlichen
R&ndern in x- und y-Richtung gehalten, inz-Richtung sind die beiden Rander frei ver-
schieblich. Der untere Rand ist in alle drei Richtungen unverschieblich gelagert. Am
oberen Rand sind alle Knoten irx- und y-Richtung gehalten, inz-Richtung werden alle
Knoten gleichmayig um D, nach unten verschoben.

Die Geometrie wird mitisogeometrischen Schalenelementen n&dbsterle u.a. (2017),
die drei Verschiebungsfreiheitsgrade pro Knoten besitzen, diskretisiert. Die Eleme ba-
sieren auf der Schalentheorie nach Kirchho -Love. Die Scheibe ist dabei als ein €at
modelliert, der mit einer unterschiedlichen Anzahl an Elementeng vernetzt wird. Es
werden quadratische Ansatze gewahilt.

Der erste kritische Punkt, der bei einer inkrementell-iterativen Berechnung isicht wird,

ist ein stabiler symmetrischer Verzweigungspunkt. Abbildung 7.8 zeigt neben dem Pri-
marpfad auch den Sekundarpfad. Der mit SP gekennzeichnete Pfadabschnitt ist dabei
der Teil des Sekundarpfads, fur dessen Berechnung der als Pradiktor verwendete Ei-
genvektor mit 1 multipliziert wird. Die Ergebnisse fur SP+ erhalt man entsprechend,
wenn der Eigenvektorpradiktor mit +1 multipliziert wird.
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b=10
I Randbedingungen:
uX:O © UX:O gung
uy =0 U =0
~ y = 5
Uz = 0 E=2:1 10
=00
t=0:20

\UX:O

uy =0

Abbildung 7.7: System der ebenen Scheibe mit Randbedingungen fir eine Diskisie-
rung mit 200 Elementen

In Tabelle 7.4 sind die Werte fur  in Abhangigkeit unterschiedlicher Netzfeinheiten
aufgelistet.

Die Tabelle zeigt, dass der Wert fir ; mit zunehmender Netzfeinheit immer lang-
samer abnimmt und gegen die Referenzldsung einer Vorbeulanalyse vga = 10;281
konvergiert. Bei Beulproblemen ist neben dem kritischen Lastfaktor auch dagerfor-
mungsverhalten der Struktur flr Gleichgewichtspunkte auf dem Sekundarpfad sowie die

-30.0 -
-25.0 { >~ _ _/./’
~ -
& -20.0 - - _ | .=
s
4
= -15.0 -
<
— -10.0 SP — —
5.0 - SP+ —--
PP
0.0

1e03 -5e-04 0e+00 5e-04  1e-03
Verschiebung in x-Richtung

Abbildung 7.8: Priméarpfad (PP) und Sekundéarpfade (SP+ und SP) fur die Mittel-
punktverschiebung des ebenen Scheibentragwerks
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Nelgx  Neley  Nele n krit

4 2 8 28 11,72854
10 5 50 160 10,51434
20 10 200 620 10,34667
30 15 450 1380 10,31594
40 20 800 2440 10,30521
50 25 1250 3800 10,30025
70 35 2450 7420 10,29593

Tabelle 7.4: Ergebnisse flr i in Abhangigkeit der Netzfeinheit flir ebene Scheibe

Form des Eigenvektors am kritischen Punkt relevant. In Abbildung 7.9 ist links jeweils
die Verschiebung der Scheibe ir-Richtung dargestellt, die rechten Abbildungen zeigen
jeweils den Eigenvektor . Die Verschiebungen sind fir einen beliebigen Lastschritt auf
dem Sekundarpfad SP+ dargestellt, ist der Eigenvektor zum Null-Eigenwert der Stei-
gkeitsmtarix am kritischen Punkt und ist Teil der Lésung des erweiterten Gleichung-
systems aus (4.57). Sowohl Verschiebungen wie auch der Eigenvektor werdemije fiir
8, 200 und 1250 Elemente gegeniibergestellit.

Der Vergleich zeigt, dass bereits fiir das grobste untersuchte Netz mit 4 Elamten in y-
und 2 Elementen inz-Richtung die Verschiebungen irx-Richtung mit dem Eigenvektor

x-Verschiebung Eigenvektor

8 Elemente

200 Elemente

1250 Elemente

Abbildung 7.9:  Konturplots der Verschiebungen und der Eigenvektoren fir versciedene
Netzfeinheiten
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Ubereinstimmen. Dies lasst sich fur dieses Beispiel auf das aus strukturmechanischer
Sicht eindeutige Systemverhalten im Nachbeulbereich zurickfihren.

Asymmetrisches Verzweigen

Das dritte Beispiel stellt eine gekrimmte Variante des zuvor untersuchten eten Schei-
bentragwerks dar. In Abbildung 7.10 ist das statische System mit allen Randbedingun-
gen dargestellt. Die Lange der vier Rander entspricht dabei den Ladngen der Rande
in Abb. 7.7. Im Unterschied zu 7.1 ist das aktuelle System gekrimmt, der Grundriss
entspricht einem Viertelkreis. Die Dicke der Schale wurde auf= 0;063662 reduziert,
damit ergibt sich ein R=t-Verhaltnis von 100.

Zur Diskretisierung werden wie zuvor isogeometrische Schalenelemente naelsterle
u.a. (2017) verwendet, die auf den Theorien von Kirchho und Love basieren.

Der erste kritische Punkt auf dem Gleichgewichtspfad ist wieder ein Verzweigumpgskt.

Im Gegensatz zur ebenen Variante sind die Gleichgewichtspunkte auf dem Sekundar-
pfad jedoch instabil. Dies lasst sich im Diagramm in Abbildung 7.11 am Verhalten des
Sekundarpfads im unmittelbaren Nachbeulbereich erkennen. Sowohl bei einer positiven
wie auch negativen Verzweigungsrichtung nimmt nach dem Uberschreiten des ersten
Verzweigungspunkts die aufgebrachte Verschiebung ab, beide Sekundéarpfade sind riick-
lau g.

90
2
©
//6'%
<&
uy =0
uy =0
uz = I:5\0
o E=21 10
© =00
u, =0 -Nn-
uy =0 t =0;063662
Schalenmittelpunkt M
z uy =0
uy =0
uy =0
Xy b=10 Uy =0
u =0

Abbildung 7.10:  System der gekrimmten Schale mit Randbedingungen
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Abbildung 7.11: Detail des Gleichgewichtspfads der gekrimmten Schale

Auch fur dieses Beispiel werden unterschiedliche Netzfeinheiten untersucht. In Eb

le 7.5 sind die Ergebnisse firy; bei verschieden feinen Netzen aufgefthrt. Die Tabelle

zeigt, dass die Abweichungen fir;; bereits bei recht groben Netzen schnell abnehmen.

Als Referenzlésung dient auch in diesem Beispiel das Ergebnis einer Vorbeulanalyse mit
kit = 29:;164.

Nelgx  Neley  Nele n krit

4 2 8 28 63,09606
10 5 50 160 31,53722
20 10 200 620 30,67285
30 15 450 1380 29,90674
40 20 800 2440 29,63051
50 25 1250 3800 29,49629
70 35 2450 7420 29,36272

Tabelle 7.5: Ergebnisse fir i in Abhangigkeit der Netzfeinheit fur gekrimmte Schale

Anders als bei der ebenen Geometrie aus 7.1 ist bei diesem Beispiel jedoch das Nathb
verhalten deutlich komplexer. Abbildung 7.12 zeigt links das deformierte Tragwerk im
Nachbeulbereich fir ein System mit 200 Elementen, der dazugehdrige Gleichgewichts
punkt liegt auf dem Sekundarpfad. Die rechte Abbildung zeigt den zum Nulleigenwert
gehotrenden Eigenvektor am kritischen Punkt. Die Ergebnisse sind Gberhtht darge-
stellt. Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel, bei dem auch bei sehbgnd\etzen
das qualitative Verhalten der Verschiebunge® und vergleichbar war, zeigt sich hier
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7.1 Berechnung kritischer Punkte

Verschiebung Eigenvektor

Abbildung 7.12:  Verschiebungen im Nachbeulbereich (links) und Eigenvektor am kr
tischen Punkt (rechts) der gekrimmten Schale bei grober Diskresie-
rung, tberhéhte Darstellung

Verschiebung Eigenvektor

Abbildung 7.13:  Verschiebungen im Nachbeulbereich (links) und Eigenvektor am kiti-
schen Punkt (rechts) der gekrimmten Schale bei feiner Diskrasierung,
uberhohte Darstellung

recht deutlich der Unterschied. Sowohl Uber die HOhe als auch entlang des Umfangs

unterscheidet sich die Anzahl der einfallenden Beulen.

Abbildung 7.13 zeigt zur Linken ebenfalls das deformierte Tragwerk im Nachbeulbereich,
rechts daneben ist wieder qualitativ der zum Nulleigenwert gehérenden Eigenvekto

am kritischen Punkt abgebildet. Auch hier sind die Ergebnisse zur besseren Visualisie-
rung Uberhoht dargestellt. Das Tragwerk ist dabei in 2450 Elemente unteite Man
erkennt an diesem Beispiel, das fur die beiden Ergebnisdarstellungen sowohl tber die
Hohe als auch in Umfangsrichtung die Anzahl der Beulen Ubereinstimmen, auch wenn

sich die einzelnen Beulen in lhrer Intensitat unterscheiden.
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7 Numerische Experimente

7.2 Berechnung kritischer Pfade

Das letzte Beispiel in diesem Kapitel zeigt eine Anwendung der Methoden zur Analyse
des Imperfektionsein usses auf schlanke Tragwerke. Hierfir wird die Gitterschaie
Abbildung 7.14 untersucht. Die Gitterschale ist an den 6 Eckknoten unverschieblich in
alle Raumrichtungen gehalten. Sie wird am mittleren Knoten durch die aufgebrachte
VerschiebungD = Dy in z-Richtung belastet. Als Referenz zu diesem Beispiel dient die
Arbeit von Forde (1986).

o
—
—
5 EA=1,0 10°
—
—
g |5 = Do
y
9 x 294
: : i
y 1
127 127 127 127
Uy = Uy = U; =0 u,= D

Abbildung 7.14: Grundriss und Ansicht der Gitterschale nach Forde (1986)

In einem ersten Schritt werden zunachst der Primarpfad sowie der Verzweigungspunkt
des perfekten Ausgangssystems ermittelt. Als Imperfektionsform wird derigenvektor
gewahlt, der sich bei der Berechnung des kritischen Punkts als Teil der Lésung ergibt
Dieser ist in der rechten Darstellung in Abb. 7.15 tUberh6ht dargestellt. Die maximale
Imperfektion ist dabei so gewahlt, dass die groyte Vorverdrehung eine im Baesen
Ubliche Gréyenordnung vonl=200 nicht Uberschreitet.

z

Abbildung 7.15: R&umliche Ansicht des unverformten Systems (links) und des Eige-
vektors (rechts) in 50-facher Uberhéhung
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7.2 Berechnung kritischer Pfade

4000

F 2000

D

Abbildung 7.16: Gleichgewichts dche der Gitterschale (grau) mit dem Gleichgewitits-
pfad des perfekten Systems (pink) und dem kritischem Pfad (blal

Die Analyse des Imperfektionsein usses erfolgt im Anschluss mit dem Algorithmus zur
Berechnung kritischer Pfade aus Kapitel 5.1.2. Die Schrittweite, mit der die Imperfakn
inkrementell gesteigert wird, betrdgt , = 0;02. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.16
dargestellt. Sie zeigt die Gleichgewichts ache des Mehrparametersystems (grem) dem
Gleichgewichtspfad (pink) des perfekten Systems sowie dem kritischen Pfad (bla

Bei einem Vergleich der Rechenzeiten zeigt sich, dass flr die Pfadverfolgung bis zum
ersten kritischen Punkt im gunstigsten Fall mehr als die ;B-fache Rechenzeit bendtigt
wird, als fur die direkte Berechnung des kritischen Punkts. Fir jede weitere Bereahnrg
eines kritischen Punkts fur ein imperfektes System wird aufgrund der besserera@ik-
torwerte und der damit verbundenen geringeren Anzahl an Iterationen noch einmal we-
niger Rechenzeit bendtigt. Fir die in diesem Beispiel untersuchte Gitterschale redarz
sich damit die Rechenzeit auf deutlich unter 30 % im Vergleich zu einer herkdmmlichen
Berechnung, bei der jeder kritische Punkt einzeln berechnet wird.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden zuverlassige Algorithmen fir die direkte Berech-
nung von Durchschlags- und Verzweigungspunkten stabilitdtsgefahrdeter Strukturen,
die durch inhomogene Dirichlet-Randbedingungen belastet werden, hergeleitet. In einem
nachsten Schritt erfolgte die Untersuchung der Imperfektionsemp ndlichkeit schlanker
Tragwerke durch eine Erweiterung dieser Algorithmen. Ein starker Fokus lag dabauf

der Verwendung von auf komplexen Zahlenformaten beruhenden numerischen Ablei-
tungsalgorithmen, die eine robuste und beliebig genaue Berechnung partieller und to-
taler Ableitungen ermdglichen. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse und gewonnenen
Erkenntnisse sowie Anregungen fur mogliche Weiterentwicklungen und Anwendungen in
anderen Forschungsgebieten erfolgt in den folgenden Abschnitten.

8.1 Zusammenfassung

Die in der vorliegenden Arbeit prasentierten Algorithmen zur direkten Berechnung wo
Durchschlags- und Verzweigungspunkten basieren auf den Wfriggers u.a. (1988)

im Rahmen der FEM eingefiihrten Methoden. Neu ist in dieser Arbeit die Erweite-
rung auf Systeme, die durch inhomogene Dirichlet-Randbedingungen, also durch Ver-
schiebungen, anstelle von duyeren Kraften belastet werden. Zur Ermittlung von Doln-
schlagspunkten wurden hierfiir die Gleichgewichtsbedingung sowie die Stabilitatsbedin-
gung unter Berlcksichtigung der inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen formuliert
und in einem erweiterten Gleichungssystem zusammengefasst. Zur Ermittlung vonrVe
zweigungspunkten wurde zudem die Verzweigungsbedingung neu hergeleitet, mit der im
Anschluss das neue Gleichungssystem aufgestellt werden konnte.

Bereits bei den fur Kraftlastfalle existierenden Algorithmen ist, wie etwa inWrig-
gers und Simo (1990) vorgestellt, eine Richtungsableitung der Stei gkeitsmatrix in
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Richtung des kritischen Beulvektors erforderlich. In den bisherigen Veré entlimingen
kommen hierfur klassische Di erenzenverfahren zum Einsatz. In der vorliegendarbeit
wurde gezeigt, dass die Ergebnisqualitat dieser Di erenzenverfahren starknvder zu
wahlenden Intervallgroyeh abhangig ist. Eine zuverlassige Berechnung kritischer Punkte
ist somit hau g nur nach mehrmaligen Testlaufen und einem Abgleich der Ergebnisse
maoglich. In dieser Arbeit werden zur Berechnung der Ableitung der Stei gkeitsmatrix
neuere Varianten der Di erenzenverfahren eingesetzt, die auf hyperkompé&xZahlenfor-
maten beruhen. Mit der Complex-step Derivative Approximation nactMartins u. a.
(2003) zur Berechnung erster Ableitungen, die auf komplexen Zahlen beruht, lassthsic
der Fehler der Ausléschung fir sehr kleine Intervallwerte eliminieren. Ersetzt man die
komplexen Zahlen durch duale Zahlen, lasst sich dariber hinaus auch der Diskretisie-
rungsfehler eliminieren, wodurch erste Ableitungen exakt und unabhangig von der Inter-
vallgroye h ermittelt werden kdnnen. Die Berechnung zweiter Ableitungen ist durch die
von Fike und Alonso  (2011) eingefuhrten hyperdualen Zahlen fehlerfrei mdglich. In
der vorliegenden Arbeit wurden diese Methoden auf die Ermittlung der Richtungsablei-
tung Ubertragen. Es konnte gezeigt werden, dass der numerische Mehraufwand durch
die zusatzlichen Rechenoperationen beim Arbeiten mit komplexen Zahlen gering ist.
Ein groyer Teil der Rechenzeit bei der Ermittlung kritischer Punkte entsteht durie die
vorangestellte Pfadverfolgung.

Die kritische Last, die fur den Entwurf stabilitdtsgefahrdeter Tragwerke esentiell ist,
wird durch Imperfektionen stark abgemindert. Zur Untersuchung der Imperfektions
emp ndlichkeit schlanker Strukturen wurden in dieser Arbeit zwei Herangehensweisen
prasentiert, die sich in ihrem Umgang mit Imperfektionen innerhalb des Algorithmus
grundlegend unterscheiden. In der ersten Variante werden die Imperfektionen iorkn
von Geometrieanderungen vorgegeben, wahrend sie in der zweiten Variantezalsatz-
liche Unbekannte in das nichtlineare Gleichungssystem eingebracht werden.

Fur die erste Variante wurden zwei Algorithmen vorgestellt, die auf einer sich wiede
holenden Berechnung kritischer Punkte fur sich andernde Imperfektionen basieren. Die
Algorithmen zur Berechnung kritischer Punkte konvergieren jedoch nur in der N&he
der LOsung gegen das gesuchte Ergebnis. Fir die Berechnung eines einzelnen kritischen
Punkts muss daher ein rechenintensiver Pfadverfolgungsalgorithmus vorangestelér-
den. In der Arbeit wurden zwei Methoden prasentiert, bei denen diese Pfadvddong bis

in die Nahe eines kritischen Punkts nur einmal zu Beginn fir das perfekte Ausgangssys-
tem durchgefiihrt werden muss. Im ersten Algorithmus dienen zunachst die deformierte
Geometrie, der Beulvektor sowie der Lastfaktor an einem kritischen Punkt degrfekten
Ausgangssystems als Pradiktor zur Berechnung des kritischen Punkts eines impddn
Systems. Jeder weitere kritische Punkt eines imperfekten Systems lasst sich wiede
aus der Lésung an einem kritischen Punkt des zuvor analysierten Systems ermitteln. Es
konnte mit dieser Methode gezeigt werden, dass die deformierte Geometrie, die kehis

114



8.2 Ausblick

Last sowie der Beulvektor eines Tragwerks an einem Durchschlags- oder Viesigungs-
punkts eine geeignete Wahl des Pradiktors zur Berechnung eines benachbarten laiten
Punkts fur ein System mit einer veréanderten Geometrie darstellen. Im zweiten Algt-
mus werden die Imperfektionen Uber einen zusatzlichen Parameter beschriebeardd
Kombination von Pfadverfolgungsalgorithmen und Methoden zur direkten Berechnung
kritischer Punkte fur Kraft- und Verschiebungslastfélle lassen sich kritische Pda des
dadurch entstandenen Mehrparametersystems, die auch als Fold Line bezeichnetdear

e zient berechnen. Auch hierfir muss die initiale Pfadverfolgung lediglich ein einziges
Mal ausgefuhrt werden.

Die zweite Variante, bei der die Imperfektionen als zusatzliche Unbekannte egfighrt
werden, beruht auf den vonDeml (1997) prasentierten Methode zur Ermittlung der
kritischsten Imperfektion Durch eine Modi kation der Zusatzgleichung konnte erreicht
werden, dass auch lokale Minima entlang eines kritischen Pfades direkt gefunden werden
kdnnen.

8.2 Ausblick

Ein Teil der vorliegenden Arbeit befasst sich mit der Beschreibung und Analyse von
Mehrparametersystemen, wobei sich der zweite Parameter dabei immer auf die Ande-
rung der Geometrie beschrankt. Die hierfir verwendeten Methoden, die u. a. Bmiks-

son (1998), Cox u.a. (2018) oderGroh u.a. (2018) beschrieben sind, sind in ihrer
Anwendung jedoch immer noch beschrankt. In vielen Fallen wird nur ein Parameter
verandert, wahrend der bzw. die restlichen Parameter konstant gehalten werdeDie
gleichzeitige Steuerung mehrerer Parameter wurde bereits fir einige Sonderfélle iggze
sie ist im Allgemeinen jedoch noch nicht ausreichend untersucht. Auch besteht fur die
Wahl der Zusatzgleichungen noch immer Forschungsbedarf. Hier sind Bedingungen vor-
stellbar, die etwa die geleistete Arbeit in einem System minimieren.

In der Arbeit hat sich zudem gezeigt, dass die robusten Algorithmen zur Berechnung
partieller und totaler Ableitungen ein groyes Potential in der nichtlinearen Struktur-
mechanik bieten. Die direkte Berechnung der Stei gkeitsmatrix aus dem Potential, die
Berechnung der Sensitivitaten in der Strukturoptimierung oder die konsistente Lineari-
sierung nichtlinearer Gleichungssysteme bei stark oder nicht glatt nichtlinearernréble-
men (z. B. Kontakt), sind nur einige der mdglichen Anwendungsgebiete.

Die Berechnung kritischer Punkte sowie die Analyse des Nachbeulverhaltens stabilitats-
gefahrdeter Systeme beschranken sich in dieser Arbeit auf Fragestellungen deulst
turmechanik. Auch in der Kontinuumsmechanik treten Instabilititsphanomene auf, die
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8 Zusammenfassung und Ausblick

physikalischerund numerischer Natur sein kdnnen. Physikalische Instabilitatsphanome-
ne, wie sie inBardet (1990) beschrieben werden, lassen sich an Kontinuumselementen
numerisch untersuchen. Bei der Verwendung gemischter niter Elemente, wie sieAn-
ricchio u.a. (2005) oderSchroder u.a. (2017) beschrieben sind, ist das hau ge
Auftreten numerischer Instabilitdten, die sich durch das sogenannteurglassingzeigen,
eine unerwinschte Begleiterscheinung und Gegenstand aktueller Forschung. Hierlastw
den bisher héau g vereinfachte Methoden wie beispielsweise Bisektionsverfahrenrczee
begleitende Eigenwertanalyse zur Annaherung an kritische Punkte angewandt. Mit den
in der vorliegenden Arbeit prasentierten Methoden zur direkten Berechnung kritker
Punkte kénnte sich die Stabilitdtsanalyse gemischter Elementformulierungen sgshati-
sieren und prazisieren lassen.

Die Ergebnisse der in der vorliegenden Arbeit mit isogeometrischen Schalenelementen
untersuchten Beispiele zeigen, dass die Beulform eines Systems fir einen Gleichbtswic
punkt auf dem Sekundarpfad sehr gut mit dem Beulvektor am kritischen Punkt tGber-
einstimmt. Untersuchungen am Institut fir Baustatik und Baudynamik der Universitat
Stuttgart haben zudem gezeigt, dass bei einer Vorbeulanalyse die erwarteteuBorm

mit isogeometrischen Schalenelementen fur deutlich grébere Netze ermittelt werd@mn

als das fur nite Elemente mit Lagrange'schen Ansatzfunktionen méglich ist. Zur Unter-
suchung der Ursachen hierfiir bieten sich neben der bisher verwendeten Vorbeulanalyse
auch die hier vorgestellten Algorithmen zur direkten Berechnung kritischer Punkte an.
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Anhang

A.1 Analyse eines Dreigelenktragwerks mit variabler
Hb6he

In der vorliegenden Arbeit werden viele der auftretenden Phdanomene an einem Dreige-
lenktragwerk anschaulich erlautert. Dabei hangen die Stabilitdtseigenschaftensderei-
gelenktragwerks von dessen Hohe in Bezug zur Breite ab. An dieser Stelle erfdigter
eine ausfuhrliche Analyse des Stabilitdtsverhaltens eines Dreigelenktragwerks mit varia
bler Hohe. Die Hohe des in Abb. A.1 dargestellte Dreigelenktragwerks wird dabei tGber
den Parameter in Abhangigkeit der projizierten Langea beschrieben.

F = Fo

a a

Abbildung A.1:  Dreigelenktragwerk mit variabler Hohe

In einem ersten Schritt wird die auf die beiden Freiheitsgrad@; und D, reduzierte Stei-
gkeitsmatrix aufgestellt. Hierbei kann die horizontale Verschiebund, zu null gesetzt
werden, da aufgrund der Symmetrie erst auf einem eventuellen sekundaren Gleichge-
wichtspfad horizontale Verschiebungen auftreten konnen.

2 3
EA + EA(2 +D1)D1 0

< = §ETTTE T (e
- 0 EA( +Dj1)? 4+ EA@ +D1)D;
(2+1) %72 ( 2+1) %2

(A.1)
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Zur Untersuchung der Stabilitdt wird an dieser Stelle nicht das in der Arbeit zur direkten
Berechnung kritischer Punkte mit der Methode der Extended Systems gewahlte Stabili-
tatskriterium K = 0 verwendet. Aufgrund des trivialen Systems bietet es sich an dieser
Stelle an, die Determinante der Stei gkeitsmarix als Stabilitatskriterium zu verwenden.
An einem kritischen Punkt ergibt sich die Determinante vorK nach Gleichung (4.30)
zu null. Dies ergibt fur dieses Tragwerk

(EA)*(2D; + D2+2)(2 2+6D; +3D2)
(2+1)°

detK = (A.2)

Lést man die Gleichung nach der Verschiebungddy, so erhalt man fir diese Gleichung
vier Nullstellen in Abh&ngigkeit des Ho6henparameters:

q
Dl;l = + q 2 2 (A3)
D1;2 = pz | 2 (A4)
§.
Dis= 1+ 3 (A.5)
_!
P 3
Dia= 1 3 (A.6)

Die ersten beiden Nullstellen der Determinante sind flr Werte von < P 2 komplex.
Bis zu dieser Hohe existieren somit nur zwei reelzahlige Losungén;s und Dy4. Da-

bei handelt es sich um die beiden in Abb. A.2 gezeigten Durchschlagspunkte auf dem
Gleichgewichtspfad fur = 1. Ein Wert des Hohenparameters fur ein aches bzw. nied-
riges Dreigelenktragwerk, ?)el dem ausschlieylich Durchschlagen aber keinZviesigen
auftritt, liegt somit bei =" 2.

Setzt man die LosungerDy.; = Dj.3, SO erhalt mit = P 3 den Wert fiir den Hohenpa-
rameter, an de&n_der Verﬁwelgungs und der Durchschlagspunkt an der gleichen Stelle
auftreten. For < 3 liegen auf dem Gleichgewichtspfad sowohl Durchschlags-
als auch Verzwelgungspunkte. Beim Ablaufen des Pfads liegt der Durchschlagspunkt
jedoch immer vor dem Verzweigungspunkt, der sich wiederum zwangslau g auf dem
absteigenden Bereich des Gleichgewichtspfads be ndet. Dieser Fall taucht in keimén
dieser Arbeit verwendeten Beispiele auf. In Abbildung A.2 sind die Gleichgewichtspfade
der beiden Grenzfalle dargestellt.

Far alle Werte von > P 3 liegt der erste Verzweigungspunkt auf dem Gleichegwichts-
pfad immer vor dem ersten Durchschlagspunkt. In diesem Fall ist die Rede von einem
hohen Dreigelenktragwerk. In Abbildung A.2 ist dies im Pfad fir einen Wert fur =2

zu sehen.
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A.2 Symmetrische entfestigende Feder

i =1
800 :Eg .
400 = 3 -
0 LP +
-400 B x
-800

Abbildung A.2:  Gleichgewichtspfade fur Dregelenktragwerke unterschiedlichreHohe mit
Durchschlagspunkten (LP) und Verzweigungspunkten (BP)

A.2 Symmetrische entfestigende Feder

Zur Erweiterung der Koiter'schen Kategorisierung in Abschnitt 3.5.2 werden in den Bei-
spielen zwei unterschiedliche Federelemente verwendet. Beide Federelementetasish
als Stabelement der Langé = 1 interpretieren. Zur Veranschaulichung ist in Abb. A.3
eine Feder im ungedehnten und gedehnten Zustand abgebildet.

I
Abbildung A.3:  Ungedehnte (links) und gedehnte Feder (rechts)

Beim ersten Element handelt es sich um eine nichtlineare Feder mit einem Green-
Lagrange'schen Verzerrungsmay, im Folgenden mit dem Index GL versehen. Das Po-

tential der Feder ergibt sich zu
1 1,2
== + = : A7
6L = 5C X+ ox (A7)

Die Federstei gkeit C entspricht dabei der Dehnstei gkeitEA eines entsrechenden Sta-
belements. Die Federkraft in Abhangigkeit der Langendnderung erhalt man aus der
Ableitung des Potentials nachx:

1
FeoL=C x+ éx2 (1+x): (A.8)
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,,,,,,,, 3+ F
Foo ——
I:atan 2
14
1 0:5 X 1 ”
1 1 0:5 0:5 1
"""" Fo 1L

Abbildung A.4:  Federkraft (links) und Federstei gkeit (rechts)

In Abbildung A.4 (links) ist der Verlauf der Federkraft Uber x dargestellt. Man erkennt
zum einen, dass sich die Feder bei Druck und Zug unterschiedlich verhalt. Zum anderen
steigt die Federkraft fir positive Werte vonx Uber alle Grenzen hinweg immer weiter
an.

Die Federkraft eines Federelements, das auf Druck wie auf Zug entfestigendeshdl-
ten aufweist, muss also, anders als die Federkrdft, , sowohl fir positive als auch ftr
negative Werte vonx, beschréankt sein bzw. gegen einen Grenzwert streben. Dies Ver-
halten zeigt u. a. die Arkustangens-Funktion. Zur Herleitung der Feder wird daher die
Federkraft zu

Fatan = arctan( cx) (A.9)

gesetzt. Im Anschluss lasst sich das Potential der Feder durch Intergrati@mmitteln:

In(x?+ 1)

atan = X arctan (x) >

(A.10)

Der Verlauf der Federkraft beider Federkrafte tibex ist in Abbildung A.4 (links) ange-
tragen.

Durch Ableiten der Funktionen fur die Federkrafte nachx lassen sich die Federstei g-
keiten ermitteln:

dFgL 2 1,
= = + + + — .
KoL dx c(l+x)"+c x 2x (A.11)
_ dF atan _ c
Katan = ax (X2 + 1) (A.12)
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A.2 Symmetrische entfestigende Feder

In Abb. A.4 (rechts) sind die Verlaufe der beiden Federstei gkeiten Gbex angetragen.
Auch hier zeigt sich das erwartete Verhalten. Sowohl fir positive wie auch fur redgye
Werte von x nimmt der Wert der Stei gkeit Kua, ab. Der Wert der Stei gkeit Kg,
hingegen nimmt bei Druck ab, steigt jedoch fir positive Werte vor.
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