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Zusammenfassung

Deutsch

In der Modellierung und Simulation von Maschinen, zum Beispiel fiir eine numerische
Steuerung von Industrierobotern, ist ein wichtiger Aspekt die Parametrisierung von ei-
gentlicher Bewegung, sowie deren effiziente Verkniipfung auf heutigen Prozessorarchitek-
turen. Ein vielversprechendes Werkzeug zur Parametrisierung von Bewegung scheint die
Geometrische Algebra zu sein. Ubliche Definitionen der Geometrischen Algebra basieren
auf einem Axiomensystem fiir das Geometrische Produkt. Ohne Weiteres ist eine Herlei-
tung von diesem Axiomensystem zu einer expliziten Definition des Produktes als Summe
von Koordinatenmultiplikationen nur teilweise maglich. Ubliche Implementierungen des
Geometrischen Produktes basieren auf solchen teilweise expliziten Definitionen; sie be-
achten die Struktur des Geometrischen Produktes nicht vollsténdig.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Geometrische Algebra anhand einer neuartigen
Konstruktion eingefiihrt, die das Geometrische Produkt vollstéandig explizit definiert. Es
werden die Eigenschaften der Geometrischen Algebra diskutiert, mit dem Ziel, Bewe-
gung in der Geometrischen Algebra parametrisieren und verkniipfen zu kénnen.

Im zweiten Teil wird aus der neuartigen Konstruktion der Geometrischen Algebra eine
Vektorisierungsstragie entwickelt, die bei Verwendung bestimmter Koordinatenpermu-
tationen auf heutigen SIMD-Prozessorarchitekturen implementiert werden kann. Ferner
wird eine effiziente Mo6glichkeit der Vorzeichenauswertung von Basisvektorprodukten be-
schrieben.

Der dritte Teil behandelt als Anwendungsbeispiel das Losen der inversen Kinematik bei
Industrierobotern. Es werden Vorteile beziiglich des Laufzeitverhaltens auf modernen
SIMD-Prozessorarchitekturen bei der Verwendung der hier beschriebenen Vektorisie-
rungsstrategie des Geometrischen Produktes gegeniiber der Matrizenalgebra gezeigt.



Zusammentassung

English

When modelling or simulating machines, e.g. for a numerical control of industrial ro-
bots, there is the important aspect of parametrising rigid motions, as well as composing
them efficiently on modern processor architectures. Geometric Algebra seems to be a
promising tool for parametrising motion. Common definitions of Geometric Algebra are
based on an axiomatic system for the Geometric Product. Just like that, the derivation
from this axiomatic system to an explicit definition of the product as a sum of coordina-
te multiplications is only partially possible. Common implementations of the geometric
product are based on such partially explicit definitions; they do not fully consider the
structure of the Geometric Product.

In the first part of this thesis, Geometric Algebra will be introduced by a novel con-
struction, which defines the Geometric Product in a totally explicit manner. Properties
of the Geometirc Algebra are discussed, with the aim of parametrising and composing
motion within Geometric Algebra.

In the second part, a vectorisation strategy is developed from the novel construction of
the Geometric Algebra, which can be implemented on modern SIMD processor architec-
tures by applying certain coordinate permutations. Furthermore, an efficient alternative
for evaluating the sign of base vector products is described.

The third part covers as a sample application the solution of inverse kinematics for in-
dustrial robots. Concerning runtime behaviour on modern SIMD processor architectures,
advantages of using the vectorisation strategy for the Geometric Product described here
as opposed to matrix algebra will be shown.
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Motivation

Bewegung

Beispiel Industrieroboter

Der folgende Abschnitt gibt eine Einfithrung in die Dar-
stellung und Verkniipfung von Bewegung. Begleitend
dazu zeigt die Illustration auf der rechten Seite als Bei-
spiel einen praxisfernen, aber einfachen Industrierobo-
ter. Dieser Roboter bewegt sich im zweidimensionalen
Anschauungsraum und besteht aus einem Verbund von
starren Gliedern und beweglichen Gelenken, die hinter-
einander angeordnet sind.

In diesem Beispiel sind drei Gelenke rotatorisch, ein Ge-
lenk ist translatorisch. Andert sich die Stellung eines
Gelenks, bewegt sich also ein Gelenk, iibertragt sich diese Bewegung auf alle Glieder
und Gelenke dahinter. Die Bewegungen der Gelenke miissen also verkniipft werden.
Die Stellung eines Gelenks kann in diesem Beispiel mit jeweils einer Verdnderlichen be-
schrieben werden. Dadurch besitzt die Kinematik dieses Roboters vier Freiheitsgrade.
Die allgemeine Bewegung im zweidimensionalen Raum besitzt drei Freiheitsgrade; zwei
translatorische und einen rotatorischen. Also ist die Kinematik dieses Roboters redun-
dant. Das bedeutet im Allgemeinen, dass die Bewegung des letzten Gliedes, also des
Greifers in diesem Beispiel, durch unendliche viele verschiedene Stellungen der vier Ge-
lenke erreicht werden kann.

Roboter kommen in der Industrie in verschiedenen Bereichen zum Einsatz, sei es als
Schwei-, Klebe-, Lackier-, Montage- oder Handhabungsroboter. Typische Industriero-
boter arbeiten im dreidimensionalen Raum und bestehen aus sechs Gelenken; ihre Kine-
matiken sind nicht redundant. Thre Konstruktion ldsst in der Praxis oft eine geschlossene
Losung der inversen Kinematik zu [23]. Das heifit, dass Steuerungen von Industrierobo-
tern die notigen Gelenkstellungen direkt bestimmen koénnen, also ohne den Einsatz itera-
tiver Naherungsverfahren, um eine vorgegebene Bewegung des Roboters durchzufiihren.
Ein aktueller Trend sind kinematisch redundante Roboter [23]. Fiir allgemeine
Losungsansitze inverser Kinematik bei solchen Robotern bieten sich numerische Al-
gorithmen an, die sich der Losung iterativ ndhern. Mit zunehmender Redundanz der
Kinematik erhoht sich jedoch auch der rechnerische Aufwand dieser numerischen Algo-
rithmen. Dies wirkt sich hinderlich auf die Redundanz der Kinematik von Robotern aus,
besonders in Echtzeitanwendungen [29], [9].
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Motivation

Numerische Algorithmen zur Losung inverser Kinematik basieren auf der Modellierung
der Kinematik des Roboters. Ein Modell einer Kinematik ist aus der Darstellung und
Verkniipfung von Bewegungen aufgebaut.

Beziiglich der mathematischen Beschreibung und numerischen Steuerung von Robo-
tern sind unter anderen folgende drei Aspekte interessant:

e Die mathematische Darstellung und Verkniipfung von Bewegung,
e die effiziente Implementierung der Verkniipfung,
e die Anwendung der Bewegung in numerischen Algorithmen.

In diese drei Aspekte ist auch die vorliegende Arbeit gegliedert. Auf den Aufbau der
Arbeit wird in einem spéteren Abschnitt in diesem Kapitel ndher eingegangen.

Die oben gelisteten Aspekte beziiglich der Bewegung sind prinzipiell fiir jede Maschi-
ne interessant, die durch Darstellung und Verkniipfung von Bewegungen modelliert und
berechnet wird; der Industrieroboter reiht sich in die Liste solcher Maschinen ein.
Weiter wird die Bewegung nicht nur zur Modellierung von Maschinen verwendet, sondern
auch von wesentlich anderen Systemen. So wird die Darstellung und Verkniipfung von
Bewegung zur Modellierung von Systemen in der Simulation eingesetzt, zum Beispiel in
der Mehrkorpersimulation, der Partikelsimulation oder der Molekulardynamiksimulati-
on. Bei Simulationen ist neben der Betrachtung der Laufzeit auch der Energieverbrauch
der Simulation interessant.

Mathematische Definition der Bewegung

In diesem Kapitel werden die Begriffe Koordinatenraum, Anschauungsraum oder auch
euklidischer Vektorraum synonym verwendet.
Sei mit der Dimension n € N der euklidische Vektorraum R™ erklért. Sei zwischen zwei
Vektoren x = (2;)1<i<n, ¥ = (¥i)1<i<n € R™ das Standardskalarprodukt

R" x R" — R,

($,y) = <$ay> = szyz

erklart und damit der Abstand

R" x R” — R,

12



Die eigentliche Bewegung im euklidischen Vektor-
raum R" ist als bijektive Funktion f : R” — R"™ defi-
niert, die abstandserhaltend und orientierungserhaltend
ist, also

L f(x)f(y) =7y Vz,y € R",

2. det f =+1

erfiillt. Aus dieser Definition lédsst sich noch die Eigen-

schaft der Winkeltreue fiir die eigentlichen Bewegung

ableiten.

Diese Eigenschaften sind rechts am schon oben eingefiihrten Beispiel des Industrierobo-
ters illustriert, der im zweidimensionalen Anschauungsraum arbeitet. In der Illustration
bewegt sich nur das rotatorische Gelenk, das auf dem unteren senkrechten Glied des
Roboters sitzt.

Die Menge der eigentlichen Bewegungen ist ein Teil der Menge der Bewegungen. Eine
Bewegung kann auch eine Spiegelung sein; bei der Definition der Bewegung als Funktion
g : R" - R" wird nur g(z)g(y) = Ty Vz,y € R" verlangt. Eine Bewegung ist im
Allgemeinen nicht orientierungserhaltend.

Parametrisierung eigentlicher Bewegung

Unter Parametrisierung eigentlicher Bewegung ist hier die Erkldrung einer Menge M
gemeint, aus der ein Element M € M in einem N 3 n-dimensionalen euklidischen Raum
die parametrisierte eigentliche Bewegung fp; : R® — R”™ definiert, namlich mit einer
Abbildung

R™ x M — R",
(¢, M) — fu(x).

Eigentliche Bewegung kann in der Mathematik auf viele Arten parametrisiert werden.
Dabei ist ein wichtiger Aspekt die Moglichkeit der Verkniipfung von Bewegung durch
Verkniipfung der entsprechenden Parameter in einer dazu geeigneten Algebra. Nicht alle
iibliche Arten der Parametrisierung von Bewegung sind Teil einer geeigneten Algebra.

Im Folgenden werden moégliche Parametrisierungen eigentlicher Bewegung im dreidimen-
sionalen Anschauungsraum gezeigt. Dies dient einem Uberblick, die folgenden Einfiihrun-
gen der verschiedenen Parametrisierungen sind im Allgemeinen jedoch nicht vollstandig.

Ortsvektor-Winkel-Paar Der Ortsvektor ¢+ € R? parametrisiert eine Translation, die
Winkel (o;)3_, € R? parametrisieren eine Rotation. Zusammen parametrisiert das Paar

M= (t()i,) € M =R’ xR’

13



Motivation

eine Bewegung.

Die Winkel (;)?_; beschreiben anhand einer bestimmten Konvention die Drehung um
bestimmte Achsen in einer bestimmten Reihenfolge. Beispiele solcher Winkel mit unter-
schiedlichen Konventionen sind die ,,Euler-Winkel“ oder die ,, Kardan-Winkel“.

Am Beispiel mit Kardan-Winkel nach Schiehlen und Eberhard [24] ist die parametrisierte
Bewegung mit den Gleichungen s; = sina;, ¢; = cosa; Vi € {1,2,3} als

fMI RS — Rg,
CoC3 —C2S83 S9
T+ C1S83 + 8152C3 C1C3 — S1S9583 —S1Co rx+t
S§183 — €C182C3 S1C3 + C189S3 C1Co

definiert.
Die Winkel sind in keiner Algebra definiert, das Ortsvektor-Winkel-Paar zur Parametri-
sierung von Bewegung kann nicht direkt verkniipft werden.

Schraube Laut Michel Chasles [3] ist jede Bewegung eines starren Korpers durch die
Translation entlang einer Geraden und der gleichzeitigen Rotation um diese Gerade dar-
stellbar. Anschaulich entspricht diese Darstellung der Bewegung einer Schraube.

Zur Parametrisierung einer Gerade im dreidimensionalen Raum reichen vier reelle Zahlen
aus. Fiir die Parametrisierung der Schraubenbewegung werden noch zusétzlich ein Ab-
stand und ein Winkel beno6tigt, also insgesamt sechs reelle Zahlen. Die Parametrisierung
von Schrauben kann in Elemente einer Algebra eingebettet werden, um entsprechende
Operationen darauf ausfithren zu koénnen.

Auf die Schraubenbewegung und ihre Parametrisierung durch Elemente der Matrizenal-
gebra oder Geometrischen Algebra wird spéter in dieser Arbeit néher eingegangen. Auf
beiden Algebren ist aber eine direkte Verkniipfung von Schrauben als Parametrisierung
von Bewegung durch Operationen der Algebra nicht moglich.

Ortsvektor-Drehmatrix-Paar Eine Translation wird durch den Ortsvektor ¢t € R? pa-
rametrisiert, eine Drehung durch die Rotationsmatrix R € R3**3, die bestimmte Eigen-
schaften besitzt. Damit parametrisiert das Ortsvektor-Drehmatrix-Paar

M = (t,R) e M C (R?,R*)
eine Bewegung, die durch

fu: R = R3,
Tz+— Rx+1t

definiert ist. Wegen

Ri(Rox + t2) + t1 = (RiRo)x + (Rats + t1) V (t1, R1), (t2, Ro) € (R, R¥?) |z € R

14



verkniipft die Abbildung

(Rg,RSXS) X (R3,R3X3) SN (RS,R?)X:})?
((t1, Ra), (ta, R2)) = (t1 + Rata, 1 Ry)

zwei Ortsvektor-Drehmatrix-Paare. Die verkniipfende Abbildung ist durch die Anwen-
dung von Vektoraddition und Matrizenmultiplikation definiert.

Ortsvektor-Quaternion-Paar Wie in der Darstellung von Bewegung durch ein Orts-
vektor-Drehmatrix-Paar beschreibt in der Darstellung durch ein Ortsvektor-Quaternion-
Paar der Ortsvektor ¢t € R? eine Translation. Zur Beschreibung einer Rotation wird eine
Quaternion ¢ € H aus der Quaternionenalgebra H verwendet. Somit beschreibt das
Ortsvektor-Quaternion-Paar

M = (t,q) € M C (R*, H)
eine Bewegung. Mit der Einbettung
R® — H,z — (0,z),

dem Quaternionenprodukt und der Konjugierten ¢ des Quaternions ¢ € H ist die Bewe-
gung durch

fMZH—>H,
T — qrq +t.

definiert. Wegen

01 (@xq + t2)@ + 1 = v @@ + aiten +
= Q@I G + ataq + 6 Y (B, @), (t2, 2) € (R?,H) ,z € R

kénnen zwei Ortsvektor-Quaternion-Paare durch

(R H) x (R*,H) — (R*,H),
((t1, q1), (t2,q2)) = (b + @ito@r, 1G2)

verkniipft werden. Die verkniipfende Abbildung ist durch die Anwendung von Vektor-
addition und Quaternionenmultiplikation definiert.

Die Menge der Quaternionen H bildet mit der Quaternionenmultiplikation die Quater-
nionenalgebra. Die Quaternionenalgebra H ist isomorph zu der positiven Unteralgebra
der Geometrischen Algebra g; o, die wir spéter erkléren.

15



Motivation

Abbildungsmatrix homogener Koordinaten Mit dem Ortsvektor t € R? zur Beschrei-
bung einer Translation und der Drehmatrix R3*3 zur Beschreibung einer Rotation kann
die Abbildungsmatrix homogener Koordinaten

R t

M= { (0,0,0)7 1

}eMcR“X“

zur Parametrisierung von Bewegung konstruiert werden. Zur Definition der Bewegung
fiihrt man die homogenen Koordinaten als Untermenge des Vektorraums R* ein und
erklart die Einbettung

R?® — R* x> (z,1)

der Punkte im R? in die homogenen Koordinaten. Die Bewegung ist damit als Matrix-
Vektor-Multiplikation

fu:R* 5 RY 2= Mz
definiert. Die Matrizenmultiplikation
R 5 R™ — RY, (My, My) — My M,

verkniipft zwei Abbildungsmatrizen homogener Koordinaten.

Duale Quaternion Eine duale Quaternion ist ein Paar aus Quaternionen
M = (q,r) € M C H.
Mit dem Produkt
H? x H? — H?,
(Q1,Q2) = ((q1,71), (2,72)) = Q1Q2 = (q192, 172 + T1¢2)

werden die dualen Quaternionen zur Algebra. Mit der Einbettung der Punkte im R? in
die dualen Quaternionen

R? — H?, 2+ ((1,0,0,0), (x,0))

ist die parametrisierte Bewegung mit der Konjugierten Q = (g, —7) der dualen Quater-
nion Q = (¢,r) € H? als

fu: H?2 - H?, 2 — QzQ
definiert. Wegen Q1Qs = Q2Q1 ¥V Q1, Q2 € H? verkniipft das Produkt
H? x H? — H?, (Q1, Q2) — Q1Q2

zwei duale Quaternionen.
Die Algebra der dualen Quaternionen ist isomorph zur Unteralgebra der Geometrischen
Algebra H, die spéater in dieser Arbeit vorgestellt wird.

16



Verkniipfung am Beispiel Industrieroboter

Die Illustration auf der rechten Seite zeigt das von oben
bekannte Beispiel eines Industrieroboters, dessen Para-
metrisierung und Verkniipfung von Bewegung im Fol-
genden beschrieben wird. Der Roboter besteht aus ei-
nem translatorischen und drei rotatorischen Gelenken
und arbeitet im euklidischen Raum R2.

Seien die Stellungen der vier Gelenke wy,...,wys € R
erkldrt. Die lokalen Bewegungen

£ REXR = R
(x,w;) — filz) Vie{l,..., 4}

seien von der jeweiligen Gelenkstellung abhéngig und

beschreiben jeweils die Bewegung der entsprechend als starr angenommenen Kette der
Glieder und Gelenke dahinter.

Die Bewegung des Endeffektors f, : R? — R? kann als Verkniipfung der Bewegungen
definiert werden, die von der jeweiligen Gelenkstellung abhéngen, und héingt damit von
allen vier Gelenkstellungen ab:

fe(wl, e ,U)4) = f1<w1) o...0 f4(w4).

Sei M eine Gruppe, deren Elemente Bewegungen im euklidischen Raum R? parametri-
sieren und durch Multiplikation der Gruppe verkniipft sind. Beispiele solcher Gruppen
sind im euklidischen Raum R3 die Abbildungsmatrizen homogener Koordinaten R***
oder die dualen Quaternionen H? zur Parametrisierung von Bewegung.

Parametrisiere das Element M;(w;) € M die Bewegung an dem jeweiligen Gelenk in
Abhéngigkeit von der jeweiligen Stellung w; fiir i € {1,...,4}. Dann parametrisiert das
Element

Me(wy, ... wy) = My(wy) ... My(wy)

die Bewegung des Endeffektors in Abhéngigkeit aller Gelenkstellungen wy, . . ., wy.

Implementierung der Verkniipfung von Bewegung

Die effiziente Implementierung der Verkniipfung von Bewegung in einem Rechnerpro-
gramm unter Verwendung einer geeigneten Parametrisierung ist im Allgemeinen fiir jede
Anwendung niitzlich, die numerische Algorithmen auf der Basis der Beschreibung von
Bewegung einsetzen.

In der vorliegenden Arbeit wird die Geometrische Algebra zur Beschreibung von Bewe-
gung ausgewdhlt. Im Anwendungsteil der vorliegenden Arbeit werden Matrizenalgebra
und Geometrische Algebra beziiglich der Laufzeit auf modernen Prozessorarchitekturen
verglichen.
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Motivation

Geometrische Algebra

Einleitung

Die Verwandtschaft von Algebren wie den komplexen Zahlen, den Quaternionen oder den
dualen Quaternionen zur Clifford-Algebra [4] ist lange, aber nicht sonderlich bekannt.
In neuer Zeit findet die Verwendung der Geometrischen Algebra, einer Clifford-Algebra
iiber den reellen Zahlen, in ingenieurwissenschaftlichen Bereichen Aufmerksamkeit, nicht
zuletzt wegen den Bemiithungen von David Hestenes [18], [15] und seinen Mitstreitern.
Als Beispiele fiir moderne Einfithrungen in die Geometrischen Algebra seien die Stan-
dardwerke von David Hestenes und Garret Sobczyk [18] und [15] genannt. Fiir einen
einfacheren Einstieg konnte ein Buch von Alan Macdonald [21] geeignet sein. Physi-
ker konnten an der Einfithrung von Chris Doran und Anthony Lasenby [6] interessiert
sein; in Computertechnik und Informatik versierte Leser vielleicht an Leo Dorst’s, Da-
niel Fontijne’s und Stephen Mann’s [8] Werk. Weiter seien die Biicher von Christian
Perwass [22] und Pertti Lounesto [20] erwdhnt. Einfithrungen zur Infinitesimalrechnung
und Differentialgeometrie in der Geometrischen Algebra geben Alan Macdonald [21] und
John Snygg [28].

Im Folgenden wird die Geometrische Algebra auf eine Weise definiert, wie man sie in
modernen Einfiihrungen fiir Ingenieure, Informatiker und Physiker liest. Das heifit, dass
das Geometrische Produkt durch ein Axiomensystem eingefithrt wird. Weiter wird im
Folgenden die Darstellung des Geometrischen Produktes als Summe von Koordinaten-
und Basisvektormultiplikation gezeigt, die sich aus diesem Axiomensystem herleiten
l&sst.

Moderne Einfithrungen der Geometrischen Algebra geben zum Beispiel Hestenes und
Sobezyk [18], Doran und Lasenby [6] oder Leo Dorst et al. [8].

Vektorraum

Sei das Paar (p, q) € Ny* definiert. Wir nennen das Paar (p, ¢) die Signatur der Geome-
trischen Algebra. Mit der Signatur ist die Grunddimension n = p + ¢ erklért, sowie der
Vektorraum R”. Anhand der Signatur sei das innere Produkt

R xR" S R,
(@,y) = (@)iy, Wa)fey) —wz-y =
=1

definiert.

Seien die Tensorprodukte

k
"= QR VEke{l,...,n},
=1
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sowie T9 = R erklirt, weiter die Tensorrdume
JF=L{n®.. @u|3i,je{l,... .k} i#jAvi=v}VEke{0,...,n},
wobei JE C TFVk € {0,...,n}.
Der k-graduierte Vektorraum ist als Quotientenraum
k
AR =TF/J¥VE e {0,... n}

definiert.
Der Vektorraum der Geometrischen Algebra ist die direkte Summe

n k
9= D A\R".
k=0

Axiomatische Definition des Geometrischen Produktes

Nach der Definition des Vektorraums der Geometrischen Algebra fehlt noch die Einfithrung
eines Produktes darauf, damit die Geometrische Algebra ihrem Namen gerecht wird.
Dieses Produkt wird Geometrisches Produkt genannt und iiblicherweise durch folgendes
Axiomensystem auf dem Vektorraum der Geometrischen Algebra G, , eingefiihrt:

l.zz=x-zVze \'R* =R",
2. AAB+C)=AB+ ACVA,B,C € G,
3. A(BC)=A(BC)VA,B,C € G,,.

Um die Geometrische Algebra vollstandig zu definieren, fehlt noch eine Verkniipfung
des Geometrischen Produktes mit den graduierten Vektorrdumen der Geometrischen
Algebra. Dazu fithren wir eine Basis {e1, . .., e, } des Vektorraums R"™ ein. Damit erkliren
wir

€€y =6, Q... 0¢, Vlie{l,....n}:1<i <...<y<n.

Koordinatenmultiplikation des Geometrischen Produktes

Sei {e1,...,e,} eine kanonische Basis des Vektorraums R", so dass
ei-ej=ee; =0Vi,je{l,...,n}:i#j.

Mit den Elementen dieser Basis sei die kanonische Basis

B={e;...e; |1 <in<...<iyy<nV0<I<n}
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Motivation

der Geometrischen Algebra G, , erklart.
Durch die Polarisationsformel
1 n
zy=5(@ty (@+y) —az-z-y-y Yoy eR
und dem Axiom zz = z - Vo € R" gilt fiir alle kanonischen Basisvektoren e; und e;
mit den Indize i,j € {1,...,n}: i #j
1
0= 5 ((ei +ej)(ei +e5) — eies — eje;)
= eiej + 6]'61‘.

Mit dem oben eingefithrten Axiomensystem des Geometrischen Produktes konnen wir
also das Geometrische Produkt auf der Basis B x B — + B durch folgende Eigenschaften
erkldren:

L. (ese))er = eilejer) = e;ejey,

2. €ie; = —€;€; Vi, j € {1,,n}l%j,

+1 1< )
3. e,-ei:{ ._sze{l,...,n}.
-1 :2>p
Ein Vektor A € G, , der Geometrischen Algebra G, , kann beziiglich der kanonischen

Basis B als Koordinatenvektor

0<i<n

0<I<n
A= (A(i17~.-,il))il<,,,<il = Z A(il,m,iz)eil o B4y

11<...<19;
erklédrt werden.
Das allgemeine Geometrische Produkt kann damit als Summe von Koordinatenmultipli-
kationen

gpvq X gpvq — gpv‘l’
0<l<n 0<m<n

(A, B) — AB = Z Z A(’il,n-,il)A(jl,-n,jm) €ip .- €5€4, ... €5,

11<...<1; J1 <. <Jm

dargestellt werden.

Diese Darstellung des Geometrischen Produktes dient iiblicherweise dessen Implemen-

tierung auf Rechnerarchitekturen. Arbeiten dazu gibt es von Leo Dorst [8] oder Dietmar
Hildenbrand [19].
Ein Mangel dieser Darstellung ist dabei die implizite Beschreibung des Basisvektorpro-
duktes anhand der oben gelisteten Eigenschaften. Dies fithrt auf die Idee einer vollstandig
expliziten Beschreibung des Basisvektorproduktes, wie er in der hier eingefiihrten neu-
artigen Konstruktion der Geometrischen Algebra umgesetzt wird. Vorteile dieser neu-
artigen Konstruktion beziiglich der effizienten Implementierung werden spéter in dieser
Arbeit bei der Vorstellung einer Vektorisierungsstrategie fiir moderne Prozessorarchitek-
turen gezeigt.
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Aufbau

Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Geometrische Algebra ausfiihrlich besprochen.
Die im ersten Kapitel eingefiihrte neuartige Konstruktion der Geometrischen Algebra de-
finiert das Geometrische Produkt explizit als Summe von Koordinatenmultiplikationen
und den entsprechenden Basisvektorprodukten. Die Konstruktion niitzt die isomorphen
Eigenschaften zwischen Geometrischen Algebren mit dem Geometrischen Produkt und
Potenzmengen mit der symmetrischen Differenz aus.

Diese Definition und Besprechung der Geometrischen Algebra steht im Kontrast zu der
von Hestenes propagierten koordinatenfreien Behandlung der Geometrischen Algebra.
Fiir die Verwendung von Koordinaten benutzt Hestenes auch den Begriff ,Coordinitis“ in
seiner Publikation , Mathematical Viruses® [14]. Jedoch wir in dieser Arbeit die Struktur
der Summe von Koordinatenmultiplikationen innerhalb eines Geometrische Produktes
diskutiert, um Erkenntnisse daraus beziiglich der Implementierung des Geometrischen
Produktes zu verwenden.

In den darauf folgenden Kapiteln des ersten Teils wird die Graduierung der Geome-
trischen Algebra beschrieben, sowie weitere Produkte zu dem Geometrischen und es
wird auf die Analysis eingegangen. Mit der Einfithrung von Vektor, Versor und Spaten
als ausgezeichnete Elemente der Geometrischen Algebra wird auf die Beschreibung der
Translation und Rotation von Punkten hingearbeitet, basierend auf Spiegelungen.

Zum Schluss des ersten Teils wird die konforme Geometrische Algebra besprochen, die
die eigentlichen Bewegungen durch Versoren als Gruppe parametrisiert, mit dem Geo-
metrischen Produkt als Gruppenoperation.

Im zweiten Teil wird auf bestehende Methoden der Implementierung der Geometri-

schen Algebra eingegangen. Dabei ist meist die Reduzierung der Koordinaten (diinnbe-
setzte Multivektoren) und damit die Minderung der FlieBkommaoperationen ein Thema.
Es werden Moglichkeiten der Implementierung der Vorzeichenfunktion gezeigt, auf wel-
cher die Definition des Geometrischen Produktes basiert.
Weiter hinten im zweiten Teil wird eine Vektorisierungsstrategie des Geometrischen Pro-
duktes fiir heutige Prozessorarchitekturen vorgestellt. Die Vektorisierungsstrategie be-
dient sich dabei der Struktur der in dieser Arbeit eingefiihrten neuartigen Konstruktion
der Geometrischen Algebra und basiert auf ausgezeichneten Permutationen von Koor-
dinaten.

Im dritten Teil wird die Anwendung der Geometrischen Algebra in der inversen Kine-

matik mit der Anwendung der Matrizenalgebra verglichen. Dazu wird die in der Robotik
verwendete Schraubenmechanik in der Matrizenalgebra und der Geometrischen Algebra
eingefiihrt.
Dies wird zur Konstruktion einer Schrauben-Jacobi-Matrix benutzt, auf deren Basis
ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der inversen Kinematik vorgestellt wird.
Es werden Implementierungen dieses numerischen Verfahrens mit Matrizenalgebra und
Geometrischer Algebra, standardméfig als auch mit der hier vorgestellten Vektorisie-
rungsstrategie, beziiglich der Laufzeit und Rechenleistung verglichen.
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Teil 1.

Geometrische Algebra
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1. Konstruktion

1.1. Einleitung

In diesem Kapitel wird zuerst eine Algebra iiber den reellen Zahlen definiert, ndamlich die
Geometrische Algebra, wie David Hestenes und Garret Sobezyk [18] sie getauft haben.
Der Vektorraum der Geometrischen Algebra wird anhand einer Potenzmenge erklért
um auf die Struktur der multiplikativen Verkniipfung in der Geometrischen Algebra
hinzuarbeiten, welche Geometrisches Produkt genannt wird. Anders als in modernen
Einfiihrungen wird hier die Geometrischen Algebra konstruiert, nicht durch Auflistung
von Axiomen definiert. Dadurch liegt von Anfang an ein Augenmerk auf der Imple-
mentierung der Geometrischen Algebra, die anhand der hier vorgestellten Konstruktion
gemacht werden kann. Dabei ist die Einfithrung einer Vorzeichenfunktion ein Merkmal
der vorliegenden Arbeit.

1.2. Mengensystem

Definition 1.2.1 (Grunddimension). Eine Grunddimension ist eine nichtnegative ganze
Zahl n € Ny.

Definition 1.2.2 (Grundmenge). Sei die Grunddimension n € Ny erklért.
Wir nennen N = {1,...,n} die Grundmenge beziiglich der Grunddimension n.

Definition 1.2.3 (Potenzmenge). Ausgehend von der Grunddimension n € Ny und der
Grundmenge N = {1,...,n} ist die Potenzmenge als

P(N)={U|U < N}
definiert.
Korollar 1.2.1. Die Potenzmenge P(N) ist endlich und besteht aus |P(N)| = 2™ FEle-
menten.

Definition 1.2.4 (Symmetrische Differenz). Mit der Grunddimension n € Ny, der
Grundmenge N = {1,...,n} und der Potenzmenge P(N) ist die symmetrische Differenz
als

A:P(N)x P(N) = P(N),
(U, V)= (U\V)U(V\U) (1.1)

definiert.
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1. Konstruktion
Korollar 1.2.2 (Kommutative Gruppe). Das Paar (P(N), ) bildet eine kommutative
Gruppe mit der leeren Menge () als neutralem Element.

Korollar 1.2.3 (Assoziativitét). Die symmetrische Differenz ist assoziativ:
(UAV)AW = UA(VAW) YU, V,WW € P(N).

Korollar 1.2.4 (Involution). Alle Elemente in P(N) sind selbstinvers beziglich der
symmetrischen Differenz, es gilt also UNU =) YU € P(N).

Beispiel 1.2.1. Seien die Grunddimension n = 3 und die Grundmenge N = {1, 2, 3}.
Daraus lésst sich die Potenzmenge

P(N) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}

bilden. Folgende Tabelle zeigt die symmetrische Differenz zwischen allen Elementen der
Potenzmenge:

A 0 {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3y {1,2,3}
0 0 {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {234 {1,2,3}
{1} {1} 0 {1,2} {1,3} {2} {3y {1,2,3} {2,3}
{2} {2} {1,2} 0 {2,3} {1y {1,2,3} {3} {1,3}
{3} {3} {1,3} {2,3} 0 {1,2,3} {1} {2} {1,2}
{1,2} {1,2} {2} {1y {1,2,3} 0 {2,3} {1,3} {3}
{1,3} {1,3} {3} {1,2,3} {1} {2,3} 0 {1.2} {2}
{2,3} {234 {1,2,3} {3} {2} {1,3} {1,2} 0 {1}
{1,2,3} | {1,2,3} {2,3} {1,3} {1,2} {3} {2} {1} 0

1.3. Raum

Definition 1.3.1 (Koordinatenraum). Seien die Grunddimension n € Ny und die Grund-
menge N = {1,...,n} erklért.
Wir definieren den Koordinatenraum

G = {(Av)vepwv) | Ay ERVU € P(N)} = R*
als die Menge aller 2"-Tupel mit Komponenten aus R.

Korollar 1.3.1 (Vektorraum). Der Koordinatenraum G = R*" ist ein Vektorraum.

Definition 1.3.2 (Multivektor). Ein Element im Vektorraum G = R?*" mit der Grund-
dimension n € Ny nennen wir Multivektor.

Anmerkung. Im Kontext der Geometrischen Algebra wird der Begriff Vektor fiir Elemen-
te eines ausgezeichneten Untervektorraumes von G beniitzt und hier spéter eingefiihrt.

Definition 1.3.3 (Koordinate). Seien die Grunddimension n € Ny und die Grundmenge
N ={1,...,n} erklirt, sowie der Multivektor (Ay)yep(nv) € G mit G = R*".
Wir nennen die reelle Zahlen Ay € RVU € P(N) Koordinaten.
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1.3. Raum

Definition 1.3.4 (Standardbasis). Seien die Grunddimension n € Ny und die Grund-
menge N = {1,...,n} erklart.

Wir definieren die Standardbasis des Vektorraumes G = R?" als Familie von Multivek-
toren (ey)uepv) € G*', so daB die Koordinaten

(ev)y = b i U=V YU,V € P(N) (1.2)
CVTN0 fwU AV ' ‘

Korollar 1.3.2 (Lineare Unabhéngigkeit der Standardbasis). Beziiglich der Linearkom-
bination der Koordinaten und der Standardbasismultivektoren gilt

VAeG: Y  Apey =0+ Ay=0VYU € P(N).
UEP(N)

Anmerkung. Die Familienschreibweise der Standardbasis in 1.2 wird der Einfithrung der
Basis durch eine Menge

{ev |U € P(N)}

bevorzugt, da die Eigenschaft der Ungleichheit der Elemente in einer Menge in der
Forderung der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren enthalten ist und nicht betont
werden muss.

Korollar 1.3.3 (Linearkombination). Ein Multivektor A = (Ay)uepny € G kann als
Linearkombination

A= AUeU (13)
(V)

mit den Koordinaten Ay und den Standardbasismultivektoren ey fir alle U € P(N)
dargestellt werden.

Beispiel 1.3.1. Seien die Grunddimension n = 3, die Grundmenge N = {1,2,3} und
der Vektorraum G = RPWMI = RS,
Damit lasst sich ein Multivektor

A =Ap+ Apyeqy + Agzyeqay + Agsyeqsy
+ Apgyeqoy + Apsyeqisy + Apsyersy + Apesieq sy
mit A € G als Linearkombination mit den Koordinaten und den Standardbasismultivek-
toren definieren.

Wird fiir alle U € P(NN) eine Reihenfolge festgelegt, kann der Multivektor mit Klammern

zum Beispiel als
T
A=[4 Ap Ag Ag Apy Aps Apsy Apes)

notiert werden, wie aus der linearen Algebra bekannt.
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1. Konstruktion

1.4. Vorzeichenfunktion
Definition 1.4.1 (Vorzeichenfunktion). Die Vorzeichenfunktion

a:NxN—{-1,+1}, (1.4)
(i,5) = a({i},{j})

sei unter der Antisymmetriebedingung
a({i}, {7}) = —a{j}.{i}) Vi,j e N:i#] (1.5)

frei gewahlt.
Die Vorzeichenfunktion wird auf P(N) durch

a:P(N)xP(N)— {-1,+1},
(U, V)= [T I ettiy. 51) (1.6)

i€l jev
fortgesetzt, wobei
a(U,0) =a(@,U)=+1VU € P(N). (1.7)

Fiir einelementige Mengen reduziert sich das auf 1.4.

Beispiel 1.4.1. Seien die Grundmenge N = {1,2,3} und die Vorzeichenfunktion fiir

a({1}, {1}) = +1, a({2},{2}) = +1, a({3}, {3}) = +1, (1.8)
a({2}, {3}) = +1, a({3}, {1}) = +1, a({1},{2}) = +1.

Daraus lésst sich folgende Vorzeichenfunktionstabelle erstellen:

a 0 {1} {2} {3} {12} {1,3} {23} {1,2,3}
1] +1  +1  +1  +1 +1 +1 +1 +1
{1} +1 41 41 -1 +1 -1 -1 -1
{2} +1 -1 +1  +1 -1 -1 +1 -1
{3} +1 41 -1 +1 -1 +1 -1 -1
{1,2} +1 -1 41 -1 -1 +1 -1 +1
{1,3} +1 41 -1 -1 -1 -1 +1 +1
{2,3} +1 -1 -1 41 +1 -1 -1 +1
{1,2,3} | 41 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1

Lemma 1.4.1 (Involutorische Eigenschaft). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Grundmenge N = {1,...,n} erkldrt.
Beziiglich der Vorzeichenfunktion in 1.6 gilt

a(UV)a(U, V) =1VYU,V € P(N). (1.9)

Beweis. Jedes Element in der Zielmenge {—1,+1} der Vorzeichenfunktion ist selbstin-
vers. O
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1.4. Vorzeichenfunktion

Lemma 1.4.2 (Distributive Eigenschaft). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Grundmenge N = {1,...,n} erkldrt.
Es gilt

a(UAV, W) = a(U, W) a(V, W) (1.10)
und
(U, VAW) = a(U,V)a(U, W)

fir alle U, V,W € P(N).

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass das endliche Produkt

II II et {xp

i€UUV keW
= (H 11 Oé({ih{k‘})) (H 1 e, Uﬂ‘)) (1.11)

furalle U,V € P(N): UNV =0 und W € P(N) zerlegt werden kann.
Fiir beliebige U, V, W C P(N) gilt dann

a(UAV, W)
S | R U
Y IT I edin b
i€eU\VUV\U jeW
L1 1T 11 a({i},{j}) ( 1T Ha<{i},{j})>
i€U\V jeWw i€eV\U jeW
= 1T 11 a({i},{J}) ( 1T Ha({i},{j})> ( 11 Ha({i},{j}))
i€U\V jeW iEV\U jEW iEVAU jeW
L1l H H a({it, i} ) ( H a({i}. {j}) )

=  aUW)a(V,IV)
und auf ahnliche Weise
a(U,VAW) = (U, V) a(U,W).
O

Lemma 1.4.3 ((Anti-)symmetrie). Seien die Grunddimension n € Ng und die Grund-
menge N ={1,...,n} erkldrt.
Es gilt

(U, V) = (=1)IWIWVHIU VDo (v U) YU,V € P(N). (1.12)
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1. Konstruktion

Beweis. Zunéchst wird fiir disjunkte Mengen U,V € P(N) : UNV = () die Symmetrie-
eigenschaft

aU, V) = T[] ei}. i)

= H H(—l)'U”V‘a({j}a {})
16 (=)Wl (v, U) (1.13)

festgestellt.
Wegen der Erhaltung der Paritéit bei Quadratur von nichtnegativen ganzen Zahlen gilt

(=) = (=1)* VEk € N. (1.14)

Es kann dann fiir alle U,V € P(N) die Symmetrieeigenschaft

a(U,V)

1.10 a(U\V,V)a(UNV,V)

110 a(U\V,V\U)a(U\V,UNV)a(UNV,V\U)a(UNV,UNV)

113 (_1)(|U\V\|V\UH-|U\V||UﬂV|+|UﬁV||V\UD
a(VANU,U\V)a(UnV,U\V)a(V\U,UNV)a(UNV,UNV)

1.10 (_1)(|U\VHV\U\+|U\V||UOV|+|UOV||V\U\+\UﬂVHUﬁV\—|UﬂV||UﬂV|)
a(V;U\V)a(V,UNYV)

1.10 (=) (UIVI=UAWVIUAVD o (7 1)

114 (=) IWIVHUVD o (17 77

gezeigt werden. -

Definition 1.4.2 (Signatur). Es wird ein Zahlentupel (p,q) € No® eingefiihrt, welches
die Grunddimension n = p+¢ und die Grundmenge N = {1,...,n} einer Geometrischen
Algebra G = R?", sowie die Vorzeichenfunktion iiber N in 1.4 fiir gleiche Operanden als

+1 fire<p

a({i}, {i}) = { (1.15)

-1 firi>p

definiert und damit die fortgesetzte Vorzeichenfunktion iiber P(V) in 1.6.
Das Zahlentupel (p, q) wird Signatur der Geometrischen Algebra genannt und als Sub-
skript am Symbol der Geometrischen Algebra G, , geschrieben.
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1.4. Vorzeichenfunktion

Definition 1.4.3 (Pseudometrischen Tensor). Sei die Geometrische Algebra G, , mit
der Signatur (p,q) € No® und die Grundmenge N = {1,...,p + ¢} erklirt.
Wir bezeichnen die Funktion

U [Tali}.{i}) (1.16)

iU
als pseudometrischen Tensor.
Korollar 1.4.4. Fiir alle U € P(N) gilt
+1 firi<p
gU) =] g -
el firi>p

Lemma 1.4.5 (Involutorische Eigenschaft des pseudometrischen Tensors). Seien die
Grunddimension n € Ny und die Grundmenge N = {1,...,n} erkldrt.
Fiir alle U € P(N) gilt

9(U)g(U) = L. (1.17)
Beweis. Jedes Element in der Zielmenge {—1,41} der Vorzeichenfunktion ist selbstin-
Vers. []

Lemma 1.4.6 (Distributivitit des pseudometrischen Tensors). Seien die Grunddimen-
sion n € Ng und die Grundmenge N = {1,...,n} erklirt.
Fiir alle U,V € P(N) gilt

gU) g(V) = g(UAV). (1.18)

Beweis. Es gilt

g g(V) = [ i} {i}) T] e (s}, 431

S ECGRN | ECnRn)
ieU\V JeEVAU
=AH a({i}, {i})
20 UAY). -

Lemma 1.4.7 (Vorzeichenfunktion gleicher Operanden). Mit der Grunddimension n €
Ny und der Grundmenge N = {1,...,n} ist die Vorzeichenfunktion

a(U,U) = (=1):171071=1 g(17) (1.19)
fir alle U € P(N).
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1. Konstruktion

Beweis. Beziiglich dem endlichen Produkt von Vorzeichenfunktionen kann

II o Gh= I ol Gh o} (i) (1.20)

i,jEUi#] 1,jeUMN<y
fir alle U € P(N) entwickelt werden.
Es gilt
o(U,U) = [[ [ ei}. 51
i€l jeU
ey ( [T ot G ) (Ha (i 40} )
i,jEU i#] el
= ( II e Ghat. 6 ) (Ha tih 47} )
M2 () ( 1 }a({i},{j}m({i},{j})) (H a({i},{z’})>
1.9 (_1)§|UI(U|—1)9(U; -
fiir alle U € P(N). -

1.5. Geometrisches Produkt

Definition 1.5.1 (Geometrisches Produkt zwischen Basisvektoren). Seien die Grunddi-
mension n € Ny, die Grundmenge N = {1,...,n} und der Vektorraum G = R?*" erklirt.
Mit der Vorzeichenfunktion « in 1.6 ist das Geometrische Produkt zwischen zwei Multi-
vektoren der Standardbasis in 1.2 als

{eg |U € P(N)} x{ey |V € P(N)} = {Few | W € P(N)},
(ev,ey) — epey = a (U, V)eyay (1.21)
definiert.
Anmerkung. Das Geometrische Produkt wird ohne Symbol notiert.

Korollar 1.5.1 (Geometrisches Produkt zwischen Multivektoren). Die Definition des
Geometrischen Produktes zwischen zwei Multivektoren der Standardbasis induziert ein
Produkt zwischen Multivektoren in G:

gxg—g

AB Z AUBVeUeV
(UV)EP(N)?

= Z AUBVa(U, V) EUAV, (122)
(UV)EP(N)?

wobei wir unter P(N)* = P(N) x P(N) verstehen.
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1.5. Geometrisches Produkt

Anmerkung. Mit dem Geometrischen Produkt wird der Vektorraum G zu einer Algebra
iiber die reellen Zahlen erweitert, ndmlich der Geometrischen Algebra, wie sie von David
Hestenes und Garret Sobczyk [18] getauft wurde.

Beispiel 1.5.1. Sei die Grundmenge N = {1,2,3} und die Vorzeichenfunktion wie in
Beispiel 1.4.1 erklirt. Die entsprechende Geometrische Algebra ist G = R® mit einer
Standardbasis (ey)uep(ny. Folgende Tabelle zeigt das Geometrische Produkt zwischen
den Basisvektoren:

€p e{1} €{2} €{3} €{1,2} €{1,3} €{2,3} €{1,2,3}

€p +ep teq1y te(2y teqsy te{1,2} te{1,3) te{2,3y  Fe€{12;3)
€{1} teq1y +eg +ef1,2) —€{1,3} +ef2y —e{3}  T€{1,2,3} —€{2,3}
€{2} te(2y —€{1,2} +eg +e{2,3} —e{1}  T€{1,2,3} +e(sy —€{1,3}
€{3} te(sy +eq1,3} —€{2,3} teg  —€{123} +eqy —€{2} —€{1,2}
€{1,2} teq1,2) —€{2} teq1y  —€{1,2;3} —€g te{2,31 —€{1,3} +egsy
€{1,3} +eq1,33 te(sy  —€{1,2;3} —e{1} —€{2,3} —€g teq1,2y +eq2)
€{2,3} te{23)  —€{1,2,3} —€{3} tef2y +eq1,3} —€{1,2) —€p ey
€{1,2,3} | tT€{1,2,3} —€{2,3} —€{1,3} —€{1,2} t+egay +ef2} +eq1y —€p

Das Geometrische Produkt zwischen den Multivektoren A, B € G mit A = (Ay)uepw)
und B = (By)vepn), sowie Ay, By € RYU € P(N) ergibt

—Af,2,3yBri2,3y — A28y Bresy — ApsyBrisy T Ay Brey —Aqey By T ARy By Ay By + AwBtz!) o
—Aq2,3yB{1,2,3y — Af1,2,3)B{2,3) + A3y B3y — Aq1,syBray — A2y B2y +Aqu2y B2y +AgBy + Amb) e{1}

—A,33Biu,2,8y — Ay Bresy — A2y Brasy T Ay Bey T Any B2y T AeBrey — A2y By A2y Bo) eq2)

A)Bii,2,3) +A(1,3) Bia,sy — A2, Brisy +A(1,2,3) Bray + AoBiiay + A1) Bray — Ay By + Ag1,2)Bo) e(1,2)
—Ag2yBii2,3)y +Aq2) Blesy — AeBisy Ay By — AqesyByiey — A2y Brey — Ay Buay — Aq, 3}30) €{1,3}

(~AQ2yBrzsy + Ay Brasy — Ay Biusy + A0B(s) — A28y B2y — A2, B2y + Ag1,3 Bay + Agsy Bo) egs)
(AmB{l 2,3y + ApBra3y + Ag1,2) B,y + Ap2y Bsy — A1,33 B2y — Ay Bray + A2y By + A{2,3}B®) (2,3}

o+ o+ o+ o+ o+

ApB1,2,3y T A{1yBresy T Ay Brasy A2y Bsy + Ay Briey T Ay B2y t Ay By + A2 S)Bm) €{1,2,3}

Satz 1.5.2 (Rechenregel zum Geometrischen Produkt). Das Geometrische Produkt in
einer Geometrischen Algebra G = R?" mit der Grunddimension n € Ny und der Grund-
menge N ={1,...,n} ist

1. distributiv,
2. assoziativ und
3. im Allgemeinen nicht kommutativ.

Beweis der Distributivitit. Seien die Multivektoren A = (Ap)uepny, B = (Bu)vep(n)
C= (CU)UG’P € G erklart.
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1. Konstruktion
Es gilt

AB+C)'ZE Y Ap(By +Cv)eyey
(U, V)EP(N)
Z (AUBV + AUOV) Eyey
)EP(N)?
)eP(

(A%
(AUBV eyey + AUCV eUeV)
\%

@, N)?
1.22
AB + AC (1.23)
und in gleicher Weise

(A+ B)C = AC + BC.

Beweis der Assoziativitdt. Es kann

(evey)ew = a
a(UAV, W) evavaw

UAV, W) (U, VAW ) ey ey aw
UAV, W) a(U, VAW) a(V,W) ey (evew)
a(UW)a(V, W) a(U, V) a(U, W) a(V, W) ey (ey ew)

Q
/\/\/-\

fir alle U, V,W € P(N) beziiglich dem Geometrischen Produkt zwischen Multivektoren
der Standardbasis entwickelt werden.

Das Geometrische Produkt zwischen Multivektoren der Standardbasis kann auf das Geo-
metrische Produkt zwischen Multivektoren A, B, C' € G fortgefiihrt werden, so dass

(AB)C = A(BC) = ABC (1.24)
gilt. O

Beispiel 1.5.2 (Fehlende Kommutativitéit). Das Geometrische Produkt ist im Allge-
meinen nicht kommutativ. Zum Beispiel gilt

cfipeqy = —egreqy V] E N i #

fiir die Standardbasisvektoren (eg;);eny der Geometrischen Algebra G = R?" mit der
Grunddimension n € N: n > 2 und der Grundmenge N = {1,...,n}.
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2. Graduierung

2.1. Graduierte Untervektorraume

Definition 2.1.1 (Graduierte Potenzmenge). Mit der Grunddimension n € Ny, der
Grundmenge N = {1,...,n} und dem Grad k € Ny ist die graduierte Potenzmenge

PYN)={U |U € P(N) : |U| = k} (2.1)

als die Teilmenge der Potenzmenge P(N) definiert, deren Elemente die Kardinalitét des
Grades k£ haben.

Korollar 2.1.1 (Paarweise Disjunktheit). Es gilt
P*N)NPYN) =0 Vk,1€{0,...,n}: k#L

Korollar 2.1.2 (Disjunkte Vereinigung). Es gilt

Definition 2.1.2 (Graduierter Untervektorraum). Seien die Grunddimension n € Ny,
die Grundmenge N = {1,...,n}, die Geometrische Algebra G = R?*" und der Grad
k e€{0,...,n} erklért.

Wir definieren einen graduierten Untervektorraum

Gr = £(6U)U€7>k(N) (2.2)

als die linearen Hiille der Multivektoren einer Standardbasis, deren Indexkardinalitdten
dem Grad des Untervektorraumes entsprechen.

Korollar 2.1.3 (Paarweise Disjunktheit). Es gilt
G"nG' ={0} Vk1e€{0,....,n} : k#1

Korollar 2.1.4 (Direkte Summe). Wir kénnen ein System von graduierten Untervek-

.....

gebra

erqgibt.
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2. Graduierung

Anmerkung. Analog zur Graduierung der Untervektorrdume G* mit Grad k € {0,...,n}
werden deren Elemente k-Vektoren genannt.

0-, 1- und 2-Vektoren werden auch entsprechend Skalare, Vektoren und Bivektoren ge-
nannt.

Definition 2.1.3 ((Un-)gerader Potenzmenge). Seien die Grunddimension n € Ny und
die Grundmenge N = {1,...,n} erklirt.
Beziiglich der Potenzmenge P(N) definieren wir die gerade Potenzmenge

PV = | PHOY)

kE{0,...n}
. k gerade

und die ungerade Potenzmenge
PN = |J g~
n}

ke{0,...,
. k ungerade

Wenn keine Gefahr der Verwechselung mit der Graduierung besteht, kénnen wir eine
Paritét P € {0, 1} definieren und schreiben auch

PF(N) =

P(N) fir P =0
P (N) firP=1"

Definition 2.1.4 ((Un-)gerader Untervektorraum). Seien die Grunddimension n € Ny
und die Geometrische Algebra G erklart.
Beziiglich der Geometrischen Algebra G definieren wir den geraden Untervektorraum

und den ungeraden Untervektorraum

- k
¢ - @ o
ke{0,...,n}

: k ungerade

Wenn keine Gefahr der Verwechselung mit der Graduierung besteht, konnen wir eine
Paritdt P € {0,1} definieren und schreiben auch

QP— Gt firP=0
)G firP=1"

Korollar 2.1.5 (Gerade(r)/ungerade(r) Potenzmenge/Untervektorraum). Es gilt

Gt = £<€U)U€P+(N)
und

G~ = L(ev)vep-(n)-
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2.2. Gerade Unteralgebra

Beispiel 2.1.1. Seien die Grundmenge N = {1,2,3} und die Geometrische Algebra
G = R8 erkldrt. Daraus lassen sich die Mengen

PUN) = {0}

PHN) = {{1}. {2}.{3}}
PAN) = {{1.2},{1,3},{2,3}}
PAN) ={{1,2,3}},

die graduierten Untervektorrdume

I
o

(eg)

({1}, €q2}, €43})
(eq1,2}, €q1,3)> €{2,3})
(

6{1,2,3})>

[
R

gO
gl
g2
G'=c

sowie der gerade Untervektorraum

Gt =68 G = L(eg, e1.23, €413}, €(2,3})
und ungerade Untervektorraum
G =G'®G = L(eqy, ey, €3}, €{1.2.3))

bilden.

2.2. Gerade Unteralgebra

Lemma 2.2.1 (Gerade Unteralgebra). Sei die Geometrische Algebra G erklirt.
Der gerade Untervektorraum G* ist eine Unteralgebra der Geometrischen Algebra G.

Beweis. Seien die Grunddimension n € Ny und die Grundmenge N = {1,...,n} so
erklart, dass G = R?".

Die gerade Potenzmenge P*(N) = {U | U € P(N) : |U| ist gerade} ist abgeschlossen
unter der symmetrischen Differenz, fiir alle U,V € P*(N) gilt

UAV € PH(N).

Daraus folgt die Abgeschlossenheit der Produkte der Basismultivektoren (eU)UE'])+(N)
mit Indize aus der geraden Potenzmenge P (N). Es gilt also

evey = o(U,V)epav € {ew | W € PHN)}
fur alle U,V € P*(N) und weiter

AB'Z N~ AyBya(U,V)eyay € G*
UVeP+H(N)

fiir alle A, B e G*. O
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2. Graduierung

2.3. Dimension

Satz 2.3.1 (Dimension eines graduierten Untervektorraumes). Fin graduierter Unter-
vektorraum G* C G einer Geometrischen Algebra G = R?" mit der Grunddimension
n € Ny, dem Grad k € {0,...,n} und der Grundmenge N = {1,...,n} hat die Dimen-

sion

dimG* = [P*(N)| = #‘_w - (Z>

Beweis. Der graduierte Untervektorraum G* wird nach 2.2 durch [P*(N)| Multivektoren
der Standardbasis, also laut Korollar 1.3.2 linear unabhéngigen Multivektoren, aufge-
spannt. Deshalb ist dim G* = |P*(NV).

Laut Definition 2.1.1 besteht die Menge P*(NN) aus den Teilmengen von N, deren Kar-
dinalitdt gleich dem Grad k ist. Also entspricht die Bestimmung der Anzahl |P*(N))|
dem Problem aus der Kombinatorik, wieviele Moglichkeiten es gibt, k aus n Elementen
auszuwéhlen, also dem Binomialkoeffizienten (Z)

Genauer gesagt, konnen wir

k-Tupel in N* ohne Wiederholung der Elemente auswihlen. Die Elemente in einem
k-Tupel ohne Wiederholung kénnen

mal permutiert werden. Also gibt es

P = e = (1)

Teilmengen aus N zur Auswahl, deren Kardinalitdt dem Grad k entspricht. O

Korollar 2.3.2. Es gilt
: " /n
dimG = |P(N)| = (k) =2
k=0

Korollar 2.3.3 (Méchtigkeit der symmetrischen Differenz). Seien die Grunddimension
n € Ng und die Grundmenge N = {1,...,n} erklirt.
Fir alle U,V € P(N) gilt

UAV| = |U|+|V] - 2/UNV]. (2.3)
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2.4. Gradoperator

Tl W N~ O

1 5 10 10 5 1

Abbildung 2.1.: Dimension eines Unterraumes abhéngig von dessen Grad k und der
Grunddimension n, dargestellt als Pascalsches Dreieck.

Beispiel 2.3.1. Abbildung 2.1 zeigt die Dimension dim G* eines graduierten Unter-
vektorraumes G* abhiingig von dessen Grad k& € {0,...,5} und der Grunddimension
n € {1,...,5} als Pascalsches Dreieck dargestellt.

Beispiel 2.3.2. Sei die Grunddimension n = 3 und die Grundmenge N = {1,2,3}. Die
entsprechende Geometrische Algebra G = R?" setzt sich aus den Unterriumen

G=¢"egd'ed’agd
zusammen. Fiir die Dimensionen der Unterrdume gilt
dimG® =1, dimG' =3, dimG* =3, dimG> = 1.
Die Dimension der gesamten Geometrischen Algebra betragt

dimG = dim G° + dimG' + dim G + dimG> = 8.

2.4. Gradoperator

Definition 2.4.1 (Gradoperator). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge
N ={1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt, sowie der Grad k € Ny
und der Multivektor A = (Ay)vepnv) € G.

Der Gradoperator

< >k’ : g — gk7
A= Z AUeU — Z AUGU = <A>k (24)
UEeP(N) UePk(N)

projiziert einen Multivektor in den graduierten Untervektorraum G*.

Korollar 2.4.1 (Idempotenz). Es gilt

A= (A VAeG VEe{0,...,n}. (2.5)
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2. Graduierung

Korollar 2.4.2 (Linearitét). Es gilt

Korollar 2.4.3 (Graduierte Summenzerlegung). Es gilt

= 3 (A (2.7)

fir alle A € G.
Korollar 2.4.4 (Lineare Unabhéngigkeit graduierter Untervektorraume). Es gilt

VAEG: (A:i<A>k:o> o (Vke{0,...,n}: (A =0). (2.8)

Beispiel 2.4.1. Seien die Grunddimension n = 3, die Grundmenge N = {1,2,3} und
die Geometrische Algebra G = R®. Weiter sei der Multivektor A = (Ay)yepv) € G
gegeben.

Auf den Multivektor A angewandt ergibt der Gradoperator des Grades 2

(A)2 = Apipreqoy + Apareqisy + Apsyera.

2.5. Skalar

Satz 2.5.1 (Skalar). Der Untervektorraum

G'=R (2.9)
des Grades 0 einer beliebigen Geometrische Algebra G hat alle Figenschaften eines
Koérpers. Deshalb wird ein 0-Vektor auch Skalar genannt.
Beweis. Es wird die Multiplikation mit einem 0-Vektor s € G° betrachtet. Laut 1.7 gilt
fiir die Vorzeichenfunktion

a(U,0) = a(@,U)=1VU € P(N).
Damit ergibt das Geometrische Produkt laut Definition 1.21 zwischen dem Basisvektor
ep € G° und einem beliebigen Basisvektor
epep = egpey = ey YU € P(N).

Also kann der Basisvektor ey = 1 mit dem neutralen Element der Geometrischen Algebra
beziiglich dem Geometrischen Produkt identifiziert werden.

Mit dem Multivektor A € G mit Koordinaten (Ay)yeg und dem 0-Vektor s € G° mit
Koordinate s = sy = syeq ergibt das Geometrische Produkt fiir allgemeine Multivektoren
laut Definition 1.22

SA=As=s Z Apey | = Z sAyey.
UeP(N) UeP(N)
Also kann ein 0-Vektor als Skalar identifiziert werden. O]
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2.6. Basen

2.6. Basen

Definition 2.6.1 (Symmetrische Gruppe). Seien eine Grunddimension n € Ny und eine
Grundmenge N = {1,...,n} erklirt.

Wir definieren die symmetrische Gruppe Sy beziiglich der Teilmenge U C N als die
Gruppe aller moglichen Permutationen der Element in U. Die Gruppenoperation ist die
Komposition. Die Permutationen referenzieren auf die natiirliche Ordnung der Zahlen
in U, das neutrale Element sei also die identische Permutation

(i1, i) € UP iy <o <.

Korollar 2.6.1 (Endliches Produkt verschiedener Standardbasisvektoren). Seien die
Grunddimension n € Ny, die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra
G = R?" erklirt, sowie die Teilmenge U C N und eine Permutation o € Syy. Es gilt

[Tewin =2 T alto@ Ao} v, (2.10)
icU zj€<[j]

wobei sich das endliche Produkt [[,.,, in der natirlichen Reihenfolge der Zahlen in U
versteht.

Definition 2.6.2 (Vorzeichen einer Permutation). Seien die Grunddimension n € Ny
und die Grundmenge N = {1,...,n} erklart.

Wir definieren das Vorzeichen, oder Signum, einer Permutation beziiglich einer symme-
trischen Gruppe Sy mit Teilmenge U C N als

sgn: Sy — {—1,+1}
o (—1)lnv@)l (2.11)
mit der Menge der Fehlstdnde
inv(o) ={(i,5) e Ux U |i<j,o(i)>oc(y)} (2.12)

Anmerkung. Eine Permutation o € Sy nennen wir fiir sgn(o) = +1 gerade, fiir sgn(o) =
—1 ungerade.

Lemma 2.6.2 (Permutation des endlichen Basisvektorproduktes). Seien die Grund-
dimension n € Ny, die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra
G = R?" erklirt, sowie die Teilmenge U C N und eine Permutation o € Sy.

Es gilt

[T ewan =sen(o) [T e (2.13)

€U eU

wobei sich das endliche Produkt [[,.,, in der natirlichen Reihenfolge der Zahlen in U
versteht.
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2. Graduierung

Beweis. Es gilt

[Tewon = T eo@}. {o(i)}) e

€U 1,J€U
1<

2 T o} Ao ot} 43 (Hen)

i,j€U €U
D i<y

a2 sgn(o H THY

€U

Vergleiche fiir den letzten Schritt die Indize, iiber die das endliche Produkt []; jeU: i<j
lauft, mit der Definition der Menge der Fehlstdnde in 2.12 und beriicksichtige dabei

die Eigenschaft a({i}, {j}) a({j}, {i}) = —1, die sich aus der Symmetrieeigenschaft der
Vorzeichenfunktion in 1.12 ergibt. O

Satz 2.6.3 (Generierung von Basen). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grund-
menge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt.

Wir konnen die Standardbasis aller Untervektorraume des Grades k € {1,...,n} durch
eine Familie endlicher Geometrische Produkte von k Standardbasisvektoren des gradu-
ierten Untervektorraumes des Grades 1 bilden. Fir alle k € {1,...,n} gilt also

k
g = ,C (H e{i}) .
i€V UePk(N)

Beweis. Fiir alle U € P*(N) mit Grad k € {1,...,n} gilt

ev = | I] e{i}. i) <H€{z‘}>

i,7€U ieU
A

= j:He{i}.

eU

Daraus folgern wir

gk = E (eU)UGPk’(N)

=L (H e{i}) . O
ey UEP*(N)
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3. Teilprodukte

3.1. AuBeres Produkt

Definition 3.1.1 (AuBeres Produkt). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grund-
menge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklért.
Wir definieren das duflere Produkt nach Grafmann [12] als

AN:gxG—=Gg
(A, B) — ANB = Z AUBVeUeV. (3]_)
(U,V)eP(N)?
: UNvV=0

Korollar 3.1.1. Es gilt
VUVEPN):UNV =0« UAV=UUV.

Satz 3.1.2 (Gradhebende Eigenschaft). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrische Algebra G = R?", sowie der k-Vektor A € G* und der I-Vektor B € G' mit
den Graden k,l € {0,...,n} erkldirt.

Es gilt

ANB = (AB)g. (3.2)

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Wir folgern

unv=>0
& UuV =UAV
& UAV| = |U| + |V]
o UAV| =k +1

fir alle U € P*(N) und alle V € PY(N). Per Definition des dufleren Produktes in 3.1
gilt dann
AANB 3:1 Z AUBV Eyey

(U V)ePk(N)xPHN)
- UNv=0

2 Z AyBy a(U,V) ey

(UV)EPF(N)XxPYN)
L UAV |=k+1
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3. Teilprodukte

Korollar 3.1.3. Es gilt
(A A(B) = ((A)r(B)1) e+ (3.3)
fiir alle k,1 € {0,...,n} und alle A,B € G.

Satz 3.1.4 (Rechenregel zum &ufleren Produkt). Seien die Grunddimension n € Ny,
die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erkldrt.
Das dufSere Produkt ist

1. distributiv,
2. assoziativ und

3. entweder kommutativ oder antikommutativ, nach der Vorschrift
AANB=(-1)"BAA (3.4)
fiir alle k-Vektoren A € G* und - Vektoren B € G' mit k,1 € {0,...,n}.

Beweis der Distributivitit. Fir die Multivektoren A = (Ay)vepny, B = (Bu)verwv),
C = (CU)UGP(N) eg gllt

AN (B -+ C) 2 Z AU(BV + Cv)eUev

(U,V)EP(N)?
: UNV=0
= Z AUBVeUeV + Z AUCVeUeV
(U,V)EP(N)? (UV)EP(N)?
: UnNv=0 : UNV=0
HAANB+ANC. (3.5)
]
Beweis der Assoziativitit. Wir folgern
VAW =0AUNVUW)=10
& VAW =0AUNV)UUNW)=0
& (VAwW)uUnvV)u(Unw)=10
& VAW uUnNW)=0AUNV)=10
& UUV)NW=0AUNV =
fir alle U, V,W € P(N) und schlieflen daraus
A A (B VAN C) 3:1 Z AUBVC’WeUeVeW
(U,V,W)eP(N)?
: VAW =0AUN(VUW)=0
= Z AUBVC’WeUeVeW
(U,V,W)eP(N)?
: (DUV)NW=PAUNV =0
L (AAB)AC.
]
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3.2. Kontraktion

Beweis der kommutativen Figenschaft. Seien die k- und I-Vektoren A = (Ay)yepr(n) €
GF und B = (Bu)vepi(n) € G! mit k,1 € {0,...,n} gegeben.

Es gilt
ANBYE >, AvBvevey
(UV)EPR(N)xP(N)
: UNV=0
1.21
= Z a(U,V)AyByeyay
(UV)EPK(N)xPY(N)
: UNV=0
LS () (V. U) Ay Brepay
(U,V)EP*(N)xPH(N)
: UNV=0
EI SR
(U,V)ePE(N)xPL(N)
: UNV=0
L (—DUIVIB A A
Z (—1)MBA A -

3.2. Kontraktion

Definition 3.2.1 (Links- und Rechtskontraktion). Seien die Grunddimension n € Ny,
die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt.
Wir definieren die Linkskontraktion nach Pertti Lounesto [20] als

|:GxG—gG,
(A,B)—A|B= Y AyByeyey (3.6)
(UV)eP(N)?
 U\V=0
und die Rechtskontraktion als
|:GxG—G,
(A,B)— A[B= Y AyByeyey. (3.7)
(U,V)eP(N)?
: VAU=0

Korollar 3.2.1. Es gilt

VUV EeEPN):U\V=0+<UAV=V\U
und

VU,V eP(N):V\U=0 UAV =U\V.
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3. Teilprodukte

Korollar 3.2.2. FEs gilt
VA, BeG:(AB=A|B) <+ (BA=DB|A).

Satz 3.2.3 (Gradsenkende Eigenschaft). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrische Algebra G = R*", sowie der k-Vektor A € G* und der I-Vektor B € G' mit
den Graden k,l € {0,...,n} erkldrt.

Fiir k <1 gilt

A] B = (AB)ik (3.8)
und firl <k
A| B = (AB)k_.

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Wir folgern

U\V =10
& V\U=UAV
& UAV| = |V| - |U]
& UAV|=1—k

fiir alle U € P¥(N) und alle V € P(N). Per Definition der Kontraktion in 3.6 gilt dann

AJ B 3é3 Z AUBV eyey

(UV)EPE(N)xPHN)
: U\V=0

1£2 Z AUBV a(U, V) (S9N

(U,V)EPF(N)xPHN)
S UAV|=I—k

1.22
= (AB))_}.
Der Beweis fiir A | B = (AB)j_; kann in &hnlicher Weise gefiihrt werden. O

Korollar 3.2.4. FEs gilt

(A)r J(B)i = ((A)r(B)i)i-+ (3.9)

und

(A)e [(B)r = ((A)r(B)1) k-1 (3.10)
fir alle k,1 € {1,...,n} und alle A, B € G.

Satz 3.2.5 (Rechenregel zur Kontraktion). Sei die Geometrische Algebra G = R*" mit
der Grunddimension n € Ng und der Grundmenge N = {1,...,n} definiert.
Die Kontraktion ist
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3.2. Kontraktion

1. distributiv,
2. 1m Allgemeinen nicht assoziativ und

3. kommutativ fir k-Vektoren mit gleichem Grad k € {0,...,n}, ansonsten im All-
gemeinen nicht kommutativ.

Beweis der Distributivitit. Seien die Multivektoren A = (Ap)uepny, B = (Bu)vep(n),
C= (CU)UG’P(N) € G erklart.
Es gilt

A|B+C)= > Ay(By + Cv)evey
= Z (AUBVeUeV + AUC’veUeV)

U
P A|B+A|C (3.11)
und in dhnlicher Weise A |(B+C)=A| B+ A|C. O

Beweis der kommutativen Eigenschaft bei gleichen Graden. Seien die k-Vektoren A =
(AU)UePk(N) S gk und B = (BU)UePk(N) € Q"‘ erklart.
Es gilt

AJ B 3:6 Z AUBV eyey

(U,V)EP(N)?
: U\V=0

lél Z Oé(U, V) AUBV CUAV

(UV)EP(N)?
: U\V=0

LS ()OI oV, 1) Ay By ey ay

(U, V)EP(N)?
: U\V=0

1.21 Z (_1)|U||V|+|UQV‘ Ay By every

(UV)EP(N)?
: U\V=0

3.6 (_l)kkJrkBJ A
54 (3.12)

und in &hnlicher Weise A | B = B | A. O

Beispiel 3.2.1 (Fehlende Assoziativitit). Sei die Geometrische Algebra G = R® erklirt.
Fiir alle A € G', B € G®> und C € G3 gilt

A|(B]C)eg”,
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3. Teilprodukte

aber

(A|B)|C e G

Beispiel 3.2.2 (Fehlende Kommutativitéit). Sei die Geometrische Algebra G = R* er-
klért.
Fiir alle A € G! und B € G2 gilt

AlBeg',
aber
B|]A=0.

3.3. Inneres Produkt

Definition 3.3.1 (Inneres Produkt). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmen-
ge N ={1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Wir definieren das innere Produkt nach Hestenes und Sobczyk [18] als

G x G =g,

(A, B) — A-B= Z AUBVeUeV. (313)

(UV)e(P(N)\{0})?
S U\V=pVV\U=0

Korollar 3.3.1. Es gilt
VUV ePN):U\V=0VV\U=0+UAV=V\UVUAV =U\VW.

Satz 3.3.2 (Gradsenkende Eigenschaft). Seien die Grunddimension n € N und die
Geometrische Algebra G = R?", sowie der k-Vektor A € G* und der |- Vektor B € G' mit
den Graden k,l € {1,...,n} erkldrt.

Es qilt

A-B=(AB)j_y. (3.14)

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Wir folgern

U\V=0VV\U=10
V\U=UAVVU\V =UAV
UAV| = |V]=|U|V|UAV|=|U| - [V|
UAV] = [([V] = [U])]

UAV| = [k — 1

t o0
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3.3. Inneres Produkt

fiir alle U € P*(N) und alle V € P(N). Per Definition des inneren Produktes in 3.13
gilt dann

A.B*% Z Ay By eyey

(UV)EPR(N)xPHN)
C V\U=UAVVU\V=UAV

= Z Ay By Oé(U, V) Cunv
(UV)EPF(N)XPLN)
L UAV|=[k—1|
1.22
= (AB)jk- 0O
Korollar 3.3.3. Es gilt
(A - (Bl = ((A)r(B)1) ey (3.15)

fiir alle k,1 € {1,...,n} und alle A, B € G.

Satz 3.3.4 (Rechenregel zum inneren Produkt). Sei die Geometrische Algebra G = R?"

mit der Grunddimension n € Ny und der Grundmenge N = {1,...,n} definiert.
Das innere Produkt ist

1. distributiv,
2. 1m Allgemeinen nicht assoziativ und

3. entweder kommutativ oder antikommutativ, nach der Vorschrift

B (-1)HVB. A firk <l (3.16)
| (—D)UBLA firk > 1 '

fiir alle k-Vektoren A € G* und - Vektoren B € G' mit k,1 € {0,...,n}.

Beweis der Distributivitit. Seien die Multivektoren A = (Ay)uepny, B = (Bu)vepn),
C= (CU)UEP(N) € G erklart.
Es gilt

A- (B + C) 3é3 Z AU(BV + Cv)BUGV

(UV)E(P(N)\{0})?
: U\V=0vV\U=0
= Z (AUB\/GUQV + AUCVGUG\/)
(UV)E(P(N)\{0})?
: U\V=0vV\U=0
3.13

=A-B+A-C. (3.17)
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3. Teilprodukte

Beweis der kommutativen Eigenschaft. Seien die k- und I-Vektoren A = (Ay)yepr(n) €
G* und B = (By)yepi(n) € G' erklirt.

Es gilt

3.13
= E Ay By eyey

(UV)e(PF(N)O\{0}) x (PL(N)\{0})
L U\V=0VV\U=0

121 Z a(U, V) AyBy eyav
(UV)E(P*(N)\{0})x (P (N)\{0})
L U\V=0VV\U=0
1;2 Z (_1)|U||V|—HUQV\ Oé(‘/, U) AUBV CUAY

(UV)E(PH(N)\{0})x (P (N)\{0})
L U\V=0VV\U=0

1.21 Z (_1)|UIIVI+\UﬂV\ Ay By evey

(UV)e(PF(N)\{0})x (P (N)\{0})
C U\V=0VV\U=0

a1z [(=DFHYB A fir k<1
(~D)!VB A firk>1

]

Beispiel 3.3.1 (Fehlende Assoziativitiit). Sei die Geometrische Algebra G = R® erklirt.
Fiir alle A € G, B € G?> und C € G? gilt

aber

20

A-(B-C)eg°,

(A-B)-Ce g



4. Weitere Produkte

4.1. Kommutatorprodukt

Definition 4.1.1 (Kommutatorprodukt). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Wir definieren das Kommutatorprodukt

X:GxG—G,
(ABM»AXB:%MB—B@ (4.1)

als den antikommutativen Teil des Geometrischen Produktes.

Anmerkung. Die Notation des Kommutatorproduktes sollte nicht mit dem Kreuzprodukt
aus der linearen Algebra verwechselt werden.

Satz 4.1.1 (Rechenregel zum Kommutatorprodukt). Seien die Grunddimension n € Ny
und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Das Kommutatorprodukt ist

1. antikommutativ,
2. distributiv,
3. alternierend, es qgilt also AXx A=0VAEe€Q,

4. und geniigt der Jakobi-Identitdit

AX(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0VA B,Ceqg.

Beweis der Antikommutativitdt. Das Kommutatorprodukt ist per Definition antikom-
mutativ, es gilt

AxB‘il%(AB—BA)

1

4.1

= —_BxA

fiir alle A, B € G. O
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4. Weitere Produkte

Beweis der Distributivitdt. Es gilt
1
Ax (B+0C) 2 5 (AB+C) = (B+0)A)

12 %(AB +AC — BA—CA)
_ %(AB _ BA)+ %(AC _CA)

P AxB+AxC (4.2)

fiir alle A, B,C € G. O

Beweis der alternierenden Eigenschaft. Es gilt

Ax A= %(AA—AA)
=0 (4.3)
fir alle A € G. O
Beweis der Jakobi-Identitit. Es gilt
AXx (BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)
u }L(A(Bc _ CB) = (BC — CB)A+ B(CA— AC)
—(CA—-AC)B+C(AB — BA) — (AB - BA)C)
= }l(ABO — ACB — BCA+ CBA+ BCA — BAC
— CAB+ ACB+ CAB — CBA — ABC + BAC)
=0
fir alle A, B,C € G. n

Anmerkung. Aus der Distributivitdt und der alternierenden Eigenschaft des Kommuta-
torproduktes kann die Antikommutativitéit gefolgert werden, da

AxB=AxB+BxA—-BxA
Y AxB+AxA+BxA+BxB—-BxA
Z2Ax(B+A)+Bx(A+B)-BxA
2(A+B)x(A+B) —-Bx A

=-BxA

I

fir alle A, B € G.
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4.2. Skalarprodukt

Satz 4.1.2 (Lie-Algebra). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrischen
Algebra G = R?" erklirt.

Der graduierte Untervektorraum G? bildet eine Lie-Algebra mit dem Kommutatorprodukt
als Lie-Klammer.

Anmerkung. Wir nennen ein Element im graduierten Untervektorraum G* auch Bivektor.

Beweis. Zunachst stellen wir

(A% Blo 2 2 ((4B)o — (BA))

1
=5 Y. (AuBua(U,U) ey — AyBy o(U,U) &)

UeP(N)
=0,

(Ax B, Y 2 ((AB), — (BA) (14)
12 2 (AB), + (AB),)
:<AB>2

und

(Ax B 2 ((AB) — (BAY)
g%(A/\B—B/\A)
?é‘%(A/\B—A/\B)
-0

fiir alle A, B € G? fest.
Der Bivektorraum G2 ist stabil unter dem Kommutatorprodukt, da

Ax BE (Ax B)y+ (Ax B)y+ (Ax B,
4<AB>2

W~

fiir alle A, B € G2.

Laut Satz 4.1.1 ist das Kommutatorprodukt distributiv, alternierend und geniigt der
Jakobi-Identitédt. Aus der Distributivitdt des Kommutatorproduktes folgt die Bilinea-
ritdt. Damit geniigt das Kommutatorprodukt zweier Bivektoren hinreichend den Bedin-
gungen fiir die iibliche Definition einer Lie-Klammer. O]

4.2. Skalarprodukt

Definition 4.2.1 (Skalarprodukt). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge
N ={1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt.
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4. Weitere Produkte

Das Skalarprodukt ist als
x:GxGg—R

(A,B)—AxB= Y  AyBy (4.5)
U€EP(N)

definiert. Es entspricht dem Standardskalarprodukt im Vektorraum R?".

Korollar 4.2.1 (Positive Definitheit). Das Skalarprodukt ist positiv definit, es gilt
AxA>0VAeg)\ {0} (4.6)

Satz 4.2.2 (Rechenregel zum Skalarprodukt). Seien die Grunddimension n € Ny, die
Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt.
Das Skalarprodukt ist

1. distributiv,
2. und kommutativ

3. und im Allgemeinen nicht assoziativ.

Beweis der Distributivitdt. Fir alle A, B, C € G gilt

Ax(B+C)Z > Ay(By +Cy)
UeP(N)

= > (AuBy + AyCy)

UEP(N)
L AxB+AxC
und auf gleiche Weise
(A+B)xC=A*xC+ B=x*C. O

Beweis der Kommutativitat. Es gilt

A*BZS Z AUBU

UeP(N)
Bx A
fiir alle A, B € G. O]

Beispiel 4.2.1 (Fehlende Assoziativitit). Sei die Geometrische Algebra G = R? erklirt.
Fiir alle A, B € G'\ {0} und C € G°\ {0} gilt

(AxB)xC #£0,

W~
ot

aber

Ax (B*C)=0.
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5. Multivektoranalysis

5.1. Differentialrechnung

Definition 5.1.1 (Richtungsableitung). Sei die Geometrische Algebra G erklért.
Wir definieren die Richtungsableitung einer Funktion F' : G — G im Punkt X € G in
Richtung des Multivektors A € G als

1
OAF(X) :lir%—<F(X—|—TA)—F(X)>. (5.1)
70 T
Definition 5.1.2 (Partielle Ableitung). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grund-
menge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Wir definieren die partielle Ableitung einer Funktion F' : G — G im Punkt X € G nach
dem Index U € P(N) als

0 OF 1
50, FX) = 55 () = 0, F(X) = lim — (F(X 4 7e0) = F(X)). (52)

Anmerkung. Das Symbol % verstehen wir als Ableitungsoperator nach der Koordinate
des Operanden mit Index U der Funktion, auf der der Ableitungsoperator angewandt
wird.

Definition 5.1.3 (Totale Differenzierbarkeit). Seien die Geometrische Algebra G er-
klart.

Wir nennen eine Funktion F' : G — G im Punkt X € G total differenzierbar, falls eine
lineare Funktion L : G — G existiert, so dass

WAEG: lim 2 (F(X +7A) — F(X) — L(rA)) = 0. (5.3)

T—0 T

Korollar 5.1.1 (Totales Differential). Ezistiert eine solche lineare Funktion L, dann
st sie eindeutig bestimmt und wir nennen sie das totale Differential. Sie entspricht der
Richtungsableitung

O4F(X) = L(A) VAeg. (5.4)

Definition 5.1.4 (Nabla-Operator). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmen-
ge N ={1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R?" erkliirt.
Wir definieren den Nabla-Operator V € G als

0 _

UeP(N)

%)



5. Multivektoranalysis

Anmerkung. Der Nabla-Operator hat alle algebraischen Eigenschaften eines Multivek-
tors.

Lemma 5.1.2 (Totales Differential und Nabla-Operator). Seien die Geometrische Al-
gebra G erklart, sowie die Funktion F : G — G, die im Punkt X € G total differenzierbar
15t.

Es qilt

YAEG: 94F(X) = (AV), F(X).

Beweis. Es gilt

2.7
aAF - a(ZUGP(N) AU@U)F
= > AUan F
UeP(N
5.2 Z AU
UeP(N
L ax Z 8 eU F
UeP(N)
22 (AV)oF. 0

Satz 5.1.3 (Ableitungsregel). Seien die Geometrische Algebra G erklart, sowie die Funk-
tionen F,G : G — G, die im Punkt X € G total differenzierbar sind.
Am Punkt X gilt fiir alle A€ G

1. (AV), (F'+ G) = (AV), F' + (AV), G, (Summenregel)
2. (AV), (FG) = <AV>O FG + <AV>O FG, (Produktregel)
3. (AV)o(F o G) = <(AV>OG ¢>O FogG. (Kettenregel)

Anmerkung (Punkt-Notation). Der Punkt, wie bei V und F, kennzeichnet innerhalb
eines Produkttermes den Differentialoperator und die Funktion, auf die der Differential-
operator angewandt wird. Beziiglich der Produktregel gilt zum Beispiel

<Av>0 FG+ <Av>0 FG = ((AV), F) G + F ((AV), G) .

Diese Notation ist bei einer nicht-kommutativen Algebra wie der Geometrischen niitzlich.
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5.2. Lineare Abbildungen

Beweis der Summenregel. Es gilt

<AV> (F+G)( )
L [ ((F+G>(X+TA) — (F+G)(X))

T—0 T

= lim 1 (F(X+7TA) +GX +7A) - F(X) - G(X))

_ yg%% (F(X +7A4) = F(X)) + lim i (G(X +74) — G(X))
= (AV), F(X) + (AV), G(X). 0
Beweis der Produktregel. Es gilt
(AV), (F(X)G(X))

2 im L (F(X + 7A)G(X + 7A) — F(X)G(X))
— lim L ((F(X +74) — F(X)) G(X + 7A) + F(X) (G(X +74) — G(X)))

= lim - (F(X +74) ~ F(X)) G(X) + im ~ F(X) (G(X + 74) ~ G(X))

= ((AV), FI(X)) G(X) + FI(X) ({(AV), G(X))
- <Av>OF(X)G(X) <AV>0 FX)G(X). O
Beweis der Kettenregel. Es gilt
(AV)o(F o G)(X)
2 iim L (FoG)(X 4 74) — (F o G)(X))

T—0 T

~ lim 2t (F(G(X +TA)) — F(G(X)))

T—0 T

— lim X (F(G(X)+G(X +7A) - G(X)) - F(G(X)))

T—=0 T

= tim © (F (€(X) + 2 (G(X +74) - (X)) ~ F(G(X)))

= 71;130% (F (G(X) +7F (nglo% (G(X +716A) — G(X)))> - F(G(X)))
= ((AVHGE)V) F(G0)
= (VG V) FoG) (). .

5.2. Lineare Abbildungen

Definition 5.2.1 (Outermorphismus). Sei die Geometrische Algebra G erklart, sowie
die lineare Funktion f : G' — G
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5. Multivektoranalysis

Wir nennen die Funktion

[:G5G
den Outermorphismus der Funktion f, wenn sie folgenden Eigenschaften geniigt:
1 f(a) = f(a) Va € G', (5.6)
2. f(B+C)=f(B)+ f(C)VA,Beg,
3. f(BAC)=f(B)ANf(C)VA Beg,
4 ) =Avreg®

Korollar 5.2.1 (Endomorphismus beziiglich &ulerem Produkt). Seien die Geometrische
Algebra G und der Outermorphismus f: G — G erkldrt.
Die Funktion [ ist ein Endomorphismus beziiglich dem dufieren Produkt, es gilt

f(AANB) = f(A)A f(B)
fiir alle A, B € G.

Definition 5.2.2 (Einheitspseudoskalar). Seien die Grunddimension n € N, die Grund-
menge N = {1,...,n} und die Geometrischen Algebra G = R*" erklirt.
Wir nennen den Basismultivektor

eN (5.7)
den Finheitspseudoskalar der Geometrischen Algebra G.

Lemma 5.2.2 (Inverses Einheitspseudoskalar). Seien eine Geometrische Algebra G, ,
mat Signatur p,q € N und Grunddimension n = p+ q € N erkldart.
Es qilt

(en) ™ = (—1)z"0Dta ey (5.8)
Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass
[[eti i) = (-1 (5.9)
iEN
Wir kénnen
en(en) ™ 2 eyen(—1)zn D+
1.21 (N N)( 1)%n(n—1)+q

1é9( 3INI(NI-1) (Ha {i},{i} > — )5"("‘1)4-[1

1EN
22 (1) zVIINI=D (_1)9(—1)ann-D+a
1

=
©

zeigen. [
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5.2. Lineare Abbildungen

Definition 5.2.3 (Determinante). Seien die Geometrische Algebra G, die lineare Funk-
tion f : G! — G! und der entsprechende Outermorphismus f G — G erklirt, so dass

f(z)=fx)Vz e g

Wir definieren die Determinante der Funktion f als

det f = f(en) (en) ™. (5.10)

Lemma 5.2.3 (Zusammenhang mit Abbildungsmatrix). Seien die Grunddimension n €
No, die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt,
sowie die lineare Funktion f : G' — G, der entsprechende Outermorphismus f : G — G
und die entsprechende Abbildungsmatriz A € R™™ so, dass f(z) = Az Vx € G'.

Es gilt

det f = det A.

Beweis. Seien die Vektoren a; = (A, )ien € G' Vj € N die Spalten der Matrix A.
Wegen f(z) = Ax Vo € G ist

a; = f(e{j}) Vj € N.
Sei A = [T, jenuic; @({i}, {5}), so dass ey D [Licn iy = Aeqy A oo Aegry. Es gilt

(det f)en = f(en)
5.6 A (6{1}) AN S (e{n})

= ap N\...N\ay
ZA) (@) o1)) - - (@) (o)) €(oV) - - - (o))
ceSN
2.13
= Z (al){a(l)} c. (an){g(n)} SgIl(O') )\6{1} - €ln}
ceSN
= Z a1){o(1)} - - - (@n){o(n)} S8N(0) €N
cESN

T (o)

cESN
- 3 (s T ) o
ceSN j=1
= (det A) ey,
wobei letztere Aquivalenz die Leibniz-Formel fiir Determinanten ist. O
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5. Multivektoranalysis

5.3. Exponentialfunktion

Definition 5.3.1. Sei eine Geometrische Algebra G erklért.
Wir definieren die Multivektor-Exponentialfunktion als

exp: G — G,

Xl—)ZHX.
k=0
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6. Dualitat

6.1. Hodge-Dualoperator

Definition 6.1.1 (Hodge-Dualoperator). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grund-
menge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklért.
Wir definieren den Hodge-Dualoperator als

*x:G =G,
A xA= Y Apa(UN)egey= Y A(Uc U) ey (6.1)

UeP(N) UeP(N

Dabei versteht sich das Komplement UY = N\ U VU € P(N) beziiglich der Grund-
menge V.

Korollar 6.1.1. Wegen UY = N\ U =UAN YU € P(N) gilt

1.21

Z AU&(U,N)E(UC = Z AUOéUN) (U,N)eUeN%AeN
UEeP(N) UeP(N) '

fiir alle A € G.

Lemma 6.1.2 (Zweimalige Anwendung des Hodge-Dualoperators). Seien die Grunddi-
mension n € Ny und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Fiir alle A € G gilt

*x (xA) =a(N,N) A (6.2)

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Fiir alle A € G gilt

«(xA) = > Apey o(U, N)a(U°, N)
UeP(N)

Z AUeU Oé(N, N)
UeP(N)

=2 (N, N) A. 0
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6. Dualitat

Lemma 6.1.3 (AuBeres Produkt als Kontraktion). Seien die Grunddimension n € Ny
und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Fiir alle A, B € G gilt

*(ANB)=A]|(*B) (6.3)
und
*(A ] B)=AN(*B).

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Fiir alle U,V € P(N) gilt

(UAV)Y =UAVE, (6.4)
und

Unv =U\V°.
Daraus folgern wir

«ANB)= > AyBya(U,V)a(UAV,N) egavye

6.1
(UV)EP(N)?
:UNV=0
YN ApBy a(UV)a(UAV, N)a(U,VE) epeye
(UV)EP(N)?
s U\VC=0
1.10 Z AyBy a(V, N) eyeyc
(U,V)EP(N)2
: U\VC=p
3.6
X A |(xB)
und
*(A | B) Z)i? Z AyBy (U, V)a(UAV, N) eravye
T (U V)eP(N)?
: U\V=0
S AuBya(U,V)a(UAV, N)a(U,VE) eyeye
(U,V)EP(N)?
:UNVE=p
1;0 Z AUBV Oé(‘/, N) €yctyc
(U,V)EP(N)?
. UNVCe=p
£ AN (+B)
6.1
fiir alle A, B € G. -
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6.2. Metrisch neutraler Dualoperator

Lemma 6.1.4 (Typische Eigenschaft des Hodge-Dualoperators). Seien die Grunddi-
mension n € Ny und die Geometrische Algebra G = R?*" erklirt, sowie der Grad
ke{0,...,n}.
Fiir alle A, B € G* qilt

AN(HB)=(A]B)exy=(A|B)ey
Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}. Wegen

YU,V € P*(N): UNVE=U\V=0A|Ul=]|V]|
> U=V
A VANU=0AIU|=V|
gilt
ANGB)E N AyBya(V,N) epegey

6.1
(U V)ePk(N)?
. UNve=0p
> AyBya(U,N)a(U,U) eyapc
UePk(N)

> AyBya(U.U)ey,
UePk(N)
(AJ B) EN 3: Z AUBV CY(U, V) CUAVEN

(UV)eP*(N)?
: U\V=0

> AyBya(U.U)ey,
UePk(N)

(A\_B) EN 3:7 Z AUBV a(U, V) CUAVEN

(UV)eP*(N)?
: V\U=0

Z AUBU Oz(U, U) EN
UePk(N)

fiir alle A, B € G*. O]

6.2. Metrisch neutraler Dualoperator

Definition 6.2.1 (Metrisch neutraler Dualoperator). Seien die Grunddimension n € Ny,
die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt.
Wir definieren den metrisch neutralen Dualoperator als

G — G,

A A= Y Apa(UU%epey = Y A(Uc (U, U) ey (6.5)
U€eP(N) UeP(N
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6. Dualitat

Lemma 6.2.1 (Zweimalige Anwendung des metrisch neutralen Dualoperators). Seien
eine Grunddimension n € Ny und eine Geometrische Algebra G erkldrt, sowie der k-
Vektor A € G* mit Grad k € {0,...,n}.

Es qilt
(A") = (=1)kn=R 4, (6.6)
Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Es gilt
(A2 N Ay a(U,U)a(UC,U) ey
UePk(N)
E e ILGLYY 0

Lemma 6.2.2 (AuBeres Produkt als Skalarprodukt). Seien die Grunddimension n € Ny
und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Fiir alle A, B € G gilt

(AB*), = (Ax B)ey. (6.7)
Beweis. Wegen UAVE =N« U =V VU,V € P(N) gilt

ABLE S ABya(VVO)a(U V) epave
C(UV)EP(N)?
: UAVC=N
— Z AyBy a(U, U)a(U,U°) eyaye

UeP(N)

= (A« B)ey. O

4.5

fir alle A, B € G.

Definition 6.2.2 (Neutralisator). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge
N ={1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R?*" erklirt.
Wir definieren den Neutralisator als

TG xG =G,

A A= > Aya(U.U)ey. (6.8)
UEeP(N)

Lemma 6.2.3 (Zusammenhang Hodge- und metrisch neutraler Dualoperator). Sei eine
Geometrische Algebra G erkldrt.
Fiir alle A € G gilt

«(A) = A*

und

*A = (A)".
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6.3. Durchschnittsoperator

Beweis. Seien die Grunddimension n € Ny und die Grundmenge N = {1,...,n} erklart,
so dass G = R*".
Fiir alle A € G gilt

«(A) 2:? > Ay a(U.U)a(U,N) eye
"~ UeP(N)
lé() Z AU OZ(U, UC) eyc
UeP(N)

65 gx

und

e Z Ay a(U,N) ege
UeP(N)
=3 Ay a(U,U)a(U, U) eye
UeP(N)

6.8 / T\
(), m

6.3. Durchschnittsoperator

Definition 6.3.1 (Durchschnittsoperator). Seien die Grunddimension n € Ny, die
Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt.
Wir definieren den Durchschnittsoperator als

V:gGxGg—g,
(A.B)—»AvB= > AyBya(V9 U epapye. (6.9)
(UV)eP(N)?
: UCNve=0p

Satz 6.3.1 (Dualitét zwischen dufierem Produkt und Durchschnittsoperator). Sei eine
Geometrische Algebra G erkldrt.
Fiir alle A, B € G gilt

A*NB*=(AV B)" (6.10)
und

A"V B*=(ANB)".
Beweis. Seien die Grunddimension n € Ny und die Grundmenge N = {1,...,n} erklart,

so dass G = R?".
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6. Dualitat

Fiir alle A, B € G gilt

A* A B* %’ > AyByo(U.U)a(V,V)a(UC, V) eyay

(U,V)eP(N)?
- UNvCe=0

= > AyBya(U,U%)a((UAV)C, V)a(VE,U)a(VE, U ) eyay

(UV)EP(N)?
:UCNVE=p

= > AyBya((UAV)Y,UAV)a(VE, U epay

(UV)EP(N)?
: UNve=0p

(AV B)*

[

-5
6.9

und

A*V B* 2:2 > AyBya(U.U)a(V,VE)a(V,U) eware

(UV)EP(N)?
: UCnve=0

-1 Z AyBy (U, U)a(V, (UAV))a(U, V)a(U, V) eravye

(UV)eP(N)?
: UNve=p

Z Ay By CY(UAVa (UAV)C)a(U, V) Cuav)e

(UV)EP(N)?
UCnVO=0

6.5 *
= (AN B)".

1.10
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7. Vektor, Versor und Spat

7.1. Vektor

7.1.1. AuBeres Produkt

Korollar 7.1.1 (AuBeres Produkt von Vektoren). Sei die Geometrische Algebra G er-
Klért.
Beziiglich dem duferen Produkt von Vektoren in G gilt

aAb 2 (ab), € G2 (7.1)
fiir alle a,b € G*.

Korollar 7.1.2 (Antikommutativitit). Das dufere Produkt von Vektoren ist antikom-
mutativ, es gilt

anbE —bAa (7.2)
fiir alle a,b € G*.

Lemma 7.1.3 (AuBeres Produkt gleicher Vektoren). Sei die Geometrische Algebra G
erkldrt.
Es gilt

aNa=0 (7.3)
fiir alle a € G*.
Beweis. Aus
ala [ —a/Na

folgt a A a = 0 fiir alle a € G'. O

7.1.2. Kontraktion und inneres Produkt

Korollar 7.1.4 (Kontraktion und inneres Produkt von Vektoren). Sei die Geometrische
Algebra G erklart.

Beziiglich der Kontraktion und dem inneren Produkt von Vektoren in G' gilt
albZa|bEa b2 (ab)g e ° E R (7.4)
fiir alle a,b € G*.
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7. Vektor, Versor und Spat

Anmerkung. Alle folgende Eigenschaften von Vektoren beziiglich dem inneren Produkt
gelten auch beziiglich der Kontraktion.

Korollar 7.1.5 (Kommutativitéit). Die Kontraktion und das innere Produkt von Vek-
toren ist kommutativ, es gilt

a-b=">b-a (7.5)
fiir alle a,b € G'.
Lemma 7.1.6 (Nicht-Entartung). Sei die Geometrische Algebra G erklirt.
Es qilt
Vae G\ {0} 3be G :a-b#0.
Beweis. Seien n € Ny die Grunddimension und N = {1,...,n} die Grundmenge der
Geometrischen Algebra G = R?".

Wir stellen fest, dass fiir einen Vektor a = (av)yepr(vy € G' \ {0} immer ein Index
U € PYN) : ay # 0 existiert, so dass a - ey # 0 gilt. O
Definition 7.1.1 (Orthogonalitét). Sei die Geometrische Algebra G erklért.

Wir nennen zwei Vektoren a,b € G' : a-b = 0 orthogonal.

Anmerkung. Der Begriff wir hier als Erweiterung des Begriffes der Orthogonalitit aus der
lineare Algebra verwendet. Insbesondere folgt aus der Orthogonalitiat zweier Vektoren
im Allgemeinen nicht die lineare Unabhéangigkeit der Vektoren.

Korollar 7.1.7 (Positive Definitheit). In einer Geometrische Algebra G, o mit Signatur
(n,0) und Grunddimension n € Ny ist das innere Produkt zwischen Vektoren positiv
definit, es gilt

a-a>0Vaeg,\{0}.
Korollar 7.1.8 (Negative Definitheit). In einer Geometrische Algebra Gy, mit Signatur
(0,n) und Grunddimension n € Nq ist das innere Produkt zwischen Vektoren negativ
definit, es gilt

a-a<0Vaedgy,\{0}.
Lemma 7.1.9 (Orthogonalitéit und lineare Unabhéngigkeit). Seien die Grunddimension
n € Ny, die Signatur entweder als S = (n,0) oder als S = (0,n) und die Geometrische

Algebra Gg = R?" erklrt.
Orthogonale Vektoren a,b € G&\ {0} : a-b =0 sind linear unabhingig.

Beweis. Das innere Produkt in der Geometrischen Algebra G, ( ist positiv definit, es gilt
c-c>0VeeG,,\ {0}
=c- (M) #£0Vce G\ {0} VAERN\O.

Da nur die Vektoren {Ac | A € R} von ¢ € G, \ {0} linear abhéingig sind, miissen zwei
Vektoren a,b € G' \ {0} : @ - b = 0 linear unabhiingig sein.

Der Beweis zur Geometrischen Algebra Gy ,, mit einem negativ definiten inneren Produkt
wird in dhnlicher Weise gefiihrt. O
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7.1. Vektor

Beispiel 7.1.1 (Selbstorthogonaler Vektor). Seien die Geometrischen Algebra G;; de-
finiert, sowie der Vektor a = (A, A) € G| | mit A € R erklért.

Es gilt
a-a=Neueq + N epep
— )\2 - )\2
—0.

7.1.3. Geometrisches Produkt

Lemma 7.1.10 (Geometrisches Produkt von Vektoren). Sei die Geometrische Algebra
G =R>" erkldrt.
Beziiglich dem Geometrischen Produkt von Vektoren gilt

ab=a-b+anbecG’ @G> (7.6)
fiir alle a,b € G'.

Beweis. Seien n € Ny die Grunddimension und N = {1,...,n} die Grundmenge der
Geometrischen Algebra G, sowie die Vektoren a = (av)vepr(ny, b = (bv)vepr(v) € G'
erklért.

Es gilt
ab léQ Z anVeUev
UVEPL(N)
= Z aybyeyey + Z aybyeyey
UVeEPL(N):U=V UVEPL(N):UNV =0
;ia-b+aAbegO@g? O

Korollar 7.1.11 (Geometrisches Produkt gleicher Vektoren). Es gilt

aac Za-a (7.7)

fiir alle a € G*.

Lemma 7.1.12 (Anti-/symmetrischer Teil). Sei die Geometrische Algebra G erkldrt.
Es gilt

1
a-b= E(abqtba)
und

aNb= %(ab — ba) (7.8)

fiir alle a,b € G'.

69



7. Vektor, Versor und Spat

Beweis. Wir konnen

a-bgﬁab—a/\b

7i2ab—l—b/\a

7i6ab—i—ba—b-a
i5ab—l—ba—a~b

1
= §(ab + ba)

und
aAbZLab—a-b
Dab—b-a

7i6ab—bcH—b/\a

2 b—ba—aAnb

1

5 (ab — ba)
fiir alle a,b € G' entwickeln. m

Anmerkung. Diese Gleichungen in Gleichung 7.6 eingesetzt ergibt
ab=a-b+aANd

1 1
= §(ab+ ba) + é(ab — ba)

1
= é(ab—f—ba—i-ab— ba)

1
= 5(@[) + ab)

= ab.
Satz 7.1.13 (Inverse). Fiir jeden Vektor a € G' : aa # 0 ist eine Inverse
Gl — g,
a—~a =—a (7.9)
erkldrt.

Beweis. Das neutrale Element der Geometrische Algebra G beziiglich des Geometrischen
Produktes ist ey = 1. Es gilt

1 .
aa_lz—aa:w:1Va€glzaa7é0.
a-a a-a
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7.2. Versor

Korollar 7.1.14. Jede Inverse eines Vektors ist ein Vektor.

Korollar 7.1.15 (Vektorinverse bei definitem inneren Produkt). In einer Geometrische
Algebra Gg mit Signatur S = (n,0) oder S = (0,n) und Grunddimension n € Ny ist fir
jeden Vektor in G&\ {0} eine Inverse definiert, da das innere Produkt zwischen Vektoren
definit ist.

Beispiel 7.1.2. Seien die Grundmenge N = {1,2,3} und die Geometrischen Algebra
Go1 = RIPMI = R8 definiert, sowie die Vektoren

a = agiye{1y + ag2€(2} + a{3yeysy,
b= bpyeqy + bpyey + bisyeqsy

mit a,b € G'. Damit gilt

L. a-b=apybpyenyeqy + aprbprepyeqey + agsybsyeqsyeqs
=g({1})agybuy + 9({2))a@ by + g({3})agsy b
=aqybpy + aq2ybiay — agsybsy,

2. a A b =(agaybiz) — agybiay)epreqsy + (agpbuy — aqybsy)ereqy
+ (aqypbpey — apypbpiy)eqreqy
1
3. a”! (ageqy + agyer) + agppees),

apyaqy + agyaqey — agyas)

wobei fiir agyaqiy + agoyaq2y = agsyaqsy die Inverse a~ ! undefiniert bleibt.

7.2. Versor

Definition 7.2.1 (Versor). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge N =
{1,...,n} und die Geometrischen Algebra G = R?*" gegeben, sowie k € N Vektoren
a; € G'Vie{l,... k}.

Wir nennen das endliche Geometrische Produkt von & Vektoren

einen Versor.

Lemma 7.2.1 ((Un-)gerader Versor). Seien die Geometrische Algebra G erklirt, sowie
der Versor A € G, der aus dem endlichen Geometrischen Produkt von k € Ny Vektoren
besteht.

In Abhdngigkeit von der Paritdt der Anzahl k kann der Versor A in eine Summe von Ele-
menten entweder gerader oder ungerader graduierter Untervektorrdume zerlegt werden,
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7. Vektor, Versor und Spat

also

Z (A); | € Gt falls k gerade

i€{0,2,...k
A= \E0Ren . (7.10)

Z (A); | € G~ falls k ungerade

L \ie{1,3,....k}

Anmerkung. Entsprechend der Paritdt der Anzahl der 1-Vektoren im endlichen Geome-
trischen Produkt wird der Versor als gerade oder ungerade bezeichnet.

Beweis. Seien n € N die Grunddimension und N = {1,...,n} die Grundmenge der
Geometrische Algebra G = R*". Sei ein k € {0,...,n}-Vektor A = (Ay)pepr(nv) € G
und ein 1-Vektor a = (agy)ien € G' gegeben.

Es gilt

k—1 fallsieU

7.11
k+1 fallsie N\U (7.11)

UA{i}] 5’{

fiir alle U € P*(N) und fiir alle i € N.
Fiir das Geometrische Produkt des k-Vektors A und des 1-Vektors a konnen wir

Aa 2 Z ZAUG{i}Oé(Ua{i})eUA{i}

UePk(N) ieN

Z ZAUCL{Z}O( U {Z}) Cun{i}

UePk(N) i€U

t Z Z Avagy a(U,{i}) evagy

UePk(N)ieN\U

T < S Y Avagy a(U.{iY) emm>

—
UEPk(N) i€U K1

< > D Avagal U{@})€UA{}>

UePk(N)ieN\U ka1

entwickeln, es gilt Aa € GF~1@GH 1. (Falls G*~! nicht definiert ist, verstehen wir darunter
einen Nullvektorraum; entsprechend fiir GF+1.)
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Seien [ € Ny Vektoren b; € G' Vi € {1,...,1} erkldrt. Daraus folgern wir

b, € G,
biby € go NP Q2,
bibobs € G' @ G2 G,

Gt falls [ gerade

bibobs ... b € .
1727 : {g— falls [ ungerade

7.2. Versor

Lemma 7.2.2 (Inneres Vektor-Versor-Produkt). Seien die Grunddimension n € N, die
Grundmenge N = {1,...,n} und die Geometrischen Algebra G = R*" erklirt, sowie die

Vektoren x,a; € G Vi € {1,...,k} mit k € Nj.

Es gilt
k
r-(ay...ax) = Z(—l)’_1 (x-a;)ay...a; a1 ... ay (7.12)
=1
Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass
ra; = Ta; + a;r — ;T
7i6x~ai+1:/\ai+ai~x+ai/\x—aix
::'z:c«amLx/\ai—i—mai—a:/\ai—aix
=2r-a; — a;x (7.13)
fiir alle ¢ € N entwickelt werden kann. Es gilt
Ta . ..a 1 2(x-ay)ay...ar —a1xasy . .. ay
1 2(x-ay)ay...ar —2(x - az)arag . . . ap + ajasxas . . . ag
k
E z:(—l)i_1 20z - a;)ay ... a0 ... ap + (=1)*a; ... apz.
i=1
und damit
zay . ..ap+ (=) tay .. apx
k
= Z(_1>z—1 2(ZE : ai) ap...A;—1Qj41 - .. k. (714)
i=1
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7. Vektor, Versor und Spat

Weiter stellen wir fest, dass

zay...ap + (=) tay ..

7é0x(<a1...ak>k+ <a1---ak>k—2+~'>

+((=D)"Yar...ap) + (1) Yar ... ap)pa + ... ) @
123 T <CL1 e ak>k + (—1)k_1<a1 .. .ak)kx

+x{ay...a5)k—2+ (—1)k_1<a1 e Qf) k2 T

+ ...

3.16

= 2r-{ay...ap)+ 2z (a1 ... ap)p—2+ ...
17

Lox - ({ay. .. ap)e + (a1 ... ag)p_s +...)
7.10

= 2x-(ay...a). (7.15)
Aus 7.14 und 7.15 folgern wir

k
- (ay...ap) = Z(—l)i_1 (x-a;)ay...a;1ai11...a. O

=1

Definition 7.2.2 (Reverse). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische
Algebra G = R?" erklirt.
Der Operator

.G —g,

A AT= 3" a(U,U)g(U) Ayey (7.16)
U€eP(N)

wird als Reverse bezeichnet.

Korollar 7.2.3. Es gilt
ATV )T A

Satz 7.2.4 (Reverse des Geometrischen Produktes). Seien die Geometrische Algebra G,
sowie die Multivektoren A, B € G erkldrt.
Es qilt

(AB)" = BT AT (7.17)

Beweis. Seien n € Ny die Grunddimension und N = {1,...,n} die Grundmenge der
Geometrischen Algebra G = R?".
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7.2. Versor

Es gilt
(AB)' = > AyBya(U.V)a(UAV,UAV) g(UAV) eyay

710 UVeP(N)

=" AuBya(U,V) a(U,UAV) a(V,UAV) g(UAV) epav
U,VEP(N)

1.10

= Y AyBva(U.U)a(V.U)a(V,V)g(UAV) eyay
U,VeP(N)

1.18

= Z AyBy (U, U) a(V,U) a(V, V) g(U) g(V') evav
U,VEP(N)

2 Z AuBy a(V,V) g(V) (U, U) g(U) evey
UVEP(N)

1.22

= ptAf,

7.16

Korollar 7.2.5. Sei die Geometrische Algebra G erkldrt.
Die Reverse in 7.16 ist beziiglich Vektoren eine identische Abbildung, es gilt

al L avaegh (7.18)

Satz 7.2.6 (Reverse eines Versors). Seien die Geometrische Algebra G, sowie k € N
Vektoren a; € G Vi € {1,...,k} gegeben.
Es gilt

(aray...ap)" = apag_1 . .. ay. (7.19)
Beweis. Wir konnen

(aray .. .ak)Jr ey (as .. .ak)TalT
= (ay...a;) ay

as . ..ay) aza;

= QpQp_1...01

zeigen. O

Satz 7.2.7 (Inverse eines Versors). Seien die Geometrische Algebra G, sowie k € N
Vektoren a; € G Vi € {1,...,k} und der Versor A = ajay...ay erklirt.
Es existiert eine Inverse

1
A=A (7.20)

falls a;a; # 0 fir alle i € {1,...,k} gilt.

)



7. Vektor, Versor und Spat

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass

7.19
AAT = a1a2...aqpaQ—1 ...Q1

i€f1, ..k}
Also gilt
1
AAT! = AATE
=1

falls a;a; # 0 fiir alle ¢ € {1,...,k}. O
Korollar 7.2.8. Fualls A~! existiert, gilt

At =(ayay...ap) P =ap ey a (7.21)

Korollar 7.2.9. Die Inverse eines Versors ist ein Versor.

Definition 7.2.3 (Spinor). Sei eine Geometrischen Algebra G erklért.
Wir nennen einen Versor A € G einen Spinor, wenn AAT = 1 gilt.

Korollar 7.2.10. Sei A € G ein Spinor.
Es qilt

A™h = AT,

die Inverse des Spinors entspricht also seiner Reversen.

7.3. Spat

Definition 7.3.1 (Spat). Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge N =
{1,...,n} und damit die Geometrische Algebra G = R?" erklirt. Weiter seien k € N
Vektoren a; € G' Vi € {1,...,k} gegeben.

Wir nennen das endliche &uflere Produkt

N\ a=an.. raeG (7.22)

einen k-Spat und allgemein einen Spat.
Wir definieren das leere #uere Produkt, also den 0-Spat, als einen Skalar in G°.

Definition 7.3.2 (Lineare Unabhéingigkeit von Vektoren). Sei die Geometrische Algebra
g erklart.

.....
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Korollar 7.3.1 (Linearkombination abhéngiger Vektoren). Seien die Geometrische Al-
gebra G erklirt, sowie k € N linear abhingige Vektoren (a;)icq1,.. k) € (GYH*.

-----

werden, fir alle i € {1,...,k} gilt also

= (Aj)je{l ..... EW\i - Ay = Z )\jaj.

GE{L, kI

Satz 7.3.2 (AuBeres Produkt und lineare Unabhingigkeit mehrer Vektoren). Seien die
Grunddimension n € N, die Grundmenge N = {1,...,n} und damit die Geometrische

.....

77777

ap A ... Nag # 0.
Beweis. Seien fiir alle U € P(N) die bijektiven Abbildungen

po L. LU= U={jljieU:ji<...<julh
L Ji

definiert, die die Zahlen von 1 bis |U| auf die Zahlen in U in der natiirlichen Reihenfolge
abbilden.

Sei Sy die symmetrische Gruppe beziiglich einer Teilmenge U C N. Sei weiter beziiglich
einer Teilmenge U C N die verschobene symmetrische Gruppe

SU:{O'OpU‘O'ESU}.

Fiir alle U € P(N) erweitern wir das Vorzeichen einer Permutation in Sy wie in Defini-
tion 2.6.2 um das Vorzeichen einer Permutation in Sy als

sen : Sy — {—1,+1},
51 (= 1)@l

daVU € P(N):Voe Sy :inv(oopy) =inv(o) gilt.

-----

so dass

YU € P(N) \VI’L,] € {1, .. ,k} : (AU)i,j = (ai)pU(j)
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gilt. Wir stellen fest, dass

ay N .

Z Z H (ai) (50} €fa(i}

UePk(N) 7Sy 1€{1,....k}

Z S II (@)ay sen(@) eqo iy

UePk(N) geSy i€{l,....k}

= > > I (@weysen@) | [ewm

(7.23)

UePk(N) \ eS8y ie{l,....k} €U
= Z (det AU) He{ 1y
UEPk(N) i€l

wobei letztere Equivalenz der Leibniz-Formel fiir Determinanten entspricht und das end-
liche Produkt iiber die Indize ¢ € U in der natiirlichen Reihenfolge der Zahlen erfolgt.
Da die Determinante einer Matrix genau dann null ist, wenn die Spaltenvektoren der

Matrix linear abhéngig sind, kénnen wir

aA...Nap=0VYU €PHN) det Ay =0 < (a;)icqu,...ky linear abhéngig

.....

folgern, sowie den Umkehrschluss

ai A ... Aag # 0 <> (a;)ieq,.. xy linear unabhéngig.

Lemma 7.3.3 (Inneres Vektor-Spat-Produkt). Seien die Grunddimension n € N, die

Grundmenge N = {1, ..

., n} und die Geometrischen Algebra G = R?" erklirt, sowie die

Vektoren x,a; € G* Vie {1,...,k} mitk € N.
Es gilt
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r-(ag N ANag) = Z(—l)i_1 (x-a;)(ar Ao ANaig ANaipr Ao A ag) (7.24)
i=1



7.3. Spat

Beweis. Wird der Klammeroperator auf 7.12 angewandt, bekommt man

x-(ag A A ag)

Dz (ag A A ag) ) et

7.22
= (x - (araz...a))g-1
7.12 i—1
= Z(—l) (x-a;)ay...a; a1 ... ay
=1 k—1
k
2.6 i
= Z( D Nz a) {ay ... ai—1ai41 .. N
i=1
k
7._2 — i_l . . . .
2—5;( D7 (x-ai) (@ Ao ANaj—qy ANager Ao A ag). O

Satz 7.3.4 (Orthogonaler Spat). Seien die Grunddimension n € N, die Grundmenge
N = {1,...,n} und die Geometrischen Algebra G = R?" erklirt, sowie die 1-Vektoren
roa; €GEVie{l,... k}iai AN ANag #0 mit k € N.

Es gilt

x-(aN...Nap) =0 z-a;,=0Vie{l,... k}. (7.25)

Anmerkung. Wir nennen den Vektor x und den Spat a; A ... A ax mit der Eigenschaft
in 7.25 orthogonal zueinander.

Beweis. Wir stellen fest, dass fiir a; A ... Aag # 0 laut Satz 7.3.2 a; Na; # 0Vi,j €
{1,...,k} i # j und damit die Spate

a1/\.../\a,-_l/\aHl/\.../\akViE {1,,]{3}
linear unabhéngig sind. Deswegen gilt

ZZ"(CLI/\.../\CLk)

k
7242(_”1;1 (33 . ai) (Cll AN o ANGa N AN ak) =0
=1

genau dann, wenn z - a; =0 Vi € {1,... k}. O

Lemma 7.3.5 (Spat als Versor). Seien die Grunddimension n € N, die Grundmenge
N = {1,...,n} und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt, sowie ein Spat A € G*
mit Grad k € N.

Der Spat A kann in das endliche Geometrische Produkt von k Vektoren faktorisiert
werden, also

k
3 (ai>z’€{1 ..... K} € (gl) A =aaq...a.
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Beweis. Wir kénnen k Vektoren a; € G' Vi € {1,...,k} so wiihlen, dass
A=a N...Nagund a;-a; =0Vi,je{l,....k}:i# 7], (7.26)
da das innere Produkt zwischen Vektoren eine nicht-ausgeartete Billinearform ist, also
Vbe G 3ceG bAc#AOADb-c=0.

Es gilt

a1as . . . ay 3{%’5 ai - (azas...ag) +a; A (azas . ..ag)

7.25
756 a; N\ (CLQCLg R CLk>

3.15
= o A (ag - (agayq...ag) +az A (agay ... ay))

7.25

= a1 Aas A .

S, AN a (asay .. .ay)

=a; N... N\ ag. L]

Satz 7.3.6 (Reverse eines Spats). Seien k € N Vektoren a; € G' Vi € {1,...,k}
gegeben. Es gilt

(A Aa)t =ap A .. Nay,

also entspricht die Reverse eines Spats der Umkehrung seiner Darstellung als endliches
dufseres Produkt von Vektoren.

Beweis. Da das duflere Produkt zwischen Vektoren antikommutiert, gilt

a A ANap= (=D ag Aag AL A agy

= (—1 k_l(—l)k_zak VAN ar—1 VANIAN ar—2
( k_l(—l)k_z N (—1)k_(’“_1)ak Nag_1N...N\Nay
(

2 ap Nag_1N...Naj. ]
Definition 7.3.3 (Spatinhalt). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische

Algebra G = R?" erklirt, sowie der k-Spat A € G¥ mit Grad k € {0,...,n}.
Wir nennen die Norm

Gk - R,
A ||A] = VAT A (7.27)

anhand dem Skalarprodukt in 4.5 den Inhalt des Spates A.
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7.3. Spat

Korollar 7.3.7. Der Spatinhalt ist unabhdngig von der Wahl der Signatur einer Geo-
metrischen Algebra.

Satz 7.3.8 (Skalarprodukt von Spaten). Seien die Grunddimension n € N, die Grund-
menge N = {1,...,n} und damit die Geometrische Algebra G = R*" erklirt, sowie mit
k € N die Vektorfamilien (a;)ieq1,. xy, (bi)ieqr,..xy € (GHF.

Es gilt

(ar A Aag) s (b A Ab) = det ((ai ),y )
Beweis. Seien die Matrizen A, B € R¥*" so definiert, dass
Vi€ {]_, .. 7]'6'} \V/j e N: Ai,j = (CL,‘)]‘ N Bi,j = (bz)j

Seien die Submatrizen Ay, By € R¥* VU € P*¥(N) wie im Beweis des Satzes 7.3.2
definiert, so dass

VU €ePN):Vi,je{l,....k}: (Av)ij = Aipu) N (Bu)iy = Bipu(h)-
Mit der Leibniz-Formel und dem Satz von Binet-Cauchy gilt

(al/\.../\ak)*(bl/\.../\bk)

2 Z (det Ap) H eqy | * Z (det By) H €}

UEePk(N) ieU UEPk(N) ieU
2 3" (det Ay)(det By)
UePk(N)
= ) (det Ay)(det By")
UePk(N)
= det(A - BT)

= det ((ai * bj)z’,je{l ..... k}> '
L]

Lemma 7.3.9 (Dualer Spat). Seien die Grunddimension n € N und die Geometrische
Algebra G = R?" erklirt, sowie der k-Spat A € G mit Grad k € {0,...,n}.

Die Anwendung des metrischen neutralen Dualoperators auf den k-Spat ergibt einen
(n — k)-Spat, es gilt

A e g, (7.28)

Beweis. Es kann eine Familie linear unabhéngiger Vektoren (a;);eny € (G)" so definiert
werden, dass

ViEN:ai:(a1/\.../\ai,l/\aiﬂ/\.../\an)*
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7. Vektor, Versor und Spat

und
A=a1 N...\Nay
gilt. Dann gilt auch
A" = (a3 N ANap)" = tagp A A ap.
O

Definition 7.3.4 (Senkrechte Spate). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geo-
metrische Algebra G = R?" erklirt, sowie die Spate A € G¥ und B € G! mit den Graden
k.l €{0,...,n}.

Wir nennen die Spate A und B zueinander senkrecht, falls

1A N Bl = [A[[1|B]]

Korollar 7.3.10 (Senkrecht dualer Spat). Der duale Spat A* ist senkrecht zu dem Spat
A, es gilt

JAA A E A Al 2 1A]|A]l-
7.27

Lemma 7.3.11. Seien die Grunddimension n € N und die Geometrische Algebra G =
R*" erklirt, sowie der k-Spat A € G¥\ {0} mit Grad k € {0,...,n}.
Es gilt

Ve e G'\0: (z AA=0)< (zAA#£0). (7.29)
Beweis. Seien n Vektoren (a;)ien € (G1)™ so erklirt, dass

A=ai1 N...N\ay
und
A" =agi1 N .. A g,

es gilt also AN A* =aj A...ANap = (Ax A)ey # 0, die Vektoren (a;);en € (G1)™ sind
linear unabhéngig.

77777

-----

darstellbar. O
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8.1. Untervektorraum

Definition 8.1.1 (Vektorraum). Seien die Grunddimension n € Ny und die Grundmen-
ge N ={1,...,n} gegeben und damit die Geometrische Algebra G = R?" definiert.
Wir nennen den graduierten Untervektorraum G! auch Vektorraum der Geometrischen
Algebra, wenn keine Gefahr der Verwechslung besteht. Er entspricht einem n-dimensio-
nalen Vektorraum {iber den reellen Zahlen, es gilt

G'=R"=R"M.
Anmerkung. Wir nennen 1-Vektoren auch Vektoren, wenn keine Gefahr der Verwechslung
besteht.

Definition 8.1.2 (Untervektorraum). Sei die Geometrische Algebra G erklért.
Ein Untervektorraum A C G' ist wie iiblich als Teilraum des Vektorraumes erklirt, der
folgende Eigenschaften besitzt:

A#0,
. le,l'QGAiiL‘l—FJTQEA, (81)
3. Ve A:VAeR: Az A.

Korollar 8.1.1 (Basis). Fliir jeden Untervektorraum A C G' existiert eine Basis
(ai)iequ,..ky € (Ql)k mit k = dim A, so dass

.A = ﬁ(ai)ie{l 7777 k}- (82)

Satz 8.1.2 (Darstellung eines Untervektorraumes durch dufleres Produkt der Basisvek-
toren). Seien die Grunddimension n € N und die Geometrische Algebra G = R?" erkldrt,

sowie mit k € {1,...,n} die Basis (a;)ieq1,..xy € (GY)" eines k-dimensionalen Untervek-
torraumes in G', also die linearen Hiille L£(a;)ieq,. k-
Es gilt

L(a;)icq,. 1y = {2 € G'lzAa A...Na, =0}, (8.3)

Beweis. Ein Vektor x € L(a;)icq1,.. 1y ist von den Basisvektoren (a;)icqi,.. x) linear
abhéngig. Laut Satz 7.3.2 gilt
Vxegl:xeﬁ(ai)ie{l ,,,,, e Aar Ao ANap=0. O
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Definition 8.1.3 (Summe). Sei die Geometrische Algebra G erklért.
Die Summe zweier Untervektorrdume A, B C G! ist

A+B={xa+zp|xa€ A xp € B} (8.4)

Sie ist der kleinste Untervektorraum, in dem beide Untervektorrdume A und B voll-
standig enthalten sind.

Definition 8.1.4 (Durchschnitt). Sei die Geometrische Algebra G erklért.
Der Durchschnitt zweier Untervektorrdume A, B C G! ist

ANB={recG'|(z€ A A (z € B)}. (8.5)

Er ist der groite Untervektorraum, der vollstindig sowohl im Untervektorraum A als
auch im Untervektorraum B enthalten ist.

Definition 8.1.5 (Senkrechtes Komplement). Seien die Geometrische Algebra G erklart,
sowie der Untervektorraum A C G'.
Wir definieren das senkrechte Komplement anhand des Skalarproduktes als

At ={rcG'|Vac A:axr =0} (8.6)

Lemma 8.1.3 (Senkrechtes Komplement ist komplementér). Seien die Geometrische
Algebra G erklirt, sowie der Untervektorraum A C G'.
Das senkrechte Komplement A+ ist komplementir zu A, es gilt

An At ={0}
und
A+ At =G
Beweis. Es gilt
AmAiZ{{xegl [ (ze A)A(NVa€A:axz=0)}={0},

da das Skalarprodukt in 4.5 positiv definit ist, und deshalb kein z € G \ {0} : zx 2 =0
existiert.
Aus gleichem Grunde gilt

A+AL:%1{"E+$¢|x€«4/\l'iegl/\V(LEA;a*xL:O}:gl‘ n

Satz 8.1.4 (Senkrecht komplementérer Zusammenhang von Summe und Durchschnitt).
Sei die Geometrische Algebra G erklirt.
Es qilt
VABCG :ANB={0} = (A+B)r = A nB*
und

VABCG AT NBr={0} = (ANB)*" = A+ + B (8.7)
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Beweis. Fiir alle A,B C G' : AN B = {0} sind alle Elementepaare aus A und B linear
unabhéngig, weshalb aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes in 4.5

(A+B)L:i2{$ €G' |Vas e A:Vag€B:(v4+15) %z =0}
={reG ' |Voa e A:VaogeB: (zaxx=0)A (zg*x=0)}
={rcG' |VogcA: (za4x2=0)AVag€B: (zp*xx=0)}

2 AN Bt
8.5

folgt. Weiter gilt damit und der involutorischen Eigenschaft (A1)+ = A fiir alle A, B C

Gt: AtnBt={0}

At + Bt =(AnB)*. O

Lemma 8.1.5 (Senkrecht komplementérer Untervektorraum mit metrisch neutralem

Dualoperator). Seien die Grunddimensonn € Ny und die Geometrische Algebra G = R*"

erklirt. Definiere der k-Spat A € G* mit Grad k € {0,...,n} einen k-dimensionaler
Untervektorraum

A={reg' |znA=0}.

Mit dem metrisch neutralem Dualoperator konnen wir den senkrecht komplementdren
Untervektorraum als

At ={zegG'|zAA =0} (8.8)
bestimmen.

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}. Seien n Vektoren (a;);cn € G' so erklirt,
dass A=a; A... Napund A* = ag1 A ... A ay,.
Es gilt

Vie{l,....k}:Vje{k+1,...,n}:a;*%a; =0,

woraus

folgt. Mit L(a;)icq1,.iy = {2 € G'|zAA=0}und L(a;)icget1,..ny = {2 € Gl onA* =
0} schlieBen wir

At ={zcG' |sANA" =0} ={z G |Vac A:a*x =0} O

Satz 8.1.6 (Summe mit duflerem Produkt). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrische Algebra G = R*" erklirt, sowie der k-Spat A € G* und der -Spat B € G
mit k,1 € {0,...,n} so, dass AN B # 0, welche die Untervektorrdiume

A={regG'|znA=0},
B={zegG'|2AB=0}
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mit AN B = {0} definieren.
Die Summe der Untervektorrdume ergibt
A+B={zecG' |2ANAANB =0} (8.9)
,,,,,,,,,, iy € (GY)! so erklért, dass

A:al/\.../\&k,
B=bAN...N\b.

Beide Vektorfamilien sind also eine Basis des jeweiligen Untervektorraumes, es gilt A =

----------

..........

auf. O

Satz 8.1.7 (Durchschnitt mit Durchschnittsoperator). Seien die Grunddimension n €
Ny und die Geometrische Algebra G = R?*" erklirt, sowie der k-Spat A € G* und der
[-Spat B € G' mit k,l € {0,...,n} so, dass A* A B* # 0, welche die Untervektorriume

A={reG' |znA=0}
B={zeG'|zAB=0}

definieren.
Der Durchschnitt ist

ANB={reG'|zA(AV B) =0} (8.10)
Beweis. Es gilt
ANBE (AY +BY)”
%{xegl |z A (A* A BY)*}
%O{megl|x/\(AvB):0}. O

Lemma 8.1.8 (Transformation eines Untervektorraumes). Seien die Grunddimension
n € N und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt, sowie die lineare invertierbare
Funktion f : G' — G und der entsprechende invertierbare Qutermorphismus f : G — G
so, dass f(z) = f(z) Vo € G". B
Definiere der k-Spat A € GF mit dem Grad k € {0,...,n} den Untervektorraum

A={reG' |znA=0}
Beziiglich dem Bild des Untervektorraumes gilt

f(A) ={zeG" |z A f(A) =0} (8.11)
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Beweis. Wegen der Linearitdt des Outermorphismus ist f(0) = 0. Daraus und aus der
Invertierbarkeit folgern wir

VeeG :aANA=0+ f(xNA)=0. (8.12)
Es gilt
f(A) = {f(x) | € A}

Lf@) [z €G A (zAA=0)}
={zed' | (x)NA=0}

e e G| f(f M (z) A A) =0}
={zegG" |z A f(A) =0} O

8.2. Orthogonale Projektion

Definition 8.2.1 (Orthogonale Projektion). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrischen Algebra G = R?" erklirt. Definiere der k-Spat A € G* : AAT # 0 mit
dem Grad k € {1,...,n} den k-dimensionalen Untervektorraum

A={reg'|znA=0}.
Wir nennen die Abbildung

Py gl — ./4,
v (- A)A = (] A)AT? (8.13)

eine orthogonale Projektion in den Untervektorraum A.

Beweis der Zielmenge. Laut Lemma 7.3.5 konnen wir den k-Spat A in k Vektoren
(ai)icq,.. 1y € (Ql)]c so faktorisieren, dass

A=aas...a.
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Es gilt

k
_ -1 11 11
= E ((x~ai) A1 e Qi1 Qg - Qg Oy o Gy Gy . Gy GG )

=1
k
=D (vra)at €G! (8.14)
=1
k xTr-a
7.9 - g
=) o wegd, (8.15)
=1 v "

die orthogonale Projektion eines Vektors resultiert also in einer Linearkombination der
Vektoren (a;)icq1,..ky und liegt deshalb in A = L(a;)ic1,.. k) O

.....

Beweis der Orthogonalitdt. Die Richtung der Projektion ist © — Ps(x). Da

3.17

(x — Py(z))- A= x- A— Py(x)A

Lo A—(z-A)ATA
= ()7
ist die Projektion orthogonal zu dem Untervektorraum A. O

Lemma 8.2.1 (Idempotenz). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische
Algebra G = R*" erklirt. Definiere der k-Spat A € G' : AAT # 0 mit dem Grad k €
{1,...,n} den Untervektorraum

A={reg' |znA=0}.
Es gilt
Vee A: Py(x) =z,
die Elemente in A sind also idempotent beziiglich der Projektion Pa(x).

Beweis. Fiir alle z € A gilt

Pa(z) "2 (z- A)A™!
Z (- AraznrAAT
= zAA"!

= . O
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Lemma 8.2.2 (Outermorphismus der orthogonalen Projektion). Seien die Grunddi-
mension n € Ny und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt. Definiere der k-Spat
AeGl: AAT £ 0 mit dem Grad k € {1,...,n} den Untervektorraum

A={ze€G' |znA=0}
Die Abbildung
Py:G— G,

X (X]A)]A™
ist der Qutermorphismus der orthogonalen Projektion.
Beweis. Es gilt

VUV EePN):UAV =0+ U=V.

Wir stellen fest, dass fiir alle A € G

AAT = Y ApATveper = Y Ap(ATvepey = 1. (8.16)
(UV)eP(N)? (UV)eP(N)?
c UAV=UAV c UAV=0

gilt. Nehmen wir fiir U, V, W, XY, Z € P(N) die Identititen VAW =0 und VAZ =0
an, dann ist

(UuX)/)Y)/Z=(UuX)N2)U(Y/ Z)
UNnzZ)u(Xnz)uly/Zz)
NZ)U((X/Y)/Z)
NW)U((X/Y)/Z)
NW)yuV/W)u(X/Y)/Z)
U/V)/W)u(X/Y)/2) (8.17)

e N N N N N

Fiir alle B, C € G gilt
(BAC)|A) AT

3.1 3 ByCx Ay (A™)zevexeyey

3.6
(U,X.,Y,Z)EP(N)%xP*(N)?
UAXAYAVAZ=((UUX)/Y)/Z

8.16 Z ByAy (A ) wOx Ay (A 2 epevewexeyes

(UV,W,X,Y,Z)eP(N)xPE(N)2 xP(N)x Pk (N)?
C UANVAWAXAY AVAZ=((UUX))Y))Z

8é7 Z BUAv(Ail)WCXAy(Ail)Z Cyeyvewex€eyey

(UV,W,X,Y,Z)EP(N)xPE(N)? xP(N)x P*(N)?
F UAVAWAXAYAVAZ=(U/V)/WU(X/Y)/Z)

L (BlA)JAT) A (€A AT
und weiter fiir alle A € R
(AB+C) | A) | AT = A(B|A) | A" +(C | 4) | A7 .
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8.3. Sandwichprodukt

Definition 8.3.1 (Sandwichprodukt). Seien die Geometrische Algebra G, sowie der
Versor A € G mit der Paritit P € {0,1} erklirt.
Wir nennen ein Sandwichprodukt eine Abbildung in der Form

g—g,
B+ ABA™. (8.18)

Korollar 8.3.1 (Linearitit des Sandwichproduktes). Es gilt
AAB+ C)A™ 2 NABA™ + ACA™!

fiir alle B,C' € G und fiir alle A € R.

Lemma 8.3.2 (Graderhaltung beim Sandwichprodukt). Seien die Grunddimension n €
Ny und die Geometrische Algebra G = R?" erklirt, sowie der Versor A € G und der
Multivektor B € G.

Das Sandwichprodukt ist graderhaltend, fir alle k € {0,...,n} gilt

A(B)yA™t = (ABA™Y),. (8.19)

Beweis. Sei N = {1,...,n} die Grundmenge der Geometrischen Algebra G.
Wir stellen fest, dass fiir alle V€ P(N) und alle i,j € N : |[VA{i}A{j}] # |V|

a({iy, V)a({i}, {7}) a(V:{7}) a(V:{i}) a({7}, {i}) a({7}, V)
— (_1)|V|+\Vﬂ{i}\ (—1) (_1)IVI+\Vﬁ{j}I
= (—1)VNisHva+

=1 (8.20)

gilt. Daraus folgern wir fiir alle a € G und alle k,1 € {0,...,n} : k #1

2.4
(a(B)ra)y = > agyyBvagy eqeveg;

VEP(N) i,jEN
VI=k : VA{AH=

= > > agy Byagy eqyeversy + agyByagy egyeveq
VeP(N) i,jeEN
CVisk s (IVA{GA{GH=D

A (i<7)
20 0.

Also gilt fiir alle @ € G! und alle k € {0,...,n}
a(B)ra = (aBa)y.

Dies konnen wir auf einen Versor als endliches Produkt von Vektoren fortfithren, als
auch auf dessen Inverse. O
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Satz 8.3.3 (Sandwichprodukt als Outermorphismus). Fin Sandwichprodukt wie in 8.18
hat alle FEigenschaften eines Outermorphismus.

Beweis. Seien die Geometrische Algebra G erklirt, sowie der Versor A € G mit Paritiit
P e{0,1}.
Fiir alle B, C € G gilt

k,le{0,...,n}
= > AUBKC) AT
k,1€{0,...,n}
819 Z (A(B)R(CYATY), |,
k,1€{0,....,n}
— Z (A(B)RATTA(C)ATY),
k,1€{0,....,n}
8.19 Z ((ABATY) (ACA™ ),
k,le{0,....,n}
=N (ABAT) A (ACATY),
k,1€{0,...,n}

j’i; (ABA™Y) A (ACA™Y)

Das Sandwichprodukt ist also endomorph beziiglich dem &dufleren Produkt und laut
Korollar 8.3.1 linear, besitzt also alle Eigenschaften eines Outermorphismus. O]

8.4. Orthogonale Spiegelung
Definition 8.4.1 (Orthogonale Spiegelung). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrischen Algebra G = R?" erklirt. Definiere ein k-Vektor A € GF : AAT # 0 mit

Grad k € {0,...,n} den k-dimensionaler Untervektorraum A = {z € G' | AA z = 0}.
Wir nennen die Operation

Sa:Gh—gh,
z i (1) AzAT! (8.21)

eine Spiegelung eines Vektors am Untervektorraum A.

Beweis zur orthogonalen Spiegelung. Unter der orthogonalen Spiegelung eines Vektors
r € G' an dem Untervektorraum A verstehen wir die zweimalige Verschiebung des
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8. Vektorraum

Vektors in Projektionsrichtung P4(x) — x, also

x+ 2 (Pa(x) —x) =2Ps(x) — x
oz A)AT — 2 AAT
=2z -A—2A)A™!

(- A-aNA)AT

3.3

3?%16 (D) 'A -2+ (=) 'AAz)A™!
(L) Az AT 0
3.3

Korollar 8.4.1 (Spiegelung als Sandwichprodukt). Eine Spiegelung hat die Eigenschaf-
ten eines Sandwichproduktes.

Lemma 8.4.2 (Invarianz beziiglich innerem Produkt). Seien die Grunddimension n €
No und die Geometrische Algebra G = R*" erklirt, sowie der k-Spat A € GF : AAT #£ 0
mit Grad k € {0,...,n} und der Untervektorraum A= {x € G' |z AN A = 0}.
Es gilt
Sa(x)Sa(z) =22 Vo € G
Beweis. Fiir alle z € G gilt
Sa(x)Sa(z) 2 (1) (=) T AzA Az AT!
= Azz A~

7.4

= rxAA™!
7.7
= xx. OJ

Lemma 8.4.3 (Involution). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische
Algebra G = R?" erklirt, sowie der k-Spat A € G* mit AAT # 0 und mit Grad k €
{0,...,n} und der Untervektorraum A= {x € G' | z AN A = 0}.
Die Spiegelung S 4 ist involutorisch, es gilt

(SA o) SA)<JJ) = X.
Beweis. Fiir alle z € G gilt

(Sa0Sa)(x) = Sa(Salz))
= AAzATI AT

2 Aapa-tat-L

AA
16 g Ap AL A (—1) L
= AACATA(D) T
2 AT Az AT A
7.16
= . []
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9. Konformes Modell G, ;

9.1. Horosphare

Definition 9.1.1 (Nullbasis). Seien eine Grunddimension n € Ny und die Geometrische
Algebra G,,111 erkldrt, sowie der Skalar A € R\ {0}.

Wir definieren die Nullbasis als (es, €9) € (G +1’1)2 mit den Vektoren

11
e = 75 (eqn1y + eqneay)

1
€0 = EA (€{n+2} - €{n+1}) .

Korollar 9.1.1 (Nullbasisaxiome). Es gilt
€ooboo = €p€y = 0, (9.1)
2. €oo " €0 = €0 " Eoo = —1,
€oo N €0 = €fni1} N €{ni2}.
Definition 9.1.2 (Horosphire). Seien eine Grunddimension n € Ny und die Geometri-

sche Algebra G, 1, erklért.
Die projektive Hyperebene wird als

w1 =1{z € gi+1,1 | 2 e = —1}
definiert. Weiter definieren wir den Nullkegel
N1 = {2 € Gppyy |z 2 =0}.
Wir nennen den Durchschnitt
R = 5;+1 NN
={zegi v ec=—1Az-2=0} (9.2)

die Horosphdre des konformen Modells G,.1:. Die Horosphire 8, C G, ist eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, die in den Vektorraum G, | eingebettet ist.

Anmerkung. Abbildung 9.1 skizziert die Horosphére in der Geometrischen Algebra G, ;.

Korollar 9.1.2 (Lineare Unabhéngigkeit der Horosphdrenpunkte). Alle Punkte in der
Horosphire K, sind linear unabhdngig, da

Vee R, :ANeR: (\r) - ex = —1.

93



9. Konformes Modell

Abbildung 9.1.: Dreidimensionale Geometrische Algebra G, ; mit projektiver Hyperebe-
ne 95, Nullkegel 9, und Horosphére RK;. Die Nullbasis des konformen
Modelles ist mit €., = (ef21+€3y) und ey = %(6{3}—6{2}) parametrisiert.

9.2. Hom6omorphismus

Lemma 9.2.1 (Homéomorphismus). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geo-
metrische Algebra G111 = R2"* erklart, sowie die Horosphdre K, C g}wl’l wie in
Definition 9.1.2 definiert.

Es gibt einen Homdoomorphismus zwischen der Horosphdre R, und dem Vektorraum

1 1 .
n,0 - gn—l—l,l .

1
00 = Ry = Y+ S y)ew +eo; (9.3)

R, — Q}L’O,JC =z + (2 eg)es — €.

Beweis. Wegen y-e,, =y-e9g=0Vy € g}w und den Nullbasisaxiomen in Korollar 9.1.1
gilt fiir alle y € G

1
(y+§(y~y)eoo+eo> Tloo = —1
und
1 1
(y+§(y-y)eoo+eo> : (y+§(y-y)eoo+eo>
1 1
=y y—50-y) -5y

= ()7
also (y+ 2(y - y)es + €0) € Ky

Wegen z - e, = —1 Va € K, und den Nullbasisaxiomen in Korollar 9.1.1 gilt fiir alle
rER,

(x4 (r-€eg)esw —€0) o =—1+1=0
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9.2. HomGomorphismus

und
(x4 (x-eg)ew —€0) €0 =€y —x-e9g=0,
also (z + (- eg)ecs — €0) € Gy g O

Lemma 9.2.2 (Homoomorphie der Sphéren). Seien die Grunddimension n € Ny und
die Geometrische Algebra Gny1q = R¥ erklirt, sowie die Horosphire R, C G-
Definieren k € {2,...,n+ 2} Punkte ay,...a;, € &, mitVi,j € {1,....k} 1 a; # a; den
k-dimensionale Untervektorraum

A={zeG i |lahaiN...Nay =0}
Der (k — 2)-dimensionale geschnittene Unterraum
ANR, ={z € R, |zNagN... Nap =0}

ist homdomorph zu einer (k — 2)-Sphdre im Vektorraum G .

Beweis. Sei A =ay; A ... N ag. Es gilt
AN K,
={reR, |zNA=0}
={z € R, | exeo(x NA) =0}
LU eR, | exw- (o (zAA) =0}
2 e Ry e ((e0-T)A— 2 A (e A)) =0}
2 e Ry | (e0- ) (ens - A) — (en0 - 1) (€0 - A) 4+ 2 A (€00 - (€0 - A)) = 0}
LUz e Ry (0 2)(ens - A)+ (o A) + 2 A ((ese Aeg) - A) = 0}

© N
w

(/i1 =3P en )+ con )+ (4 e+ e0) A (e h ) 4) = 0

{10l (31 (cx — (ex A (len nea) - )7 4y

+ (eo + (€0 - A) (e Aeg) - A)7H) ) A ((esw Neg) - A) = 0}
~{vegiol (5w o= jutn? =) Allew o) - ) =0
= {yegyll,o |y A ((eso Aeo) - A) =0 A (y —yo)* =12}

mit der Parametrisierung einer (k — 2)-Sphére, namlich dem Mittelpunkt

Yo = (o — (o0 - A) ((ea Aeg) - A7) € Gl
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9. Konformes Modell

’ k =dimA ‘ dim AN K, ‘ Figur in g%,o ‘ Darstellung mit a4, as, az, ay € K, ‘

2 0 Punktepaar ai N asy
3 1 Kreislinie a1 A\ as N\ as
4 2 Kugeloberflache aip Nas A as A ay

Tabelle 9.1.: Graduierte Untervektorrdume A = {z € 8, | x Aa; A ... Aax = 0} mit
Grad k € {2,...,4} im konformen Modell und zu A N &,, homdomorphe
Figuren im Vektorraum G, ; des Standardraummodells.

und dem Radius r € R, der der Gleichung

_%yo_l(yo2 — %) =¢o+ (o A) (e N €g) - A) 7

geniigt. O

Anmerkung. Tabelle 9.1 benennt drei (k — 2)-Sphéren mit £ € {2,...,4} als homo-
omorphe Figuren in Q}L,O.

Lemma 9.2.3 (Homoomorphie der Ebenen). Seien die Grunddimension n € Ny, die
Geometrische Algebra G,111 = R wund der k € {2,...,n + 2}-dimensionale Unter-
vektorraum A C G} 111 So erklart, dass

dmA=kAAZG, (A ex €A,

n

sowie die Horosphire R, C Gy, definiert.
Der (k — 2)-dimensionale geschnittene Unterraum

AN K,

ist homdomorph zu einer (k — 2)-Ebene im Vektorraum G, .

Beweis. Definiere der k-Spat A € G, mit (exs A€g) - A # 0 und exs A A = 0 den
k-dimensionalen Untervektorraum

A={ze€ Gy |z NA=0}

Aus (es Neg) - A # 0 folgt AZ G und aus e, A A = 0 folgt e, € A.
Mit e, A A = 0 stellen wir fest, dass

oo - A = e A
2! —€oo ((€0 " €00) A+ exo(eg - A))
7.24

= —euo (€0 - (e0A))
28 e ((eco A o) - A). (9.4)
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9.2. HomGomorphismus

| dim A | dim AN K, | Figur in G}, | Darstellung mit a;,az, a3 € K, |

2 0 Punkt a1 N eso
3 1 Linie ap N\ ag N eso
4 2 Ebene a1 N\ as A\ ag N e

Tabelle 9.2.: Graduierte Untervektorraume A ={zx € K, |z Aa1 A... Aag_1 N e =0}
mit Grad £ = dim A € {2,...,4} im konformen Modell und zu AN K,
homomorphe Figuren im Vektorraum G, ; des Standardraummodells.

Es gilt
AN &, (99)
={re R |rANA=0}
= {z € R, | eoceo(z A A) =0}
L iz e Ry | (eoo Aeg) - (z A A) =0}
2z e Ry (ene (e0- (xAA)) =0}
"z € Ryl e ((e0-2)A—2 A e+ A)) = 0}
"z € R | (e0 @) (eoo - A) = (eao - )(€0 - A) + 3 A (€0 - (€0 - A)) = 0}
=o€ Rl (e 2)(eow - A) + (0 A) 2 A (e N o) - A) = 0}

2 {y € g;o | —%yQ(eOo cA)+ (eg- A) + (y + %?feoo +e9) A ((eoo Neg) - A) = O}

LGl | (y+ ot (eo- A) ((emo Aeo) - A)) A (e Aco) - A) = 0)
= {yGQ}L’O | (y —y0) A ((ess Neg) - A) :0}

©

mit der Parametrisierung einer (k — 2)-Ebene, ndmlich dem Normalenvektor vom Ur-
sprung zur Ebene

yo = — (€0 + (€0 - A) ((eso A eo) - A)_l) € G- 0

Anmerkung. Tabelle 9.2 benennt drei (k — 2)-Ebenen mit & € {2,...,4} als homo-
omorphe Figuren in G, ;.

Lemma 9.2.4 (Punkt-0-Ebene-Aquivalenz). Seien die Grunddimension n € Ny, die
Geometrische Algebra G111 = RTH, die Horosphdre R, C Q}LH’I und der Punkt a € K&,
erkldrt.
Es qilt

{reR, |zNaNex =0} =a,

die 0-Ebene {x € R, | x Na A ex} ist also gleich dem definierenden Punkt a.
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9. Konformes Modell

Beweis. Es gilt

{reR, |rNaNex =0}

LUz e Ry (o) ens (@A ese)) + (€0 (@A eEse)) + T A (en- (€0 (aAesx))) =0}
2z e Ry | —(eo T)ew + (€0 a)ess — a+x A (e - ((€0 - a)e +a)) = 0}
z%;{xeﬁn]—(eo-x)eoo—i-(eo-a)eoo—a—x:()}
={refR, (e (a—2))ex —a—xz=0}

={z e R, | (e N (a—1x))esx =0}

Qis{xeﬁﬂ]x—a:()}
= a. 0

9.3. Transformationen

Lemma 9.3.1 (Spiegelung an einer Ebene). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrische Algebra G111 erkldrt, sowie die Horosphére K, C Q}LJrLl. Definiere der
k-Spat A € G¥ mit AN eso = 0 und mit Grad k € {2,...,n+ 2} einen k-dimensionalen
Untervektorraum

A={r€Gy, |z NA=0}

und damit eine (k — 2)-Ebene AN RK,.
Fiir alle x € R, gilt

(—1)* Sa(x) € &y
mat der Spiegelung S4 nach Definition 8.4.1.
Beweis. Fiir jedes x € K, konnen wir

Sa(®) - a0 2 (=P (ATZATY) - en
= (A (AT ) (1A ) AT (S1)FHA - e)aAT!
0.1 (— 1) (Az) (o - A7) + (—1)F+L 4 (—1)FF1(A - en )z A~
(—1)FH Azeg A7 4+ (=15 + (=) AegorA ™!
= 2(— 1" A - en) AT 4 (~1)FH
= 2(—1)F + (—1)k*!
= (="
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9.3. Transformationen

und
Sa(z) - Sa(z) *2' (AzA™Y) - (AzA™)
2 AzA AzA
=TT
0.
zeigen, woraus wir (—1)% Sy(x) € &, folgern. O

Definition 9.3.1 (Rotation). Seien eine Grunddimension n € Ny und eine Geometrische
Algebra G, 41,1 erklart, sowie die Horosphére &, C gl 11 Definieren die k-Spate A, B €
G* mit (AAes =0 und B Aey =0 und A* A B* # 0) und mit Grad k € {2,...,n+2}
die k-dimensionalen Untervektorrdume

A:{xeg}wu‘x/\A:O}

und

und damit die (k — 2)-Ebenen AN K, und BN K,.
Die Abbildung

R, = R,,x— BAzA B!

1

beschreibt eine Rotation in dem Vektorraum G, ,,

ist.

der homdomorph zur Horosphére K,

Definition 9.3.2 (Translation). Seien eine Grunddimension n € Ny und eine Geo-
metrische Algebra G, 11, erklért, sowie die Horosphére &, C gl 411 Definieren die k-
Spate A, B € G* mit (AA ey = 0und B A ey = 0 und A* A B* = 0) und mit Grad
k€ {2,...,n+ 2} die k-dimensionalen Untervektorraume

A={r€Gu |z ANA=0}

und

B={s€Gh|sAB=0}

und damit die (k — 2)-Ebenen AN K, und BN K,.
Die Abbildung

R, = R,z — BAzA™'B™!

1

beschreibt eine Translation in dem Vektorraum Qmo,

R,, ist.

der homoomorph zur Horosphére
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9. Konformes Modell

Definition 9.3.3 (Bewegung). Seien eine Grunddimension n € Ny und eine Geometri-
sche Algebra G, 111 erklért. Beschreibe der gerade Versor R € G, , eine Rotation und

der gerade Versor T' € GF 41,1 eine Translation.
Die Abbildung

R, = Ry, x— TRxR T

beschreibt eine eigentliche Bewegung im Vektorraum gﬁb’o, der homéomorph zur Horo-

sphére K, ist.
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10. Multivektor

10.1. Darstellung von Mengen

Fontijne [11] stellt eine Moglichkeit der Darstellung von Elementen einer Potenzmenge
als nicht-negative ganze Zahl vor.

Definition 10.1.1 (Bitmenge). Sei die Grunddimension n € Ny erklért.
Anhand der Grunddimension definieren wir die Bitmenge als zusammenhéngende Teil-
menge

B, ={0,...,2" — 1} C Np.
der nicht-negativen ganzen Zahlen Nj. Elemente der Bitmenge B, werden in einem

Binédrsystem durch n Bits dargestellt.

Definition 10.1.2 (Stoneabbildung). Seien die Grunddimension n € Ny und die Grund-
menge N = {1,...,n} erklart, sowie die Bitmenge B,,.
Wir definieren die bijektive Stoneabbildung als

b: P(N) — B,,

U+— 22"‘1

ieU
und schreiben ihre Inverse als
b ': B, — P(N),
ks {ie N|k/27te N}
Definition 10.1.3 (XOR-Operation). Seien eine Grunddimension n € Ny erklart, sowie

die Bitmenge B,,.
Wir nennen die zweistellige Verkniipfung

XOR: B, x B, — B,,
(i,7) = b ((071(0) A (b71(4)))

die XOR-Operation. Diese Operation ist in allen iiblichen Rechenarchitekturen vorhan-
den.

Die Stoneabbildung ist ein Isomorphismus zwischen den Paaren (P(N), A) und
(B,,, XOR) und dient der Implementierung der symmetrischen Differenz in Mengensys-
temen.
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10. Multivektor

| P(N) | Dez. | Bindr | [ XOR [| 000 | 001 [ 010 | 011 [ 100 | 101 | 110 [ 111 |
0 0 | 000 000 [| 000 | 001 | 010 [ 011 | 100 | 101 | 110 | 111
{1} 1 | 001 001 ][ 001 [ 000 | 011 [ 010 | 101 | 100 | 111 | 110
{2} 2 | 010 010 ][ 010 [ 011 [ 000 [ 001 | 110 | 111 | 100 | 101
{1,2} | 3 | o1l 011 [ 011 | 010 | 001 [ 000 | 111 | 110 | 101 | 100
{3} 4 | 100 100 || 100 [ 101 | 110 | 111 | 000 [ 001 | 010 | 011
{1,.3} [ 5 | 101 101 || 101 [ 100 | 111 | 110 | 001 [ 000 | 011 | 010
{23} [ 6 | 110 110 || 110 [ 111 | 100 | 101 | 010 | 011 | 000 | 001
{1,2,34 | 7 | 111 111 [| 111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000

Tabelle 10.1.: Stoneabbildung von Elementen der Potenzmenge P({1,2,3}) auf Elemen-
te der Bitmenge B3 in dezimaler und bindrer Schreibweise, sowie Ver-
kniipfungstabelle der XOR-Operation von Elementen der Bitmenge Bg
bindr dargestellt.

Beispiel 10.1.1 (Stoneabbildung und XOR-Operation in der Grunddimension 3). Die
linke Seite der Tabelle 10.1 zeigt die Stoneabbildung b : P({1,2,3}) — B3, wobei die
Elemente in B3 in dezimaler und bindrer Schreibweise dargestellt werden.

Die rechte Seite der Tabelle zeigt eine Verkniipfungstafel der XOR-Operation mit den
Elementen in B3 bindr dargestellt.

10.2. Ablage im Speicher

In diesem Abschnitt wird die Ablage eines Multivektors im Speicher besprochen. Wir
folgen dabei dem direkten Weg der Ablage der Koordinaten in ein Array, und zeigen
mogliche Indizierungen der Koordinaten durch Indexabbildungen auf.

Definition 10.2.1 (Array). Wir definieren ein Array der Gréfie n € Ny und des Daten-
types T als eine endliche Folge

(ai)ie{o ..... n-1y € T".

Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geome-
trische Algebra G = R?" erkliirt, sowie der Multivektor

A= (Ap)vem eRM C g

mit dem Mengensystem M C P(N) iiber N erklért.
Mit einer eindeutigen Indexabbildung

1:{0,...,IM| -1} > M

zwischen dem Mengensystem M und der Indexmenge {0,. .., |M]|—1} kann der Multi-
vektor A als Array

im Speicher abgelegt werden.
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10.2. Ablage im Speicher

Arithmetische Indexabbildungen Mogliche Indexabbildungen stellen die Struktur aus-
gezeichneter Elemente einer Geometrischen Algebra arithmetisch dar und kénnen rech-
nerisch bestimmt werden. Da eine Indexabbildung eindeutig ist, wére die rechnerische
Bestimmung der Inversen ebenfalls vorstellbar.

Beispiel 10.2.1 (Stoneabbildung als arithmetische Indexabbildung). Da das Bild der
Potenzmenge unter der Stoneabbildung b(P(N)) eine endliche Indexmenge ergibt, ndm-
lich

b(P(N))=40,...,2" — 1},
kann die Stoneabbildung als Indexabbildung

1:40,...,2" — 1} = M,
i+ b(0)
fiir die Indizierung von Koordinaten iiber P(N) verwendet werden.

Beispiel 10.2.2 (Arithmetische Indexabbildung der geraden Potenzmenge). Seien die
Grunddimension n € Ny und die Grundmenge N = {1,...,n} erklért.

Aus der Definition des Mengendifferenzisomorphismus aus Satz A.1.1 lidsst sich folgende
arithmetische Indexabbildung iiber die gerade Potenzmenge P*(N) entwickeln:

I:40,...,207Y — 1} - PH(N),
, ) fiir =1(4) gerade
i o :
b= (i) U{n} fir b~'(i) ungerade

Tabellarische Indexabbildung Fiir ein beliebiges Mengensystem M C P(N) mit
Grunddimension n € Ny und Grundmenge N = {1,...,n} kann ein Indexarray

verwendet werden, welches die Indexabbildung

I {0, M| =1} = M
Z)—)b_l(k’l)

induziert.
Die inverse Indexabbildung wiirde in der Implementierung eine Suche in dem Indexarray
beinhalten.
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11. Vorzeichenfunktion

11.1. Einleitung

In diesem Kapitel wird auf die Implementierung der Vorzeichenfunktion eingegangen.
Durch die Konstruktion der Geometrischen Algebra und der Definition der Vorzeichen-
funktion in der vorliegenden Arbeit kann im Folgenden eine giinstigere Implementierung
zu den bisher bekannten vorgestellt werden.

Es sollte beachtet werden, dass die Signatur einer Geometrischen Algebra in der Anwen-
dung schon zur Kompilierzeit einer Implementierung bekannt sein kénnte. Dies sollte
im Allgemeinen zur Bestimmung des Vorzeichens in der Implementierung des Geometri-
schen Produktes wihrend des Kompiliervorganges ausgeniitzt werden.

11.2. Homomorphismus

Definition 11.2.1 (Vorzeichenpotenzfunktion). Wir definieren die Vorzeichenpotenz-
funktion als

s: No — {—1,+1},
b (1)
Wir nennen das Argument b € Ny der Vorzeichenpotenzfunktion eine Vorzeichensumme.
Die Vorzeichenpotenzfunktion in 11.2.1 ist ein Homomorphismus von (Np, +) in
({—1,+1},e), es gilt
s(b+c) = s(b)s(c) Vb, c € Ny.

Sie besitzt eine Rechtsinverse

s7h {—1,+1} = {0,1},

a— (1—a)/2,
so daf3
(sos)(a)=a

fir alle a € {—1,+1} gilt.

Die Vorzeichenpotenzfunktion und ihre Rechtsinverse wird im Folgenden benutzt, um
Multiplikationen von Vorzeichen als Additionen durchzufithren. Auf Rechenarchitektu-
ren kann es giinstiger sein, anstatt eine Koordinate mit dem endlichen Produkt von
Vorzeichen zu multiplizieren, eine Vorzeichensumme zu berechnen und das Vorzeichen
der Koordinate anhand der Paritét der Vorzeichensumme zu é&ndern.
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11. Vorzeichenfunktion

11.3. Implementierung nach Definition der
Vorzeichenfunktion

Seien die Signatur (p,q) € (Np)?, die Grunddimension n = p + ¢ € Ny und die Grund-

menge N = {1,...,n} erklart.

Unter der Verwendung der Stoneabbildung b : P(N) — B,, kann die Vorzeichenfunktion
anhand ihrer Definition in 1.6 als Abbildung

B, x B, — {~1,+1},
(k. 1) = a (b7 (k) b~ (1))
= II II {3 4h

i€b=1(k) jeb—1(1)

=s| > > sk {})

ieb—1(k) jeb—1(l)

implementiert werden.
Eine mogliche Implementierung der Vorzeichenfunktion iiber der Grundmenge, die den
Axiomen in 1.5 und 1.7 geniigt, ist

N x N — {-1,+1},

(i,5) = a({i}, {j}) = {

+1 fiir (i < j) oder (i = j und i <= p)
—1 fiir (¢ > j) oder (i = j und i > p)

)

sowie die Implementierung ihrer Rechtsinversen

N x N — {0,1},

0 fiir (1 < j) oder (i = j und i <= p)
.o -1 . .
J) = ) = e . ‘
(i) = s (a{i} 7)) {1 fiir (¢ > j) oder (i = j und i > p)
Algorithmus 1 zeigt eine Implementierung der Vorzeichenfunktion nach Definition in
1.6, wobei die Vorzeichenpotenzfunktion und ihre Rechtsinverse zur Berechnung einer

Vorzeichensumme b € Ny verwendet wird, so dal das Vorzeichen s(b) ist.

11.4. Implementierung nach Axiomen des
Geometrischen Produktes

Seien die Signatur (p, q) € (Ny)?, die Grunddimension n = p + g € Ny, die Grundmenge
N ={1,...,n} und die Geometrische Algebra G,, = R*" erklirt.
Das Geometrische Produkt zwischen Basisvektoren ist durch folgende Axiome definiert:

1. Antikommutativitat von Basisvektoren in 7.6:
Efi}E{j} = —E[j}€{i} Vi,je N :i+# 7.
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11.4. Implementierung nach Axiomen des Geometrischen Produktes

Algorithmus 1 : Algorithmus zur Berechnung der Vorzeichenfunktion nach De-
finition in 1.6.
Daten : Endliches Indexmengenpaar (k,[) € (B,,)2.
Ergebnis : Vorzeichensumme b € Ny, so daf§ das Vorzeichen s(b) ist.
Beginn
b+« 0
fiir jedes i € b (k) tue
fiir jedes j € b'(1) tue
wenn (i > j) oder (i = j und i > p) dann
| bb+1
Ende
Ende
Ende
zuriick b
Ende

2. Assoziativitat von Basisvektoren in 1.24:

(epepy)em = e (egremw) Vi j. ke N.

3. Produkt zwischen Basisvektoren in 1.21:
+1 fire<p

Eneiy — . VZEN,
Rt —1 firi>p

wobei laut 2.10 jeder Basismultivektor in das endliche Produkt

cw= H o{ih i) e

von Basisvektoren zerlegt werden kann.

Definition 11.4.1 (AND-Operator). Seien die Grunddimension n € Ny erklart, sowie
die Bitmenge B,,.
Wir definieren den AND-Operator als

AND: B, x B, —+ B,,
(k, 1) —=0b""(b(k) N b(1)).
Definition 11.4.2 (Rechtsschiebung). Seien die Grunddimension n € Ny erkléart, sowie
die Bitmenge B,,.

Wir definieren den Rechtsschieber als

>>: B, x Ny —B,,
(k,i) — k/(2Y).
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11. Vorzeichenfunktion

Definition 11.4.3 (Bitanzahl). Seien die Grunddimension n € Ny erklért, sowie die
Bitmenge B,,.
Wir defineren die Bitanzahl oder das Hamming-Gewicht einer endlichen Indexmenge als

C: Bn — NO
ks [b7H(U)].

Zur Berechnung der Bitanzahl existieren effiziente Implementierung fiir {ibliche Da-
tentypen auf heutigen Rechenarchitekturen.

Algorithmus 2 : Algorithmus zur Berechnung der Vorzeichenfunktion nach Axio-
men des Geometrischen Produktes von Basisvektoren. Der Algorithmus ist eine
Erweiterung der Implementierung von Dorst, Fontijne und Mann [8].
Daten : Endliches Indexmengenpaar (k,[) € (B,,)2.
Ergebnis : Vorzeichensumme b € Ny, so da§ das Vorzeichen s(b) ist.
Beginn
b+ 0
k< k>>1
solange k # 0 tue
b+ b+ C(kANDI)
k< k>>1
Ende
zuriick b
Ende

Dorst, Fontijne und Mann [8] zeigen eine Implementierung der Vorzeichenfunktion

anhand dieser Axiome, wobei sie von der Implementierung eines Standardraummodelles
G0 ausgehen.
Algorithmus 2 zeigt eine Erweiterung der Implementierung von Dorst, Fontijne und
Mann [8] zur Berechnung der Vorzeichenfunktion basierend auf den Axiomen des Geo-
metrischen Produktes von Basisvektoren. Die Erweiterung beinhaltet die Vorzeichenbe-
stimmung fiir eine Geometrische Algebra mit beliebiger Signatur.

11.5. Implementierung nach Axiomen der
Vorzeichenfunktion
Seien die Signatur (p,q) € (Np)?, die Grunddimension n = p + ¢ € Ny und die Grund-

menge N = {1,...,n} erklart.
Folgende Axiome geniigen einer Vorzeichenfunktion:
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11.6. Laufzeitvergleiche

1. Symmetrieeigenschaft in 1.12:

a(U, V) = (-)WWIVHIWVD (V. U) VU,V € P(N).

2. Vorzeichenfunktion gleicher Operanden in 1.19 und Vorzeichenfunktion aus Signa-
tur in 1.15:

1 B +1 fiiri<p
a(U,U) = (—1)21V10Y] 1)H{_1 fir i > VU € P(N).
€U ure=p

Diese Axiome werden durch die Abbildung
P(N) x P(N) = {—1,1},

+1
(U, V)= aUnNV,UNV) {(_1)U|v|+|UmV| fir o(U) > b(V)

erfiillt.
Die Vorzeichenfunktion mit gleichen Argumenten kann durch die Definition einer Signa-
turmenge

A={ieN|i>p}
und unter Beachtung von 1.19 und 1.15 als
a(U,U) = (—1)%IU\(IU|—1)+|UmA\

bestimmt werden.
Damit konnen wir eine Vorzeichensumme

) 0 fitr b(U) < b(V)
b=(UNV|(JUNV[=1))/2+|UNA|+ {|U||V| HUNV]| i b(U) > b(V)

berechnen, so dafl a(U, V') = s(b) gilt.
Algorithmus 3 zeigt eine entsprechende Implementierung.

11.6. Laufzeitvergleiche

Abbildung 11.1 zeigt Messungen der Evaluierungsdauer von Implementierungen der Vor-
zeichenfunktion iiber der Grunddimension n € {6,...,12}, durchgefithrt wie in Algo-
rithmus 4 dargestellt. Durchgezogene Kurven zeigen Evaluierungen mit einer Signatur
(n,0), gepunktete Kurven mit einer Signatur (0,n). Die Messungen wurden auf einer
Intel Core2 Duo T9300 CPU bei 2.50GHz durchgefiihrt.
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11.

Vorzeichenfunktion

Algorithmus 3 : Algorithmus zur Berechnung der Vorzeichenfunktion nach Axio-

men der Vorzeichenfunktion.

Daten : Signaturbitmap a = b(A) = >, . 32"
Daten : Endliches Indexmengenpaar (k,[) € (B,)%.
Ergebnis : Vorzeichensumme b € Ny, so dafl das Vorzeichen s(b) ist.
Beginn
m < kANDI
r < C(m)
fir k <1

b« —1))>>1)+C(mAND _

(=) ==+ CmAND D+ gy oy + v fir k> 1
zuriick b
Ende

Evaluierungsdauer [us]

— Signatur (n,0), Implementierung nach Definition Vorzeichenfunktion
——— Signatur (n,0), Implementierung nach Axiomen Geometrischen Produktes
——— Signatur (n,0), Implementierung nach Axiomen Vorzeichenfunktion
------------ Signatur (0,n), Implementierung nach Definition Vorzeichenfunktion

-~ Signatur (0,n), Implementierung nach Axiomen Geometrischen Produktes
------------ Signlatur (0,n), Implelmentierung nach| Axiomen Vorzeilchenfunktion |

0.001
6 7 8 9 10 11

Grunddimension der Geometrischen Algebra n

12

Abbildung 11.1.: Evaluierungsdauer von verschiedenen Implementierungen der Vorzei-
chenfunktion iiber der Grunddimension n € {6,...,12} dargestellt.
Durchgezogene Kurven zeigen Evaluierungen mit einer Signatur (n,0),
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11.6. Laufzeitvergleiche

Algorithmus 4 : Messung der gemittelten Evaluierungsdauer von einer Vorzei-
chenfunktion a.

Daten : Signatur (n,0) oder (0,7) mit Grunddimension n € {6,...,12}.
Ergebnis : Gemittelte Evaluierungsdauer pro Vorzeichenfunktionsaufruf.
Beginn
ta + zeit()
fiir £ < 0 bis 2" — 1 tue

fiir [ < 0 bis 2" — 1 tue

|k, 1)

Ende
Ende
te < zeit()

zuriick t‘;}fa
Ende
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12. Geometrisches Produkt

12.1. Serielle Implementierung

Algorithmus 5 : Algorithmus zur Berechnung des Geometrischen Produktes als
serielle Implementierung.

Beginn

fiir i < 1 bis |M]| tue
fiir j < 1 bis |K| tue
| Ci = Cita(I(), I(1)AI())) ArgyBraarg)
Ende

Ende

Ende

Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge N = {1,...,n} und die Geome-
trische Algebra G = R*" erkliirt, sowie die Mengen K, L, M C P(N) so, dass

M={UAV |Ue KAV eL}.

Mit den Mengen definieren wir die Untermultivektorraume A = L(ey)vex, B = L(ev)ver
und C = L(ew)wen mit A, B,C C G.
Das Geometrische Produkt zwischen den Untermultivektorrdume ist die Abbildung

AxB—C
AB — Z Z AyBy a(U, V) eyay

Uek Vel
= Z ZAUBUAW@(Ua UAW) ew

WeMUeK

= Z ZAVAWBV VAW, V) ew,

WeM VeK

wobei drei verschiedene Verschachtelungsmoglichkeiten der endlichen Produkte gezeigt
werden.
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12. Geometrisches Produkt

Algorithmus 5 zeigt einen einfachen Algorithmus zur seriellen Implementierung des Geo-
metrischen Produktes. In dem Algorithmus wird eine Vorzeichenfunktion in der Form
a:P(N)xP(N)— {—1,+1} aufgerufen, also mit Teilmengen von N als Argumenten.
In einer Implementierung wiirden sdmtliche Teilmengen durch die Stoneabbildung als
Bitmaps in B,, dargestellt werden.

In dem Algorithmus 5 wurde die verschachtelte endliche Schleife des Geometrischen Pro-
duktes so gewahlt, dass iiber die Koordinaten des Ergebnismultivektors in der dufleren
Schleife iteriert wird. Damit bleibt das Schreiben auf die jeweilige Koordinate moglichst
lange lokal um Cachespeicher und Register besser ausniitzen zu kénnen.

12.2. Vektorisierung des Geometrischen Produktes

12.2.1. Einleitung

In diesem Abschnitt wird eine Vektorisierungsstrategie des Geometrischen Produktes be-
liebiger endlicher Geometrischen Algebren beschrieben, wie sie auf vielen heute iiblichen
Prozessorarchitekturen implementiert werden kann. Beabsichtigt wird dabei eine hohe
Rechenleistung der Gleitkommaoperationen durch Benutzung von Vektorregisteropera-
tionen.

12.2.2. Vektorregisteroperationen

Heute iibliche Prozessorarchitekturen bieten die Moglichkeit, bestimmte Operationen
auf mehreren Elementen in Vektorregister mit einer Instruktion durchzufiihren.

Wir notieren ein Vektorregister mit der Breite von w = 2¥ Elementen und dem Exponent
v € Ny als Array (a;)icqo,..w-13 € T des Datentypes T.

In der vorliegenden Arbeit werden folgende Klassen von Vektorregisteroperationen be-
nutzt, wobei diese Einteilung unvollsténdig ist:

1. Permutationsoperationen beziiglich einer Permutationsgruppe P in der Form
P xRY — RY,
(7, (@)ico,...w-1}) = (@r(i))icfo,...w—1}-
2. Broadcastoperationen in der Form
R — RY,
ar— (a)ie{o,...,w—u-
3. Einstellige arithmetische Operationen in der Form

R" — RY,
(ai)z‘e{o,“.,w—u = (f(ai))ie{O,...,w—l}-
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12.2. Vektorisierung des Geometrischen Produktes

4. Zweistellige arithmetische Operationen in der Form

RY x RY — R,

12.2.3. Geometrisches Produkt und Koordinatenpermutation

Definition 12.2.1 (Koordinatenpermutation). Seien die Grunddimension n € Ny und
die Grundmenge N = {1,...,n} erklart.
Wir definieren eine Koordinatenpermutationen beziiglich der Teilmenge V' € P(N) als

mv: P(N) = P(N),
U—UAV

und fithren damit die Familie der Koordinatenpermutationen

(WV)VEP(N)
ein.

Die Koordinatenpermutation hat fiir alle U,V € P(N) folgende Eigenschaften, wobei
die Permutation 7y die identische ist:

1. Symmetrie beziiglich Subskript und Argument: 7y (U) = 7y (V).
2. Kommutativitdt beziiglich ihrer Verkettung: 7y o my = 7y o my.
3. Die Permutation ist selbstinvers: 7y o my = 7.

4. Fiir eine Verkettung gilt 7y o my = mpay.

Geometrisches Produkt durch Koordinatenpermutation Wir konnen das Geometri-
sche Produkt einer Geometrischen Algebra G = R?" mit Hilfe der Koordinatenpermuta-
tionen (my)yep(ny als

AB = Z Ay aw By eyawey
V,WeP(N)

= > > AvawBva(VAW,V)ew
WeP(N) VeP(N)

= Z AVAWBV O./(VAVV, V)

VEPN) WEP(N)

VEP(N)

fiir alle A, B € G schreiben.
Der letzte Ausdruck bildet die Grundlage der Vektorisierungstrategie. Darin sehen wir:
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12. Geometrisches Produkt

L om | oy [ omey | omy | ompyy |y | mesy | e |
0 {1} {2} {3} {12 | {13} | {23} | {123}
{1} 0 {1,2} | {1,3} {2} {3} [ {1,2,3}| {2,3}
{2} {1,2} 0 12,3} {1 {123} | {3} {1,3}
{3} {1,3y | {2,3} 0 {1,2,3} | {1} {2} {1,2}
{1,2} {2} {1} 1 {1,2,3} 0 12,3} | {13} {3}
{1,3} {3 {123} {1} 12,3} 0 {1,2} {2}
12,3y [ {1,2,3} | {3} {2} {13y | {1,2} 0 {1}
{1,2,3} | {2,3} | {1,3} | {1,2} {3} {2} {1} 0

Tabelle 12.1.: Koordinatenpermutationen (7y )yvep(f1,2,3})-

1. Die endliche Summe iteriert iiber einen Index V' € P(N).
2. Die Summe besteht aus Vektor-Skalar-Produkten mit dem Skalar By .

3. Die Elemete des Vektor-Skalar-Produktes sind durch «(VAW, V) vorzeichenbe-
haftet.

4. Die Permutation 7y des Vektors (Ax, w))wepv) héngt vom Index V' € P(N) ab,
iiber den die endliche Summe lduft.

Die Strategie der Vektorisierung ist das einmalige Laden des Koordinatenvektors
(Av)uepn) in die Vektorregister eines Prozessors und dessen Permutation bei jedem
weiteren Schritt der endlichen Summe iiber V' € P(N). Dazu soll im jeden Schritt
V € P(N) die Koordinate By auf ein Vektorregister verteilt (Broadcasting) und mit
einem Vorzeichen behaftet werden.

Beispiel 12.2.1 (Koordinatenpermutationen in der Grunddimension n = 3). Tabel-
le 12.1 zeigt spaltenweise die Koordinatenpermutationen (my)yep(f1,2,31) beziiglich der
identischen Permutation 7.

Koordinatenpermutation unter der Stoneabbildung mit dem Gray-Code

Definition 12.2.2 (Stone-Permutationen). Wir fiihren fiir alle j € B, die Stone-
Permutationen

T Bn — En,
1 (b O Th-1(j) © bil) (2)
als die Koordinatenpermutationen ein, die auf B,, arbeiten.

Fiir alle © € B,, gilt
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12.2. Vektorisierung des Geometrischen Produktes

O T | T2 | T1 | T4 |71 |T2 | T
T | T1 | T2 | T4
0 1 D) 1 T | T1 | T3 | T2 | Te | T7 | T5 | T4
1701315 Oj1]3]2 67|54
5131016 110123 [7|6]4]5
s To 117 21311104 |5]|7/|6
157610 312101151467
B SEAE 415171612 (31]0
c 7 1113 514167131201
16153 6 | 7514|101 3]2

71614 (5(1]0]2]|3

Tabelle 12.2.: Links: Permutationstabelle der identischen und erzeugenden Stone-
Permutationen (7{;;)jen. Rechts: Stone-Permutationen in der Fol-
ge des Gray-Codes (0,1,3,2,6,7,5,4) in der zweiten Zeile notiert,
dariiber die Kompositionsfolge der erzeugenden Stone-Permutationen
(1,2,1,4,1,2,1).

Definition 12.2.3 (Gray-Code). Seien die Grunddimension n € Ny und die Bitmenge
B,, erklart.
Wir definieren den Gray-Code als Funktion

g:B, —B,,
i — i XOR(i>>1).

Der Gray-Code ist bijektiv und hat die Eigenschaft, dass sich immer nur ein Bit in
der Bindrdarstellung benachbarter Elemente in der Folge (g(7));ep, &ndert.
Auf die Stoneabbildung bezogen gilt fiir alle i € {0,...,2" — 2}

g(i) XOR g(i +1) € {20,2",... 20"V},

Also kénnen mit dem Gray-Code die Permutationen (7,(;));ep, mit den Permutationen

.....

Beispiel 12.2.2 (Erzeugende Permutationen in der Grunddimension n = 3). Tabel-
le 12.2 zeigt fiir die Grunddimension n = 3 die erzeugenden Stone-Permutationen

----------

~~~~~

(1,2,1,4,1,2,1) der erzeugenden Stone-Permutationen komponiert.

12.2.4. Algorithmus

Beziiglich der hier vorgestellten Vektorisierungsstrategie wird angenommen, dass die

.....
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12. Geometrisches Produkt

Prozessorarchitektur vorhanden ist, oder durch Tauschen von ganzen Vektorregistern
dargestellt werden kann, wie zum Beispiel im AVX!-Befehlssatz.

Algorithmus 6 : Algorithmus zur Berechnung des Geometrischen Produktes mit
Vektorregisteroperationen. Es wird hier vorldufig angenommen, dass die Vektor-
register mindestens so breit sind wie eine Koordinatenvektorldnge. Multivektoren
sind unter der Stoneabbildung als Array gespeichert.
Daten : Multivektoren A = (A;)icqo,...27n—1} und B = (B;)icqo,....2n—1}-
Ergebnis : Multivektor (C;)icqo,... 2n—1y mit C = AB.
Beginn
(az’>ie{0,...,2”—l} < (Ai)ie{o,...,Q”—l}
(bi)ie{ﬂ,...,2"—1} <+ By
(Ci)ie{o,...,znq} — (ai bz’)ie{o,...mq}
fiir j < 1 bis 2" — 1 tue
(ai)iefo, .20 1} < (ar(g(j,l)XORQU))(i))z‘e{o,...,2n—1}
(bi)icfo,...2n 1} < By

i)

(bz)lE{O, Lan—1) (a(iXOR g(j),9(j)) bi)ie{o,...,Z“fl}
(bz>1€{0, Lan—1}y < (CL 1)16{0 L2n—1}
(¢i)icfo,..2n—1y < (¢ + b; )ze{o ..... on—1}

Ende

(Cz‘)ie{o,..‘znq} — (Ci)ie{o,..‘znq}

Ende
Seien die Grunddimension n € Ny, die Grundmenge N = {0,...,n} und die Geome-

trische Algebra G = R?" erkliirt, sowie der Bitmengentyp B, = {0,...,2" — 1}.
Algorithums 6 zeigt einen Basisalgorithmus als Anwendung der hier vorgeschlagenen
Vektorisierungsstrategie. Dabei wird eine Vektorregisterbreite von mindestens 2" ange-
nommen, die ein komplettes Array R?" speichern kann. Der Multivektor A € G wird als
Array (4;)icp, € R unter der Stoneabbildung abgelegt, fiir alle i € B,, gilt 4; = Ay-1(;
Das Geometrische Produkt wird darin fiir alle Multivektoren (4;)icp,,, (B;);er, € R*" in
der Form

AB = 3" (A, @i XOR9(7),9())) By

icB 1€B,
n

durchgefiihrt. Vergleiche auch mit 12.1.

Im dem Algorithmus kénnten in Abhéngigkeit von der Rechnerarchitektur entsprechende
Operationen zusammengefasst werden, zum Beispiel die aufeinander folgenden Opera-
tionen Multiplikation und Addition, durch eine Fused-Multiply-Add-Operation. Ist die
Signatur der Geometrischen Algebra bekannt, kann die Vorzeichenfunktion o : B, — B,
zur Kompilierzeit ausgewertet und das Setzen der Vorzeichen in einem Register mit der

ntel Intrinsics Guide (2014): ,https://software.intel.com /sites/landingpage/IntrinsicsGuide/*
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12.2. Vektorisierung des Geometrischen Produktes

Broadcast-Operation kombiniert werden kann.

Algorithmus 7 : Algorithmus zur Berechnung des Geometrischen Produk-
tes mit Vektorregisteroperationen durch blockweise Benutzung von Gray-Code-
Permutationen.

..........

Begion
fiir 7 < 0 bis 2= — 1 tue

-----

Ende
Ende

Seiv € N der Exponent der Vektorregisterbreite w = 2. Wir kdnnen das Geometrische
Produkt der Multivektoren (A;)ics,, (B;);ep, € R*" fiir alle r € {0,...,2"7% —1} in der
Form

> 3 (A(Tgm(swm) a((rw + i) XOR(sw + ¢(j)), (sw + g(j)))) .

B(rw) XOR (sw+9(5))

durchfiithren, wie in Algorithmus 7 gezeigt. Fiir v > n kann der Algorithmus zu dem
Basisalgorithmus 6 reduziert werden.

121



12. Geometrisches Produkt

12.2.5. Gerade Geometrische Algebra

Seien die Grunddimension n € N, die Grundmenge N = {1,...,n+ 1} und die Geome-
trische Algebra G = R2"™ erklirt.
Die Koordinaten des geraden Multivektors (Aﬁ)UeP+( M € G* einer geraden Geometri-

schen Algebra G* werden mit Elementen der geraden Unterpotenzmenge P*(N) indi-
ziert, welche abgeschlossen beziiglich der symmetrischen Differenz ist.

Sei N ={1,...,n} die Grundmenge mit der Grunddimension n.

Es gibt einen Isomorphismus

U fir |U| gerade
UuU{n} fiir |U| ungerade ’
E7Y:PT(N) = P(N),U— UNN,

E:P(N) = PH(N),U — {

so dass wegen der Distributivitit des Durchschnitts
E(U)AE(V)=EUAV)
fir alle U,V € P(N) gilt, sowie
mo0) (E(V)) = BU)AE(V) = E(UAV) = E(ry (V).
Damit lasst sich Gleichung 12.1 als

AB = Z (AWV(W)Q(VAVAV,VD By

Wep+(N)

= " (Anse) a(EVIAEW),E(V))) Baw)
VeEP(N) €P(N)

- Z (AE(WV(W))O‘(E(V)AE(W)aE(V)))WGP(N) Bgw)
VEP(N)

fiir alle geraden Multivektoren A, B € G*(N) formulieren. Also lassen sich gerade Mul-
tivektoren nach der gleichen Strategie wie allgemeine Multivektoren vektorisieren.

12.2.6. Nullvektor

In der konformen Geometrischen Algebra G4 ; mit dem Nullvektor e, € Qi’l mit €opCoo =
0 existiert die Unteralgebra

H= 5{17 €{1,2}, €{1,3} €{2,3}» €{1} €cc) €{2} €0’ €{3}€c0) 6{1,2,3}600};

die den dualen Quaternionen entspricht. Das Geometrische Produkt kann mit der Grund-
menge N = {1,2,3, oo} und der Erweiterung der Vorzeichenfunktion o(U, V) =0V U,V €
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12.2. Vektorisierung des Geometrischen Produktes

P(N):(coceUNV)als

AB= Y AyBva(UV)eyav
U VEP(N)

= Z AUBV a(U, V) CUAV
UVEP(N):(coggUNV)

fiir alle A, B € ‘H dargestellt und vektorisiert werden.

12.2.7. Laufzeitvergleich

Algorithmus 8 : Paarweise Multiplikation von k& € N Rotoren / Drehmatrizen.

Beginn
fiir i < 1 bis k tue
Ende

Ende

Algorithmus 9 : Paarweise Multiplikation von k& € N Rotoren / Drehmatrizen.

Beginn
fiir 7 < 1 bis k tue
| Ci+ AiBiA; | C; + A;BA,
Ende
Ende

In diesem Abschnitt wird die Multiplikation von Drehmatrizen und von Rotoren ver-
glichen, welche eine Ausfithrung von Drehungen nacheinander beschreibt, wie sie in der
Anwendung vorkommen kénnen. Multiplikationen der Drehmatrizen wurden mit der
C+-+-Template-Bibliothek Eigen [13] und der GNU Scientific Library BLAS implemen-
tiert. Die Multiplikation der Rotoren wurde mit der C++-Template Bibliothek Gaal-
et [26] und mit einer prototypischen Bibliothek implementiert, die die hier vorgestellte
Vektorisierungsstrategie automatisiert und im Folgenden Gavet genannt wird.

Wir sehen in Abbildung 12.1 eine ungefihr gleich kleine Laufzeit der Rotormultiplika-
tionen, wobei Gaalet ein bisschen schneller scheint. Die Laufzeit der Drehmatrizenmulti-
plikationen ist fiir Eigen ungefahrt doppelt so lang, und dreimal so lang fiir BLAS. Dies
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12. Geometrisches Produkt

100 10
Laufzeit BLAS
Laufzeit Eigen3
Laufzeit Gaalet
Laufzeit Gavet
- === Rechenleistung BLAS
80 - === Rechenleistung Eigen3 | 8
-=== Rechenleistung Gaalet
\ - === Rechenleistung Gavet
— ‘l
g : ~
c 601 46 ©
RS ! 2
= 1
s 1 2
2 ' ©)
o R 2
o [ =1
@ ! 5
g 40 ’,,\l.,\’~,-~;.\’-—\,\,-~\,—'\'o,—“‘;_“‘,"\'s,‘v“P;\\'a\-\I"f'\'t¢'\_/~-—‘ 4 3
S 1 l\,’\l~-l~’-""\“'\."’-—.NQ“-’~"'~- ~‘~’”-"\/"’-~—\‘v'-‘l~'~’~—~“;
2
0 | | | | | | | | 0
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Anzahl Produkte von Transformationsoperatoren (Rotationsmatrix/Rotor) [1e6]

Abbildung 12.1.: Laufzeit und Rechenleistung des Algorithmus 8 tiber verschiedene An-
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zahl von Multiplikationen von Drehmatrizen mit der GNU Scientific
Library BLAS und Eigen, sowie Rotoren mit Gaalet und Gavet. Gemes-
sen wurde auf einem Kern einer Intel CPU , Sandy-Bridge* E5-2687W
mit einer Taktfrequenz von 3,1 GHz. Genauigkeit des FlieBkommada-
tentyps ist double.
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Anzahl Produkte von Transformationsoperatoren (Rotationsmatrix/Rotor) [1e6]

Abbildung 12.2.: Laufzeit und Rechenleistung des Algorithmus 9 iiber verschiedene An-
zahl von Multiplikationen von Drehmatrizen mit der GNU Scientific
Library BLAS und Eigen, sowie Rotoren mit Gaalet und Gavet. Gemes-
sen wurde auf einem Kern einer Intel CPU | Sandy-Bridge* E5-2687W
mit einer Taktfrequenz von 3,1 GHz. Genauigkeit des FlieBkommada-
tentyps ist double.
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12. Geometrisches Produkt
kénnen wir auf die unterschiedliche Anzahl an FlieBkommaoperationen pro Multiplika-
tion zuriickfithren:

e 45 FLOP pro Matrizenmultiplikation.

e 28 FLOP pro Rotormultiplikation.

Die Rechenleistung ist bei den Rotormultiplikationen ebenfalls besser als bei den Ma-
trizenmultiplikationen. Den Grund hierfiir konnte man in der gréfferen Datenmenge pro
Multiplikation bei Drehmatrizen vermuten:

e 9 doubles Schreiben und 18 doubles Lesen pro Matrizenmultiplikation.
e 4 doubles Schreiben und 8 doubles Lesen pro Rotormultiplikation.

In Abbildung 12.2 zeigt sich eine dhnliche Tedenz. Nur die Gaalet Implementierung ist
deutlich langsamer im Vergleich zu Gavet. Dies diirfte an der redundanten Berechnung
einzelner Koordinaten des endlichen Produktes aus zwei Multiplikationen durch Gaalet
liegen. Jedoch ist auch die Rechenleistung von Gaalet niedriger als von Gavet. Hier
vermuten wir, dass der Compiler die Struktur der Geometrischen Algebra nicht erkennt,
die wir in unserer Vektorisierungsstrategie verwenden.
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Teil 1.

Anwendung in der Robotik
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13. Eigentliche Bewegung

13.1. Einleitung

Im Folgenden wird die Beschreibung der eigentlichen Bewegung, die Schraubenmechanik
und die Transformation von Schrauben jeweils in der Matrizenalgebra und der konformen
Geometrischen Algebra beschrieben. Die Darstellung in der konformen Geometrischen
Algebra entspricht dabei den dualen Quaternionen, die in der Robotik neben der Matri-
zenalgebra verwendet werden.

13.2. Matrizenalgebra

13.2.1. Transformationen

Definition 13.2.1 (Homogene Koordinaten). Wir definieren den Darstellungswechsel
eines Punktes im dreidimensionalen Raumes zwischen den Réumen R3 mit Positions-
vektor x € R3 und dem in R* eingebetteten projektiven Raumes als
R? = R* x + (x,1).
Das Bild des Darstellungswechsel ist also
{(x.1) | x € RY).

Der singuliire Nullpunkt 0 € R? ist in der homogenen Darstellung (0,0, 0,1) € R* kein

ausgezeichneter Punkt mehr.

Definition 13.2.2 (Rotationsmatrix). Wir definieren die Rotationsmatrix beziiglich
dem Einheitsvektor (ny, na, n3) € R* und dem Winkel a € R als

n12 (1 — cosa) + cos o ning (1 —cosa) — ngsina ning (1 — cos a) + ng sin
R = | noni (1 —cosa)+ ngsina no? (1 — cos ) + cos nang (1 — cosa) — ny sin
ngni (1 —cosa) — ngsina ngng (1 — cosa) 4+ ny sin n3? (1 — cos a) + cos

Die Rotationsmatrix R dreht einen Vektor x € R® um die Achse durch den Ursprung
des R? mit dem Einheitsrichtungsvektor n und dem Winkel v auf den Vektor Rx.

Beispiel 13.2.1 (Rotation um die (0,0, 1)-Achse). Sei der Winkel a € R erklért.
Die Rotationsmatrix

cose —sina 0
sinaw cosa 0O
0 0 1

dreht eine Vektor in R® um die Achse in Richtung (0,0, 1) mit dem Winkel a.
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13. Eigentliche Bewegung

Definition 13.2.3 (Transformationsmatrix). Seien die Rotationsmatrix R € R**3 und
der Translationsvektor t € R? erklirt.
Wir definieren eine entsprechende Transformationsmatrix als

. Rt 4x4
Mo [B ] ere

Die Transformationsmatrix M dreht den Punkt mit den homogenen Koordinaten x €
R* mit der Rotationsmatrix R und verschiebt ihn um den Translationsvektor t € R3 auf
die homogene Koordinaten Mx.

Die Inverse der Transformationsmatrix ist
M- — R” —RTt
0 1 ’
wobei R™! = R gilt.

Alle Transformationsmatrizen entsprechen zusammen mit dem Matrixprodukt der

Gruppe der eigentlichen Bewegungen SE(3).

13.2.2. Schraubenmechanik
Definition 13.2.4 (Schraube). Wir definieren eine Schraube als das Paar
(u,v) € R* x R®.

Mit dem Ortsvektor p € R? eines Punktes auf der Schraubenachse, dem Richtungs-
vektor der Schraubenachse q € R? mit dem Winkel |q| und der Ganghohe h € R kénnen
wir eine Schraube erster Art als

(9, pxq -+ hq)

parametrisieren. Fiir q # 0 beschreibt eine so definierte Schraube die Drehung eines
Korpers um die Schraubenachse mit dem Richtungsvektor q, auf der der Punkt p liegt,
sowie eine Translation entlang dem Richtungsvektor q um die Ganghdge h.

Fiir eine reine Translation um den Translationsvektor t € R3 parametrisieren wir die
Schraube als

(0,t).

Laut Chasles [3] kann jede eigentliche Bewegung durch eine Drehung um eine Achse und
einer Translation entlang dieser Achse dargestellt werden.

Definition 13.2.5 (Schraubenmatrix). Sei die Schraube (u,v) = (s1, S2, 53, U1, V2, U3) €
R? x R3 erklirt.
Wir definieren die dazugehorige Schraubenmatrix als

0 —s3 sy 11
S3 0 —S1 Vg
—S9 Sy 0 s
0 0 0 0
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13.2. Matrizenalgebra

Mit dem Matrixexponential kann die Schraubenmatrix S auf die homogene Matrix
M = 5

abgebildet werden. Beide Matrizen beschreiben die selbe eigentliche Bewegung, wobei
die Schraubenmatrix S zur Lie Algebra se(3) und die homogene Matrix SE(3) zur Lie
Gruppe der eigentlichen Bewegungen gehort.

Lemma 13.2.1 (Schraubentransformation 1. Art). Seien die Schraubenmatriz S € R***
und die Transformationsmatriz M € R¥* erkldrt.

Finen Koordinatenwechsel der Schraubenmatriz 1. Art in das von der Transformations-
matriz M erklirte System beschreibt die Vorschrift

MSM 1.

Beweis. Entspreche mit dem Richtungsvektor q = (g1, ¢, q3) € R3, dem Ortsvektor
p € R3 und der Ganghthe h € R die Schraube

(a,pxq+ hq)
der Schraubenmatrix S.
Wegen
0 —g @ 0 —q3 q
R| ¢ 0 - |R'=|¢ 0 —q
—q2 1 0 —% qi 0
mit
R t
M= ]
und

entspricht mit

die Schraubenmatrix MSM ™! der Schraube

(d,p'xq + hq'). O
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13. Eigentliche Bewegung

13.3. Versoralgebra

13.3.1. Transformationen

Lemma 13.3.1 (Rotorparametrisierung). Seien die Geometrische Algebra gil und die
Horosphire 83 C Gy | erklirt.
Wir kinnen eine Drehung um die Achse mit dem Einheitsrichtungsvektor n € G3, und
dem Winkel o € R als Rotor

R = cosa + nejg 23y sina
parametrisieren.

Beweis. Die Parametrisierung des Rotors ist die selbe wie fiir Quaternionen.
Fiir alle = € G, gilt

1 1
R(z + §x2600 +eo)R" = RzR + §I2600 + eg

1
= RzR' + §(R:cRT)QeOO + ep.
O
Lemma 13.3.2 (Translatorparametrisierung). Seien die Geometrische Algebra Gy, und

die Horosphire 83 C Gy, erklirt.
Mit dem Translationsvektor t € gg,o kann ein Translator

1

T=1-— —tes
5te
parametrisiert werden.
Beweis. Fiir alle z € Gy, gilt
T(x+ 5% €0 +e)T
1 1 1
=(1-— §teoo)($ + §xzeoo +eo)(1+ Eteoo)
+ e ot Stwew 4 St 4 Laten 4 St 4 12
=2+ —x%s + €9+ —txes + =t + —axtey + =t + =t ey
2 LD 27" 2 2" 2

1
=$+t+§(x2+2$-t+t2)€oo+€o

1
::L‘—}-t+§(:v+t)2600+60.
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13.3. Versoralgebra

Ein Rotor R € QI , und ein Translator 7' € G, kénnen zu einem Motor
M =TRe G/,
zusammengefasst werden. Wegen TTT = RRf = MMT = 1 gilt
M~ =M.

Alle Motoren in Q’I , entsprechen mit dem Geometrischen Produkt der Gruppe der
eigentlichen Bewegungen SE(3).

13.3.2. Schraubenmechanik

Definition 13.3.1 (Schraube 1. Art). Seien die Geometrische Algebra G, ; erklért, sowie
die Vektoren s,v € Gy .
Wir definieren eine Schraube 1. Art als

S = —S€{1}€{21€{3} — V€ro-

Ahnlich wie bei der Matrizenalgebra kénnen wir mit dem Ortsvektor p € Gj, eines
Punktes auf der Schraubenachse, dem Richtungsvektor der Schraubenachse ¢ € G‘%?O mit
dem Winkel |g| und der Ganghohe h € R kénnen wir eine Schraube erster Art als

—qeqyeyeqs + (0 A Qeqyepyesy — ha) e
parametrisieren.

Lemma 13.3.3 (Schraubentransformation 1. Art). Seien die Geometrische Algebra Gy 1,
die Schraube 1. Art S € G; | und der Motor M € G, erklirt. Ein Koordinatenwechsel
der Schraube S in das von Motor M erklirte System beschreibt die Vorschrift

MSM?.

Beweis. Siehe Hestenes [16], [17]. O

133






14. Schraubenmechanik in der Robotik

14.1. Einleitung

Eine serielle Kinematik sei eine Kette von Gelenken und Gliedern. Wir beschréinken uns
in der folgenden Arbeit auf rotatorische und translatorische Gelenke.

Im folgenden Abschnitt wird die Parametrisierung von Transformationsmatrizen oder
Motoren nach Denavit und Hartenberg besprochen, die eine serielle Kinematik darstel-
len, also die Transformation vom Ursprung der Kinematik bis zu dem Endpunkt, dem
sogenannten Endeffektor.

Danach wird die Erstellung einer Jacobi-Matrix der seriellen Kinematik anhand der
Schraubenmechanik beschrieben.

14.2. Denavit-Hartenberg-Parametrisierung

Beziiglich einem Gelenk i € {1,...,k} einer seriellen Kinematik aus k& € N Gelenken
fithren Denavit und Hartenberg [5] die Denavit-Hartenberg-Parameter

1. dem Gelenkwinkel #; € R als Drehung um die z-Achse,
2. dem Gelenkabstand d; € R als Verschiebung entlang der z-Achse,
3. der Armelementliange [; € R als Verschiebung entlang der xz-Achse und
4. der Verwindung «; € R als Drehung um die z-Achse,
ein.
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14. Schraubenmechanik in der Robotik

Matrizenalgebra Die Denavit-Hartenberg-Parameter definieren die Transformations-

matrizen
[ cosf; —sinf; 0 0
; | sinf; costy 0 O
R, = 0 0 1 0|’
0 0 01
[1 0 0 0O
; 0100
T.= 00 1 d; |’
00 0 1
1 0 0 U
;10100
Te = 001 0]’
|00 01
[ 1 0 0 0
Ri — 0 cosa; —sina; 0
| 0 sina; cosa; O
| 0 0 0 1

Diese Transformationen beschreiben ein Gelenk eines Roboters mit serieller Kinematik
vollstéandig und konnen zur der Transformationsmatrix

M’ =R.T. T, R
multipliziert werden.
Die serielle Kinematik unserer Roboter besitzen Gelenke mit jeweils nur einem Freiheits-
grad, entweder rotatorisch oder translatorisch. Dazu wird entweder der Gelenkwinkel «;
oder der Gelenkabstand d; als variabel beziiglich méglicher Bewegungen des Roboters

gewihlt, alle anderen Denavit-Hartenberg-Parameter des Gelenkes i € {1,...,k} sind
fest. Ein Roboter mit serieller Kinematik mit k£ Gelenken besitzt £ Freiheitsgrade.

Geometrische Algebra Entsprechend der Matrixalgebra konnen wir nach Bayro-Cor-
rochano [1] zwei Rotoren und zwei Translatoren in der konformen Geometrischen Alge-
bra G,; mit den Denavit-Hartenberg-Parametern des Gelenkes ¢ € {1,...,k} wie folgt
definieren:

. 1 1
R, = cos(—§0) + sin(—§0)e{1}e{2},
, 1
T: =1 - gdegye(},
~ 1
T, =1-— 5[6{1}6{00},
1 1

R; — cos(—§a) + Sin(—§04)e{2}€{3}'
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14.3. Schrauben-Jacobi-Matrix einer seriellen Kinematik

Diese Rotoren und Translationen ergeben den Denavit-Hartenberg-parametrisierten Mo-
tor

M; = R.T. T, R,
des Gelenkes.

14.3. Schrauben-Jacobi-Matrix einer seriellen Kinematik

Mit den Geschwindigkeiten der variablen Denavit-Hartenberg-Parameter des Gelenkes
i € {1,...,k}, also entweder der Gelenkwinkelgeschwindigkeit 6; oder der Gelenkab-
standsgeschwindigkeit d;, kénnen wir die Geschwindigkeitsschraube s; € R des Gelen-

kes 7 definieren.
Sind die Geschwindigkeitsschrauben s; Vi € {1,...,k} aller k& Gelenke im selben Koor-
dinatensystem erklért, ergibt deren Summe

die Geschwindigkeitsschraube des Endeffektors s, € R®. Wie wir im Folgenden se-
hen, kann die Geschwindigkeitsschraube des Gelenkes ¢ mit dem Denavit-Hartenberg-
Parameter w; € R eines entweder rotatorischen oder translatorischen Gelenkes in der
Form

dargestellt werden. Mit der (6 x k)-Matrix

H=[8 8§ ... 8 | R
und dem Parametervektor

W:[wl Wy ... W ]TGR’“

lésst sich die Summe der Geschwindigkeitsschrauben als Matrix-Vektor-Produkt

beschreiben.

Matrizenalgebra Die lokale Geschwindigkeitsschraubenmatrix eines Drehgelenkes mit
Gelenkwinkelgeschwindigkeit 6 € R ist

Syet 0 =

OO DO
o O O
o O O O
o O O O
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14. Schraubenmechanik in der Robotik

eines translatorischen Gelenkes mit Gelenkabstandgeschwindigkeit deRist

00 0O
. 00 0O

trans _
Sref "= 0 0 d
00 00

Sei S; € R*™* die lokale Schraubenmatrix des Gelenkes i € {1,...,k}. Bestehe die
Matrixfamilie (M;)jeq1,. 4 € (R**)¥ aus den entsprechenden Denavit-Hartenberg-
parametrisierten Transformationsmatrizen der k Gelenke.
Die lokale Schraubenmatrix S; lautet im Referenzsystem

M; ... M;S;(M; ... M)~

Geometrische Algebra Die lokale Geschwindigkeitsschraubenmatrix eines Drehgelen-
kes mit Gelenkwinkelgeschwindigkeit 6 € R ist

Srey = —0eqyeqa,

eines translatorischen Gelenkes mit Gelenkabstandgeschwindigkeit deRist

Shei = —d €13} €o0-

Sei der Bivektor S; € G}, die Geschwindigkeitsschraube des Gelenkes i € {1,...,k}.

tenberg-parametrisierten Motoren der k Gelenke.
Die lokale Geschwindigkeitsschraube S; lautet im Referenzsystem

My ... MyS;(M, ... My)'.
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15. Laufzeitvergleich

15.1. Inverse Kinematik Algorithmen

Algorithmus 10 : Inverse Kinematik Algorithmus einer Denavit-Hartenberg-
parametrisierten seriellen Kinematik basierend auf der transponierten Jacobi-
Matrix. Transformationen werden durch Matrizenalgebra beschrieben.

Eingabe : Zieltransformationsmatrix M, € R**4,
Eingabe : Initialer Denavit-Hartenberg-Parametervektor w = (w;);e1
Daten : Schrauben-Jacobi-Matrix J € R** mit Spalten (J(:vi))ie{l ..... Ky
Daten : Konstante Denavit-Hartenberg-Parameter fiir Definition von M, (w;).
Daten : Inkrementelle Transformationsmatrix K € R**4.
Daten : Referenzschraubenmatrix S, s € RO>* mit Srepr = S:g? oder
S,s = SLY.

Daten : Endeffektor-Ziel-Relativschraube s € RS.
Daten : Abbruchresiduumsnorm e € R, Residuumsnorm e € R.
Daten : Schrittweite h € R.
Ergebnis : Losung des Denavit-Hartenberg-Parametervektors w € R¥.
Beginn
solange e > ¢ tue
K1
fiir 7 < 1 bis k tue

Jiiy  KS, /K™

K + KM;
Ende
s < —log (KM{l)
e < +/(s,s)

(s,JITs)
h (JITs,JITs)

w+— w+ hJTs
Ende
Ende

-----

Algorithmen 10 und 11 zeigen eine numerische Methode, die variablen Denavit-Hartenberg-
Parameter einer seriellen Kinematik so zu bestimmen, dass der Endeffektor auf einer
vorgegebenen Zielposition und -orientierung liegt.
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15. Laufzeitvergleich

Algorithmus 11 : Inverse Kinematik Algorithmus einer Denavit-Hartenberg-
parametrisierten seriellen Kinematik basierend auf der transponierten Jacobi-
Matrix. Transformationen werden durch das konforme Modell der Geometrischen
Algebra beschrieben.

Eingabe : Zieltransformationsmotor M; € g;l.
Eingabe : Initialer Denavit-Hartenberg-Parametervektor w = (w;)ieq1,...k} € R*.
Daten : Schrauben-Jacobi-Matrix J € R®** mit Spalten (J(:J))ie{l R}

Daten : Konstante Denavit-Hartenberg-Parameter fiir Definition von M;(w;).
Daten : Inkrementeller Motor K € QI 1-
Daten : Referenzschraube S,y € GF | mit S,cp = S;"eo} oder S,.f = f,’é‘}”s
Daten : Endeffektor-Ziel-Relativschraube s € RS,
Daten : Abbruchresiduumsnorm e € R, Residuumsnorm e € R.
Daten : Schrittweite h € R.
Ergebnis : Losung des Denavit-Hartenberg-Parametervektors w € RF.
Beginn
solange e > ¢ tue
K+1
fiir 7 < 1 bis k tue

J(:,i) — KSTefKT

K + KM;
Ende
s < —log (KMtT)
e < +/(s,s)

T

h < Gsienty
w <+ w+ hJTs
Ende
Ende
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15.2. Implementierung

Die Schrauben-Jacobi-Matrix J = J(w) € R®** ist abhiingig von dem Parametervektor
w € R* und verkniipft die Endeffektorgeschwindigkeitsschraube

s=Jw

mit dem Parametergeschwindigkeitsvektor w € R¥.
Fiir kleine Aw € R¥ gilt

As ~ JAw

Mit der Annahme J~! ~ J7 und der Schrittweite h € R formulieren wir die Iterations-
vorschrift

Wi =W+ hJ' As
im Schritt [ € N mit der Endeffektor-Ziel-Relativschraube
As = log (MM (w)) = —log (M(w)M, ).
Nach Buss [2] ist eine geeignete Wahl der Schrittweite

(s, JI7Ts)

h=ma———.
(JITs, JITs)

Alternativ zu den Algorithmen 10 und 11 zeigt Seybold [25] eine Methode, die ohne
Matrizenalgebra durch die nichtlineare Methode der konjugierten Gradienten eine inverse
Kinematik 16st, die durch Motoren in der Geometrischen Algebra beschrieben wird.

15.2. Implementierung

Es werden folgende drei Implementierungen verglichen:

1. ,Standard Matrix“: Implementierung des Algorithmus 10 mit der C++-Template-
Bibliothek Eigen [13].

2. ,Standard GA“: Implementierungen des Algorithmus 11 mit der C+-+-Template-
Bibliothek Gaalet [26], [10].

3. ,,Optimiert GA“: Implementierungen des Algorithmus 11 unter Anwendung der
Vektorisierungsstrategie in Abschnitt 12.2 auf den AVX-Befehlssatz. Der AVX-
Befehlssatz ist in modernen SIMD-Prozessoren implementiert.

Die Logarithmusfunktion fiir die Matrizenalgebra (Eigen-Implementierung) wurde
nach [27] implementiert, fiir die Geometrische Algebra nach Dorst [8].
Im Anhang C wird die Implementierung der Vektorisierungsstrategie der geraden Mul-
tivektoren der konformen Geometrischen Algebra, beziehungsweise der dualen Quater-
nionen mit AVX-Intrinsiken in C++ gelistet.
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15. Laufzeitvergleich

Verbindung ¢ 0 d Q@ [
1 0, | wvar. | 0,5 | konst. | —90° | 0
2 Oy | wvar. | 0,5 | konst. | 90° |0
3 0 | konst. | ds var. 0 0
4 0, | var. 0 | konst. | —90° | 0
5 05 | var. 0 | konst. | 90° |0
6 Os | var. | 0,1 | konst. 0 0

Tabelle 15.1.: Denavit-Hartenberg Parameter eines Stanford-Roboterarmes.

15.3. Testumgebung

Es wird die serielle Kinematik eines Stanford-Robotertyps mit den Denavit-Hartenberg-
Parametern in Tabelle 15.1 betrachtet.
Am Anfang des Tests befinden sich die Gelenke im Zustand der Parameter

(917 927 d37 647 957 06) = (07 07 (07 5)7 07 Oa O)

Damit steht der Endeffektor am Anfang an der Position (0, (0,2), (1,1)) ohne Drehung.
Ziel der inversen Kinematik in dem Test ist die Bestimmung der Gelenkzustdnde, um
die Position (1,1,1) und die Orientierung, die durch die Drehung um die (0, 1, 0)-Achse
und dem Winkel 7 ensteht, mit dem Endeffektor zu erreichen.

15.4. Ergebnisse

15.4.1. Numerische Eigenschaft

In Abbildung 15.1 ist die Residuumsnorm +/(As, As) der Endeffektor-Ziel-Relativ-
schraube As iiber die Anzahl der Iterationen aufgezeichnet. Dass nur eine Kurve in
dem Schaubild erkennbar ist, zeigt die Ahnlichkeit der numerischen Eigenschaften der
verschiedenen Methoden und Implementierungen, die hier verglichen werden.

15.4.2. Laufzeitvergleich

Abbildung 15.2 zeigt die Laufzeit und Rechenleistungen der Implementierungen der Al-
gorithmen 10 und 11.

Die Implementierungen ,,Standard Matrix“ und ,,Standard GA“ weisen dhnliche Lauf-
zeiten auf. Auffillig ist die hohere Rechenleistung der Implementierung ,,Standard GA*“,
was eine hohere Anzahl an durchgefiihrten Operationen in der gleichen Zeit bedeutet.
Deutlich schneller und mit hoherer Rechenleistung (ca. ein viertel der maximalen Re-
chenleistung der CPU) ist die Implementierung ,,Optimiert GA“. Durch Permutation
von Vektoren wird hier die kleinere Darstellung von eigentlicher Bewegung beziiglich
der Anzahl von Koordinaten bei Motoren in der Geometrischen Algebra im Vergleich
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15.4. Ergebnisse

10.0000000
= Standard Matrix (Eigen3)
== Standard GA (Gaalet)
= Optimiert GA (AVX)
1.0000000 f

0.1000000 |

0.0100000 [

0.0010000 [

0.0001000 [

Residuumsnorm der Ziel-Endeffektor-Schraube

0.0000100 [

0.0000010 L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Anzahl lterationen

Abbildung 15.1.: Verlauf der Residuumsnorm wahrend der iterativen Auswertung der
Algorithmen 10 und 11 mit Implementierung in Eigen, Gaalet und
des Vektorisierungsschemas in Abschnitt 12.2 auf den AVX-Befehlssatz
angewandt.

mit Transformationsmatrizen ausgenutzt, um die Daten lange im Register zu halten und
moglichst viele FlieBkommaoperationen gleichzeitig durchzufiihren.
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15. Laufzeitvergleich

50

T
I Laufzeit
I Rechenleistung
= Max. Leistung

Laufzeit [ms]
Rechenleistung [GFlop/s]

Standard Matrix Standard GA Optimiert GA
(Eigen3) (Gaalet) (AVX)

Abbildung 15.2.: Laufzeit und Performance der Algorithmen 10 und 11 mit Implemen-
tierung in Eigen, Gaalet und des Vektorisierungsschemas in Abschnitt
12.2 auf den AVX-Befehlssatz angewandt, ausgewertet auf einer , Intel
Sandy-Bridge“ E5-2687TW CPU mit 3,1 GHz Taktfrequenz.
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16. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine neuartige Konstruktion der Geometrischen Algebra ein-
gefiithrt, die zum einen auf einem Indexmengensystem fiir Koordinaten basiert, zum
anderen auf einer Vorzeichenfunktion, die die antikommutative Eigenschaft und die Bi-
linearform der Basisvektormultiplikation explizit definiert. Die neuartige Konstruktion
erweist sich spéter bei der Einfiihrung einer Vektorisierungsstrategie als niitzlich.

Auf Basis der neuartigen Konstruktion der Geometrischen Algebra wurden neben dem
Geometrischen Produkt weitere Produkte eingefiihrt und Eigenschaften inklusive Beweis
aufgezeigt. Auf diesen Vorarbeiten aufbauend wird schlieflich gezeigt, wie eigentliche Be-
wegung und deren Verkniipfung in der Geometrischen Algebra beschrieben werden kann.
Neben der expliziten Einsicht in die Struktur des Geometrischen Produktes konnte die
neuartige Konstruktion zukiinftig ebenfalls niitzlich sein, die ,,index set method“ von
Dorst [7] zu formalisieren und in einem Computeralgebrasystem einzusetzen. Diese Idee
ist im Anhang im Abschnitt A.2 beispielhaft erlautert.

Mit Hilfe der neuartigen Konstruktion der Geometrischen Algebra konnte eine Vek-
torisierungsstrategie des Geometrischen Produktes fiir moderne SIMD-Prozessoren vor-
gestellt werden, die Permutationsoperationen auf Multivektorkoordinaten niitzt.

Ein Aspekt der Vektorisierungsstrategie ist die Kompositionsfolge der erzeugenden Stone-
Permutationen. Diese Kompositionsfolge ist symmetrisch, wodurch eine gleichzeitige Ab-
arbeitung der Stone-Permutationen im selben Vektorregister von vorne und von hinten
beginnend plausibel erscheint. Eine entsprechende mogliche Erweiterung der vorgestell-
ten Vektorisierungsstrategie konnte auf zukiinftige SIMD-Prozessoren hilfreich sein, de-
ren Vektorregister breiter sind als die Dimension der Multivektoroperanden.

Neben der Laufzeit birgt die vorgestellte Vektorisierungsstrategie unter Annahme eines
verbesserten Energieverbrauches von Anwendungen durch deren Vektorisierung ebenfalls
Verbesserungspotential beziiglich energiebewussten Berechnungen in der Geometrischen
Algebra.

In dieser Arbeit wurde ebenfalls eine Moglichkeit beschrieben, die Operationen einer
Implementierung der Vorzeichenfunktion zu minimieren. Zwar wird {iiblicherweise die
Vorzeichenfunktion schon vor der Laufzeit ausgewertet, dennoch kann dadurch zum Bei-
spiel die Zeit zur Auswertung wéihrend einem Kompiliervorgang verringert werden.

Anhand dem Anwendungsbeispiel der inversen Kinematik eines Stanford-Robotertyps
wurden die Implementierungen eines Loseralgorithmus verglichen, die jeweils auf Stan-
dardimplementierungen der Matrizenalgebra, Standardimplementierungen der Geome-
trischen Algebra und der vorgestellten Vektorisierungsstrategie der Geometrischen Alge-
bra basieren. Es konnte nicht nur eine deutlich erh6hte Rechenleistung durch die Vekto-
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risierungsstrategie der Geometrischen Algebra im Vergleich zu den Standardimplemen-
tierungen der Matrizenalgebra und Geometrischen Algebra festgestellt werden, sondern
auch eine erheblich geringere Laufzeit des Algorithmus.

Der Stanford-Robotertyp besitzt eine nicht-redundante Kinematik. Der in diesem Ver-
gleich verwendete numerische Algorithmus kann entsprechend auf hyperredundante Ro-
boterkinematiken angewendet werden.

Die Beschreibung der Bewegung durch die Geometrische Algebra und die vorgestellte
Vektorisierungsstrategie des Geometrischen Produktes, das Bewegung verkniipft, diirfte
fiir die Simulation von Mehrkorpersystemen, Partikelsystemen oder Molekulardynamik
interessant sein.

In der Strukturmechanik und deren Simulation kénnte die Formulierung der Cosserat-
Theorie in der Geometrischen Algebra mit Hinblick auf Anwendung eines Galerkin-
Ansatzes interessant sein.

Die bisher vorgestellten Anwendungen basieren auf der Beschreibung von Bewegung in
der Geometrischen Algebra. Die vorgestellte Vektorisierungsstrategie des Geometrischen
Produktes ist jedoch unabhéngig von dieser Beschreibung. So sollte die Laufzeitverbes-
serung durch die vorgestellte Vektorisierungsstrategie von Anwendungen Geometrischer
Algebra moglich sein, die nicht auf der Beschreibung von Bewegung aufbauen.
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A. Weitere Eigenschaften der
Geometrischen Algebra

A.1. Gerade Unteralgebra Isomorphismus

Satz A.1.1 (Konstruktion eines Isomorphismus beziiglich gerader Unteralgebra). Sei
die Geometrische Algebra G, , mit der Signatur (p,q) € (No)? erklirt.

Die gerade Unteralgebra g;fq ist isomorph zur Geometrischen Algebra G, mit der Si-
gnatur

- (O7p_1) furq:O
(T’S>_{(p,q—1) fiir ¢ # 0, (A1)

sowie dem Mengendifferenzisomorphismus

M:PT{1,....p+q}) = P{1,....,r+5}),U—~UnNA{L,...,r+s}, (A.2)

) U fiir |U| gerade
MU P, - Pr({1,..., U ’
({ 7“—|—S}) ({ p+Q}) {UU{p+Q} fur’U| ungemde

so dass
MO)AM(V)=MUAV)VU,V e PT({1,....,p+q}),

und dem Produktisomorphismus

G Q;q — Qns, A= Z AU ey +—r Z AU EM(U), (A?))
P+({1,....p+q}) PH({1,...p+q})
GGG B= Z By ey — Z By en-1wy,
PH{1,...,r+s}) PH{1,....,r+s})

so dass
G(A)G(B)=G(AB)VA,B€ g/,

Beweis. Die lineare Eigenschaften des Produktisomorphismus ergeben sich direkt aus
der Definition, es gilt fiir alle A, B € Gf und A € R

G(AA + B) = AG(A) + G(B).
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A. Weitere Eigenschaften der Geometrischen Algebra

Wir fithren die Grunddimension n =r + s = p+ ¢ — 1 ein, sowie die Grundmengen

N,=A{1,....,n}
und

=M i e N ={{l,n+1},... . {n,n+1}}.
Wir stellen fest, dass
PH{1,....,n+1}) ={U C{1,....,n+ 1} | (|U| ist gerade)}
— [UAV | U,V € N4, ).
Fiir alle U,V € N, gilt
MUAV)=({UAV)NN, = (UNN)AV NN,)=MU)AMV).

Wir bezeichnen die Vorzeichenfunktionen a4, oy, 4, sowie die Pseudometrische Tensoren
Gr.s, Op.g, €ntsprechend den zugehorigen Geometrischen Algebren G, ; und G, .

Firalle UV e N\, : U# Vist [U|=|V|=2,UNV ={n+1},also [UNV|=1 und
deswegen

(U, V) apq(V,U) 112 (=1)lTIVIHTav]
= -1
= ar o (M(U), M(V)) s (M(U), M(V)).

Aus der Aussage in A.1 ergibt sich fiir alle ¢ € N, ; der Zusammenhang

9rs({1}) = —gp.q({7}) gp.o({n + 1}). (A4)

Daraus folgern wir fiir alle U € N/,

1.19 1 _
(U, U) = (_1)2‘U|(|U‘ b 9p.a(U)

1.16

A2 9p.a(M(U)) gp,g({n +1})

A4

= gr,s<M(U))

1.16

= Oér,s(M(U)v M(U))

Deswegen gilt beziiglich der endomorphen Eigenschaft des Produktisomorphismus fiir
alle U,V € P(N,},)

enwyemv) = rs(MU), M(V)) ennamvy = (U, V) enrwavy.
Wegen der Linearitdt des Produktisomorphismus kénnen wir dies auf
G(A)G(B) = G(AB)

fiir alle A, B € Q; . fortfithren. Ahnliches gilt fiir die Umkehrfunktion. O]
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A.2. Formalisierung der ,index set method“

o €{1,2} {13} | €{2,3} €0 €{1,2} {1} €{2}
€y €p €{1,2} €{1,3} | €{2,3} €p €p €{1,2} €{1 €{2}
€{12} | ¢{1,2} —% —€{23} | ¢{13} €{12} | ¢{12}y | —€ —€{2} {1}
€{13} | {13} | €{23} o €{1,2} {1} €{1} {2} o €{1,2}
€{23} | ¢{23} | —€{13} | T€{1,2} o {2} C{2y | —€{1} | —€{1,2} o

Tabelle A.1.: Links: Produkttafel fiir der geraden Unteralgebra Q;f 1- Rechts: Produktta-
fel der isomorphen Geometrischen Algebra G .

Beispiel A.1.1 (Konstruktion eines Isomorphismus beziiglich gerader Unteralgebra).
Sei die Geometrische Algebra G, ; erklart. Laut Satz A.1.1 ist die gerade Unteralgebra
Q; , isomorph zur Geometrischen Algebra G, .

Tabelle A.1 zeigt die Produkte von allen Basismultivektoren links in der gerade Unteral-
gebra Q{ 1 und rechts in der dazu isomorphen Geometrischen Algebra G, . Beziiglich der
Vorzeichenfunktion wird dabei fiir beide Algebren a({i},{j}) =1 Vi, j € {1,...,n} :
1 < 7 definiert, wobei die Grunddimension entsprechend entweder n = 3 bei der gerade
Unteralgebra Q’; 1, oder n = 2 bei der Geometrischen Algebra G, sei.

Beziiglich des Produktisomorphismus G : Q;f 1 = Ga auf die Basismultivektoren gilt

G(ep) = eg, Gleqay) = equay, Gleqsy) = eq1y, Gleqasy) = eqay-

A.2. Formalisierung der ,,index set method*“

Fiir die Geometrischen Algebra G = R?" mit Dimension n € Ny und Grundmenge N =
{1,...,n} ist das duBere Produkt in dieser Arbeit als eingeschréinktes Geometrisches
Produkt definiert. Es wird die Summe iiber dem Produkt aus Koordinatenmultiplikation
und Basisvektormultiplikation mit dem jeweiligen Indexpaar (U,V) € P(N) x P(N)
durchgefiihrt, welches sich in der Relation

R,={(U, V)| UV e€P(N):UAV =UUV}
befindet. Nach der Definition 3.1 gilt also

ANB = Z AUBv€U€v
(U,V)ERA

fiir die Multivektoren A, B € G.
Mit den Relationen

R ={(UV)|UV eP(N):UAV =V \U},

R ={(UV)|UVePIN):UAV =U\V}
gilt dhnliches fiir die Definition der Linkskontraktion in 3.6

AJ B = Z AUBVeUeV
(UV)ER,
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A. Weitere Eigenschaften der Geometrischen Algebra

und der Rechtskontraktion in 3.7

A I_B = Z AUBVeUeV.

(UV)eR,

Beispielsweise mit der Einfithrung der Verkniipfung von Relationen

R/\ORJ

{(
{(
{(U,v.w
{(U,V.w
{(
{(

)
)
)
)
)
)

UV,W)|UV,W e PN
UV,W)|UV,W e PN
U V,W eP
U V,W €P
UV,W)|UV,W e PN
UV,W)|UV,W e PN

(U, V) € Rn A
(UAV =UUV) A
LUAVAW =W\ (UUV)}
LUAVAW = (W\V)\ U}
(VAW =W\ V) A
L(V,W) € Ry A (UVAW) € Ry}

(UAV,W) € R}

N

(V)
(NV)
(NV)
(V)
(NV)
(NV)

gilt fiir die Verkniipfung der Multivektoren A, B, C' € G durch

(AN B) |

Ay By Cwepeyew

=22

(UV)ERA (UAV,W)ER,

P>

(UV\W)ERnoR,

'Y

(V\W)eR, (UVAW)ER,

=AJ(B]C).

Ay By Cwepevew

AUBVCWeUeVeW

(UAVAW =

(UAVAW =W\ (UAV))}

(WAV)\U)}

Das Finden von Identitaten wie AAB) |C=A|(B|C)VA,B,C € G aus dem Bei-
spiel durch Indexmengen dhnelt der ,index set method* von Dorst [7]. Die Methode von
Dorst basiert auf Venn-Diagrammen. Mit der hier eingefiithrten neuartigen Konstruktion
der Geometrischen Algebra, die Potenzmengen und Operationen darauf zur Indizierung
von Koordinaten und Basisvektoren verwendet, kénnte die Methode von Dorst weiter
formalisiert werden. Ein Einsatz eines solchen Formalismus in einem Computeralgebra-
system fiir Geometrische Algebra wére vorstellbar.
Weitere Identitdten werden im Abschnitt A.3 gezeigt.

A.3. Niitzliche Identitaten

Lemma A.3.1. Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische Algebra G =
R2" erkldrt. Fiir alle A, B,C € G gilt

und
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A.3. Niitzliche Identitaten

Beweis. Sei die Grundmenge N = {1,...,n}.
Fiir alle U, V,W € P(N) gilt

WANUUV)=W\V)\U (A.5)

Daraus folgern wir fiir alle A, B,C € G

w

(A A B)J C 3 Z AUBVCWeUeVeW

(UV,W)EP(N)?
: UAVAW=(UUV)/W

A:.S Z AUBVC'WeUeVeW

(UV,W)eP(N)3
C UAVAW=U/(V/W)

2 AB]C)

und in dhnlicher Weise
C|l(BANA)=(C|B)|A. O]

Lemma A.3.2. Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische Algebra G =
R?" erklirt. Fir alle A,B € G,C € GF': AC = A|C mit Paritit P € {0,1} gilt

AN(B|C)=(A]B)|C
und

(C|B)AA=C|(B|A).

Beweis. Es gilt

AC = Z AUCW Cuew = Z AUCW Cyew = AJ C. (AG)
(UW)eP(N)? (UW)eP(N)?
c UAW=U/W

Daraus folgern wir fiir alle U, VW € P(N)

(UAVAW = UU W\ V) A (UAW =W\ U)
UAW =W\ U = (V\U)U U\ V)U(W\U)

=
& UAVAW =W\ (V\ ). (A7)

Fiir alle V € P(N),W € PP(N) : V\ W = () erhalten wir

a(V,W)a(W,V) = (_1)\VHW\+IV0W\ — (_1)|VHW|+\W\ — (_1)(\V|+1)P. (A.8)
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Fiir alle A, B € G,C € G': AC = A| C gilt

AN(B]|C)
3.6
:;1 Z AUBVC’W Cyeyew

(U,V,W)eP(N)2xPF(N)
 UAVAW=UU(V/W)

1.21 Z By Z AuCw a(V, W) (W, V) epew | ey

VEP(N) (UV,W)EP(N)xPP(N)
: UAVAW=UU(V/W)

AZ.G Z BV Oé(‘/, W)Oé(VV, V) Z AUCW ecyew ey

VEP(N) (U,V,W)eP(N)xPF(N)
(UAVAW=UUV/W)OAUAW=U/W)

8
= Z By (—1)IVI+DF Z AyCw epew | ev
"~ VEP(N) (UV,W)eP(N)x PP (N)
L UAVAW=(U)V)]W
E Z AuByCw epeyew

(UV,W)eP(N)2xPP(N)
 UAVAW=(U/V)/W

=(A]B)]C
und auf dhnliche Weise
(C|BYNA=C|(B|A). O

Lemma A.3.3. Seien die Grunddimension n € N und die Geometrische Algebra G =
R?" erklirt.
Fiir alle v € G, A € G*, B € G' mit den Graden k,l € {1,...,n} gilt

z-(AB) = (z- A)B + (=1)*A(z - B)
= (@ ANA)B+ (=1 Az A B).

Beweis. Es gilt

z-(AB) *2° %(xAB — (=1)*'ABx)

—

= ~(zAB — (-1)*"ABz + (-1)*AzB — (-1)"AzB)

|l V)

= —(zAB — (—1)"*AzB) + %(—D’“(AxB — (-1)'ABx)

\)

2 (z- A)B+ (—1)*A(z - B)
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und
3.16 1 k1
- (AB) "= é(xAB + (—=1)""ABx)

%(Q;AB — (~1)* ABz + (~1)*AzB — (—1)* Az B)
S@AB + (~1)*AzB) + 2(~1)**((~1)'ABz + AzB)
E (z AA)B+ (—1)"1 Az A B). O

3.16
Korollar A.3.4. Es gilt
- (ANB)=(z-A)AB+ (=1)*AA (z- B)

und
(xNA)-B firk <1

z-(A-B)=<0 firk=1 .
(—)*A-(x AB)  firk>1
Lemma A.3.5. Seien die Grunddimension n € N und die Geometrische Algebra G =

R?" erklirt.
Fiir alle v € G, A € GF, B € G' mit den Graden k,1 € {1,...,n} gilt

v A (AB) = (z- A)B + (=1)*A(x A B)
=(zANA)B+ (1) A(x - B).
Beweis. Es gilt

v A (AB) Y L (zAB + (~1)*" ABx)
%(xAB + (=1)""'ABx + (-1)*AzB — (-1)*AzB)
= S@AB — (~1)*AzB) + (- )(~1) ABx + AcB)
(- A)B+ (1) A(z A B)
und
A (AB) % %(xAB + (—1)* ABz)
= S@AB+ (-1 AB + (<1} AcB — (-1) AzB)
%(xAB + (—=1)*AzB) + %(-1)%(-1)%3:5 — AzB)
2 (2 AA)B+ (~1)" Az B). -

Korollar A.3.6. Es gilt

A(A-B)_{(x'A)'BH_WA'(“B) fiir k <1

(xANA) - B+ (-1)"A-(x-B) firk>1"
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B. Weitere Modelle der
Geometrischen Algebra

B.1. Komplexe Geometrische Algebra G,

Satz B.1.1 (Algebrenisomorphismus). Zwischen den komplexen Zahlen C und dem kom-
plexen Modell der Geometrischen Algebra Q;fo gibt es den Isomorphismus

C— g;o,a+bi = a+beg o,

wobei a,b € R und die komplexe Zahli € C : 4% = —1.

Beweis. Folgende Axiome, die die komplexen Zahlen vollstindig definieren, sind auch
fiir die komplexe Geometrischen Algebra Gy, erfiillt:

1. Die reellen Zahlen R = GJ, sind laut Satz 2.5.1 in der komplexen Geometrischen
Algebra enthalten, es gilt R C Gy

2. Weil g; o ein Vektorraum ist, gilt beziiglich der Addition das Assoziativ- und Kom-
mutativgesetz.

3. Laut Satz 1.5.2 ist die Multiplikation assoziativ, distributiv und wegen

AB'Z (Ap + Ag2yeq1.2y)(Bo + Brigyeqay)
= ApBy — Ap 2y Bpgy + (AgBpigy + Aoy Bo)eqi oy
= BypAg — BroyApzy + (BoApzy + BpuagyAe)en s
= (Bo + Buyeqz) (Ao + Apapeqizy)

1.22

=" BA.

fiir alle A, B € G5, auch kommutativ iiber der Addition.
4. VAeGly:3(-A) € Gly: A+ (—A) =0, da G5, ein Vektorraum ist.

5. VA € G5\ {0} : 3A™ € Gy : AA™! = 1, ndmlich A™' = A=, weil jedes
B € G5 in zwei Vektoren b, b~ 'B e gl 0:B= —1'B zerlegt werden kann, da laut
Korollar 7.1.15 Vb € G, \ {0} Jvte gl blf1 = 1, und damit jedes Element in

9270 ein Versor ist und Satz 7.2.7 angewendet werden kann.

6. 36{1,2} € g;fo : 6{1’2} 6{172} = —1.
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T.VAe€Gl:3a,beGyy: A=a+bepy.
O]

Korollar B.1.2 (Komplexe Konjugation). Die kompleze Konjugation in C entspricht
der Reversen in Q;O, es gilt

7.16
Ay — Apgyengy = Al

fiir alle A € Q’;fo.

B.2. Standardraummodell G,

Satz B.2.1 (Aquivalenz inneres Produkt und Skalarprodukt). Seien die Grunddimenion
n € N und die Geometrische Algebra G, o = R?*" erklirt.
Fiir alle A, B € G, gilt

(AB") = (ATB)y = Ax B.
Beweis. Beziiglich dem Pseudometrischen Tensor in 1.16 gilt
g(U) =1 (B.1)

fir alle U € P(N) in der Geometrischen Algebra G, . Daraus schlieflen wir fiir alle
A7 B e gn,()

<AB>O 12%242 Z AUBV eyey
UVEP(N)
c UAV=()

lig Z AUBU Oé(U, U)

UeP(N)

& Z AyBy a(U,U)g(U)

UEP(N)
22 (ABYY = (ATB),. O
7.16
Korollar B.2.2 (Orthogonale und senkrechte Aquivalenz). Seien die Grunddimension
n € Ng und die Geometrische Algebra G, erkldrt.
Zwei Vektoren in G, o sind genau dann orthogonal, wenn sie zueinander senkrecht sind.

Korollar B.2.3. Die orthogonale Projektion Ps und die orthogonale Spiegelung S, mait
dem Spat A € Qﬁ}o und Grad k € {0,...,n} transformiert senkrecht zu dem entsprechen-
den Untervektorraum A= {z € G, , |z N A= 0}.
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B.2. Standardraummodell

€2

0

Abbildung B.1.: Bivektor A € G5 definiert die Ebene A = {z € G5, | 2 A A = 0}.
Vektor (z - A)A™" € G3, ist die orthogonale Projektion des Vektors
z € Gy auf die Ebene A, Vektor AzA™" € G5, die Spiegelung.

Beispiel B.2.1 (Spiegelung in Gj ). Sei die Geometrische Algebra Gs o erklirt. Definiere
der 2-Spat A € G3, den Untervektorraum A = {z € G3, | A A = 0}.
Die orthogonale Projektion des Vektors x € G3, auf den Untervektorraum A ist

Pa(z) = (- A)A™,
die orthogonale Spiegelung
Sa(x) = ArA™Y
wie in Abbildung B.1 skizziert.

Definition B.2.1 (Rotation). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geome-
trische Algebra G, erklidrt. Definieren die Spate A € g’;yo und B € gfb,o mit den
Graden k,l € {0,...,n} die Untervektorriume A = {z € G, | 2 A A = 0} und
B={zegGl,|zAB=0}

Wir interpretieren eine Rotation als aufeinanderfolgende Spiegelungen an den Untervek-
torrdumen B und A. Dazu fithren wir den Rotor

ein und definieren

71,0 - grlz,O
x> (Sq08p)(r) = ABxB 'A™!' = ReR™.
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B. Weitere Modelle der Geometrischen Algebra

Abbildung B.2.: Die Bivektoren A, B € G3 definieren die Ebenen A = {z € G3, |
tANA=0}und B={r €G3y | xAB = 0}. Vektor AzA™" € G3, ist die
Spiegelung des Vektors x € Q§70 an der Ebene A, Vektor BAxA='B~! ¢
Gy die Spiegelung des Vektors AzA™" € G, an der Ebene B.

Korollar B.2.4. Die Rotation hat die Eigenschaften eines Sandwichproduktes.

Korollar B.2.5. Ein Rotor ist ein gerader Versor.

Beispiel B.2.2. Sei die Geometrische Algebra Gs o erklért. Definieren die 2-Spate A, B €
G die Untervektorrdume A = {z € G5, | z A A= 0} und B = {z € G3,, | # A B = 0}.
Die Untervektorrdume A und B beschreiben Ebenen. Eine Rotation eines Vektors x €
Q’?},O kann als zwei aufeinander folgende Spiegelungen an den Ebenen dargestellt werden.
Also definieren wir den Rotor

und erhalten damit die Rotation
RxR™' = ABxB™'A™,

wie in Abbildung B.2 skizziert.

B.3. Homogenes Modell G,

Definition B.3.1 (Projektive Hyperebene). Seien die Grunddimension n € Ny und die
Geometrische Algebra G, 10 = R?"" erklirt.
Wir definieren die projektive Hyperebene

52 ={r¢€ g7ll+170 | @ €{n+1} = 1}. (B.2)

als n-dimensionale Mannigfaltigkeit, die in den Vektorraum G, ,, ; eingebettet ist.
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Lemma B.3.1 (Hom6omorphismus). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geo-
metrische Algebra Goi10 = R*"" erklirt, sowie die projektive Hyperebene $H C G,
definiert.

Es gibt einen Homdomorphismus zwischen der Hyperebene $H" und dem Vektorraum

1 I
20 C Gniio

;,0 = 90, Y = Y+ ey (B.3)

552 — g}w, T T — e{py1} = (x A €{n+1})€{n+1}-

Beweis. Wegen y - egpq1y = 0 und eg,41y - eqnq1y = 1 gilt fiir alle y € Q}L,O
(v +en1)) ety = ¥ Cnay + i1y - ey = 1,

also (y + e{nﬂ}) € 9.
Wegen - efnq1} = €fnt1y - eqng1y = 1 gilt fiir alle v € H

(2 = efnt1}) * €fnt1} = T+ €fnt1} — E{nt1} - €fnt1} =0,

also (2 — egni1}) € Gog.
Es gilt

B.2
T — i1} = TC{nt1} C{nt1} — (T - €{n+1})e{n+1}

7.6
= (x A €{n+1})6{n+1}. ]

Lemma B.3.2 (Homdomorphie der Ebenen). Seien die Grunddimension n € Ny, die
Geometrische Algebra G110 = R2"" und der graduierte Untervektorraum A C QELH’O
mit Grad k € {1,...,n+ 1} so erklirt, dass

dimA=kAAZG,,

sowie die projektive Hyperebene H C Q}HLO definiert.
Der (k — 1)-dimensionale geschnittene Unterraum

ANk
ist homdomorph zu einer (k — 1)-Ebene im Vektorraum G .
Beweis. Definiere der k-Spat A € GF | mit (efp41) - A) # 0 den k-dimensionalen
Untervektorraum
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B. Weitere Modelle der Geometrischen Algebra

] dim A \ dim A N H \ Figur in an \ Darstellung mit ay, as, az € $H" ‘

1 0 Punkt ay
2 1 Gerade a1 A ag
3 2 Ebene a; N\ as A as

Tabelle B.1.: Graduierte Untervektorriume A = {x € H" | zAa1A.. . Aaj, = 0} mit Grad
k =dim A € {1,2,3} im homogenen Modell und zu AN $H homdomorphe
Figuren im Vektorraum G, , des Standardraummodells.

Aus (egny1y - A) # 0 folgt A Z G .
Es gilt
AN ={zrecH|zANA=0}

={zeN|epiy(xNA) =0}

Zig{xefj | efni1y - (x AN A) =0}
e (efny1y - 2)A — 2 A (egny1y - A) =0}
B2 {zeH|A-x2N(epey-A) =0}
={z €| Aletnsry - A) 7" (efniny - A) — A (egni1y - A) = 0}
£ {z €| (v — Alegnsry - A7) A (efny1y - A) = 0}
Ly eGuol (v = Al A7+ euin) Alegusn - 4) = 0}
={y €G0!l (y—10)AB=0}

mit der Parametrisierung einer (k —1)-Ebene in Q}LO, namlich dem Normalenvektor vom
Ursprung zur Ebene

Yo = Alegniry - A) ™ = equr1y € G
und dem (k — 1)-Spat

B = €{n+1} * Ae 9570. ]

Anmerkung. Tabelle B.1 benennt drei (k—1)-Ebenen mit k£ € {1, 2,3} als homéomorphe
Figuren in G, ;.

Korollar B.3.3 (Rotation). Seien die Grunddimension n € Ny und die Geometrische
Algebra Gni10 = R erklirt, sowie die projektive Hyperebene ok c Q%H,O definiert.
Sei der Rotor R € G nach Definition B.2.1 erklirt.

Beziiglich der Rotation sind die Hyperebene $" und der Vektorraum Q,io wie 1 Lemma
B.3.1 homéomorph, es qilt

RrR™' + efni1y = R(z + e{n+1})R_1 Va e gi,o
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) NACHY

Abbildung B.3.: Die Vektoren a,b € Qéo schneiden die Hyperebene $% in jeweils einem
Punkt. Das #uBere Produkt a A b € G5, kann als Ebene interpretiert
werden, die die Hyperebene $% in der Geraden schneidet, die durch
die zwei Punkte geht. Ebenso kann der Bivektor C' € G3, als Ebene
interpretiert werden, die die Hyperebene 4 an einer Geraden schneidet.
Die Abbildung ((a A b)* A C*)" € Gj  ist ein Vektor, der die Hyperebene
553 in dem Schnittpunkt der zwei Geraden schneidet.

und
RxR™' — €{nt1} = R(m — €{n+1})R_1 VxeS$.

Beispiel B.3.1 (Zweidimensionale projektive Geometrie mit Gso). Wir kénnen eine
zweidimensionale projektive Geometrie mit dem homogenen Modell Gz beschreiben.
Darin ist die projektive Hyperebene $5 C Gy, erklirt.

Zwei Punkte in Gy sind homdomorph zu den nulldimensionalen geschnittenen Un-
terraumen

{z € 93}70 |2 Aa=0}N$H,
{zr €Gso |z Ab=0}N5H
mit den Vektoren a,b € Gy, \ {0}.

Die Gerade durch die zwei Punkte ist homéomorph zu dem eindimensionalen geschnit-
tenen Unterraum

{xeGoloha=01NHs+{z ey |zAb=0}N5H
=({zebsoleha=0}+{zeGiy|zAb=0})NH,
={z € Gy |z ANaNb=0}NHE,
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B. Weitere Modelle der Geometrischen Algebra

ebenso eine andere Gerade zu dem eindimensionalen geschnittenen Unterraum
{reGlylznC=0}n8l,

der durch den Bivektor C' € G5 \ {0} definiert wird.
Die zwei Geraden schneiden sich in dem Punkt, der homéomorph zu dem 0-dimensionalen
geschnittenen Unterraum

{xeGsolehanb=0tNHN{zeGsy |z AC=0}NH
:{:L'EQ;’O|ac/\((a/\b)*/\C'*)*:0}ﬂ.‘7)g

ist. Siehe Abbildung B.3 als Skizzierung dazu.

Anmerkung. Der nulldimensionale geschnittene Unterraum {z € G3 o | x Aegsy = 0}N$HE
ist keine ausgezeichnete Teilmenge des graduierten Untervektorraumes Q%»O, im Gegen-
satz zu dem dazu homéomorphen Ursprung 0 € Gy als singuléren Punkt des graduierten
Untervektorraumes Q2170.
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C. Implementierung der dualen
Quaternionen mit AVX-Operationen

#include <immintrin.h>

J/0 0. {1.2}, {1,8}, {2.3}} + {{1.inf}. {2.inf}. {3.inf}. {1.2.3, inf}}

struct alignas (32) versor

double coords [8];

3
inline versor operatorx*(const versor& 1, const versor& r)

versor p;

{
//C 0, {1,2}, {1,8}, {2,3} ) = 0
--m256d a = _mm256_load_pd(1l.coords+0);
--m256d b = _mm256_broadcast_sd(r.coords+0);
--m256d ¢ = _mm256_mul_pd(a,b);
/70 1,2y, 0, {2,8}, {1,3} ) = {1,2}
a = _mm256_permute_pd(a, 5);
b = _mm256_xor_pd (
-mm256_broadcast_sd (r.coords+1),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)(0))<<63,((long
((long long)(0))<<63,((long
)
¢ = -mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);
//C 2,8}, {1.3}, {1,2}, 0 ) = {2,3}
a = _mm256_permute2f128_pd(a, a, 1);
b = _mm256_xor_pd (
-mm256_broadcast_sd (r.coords+3),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64dx (((long long)(0))<<63,((long
((long long)(1))<<63,((long
)
¢ = -mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);
J/C {1,3), (2.9}, 0, {1,2} ) « {1,3}
a = _mm256_permute_pd(a, 5);
b = _mm256_xor_pd (
-mm256_broadcast_sd (r.coords+2),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)(1))<<63,((long
((long long)(0))<<63,((long
)3
¢ = -mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);
_mm256_store_pd (p.coords+0, c);
)
{

// ({1sinfy {2, inf} {8, inf},{1,2,8,inf}) = (0, {1,2}, {1,3}, {2,8}) =

J/a(0, (1,2}, (1,3}, {2,8})xb({1,inf} {2, inf} {3, inf} . {1.2,3, inf})
V70 0, {1.2y, {13}, {2.3} ) = {1,inf}
--m256d a = _mm256_load_pd(1.coords+0);
--m256d b = _mm256_xor_pd (
-mm256_broadcast_sd (r.coords+4),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)(0))<<63,((long
((long long)(1))<<63,((long

)
--m256d ¢ = _-mm256_mul_pd(a,b);

J/C 41,2}, 0, (2,8}, {1,8) ) « {2, inf}
a = _mm256_permute_pd(a, 5);
b = _-mm256_xor_pd (
-mm256_broadcast_sd (r.coords+5),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)(1
((long long)(0

0 —

-mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

//C {28}, {1,8}, {1,2}, 0 ) = {1,2,8,inf}
a = _mm256_permute2f128_pd(a, a, 1);

long)(1))< <63,
long)(1))<<63))

long)(0)) < <63,
long)(1))<<63))

long)(0))< <63,
long)(1))<<63))

{1,inf}

long)(1)) < <63,
long)(0))<<63))

long)(1)) < <63,
long)(0)) < <63))
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b = _mm256_xor_pd (
_mm256_broadcast_sd (r.coords+7),
_mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)(0))<<63,((long long)(1l))<<63,
((long long)(0))<<63,((long long)(1))<<63))
)
¢ = -mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

//( {1,38}, {2,8}, 0, {1,2} ) » {3, inf}
= _mm256_permute_pd(a, 5);

-mm256_broadcast_sd (r.coords+6);

-mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

b

c

//a({1,inf} {2, inf} {8, inf},{1,2,8,inf})xb(0, {1,2}, {1,8}, {2,3})
//( {1,inf} . {2,inf} {8, inf} ,{1,2,8,inf} ) * 0
= _mm256_load_ pd(l.coords +4),
_mm256_broadcast_sd(r.coords+0);
-mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

b
c

J/C A2, inf} {1, inf},{1,2,8, inf} {3, inf} ) + {1,2}
a = _mm256_permute_pd(a, 5);
b = _mm256_xor_pd (
-mm256_broadcast_sd (r.coords+1),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)(0))<<63,((long long)(1))<<63,
((long long)(0))<<63,((long long)(1))<<63))

3

0 —

= _mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

J/C {1,2,8,inf} {8, inf} . {2, inf}, {1, inf} ) = {2,8}

a -mm256_permute2f128_pd(a, a, 1);

b _mm256_xor_pd (

-mm256_broadcast_sd(r.coords+3),

_mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64dx (((long long)(0)) < <63,((long long)(0))< <63,
((long long)(1))<<63,((long long)(1))<<63))

¢ = -mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

J/C {8, inf} {1,2,9, inf} {1, inf} {2, inf} ) = {1,3}
a = _mm256_permute_pd(a, 5);

b = _mm256_xor_pd (

-mm256_broadcast_sd (r.coords+2),
-mm256_castsi256_pd (-mm256_set_epi64x (((long long)
((long long)

1)) < <63,((long long)(0))< <63,
0))<<63,((long long)(1l))<<63))
)3
¢ = -mm256_add_pd (-mm256_mul_pd(a,b),c);

_mm256_store_pd (p.coords+4, c);

}

return p;
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