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Kapitel 1
Grenzflichen von Fliissigkeiten

Fiir jedes lebende System sind Fliissigkeiten zum léngeren Bestand notwendig. Dar-
aus ergibt sich grundséatzlich die Bedeutung von Fliissigkeiten in der Biologie und
in der Medizin. Doch auch an vielen industriellen Anwendungen sind Fliissigkeiten
beteiligt. Oft handelt es sich dabei um Wasser, um wiéssrige Losungen oder komplexe
Kolloid- /Polymer-Mischungen. Im Regelfall spielen in biologischen wie auch in tech-
nischen Prozessen Mischungen komplizierter Fliissigkeiten eine entscheidende Rolle
beispielsweise bei Transportprozessen. Das wissenschaftliche Spektrum, das Fliissig-
keiten ausfiillen und damit besondere Herausforderungen an das Verstédndnis stellen,
reicht von einfachen Fliissigkeiten (fliissiges Argon), iiber metallische (Quecksilber),
komplexe (Kolloide, Alkohole, Fliissigkristalle, Polymere, Wasser), elektrolytische

(Salze in wéssriger Losung, starke Séuren) bis zu Quantenfliissigkeiten (Helium).

Fliissigkeiten stellen einen besonderen Zustand der Materie dar: sie besitzen kei-
ne Fernordnung wie Festkorper, ihre Dichten allerdings konnen die eines Gases um
mehrere Groflenordnungen iibersteigen, wodurch sie typische Eigenschaften von Ga-
sen verlieren. So sind Fliissigkeiten weitaus inkompressibler als Gase, aber viel , be-
weglicher als Festkorper. Anders ausgedriickt, ist das Verhéltnis zwischen totaler
kinetischer und potentieller Energie, das in Gasen sehr grofy und in Festkorpern sehr
klein ist, bei Fliissigkeiten ungefiahr eins.

Daraus ergibt sich auch die Schwierigkeit, diesen Zustand mittels statistischer Me-
thoden, die mikroskopische Betrachtungen miteinbeziehen, zu beschreiben. Es gibt
kein exakt behandelbares Modell, wie beim idealen Gas oder Festkorper (Einstein-
modell), auf dessen Grundlage sich eine Stérungstheorie fiir den nicht idealisierten

Zustand entwickeln liele. Alle Modelle, die dennoch vom Grenzfall geringer Dichte
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2 1. Grenzflachen von Fliissigkeiten

ausgehen, liefern keine Darstellung des fliissig-fest Phaseniibergangs, mit dem insbe-
sondere eine Symmetrieéinderung der Ordnung verbunden ist. Auf der anderen Seite
neigen Gittermodelle, die eine Fliissigkeit dhnlich einem Festkorper mit vielen mo-
bilen Fehlstellen beschreiben, in diesem Fall grundsitzlich zu einer Uberbewertung
des Festkorperbildes. Der gas-fliissig Ubergang wird damit nicht korrekt erfaBt. Die
bisher entwickelten Techniken beziehen sich weitgehend auf mehr oder weniger star-
ke Vereinfachungen. So werden die beteiligten Molekiile oft als sphérisch betrachtet
oder Polymere durch effektive Teilchen, die sich z. B. teilweise durchdringen kénnen,
beschrieben [1]. Noch schwieriger ist daher die Beschreibung inhomogener Systeme,
die beispielsweise Phasengrenzflichen enthalten.

Ein oft benutzter Zugang zu diesem Problem liegt in der Behandlung sogenannter
Hart-Kugel-Fliissigkeiten, die auf eine Idee van der Waals im Jahr 1873 zuriickge-
hen. Diese Modellfliissigkeit besteht im einfachsten Fall nur aus sphérischen Teilchen,
die sich nicht durchdringen kénnen und die sonst keinerlei Attraktion aufeinander
ausiiben. Jede Eigenschaft dieser Fliissigkeit ist damit rein entropischer Natur. Be-
herrscht man die Beschreibung dieses Modells, dann 148t sich durch Hinzunahme
von Attraktionen oder dufleren Feldern ein storungstheoretischer Ansatz fiir reale
Fliissigkeiten konstruieren.

Das um 1914 eingefiihrte Konzept einer Nahordnung der Molekiile in einer Fliissig-
keit und der diese Ordnung beschreibenden Verteilungsfunktionen durch Ornstein,
Zernike, Prins und Debye ist seitdem die wesentliche Grundlage fiir alle folgen-
den Fliissigkeitstheorien. Dies liegt nicht nur im experimentellen Zugang, den die
Fouriertransformierte der Verteilungsfunktion als sogenannter Strukturfaktor bie-
tet, sondern auch im Zusammenhang dieser Funktion mit vielen thermodynamischen
Grofen begriindet. Born, Bogoljubow, Green, Kirkwood und Yvon entwickelten ab
1935 eine Erweiterung dieser Idee, die eine Verbindung zwischen der Verteilungs-
funktion und dem Wechselwirkungspotential mittels Integralgleichungen herstellt.
Durch verschiedene Approximationen fiir die Verteilungsfunktion lassen sich schlie3-
lich Zustandsgleichungen fiir spezielle Systeme wie harte Kugeln ableiten, die dann
ihrerseits, wie oben schon angedeutet, als Ausgangspunkt fiir kompliziertere Modelle
dienen [2,3,4,5,6,7,8].

Allgemeiner ausgedriickt wihlt man als Referenzsystem immer ein Modell, dessen
Eigenschaften gut bekannt sind. Stérungstheorien erlauben dann das Studium der
Veranderungen dieser Eigenschaften unter Hinzunahme einer weiteren Wechselwir-
kung, die schwach an das Referenzsystem gekoppelt ist. Derartige Ansétze, sowie

die oben erwidhnten Integralgleichungen fiir homogene Systeme bieten eine zufrie-
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denstellende Abbildung der Struktur einfacher Fliissigkeiten. Der Erfolg basiert auf
der Tatsache, dafl attraktive Wechselwirkungen bei der Strukturbildung der Nahord-
nung in homogenen Systemen eine weniger relevante Rolle spielen. Diese sind aller-
dings nicht mehr vernachlédssigbar, wenn man inhomogene Systeme betrachtet, das
heiflt beispielsweise Fliissigkeiten an Wénden oder Phasengrenzfliichen. Insbesonde-
re kann eine Phasengrenzfliche nur dann entstehen, wenn es Attraktionen zwischen
den Teilchen gibt [9,10].

Oberflachen- und Grenzflachenphdnomenen kommt eine zentrale Stellung in Natur
und Technik zu. Dies gilt nicht nur fiir Festkorperoberflichen. Auch ,,Berandungen*
von Fliissigkeiten haben einen Einfluf} auf unterschiedlichste Vorgéange. So ist der
Begriff der Kapillaritdt eng mit der Nahrstoffaufnahme bei Pflanzen verkiipft, Be-
netzung spielt in vielen Produkten eine wichtige Rolle, Tenside in Lungensystemen
sorgen fiir den Abtransport von Schadstoffen und der Stofftransport durch Grenz-
fldchen ist von Interesse bei Extraktionsprozessen, bei denen es zu einer Anlagerung
einer Komponente an der Oberfliche des Gemisches kommen kann. Dabei interes-
siert man sich je nach Fragestellung fiir die Ladungsverteilung oder die Orientie-
rung in der Ndhe von elektrolytischen bzw. fliissig-kristalliner Grenzflachen oder fiir
Adsorptions- oder Schmelzvorgéinge beispielsweise in porésen Medien. Zudem gibt
es in technischen Verfahren kaum eine Festkorperoberfliche ohne einen adsorbier-
ten Fliissigkeitsfilm. Je nach HerstellungsprozefS mufl man die FEigenschaften solcher
Filme gut kennen, um sie kontrolliert nutzen zu kénnen.

Im Falle von Grenzflachen zwischen gasféormiger und fliissiger Phase &ndert sich die
Dichte nicht sprunghaft, sondern kontinuierlich. Diese Einsicht, die schon 1831 von
Poisson gefunden und die 1873 durch van der Waals quantitativ beschrieben wur-
de, erfordert eine entsprechende Erweiterung der oben angesprochenen Theorien fiir
homogene Systeme unter Beriicksichtigung der Dichteinhomogenitdt. Dazu haben
sich neben Erweiterungen der schon genannten Integralgleichungen auf inhomoge-
ne Systeme besonders Dichtefunktionaltheorien etabliert. Diese stellen Funktionale
einer ortsabhéngigen Dichte bereit, die in ihrem Minimum, welches durch die Gleich-
gewichtsdichte realisiert wird, schliefilich die Bedeutung eines thermodynamischen
Potentials annehmen. Damit erhélt man den Anschlufl an thermodynamische Eigen-
schaften von inhomogenen Systemen. Die Dichtefunktionaltheorie wurde urspriing-
lich von Hohenberg und Kohn 1964 fiir die Grundzustandsenergie eines Elektronen-

gases in einem dufleren Potential bei verschwindender Temperatur entwickelt [11,12].
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Ein Jahr spéter erweiterte Mermin diese Arbeit fiir nicht verschwindende Tempe-
ratur [13]. Ebner und Saam benutzen 1976 diese Ergebnisse fiir klassische Systeme
und Fliissigkeiten [14,15]. Seitdem hat sich die Dichtefunktionaltheorie zu einem un-
entbehrlichen Werkzeug in der Theorie der Fliissigkeiten entwickelt, nicht zuletzt
durch die Arbeiten von Evans [16].

Allein die Berechnung und Messung der ortsabhéngigen Dichte geniigt nicht um
ein detailliertes Bild von gas-fliissig Grenzflachen zu erhalten. Zunéchst stellt sich
bei einem kontinuierlichen Verlauf der Dichte die Frage, was mit dem Begriff |, Grenz-
fliche” iberhaupt noch gemeint sein kann, und ob man nicht besser die Beschreibung
einer ,Grenzregion® bevorzugen sollte. Das Problem der Definition einer Grenzfla-
chenposition erkannte bereits Gibbs und setzte die heute noch géingige Grenzfla-
chenposition so, dafl die Exzessadsoption an der Grenzfliche verschwindet!'. Diese
Definition setzt die Kenntnis der im allgemeinen unbekannten Gleichgewichtsdich-
te voraus und ist damit nicht anwendbar auf eine gegebene mikroskopische Kon-
figuration der Teilchen. Dieses Problem ist zentral bei Monte Carlo Studien oder
Simulationen der Molekuardynamik einer solchen Grenzfliche. Dariiber hinaus ist
diese Wahl im allgemeinen nicht eindeutig, insbesondere im Falle gekriimmter Be-
randung wie beispielsweise bei Tropfen 1&8t sich auch die sogenannte ,surface of
tension“ als Position der Grenzfliche definieren [18]. Betrachtet man hingegen die
planare Grenzfliche einer bindren Mischung, dann 148t sich keiner dieser thermody-
namischen Zuginge nutzen um ,die“ Grenzfliche einer Mischung zu definieren, weil
nunmehr nicht nur die Gesamtdichte sich kontinuierlich &ndert, sondern innerhalb
der Grenzregion auch die Konzentrationen der Komponenten [19]. Vielmehr kann
man davon ausgehen, dafl jede Komponente ihre Grenzflache besitzt und dafl diese
Flachen untereinander wechselwirken. Andererseits mufl eine Theorie beider Fla-
chen, sofern sie in ihrer Position iibereinstimmen, die Beschreibung einer enthalten.
Ein weiteres Problem entsteht durch die hohe Platzwechselrate der Fliissigkeitsteil-
chen, die bei Raumtemperatur bei ungefihr 10® Wechsel pro Sekunde liegt. Diese
mikroskopische Sichtweise fithrt zu dem Schlufl, daf eine Grenzflache nicht fest in ih-
rer Gleichgewichtsposition verharrt, sondern wie die Teilchen selbst um diese fluktu-
iert. Andererseits sind diese Verbiegungen durch die Oberflichenspannung gehemmt.

Das fiihrt auf die Frage nach einer mikroskopischen Theorie der Oberflichenspan-

IMit der ,,Gibbs dividing surface“ ist oft die so beschriebene Fliche gemeint, allgemeiner wird
aber manchmal jede mathematisch definierbare Grenzfliche in dieser Ubergangszone als solche
bezeichnet, z. B. in Referenz [17].
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nung und deren Zusammenhang mit diesen sogenannten Kapillarwellen. Diese sind
grundsétzlich von den Schwerewellen zu unterscheiden, die ihre Energie gegen die
Gravitation aufbringen miissen und dadurch auch in Amplitude und Wellenlénge

von den Kapillarwellen deutlich verschieden sind [20].

Die ersten theoretischen Beschreibungen der Oberflichenspannung gehen auf Lord
Rayleigh und van der Waals zuriick [21]. Es gibt viele Variationen dieser Behandlung,
die jeweils auf verschiedenen Approximationen beruhen und daher unterschiedlich
gute Ergebnisse erzielen [22,23,16]. Daneben haben Kirkwood und Buff 1949 einen
anderen Zugang entwickelt: dieser beruht auf einer mechanischen Betrachtung von
Oberflachendeformationen im Gegensatz zu den van der Waals-Theorien, die eine
thermodynamische Vorgehensweise benutzen, das heifit die Oberflachenspannung als
aufzuwendende isotherme Arbeit zur Bildung einer Einheitsfliche zu definieren [17].
Der Vorteil dieser Idee liegt in der unmittelbaren Verkniipfung zur oben angefiihrten
Verteilungsfunktion und zum Wechselwirkungspotential und bietet dadurch einen
Anschlufl an die Dichtefunktionaltheorie. Die so berechneten Oberflachenspannun-
gen liegen durchweg unterhalb derer, die sich aus van der Waals-Theorien ergeben.
Eine Verallgemeinerung der van der Waals-Theorien wurde 1972 von Triezenberg und
Zwanzig basierend auf einer Idee von Yvon aus dem Jahr 1948 publiziert [24]. Darin
taucht erstmalig direkt die Verbindung zwischen Dichtefluktuationen und Fluktua-
tionen der Oberflachenposition und somit zwischen Dichtefluktuationen und Ober-

flachenspannung auf.

Die oben skizzierte Entwicklung der Theorie der Oberflichenspannung planarer
Grenzflachen, die einen Bezug zum Dichteprofil herstellen, motivierte viele Grup-
pen, diese Dichteprofile experimentell und durch Simulationen zu bestimmen, um
die verschiedenen Zugéinge auf ihre Vorhersagekraft zu tiberpriifen. Frithere Arbei-
ten entstanden hauptséichlich mittels Ellipsometrie. Viele neuere Messungen wurden
hingegen mit Rontgestrahlen durchgefiihrt, wenngleich damit auch Schwierigkeiten
hinsichtlich der eindeutigen Bestimmung verbundenen sind [25]. Einige Beispiele
hierfiir sind Helium [26,27,28], fliisssige Metalle [29,30] und Mischungen [30]. Neu-
tronenreflektivitdten und Polarisationsanalysen werden ebenfalls benutzt, um die
Struktur fliissiger Grenzflichen zu bestimmen [31,32].

Die Anzahl der numerischen Arbeiten auf diesem Gebiet hat in den vergangenen Jah-
ren deutlich zugenommen. Dies liegt im wesentlichen an den verschiedenen zu Verfii-
gung stehenden Techniken. So werden neben Dichtefunktionalen [33,34,35,36,37,38,
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39] und Simulationen der Molekulardynamik [40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52]
auch Monte Carlo-Methoden [53,54,55], Integralgleichungen [56,57] und Gittergas-
Modelle [58,59] verwandt.

Neben bereits zitierten Arbeiten an planaren Grenzflichen entstanden auch Uber-
legungen zur Korrektur der Oberflichenspannung in gekriimmten Geometrien, wie
sphérischen oder zylindrischen Tropfen. Diese Korrekturen hingen offenbar mit dem
Kriimmungsradius des Tropfens zusammen, analog zur Laplace-Druckdifferenz einer
Seifenblase, die mit der Oberflachenspannung proportional zur mittleren Kriimmung
der Blase ist. Tolman schlug daher schon 1949 eine Entwicklung der Oberflichen-
spannung in einen planaren und einen kriimmungsabhéngigen Teil vor [60]. Die Giil-
tigkeit dieser Entwicklung wurde viel diskutiert und noch immer erscheinen theoreti-
sche [61,62,63,64,65,66,67] und numerische [68,69,70,71] Arbeiten zu diesem Thema.
Ebenso ist auch der konzeptionell einfachere Fall von Hart-Kugel-Fliissigkeiten an
festen gekriimmten Wianden behandelt worden, in welchem nur repulsive Wechsel-
wirkungen und die Kriimmungseinfliisse der Wande modelliert werden [72,73,74].
Der Einflul von Kriimmungen wirkt sich aber nicht nur auf thermodynamische Va-
riablen aus, sondern verdndert auch das Dichteprofil selbst. Daher erscheint eine
Entwicklung des Dichteprofils in Krimmungen der Oberfliche natiirlich [75,76]. In
allen zitierten Féllen aber werden die Kriimmungsradien als konstant betrachtet,
insbesondere handelt es sich oft um eine sphérische oder zylindrische Grenzfliche
zwischen zwei Phasen.

Wie allerdings weiter oben schon erldutert wurde, entstehen durch Dichtefluktuatio-
nen auch mikroskopische Bewegungen der Grenzflache selbst. Daher ist es sinnvoll,
den Einflul der lokalen Kriimmungen auf des Dichteprofil selbst in einer planaren
Geometrie zu beriicksichtigen. Da diese Kriimmungen durch Projektionen auf die lo-
kale Flachennormale definiert werden, ist eine Entwicklung des Dichteprofils in loka-
le Kritmmungen der Grenzfliche bzgl. eines Normalkoordinatensystem giinstig [77].
Diese Vorgehensweise wurde von Mecke und Dietrich 1999 umgesetzt [78]. Dadurch
erhélt man eine Beziehung zwischen Dichtefluktuationen und Grenzflichenbewegung

unter Beriicksichtigung stetiger Dichteprofile und der Wechselwirkungspotentiale.

Die dargestellten Schritte zur Herleitung eines effektiven Hamiltonians fiir Phasen-
grenzflachen begannen mit intrinsischen Dichteprofilen nach van der Waals, zu de-
nen Grenzflichenfluktuationen und schliefilich Kriimmungseffekte hinzu genommen

wurden. Buff, Lovett und Stillinger betrachteten 1965 hingegen die Breite dieses
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van der Waals-Dichteprofils als Resultierende aus Fluktuationen eines stufenartigen
Profils [79], das heit die Kapillarwellen wurden als urséchlich fiir das durch van
der Waals beschriebene Profil angesehen und nicht die Volumen-Fluktuationen der
Teilchen. Insbesondere wird danach diese Breite von der Systemgréfie und der Gra-
vitation abhingig. Weeks modellierte daraufhin 1977 mittels dhnlicher Ideen einen
Zusammenhang zwischen der Profilbreite und der Volumen-Korrelationsldnge, sowie
zwischen thermischen Dichtefluktuationen und Kapillarwellen [80]. Dadurch wurde
klar, worin die eigentliche Schwierigkeit der Beschreibung einer gas-fliissig Grenz-
fliche liegt: in der Vereinigung sehr unterschiedlicher Langenskalen innerhalb eines
Modells, ndmlich der Grenzflichenbreite, die fernab des kritischen Punktes zwischen
ein bis zwei Teilchendurchmessern und damit bei < 107 m liegt, und der Wellenlin-
ge der Kapillarwellen, die bis zu 10™3 m erreichen und bei verschwindendem gravita-
tivem EinfluBl sogar divergieren kann. Nach Weeks und Bedeaux tragen Dichtefluk-
tuationen mit Wellenldngen bis zur Gréfenordnung der Volumen-Korrelationslédnge
zum intrinsischen Dichteprofil bei, wohingegen langwellige Anregungen die Kapillar-

wellen ,,verursachen“ [81,82].

Der Vorteil der in Referenz [78] entwickelten Theorie liegt nun nicht nur in der
Beriicksichtigung der lokalen Kriimmungen, sondern auch in der umgesetzten Sepa-
ration dieser unterschiedlichen Léngenskalen durch die schon angedeutete Entwick-
lung. Trotzdem bleibt dabei eine einheitliche Formulierung fiir die verschiedenen
Skalenbereiche erhalten, so daf insbesondere der Ubergang von einem Regime zum
anderen beschrieben werden kann.

Wiéhrend entlang der Flachennormalen noch immer ein van der Waals-Profil an-
genommen wird, iiber dessen ,Entstehung” keine Aussage’ gemacht wird, werden
die langwelligen Beitrdge zur Energie durch eine Kopplung zwischen Kriimmung
und Wechselwirkung bestimmt. Damit 148t sich eine Vorhersage iiber die Energie
der Kapillarwellen in Abhéngigkeit ihrer Wellenldnge machen. Setzt man diese ins
Verhéltnis zur makroskopischen Oberflachenspannung, dann ergibt sich eine Ver-
ringerung dieses Verhéltnisses fiir Wellen mit einer Wellenldnge, die bei niedrigen
Temperaturen ungefdhr dem eines Teilchendurchmessers entspricht und die sich bei
hoheren Temperaturen zu grofleren Wellenlédngen verschiebt. Fiir Wellen kleinerer

Wellenléinge hingegen wichst dieses Verhiltnis wieder an und steigt monoton (vgl.

2In der Arbeit [78] wird von zwar von einem Dichtefunktional ausgegangen. Allerdings ergibt
sich aus dessen Minimierung nicht diese klassische Form der Profile. Im effektiven Hamiltonian fiir

Kapillarwellen kénnte man daher auch andere Formen des intrinsischen Profils verwenden.
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O OMCTS 7
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O water
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Abb. 1.1: Vergleich zwischen der theoretischen Vorhersage fiir die vom Wellenvektor
q abhéngige Oberflichenenergie v(q) aus Referenz [78] (Linien) und den experimen-
tellen Streudaten aus Referenz [83] fiir verschiedene Fliissigkeiten. Dabei wurde mit

der makroskopischen Oberflachenspannung v, normiert.

Abb. 1.1). Das bedeutet, das Kapillarwellen gewisser endlicher Wellenlédngen gegen-
iiber der Oberflachenspannung energetisch sogar begiinstigt werden, die Grenzfléche
bevorzugt mit dieser Wellenlénge ,,verbogen® ist, weil die Teilchen in benachbarten
Wellenbergen noch unter dem Einflul gegenseitiger Attraktion stehen. Bei zu kleinen
Wellenléngen hingegen mufl mehr Energie zu Verdnderung der Fliche aufgebracht
werden, weil die Teilchen stéarker ,, gequetscht werden miissen und auf den resul-
tierenden Absténden der repulsive Teil der Wechselwirkung dominiert. Dabei ist zu
beachten, dal die Form der Paarwechselwirkungen einen entscheidenden Einflul auf
dieses Verhalten der Oberflichenspannung hat. Insbesondere aber kann man diesen
Effekt fiir Dispersionskrafte, welche die dominierenden Attraktionen in einfachen

Fliissigkeiten darstellen, beschreiben.

Wenngleich schon seit geraumer Zeit fliissige Grenzfldchen experimentell untersucht
werden, so liegt der Schwerpunkt der Betrachtungen nicht nur auf dem Spektrum ih-
rer Kapillarwellen [84,85,86,87,88,89,90,91,92,93]. Oben angedeutete Reduktion der
Oberflachenenergie konnte aber bereits fiir verschiedene Fliissigkeiten (s. Abb. 1.1)
nachgewiesen werden [94,95,83,96,91].
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Abb. 1.2: Kapillarwellen auf einer Kolloid-Polymer-Grenzfliche (rechts): die Hel-
ligkeit ist proportional zur Dichte der Kolliode, die mit fluoreszierendem Farbstoff
markiert wurden; die Aufnahmen entstanden mittels konfokaler Mikroskopie [106].

Die Skizze links stellt die analoge fliissig-gas Oberfliche dar (aus [20]).

Kapillarwellen werden auch numerisch behandelt [97,98,99]. Allerdings unterschei-
den sich die Ergebnisse von den gemessenen Spektren und den theoretischen Vor-
hersagen. So konnte man bisher zwar ein Absinken der Oberflichenenergie bei end-
lichen Wellenléngen finden, aber nicht deren Anstieg mit weiterer Verkleinerung der
Wellenldnge [100,54,101]. Dieser Unterschied wird nicht zuletzt durch die Schwie-
rigkeit der Grenzflachendefinition fiir eine mikroskopischen Teilchenkonfiguration

verursacht.

Viele der durchgefiihrten Versuche auf experimentellem sowie auf numerischem Ge-
biet beziehen sich auf diinne Filme [102,103,104,105], fliissig-fliissig oder fliissig-gas
Grenzflachen von Fliissigkeitsmischungen. Neuerdings ist es sogar moglich Kapillar-
wellen einer solchen komplexen Kolloid-Polymer Mischung im Ortsraum zu studie-
ren (vgl. Abb. 1.2) [106,107]. Fiir einkomponentige Fliissigkeitsfilme wurde bereits
die Notwendigkeit einer Formulierung, die obige Ergebnisse mit einbezieht, ange-
deutet [108,109]. Allerdings ist unklar, wie eine Beschreibung fiir Mischungen unter
Benutzung lokaler Kriimmungen der Grenzfldchen aufgebaut werden kann, um einen
Anschlufl an neuere Experimente zu erhalten.

Im Besonderen aber ergibt sich die Frage, inwiefern die beschriebene Reduktion der
Grenzflachenenergie stabil ist gegeniiber der Verdanderung duflerer Einfliisse. Die Ab-
héngigkeit von den Paarpotentialen wurde bereits oben angedeutet. Fliissigkeitsmi-
schung hingegen erweitern das urspriinglich beschriebene System einer Grenzfliche
um einen weiteren Freiheitsgrad, insbesondere wird die ,erste” Flache in ihrem Fluk-
tuationsspektrum durch eine zweite Fliache beeintrachtigt. Inwiefern diese Einfluf3-

nahme das oben beschriebene Verhalten der wellenldngenabhéingigen Oberflichen-
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spannung &andert, ist unklar. Der physikalische Aspekt einer solchen Untersuchung
richtet sich also auf die innere Struktur von Grenzflachen iiberhaupt und geht damit
der Frage nach, ob sich auch in komplexeren Systemen ein dhnlicher Effekt nach-
weisen 1a8t. Dabei wird die Wechselwirkung der Komponenten untereinander eine
zentrale Rolle spielen. Dies ist hinsichtlich neuerer Experimente besonders interes-
sant, weil man mit den schon erwidhnten Kolloid-/Polymermischungen ein System
gefunden hat, deren effektive Wechselwirkungen man kontrollieren kann. Mit der
Ausarbeitung des Modells fiir eine Mischung, die diese Wechselwirkung mit einbe-
zieht, lieflen sich somit gezielt Experimente zum Einfluf einer zusétzlichen Fliche

durchfiihren.

Die vorliegende Arbeit, basierend auf dem Zugang aus Referenz [78], behandelt
im Kapitel 2 die benutzten Grundlagen der Dichtefunktionaltheorie und die typi-
schen Formen der Kapillarwellentheorien. Das aus dem gewéhlten Funktional fiir eine
zweikomponentige Mischung resultierende Phasendiagramm des homogenen Systems
dient der Festlegung temperaturabhéingiger Parameter, die fiir die spétere numeri-
schen Auswertung genommen werden. Schliefllich wird der effektive Grenzflichen-
Hamiltonian fiir eine Mischung mittels des Funktionals definiert.

Das sich daran anschlieende Kapitel 3 beinhaltet eine Diskussion des Hamiltonians
beziiglich stufenartiger Dichteprofile. Es wird gezeigt, da3 dieser Zugang aufgrund
der Wahl, fiir jede Komponente eine Grenzflache zu betrachten, nicht im Sinne einer
typischen Kapillarwellentheorie behandelbar ist. Darin d&uflert sich bereits das Pro-
blem der Beschreibung zweier Grenzflichen mittels lokaler Koordinatensysteme: da
die verschiedenen Dichten an denselben Raumpunkten ausgewertet werden miissen,
ist nicht eindeutig klar, beziiglich welcher zugehorigen Flédche man die weitere Be-
schreibung aufbauen sollte, um Kriimmungseffekte zu berticksichten.

Im Kapitel 4 werden die benotigten technischen Mittel fiir eine Transformation des
Hamiltonians auf eine Form, die kriimmungsabhéngige Korrekturen enthélt, einge-
fithrt. Dabei handelt es sich um die schon angesprochenen Normalkoordinaten und
die Kriimmungsentwicklung einer Dichte. Aufgrund der Schwierigkeit, die sich aus
der Behandlung zweier Grenzflichen ergibt, ist die direkte Ersetzung, wie sie in
der Arbeit [78] vorgenommen wurde, nicht moglich. Daher wird eine Losung die-
ses Problems mittels einer Fléache, die aus den beiden {ibrigen Flichen konstruiert
wird, vorgeschlagen. Die zentrale Idee besteht in der Benutzung dieser , kiinstlichen

Fldche zur Transformation. Durch den expliziten Zusammenhang mit den beiden
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eigentlichen Fliachen lassen sich aber ebenfalls die Kriimmungen der konstruierten
Fldache in Kriimmungen der {ibrigen ausdriicken. Das Kapitel enthélt abschlielend
noch Betrachtungen zu den Entwicklungsfunktionen, die in der Kriimmungsentwick-
lung der Dichten auftauchen. Diese werden in einem einfachen van der Waals-Modell
systematisch untersucht. Die daraus gewonnenen Einsichten lassen Riickschliisse auf
den Giiltigkeitsbereich der Kriimmungsentwicklung und auf den asymptotischen Ab-
fall der Dichte zu. Insgesamt bilden die Ergebnisse dieses Kapitels die Grundlage fiir
die weitere Behandlung des Hamiltonians.

Nach Anwendung der beschriebenen Hilfsmittel werden im Kapitel 5 die Resulta-
te der Transformation dargelegt und unter wiederholter Anwendung der Gleichge-
wichtsbedingung weiter vereinfacht. Insbesondere wird der Hamiltonian mittels bei-
der Flachen ausgedriickt, so daf ein erster Vergleich der gefundenen Terme mit jenen
aus der Arbeit [78] gezogen werden kann. Die so hergeleitete Form des Hamiltonians
in quadratischer Ordnung wird im Kapitel 6 besprochen. Es wird dargestellt, daf} eine
Diagonalisierung des Hamiltonian auf eine ,mittlere” Grenzfliche und eine , Relativ-
flache” sinnvoll ist. Dabei entsteht die Interpretation insbesondere durch die Form
der jeweiligen Energiedichten: wihrend sich fiir die mittlere Fliache eine Verallgemei-
nerung der in Referenz [78] gefundenen Formel ergibt, so bildet die Energiedichte der
Relativflache aufgrund der Attraktion zwischen den Komponenten keine Goldstone-
Mode aus und 148t sich insbesondere nicht als Oberflichenspannung schreiben. Die
Bezeichnung entstammt aber ebenso der Analogie zum Zwei-Korper-Problem der
klassischen Mechanik. Insbesondere ergibt sich ein expliziter Zusammenhang zwi-
schen der Konfiguration der Flidchen und deren energetische Gewichtung. Die da-
durch bestimmten Hohenkorrelationsfunktionen dienen dann als Bezugspunkt fiir
experimentelle Nachweisbarkeit. Aus ihnen ergibt sich anschaulich, dafl bei Tempe-
raturen nahe des Tripelpunkts eine der beide Fldchen von der anderen ,umspielt®
wird, wohingegen mit wachsender Temperatur die Flachen allméhlich gegeneinander
schwingen. Dabei sind, wie bei einer einkomponentigen Fliissigkeit, bestimmte Wel-
lenldngen bevorzugt, so daff man sich die Fliissigkeiten in der Grenzregion als lokal
entmischt vorstellen kann. Dieser sich aus der Kopplung der beiden Flédchen ergeben-
de Effekt wurde weder in den angefiihrten Theoriearbeiten noch bei experimentellen
Studien betrachtet.
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Kapitel 2

Dichtefunktionaltheorie und

Grenzflachen

Zur Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften einer homogenen Fliissig-
keit kann man verschiedene Stérungstheorien heranziehen [9,10]. Thnen allen ist ge-
mein, dafl sie durch Einfithrung eines kleinen Kontrollparameters den Einfluf ei-
ner Storung auf ein gewisses Referenzsystem untersuchen. So fiithrt beispielsweise
die Storung der Paar-Wechselwirkungen zur sogenannten Hochtemperatur- oder \-
Entwicklung der freien Energie. Oft schriankt man dadurch die Qualitdt der Be-
schreibung ein. Statt dessen benotigen wir eine Theorie, die eine gute Beschreibung
der thermodynamischen Eigenschaften unter Beriicksichtigung von Inhomogenitéiten
der Dichte liefert. Diese Vorstellung griindet sich auf die wohl bekannteste ,, Thermo-
dynamische Theorie zur Kapillaritdt unter Voraussetzung stetiger Dichtednderung®
von van der Waals, die im Jahr 1894 publiziert wurde [21]. Sie ist u.a. eine Reaktion
auf die Kapillarwellentheorie von Gibbs, der von der Vorstellung einer diskontinu-

ierlichen Dichtedndeung an der Grenzfliche ausging.

In diesem Kapitel werden zunéchst die Grundziige der Fliissigkeitstheorie, der Dich-
tefunktionaltheorie und der klassischen Kapillarwellentheorie beleuchtet. SchliefSlich
wird das in dieser Arbeit verwandte Dichtefunktional benannt und der Hamiltonian

zur Beschreibung von Kapillarwellen bei Fliissigkeitsmischungen definiert.

13
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2.1 Statistische Theorie inhomogener Fliissigkei-

ten

Die Dichtefunktionaltheorie geht zuriick auf eine Idee von Kohn, Sham und Hohen-
berg fiir Elektronengase bei einer Temperatur 7" = 0 [11,12], wurde von Mermin fiir
T > 0 erweitert [13] und schliefllich von Ebner, Saam und Evans auf Fliissigkeiten
tibertragen [14,15,16]. Ausgangspunkt ist die Wahrscheinlichkeitsdichte f, iiber dem
Phasenraum eines N-Teilchen Systems bei einer Temperatur 7' = 1/kpf (kg Boltz-
mann Konstante) und einem Druck p in einem Volumen V. Diese 148t sich mit einem
Hamiltonian Hy und der groSkanonischen Zustandssumme Zgx = Tr (e AUN—#N))

schreiben als

e~ BHN—uN)
= < 7 2.1
i T (21)
Betrachtet man nun das Funktional
Qlf] = Tr (5*1]” [In f+ B(Hx — uN)D , (2.2)
dann erhilt man fiir die Gleichgewichtsverteilung das grokanonische Potential Q[f,] =
—B3'In Zgix = Q = —pV. Insbesondere kann man zeigen, daf
Qf) < QUf] fir fo# f (2.3)

gilt [13]. Falls der Hamiltonian Hy die Form Hy = Ty + Uy + Vx annimmt, wobei
Ty die kinetische Energie der Teilchen, Uy die Wechselwirkungen der Teilchen un-
tereinander sind und Vi = ), Vex(r;) mit einem externen Potential Vi, ist, dann
kann man beweisen, daf§ f, ein Funktional der mittleren Teilchendichte im Gleich-
gewicht p,(r) ist. Dabei werden Mittelwerte wie iiblich als die Spur des zugehérigen

Operators definiert, in diesem Falle also

polr) = Tr (f, p(x)) = T ( fo Y or - ri)> . (2.4)

Der Beweis ergibt sich aus der Beobachtung, dafl fiir ein festes Uy das externe
Potential Ve, eindeutig durch p,(r) festgelegt ist. Da nun Vg, wiederum f, bestimmt,
folgt daraus, daf} f, durch p, eindeutig bestimmt ist. Dann mufl das Funktional

Flp)="Tr (B7f [In £ + BTN + U)) ) (25)
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fiir ein gegebenes Uy eindeutig sein [13]. Schlielich definiert man das Funktional

Q) = Flil - [ Erot)otw) (2.6)
o) = 1= Vealt) 2.7)

und bekommt wie zuvor die Eigenschaft Q[p,] = 2. Wegen der Minimalitétseigen-
schaft Q[p,] < Q[p] fiir p, # p, die sich aus (2.3) ergibt, ist dann

2] _ - 0F |p]
G 1A 7'y

o(r). (2.8)

=3

P=Po

Daraus erkennt man auch die Bedeutung von F|p,] als intrinische Freie Helmholtz

Energie; die totale Freie Helmholtz Energie ist demnach

ﬂM—fw+/fm®%Mw (2.9)

Offensichtlich kann man nun mit gegebenen Ausdriicken fiir F[p] mittels (2.8) die
Gleichgewichtsdichteverteilung p,(r) berechnen. Oft schreibt man F|p| als Summe
eines Beitrags herriihrend vom idealen Gas, 19, der fiir Uy = 0 entsteht, und einem
unbekannten Exzessbeitrag F*

Flo) = Fo+ 7 (2.10)
Pl = 5 [ @ ple) [0(e) - 1], (2.11)

wobei Ay, = /27h23/m die thermische de Broglie Wellenldnge mit der Masse m der
Teilchen ist [110].

Mittels F**[p] kann man nun eine Hierarchie von direkten Korrelationsfunktionen

definieren
0" Fp]
(k) -
cN(ry, ..., T) = — , 2.12
( 1 k) 5[)(1'1) . 5p(rk;) . ( )
wodurch sich (2.8) formal lésen 148t
po(r) = Ay exp (Bo(r) + c(l)(r)) : (2.13)

Fiir 7 = 0 = ¢Y(r) erhélt man daraus die barometrische Hohenformel p,(r) =

2o €Xp(—/3 Vexe (r)) mit der Fugazitét z, = At_hg exp(Bu).



16 2. Dichtefunktionaltheorie und Grenzflachen

Neben den nicht-idealen Korrelationen ¢®) sind auch die gesamten Dichte-Dichte-
Korrelationen ¢ von Interesse. Sie stehen in engem Zusammenhang mit der 2-
Teilchen-Dichte p®(r,s) und man erhilt sie durch mehrfache Ableitung des Funk-
tionals (2.6) nach ¢(r) [16]:

I(r.s) = ((P(r) — po()) (A(5) — pls)) (2.14)

L%
= 7 s 21
— D (r,8) + p)O(r — 5) —pu(X)p0(s) (2.16)

Fiir ein homogenes und isotropes System hingt p?(r,s) nur vom Abstand |r —s| =
715 der Teilchen zueinander ab, so da man p®(r,s) = p?g(ry2) schreiben kann,
worin g(r) die radiale Verteilungsfunktion ist (vgl. Abschnitt 8.3). Fiir r9 > o,
mit dem Teilchendurchmesser o, gilt p®(r,s) ~ p(r)p(s) bzw. g(r) =~ 1, sofern
keine langreichweitige Ordnung vorhanden ist, denn fiir groe Abstdnde sind die
Ein-Teilchen-Dichten p)(r) = p(r) voneinander statistisch unabhingig. Wir wer-
den im Rahmen der noch zu erlduternden Abschitzung fiir die Korrelationsléinge &
auf die Ornstein-Zernike-Theorie fiir Mischungen und damit auf den Zusammenhang
zwischen der Korrelationfunktion ¢®(r) und der Verteilungsfunktion g(r) zuriick-
kommen [9,10].

Fiir die letzte allgemeine Bemerkung zur Dichtefunktionaltheorie nehmen wir an,
daf die Teilchen durch ein Paarpotential w(r,s) miteinander wechselwirken, also
Ux = %Z#j w(r;,r;) gilt. Dann kann man zeigen [16], daf fiir festes ¢

0Qp,] 1

Sur,s) 2" %)= s

dw(r,s)

(2.17)

erfiillt ist, wobei die zweite Gleichung aus (2.6) folgt. Mittels eines Referenzpotentials

Wref (T, s) und eines pertubativen Potentials wpern(r, s), sowie
Wi (r,8) 1= Wyef (T, S) + - Wpert (T, S)

erhalt man formal

Flol = 7o) +

DO | —

1
/dt /d3r/d33 ,0(2)(1', S; W) Wpert (T, S) - (2.18)
0
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Darin bedeutet F*f die intrinsische Freie Energie eines Systems mit der Dichte
p(r) und Wechselwirkung w,, wohingegen F die intrinsische Freie Energie eines
Systems mit der Dichte p(r) und Wechselwirkung w; ist. Die Gleichung (2.18) ist

Ausgangspunkt fiir viele Stérungstheorien, die allgemein'
Flp) = F'p] + Fr[p] (2.19)

ansetzen. Insofern ist die Gleichung (2.10) im Grunde nur ein Spezialfall davon,
der inbesondere schon fiir Untersuchungen von Grenzflichenphinomenen benutzt
wurde [111,112,113]. Einen typischen Ausgangspunkt bildet im Falle von einfachen
Fliissigkeiten eine Hart-Kugel-Fliissigkeit statt des idealen Gases, deren Funktio-
nal F*f = F niherungsweise bekannt ist [10]. Damit werden approximativ die
repulsiven Wechselwirkungsanteile zwischen den Teilchen beschrieben, wohingegen
die attraktiven Anteile durch FP** modelliert werden. Eine Niherung solcher Hart-
Kugel-Funktionale geht u.a. auf Toxveard zuriick, der fiir P die Local Density
Approximation (LDA) einfithrte? [114]:

Folp) = / A h(p(r) (2:20)

Im Rahmen der Random Phase Approximation (RPA) setzt man

Frelp] M2 [ [ 5 p)p(s) wne.s), (2.21)

vernachléssigt also sdmtliche Korrelationen, die durch die 2-Teilchen-Dichte
p¥ (r, s;w;) beschrieben werden. Die direkte Korrelationsfunktion lautet nach diesen

Néherungen

(e, ) = 2(r1,12) — Swpen(rs, ) (2.22)

a2 (r1,rs) = —BPh(p(r))d(r; —12). (2.23)

Damit wird zwar der korrekte Abfall von ¢ fiir |r; —ry| > 1 beschrieben, hingegen
durch die LDA alle kurzreichweitigen Korrelationen vernachléssigt. Diese Naherung
ist fiir unsere Betrachtungen durchaus zulédssig, weil wir zur Beschreibung von Ka-

pillarwellen an langreichweitigen Korrelationen interessiert sind (vgl. [10] und die

1Obwohl der Begriff einer pertubativen Stérung suggeriert, daf8 diese in irgendeinem Sinn , klein®

ist, ist hier der allgemeinere Fall gemeint, dafl das Funktional F*f zur Beschreibung des Referenz-

systems exakt oder besser bekannt ist als FPert,

2Die Beitrige des idealen Gases sind darin enthalten.
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darin angegebenen Referenzen).
Wir gehen nun nicht weiter auf die verschiedenen Aspekte und Behandlungen der
Dichtefunktionaltheorie ein, sondern benennen lediglich die fiir unsere Zwecke be-

nutzten Ausdriicke in den néachsten Abschnitten.

2.2 Kapillarwellentheorie

In diesem Abschnitt stellen wir die Kapillarwellentheorien vor, auf die in dieser
Arbeit im Kapitel 3 und im Kapitel 6 noch einmal Bezug genommen wird. Wir
iiberspringen dabei jene Theorien, die eine genauere Beschreibung der Dichte p(r)
und der Oberflichenspannung 7, liefern [21,17] und konzentrieren uns auf die allge-
meine Behandlung der Anderung der Freien Energie unter Veréinderung der lateral
variierenden Grenzflichenposition ¢,(R). Zur Definition von ¢, benutzt man fiir pla-
nare Systeme iiblicherweise das Konzept der ,Gibbs Dividing Surface®, welches zu

einem Dichteprofil p(z) die Position ¢, = zgipps der Grenzflache durch die Bedingung

/ZGibbs (pliq () ;/ > (p(z) — p?)dz (2.24)

—o0 ZGibbs
bestimmt (vgl. Abb. 2.1). Fiir gekriitmmte Objekte, beispielsweise fiir Tropfen, be-
dient man sich statt dessen auch der sogenannten , surface of tension“ um die Grenz-
fliche festzulegen [18,19] und bezieht sich damit nicht mehr auf die Dichte p(r),
sondern auf die Verdnderung der Oberflichenenergie durch die Kriimmung der Be-
randung. Nach welcher Definition die Grenzflichenposition auch festgelegt ist, so
geht man desweiteren davon aus, dal Verbiegungen dieser Flidche durch eine Funk-
tion f(R) in Abhéngigkeit der lateralen Koordinaten R = (x,y) dargestellt werden
kann (Monge-Parametrisierung). Insbesondere folgt daraus, dafl die so deformier-
te Grenzflache als ein zusammenhéngendes Objekt betrachtet wird, und dafl keine
Uberhiinge der einen Phase in der anderen in die Untersuchung miteinbezogen wer-
den sollen. Als typisches Bild der Situation kann dann Abb. 2.2 angesehen werden.

In dieser Arbeit benutzen wir die folgende Konvention zur Festlegung: Mit
pt = p(R, z — £00) (2.25)

werden die von der Dichte p angenommenen Werte in den verschiedenen Phasen
bezeichnet. Dabei mag p* = p9% und p~ = p'¢ eine hiufig genutzte Vorstellung

sein, sie ist aber nicht notwendig. Desweiteren benutzen wir die Abkiirzungen

pe(2) und  py(r) (2.26)



2.2. Kapillarwellentheorie 19
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Abb. 2.1: Schematische Darstellung eines Dichteprofils an einer fliissig-gas Grenzfla-
che. Zur Festlegung der ,,Gibbs Dividing Surface* miissen die gekennzeichneten Fla-
chen gleich sein. Fiir Dichteverldufe p(z 4 ¢,) = — $App(2) + p mit Ap = pld — poas

und einer antisymmetrischen Funktion p(—z) = — p(z) ist p(c, = zgipps) = p-

s

(x.y)

Abb. 2.2: Schematische Darstellung einer fliissig-gas Grenzflache: ¢, bezeichnet die
Ruhelage der Grenzfliche und f(z,y) deren Fluktuationen. Die helle und dunkle
Schattierung deutet analog zu Abb. 2.1 die Dicke der Grenzflachenregion an, in der

das Dichteprofil noch nicht den jeweiligen Volumen-Wert erreicht hat.
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und bezeichnen damit ein Dichteprofil, welches an der Stelle z = ¢, bzw. z = f(R)

einen konstanten Wert p animmt, das heifit die definierende Eigenschaft lautet

pulz=co) = P (2.27)
pr(R.z = f(R)) = (2.28)

i

Dabei ist (2.27) ein Spezialfall von (2.28). Da hier mit der spéter verwandten Dichte-
funktionaltheorie (s. Abschnitt 2.3) ausschliellich Gleichgewichtsdichten betrachtet
werden, bezeichnen aber p,, (2) und ps(r) die Gleichgewichtsdichten zu den Nebenbe-
dingungen (2.27) beziehungsweise (2.28), das heifit zu vorgegebenem c¢, beziehungs-
weise f(R) und p (vgl. (2.42) und die Erlduterungen zu (2.56) auf Seite 30). Die
Grofen ¢, und f(R) nennen wir Isodichteflichen der Dichteprofile p,, (z) und py(r).
Ublicherweise verwendet man

pi= % (r"+p7) (2.29)

als Mittelwert der Phasengleichgewichtsdichten. Insbesondere stimmt dadurch (2.27)
fiir antisymmetrische Profile mit der urspriinglichen Gibbs-Definition {iberein (vgl.
Abb. 2.1).

In der klassische Kapillarwellentheorie tragen zwei Terme zur Anderung der freien
Energie AF bei, wenn man die Grenzflachenposition eines Systems mit der Gesamt-
fliche A andert. Der erste beschreibt die Arbeit gegen das homogene Schwerefeld
Gm z, die zu einer Verdanderung der Grenzflichenposition aufgewandt werden muf,
der zweite berechnet die Arbeit gegen die konstante Oberflichenspannung ~,. Durch
eine Entwicklung der Dichte p(R,z) = p(z — f(R)) bis zur zweiten Ordnung in f

_ gas

erhiilt man mit Ap = p' — p

AFF(R)] = % /A PR [ApmG A(R) + 7,V f(R)] . (2.30)

Daraus ergibt sich mit der Fouriertransformierten der Fliche, f(q) (vgl. (8.4)), fiir

die Fourierkomponenten der Hohen-Hohen-Korrelationen die Form

(f@ft-a) = 7 (231)

BroA 152+ ¢2

lew = V7/LpmG, (2.32)

wobei [, die sogenannte Kapillarlinge bezeichnet [80,81]. Auf diese kommen wir im

Kapitel 6 noch einmal zuriick.
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Abb. 2.3: Darstellung der normierten Korrelationsfunktion gemafl (2.31) aus der
klassischen Kapillarwellentheorie (2.30) (kg = 0) im Vergleich zur entsprechenden

Funktion, die sich aus (2.35) fiir v(¢) und kg > 0 ergibt.

Im Jahr 1973 stellte Helfrich einen Hamiltonian zur Berechnung der verschiedenen
Konfigurationen von fluiden Membranen auf [115]. Darin tauchen die lokale mittlere
und die lokale GauBsche Kriimmung, H und K, der Membranfléche als Kenngrofien
der Konfiguration auf, die als Spur und Determinante des zugehorigen Kriimmungs-

tensors invariant unter Umparametrisierung sind:
prHelfrich / d*s [2kp (H(s) — k;)2 + ke K(s)] - (2.33)
A

Die Konstanten rkp ¢ bezeichnet man als Biegesteifigkeit bzw. Gauflschen Biege-
modul und k als die spontane Kriimmung. Diese hingen von den mikroskopischen
Wechselwirkungen und der Struktur der Konstituenten ab. Wegen des Gaufl-Bonnet-
Theorems, das K mit einer topologischen Invariante, der Euler-Charakteristik y g,
durch [ Kd*R = 2myp verbindet, kontrolliert im Helfrich-Hamiltonian xq die to-
pologischen Moglichkeiten, die eine deformierte Membran annehmen kann. Dadurch
sind mit (2.33) viele geometrisch verschiedene Zusténde beschreibbar. Die Konstan-
te kp erhélt darin die Kontrolle zur Unterdriickung thermischer Fluktuationen, die

spontane Kriimmung & beschreibt eine , bevorzugte* mittlere Kriimmung.
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Verbindet man phénomenologisch® den Ausdruck (2.33) mit der Gleichung (2.30)
um nun Grenzflachen von Fliissigkeiten beschreiben zu kénnen, dann erhilt man in

einer Monge-Parametrisierung wegen xyg = 0 und k£ = 0 nach einer Entwicklung bis

in zweite Ordnung von f(R) mit H(R) =~ 1A f(R)
PSS R) = 5 [ER ka( AR (VIR (@230

Darin ist 7, wie in (2.30) die Oberflachenspannung. Die Hohenkorrelationen haben
dann unter Beriicksichtigung der Gravitation die gleiche Gestalt wie (2.31), aller-
dings mit dem zusétzlichen Faktor (1 + ¢* kp/7,) im ¢*Term. Dadurch kann man

eine g-abhingige Oberflaichenspannung

ryHeIfrich<q) =", + KB q2 (235)

definieren. Diese ist fiir kg > 0 streng monoton wachsend, anderfalls monoton fal-
lend. Anschaulich werden also Wellen mit kleineren Wellenléngen energetisch be-
straft bzw. begiinstigt. In der Literatur fliissiger Grenzflachen findet man eine an-
dauernde Diskussion um das Vorzeichen von kpg. Bei fluiden Membranen hingegen
ist kg > 0.

Als letzte Theorie sei noch die ,sharp kink approximation“ erwihnt, die mit der
zentralen Ndherung, dafl das Dichteprofile an der Grenzfliche einen Sprung macht,
arbeitet:
p(r) = —LpO(z — f(R)) + p".

Im Vergleich zur klassischen Theorie kann man das Dichteprofil p(r) nicht nach
f entwickeln. Die Ergebnisse dieses Ansatzes, die im Rahmen einer allgemeineren
Betrachtung hergeleitet wurden [82], sollen hier nicht noch einmal wiederholt werden.
Statt dessen wird in Kapitel 3 gezeigt, dal dieser Zugang ungeeignet ist um die
Korrelationen der Grenzflachen bei bindren Mischungen darzustellen. Trotzdem hat
diese Ndaherung ihre Berechtigung z. B. in der Behandlung diinner Fliissigkeitsfilme
in Verbindung mit Navier-Stokes-Gleichungen [102,103,104,105,109].

2.3 Problemstellung bei Mischungen

Die theoretische Beschreibung von Kapillarwellen hat bisher nur an einer Grenzfléa-

che stattgefunden. Bei Fliissigkeitsmischungen hat man aber zu beachten, dafl jede

3F{ir amphiphile Membranen ist die Oberflichenspannung sehr klein oder verschwindet sogar.



2.3. Problemstellung bei Mischungen 23

Komponente durch ein kontinuierliches Dichteprofil p;(r), i € {1,2} beschrieben
werden kann und somit die Moglichkeit existiert, dafl zwei ,,Grenzflichen* analog zu
(2.28) definiert werden kénnen. Damit stellt sich die Frage nach der Wechselwirkung
dieser Isodichteflichen untereinander. Die ersten Experimente an bindren Fliissig-
keiten wurden bereits durchgefiihrt [86,87,88,30,89,116,90,117,118,92,93], wenngleich

nicht immer ausschliefSlich unter dem Gesichtspunkt der Kapillarwellen.

Das von uns betrachtete Dichtefunktional fiir zweikomponentige Fliissigkeiten hat

die Form

QUpr (1), o)) = F¥ps0)pale) + 3 [ (s + Vi)t

2

> / &Pr / dPr' wi(r, v pi(r)p; (r') . (2.36)

ij=1 7%

Nach den im Abschnitt 2.1 gemachten Bemerkungen zur Dichtefunktionaltheorie,
die sich ohne Einschriankung fiir Mischungen verallgemeinern, stellt 7 die intrin-
sische Freie Helmholtz Energie des Referenzsystems aus harten Kugeln dar, pu; ist
das chemische und V;(r) das externe Potential der Komponente mit Index 7 und die
attraktive Wechselwirkung zwischen den Komponenten wird mittels eines Paarpo-

tentials w;; beschrieben. Wir benutzen die LDA analog zu (2.20) und schreiben

For(e). palo)] = [ h{pa(e), ) 237

\%

wobei h(pi(r), pa(r)) = h4(p1(r), p2(r)) + h¥(p1(r), p2(r)) die freie Energiedichte
fiir ein aus harten Kugeln bestehendes System darstellt. Diese enthélt einen vom
idealen Gas herrithrenden Anteil (vgl. (2.11))

2
W1 p2) = 87 pi (In(Aj, p1) — 1) (2.38)
i=1
und einen Exzessbeitrag h®*. Die im Rosenfeld-Funktional [6] verwandte Form von
h® die auf der Percus-Yevick Zustandsgleichung [2,9] beruht, lautet*

1 N9 TL%

2.
1—ng 247(1 —n3)?’ (2:39)

WY (p1,p2) = —neln [1 — Tl3i| +

4Das Argument r in den vorkommenden Dichten ist hier unterdriickt.
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und eine Erweiterung, die sich auf die Carnahan-Starling Zustandsgleichung bezieht
[4,9], hat die Gestalt

ns+ (1 —n3)?* In [1 — ng}

hCS = —n, 1 [1— } LORLE T 2.40
wobel
Ny = Zpk ny = Zré’“)pk
k k
(2.41)
2 4
Ny = 477'2 (Tt()k)) Pk ng = % (rok))gpk
k k

gewichtete Dichten sind, deren vektorielle Anteile in diesem Problem verschwinden.
r$? bezeichnet den Teilchenradius der Sorte i € {1,2}. Die konkrete Form von h ist

fiir die weitere Herleitung zunéchst ohne Belang.

Die Minimierungsbedingung des Funktionals (2.36) lautet fiir & = 1,2 (vgl. Ab-
schnitt 8.2)

5Q[p1, p2]
dpk(r)

2

= 0y h(p1(r), pa(r)) + i + Vi(r) + ) / B wi(r, T)pi(r)) =0 (2.42)
=1

und sei von den Dichten p,, (z) und p,, (2) erfiillt, die analog zu (2.27) definiert sind,

das heifit p,(z) besitzt eine planare Isodichtefliche an der Stelle z = ¢;, i € {1, 2}.

Mit den Grofien

w(RI.2) = [ dzug(RL ) (2.43)
wf (R = [ dsel(RL2) (2.44)

definieren wir eine spezielle Stammfunktion der Wechselwirkungspotentiale w;; be-
ziehungsweise der Funktionen wl(j1 ) hinsichtlich der z-Koordinate. Dabei ist dcij =
¢; — c¢;j. Diese Wahl der Integrationskonstanten wird sich in den weiteren Rechnungen
als giinstig erweisen. Obwohl wir in der Herleitung die Wechselwirkungspotentiale
nicht spezifizieren miissen, sei als Beispiel die folgende Form der w;; genannt
(i5) ¢,.(i3)\2m
wlel) = wy(Rl2) = T o
(672 4+ R+ 22)
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Wi (r)

Abb. 2.4: Schematische Darstellung des Potentials (2.45) fiir m = 1, 3,6 mit gleich-
bleibender Tiefe wS? = 1. Fiir m = 3 und grofie Argumente 7 ist w;;(r) ~ r~% wie

bei Dispersionskréften iiblich.

Darin ist r$” der Teilchenradius der Sorte i € {1,2} und w§? die Tiefe des Poten-

2m

tials. Fir r — oo ist w;;(r) ~ r=*™ und m = 3 entspricht van der Waals-artigen

Potentialen (vgl. Abb. 2.4). Die Funktionen wg?) erhalten dadurch die allgemeine
Gestalt (8.1). Wegen der Symmetrie w;;(+, 2) = wji(-, 2) = wj;(-, —2) gilt

w(R[,2) = —w(R|,—2) (2.46)
wP(R[,2) =  wl (R, —2). (2.47)

Als wesentliche Hilfe fiir die Herleitung des Grenzflichen-Hamiltonian H werden

diese Symmentrieeigenschaften benutzt und alle vorkommenden Formeln sind damit

auch fiir andere rotationssymmetrische Potentiale giiltig. In den Abbildungen 2.5

und 2.6 sind die beziiglich der lateralen Koordinaten fouriertransformierten Funk-

tionen ﬁ)g?)(o, z) fir m = 3 dargestellt. Sie unterscheiden sich nicht wesentlich von
(k)

w,; (0, 2) (vgl. (8.1) und (8.2)), tauchen aber in spéteren Ausdriicken regelméfig auf.

Mittels partieller Integration (vgl. Abschnitt 8.2) erhdlt man aus (2.42) eine in wei-
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Abb. 2.5: Schematische Darstellung der Stammfunktion (2.43) von (2.45) nach Aus-

integration der lateralen Koordinaten, also %

.. .. .. ij
d¢i; (in Einheiten r((f])) mit w )(7’5” ))3 /8 = 1; erkennbar ist die Antisymmetrieei-

genschaft wﬁ)(\RL z)=— wg)(|R|, —z) (s. (2.46)).

(0, z), fiir m = 3 und verschiedene

teren Rechnungen niitzlichere Form der Minimierungsbedingung

59[,01, /02]

5Pk(r> = kah(pQ(r), pQ(r)) + Vk(r) + K, (2-48)
— Z /dQR’ / dz’ wj(.i)(R’ — R,z —2)0.p;(r)),
Jj=1 A
wobei die Konstanten
2
Ky o=+ 4r > (pj WP(0,00) — pr @ (0, 0)) (2.49)
=1

zusammen mit den Funktionen zi)ﬁ)(\qL z), welche die beziiglich der lateralen Koor-
dinaten fouriertransformierten Funktionen w%(!R\, z) darstellen (s. (2.43)), auftau-

chen.

Als externes Potential werden wir spéter nur das Gravitationspotential des homo-
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Abb. 2.6: Schematische Darstellung der Stammfunktion (2.44) von (2.43) nach Aus-

integration der lateralen Koordinaten, also ?

§ci; (in Einheiten 757) mit w$? (r§7)1/8 = 1; erkennbar ist die Symmetrieeigen-

schaft w'? (|R], 2) = wi (|R], —2) (s. (2.47)).

(0, z), fiir m = 3 und verschiedene

genen Schwerefeldes benutzen,

Vi(r) = GAprmg(z—ck) (2.50)
VOE) = S sz e, 251

das fiir die k-te Komponente an der Stelle z = ¢, der planaren Grenzflichenposi-
tion gemdf (2.27), verschwindet. Eine solche Eichung durch zusétzliche Konstanten
ist problemlos durch eine ,Verschiebung® der chemischen Potentiale p; moglich und

wird zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen eingefiihrt.

An dieser Stelle ist es sinnvoll, zunéchst das Phasendiagramm, das sich aus (2.36)
fiir konstante Dichten in Abwesenheit des dufleren Potentials ergibt, zu betrachten.
Da im Gleichgewicht 2 = —pV gilt, lautet die Zustandsgleichung, ausgedriickt in
Konzentrationen X; und der Gesamtdichte p,

2

2 2
P
i=1 ij=1%
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T/T,

P/P.

Abb. 2.7: Schematische Darstellung des Phasendiagramms, das sich fiir die Gesamt-
dichte p aus dem Funktional (2.36) mit (2.40) und den Potentialen der Form (2.45)
ergibt. Beide Groflen sind beziiglich ihrer kritischen Werte p. und T, normiert. Dabei
wurde 782 /r8) = 1.001, w8 jwS™ = 1.05, w§? jwS = 0.5 und B.p/p. = 3.0746
gesetzt. Die jeweils gegeniiberliegenden Pfeile markieren die Gleichgewichtsdichten
auf der Binodalen fiir vier verschiedene Temperaturen 7. In dieser Arbeit orientieren
sich weitere Darstellungen, die Kurvenscharen unter Verédnderung der Temperatur

zeigen, immer an den hier gekennzeichneten.

Es gilt X; + X5 = 1 und p; = X;p. Das Phasendiagramm erhélt daraus zusammen
mit (2.42) die in Abb. 2.7 dargestellte Form, wobei die Carnahan-Starling-Gleichung
(2.40) benutzt wurde.

Die isotherme Kompressibilitit® xr ergibt sich mit (2.42) zu

1/ 0p 1 (@h & -
vy (5n), = (et X feramn) sy
’ 4

P ij=1

5Manche Autoren benutzen das Symbol k7 und bezeichenen mit y7 die isotherme Suszeptibi-

litdt, welches die analoge Grofie bei magnetischen Systemen ist.
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Abb. 2.8: Darstellung der Korrelationslidnge &; (der fliissigen Phase, also mit (2.54)
und (2.53) ausgewertet fiir pi'?, i € {1,2}) in Einheiten des Teilchendurchmessers
7"(()11) gegeniiber der auf T, normierten Temperatur T aus den Daten des in Abb. 2.7
gezeigten Phasendiagramms. Gut erkennbar ist die Divergenz von & bzw. xr in der
Néahe des kritischen Punkts. Die gestrichelte Line bildet das Skalenverhalten von

&~ (1—=T/T.)~" mit v/ = 1/2 in der Nithe von T, ab.

Fiir das ideale Gas erhélt man xr,;4 = /p. Aus der Orstein-Zernike Relation fiir Mi-

schungen lassen sich damit unter Beriicksichtigung der Ndherung (2.22) die Langen
1 2
£ = — 3 0 xr Z/d?’r r? wi;(|r]) (2.54)
Jj=1 %

definieren (vgl. 8.3, [19]). In Systemen mit nur einer Komponente kann man (2.54)
als Naherung der Korrelationslédnge £ betrachten. Wir werden die &; genauso bezeich-
nen, verbinden aber damit weniger den charakteristischen Abfall der Korrelations-
funktionen, sondern eher die Dicke der zugehorgen Grenzflache (vgl. Abb. 2.2, [81]).
Da x7 und somit &; fiir Temperaturen 7" — T, divergiert (vgl. Abb. 2.8) | wichst
die Grenzflichendicke mit steigender Temperatur an (vgl. Abb. 2.10). Diese verein-
fachte Darstellung wird komplexeren Fliissigkeitsmischungen nicht unbedingt mehr
gerecht. Bei einer Mischung von n-Hexan und Methan beispielsweise verldauft nur

noch das Dichteprofil des n-Hexans monoton und zeigt den in der Abb. 2.10 dar-
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Abb. 2.9: Darstellung der (Gesamt-) Dichtedifferenz Ap(T) und des Mittelwerts
der Volumen-Dichten p(7') aus Abb. 2.7, jeweils normiert mit der kritischen Dich-
te, gegeniiber der Temperatur. Fiir 7" — T, verschwindet Ap(T'), hingegen p(T")
die kritische Dichte erreicht. Zusammen mit dem Temperaturverlauf fur &(7") er-
gibt sich die Abb. 2.10 fir den Verlauf der einzelnen Komponenten p,,(z) an der

Grenzflachenposition.

gestellten Verlauf. Das Methan hingegen adsorbiert bei Zimmertemperatur an der
Oberflache des n-Hexans, so dafl es dort zu einem Anstieg der Methandichte iiber

die Volumen-Dichte der fliissigen Phase hinaus kommt [19].

Nachdem nun die einzelnen Teile des Funktionals €2 und das daraus resultierende

Phasendiagramm bekannt sind, 1&8t sich abschlieBend mit

R ( Ji(R) ) _ ( AR) —a ) 255

f5(R) f(R) =
und f(R) = f(R,R) der Hamiltonian
HIER,R)] == Qlpy, (r), pp (t)] = Qlpe, (2), pey (21)] (2.56)

definieren. Wir vergleichen damit zwei Zustdnde mittels deren grofSlkanonischen Po-
tentialdifferenz und nennen diese die Freie Energie in Abhéangigkeit der Konfigura-

tion der Grenzflachen f; und f,. Wenngleich wir die Gleichgewichtsbedingung nur
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fiir die planare Konfiguration benétigen, so ist dieser Vergleich nur sinnvoll, wenn
auch Q[py, (r), p,(r')] die Bedeutung eines grofkanonischen Potentials hat, wenn al-
so (2.8) auch fiir py, (r), pys, (r) erfiillt ist (vgl. auch die Erkldrungen zu (2.27) und
(2.28), die die Nebenbedingungen fiir py, (r), py, (r) in (2.8) darstellen). Insofern mag
die Bezeichnung ,Fluktuation® fiir die Flachen f;, etwas miversténdlich klingen,
weil man iiblicherweise damit beliebige Abweichungen, also auch ins benachbarte
Nicht-Gleichgewicht, um eine Gleichgewichtsposition meint. Wenn wir diese Ter-
minologie dennoch verwenden, dann gehen wir grundsétzlich davon aus, dafl eine
Anderung der Flichen immer adiabatisch vollzogen wird, sich also ein entsprechen-
der Gleichgewichtszustand instantan einstellt. Wir betrachten damit die Schar dieser
Zustdnde ,,um” die planare Konfiguration und vernachléssigen somit jede Betrach-

tung auf die Entwicklung in diese Zusténde.

In Anlehnung an (2.36) und (2.48) schreiben wir den Hamiltonian (2.56) in der

Form

HIER, R))] — / PR [H ((R)) + Hy (E(R)) + Hy (F(R)) |

+ //d Rd&*R H,(f(R,R’)) (2.57)

A

mit einem Hart-Kugel-Anteil Hj,, einem Ausdruck, der den Einflufl des externen Po-
tentials darstellt, Hy , einem Volumen-Beitrag H; und einem Wechselwirkungsterm
H.,. Explizit haben diese die folgende Gestalt

Ha(f(R)) = 7 @z [h(p (1), pr0)) = h(pe (=), pea(2)) | (258)
Hy (f(R)) = —Z 7 dz VIV (2) [0.p5,(x) = 0:pei(2)] (2.59)
Hy(f(R)) = —ii‘ 7dz K (z — ¢)[0.p5,(r) — 0.pe,(2)] (2.60)
Ho(f(R,R))) = —%i %1 7d27dz’ w(R—R|,z—2)x  (261)

X [8zpfi<r) az’pfj (') = 0.pc,(2) az’pcj (Z/)] .
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Die partiellen Ableitungen 0.p in ‘Hy, H;, und H,, treten durch partielle Integra-
tion dieser Terme auf. Der Vorteil dieser Umformung liegt in der neuen Struktur
der Integrale: durch den — zumindest hier durch p(z) ~ tanh(z/¢) angenommenen
— exponentiellen Abfall der Funktionen 0,p stammen die wesentlichen Beitréage zu

den Integralen aus der Grenzfléchenregion um Jpg(z = ¢x,).

Dieser Ausdruck soll nun in lokalen Kriitmmungen der Flachen f; ausgedriickt wer-
den, analog zu [78]. Dazu werden die vorkommenden Integrale auf Normalkoordi-
naten umgeschrieben. AnschlieBend wird eine Entwicklung der Dichten nach den
lokalen Kriimmungen durchgefithrt. Zur Berechnung von Erwartungswerten kann
man in guter Niherung nur Ausdriicke bis zur zweiten Ordnung in f; benutzen und
erhélt damit zugleich einen Anschlu3 an herkémmlichen Theorien. Zuvor kommen
wir im folgenden Kapitel 3 noch kurz auf die ,sharp kink approximation“ zuriick,
die wir bereits auf Seite 22 erwdahnt hatten. Bevor wir nun die weitere Herleitung
ausfithren, fassen wir in der Tabelle 2.1 die wichtigsten ortsunabhéngigen Abkiirzun-
gen und in Tabelle 2.2 die wichtigsten Funktionenbezeichnungen, die bis hier neu
definert worden sind und die im folgenden immer wieder verwandt werden, noch

einmal zusammen.
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Differenz der Volumen-Dichten der i-ten Kom-

A = —_ +

g P ponente, vgl. (2.25) auf Seite 18
_ 1, — n Mittelwert der Volumen-Dichten der <-ten
pi = 3(p; +pi)

Komponente, vgl. (2.27) auf Seite 20

Differenz der planaren Isodichteflachen ¢;, vgl.

GEaTY (2.45) auf Seite 24

Korrelationslange der i-ten Komponente, bzw.

Dicke der Grenzflache, vgl. (2.54) auf Seite 29
(i5) Summe der Teilchenradien r$” und Potential-

() ._ .(2) ()
ro” =T + 15 und we i )
tiefe w$?, vgl. (2.45) auf Seite 24

&i

Gravitationsbeschleunigung G und Teilchen-
G und m; masse m; der i-ten Komponente, vgl. (2.50)
auf Seite 27

Tab. 2.1: Zusammenfassung der wichtigsten ortsunabhéngigen HilfsgroBlen. Die Re-
ferenzen beziehen sich entweder direkt auf die Gleichung, in der die beschriebene
Grofe definiert wird oder verweist auf den ersten Zusammenhang, in welchem be-

sagte Grofle verwandt wird.
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pe(2) = S p((z = 0)/26) + 1

dfi;(R,R’) := fi(R) — f;(R’)

JR:=R-R’

wi (R, z) und o (q, 2)

Dichteprofil mit einer antisymmetrischen
Funktion p(z), dessen planare Grenzfliche an
der Position z = ¢ lokalisiert ist, vgl. Abb. 2.1
auf Seite 19

Differenz der ortsabhdngigen Isodichteflichen
fi(R), vgl. (2.28) auf Seite 20

Abkiirzung fiir die Differenz von lateralen Ko-
ordinten, vgl. (3.6) auf Seite 38

Differenz zwischen der ortsabhéngigen und der
planaren Isodichtefliche, vgl. (2.55) auf Sei-
te 30

k-te Stammfunktion des Potentials w;;(R, z)
bzgl. z und deren Fourier-Transformierte
uig-“)(q, z), vgl. (2.43) auf Seite 24

Tab. 2.2: Zusammenfassung der wichtigsten Funktionenbezeichnungen. Die Referen-

zen beziehen sich entweder direkt auf die Gleichung, in der die beschriebene Grofie

definiert wird oder verweist auf den ersten Zusammenhang, in welchem besagte Gro-

Be verwandt wird.
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Abb. 2.10: Darstellung der Dichteverldufe p.(z) = 1 Ap tanh(z/€) + p fiir beide
Komponenten mit ¢; = ¢ = 0 bei zwei verschiedenen Temperaturen [21,79,14,
29,10,40,75,26,76,56,42,32,100,119,37,89,38,8,120,47,39]: in der Nahe von T' = 0.77,
und nah des kritischen Punkts 7' = 0.99 7. Die zugehorigen Parameter stammen aus
dem Phasendiagramm Abb. 2.7. Skaliert wurde mit der Summe der Teilchenradien
O19 = r$Y 4+ r$? . Deutlich erkennbar ist die gestiegene Unschérfe der Grenzregion
um z = 0 bei hoheren Temperaturen, die durch die Temperaturabhégigkeit von &(T')
verursacht wird in Ubereinstimmung mit quantitativ genaueren Berechnungen (vgl.
z. B. Profile in [121]). Zu betonen ist aber, dafl sich diese vereinfachte, symmetrische
Form nicht aus dem Dichtefunktional €2 ergibt. Dieses produziert Profile, die eine
weitaus kompliziertere Struktur aufweisen, so daf3 beispielsweise die Adsorption einer

Komponente an der anderen erkennbar wird (vgl. z. B. auch [122]).
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Kapitel 3
Sharp kink approximation

In diesem Kapitel wollen wir den Hamiltonian (2.57) mittels diskontinuierlicher Dich-

tefunktionen umformen. Geméaf (2.27) bzw. (2.28) definieren wir nun die Profile

pr(0) == —Dp;O(z— f(R) + o (3.1)
D.ppy(r) = —Dpyd(z— f(R)). (3.2)

Dieser Ansatz ist sicherlich nur eine approximative Beschreibung von Dichteprofilen,
weil diese stetig verlaufen. Da aber die Beschreibung durch kontinuierliche Dichten
weitaus aufwendiger ist, wollen wir mit dieser Ndherung uns einen ersten Eindruck

von der Struktur des Hamiltonian verschaffen.

Wertet man die Gleichgewichtsbedingung (2.48) an der Stelle z = ¢ aus, dann

ergibt sich in dieser Ndherung

5Q[p1, pQ] %

5,0k(r) apkh(pm (Z = Ck), Pes (Z = Ck)) + K, , (33)

wobei die Integrationskonstante in (2.43) sich nun als giinstige Wahl herausstellt.
Dadurch 148t sich der Hp-Term als

H(ER)) = Y Apfi(R) K, (34)
= - Z Api ff(R> apih(pcl (Z = Ci>7pc2(z = Cl))

37
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schreiben. Der Hj-Term erhélt nach partieller Integration (s. (8.26)) die Form
2
HA(ER)) = D" Lo [fi(R) 9 (o, (R, fi(R)), ppo (R fi(R))
i=1

=i O (per (2 = ), peslz = )| (3.5)

Entwickelt man im H,-Beitrag

wg)(léRl,éﬁj(R, R/)) - wz(?)(ldRLéCij)
1
~ 5 wy(0R],dey) [ffR) — [FR)] (3.6)

dann erhélt man zusammen mit der beschriebenen Umformung von (3.4) und nach

entsprechender Auswertung von Hy als sharp kink-Hamiltonian

H¥[f(R,R)]

fen 3o G ey

Q

+fJ(R) (apjh(pfl <R7 fi(R))ﬂpfz(Ra fl(R))) - aﬂjh(pcl (Cj)7pc2(cj))> :|

2
~ [[Erer ST SR w5 by [ - SR (60
A ij=1
Die Ausdriicke 0,,h(...) sind in der Form, wie sie in (3.7) erscheinen, prinzipiell
nicht bestimmbar, weil dazu eine der vorkommenden Dichten an der Isodichtefliche
der anderen Dichte berechnet werden muf.
So bendtigt man z. B. fiir die weitere Berechnung von py, (R, f1(R)) die Information,
ob fi(R) > fo(R) oder fi(R) < fo(R) ist: Im ersten Fall gilt ps, (R, fi(R)) = p3, im
zweiten pg, (R, fi(R)) = p; . In diesem vereinfachten Bild stellt sich also die Frage,
ob die betrachtete Dichte in der gasférmigen oder in der fliissigen Phase auszuwer-
ten ist, was offenbar von der Differenz der betreffenden Isodichteflichen abhéngt.
Verschwindet diese Differenz an jedem Ort, dann sind die Isodichteflachen identisch
und jede Dichte nimmt darauf den vordefinierten Wert p an.
Anders ausgedriickt: falls die Isodichteflichen f; bzw. ¢; identisch sind, ¢, = ¢; und
fo = f; fiir j € {1,2}, dann verschwinden die h(p, p2)-Terme, weil nach Vorausset-

zung

0p, 1o (R, fo(R)), pps (R, fo(R))) = 3y h(Pey s fes) (3.8)
= apjh<PC1(CO)vpcz(CO)) (3'9)
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erfiillt ist. Selbst bei diesen ,zweiwertigen* Dichten, die wir in dieser Naherung be-
nutzen, entsteht das eigentliche Problem der weiteren Berechnung durch die Lo-
kalitdt des Energiedichtebeitrags Hj, ndmlich dafl beide Dichten an der gleichen
Stelle bestimmt werden miissen. Auch bei kontinuierlichen Dichteprofilen wird die-

ser Term eine besondere Rolle spielen, auf die wir in Abschnitt 4.3 genauer eingehen.

Wir betrachten noch einmal (3.7) und nehmen folgenden Néherung an der Stelle

(p1, p2) hinzu:

Do, h(ps (2 = f;(R)), pr,(z = f;(R))) — 9y, h(pr, p2)

Za Op;h(pr: p2) - [P (= = F5(R)) = ] (3.10)
und ebenso fiir 8pjh(pcl(cj), Pes (cj)) unter der Bedingung schwacher Aufspaltung,

also | fr — f;] < 1 bzw. |¢p — ¢;] < 1. Wegen

1

oz = [R)) — o= — Ly [@(fj(R) R -2

: (3.11)

(analog fiir p, (¢ = ¢;)) kann man dann zusammenfassend schreiben

H¥[f(R, R

Q

=
oy
>
)

| D
§
=

+ 3B ) £ (R 1 — sgn(Ges) 590 (R))]

— // *Rd’R' ) Afij wi(|0R], dci) [f(R) — fER)]T . (3.12)

y ij=1

Festzustellen ist hier das Auftreten des Terms |f; — fa|, der eine weitere Analyse im
Fourierraum dahingehend verhindert, daf3 die enstehenden Terme nicht mehr nach
Produkten fz fj sortiert werden konnen. Das bedeutet, dafl sich die Kopplungen der
einen Flache mit der anderen nicht von den iibrigen separieren lassen. Die Theorie
fiir eine Grenzfliache ist offenbar durch das Verschwinden dieser Komponente, wie

oben schon diskutiert, enthalten.

Unter der deutlichen Einschrinkung f; = fo = f, und ¢4 = ¢3 = ¢,, so daf in
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fo nur quadratische Terme iibrig bleiben, kann man die Formel (3.7) beziiglich der

Fouriertransformierten fo(q) ausdriicken. Es ergibt sich

A 1 )
Wif@)] = 5 [dalf@P [¢%+ ™) (3.13)
G E
gk = EZApjmj (3.14)
j=1
1 2
7*(q) = Y > Api Apy (i(]al, 0) — @4(0,0)) (3.15)
ij=1

Damit kann in dieser Niherung auch eine g-abhiingige Oberflichenspannung v%(q)
identifiziert werden, wenn die Funktion v%¢(q) fiir alle ¢ > 0 endlich bleibt. Um
das zu priifen berechnen wir v*(q) fiir die Potentiale vom Typ (2.45) allgemein
(vgl. (8.10)-(8.16)) und erhalten fiir den Spezialfall eines van der Waals-Potentials
(m =3)

1 & o
’}/Sk(Q) — 16q2 Z Apz Apj wé’]) (r(()l]))zl % (316)
ij—1
x [qQK_z(qr(()J)) - W}
1 & I
YO = 55 D Bppul (r57) (3.17)
ij=1

wobei K, (z) die modifizierte Besselfunktion oder auch McDonald-Funktion bezeich-
net. Mit der Euler-Konstanten Cg = 0.57721566 . .. gilt fiir ¢ < 1 die Entwicklung

5 2
s s q ij i)\ s
vR(g—=0) — ¥(0) + Z Api Ap; wl) (7“(()])) Tijk(q) (3.18)

128 £
2,7=1
(i7)
s To™ " q 3
Tijk(q) = 1n< 9 )"‘OE_Z (3.19)
und
_ ]_ 2
g —00) — =Y DpiApyw® (D) x (3.20)
16 i,7=1
TONY2 2
) -
2
s —00 1 ii i)\ 2
™0 S g D Aei Loy (r(7) (3.21)

1,j=1
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deren Struktur, also insbesondere die logarithmische Abhéngigkeit durch 7.5(g),
durch die Fouriertransformierte des Wechselwirkungspotentials, hier K, (q), bestimmt
wird. Der qualitative Verlauf ist in Abb. 3.1 im Vergleich zu Simulationsdaten einer
einkomponentigen Fliissigkeit [123] dargestellt. Danach ergibt sich aus der Gleichung
(3.20), dal Fluktuationen bzw. verbogene Grenflichenkonfigurationen mit einem ho-
hen Anteil an kleineren Wellenléingen weniger energetisch unterdriickt werden als
solche mit einem hohen Anteil an grofien Wellenldngen. Das bedeutet, daf§ solche
Grenzflachen sich beliebig stark verkriimmen sollten. Somit steht dieses Ergebnis
im Widerspruch zum Helfrich-Modell (2.35), in welchem die Oberflichenenergie mit

zunehmendem ¢ monoton ansteigt, falls kg wie bei Membranen positiv ist.
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Y*(q) /7%0)

q rO(IZ)/Z

Abb. 3.1: Darstellung der normierten Oberfliichenspannung ~¢(q)/v¢(0) nach
(3.15) fiir verschiedene Mischungen (zu den Wechselwirkungsparametern w5 und
r$ vgl. Refn. [121,122,124]). Die Punkte stammen aus Simulationen der Mole-
kulardynamik der gas-fliissig Phasengrenze einer einkomponentigen Lennard-Jones
Fliissigkeit [123]. Die daran gefittete Funktion entstand unter Benutzung der Formel
(3.15) fiir den Fall einer Komponente. Trotz dieser qualitativen Ubereinstimmung
kann (3.15) nicht als bestétigt angesehen werden (vgl. [94,95,83]), eher wird hier-
durch deutlich, daf§ die Simulation solcher Grenzflachenfluktationen wegen der sehr
unterschiedlichen Langenskalen, gegeben durch die Kapillarlinge o, (s. (2.32)) und
die Reichweite der Wechselwirkungen (s. Abb. 2.4), nicht trivial ist. Als besondere
Schwierigkeit erweist sich dabei die korrekte Definition beziehungsweise Berechnung
der Grenzflachenposition.



Kapitel 4
Kriimmungsentwicklung

Der EinfluB von Kriimmungen auf Naturvorgéinge 148t sich anhand vieler Beispiele
dokumentieren: Die Raumkriimmung in der Néhe von grofien Massen fithrt zu ei-
ner Anderung der Lichtbewegung, Windgeschwindigkeiten unterliegen erheblich der
Kriimmung einer Isobarenfront, die Kriitmmungen unterschiedlicher Fahr- und Flug-
zeuge verandern deren Stromungswiderstand, und fiir Seifenblasen hat schon Laplace
den Zusammenhang zwischen der mittleren Kriimmung H und der Druckdifferenz
Ap zwischen innerem und duflerem Druck durch die Formel Ap = 2v,H mit Hilfe
der Oberfliichenspannung 7, beschrieben'.

Es ist klar, daBl in allen Beispielen zu dem Begrift ,, Kriimmung® eine Flédche assoziiert
wird, deren Parametrisierung in der Problembehandlung allerdings gar nicht spezifi-
ziert werden muf. Daher ist es durchaus sinnvoll, nach einer Charakterisierung von
Verdanderungen durch diese Fléche mittels deren mittlerer Kriimmung H und deren
Gauflscher Kriimmung K zu suchen®. Einen solchen Zugang wihlte im Jahr 1949
Tolman [60], als er versuchte, die Oberflichenspannung 7 einer gekritmmten Fléache
durch die Entwicklung v = 7, (1 — 2H 6™™" + O(H?)) mit Hilfe der sogenann-

groman ;11 beschreiben. Wenngleich sich aus diesem Ansatz eine

ten Tolman-Lénge
Formel fiir §™'™a" herleiten lafit, so ist deren quantitativer Wert doch umstritten,
nicht einmal das Vorzeichen scheint geklart zu sein [114,61,67,62,76,68,125,63,126,69,
64,65,127,19,71,66]. Tolmans Entwicklung allerdings verkniipft mit der Kriimmung
H die mikoskopische Gréle §™™man wohingegen alle zuvor genannten Beispiele H
in Verbindung mit einer makroskopischen Beschreibung bringen. Insofern ist das

durch Tolman betrachtete Problem mit dem dieser Arbeit verwandt. Die Grenz-

'Eine Verallgemeinerung ist Ap = 2v,H — 2kp (2H2 — K) — 2k H K mit den Bezeichnungen
wie in (2.33), vgl. auch [18]
2Zu beachten ist, da ein Flichenstiick nicht vollstindig durch H und K charakterisiert wird.

43



44 4. Kriimmungsentwicklung

flichen bindrer Mischungen sind aber nicht fest vorgegeben, sondern unterliegen
den Dichteverldufen der Komponenten. Dieser Umstand wird durch (2.28) zu einer
Definition der betrachteten Flichen genutzt, wodurch automatisch eine Verkniip-
fung zwischen den Kriimmungen der Fldche und der mikroskopischen Groe p(r),
der Dichte, hergestellt wird. Da diese Dichteverlaufe durch die Wechselwirkungen
der Komponeneten untereinander bestimmt werden, erhélt man mittels dieser Ver-
bindung eine Beschreibung der Grenzflichen in Abhéngigkeit der mikroskopischen
Wechselwirkungen. Andererseits wirkt sich die Form der Grenzflichen bzw. deren
Kriimmungen auf die Dichten aus. Die grundsétzliche Idee der in diesem Kapitel
dargestellten Kriimmungsentwicklung besteht also in einer Entwicklung der Dichten
p(r) — allgemeiner eines Ordnungsparameters — nach Kriimmungen ihrer Isodich-
teflichen. Insbesondere werden damit die unterschiedlichen Léngenskalen im Sy-
stem, namlich die Kriimmungsradien der Berandung und die Dicke der Grenzflache,
beriicksichtigt. Analog zur Tolman-Lange werden dadurch Entwicklungsfunktionen
eingefiihrt, deren Eigenschaften im Abschnitt 4.4 dargestellt werden.

Um den Hamiltonian (2.57) in lokalen Kriimmungen der Isodichteflichen f; aus-
driicken zu konnen, wird zunéchst eine Transformation der einzelnen Beitrdge in
ein passendes Normalkoordinatensystem durchgefiihrt [77]. Dazu sollen im néchsten
Abschnitt einige allgemeine Vorbereitungen getroffen werden, da die Terme Hy,
‘H, und H,, grundsétzlich dhnlich behandelt werden kénnen. Auf die Besonderheit,
welche der Term H; darstellt und auf die schon im Kapitel 3 hingewiesen wurde,
wird im Abschnitt 4.3 eingegangen. Wir fithren daher zunéchst Normalkoordinaten
und die zugehorigen Begriffe ein, bevor wir zu den Eigenschaften der allgemeinen

Integraltransformation fir H; mit I € {V,b, w} kommen.

4.1 Normalkoordinaten

Jeder Punkt r € R?® 148t sich beziiglich einer eingebetteten Fliche s : R? — R3,
s(Ry, Ry) = (sz(Rl,RQ),sy(Rl,RQ),SZ(Rl,Rg)), die stetig differenzierbar ist, dar-
stellen, weil zu jedem Raumpunkt r der Abstand w := min|s — r| zur Fliache s

existiert. Man erhélt mit dem Normalenvektor n := Og,s X Og,S/ |Or,s X Og,S| von
s die Vorschrift 7 : R* — R3?

T(Rl,Rz,u) = S(Rl,Rg) +UH(R1,R2) s (41)

wobei die Auflssung der Gleichung r = 7 (R;(r), Rs(r), u(r)) nach Ry, Ry, u bei ge-

gebenem r im allgemeinen nicht geschlossen moglich ist.
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Abb. 4.1: Schematische Darstellung der Transformation (4.1). Gaseinschliisse, Trop-
fen und Uberhinge sollen dabei wegen der Nichteindeutigkeit der Umkehrfunktion
7! ausgeschlossen werden. Das bedeutet, dafl spitere Kriimmungskorrekturen der
Dichte p, fernab ihrer Volumen-Werte p*, immer eindeutig auf einen Punkt in der

Oberflache s zuriickgefiithrt werden kénnen.

Im Fall der betrachteten Phasengrenzflachen setzt man nun voraus, dafl diese keine
Einschliisse der einen Phase in der jeweils anderen modelliert, also zusammenhén-
gend ist, und auch keine Buchten besitzt, derart dafl auch in hinreichender Ent-
fernung zur Fliche die Umkehrfunktion 7! eindeutig existiert, s. Abb. 4.1. Dies

motiviert die Beschreibung der Grenzfliche mittels einer Monge-Parametrisierung;:

Sr(RlaR2) =R ; Sy(RlaR2) =Ry ; SZ(R17R2) = f(5x73y> (4-2)
Der Normalenvektor hat dann mit 0, f(sz, s) := if (82, 5y), @ € {z,y} die Form

N

n 81‘7 Sy - - — 4-3
(o) = s g ) (4.3

9(5z,8y) = 1+ (&Cf(sx,sy ) (8yf Sz, Sy) )2. (4.4)

Die Jakobi-Determinante dieser Transformation ist

J7 (52, 5y, w)| = \/9(50, 8y) J7 (52, 5y, u) (4.5)

I (82, 8y,u) = 1—2H(8y,8,)u+ K(sz,5,)u*, (4.6)

wobei H (s, s,) die lokale mittlere Kriimmung und K(s,,s,) die lokale Gaufische

Kriimmung darstellen. Die Nullstellen uy 5 von Jz (s, sy, u12) = 0 definieren den
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Bereich fiir u, in welchem 7 eindeutig umkehrbar ist. Man findet mit den sogenann-

ten Hauptkriimmungen

k12(Sz, Sy) = H(sg,s,) £ \/(H(sx, sy))2 — K (54, 5y) (4.7)

als Losung

1
) = 4.8
Uu12(54, Sy) K12(50, 5y) (4.8)
Sei
1

=K:= sup max K;(Sz, Sy)| , 4.9
R G | max wi(se, sy)| (4.9)

so dafl ! der minimale Kriimmungsradius R,,;, ist; betrachtet man nun nur Punkte

r, deren Abstand u(r) zur Fliche s die Bedingung

Klu(r)| <1 (4.10)
erfiillen, dann besitzt die Gleichung r = 7 (s,(r), s,(r), u(r)) immer eine eindeutige
Losung in s,(r), s,(r), u(r).

Im weiteren sollen alle Punkte r € R? (4.10) erfiillen, wobei zusitzlich fiir alle

vorkommenden Dichten p gelten soll:
Ve>035>0: |1 - Klu)||<d = |p(r)—pF|<e. (4.11)

Damit ist sicher gestellt, dafl in hinreichender Néhe der vorgegebenen Volumen- oder

Randwerte p* von p die Transformation 7" noch eindeutig ist.

4.2 Kriimmungsentwicklung

Fiir (s, s,) schreiben wir nun kiirzer S. Um zu verdeutlichen, daf sich die Transfor-
mation (4.1) auf die Fliche f(S) bezieht, schreiben wir 7;(S, u). Nach den Bezeich-
nungen und Einschrdnkugen des Abschnitts 4.1 kénnen wir nun die Dichte p; mit

einer Isodichtefliche f wie folgt umschreiben

pr(r) = p(T3(S(x), u(r))) = fs(S.u). (4.12)
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Insbesondere gilt p¢(S,u = 0) = p. Mit den Abkiirzungen g = ¢(S,u), |J7| =
|J7(S,u)|, pr = ps(S,u) und f = f(S) ergibt sich (vgl. (8.29))

O.ps(x) = % [auﬁf—mms,u)} (4.13)
R(S,u) = O.ps [— axf+%(a§yfaxf—ayfa§yfﬂ (4.14)

- u
va =0+ 2= (010,f — g0 f) |

SchlieBlich erhalten wir unter Verwendung von d?S := ds,ds, fiir eine Funktion F(r)

o0 K
/dQR/dz F(r)0.ps(r) = /dQS/du F(T;(S,u)) x
A -0 A —K
X [|JTf| Oups — %R(S,u)} : (4.15)

Die Funktion F(r) dient in dieser Formel als Stellvertreter fiir die entsprechenden
Ausdriicke in Hy, My, und H,,, nimlich V" (2), z — ¢; und schlieBlich w.}’ (R, §2).
Auf den Hjp-Term hingegen 148t sich (4.15) nicht anwenden, weil prinzipiell unklar
ist, beziiglich welcher Isodichteflache transformiert werden soll, denn beide Dichten
werden am gleichen Ort ausgewertet. Diese Lokalitdt, die nicht nur eine Folge der
LDA (s. Seite 17) ist, sondern auch in anderen Dichtefunktionalen zu finden ist,
erfordert demnach eine besondere Behandlung, wenn man Normalkoordinaten bzw.

die nun folgende Kriimmungsentwicklung verwenden méchte.

Als Kriimmungsentwicklung bezeichnet man die Entwicklung der Dichte py nach
Potenzen der lokalen Kriimmungen H = H(S) und K = K (S) der Fliche f

pr(S.u) = pe(u) +6p(S,u) (4.16)
= pe(u) +2H(S) pu(u) + K(S) px (u) (4.17)
+4H*(S) pr2(u) + (2H(S) K(S)) pur(u) + ...,

so daf} sich formal eine Separation der Variablen S und u ergibt, allerdings unter Zu-
hilfenahme unendlich vieler unbekannter Funktionen py(u), A € {H, K, H* HK, .. .}.
Dabei gilt wegen

pelu=0)=p und p.(u— £ Rpin) =p" (4.18)
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auch
pr(u=0) = pr(u — + Rypyp) = 0 fiir N € {H, K, H* HK,...}. (4.19)

Wir werden in Abschnitt 4.4 noch auf die Eigenschaften der p, eingehen und eine
zusétzliche Bedingung fiir die Giiltigkeit von (4.17) angeben. Natiirlich kann man
hier auch grundsétzlich andere Approximationen fiir dp; zulassen.

Mit (4.17) und der Forderung

uEIEK u® px(u) F(T3(S,u)) =0 (4.20)

148t sich (4.15) schieflich fiir unsere Zwecke umformulieren (s. (8.30)). Insbesondere
ergibt sich nur eine lineare Transformation entlang der z-Achse, wenn man als Re-

ferenzfliche f(S) = ¢ = const. nimmt, denn in diesem Falle ist 7.(S,u) = ¢+ u = z.

Wir notieren hier schon eine Approximation, die spéter oft angewandt wird. Mit
der Kriimmungsentwicklung wird die laterale Abhéngigkeit von p auf die radiale
Abhéngigkeit der Kriimmungen der Grenzfliche zuriickgefiihrt®. Dieser Umstand

erlaubt es uns R mittels

R(S,u) ~ —V&i(S,u)Vf(S) (4.21)
~ — (pu(W)V2H)(S) + prc (W) VE(S)...) VF(S)

zu nahern.

Nach dieser angedeuteten Zerlegung soll die Transformation der Beitrdge zu H
verlaufen. Dabei ergibt sich aber das Problem der Transformation des Terms H,,.
Die Struktur des Integrals entspricht (4.15), jedoch kommen beide Dichten py,(r),
i € {1,2} vor und werden am gleichen Punkt r ausgewertet. Dann stellt sich aber
die Frage, beziiglich welcher Grenzflaiche man den Term umschreiben soll. Dieses
Problem ist grundséatzlicher Natur: Auch in anderen Dichtefunktionalen, die nicht
die LDA (s. (2.20)) benutzen, bleibt dieses Problem bestehen [128,129,130]. Die Idee,
eine der beiden Dichten p; zur Entwicklung auszuwihlen, 16st das Darstellungspro-
blem nicht, weil man die Dichte p, in Normalkoordinaten der Flache f; ausdriicken
muf}; um die Transformation vornehmen zu koénnen. Diese Vorgehensweise bringt
aber keine Vorteile, weil alle weiteren Naherngen der so entstehenden Terme unkon-

trollierbar sind. Im néchsten Abschnitt wird dazu ein anderer Ansatz vorgestellt.

3Deshalb kénnen im allgemeinen durchaus Ausdriicke der Form VH, VK usw. auftreten. Diese

werden hier systematisch vernachléssigt.
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4.3 Konstruktion der mittleren Grenzfliche

Der Energiedichteterm Hj, 148t sich aufgrund seiner Lokalitéit nicht in Normalkoor-
dinaten einer Dichte formulieren. Anders ausgedriickt wiirde eine solche Transfor-
mation eine Diagonalisierung von Hj, bedeuten, weil Mischterme nicht prasent sind.
Letztlich ist das die Frage nach den relevanten Fluktuationen und Energieterme auf

kleinen Abstianden.

Die Idee zur Losung dieses Problems besteht zunéchst in der Konstruktion einer
mittleren Grenzfliche fT, an der beide Dichten teilhaben, so daf diese ebenfalls als
Isodichtekontur einer mittleren Dichte p' definiert werden kann. Die Kriimmungs-
entwicklung (4.17) bezieht sich dann auf p' und f7. Der Vorteil dieses Vorgehens
besteht nun in der Moglichkeit eine Niherung fiir fT aus der genannten Konstruk-
tion zu erhalten, die fT wieder in fi, ausdriickt, so daf letzlich alle entstandenen

Terme wieder auf die urspriinglichen Groéfien zuriicktransformiert werden kénnen.

Wir benutzen die Schreibweise f£(S) aus (2.55), wobei der Index ¢ in diesem Ab-
schnitt fortgelassen wird. Wenn wir also | f;(S®)| < 1 schreiben, dann ist damit f¢
gemeint, weil alle Auslenkungen beziiglich der konstanten Referenzfliche betrachtet

werden.

4.3.1 Ohne Kriimmungen

In diesem Abschnitt wird von der Kriimmungsentwicklung (4.17) nur der Term nied-
rigster Ordnung p,, (u) fiir ¢ = 1,2 benutzt. Daher soll die mittlere Fliche zunéchst
mit f* statt fT bezeichnet werden. Als Ansatz verwendet man nun, daf an jedem
Punkt dieser auszuzeichnenden Fliache f* jedes Dichteprofil p; entlang der Norma-
lenrichtung der Isodichtefliche f; die gleiche prozentuale Anderung relativ zur Dich-
tedifferenz A\ p; erfahren hat. Dadurch wird keine der Komponenten ausgezeichnet.
Das bedeutet, dafl die Absténde u} zu einem Punkt auf der ,virtuellen Fliche f* in

den Einheiten der jeweiligen Korrelationslange &; dem Betrag nach gleich sein sollen.

Sei s; := (S, f;(S®)), n; der Normalenvektor von s; und r* der zu konstruierende
Fliachenpunkt. Dann lautet die Forderung (vgl. Abb. 4.2):
u_’f u_§ ! r* —s; r* — s, !

7 £2:0 VN oMt ‘ny=0. (4.22)
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Abb. 4.2: Zur Konstruktion der mittleren Fliche f*: Die Abstdnde der Flichen f;
und f, miissen geméf (4.22) in Einheiten der jeweiligen Grenzflachenbreite & bzw.
&, gleich sein. Die zugehorigen lateralen Koordinaten S®, i = 1,2 koénnen dabei recht

nah zusammenliegen, vgl. (4.41), hier dargestellt ist der Fall R* = S

Zu beachten ist, dal s; 2 und n;, jeweils implizit von r* abhéngen. Diese Defi-
nitionsgleichung fiir r* hat die Form eines harmonischen Mittels*, allerdings mit

vektoriellem Charakter.

Bevor wir zur Berechnung von r* kommen, sollte klar sein, daf eine Dichte p*(r)
exististiert, fiir die p*(r*) selbst Mittelwert der Dichten p; und py ist. Dabei kann
man ausnutzen, dafl die intrinischen Dichteprofile p.. (u;) ndherungsweise dargestellt
werden konnen als

~ Api ~

pei(ui) = ——= p(ui/&) + pi (4.23)
mit einer punktsymmetrischen Funktion p(—z) = —p(z) [21,79,14,29,10,40,75,26,
76,56,42,32,100,119,37,89,38,8,120,47,39]. Dann ergibt sich mit einem unbekanten

Faktor Ap* aus der Definition

Ap* (pi(r) | pa(r)
*
pi(r) = ( + ) (4.24)
2 Apy Aps
Ap* (pi(ur) | pa(ua)
~ n , (4.25)
2 Apy Apa
4Das harmonische Mittel Mj, der stochastischen Variablen z;, i = 1,...,n mit absoluten Hiu-
figkeiten n; ist definiert als My, (x1,...,x,) = Zzn:’—lr;l Als Eigenschaft ergibt sich fiir n = 2:
i=1 T/ Ti
M — M —
n(T1,22) = 21 ny + w1, T3) = T2 ng = 0. Das harmonische Mittel ist das geeignete Mittel fiir

Ty L2
Groflen, die beziiglich einer Einheit definiert sind. In diesem Fall also einmal die Korrelationsléngen
&; und spéter die Dichtespriinge Ap;.
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wobei die Ndherung zunéchst nur die Dichteanteile der planaren Grenzflichen be-
riicksichtigt, mittels (4.22)

KK\ Ap* P1 P2 ==
o) =5 <Ap1+Ap2)_‘”' (4.26)

Die GroBe Ap* ist fir die weiteren Uberlegungen irrelevant. Zwei Mdaglichkeiten

sollen aber zur Unterstiitzung der Vorstellung angeboten werden: Die erste setzt
Ayt — 2ApaApy

p - = -
Apa + Apy
analog zu (4.22) auf die anschauliche Bedeutung, dafl die Dichten p; von p*(r) den

als harmonisches Mittel der Dichtespriinge Ap; . Das fiihrt

gleichen relativen ,,Abstand“ einnehmen:

p*(r) — pi(r) N p*(r) — pa(r)

=0.
Apy Aps

Diese Definition hat allerdings den Nachteil, daff durch sie beispielsweise im Fall
Ap; — 0 keine mittlere Dichte p* definiert werden kann.

Die andere Moglichkeit, die dieses Problem nicht aufwirft, ist gegeben durch Ap* =
Ap1 + Aps. Hier ergibt sich aus p; = 0 die Beziehung p* = ps. Beide Definitionen
kénnen zu einer Verallgemeinerung herangezogen werden, und man kann die zweite
Definition bevorzugen, weil sie dem Spezialfall p; = 0 gerecht wird. Auswirkungen

auf die folgenden Ergebnisse ergeben sich dadurch aber nicht.

Damit haben wir eine mittlere Dichte p*(r) definieren konnen, die sich einerseits
als Mittel der p; schreiben 1d8t und die andererseits eine Isodichtefliche an den
Stellen r* besitzt. Dazu haben wir die Antisymmetrie des planaren Dichteprofils be-
nutzt.

Eine andere plausible Wahl der mittleren Dichte p*(r) = a1p1(r) + azp2(r) konn-
te aber auch durch die Forderung Vp*(r*)n* = Maximum definiert werden. Dabei
orientiert man sich an der Beobachtung, dafl die Ableitung der Profile der Form
(4.23) in Richtung der Normalen auf der Grenzfliche ein Maximum besitzt. Diese
Eigenschaft versucht man mit der oben angegebenen Formel auf p*(r) und r* zu
ibertragen. Diese Bedingung setzt aber eine genauere Kenntnis von r*oder p*(r)
schon voraus. Fiir den einfachen Fall, daf§ es sich nur um planare Profile handelt,
gewinnt man die Beziehung a;/as = Aps £2/Apy €2 statt ay/as = Npy/Apy wie im
obigen Fall. Da wir aber ohnehin diese Nédherung fiir p* spéater wieder zuriickneh-
men, betrachten wir diesen Zugang nicht weiter; insbesondere ergeben sich weitere

Schwierigkeiten zu zeigen, dafl diese Wahl ein p*(r) liefert, das auf r* konstant ist.
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Zur Darstellung von r* wird ganz allgemein

r' =as; +bsy+an; + Fny (4.27)
angesetzt (a,b, o, f € R). In (4.22) eingesetzt ergibt sich daraus
a—1 a b—1 b Ca Cp
0=s n,+—ny| +sy|—mnyg+—n;| + + =, 4.28
1 [ & 6 2} ’ [ & & 1} & &6 (428)

wobel @ = (,/(§&2 + & niny) und 5 = (3/(&1 + {2 ning) verwandt wurde.

Im Spezialfall s; = s, gilt r* = s; = sy, woraus sich a +b =1 und «, 5 ~ [s; — sy
ergibt. Um keine der Flachen auszuzeichnen setzen wir a = b = % Damit bleiben nur
zwei Moglichkeiten zur Wahl von ¢, und (g, insbesondere sind diese im allgemeinen
aber # 0, weil r* nicht notwendig in der von s; und s, aufgespannten Ebene liegen
muf. Mit den Bezeichnungen

1 1

X1 = 5 (Sl — Sg)ﬂl und X2 = 5 (S2 — Sl>n2

kann man nun ¢, = {1 und (g = &1 x2 oder (4 = §1x2 und (g = &ox; wéhlen.

Zur Entscheidung betrachtet man den Spezialfall f5(S) = — f1(S), bei welchem die
Stellen S = S@ = S (vgl. Abb. 4.2) identisch sind. Die z-Komponente von r*
mufl durch die Einschrankung & = & verschwinden. Die Wahl ¢, = &1x2, (3 = {axa
ergibt dann

r :( ’ ) wnd uf = —/g:1(S) f1(S),

so daB (u})? = f7(14(Vf1)?) = (R*—S)*+ f{ den Satz des Pythagoras erfiillt. Mit

der Wahl ¢, = &x1, (g = &1 x2 hingegen a8t sich |[uj| < /g1|f1(S)| fir Vf, f #0
abschétzen. Also erhilt man

1 & [s2 —s1|my & [s1— so]my
r' .= —(s; +s2) + n n, . 4.29
2( ! 2) 2(&2 +§1 nlng) ! 2(51 —|—§2 n1n2) 2 ( )
Definiert man weiter
[SQ — Sl} ns [Sl — S2:| n;
=77 , lgi=-—F—"F7—"""—, 4.30
' (& + & niny) ’ (&1 + & nyny) ( )
dann gilt®
uy 1 uy
2L Tt — ) = ——2 4.31
&1 2( 1= t2) &2 (4:31)
5Bei der ,falschen* Wahl von X1,2 ergibt sich uj/& = %(tl — t2) nin, und somit im oben

diskutierten Spezialfall |uy| = |fi[|lg — 2|/\/91 < |f1l\/g, wegen 1 < g; fiir V f, f # 0.
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Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, dafl es sich hierbei immer noch um eine

implizite Gleichungn fiir r* handelt.

4.3.2 Mit Kriimmungen

In diesem Abschnitt werden die obigen Betrachtungen fiir den etwas allgemeineren
Fall dp1,dps # 0 wiederholt. Dabei kann man verschiedene Ansétze betrachten. Der
erste hilt an der Vorgabe (4.22) fest, und man ist gezwungen, eine andere mittlere
Dichte p* zu definieren. Diese Moglichkeit stellt sich als ungiinstig heraus, weil man
in die Definition von p* die Kriimmungsbeitrige ohne weitere Annahmen schlecht
einbauen kann und somit u.U. einen Fehler der Ordnung® O(f, 1) macht. Statt dessen
weichen wir die Forderung (4.22) etwas auf und zeigen, daf der dadurch entstehende
Fehler von der Ordnung O(f, 3) ist. Dazu sei u! = uf + w mit u}/& = —u} /&, und

statt (4.22) gelte nun
T 1

u o uy (L1
cre-(g+e) (4.32)

Analog zu (4.24) verallgemeinert man mit §p;(u;) = 055, (S, u;)
0 = pl(eh) —p

o0 b(g) eo(g) R -] sy

und entwickelt jeweils um w}. Das ergibt in niedrigster Ordnung

Aps dp1(uy) + Ap1dpa(u3)
o | 4.34
« Apy Oupr(uy) + Apy Oupa(us) 3

Benutzt man symbolisch (Ap; + Ap2)dpt(r*) =Apa0upr(u}) + Ap1Oypa(us), dann
ist 5t (x")

w=— 95 (4.35)
und es gilt O(w) > O(f,1). Wegen dp ~ ! setzt die GriBe dp/dp ~ /R, die
Breite der Grenzfliche £ mit dem Kriimmungsradius R, in Beziehung. Insbesondere
sollte die Kriimmungsentwicklung gut funktionieren, falls £ /|R,| < 1 ist, die Kriim-

mungen also nicht zu sehr die intrinsische Breite beeinflussen.

®Die Schreibweise O(A,n) umfafit die ebenfalls iibliche Konvention O(A™). Die Benutzung von
O(A,n) ist hier sinnvoll, weil damit auch Ausdriicke der Form (0A)™ oder A™™™ JA™ gemeint sein

konnen.
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Ist r := rf — r*, dann ergibt sich wegen r* - n; = w fiir i € {1,2} die Beziehung

r¥ | (n; — ny), und man hat als allgemeinen Ansatz

Y = %(n1 + 1) + Bo(n; x ny) (4.36)
2w

= , 4.37

“ 1+nn, ( )

wobei (3, erst einmal unbestimmt bleibt. Damit ist

rf = 4 (4.38)
1

) i)
= 5(51+S2)+?1111+72H2+5w(1’11 X Ng)

Die GroBlenodnung des (,-Terms in den lateralen Koordinaten ist > O(f,2), in der
z-Koordinate sogar > O(f,3). Der Parameter 3, selbst ist prinzipiell in dieser Vor-
gehensweise unbestimmbar, weil er diejenigen Kriimmungseinfliisse beschreibt, die
nicht entlang der Flachennormalen entstehen. Das Konzept der Normalkoordinaten
zusammen mit der Kriimmungsentwicklung trigt diesen aber keine Rechnung, son-
dern beachtet nur Projektionen auf n; . Aus den obigen Abschétzungen 14t sich
aber schlieflen, dafl diese zusétzlichen Beitrage vernachlafligbar gegeniiber den ersten
sind.

4.3.3 Entwicklung der mittleren Fliche

Zwei Naherungen sollen nun angewandt werden, um die obige implizite Formel (4.38)
fir v’ in eine Monge-parametrisierte Form zu bringen. Dadurch soll die mittlere
Grenzfliche fT(R') mittels der Funktionen f;(S®) ausgedriickt werden, um dann
die eigentliche Kriimmungsentwicklung nach f¥ auf eine Kriimmungsentwicklung
nach den f; durchfiihren zu kénnen. Daher geniigt hier auch eine Entwicklung bis
zur Ordnung O(f"fa*,n +m < 3), wobei wir die genaue Herleitung in 8.6 zusam-
mengefalt haben. Eine ,exakte* Berechnung z.B. von H' ist mit der Ableitung
der inversen Transformation im Prinzip machbar, ergibt aber eine sehr unhandliche
implizite Formel, die fiir weitere Rechnungen ohnehin mit den unten stehenden N&-
herungen vereinfacht werden miiite. Wir benutzen wie zuvor fiir f{ kurz f; und die
Bedingungen

L. [0"f:(S™)| < 1, was keine neue Einschrinkung ist, und eine
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2. Taylor-Entwicklung der f;(S®) um die Stelle Rf.

Betrachtet wird mit 0S;; = S® — SU) und dfij == fi — f; der Ausdruck ¢, — t,
in (4.31), wobei fi = f;(S™), g; = g;(S®) usf. gelten soll. Dann ist niherungsweise

ul 1 B (Va1 + \/92) 0 f1z
R I e 2L T) (1.40)

Damit erhélt man unter Vernachlédssigung von O(f,4)

(5812 _ (\/E"i_ \/%) 6f12 2 &Vfl n (Vfl Vfg

206 +8) = Va OV v:

Die z-Komponente von rf ohne die a,,-Beitrige berechnet sich daraus zu

2f*(RY) = 2f1(R") —au(vor  + Va2 )
285 26, £26

). (4.41)

_ 5261 2 2
&+ & it &1+ & ft (& + 52)26f21 (V) = (V1]
g i 5 (51(Vf2)2 +&(VA) = (G +&)VAV fl) S (442)

Noch hingen die Funktionen f; von S® ab. Daher wird nun noch eine Taylorent-
wicklung der entsprechenden Terme um Rfvorgenommen. Die dabei entstehenden
Ausdriicke werden mit einem f gekennzeichent, um die Abhingigkeiten von Rf zu
markieren. In den verbleibenden Termen der Ordnung O(f}* f*, (n+m) > 3) geniigt
die direkte Ersetzung der Argumente S +— R, Insgesamt ergibt sich damit

=S e v

& a4 &
¥ arsl T are” e+ o)

und der Einflufl der Kriimmungen bleibt wie erwartet nur in ¢, das in dieser Formel

Sof (V2= (VY. (4.43)

noch von den S® abhingt, iibrig.

Betrachten wir nun abschliefend w. Da w die Kriimmungskorrekturen der u; be-
schreibt, ist es von der Ordnung O(w) > O(H) = O(f,1). Dann gilt nach den

vorangegangenen Berechnungen

pi,(u}) % pi,(0) + piy, (0)u] + 1/)’1'11-(0)(%T )* = Sk, (0)(u;)* (4.44)

2

unter der Bedingung, daf es sich bei py(u) um eine gerade Funktion handelt, die
auf der Grenzfliche verschwindet (vgl. [78] und (4.66)). Wegen (4.40) ist somit
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O(pu(uf)) = O(f,2), also Ow) = O(f,3).

Wir notieren der Vollstdndigkeit wegen noch

L—l—i) ~ _ (5f£f2)2 HIAp2€1IO}/{1(O)+Ap1£2p}/{2<0)H;r
VI V9 A&+ &) Apa Ope, (0) + Lp1 9pe, (0)

Setzt man pg, (u) = — Api&p(u/&) P, (u/€;) mit einer skalenfreien Funktion &y,
voraus (vgl. (4.64), (4.65)), dann bekommt man

I R ST<Y C 22 S e
TR T Taerar 90,

Insgesamt erhélt man mit der ,, Korrelationslinge* 7 = 2¢,& /(€ + &) fiir die Grenz-
fliche fT den Ausdruck

v (

v (

T O R /Y A N2 _ o ph2
A GRS (VA = 94F)
G R }
e 2 e (H1+H2> ®, (0) |. (4.45)

Diese Formel gilt natiirlich auch fiir konstante Flachen und reduziert sich dann auf
die ersten beiden Summanden. Wir kénnen nun statt f; wieder ff schreiben und
erhalten aus (4.45) analog fT — ¢f. Die obigen Uberlegungen zeigen, daf die Kriim-
mungskorrekturen der Dichten die mittlere Fliche f nicht wesentlich verindern,
sofern O(f,3) < 1 ist, und da f ~ f* in quadratischer Ndherung eine Isodich-
tekontur der Dichte p' ist. Dieser Zusammenhang ist durchaus erwiinscht, weil sich
darin die Robustheit von fT gegeniiber den Dichtefluktuationen zeigt. Im iibrigen
wird dadurch die Vorstellung, daf8 fT als Mittelwert weniger fluktuiert als die ihn bil-
denden Komponenten, gestiitzt. Durch die Grolen &; 5 ist dennoch eine Verkniipfung
zu den Dichten p; 5 hergestellt, so daf die Zusammensetzung von fT temperaturab-
héngig ist. In der Nédhe des kritischen Punkts gilt mit zunehmender Temperatur
& ~ &, und fT stellt sich als arithmetisches Mittel der Flichen f; 5 dar. Zu beach-
ten ist, daf £ genau dann divergiert, wenn &) 5 beide divergieren. Das bedeutet, daf
erst durch das Verschwinden beider Grenzfldchen sich auch keine mittlere Grenzfla-
che mehr definieren 148t. Ist hingegen &; < &, dann bleibt fT ~ f;, die ,schérfer®
definierte Fliche ist also bestimmend fiir die mittlere. Auch hierin driickt sich die

Stabilitit von fT aus. Insofern ist (4.45) thermodynamisch konsistent.

Da fT die Isodichtefliche der gemittelten Dichte p' sein soll, kénnte man auch zur
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folgenden anschaulichen Bedeutung gelangen: Wenn der Dichtesprung Ap; grofler
ist als A\py, dann wird in p' (bzw. p*) die Dichte p, gemifl (4.24) ein groferes Ge-
wicht bekommen. Man konnte nun erwarten, dal damit auch die Grenzflache f,
an der gemeinsamen Grenzfliche fT (f*) stirker beeinflussend wirkt. Nach obiger
Formel aber mufl dann auch & > & gelten, die Fliache f; ist eher ,verwaschen®,
die Position nicht so scharf definiert im Vergleich zu f5. Diese Beobachtung stimmt
aber nicht damit iiberein, dafl Dichtespriinge mit kleinerem Dichteunterschied ein
grofleres € aufweisen als umgekehrt. Man hat aber zu bedenken, dafl die Definition
der mittleren Dichte nicht eindeutig ist, sondern dafl nur gezeigt wurde, da8 fT als
Isodichtefliche aufgefasst werden kann. Welche Rolle den Dichten dieser Flichen
zugeteilt wird, bestimmt die thermodynamische Gleichgewichtssituation und wird
daher von diesem allgemeinen geometrischen Ansatz, der sich auf die Flichen be-
zieht, nicht beantwortet. Dieser Zugang kann in einer sharp kink Naherung wegen

& = 0 gerade nicht durchgefiihrt werden.

Diese Herleitung dient einzig der Transformation des Hp,-Terms in (2.56), alle ande-
ren Beitrdge werden davon nicht direkt betroffen. Allerdings wird zur Vereinfachung
des transformierten Hamiltonians mehrfach die Gleichgewichtsbedingung (s. (2.48))
herangezogen. Insofern betrifft diese Behandlung von Hj, indirekt auch die weiteren
Umformungen der anderen Anteile.

Ein Vorteil dieser Methode ist die Unabhéngigkeit von der konkreten Form der frei-
en Energiedichte h(pl, pg). Das heifit, da hiermit eine Moglichkeit entstanden ist,
auch andere Dichtefunktionale fiir bindre Mischungen, die nicht die LDA (s. (2.20))

verwenden, so zu behandeln.

Eine allgemeine Zusammensetzung A p; /A py +Aopa/Aps ist nur unter Zuhilfenahme
der Asymmetrie des intrinsischen Profils nicht moglich. Dazu benétigt man weite-
re Annahmen iiber die Profile p;(r). Allerdings 148t sich leicht eine ,Relativdichte®
p1/Dp1 — p2/Dps + pre mit einer Konstanten p,..; konstruieren, die auf der zugeho-
rigen ,,Relativflache* wieder konstant der Wert p,; annimmt: Dazu mufl man wegen
der Vorzeichenidnderung von u} in (4.22) bzw. (4.29) nur die Ersetzung ny — —n,
vornehmen. Da fiir hohere Temperaturen & ~ & gilt, entsteht schliellich eine Fla-
che, die nahe der kritischen Temperatur entweder nicht mehr stabil ist oder f; ~ f5
erzwingt (vgl. (4.29)). Damit kann man H;, beziiglich jener Relativdichte und p
umschreiben, jedoch bleibt das Problem, nach welcher Fldche der gesamte Ausdruck

entwickelt werden soll, bestehen. Vor diesem Hintergrund kann man die hier ange-
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wandte Néaherung auch als eine solche Transformation betrachten, wobei die Néhe-

rung schlieflich in der Nichtberiicksichtigung der Beitréige der Relativdichte besteht.

Bevor nun der Hamiltonian H mit den beschriebenen Mittels umgeschrieben wird,
soll ein einfaches Modell betrachtet werden, welches die Gewichtungsfunktionen
pa(u) mit X = H, K, H? ... bestimmt. Insbesondere werden Symmetrien fiir diese
Funktionen aufzeigt, welche die spateren Umformungen wéhrend der Transformati-
on erheblich erleichtern konnen. Der folgende Abschnitt stiitzt damit die Vorstellung
von Form und Groflenordnung der Entwicklungsfunktionen und verbindet die so ge-
wonnene Gestalt wieder mit der Kriitmmungsentwicklung selbst. Dadurch erhélt man
eine andere Formulierung der Kriimmungsentwicklung, die somit als neuer Ansatz

zum Verstédndnis von Kriimmungseinfliissen dient.

4.4 Gewichtsfunktionen der Kriimmungsentwick-

lung

In diesem Kapitel wird ein Modell fiir die Gewichtsfunktionen py(u) mit A € {H,
K, H? ...} aus der Kriimmungsentwicklung (4.17) vorgestellt. Da man mit den
Funktionen p, die durch lokale Kriimmungen hervorgerufenen Verdnderungen eines
planaren Dichteprofils p.(u) beschreiben will, liegt der Ansatz nahe, sich dies anhand
von Objekten mir globaler konstanter Kriimmung zu verdeutlichen. Die einzigen da-
fiir in Frage kommenden Geometrien mit von 0 verschiedener Kriimmung sind der
Zylinder und die Kugel. Betrachtet man also fiir einen Ordnungsparameter ¢ ein
Modell, das einen Phaseniibergang beschreiben kann und betrachtet diesen in zylin-
drischer oder sphérischer Geometrie, jeweils mit dem Radius R, dann kann man die
Funktionen py, px, pr2, ... durch eine R~*-Entwicklung ableiten. Zur Beschreibung
von Phaseniibergiingen in mean-field-Niherung wird oft ein ¢*-Modell benutzt. Fiir
diese Arbeit geniigt es statt dessen, ein Doppelparabelmodell zu betrachten, um
den EinfluBl der gekriimmten Randbedingung zumindest in fithrender Ordnung zu
studieren. Die Betonung liegt hier weniger auf dem quantitativen, sondern eher auf

dem qualitativen Aspekt.
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Kugel und Zylinder

Im Doppelparabelmodell fiir eine Kugel oder einen Zylinder mit dem Radius R
néhert man das Funktional fiir die Freie Energie F[p] aus (2.10) durch

Flp] = %/d3r (Vp(r))2+§;2 (p(r) _Pa)2 O(—r + R)
+&57 (p(r) — ps)?O(r — R) . (4.46)

Diese Ndherung in Anlehnung an die ¢*-Theorie” beschreibt (4.46) im Bereich z < R
beispielsweise eine fliissige Phase mit der temperaturabhéngigen Korrelationslan-
ge &, = & (T) und einem Volumen-Wert p,; analog fir x > R eine gasformige
Phase mit & und pg. Eine Minimierung fithrt mit p,s(r) = p(r) — pas auf die
Helmholtzgleichung

Apa,s — 5;,%3 Pap = 0. (4.47)

Mit einem Produktansatz in Zylinder- oder Kugelkoordinaten fiir p und mit Hilfe
der Variablentransformation z = +ir/{, wobei r das Argument der Radialfunktion

D(r) ist, gelangt man zur hier interessierenden Besselschen Differentialgleichung

d—1
z

D"(z) + D'(z)— D(z) =0. (4.48)

Dabei wird der Fall einer zylindrischen Geometrie durch d = 2 und der einer sphéa-
rischen durch d = 3 beschrieben.
1. Gerade Dimension: d =2n, n=1,2,...

Als Fundamentallosung dieser Gleichung erhélt man
D(:) = (ir/€)" ™" 2,y (ir/€). (4.49)

wobei Z,(z) eine beliebige Besselfunktion bezeichnet. Die allgemeine Losung hat

dann mit m :=n — 1 € N die Form

1
P = g

“In der ¢*-Theorie betrachtet man urspriinglich Phaseniibergéinge in der Nihe des kritischen
Punkts. Statt (4.46) wird bspw. fiir die Freie Enthalpie G[¢] die Dichte (V)2 + a¢? + bgp* — 7

zusammen mit einer zu ¢ konjugierten Kraft = angesetzt.

[ALn(r/§) + B Km(r/¢)] (4.50)
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Wegen r~™|1,,,(r)| — oo fiir  — oo und r~"| K, (r)| — oo fir r — 0, muB aufgrund
der Endlichkeit der Losung A = 0 fur r € (R,00) und B = 0 fiir r € [0, R) gelten.
Das bedeutet:

r<R : p(r)
r>R : ps(r)

A(r/€)" In(r/&) + pa (4.51)
B(r/&)™" Kn(r/&) + ps- (4.52)

Als Anschlufibedingung benutzt man p.(r/§ — R/§) = p=(r/& — R/¢) und findet
bei beiderseitiger Existenz des Grenzwertes p(R/€) = p := 3(pa + ps) und mit
Ap = (pa — pg)/2 fiir die Konstanten

L
I (R/€)

(R/O™ wnd B = —2L  (Rjeym. (4.53)

A= Ko (RJE)

Kommen wir nun zur eigentlichen Kriitmmungsentwicklung fiir p ., also ¢ = &,,. Dazu

benutzen wir zuerst eine Darstellung der Besselfunktion fiir grole Argumente

n

—k
Mo ((R+w)/€
R — % k(R +u)/€)
p<(R+u) = — + pa (4.54)

R+ m+1/2
e My (R/E)™
k=0

()T +k+3)
My = . 4.55
g 26kl T(v — k + 1) (4.55)

Die Entwicklung nach 1/R ergibt dann

pe(Rtu) ~ —Dpe[14+3 rp(w) R | + pa, (4.56)
=1

wobei die 7, f(u) homogene Polynome in u sind. Deren exakte Form, die sich nur
rekursiv berechnen 148t, ist im Abschnitt 8.7 beschrieben. Zu beachten ist, dal wegen
r = R+ wu < R hier u < 0 gilt. Die Kriimmungsentwicklung fiir p< mit ¢ =
&p ergibt aber die gleiche Struktur wie fiir p. aufgrund der Verwandtschaft der
Besselfunktionen [,,, und K,,. In der Formel (4.54) hat man nur die Ersetzungen
§ = — &z und p, — pg vorzunehmen und kann u > 0 belassen. Entsprechendes gilt
fiir die Ausdriicke in (4.56).

Der Fall eines Zylinders ist durch m = 0 gegeben, dessen mittlere Kriimmung H =
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—(2R)™! und dessen Gaufische Kriimmung K = 0 ist®. Bezeichnen wir mit

—Ap et/ ,u<0
po(u) = ) (4.57)
Npe &% u>0

dann haben py(u) und pg2(u) die Form (vgl. auch Abb. 4.3 und Abb. 4.4)

Sy — Lo <0
pul) g () St s (159
po(u) 2 Po(u) %uZ—i-%ﬁu ,u>0
2. Ungerade Dimension: d =2n+ 1, n € N
Hier hat man die fundamentale Losung
D(z) = (/)" Z, () (ir/€). (4.59)
wobei Z,(z) wieder eine beliebige Besselfunktion bezeichnet.
Mit g :=n —1/2 > —1/2 ist die allgemeine Form der Losung nun
1
D) = e [AL(r/€) + BLu(r/€) + C K, (r/9)]. (4.60)

Wiederum ist aufgrund der geforderten Endlichkeit der Losung C' = 0 fiir r € [0, R),
A =0 fur r € (R,00) und sogar B = 0 fiir alle r € [0, 00). Somit ergibt sich analog

zu geraden Dimensionen

r<R : p(r) =

A(r/E) " L(r/€) + pa (4.61)
r>R : ps(r) =C

r
(r/&) 7" Ku(r/&) + ps- (4.62)
Die Entwicklungen sind vo6llig analog zu den obigen, nur hat man nun die Ersetzung
m — u vorzunehmen. Fiir sphirische Geometrie ist ;1 = 1/2 zu setzen, die mittlere
Kriimmung ist H = — R™!, die GauBsche Kriimmung K = R~2 und mit (4.57)
erhélt man (s. auch Abb. 4.5)

pK(u): u2—|—%u L u <0 (463)
Po(u) -2y Ju>0.

8Die Vorzeichenwahl von H ist Konvention.
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Zusammenfassung

Aus den oben diskutierten Spezialfillen ergeben sich unmittelbar die folgenden Ei-
genschaften der Funktionen py, A = H, K, H?, ... :

1. Bei allen Entwicklungsfunktionen liefl sich p, als Faktor abspalten. Verallge-
meinert man diese Beobachtung, derart dafl bei einem planaren Profil (H =
K = 0) der Gestalt p, + p (vgl. (4.23)) die Entwicklungsfunktionen immer p,
als Faktor enthalten, dann ergibt sich

pa(u) _ u
o) D\ (u), (4.64)

wobei ®,(u) nun nicht notwendig die oben gefundenen Polynome darstellt.
Insbesondere ergibt sich hieraus, dafl die Funktionen p, von gleicher Grofien-

ordnung sind wie das ungestorte Profil.

2. Ist ||A|| die Ordnung der Krimmung (||H|| = 1, ||KH|| = 3, usw.) und be-

zeichnet @, (u) diejenige Funktion ®, mit { = 1, dann ist
Or(u) = M@y (ufe). (4.65)
Ist zudem p,(u) = App(u/€), dann gilt mit (4.64) sogar
pa(u) = Lp Dy (u/€) p(u/é).
3. Fiir die Funktionen ®, erhélt man die Beziehung
() = (1) dy(—u). (4.6)
Ist p, antisymmetrisch, dann ergibt sich py(u) = (=1 py (= w).

4. Die Kriimmungsentwicklung hat damit die Form:

pREu) ~ pofew) 1+ D Ay @] 4o (467)

Ae{2H,K,...}
Daraus sieht man, daf die Entwicklung (4.17) nur gut funktionieren kann, falls
K& < 1 baw. & <€ Ry ist (vgl. (4.9)). Andererseits schlieBt man aufgrund

des exponentiellen Zerfalls der Funktionen py(u) auf eine gute Beschreibung
mittels (4.17) im Falle K |u| < 1, also inbesondere fiir |u| ~ £. Durch (4.64)



4.4. Gewichtsfunktionen der Kriimmungsentwicklung 63

haben wir gesehen, dafl die Funktionen py(z) in der gleichen Gréfenordnung
liegen wie p,(z) = App(zr). Um nun zu verhindern, dafi die Dichtestorun-
gen beispielsweise durch py grofler als Ap sind, wurde in der Arbeit [78] ein
Normierungsfaktor C'y eingefiihrt, der als temperaturunabhéngig angenom-
men wurde. Ganz allgemein kann man dahingehend den folgenden Ausdruck

diskutieren:

pu(u) = Cuplp{dy, (U/ﬁ) P(U/f) : (4.68)

Da pg(u #0) > 0, pg(u =0) =0 und pgy(u — oo0) = 0 ist, existiert ein Ma-
ximum dieser Funktion an der Stelle u,,, so da} p/; (u,,) = 0 gilt. Fordert man
nun fiir py(u,) einen bestimmten Wert, dann kann man diesen mittels des
Faktors Cy festlegen. Da py//Ap die Dimension einer Linge hat, ist es sinn-
voll diesen Maximalwert mittels der Korrelationslange &, des Teilchenradius
ry) und des minimalen Kriimmungsradius R,,;, auszudriicken. Der einfachste
Ansatz, der diese Langen miteinander kombiniert ist

(r(()i))th

pr(Um) 1 glst (p0)s Rt = Oy~ min (4.69)

Ap min gott
Zu beachten ist, dal demnach Cy aus einem mit wachsender Temperatur klei-
ner werdenden Faktor r{” /€ und einem zumindest fiir kleine Temperaturen
groflen Faktor R,/ zusammengesetzt ist, sofern man s,¢ > 0 annimmt.
In der Referenz [78] ist Cy = const. gesetzt worden (s = —t). Damit kon-
vergiert das Maximum pg(u,,) fiir Temperaturen T' &~ T, nah am kritischen
Punkt gegen einen festen Wert, weil mit 7" — T, fiir das Produkt Ap& ~
(1- T/Tc)ﬁﬂ/ gilt und in dieser mean-field Ndherung § = v/ = 1/2 ist.
Betrachtet man allerdings pg(u.n,)/Ap ~ & , die maximale Storungslange rela-
tiv zum Dichtesprung oder pg (tm)/po(tm)~ &, die maximale Stérung relativ
zum planaren Profil, dann divergiert diese mit £. Physikalisch erscheint dieses
Verhalten nicht sinnvoll: Die auf den Dichtesprung Ap oder auf das plana-
re Profil p, normierten Entwicklungsfunktionen py/Ap bzw. py/p, sollten, so
wie p,/Ap, beschrankt bleiben und als Stérung nicht beliebig grole Werte an-
nehmen diirfen. Mit Blick auf (4.69) ergibt sich daraus schon die Forderung
s+t > 1 und ohne Einschrankung ¢t = 0 und s > 1.

Wenn die Kriimmungsentwicklung fiir alle T" < T, gilt, dann nimmt man da-
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durch implizit an, daB |H py (u.,)/Ap| < Cy &) Rpin < Cy fiir alle Tempera-
turen gilt, insbesondere also R,,;, — oo. Da R,,;, nur fiir eine Flachenkonfigu-
ration definiert ist, bezieht sich die Temperaturabhéngigkeit von R,,;, auf den
wahrscheinlichsten minimalen Kriitmmungsradius (R,,;,) (7). In diesem Sinne
ist R, in der folgenden Diskussion zu verstehen.

Nach den Ausfithrungen in Abschnitt 4.2 und der Konstruktion des Hamilto-

nians H ist es sinnvoll den Ausdruck

‘ / ;1) = (po(u ’ ‘ / du dp(u
RTTLTTL RTTL'LTL

zu betrachten. Fordert man, daff mit wachsender Temperatur die Kriimmungs-

’ / du dp(u
Rmzn

dann ergibt sich in niedrigster Ordnung der Kriimmungsentwicklung mit einer
Konstanten C’ die Abschiatzung

Ruyin
‘QH / du pp(u)

- Rm'm

korrekturen verschwinden,

T—T,

=0, (4.70)

< C'ApECy. (4.71)

Verschwindet nun die rechte Seite der Abschétzung mit wachsender Tempera-
tur, dann ist sicher auch (4.70) erfiillt, wenn die Kriitmmungsentwicklung giiltig
bleibt. Werden nun s und ¢ so gewéhlt, dafl Cy — 0 fiir T" — T, erfiillt ist,
dann wird (4.71) zu einem hinreichenden Kriterium fiir (4.70). Diese Uberle-
gungen stiitzen damit die oben formulierte Bedingung Cy ~ £7° mit s > 1.
Da jedoch die Temperaturabhéngigkeit von (R,,,) (T') unklar ist, lassen sich s

und ¢ allgemein nicht bestimmen. Drei verschiedene Félle sind zu diskutieren:

(a) t = 0: Als Bedingung erhélt man s > 0.
T—T,

(b) t > 0 und (Ryin) — 0 oder (Ryn) = const.:
Dieser Fall betrifft die Kriimmungsentwicklung selbst, weil es somit eine
Temperatur Tig,,.y gibt, fiir die (R,) = & gilt. Damit bricht die Bedin-

gung der Kriimmungsentwicklung bei Tir zusammen. Anders ausge-

min)
driickt: Die Kriitmmungskorrekturen bekommen mit 7" — T, einen gréfier
werdenden Einflu}, der nicht mehr als kleine Stérung der planaren Fla-
che angesehen werden kann; die Grenzflache wird ,,rauher”. Man beachte,
daB (4.70) bei (Rpin) — 0 trotzdem erfiillt wird, falls der Integrand be-

schrankt ist: Dies ist aber wegen dp ~ 2 ®p (u/&) p(u/&) ANp&Cy/Rupin
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ohne weitere Spezifizierung von Cy nicht klar. Genaugenommen folgt
daraus erneut Cy — 0, so dafl C'y/ (Rpin) < oo bleibt.

(€) t>0und (Rpin)  ~° (1= T/T.)=% — oo mit ¢ > 0:

In diesem Fall ist es moglich, die Bedingung (R,,;,,) > & fiir alle Tempe-
raturen aufrecht zu halten, indem man ¢ > v/ fordert. Daraus ergibt sich

die Bedingung s > t.

Die relevanten Fille sind (a) und (c), weil (b) die Giiltigkeit der Kriimmungs-
entwicklung auf einen unbekannten Temperaturbereich beschrankt. Daher kann
man von der Form . o
(ro’)* _ Cn (ro")*
Cyg=0Cy TR T (4.72)
mit s > 0 fiir Cy ausgehen. Dabei ist C'y nun eine dimensionslose Konstante,
die man z.B. zur Normierung auf das Maximum der Funktion &, (ZL‘) p(z)

benutzen kann, also

Oy = [@HO (t /€) p(um/g)]_l. (4.73)

In der Arbeit [78] hingegen wurde die Bedingung

o0 _1
Cy = [/ @y, (z) p(x) dm} (4.74)
verwandt, um Cy (s = 0) zu definieren. Nicht auszuschliefien ist, dafl in Cy
materialtypische Eigenschaften eingehen. In dieser Arbeit wird der Definition
(4.74) mit der Bedingung Cyx < 1 gefolgt, um die Verdnderung durch den
Exponenten s # 0 mit vorherigen Ergebnissen vergleichen zu kénnen. Dabei

wird s durch
B lnC’I}1+lnCN S InCy

In (25/7’((,“)) ~In (25/7"?”)

mittels vorgegebenem Cy und dem Verhéltnis £/ r& fiir Temperaturen 7" nahe

(4.75)

des Tripelpunkts bestimmt.

Im Beispiel (4.58) ist mit (4.74) Cy = 1. Fiir T" nahe am Tripelpunkt ist
¢~ 1475 (s. Abb. 2.8), so daB sich fir Cy = 0.5 der Wert s = 0.673 er-
gibt. Fiir kleinere Wert von C'y wéchst s; so erhélt man fiir s = 1 den Wert
Cu = 0.357.
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Damit 148t sich nicht nur physikalisch, sondern mit Blick auf die hier ver-
wandte Kriimmungsentwicklung auch technisch die Setzung s = 1 in (4.72)

motivieren.

5. Die Kriimmungsentwicklung (4.67) lat sich weiter zusammenfassen, wenn
man die Entwicklungsfunktionen als die Ableitungen der Dichte p(R,u) nach

den Kriimmungen auffait (n,m > 0):

pa(u) = % p(R,u) e firA\=H K,.... (4.76)
Nach (4.64) ist damit auch
grtm
Oy (u) = oK™ Inp(R,u) . (4.77)
so dal man
p(R,u) = po(u) ePEHE) 1 const. (4.78)

schreiben kann. Darin beschreibt P(u; H, K) nun sémtliche Kriimmungsab-

hangigkeiten von p(R,u) und es gilt

"t P(u; H, K)

it [|A]| = 2m . 4.
S HR™ s mit ||[A|| =n+2m (4.79)

D)\ (u) = nlm!

Wir werden darauf im néchsten Abschnitt zuriickkommen, in dem wir (4.78)

als Ansatz zur Losung des allgemeinen Doppelparabelmodells benutzen.

Wir haben als Anschlubedingung in unserer Herleitung den Wert p gerade als Mit-
telwert der Volumen-Werte p, und ps definiert. Tatséchlich &ndert sich an der Her-
leitung nichts, wenn man nur eine der beiden Phasen betrachtet und statt dessen
p als den Kontaktwert an einer gekriimmten Wand bestimmt. Dieser, so hat sich
jiingst gezeigt, ist selbst kriimmungsabhéngig und lafit sich fiir harte Kugeln als
pe =D+ 2H 7, + K R schreiben [72,73]. Darin sind p der Druck, 7, die Oberfla-
chenspannung und & die Biegesteifigkeit der Fliissigkeit. Wihlt man diesen Ansatz,
dann veréndern sich die p, und werden insbesondere von den Gréflen p,, und &

mitbestimmt.

Allgemeiner Fall

Wir betrachteten nun die Differentialgleichung, die aus der Minimierung von (4.46)

entsteht, in Normalkoordinaten einer vorgegebenen Fldche s. Erneut bleibt durch
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p,(z)/Ap

Abb. 4.3: Darstellung der auf den Dichtesprung Ap normierten Funktion p,(z) bei
verschiedenen ¢ im Doppelparabelmodel (DP) geméif (4.57) und aus der ¢*-Theorie.
Die DP-Profile fallen deutlich schwécher ab und ergeben somit eine ,,breitere” Grenz-

flichenzone als die ¢*-Profile.

einen Produktansatz fiir die Radialkomponente p(u) die Differentialgleichung

)+ g )~ € 2pla) =0, (4.80)

mit J7 (S, u) aus (4.6) und J% (S, u) = 2(— H(S)+u K(S)) iibrig. Diese Gleichung ist
nicht mehr geschlossen l6sbar. Selbst der Versuch, einen der beiden Kriimmungsradi-
en um den anderen zu entwickeln und dabei nur Korrekturen in linearer Ordnung zu
beriicksichtigen, fiithrt nicht weiter. Eine Reihenlésung, die sich mittels einer zugeho-
rigen Indexgleichung konstruieren lé3t, hat aber den Nachteil, dafl das asymptotische
Verhalten nicht leicht zugéinglich ist.

Wir benutzen statt dessen den Ansatz (4.78), wobei p(u) die Gleichung (4.80) fiir
H = K =0 16st, also die Form p(u) ~ exp(£u/&) mit £ € C hat. Das fithrt auf
P+ f(u,P) = 0 (4.81)

N opr (L2 Iy L I
fw,P) = P +P(i€+JT>i§JT- (4.82)
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Abb. 4.4: Darstellung der Funktionen py(z)//Ap bei verschiedenen £ im Doppelpa-
rabelmodel (DP) geméf (4.58) und aus der Entwicklung der ¢*-Theorie. Fiir beide
Modelle ergibt sich quaitativ das gleiche Bild: Die Funktionen verschwinden fiir
u = 0 und u — o0, sie sind gerade und jeweils positiv. Jedoch befindet sich das
Maximum der DP-Funktionen an der Stelle w,,(DP) = £ < u,(¢*) und liegt damit
systematisch unter u,,(¢?). Wie diskutiert wichst bei der Wahl Cy = const. das

Maximum dieser Funktionen proportional zu &.

Wir betrachten analog zu zeitdynamischen Systemen die stationédren Losungen von

(4.81) und erhalten mit einer Integrationskonstanten Cp

1 1 JN\ 2
0
= S.(u; H,K)

Bevor wir nun die Funktion Sy néher untersuchen, bemerken wir, dafl mit (4.83)
schon ein Ausdruck zur Berechnung der Entwicklungsfunktionen gemaf (4.79) zur
Verfiigung steht und sich dhnliche Ausdriicke wie die schon gefundenen ergeben,
z.B. 0oy P+(u;0,0) = u/2. Die genaue Form dieser Gewichtungsfunktionen ist aber
fiir uns hier weniger interessant. Vielmehr geht es um den strukturellen Einflul der

Kriimmungen H und K auf die Asymptotik der Funktion p.
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Abb. 4.5: Darstellung der Funktionen pg(z)/Ap bei verschiedenen £ im Doppelpara-
belmodel (DP) geméB (4.63). Aufgrund der Skaleneigenschaft wachsen die Extrema

proportional zu £2.

Fiir die weitere Diskussion setzen wir K # 0 und n := 1 — H?/K.
Dann gilt mit 3 :=4Kn <0, v:= 26 + (2K¢)? und der Funktion

2 1\ 2
AR

Ap(u H K) = (4.84)
e (85)
die Formel
Si(uH,K) = mmu; H,K) x
[— & (i arsinh(%),é—)
+ 28— 1) &p(i arsinh(%), %)
+2(7 - 28) & i arsinh(Jf/_\Q/ﬁl_), é—g %) } : L (485)
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wobei &g, EF und &y die elliptischen Integrale der ersten, zweiten bzw. dritten Art
darstellen und [ = v + \/m ist. Wir betrachten nun die Ausdriicke 15 /23
und [, /I in den elliptischen Integralen. Man erhélt, falls K > 0 und somit n < 0
ist,

é—iﬁ:lJr#(iiz\/_\/m) (4.86)
Fiir die Kriimmungsentwicklung hatten wir die Bedingung |H¢| < 1 gefordert?.
Wegen VK < H?ist auch € VK < 1. Um in (4.86) nun I1. /23 ~ 1 niihern zu konnen,
miissen wir noch || > 1 fordern, was bedeutet, daf wir uns am zylindrischen
Grenzfall ( n = —o0) orientieren und nicht am sphérischen (n = 0). Genauer erhélt
man mit den Kriimmungsradien R; » die Bedingung 4 £2 < 4€ /R Ry < (R1— Ry)?.
Unter dieser Voraussetzung setzen wir wegen [ /l_ = (I, /23)* auch I, /I_ ~ 1. Mit

der Funktion

To(w; H,K) = i%\/l—kﬁ? K/(4n) m(Z;Zj) (4.87)

fiir u # lil_é, wobei k9 die Hauptkriimmungen (4.7) bezeichnen, finden wir dann
den folgenden Ausdruck fiir die Funktion P, wobei wir alle konstanten Terme in C%

zusammenfassen:

1 g
P H, K) = — 5 InJy + (Au F 1) & ST AT+ G (18Y)
T
Eine recht dhnliche Formel ergibt sich aus der weniger aufwendigen Naherung v/1 + o2
~ 1+a?/2 mit a = £ J5/(2J7) in Sy, die aufgrund von |H|¢ < 1 an beiden Réndern

des Integrals gilt. Man erhélt

J. VK Kiu — 1

Pu(u; H, K) = 21nJ ngjiiS\/_I (@u_1>, (4.89)
verliert aber die Phaseninformation. Da (4.88) und (4.89) jeweils Ndherungen fiir die
stationére Losung sind, konnen wir die Giiltigkeit fiir hinreichend grofie Argumente
u erwarten, wobei je nach geforderter Randbedingung P’ oder P’ den stabilen Fix-
punkt der Differentialgleichung darstellen'®. Im allgmeinen 148t sich aber leider nicht
entscheiden fiir welche Argumente u bzw. fiir welche Abweichungen vom Fixpunkt
diese Niherungen gut erfiillt sind. Im Grenzfall der Fixpunkte ist Ay (u > 1) ~ %1,

9In der folgenden Diskussion hinsichtlich der Abschitzungen beschrinken wir uns vereinfachend

auf ¢ € R; allgemein beziehen sich diese Uberlegungen auf den Realteil 9R(€).
10Tn solchen eindimensionalen Problemen gibt es immer einen stabilen Fixpunkt [131].
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so dafl

£
/ﬁlu—leXp<i Zﬁ)

— exp (7 %}/1 FER () (4.90)

schliefllich die Asymptotik bestimmt. Diese Abschétzung ist recht grob, jedoch im
1/2

Pr(u>1)

e
Kou — 1

Falle von Hart-Kugel-Fliissigkeiten um gekriimmte Objekte wurde der Faktor J,
bereits numerisch gut bestétigt. Die Beschreibung solcher Systeme durch dieses
Modell 148t sich mittels der Ahnlichkeit der Greensfunktion der Differentialglei-
chung (4.80) und jener in der Ornstein-Zernike-Theorie begriinden, sogar in der sog.
leading-order-pole-Néherung'' zur Gleichheit bringen [73]. Besonders interessant an
(4.90) ist der explizite Ausdruck fiir eine durch die Kriimmungen hervorgerufene

Phasenénderung und Amplitude. Diese wurde numerisch noch nicht iiberpriift.

Eine Entwicklung des Realteils des asymptotischen Faktors exp (Pi(u > 1)) er-
gibt die Entwicklungsfunktionen p, der Kriimmungsentwicklung mit etwas anderen
Koeffizienten als in den zuvor betrachteten Féllen. Offensichtlich ist diesmal die
Struktur der p,, auf die am Ende des Abschnitts 4.4 auf Seite 62 eingegangen wur-

de, erfiillt, weil sie ja Teil des Ansatzes ist.

Der Vollstéindigkeit halber sei das obige Ergebnis fiir K = (n — 1)H? mit n = 1,2
fiir die schon exakt bestimmten Félle n = 1 (Zylinder) und n = 2 (Kugel) notiert.
Schreibt man J,, = (1 — 2Hu/n)", dann ergibt sich aus (4.83) direkt

2/n 2
L R e,
. _ 2 - _ -
Pi(u,H,(n 1)H) 21ani SH¢ F ¢
/n 2
1 HE+ I + (HE)
+ §ln i +Cp (4.91)

und erneut ist exp (Pi (u >1LH K= (n-— 1)H2)) ~ 2

Zusammenfassend stellt man fest, daf§ mit diesen Ansatz die durch die Geometrie

"UDabei beriicksichtigt man nur den fithrenden Pol des Ausdrucks 1 — pc(® im Nenner der
Orstein-Zernike-Gleichung, wobei p die Dichte und ¢ die direkte Korrelationsfunktion (s. (2.12))
darstellt.
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der Randbedingung beeinflufite Asymptotik von p beschrieben werden kann, so dafl
man den fithrenden Termen der Entwicklungsfunktionen p) damit Rechnung trigt.
Deren tatséchliche Gestalt erfalit man im allgemeinen nicht. Insbesondere ergeben
sich selbst bei dieser einfachen Beschreibung durch das Doppelparabelmodell in der
Asymptotik schon transzendente Ausdriicke in H und K. Welchen Einflu} die ellip-
tischen Integrale tatséchlich haben, bleibt aber an dieser Stelle ungeklért, weil sich
aus den verschiedenen Naherungen kein einheitliches Bild beispielsweise beziiglich
einer zusatzlichen Phase ergibt.

Es existieren Arbeiten, die eine ¢*-Theorie zur Bestimmung von py benutzen. Die-
se Arbeiten beschrénken sich auf den zylindrischen und den sphérischen Grenzfall
und versuchen nicht, eine allgemeine Struktur in den Entwicklungsfunktionen py
zu finden [111,61,76,62,75,63,125,126,69,64,127,132,67,66,133]. Auf der anderen Sei-
te werden diese Ansétze der Thermodynamik des Systems gerechter, weil neben dem
Dichteprofil auch das chemische Potential in Kriimmungen entwickelt wird. Grund-
sitzlich geht man dabei von einer allgemeineren Form fiir die freie Energiedichte
aus als die in (4.46) benutzte. Als Losungsansatz der Euler-Lagrange-Gleichungen
benutzt man die Kriimmungsentwicklung fiir die Dichten und die chemischen Poten-
tiale und erhélt nach einer Sortierung in Potenzen der Kriimmungen eine Hierachie
von Differentialgleichungen, deren Losung gerade die entsprechenden Entwicklungs-
funktionen ergibt. Im Vergleich dazu liegt der Schwerpunkt obiger Betrachtungen
etwas anders. Hier geht es um eine systematische Struktur der Entwicklungsfunktio-
nen in Bezug auf das planare Dichteprofil und deren Abhéngigkeit von zwei Kriim-
mungsradien.

In der Arbeit [73] wird zumindest fiir Hart-Kugel-Fliissigkeiten mittels Dichtefunk-
tionalen numerisch untersucht, wie gut sich die Kriimmungsentwicklung und die oben
beschriebene asymptotische Ndherung quantitativ zur Bestimmung des Dichteprofils
eignen. Durch einen Ausbau der dort gewonnenen Ergebnisse mit Bezug auf (4.83)
konnte man auf den Giiltigkeitsbereich der Eigenschaften (4.64)-(4.66) schlieen, die
ja zu Beginn der Betrachtung iiber asymptotische Korrekturen standen. Auflerdem

liele sich die Formel einer zusétzlichen kriimmungsabhéngigen Phase testen.

Damit sind die Vorbereitungen zur Transformation des Hamiltonian H abgeschlos-
sen. Mit der Benutzung der Normalkoordinaten und der Kriimmungsentwicklung
sollen unter Beriicksichtigung der Naherung fiir H;, der Ausdruck fiir H umgeschrie-

ben werden. Die Eigenschaften der Entwicklungssfunktionen werden zunéchst nicht
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zur Vereinfachung herangezogen. Fiir die sich anschlieBende quadratische Naherung

wird hauptséchlich die Gleichgewichtsbedingung verwandst.
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Kapitel 5
Normalkoordinatentransformation

Mit den einfithrenden Erlduterungen sind bisher das Konzept der Normalkoordi-
naten und der Kriimmungsentwicklung vorgestellt worden. Wéahrend das erste ein
eher technisches Mittel zur Umformung der Beitrdge in H ist, verkiipft die Entwick-
lung der Dichte in lokale Kriimmungen ihrer Isodichtefliche geometrische Aspekte
mit einer mikroskopischen Beschreibungsgrofle. Da dieser Ordnungsparameter die
Geometrie seiner eigenen Isodichtefliche mitbestimmt, kann man diesen Ansatz als
selbstkonsistent bezeichnen. Daher haben wir im Abschnitt 4.4 ein einfaches Modell
fiir diese Beschreibung angegeben, in dem sich einige Eigenschaften der im allgemei-

nen unbekannten Entwicklungsfunktionen exakt herleiten lieflen.

In diesem Kapitel sollen nun die einzelnen Terme des Hamiltonian H in Normal-
koordinaten transformiert und die Dichten py mittels der Kriimmungsentwicklung
(4.17) gendhert werden. Am Schlufl eines jeden solchen Abschnitts wird die Gau$-
sche Ndherung des Ergebnisses angegeben, weil sich daraus die zur Berechnung von
Erwartungswerten benotigten Terme ergeben (s. Abschnitt 6.3). Mit der schon be-

nutzten Naherung 2H ~ A f verwenden wir als allgemeine Form

JErniam) = Y [es[ef) g+ off (Vi + e (afy

Jj=1

+ L) 7+ £ 28) | (5.1)

und bezeichnen mit QO bzw. £ die Vorfaktoren vor den quadratischen bzw. linea-
ren Termen. Dabei werden mittels der Gleichgewichtsbedingung die verbleibenden
Terme so umgeformt, dafl sie moglichst nur die Potentiale V; und w;; enthalten, ins-

besondere heben sich die linearen Ausdriicke gegenseitig weg. Durch Betrachten der

75
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Fouriertransformierten f¢(q) der Flichen f¢(R) erreicht man schlielich eine Moden-
entkoppelung. Mit einer 2 x 2-Matrix G¢(q), die den gravitativen Einflufl beschreibt,
einer Matrix We(q), welche die Abhéngigkeit von den Wechselwirkungspotentialen
w;; enthdlt und mit einer konstanten Matrix K¢, die noch Terme beinhaltet, die
unmittelbar auf H,, zuriickgehen und das Analogon zu Gl. (2.32) in Referenz [78§]
bildet, konnen wir also die folgende allgemeine Form von H erwarten:

Heli) - - [#a [Gf<q> - We(g) + 6" Ke|E(a)

Am

Vorab soll eine niitzliche Notation eingfithrt werden. Mit m > 0 gelte fiir einen
beliebigen Ausdruck A = A(...) folgende Abkiirzung (s. (4.9) zur Definition des

minimalen Kriimmungsradius R,,;,):

Rmin

Sl Al = W /duumA _. \/%5,”[“4] (5.2)
SulAl ~ 0.Al (1—%<Vf)Q+W(Vf)4). (5.3)

5.1 Gravitationsterm Hy

Eine Rechnung geméf des Abschnitts 4.2 ergibt fiir den Gravitationsterm die fol-

gende Form
G 2
/d2R Hy(f(R)) = / *S = Y midp [G;? +G)+ G} (5.4)
A A =1
mit
GY = —2f¢01[0upe,) + 2Hj /G5 03[0upe;] — K;g; 04[0upe;] (5.5)

() + (V) +2£; 2H))\/55) 82(0up
+ (f5)2(2H;)y/G5 01 [0upe,) = 2055595 03(0upe,] = ()19 02[0up,]

Gl = %&Wﬂ ¥ f;% 5.[3p;) — 3(2H;) 82[6p, (5.6)
—4f(2H;) 6:10p;] + 4K;,/g; 93(0p;]
)3

—(£5)7(2H;) 00[0p;] + 615 K;\/95 02[0p;) + 2(f)* K /5 01[0p)]
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Rmin
1 U
G} = / du (f¢+—=)>R;(S,u). 5.7
J Apj /—gj ( 7 ,—g]) ]( ) ( )

—min

An dieser Stelle geht nun die Kriimmungsentwicklung (4.17) fiir §p ein. Dadurch
nimmt G? bis zur Ordnung O(f, 4) die folgende Gestalt an

G ~ ) G}
Gl = Vig_]@H)mpH]
2 2 c <
G = ﬁ( (2H;) 8,lpm) + K; Bilprc) )
+ ) (= Blpug] 33l
G = K; 25 ok 2H;)[4\/G; 0s[pr,] — 3 0a[pxc,
J (15— olonc] + Q) 45 alpa) = 382l

2f¢ H2—251 u.]| — 3(2H;) da[pp
+(2H )(f[f olowz) = 281lpi,]] = 3(2H;) Balpws] )
G} = 4IG\/g; &slpx,] + f7(2H)) K, (6\/9752[)01%] - 451[/?19])
= CH 2|92 Solom,) + ASE2H;) 8ilprs] — 4K;/G5 o]
AbschlieBend behandeln wir G in (5.4) mittels (4.21):

Rmin

/Adzs G ~ Alpj/AdQS R{ du 67; {Afj\/u—;?vLQ(f;Afij(ij)Q)g%
(f2Af . 1 ur Afsu (ff)?
o + f(V ) VE(Q_?)Q_J‘_E_ . )]

Mit der Kriitmmungsentwicklung fiir 6p; ergibt sich bis zur Ordnung O(f, 4):

4
R,a
> G
=2

NN
G;Z,2 = J f] 62[pH]]
v/ 95




78 5. Normalkoordinatentransformation

GI? = EO (1500, + (5)") il
+ BR8] + ) bl
4 2H c\2 c 2 3 N
GR* = ﬁ[u;-) Afsbulpn] + 15 (V)? (200pu] = = Balpu])

+ %q_j (f5 5+ (V1)) (K Bilp] + (2H) 61 [oz))

Gauf3-Nidherung H‘G/

Mit Blick auf die spdtere Anwendung werden die oben hergeleiteten Formeln in
diesem Abschnitt noch einmal bis zur Ordnung O( f, 2) notiert und geeignet zusam-
mengefalt. Geméfl unserer Verabredung zu Beginn des Kapitels notieren wir nicht
mehr den gesamten H-Term, sondern nur die entsprechenden Faktoren aus (5.1).

Fiir die quadratischen Beitrage erhélt man

Qv = % mj Apj (5.8)
Q) = (25 [o11,] + 02 upc]]) oy (5.9)
Qi) = 2 (51 2] — 52[%]) o) (5.10)
und fiir die linearen Terme
LY =—26[0up.,] QF) und L) = (25 [pm,] + 05 upcj]> oy,  (511)

wobel mit 2H ~ Af , [ Kd*S = 0' und partieller Integration vereinfacht wurde.
Durch die Transformation der anderen Komponenten in ‘H fallen in H$ noch Ter-
me weg, so dal die obigen Faktoren noch nicht die endgiiltigen sind. Insbesondere

miissen aus Stabilitétsgriinden die in f; linearen Ausdriicke verschwinden.

5.2 Konstante Terme H,

Am einfachsten sind die H, (f (R))—Terme ersetzbar. Man erhélt

2
/dzR Hy(E(R)) = /dQS > K Ap, [K?+K?+Kﬂ»
A =

A

!Nach dem GauB-Bonnet-Theorem ist [ K d*S = 27y, wobei x die Euler-Charakteristik der be-
trachteten Flidche bedeutet. Diese verschwindet hier, weil wir planare, zusammenhingende Fléachen
betrachten.
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mit
K? = (51 [&chj] - 51[8up0j] + fjc + 2HJ \/gj 52[8upcj] (512)
+ [ (2H;) 61(0upe;] — K g5 0510p5] — [ K 02[0upe;]
1 - _
K? = T 50[5%’] -2 (2H]) (51 [5;03] + 3 Kj \/gj 52[6pj] (513)
J

— fi(2H;) 8,[0p;] + 2 fi K \/g; 01[0p;]
und mit der Néherung (4.21)

1 1
KR = — Af.6[0p]+ —
g g, Siolel +

1 1 ) ]
+ NG (ij)2(1 T fj Afj>5o[5ﬂﬂ BV (V)2 A f010p5] .

J J

I3 Af60[0p4] (5.14)

Das Einsetzen der Kriimmungsentwicklung fithrt dann bis zur Ordnung O(f, 3) auf

1 1
K6 ~ — (2H) 5O[ij] + _Kj 50[ij]

+ @H)? (=8, [orw] — 28w

Vi
+ K; (2Hj) (3 V9, 02lpr,] — 251[019])
—2 (2Hj)3 51 [pr] - fj(2Hj)2 50[PHj]
und

KR — \/Lg_jgfj <2Hj o] + K; 61[ij]+(2Hj)251[PH§])

LNy Lo,
+ ﬁ Ii O (2Hj) dolpm;] + N (Vf3)" (2H;) bo[pm,]

GauB-Niherung H'

Nach Einsetzen der Kriimmungsentwicklung bleibt unter Verwendung des Gauf-

Bonnet-Theorems und mit 2H; ~ A f; in linearer Ordnung

L) = K;Apy und L) = (8200upe,] + 0lom,]) L4 (5.15)
wahrend sich in quadratischer Ordnung
oY) =0 (5.16)
1
v
oY) = - 5 0110upe,) ) (5.17)

Q7 = = (dilpn] = dolos2]) L) (5.18)
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ergibt. Man kann argumentieren, daf§ diese Randterme verschwinden sollten, weil
fiir grofe Absténde |u| > 1 zur Grenzflachenregion Q[py,, pr,] — Qpey, Pe] — 0 gilt.
Tatséchlich verschwinden die Integrale d,[pg2], 01[pr] und 6;[0p.] aufgrund der Sym-
metrieiiberlegungen im Abschnitt 4.4. Ebenso kann man zur Fixierung der gestorten

Grenzfliche z = f;(S) um die planare z = ¢; die Forderung

[ @558 =c & fla=0-0

stellen, womit auch die iibrigen Terme verschwinden. Folgt man dieser Argumenta-
tion, dann erleichtert das zwar die folgenden Rechnungen, ergibt aber kein anderes
Resultat als die Verwendung der Gleichgewichtsbedingung. Insofern zeigen die obi-
gen Ausdriicke an, wie man die Minimierungsbedingung spéter zur Vereinfachung

zu verwenden hat.

5.3 Wechselwirkungsterm H,,

Da die in diesem Abschnitt vorkommenden Ausdriicke ohne Kurzschreibweisen un-
iibersichtlich werden, vereinbaren wir, dal Terme mit einem Index ¢ von «' bzw. R/
abhdngen, hingegen Terme mit Index j von u” bzw. R”. Auflerdem benutzen wir die

symbolischen Notationen
85[ﬁfi(u')ﬁfj (u")] = 6u/,60i6u~5,5f]. + 8u/5ﬁfiau//ﬁcj + au/(Sﬁfi@uu(Sﬁfj (519)
und w [f(S") £;(8")] = wi [ £ f;] fir k > 0 mit

wlIfif) = wl) (1T5(S ) = Tp,(S",u")) (5.20)
(k) ’ u’Vfi " u”ij u u”

— (|8 - - N
N <‘ Vi Vi b1 Vi Ji \/9j|>

wg?) [cicj] = wff)(S’ —S"u —u" + deyy), (5.21)
wobei wg-)) = w;; ist. Analog zu den Abkiirzungen in (5.2) fithren wir hier die Be-
zeichnung

Rmin

SAW)B "] =[] dddu” wIfif] - A)By(W) (5.22)
—Ropin
Ruyin

w4 (u)B; ()] = ﬂ du'du’” w[e;c;] - Ay(u) B, (") (5.23)
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ein. Insbesondere hiangt w;k) noch von S’ und S” ab, weshalb Ausdriicke der Form

Vs/wj(ck) = V/w;k) (analog V) durchaus sinnvoll sind. Ebenso gelte beispielsweise
Onp = Oyrp(u”) = p'(u") und O p = Oy p(u).

Transformation
H PRER H,(f(R,R))
1 2
) )3 H &*S'dS" [W?j + W2+ WIR+ WiF + WE (5.24)
=1 A
mit
Wi o= W [3/,% 8~pc]] — wP[Dpe,Onpe,] (5.25)

—2H wf [W'dpe, Onpe;| — 2H-w(2)[ w0 pe,On )

+Kiwp ()’ afpc Onpe) + 155 w07 ()0 pe,0npe)

+ (2H)(2H) U u"0rpe,0npe,) — (2H;) K w?) [ (u")?0r pe, O pe]
—~ (2H)K; w?[ ") pe,0npes) + Kl (W) (02 0pe 0

W% = WP[08[ps, ('), (u )]] (5.26)
—2H w; [u a(;pfl ] 2H-w(2)[ " 85[~ ( /) fj(u//)u
+ Kiwf () aapfl u'nww(”[ )%+ 0015y, (), (u")]

+<2H-><2Hj> WP [u'” [ 7.(u)pg, (u”)]]
— (2H) K; Wi [u/ (u")? - 00 [pg, () oy, (u")]]
— (2H;) K; w? [u" (u')? aaﬁfxu')/sfxu")ﬂ

+ K WP [ ()2 - 96, (u)) oy, (u”)]]

"
U

Vi Vi
WZR = u)J(fQ) [8/pciVI/5pj] - 2Hz u)J(fQ) [UlglpCiV//(Spj] + Kz W;Q) [(u’)Q&pcivuépj]
wiR = W00, Vidpi) — 2H; w0 [0 e, Vidpi) + K P [(w)200pe, V16
wir = Vi Vg (5.28)
Vi Vi
wilk = w](f) [0:0p;NVnép;] — 2H,; w](f) [W'0:6p;Vidp;| + K; w&z)[(u’)%/épivnépj]

wil = w](?) [010p;V:16p;] — 2H; wj(f) [u"0:6p;V16p;) + K w?)[(u”)z&dpjvlépi]
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ViV f;

WR
“ v 9i9;

W VpiVop;). (5.29)

Dabei wurde schon (4.21) zur Vereinfachung benutzt. Bis zur Ordnung O( f, 2) ergibt

die Kriimmungsentwicklung

Wiajé ~ 2Hj W;2) [8/,001. a//ij] + 2H7, (.U;(?)[ ”)OCj 8’le]
+ K w0 pe,0npicy) + K w0 [00pe, 0 pic
+ (2H;)? <w§c2) 0pe, 0 pry2] — wi[u” - Dvpa, &Pci])
+(2H,)? <w§g> 00 e, Orprs] — Pl a,pHia,,pch

(2H,)(2H)) (w}” (091,008, — WP - DrpoOipi,] — P u” - 8~pci€9pri])

1
WR ~ —VEHNVS W20, o5 ] +
\/g—j ( J) f] f [ PZPH]] 7

Wf?R:ij.zo.

VH)V f; w0 pe,pr,)

GauB-Niherung HS

Die oben hergeleiteten Formeln miissen fiir die Gaulsche Néherung noch geeignet
umgeformt werden. Dazu wird wg) [fif;] um wﬁ) [cicj] in ff und f§ entwickelt und
mehrfach die Gleichgewichtsbedingung fiir die planaren Dichteprofile p.(u) ausge-
nutzt? (s. Abschnitt 8.8). Die dadurch entstehenden Terme miissen natiirlich mit
den Ausdriicken in H$, H;, und Hy, verrechnet werden. Das Ergebnis dieser linge-

ren Rechnungen, das wir nicht aufgrund nicht-diagonaler Anteile in der Form (5.1)

2Man benétigt nicht die Gleichgewichtsbedingung der Dichten p t;» obwohl wir unserer Betrach-
tung nach zwei Gleichgewichtszustéinde vergleichen. Da aber die py, als gestorte p., aufgefait
werden, umgeht man diese Bedingungen, weil man das energetische Gewicht dieser Stérung ja

gerade beschreiben will.
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darstellen kénnen, lautet mit 6 f5(S',8") := f7(S') — f5(S")

H d2S'd2S" HS.(£(S',8"))
A

2
]‘ / 1 1 C / 1
= 5> Jfeses [gwc[apqa/pcjua fi(8',8"))? (5.30)

ij=1 A

—welpm, (') pi, ()] D LS A F5(8")

o+ (welom, (W")0rpe]) SJ5(8") = welpm, (W)orpe) B F(S)) 8£5(S',8")
+w pm, (u")0pe] VAS(S")V £5(S”)

2o, ()00, | A HSTAE)|

(k) (k)
ij ij
Wechselwirkungspotentials, dann sei

Ist w;;’ [q, cicj] == w;; (g, w' —u"+0¢;5) die Fouriertransformierte des entsprechenden

Rmin

GB(q, A)Bi (") = [ du'du” [, cic)] A(u)By (") (5.31)
_Rmin
5@(1@((], c) = d;(k)(q, c) — d)(k)(O, ) (5.32)

wobei wir nun den Index ¢ weglassen kénnen, weil alle wj(ck)

der eigentlichen funktionalen Abhéngigkeit @™ (¢, [A;(u/)B;(u")]) sind auBerdem die

Klammern []| weggelassen worden, um in den folgenden Gleichungen die Lesbarkeit

entwickelt wurden. In

zu vereinfachen (vgl. aber z.B. (5.22)).
Nach einer Fourier-Transformation 1a8t sich (5.30) wegen der Modenentkoppungen
etwas kompakter schreiben

jf d2Sld2S// H%(f(sl, S//))

A

_ i/dQQ ft(q) ( Wia(q)  Vai(q) )f(q% (5.33)

4 Via(q) Wail(q)
wobei mit
vila) = & (q,0pe,0pe,) (5.34)
+q (w (¢, pr, ()0 pe,) + & (q. pa, (u”)&pci)>
+q' (w (¢, pa, (W) pr; (u")) + f%'j)
die GroBe

Vij(a) = 5(a) — ¢k (5.35)
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definiert ist und man mit

75(@) = = ©(0,0p,00pc,)— 2¢° (0, pu, (W) pe;) (5.36)
+2q4d)(2)(07:0Hi(u/>a"pcj)

einfacher

Wii(q) = vi(a) +%ila) +7i5(a) — ¢* ki (5.37)

schreiben kann. Die darin benutzten Konstanten x;; werden hier schon eingefiihrt,
deren explizite Berechnung erfolgt spéter durch die Formel (5.53). Die Funktionen
7Y (¢)und 4" (q) werden sich als niitzliche Rechengréfien herausstellen und sind da-
her hier schon definert worden. Besonders sei auf die Eigenschaft ~/; = 7/, , aber

1 # 7s; hingewiesen.

Die Auswirkungen der Umformungen durch Anwendungen der Gleichgewichtsbe-

dingung reduzieren den Term H$ auf

2 G _ E 2 ot 91((]) 0 7
/d S Hy(f(S)) = 4 /d qf'(q) ( 0 Gla) ) f(q) (5.38)
Gi(q) = mDp; (1= 24" 6pm;]) - (5.39)

Die Ausdriicke, die dem noch zu besprechenden Term Hj, hinzuzufiigen sind, werden
im nédchsten Abschnitt behandelt, weil dort die entsprechenden Notationen einge-
fithrt werden. Die Gleichungen (5.38) und (5.39) sind identisch mit dem Gravita-
tionsanteil in der Gleichung (3.10) der Arbeit [78]. Dieser wird sich hier durch die
besondere Behandlung des Hart-Kugel-Terms H;, allerdings noch weiter verédndern
(s. Umformungen ab Seite 90).

5.4 Hart-Kugel-Term H,

Nach dem Abschnitt 4.3 sei nun fT die einfachste Formel fiir eine aus zwei Flichen

f1 und f5 neu definierte Fldche. Statt h(py, p2) schreiben wir verkiirzt

h(py, p2) = b(p'), (5.40)

ebenso sei hy = h(p%) und b, = f)(pL). Wie sich herausstellen wird, ist es nicht notig,
h(p") niher zu spezifizieren. Man mag sich darunter eine véllig neue Funktion vorstel-

len, die nur von p' abhéingt oder die approximative Ersetzung h(p') =~ h(p', pT). Mit
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u = u' (Normalenabstand zur Grenzfliche f1), S = ST, dp' = 55% = 5pr+ = 5p}

und T := fI —¢f, gf = g% usw. ergibt sich dann

/AdQR Hy(£(R)) = —/ACFR/ dz (2 — c') [0y 0.p} — Oh 0.p]]

= Npt / d*s {H8+H5+HR]. (5.41)
Dabei ist unter Verwendung der Abkiirzung (vgl. (5.2))
- 1
A = a0 A = DA (5.42)
und der Entwicklung
3f)
oy = oh(pl + 6p") = 0h, + 0?h.op" + —= [(5p } (5.43)
H? = — frolDaupl) + 20 /gt 6 0upl] — Kt gt &5 [0up]] (5.44)
+ + (1) 1 gt 1) i B (1) i
+f (2H P1 [Oupe] = K7 [8upc])+(1 \/g—)sol [Oupe]
(5.45)

H5 — H(1)5_'_H(2)§_'_H(3)6

1
= Wispf —2- 2H) @V op" +3 - K+/g+ 25" [6p']

(1)6
H = \/g_+g00
—f+<2H+95£1)[5,0T]—2~K+ gt @\ [5p])

Lsf)f?)[[f?p*]} 2H* o7 [[0p1?] + g-K+ g &5 [[6p'?]

H®® =
2/ g™

——f+<2H*<po [10517] = 2- K/g7 o [[9p']7] )

HO = =3 @O [P aub0'] - 5 7+ o 1607 030
b5 CHY)VG (4 [[w 0.00'] + 1+ " (1551 5]
5 K (10011 '] + 1 687 (1557 6]
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Rmin
1 U

R . u+
H® = /d(f+\/g_+

ApT A /g-‘r
—Rpin
Nun folgt erneut die Ersetzung der Ausdriicke 6p' durch die Kriimmungsentwicklung.
Bis zur Ordnung O(f,4) erhélt man
1
HO ~ 2 ) (@010])0unli] + £ 6 1(0}) 0uply]

2
—HVg" &[]0} )

1 1
H®’ ~ Wi (2H)? Pl )]+W(2H+)K+s@f)[p2p}]

+H) (= el uole] = 27101 )
(K (ko)) -

(2)

\/g_ SOO
+H)! (G ke~ 267 (k)]

S ST RE (ol

1
T2

FRHY?KT ( 5(2)

Plent] = 26202t +

V@)

1 1
HY? ~ (2HT) oV [p},] +
v 75

) (S el el — 261" k)

+HNE" (3vg 6 [ol) - 261" [0}))

=2 2H) @ pjpa] = f(2H)* [}

+3- Ko+ (K5 ool + 2B 6 [o},e))

—rre) ((H ol + 5 (k] - 27 ) )
Abschliefiend betrachten wir wieder den Term H®, erneut mit der Niherung R (S, u) ~

—Vf+Vép'. Man bekommt

1
R~ f+

K+ oV [pl]

o

= Ly Af+)> x
x (1" 1601] + ; 21 [(0p1)7] + é@f’) [(561)7])
(Frart + (P (1= o)) x

( 10" + ; P2 [(6p")] + (1), oY [(M)g]) :

1
/gF
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Mit der Kriimmungsentwicklung bis in die Ordnung O(f™",4) ergibt sich

H® ~ %F {Aﬁ (@B @Vl + £+ 6Plo]) + K @7k + £+ ¢ lok])
+2H)? (@1 [p}] + % A (o)) + 1 ()] + % A21ek)%)) )
(91 () (0 0oh] = — A loh)) + 5 (e lok] = — 21 ok
HRH (o0loh] + 5 o210k = - (A0lohl + 5 o2 10hD) )|

GauB-Niherung HS': Teil 1

Mit den Vereinfachungen, die schon in den Abschnitten zuvor benutzt wurden, erhélt

man folgenden Ausdruck bis zur 2. Ordnung®

_/ dQR/dz (z—c) [0h 0.p} — O, 0.pl]
A

= Apt / d?s [Ha’G+H5’G+HR7G] (5.47)
= Opf / { Fre[0upl] + (2HT) (8 [0up1] + oV ly]) (5.48)

1 1
5 (VI 0ul] + (A (el — o] + 5 sof,2>[<p},>2])] .
Dieser Ausdruck soll nun wieder mittels der Funktionen f;{ ausgedriickt werden. Die
urspriingliche Ersetzung erfolgte mittels (5.40). Mit einer Entwicklung der Ausdriicke
um die Gleichgewichtsdichten p,, auf der linken Seite und um pf auf der rechten Seite

erhédlt man durch sukzessiven Vergleich der Terme

[\

> Ohlpers pes) Spr = O Op! (5.49)
k=1
)
(3p1,6p2)Hess(Alpe,  pes) ( 521 ) ~ 0% (dp")?. (5.50)
2

3Tats#ichlich ist die Ersetzung 2HT ~ A fT nicht bedenkenlos durchfiihrbar, weil f* aus den
/i aufgebaut ist. Die Zusatzterme sind aber von der Ordnung O(f*,3) und damit hier direkt
verachléssigbar.
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Aus der Gleichung (5.49) ergeben sich nun zwei weitere Gleichungen, wenn man
erneut die Kriimmungsentwicklung einsetzt und nach den Potenzen sortiert?

2

> Ochpm, (2Hy)(2HY) ~ b, pj(2HT)?

k=1

2
> Okhprr (2H)? ~ Ohpl(2HT)?

k=1
Mit ¢
d; = d
&1+ &
(5.51)
D - d2  dyd,
didy 3

kann man nun beziiglich f* und 6 f§; = ¢ fo1 umformen, wobei nun schon 2H; ~ Af;
bzw. 2HT = Af*, ft a~dy ff+ d;y f§ und

gesetzt wird. Es entstehen die folgenden beiden Gleichungen:

= (=1 di Aprmlpm,) (AFF) (DS f)

2
= (= 20" Vol + Y Apemlpn,) ) (DF)?
k=1

und > Apemlpm (AFF) (2D 20 fo1) + dE(AFT) )
= (APT 905,1) [pLz] — Z Nprm [sz} ) (Af+)2 '

Diese Formeln erlauben nun die Ersetzung der zu (A f7)? proportionalen Terme
gogl) (o] und gogl)[pLQ] in (5.48) durch bekannte Ausdriicke. Bevor wir das notieren,
betrachten wir noch die Gleichung (5.50). Eine zu den obigen Uberlegungen analoge
Betrachtung ergibt dann mit
+Rynin
Kij = / du O5h(pe, (), pey(0)) pu,(w)pm, (u) = ki (5.53)

—Rpin

4Unter dem Integral f d%S ... verschwinden die Terme Oh pr, Kj und sind deshalb hier erst
gar nicht aufgefiihrt.
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die Gleichung
2
> ki SO B e Dl(ph) T (A2
i, j=1
Auflerdem miissen wir noch die Terme beriicksichtigen, die durch Anwendung der

Gleichgewichtsbedingung zur Herleitung von (5.30) entstanden sind (s. Abschnitt

8.8). Schlieflich kann man nach einer Fourier-Transformation mit den Ausdriicken

F(q) = <f+(q)> (5.54)

f(aq)
5 B & S
ffla = 4 g fl(q)+—51+§2 f5(q) (5.55)
f (@ = éfs(a) = fs(a)— fila) (5.56)
Hla) = Dpi (mldupe] + ¢ milpn)) (5.57)

zusammenfassend notieren:

Jesuies) - - [EF _2q2HF<q>+q4KF]F<q>

A
(5.58)
1 . i .
— o [Pati@ |2 el + o' Ke | fa).
47T A L
Hg(q) := 0 dy H5(q) — dv H(q)
' dy H5(q) — dy H(q) d5 H5(q) + d3 H4(q)
(5.59)
Ailg) 0 :
H = - D I
und
Kp = K11 + K22 + 2K12 dy Ko — dy k11 + (d2 — dy) k12
do koo — dy K11 + (da — dy) k12 d% K11+ d% Koo — 2d1da K12
Ky = K11 kK21
. R12 K22
(5.60)

Bemerkenswert ist, daB die Hp—Komponente fiir |f*(q)|? verschwindet und aus
dem HE(f(S))-Term nur der Beitrag aus K fiir |f*(q)|? iibrig bleibt. Dies ist al-

so die analoge Form des in Referenz [78] gefundenen Terms, wenn man nur eine
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Grenzfliche, aber zwei Komponenten betrachtet. Andererseits stellt die Matrix K
die natiirliche Verallgemeinerung des x-Terms aus Referenz [78] fiir zwei Flidchen dar
(Gl (2.32)). Daraus ergibt sich, da§ die iibrigen Ausdriicke die Wechselwirkungen

der Grenzflachen untereinander beschreiben.

GauB-Niherung H{': Teil 11

An dieser Stelle wissen wir nun schon, daf die bisherige Theorie fiir zwei Komponen-
ten jene fiir eine, & fo; = 0, bis auf die Terme O (¢, prdp.) in (5.33), die zurvor nicht
hergeleitet wurden, umfat (vgl. Gln. (5.38), (5.33) und (5.58)). Jedoch miissen wir
die nun herausgearbeiteten Wechselwirkungen der Grenzflichen untereinander noch
geeignet auf die Potentiale w;; und das duflere Potential (Gravitation) umschreiben,
um damit alle Einwirkungen des dufleren Potentials von den mikroskopischen sepa-

rieren zu konnen. Dazu wird wieder die Gleichgewichtsbedingung benutzt.

Fiir a = 1, 2 nutzen wir

2
0 = ApamOupe,] + GmalSpa 62[Oupe,] + Z (D(l)(ov u' drpe, (u/)a”pcg- (u"))
=1

2
0 = Apamlpm,] + G malspa Salpn,) + > @M (0,0 pr, (u)0npe, (u))

J=1

(5.61)
aus, um die Terme #(q) umzuschreiben. Dabei haben wir bereits die Symmetrieei-
genschaft von 0,p., und pg, (u) benutzt, so dafl die Integrale &[0y pc.,| = d1[pn.] =0

verschwinden. Damit ist

j=1
wobel
ga(q) = maApa <62 [8upca] + q2 52 [pHa]>
A (5.62)
Wi (q) = ) (0, % Oype, (u)au’pq (u'))

+q* W0, upa, (u)dwpe,(u))
gesetzt wird. Die Zusammenfassung mit den Gravitationstermen aus (5.38) fiihrt

dann zu

Ge(q) =G ( +2GDq¢* Y “i(q), (5.63)

i=1

Gi(q) — 2¢°%(q) 0
0 G2(q) — 2¢°%(q)
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wobel

Gi(q) — 26°%;(q) = m;Dp; (1 —2¢% (So[pm,] + 02[0upe,]) — 24" 62 [pH,-D (5.64)

ist. Ebenso ergibt sich fiir die Terme aus dem Wechselwirkungsteil (5.33)

o Wis(q) — 2¢° Zj 71i(q) Vo1(q)
Hela) = ( Via(q) Whai(q) — 2¢% 3, #5(q) )
+2¢° DY Has(a).
o (5.65)
Zusammenfassung

Zur Ubersicht seien hier noch einmal die resultierenden Formeln der GauB-N&herung

aufgefiihrt. Es bleiben die folgenden drei Matrizen iibrig:

1. Gravitationsmatrix Ge(g): (5.63) mit G,(q) aus (5.39) auf Seite 84, ¥,(q) aus
(5.62) und D aus (5.51). Dabei entstehen die Ausdriicke G, durch Anwendung
der Gleichgewichtsbedingungen (vgl. Abschnitt 8.8) und stellen das Analogon
zu den Gravitationstermen in Referenz [78] dar. Die Korrekturen ¥, ergeben
sich erneut aus den umgeschriebenen Gleichgewichtsbedingungen (5.61) um

schlieBlich nur noch potentialabhéngige Ausdriicke zu erhalten.

2. Wechselwirkungsmatrix We(g): (5.65) mit W;;(q) aus (5.37) und V;;(q) aus
(5.35) auf Seite 83 und #,; aus (5.62). Die Analogie der Ausdriicke W;;(q)
und V;;(q) zur Theorie einer Grenzfldche ist nicht so offensichtlich wie das bei
den Gravitationstermen der Fall ist. Festhalten kann man hier aber, dafl %,
ebenfalls durch Restterme der Konstruktion von fT (vgl. Abschnitt 4.3 und

die Diskussion ab 87) enstanden sind.

3. Konstante Biegematrix K¢ aus (5.60) mit x;; aus (5.53): Diese Matrix ent-
hélt noch Ausdriicke aus der freien Energiedichte fiir harte Kugel. Mit der
Gleichgewichtsbedingung liefe auch K¢ sich in Wechselwirkungspotentialen
ausdriicken. Darauf wurde hier verzichtet, weil K¢ die natiirliche Verallgemei-
nerung fiir zwei Komponenten des entsprechenden Ausdrucks in Referenz [78]
ist, dem dort, in Anlehnung an (2.35), die Bedeutung einer Biegesteifigkeit

zukam. Um diesen Bezug zu erhalten wird K¢ nicht weiter umformuliert.
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Im néchsten Kapitel werden nur noch die oben genannten Gréfien G(gq), W(q) und
K vorkommen, also jene Energiebeitrige, die nach der Naherung in quadratischer
Ordnung iibrig bleiben. Auflerdem beriicksichtigt die weitere Diskussion nicht mehr
die Darstellung im Ortsraum, sondern nur die zugehorigen Fourier-Moden. Dabei
wird zuniichst eine geeignete Diagonalisierung von H[f(q)] vorgenommen, um die
Interpretation der so entstehenden Ausdriicke zu erleichtern. Dabei wird sich zeigen,
daB eine dieser Diagonalkomponenten die ,natiirliche” Verallgemeinerung der Formel
fiir eine Grenzflache auf zwei ist. Durch diese &8t sich vollig analog zu (2.32) eine
Kapillarldnge definieren und die zugehorige Fliche bekommt die Bedeutung einer
mittleren oder makroskopischen Flédche. Die verbleibende Komponente beschreibt

dementsprechend die wellenldngenabhéngige Energiedichte fiir innere Anregungen.



Kapitel 6

Effektiver Hamiltonian der

Grenzflachen

Wir sind nach den vorangegangenen Uberlegungen nun in der Lage den Hamiltonian
H[£(S)] gemiB (2.56) bzw. H[f(q)] in quadratischer Niherung zusammen zu fassen.
Mit den Gleichungen (5.60), (5.63) und (5.65) ist

MO (q)] = f / d*q £'(q) {Gf(q)+wf(q)+q4ﬂ<f f(q), (6.1)
T JA

worin Ge(q) die gravitativen oder allgemeiner die &ufieren Einfliisse beschreibt, We(q)
die Abhéngigkeiten von den attraktiven Zwei-Teilchen-Potentialen und die konstan-
te Matrix K¢ die Anteile der Hard-Kugel-Energiedichte beinhaltet. Obwohl man aus
(6.1) schon Hohen-Hohen-Korrelationsfunktionen (f¢(q) ff(—q)) berechnen kann,
lohnt sich eine weitere Transformation, die zur Entkopplung der Fléchen fithrt. Dazu

sei zunéchst die symmetrische Matrix

[ Er)ule) (Er)a(q) \ 4
Ee(q) = ( Edn (@) (Erm(a) ) = Ge(q) + We(q) + ¢" Ke (6.2)

definiert. Mit den Bezeichnungen

Ailg) = (Er)i(q) + (Ee)i2(q) (6.3)
A (q) = Milg) + Xalq) (6.4)
M) = S (6.5)
und
Fla) = 5 i+ 320 i (6:6)
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gilt dann unter Verwendung von (5.54) und (5.56) (s. Seite 89)

. _i 2 T A*(q) 0 .
HOFG@)] = 1 [ Ff<q>< . A_(q)>F<q>. (6.7

Wir benutzen hier eine Doppelbezeichnung fiir f* (vgl. (5.55) und (6.6)). Dies
rechtfertigt sich, wie sich herausstellen wird, aus deren analoge Bedeutung, ob-
wohl die Zusammensetzung von f* nun mit g-abhingigen Koeffizienten erfolgt.
Die Diagonalform (6.7) 148t nicht nur eine einfachere Berechnung der Funktionen
(fe(q) fjc(—q)) zu, sondern liefert auch eine anschauliche Bedeutung der Groéflen
A%(q) und f*(q), dic in den folgenden Abschnitten erliutert wird. Desweiteren ist
diese Umformung nur moglich, falls A\; # 0 fur ¢ € {1,2} gilt, also insbesondere
ist der Fall einer Komponente, zum Beispiel mittels Aps = 0, schon durch (6.2)
beschrieben, weil dann (E¢)91(q) = (Eg)22(q) = 0 ist. Umgekehrt konnte man formal
w11 (r) = wi2(r) = waa(r) mit po(r) = pi(r) setzen, um den Fall einer Komponente
zu beschreiben. Dann verschwindet mit fo = f; die Relativfiache f ~in f‘(q) Jedoch
bleibt unklar, ob und wie eine zweite Isodichtefliche zu einer Komponente definiert
werden kann, die mit der ersten wechselwirkt, weil beispielsweise unklar ist, wie de-

ren Breite & festzulegen ist. Dieser Fall sei also ebenfalls ausgeschlossen.

Zu beachten ist, daBB AT(q) und A~ (q) nicht die Eigenwerte von E¢(q) sind, weil

die benutzte lineare Transformation nicht orthonormal ist. Es gilt

f(q) = S(q) F(q) mit S(q) := A+1((J) < ﬁgz; _ijgi ) ! (6.8)

aber S7! # &' Das Integrationsmal Df = DF detS #ndert sich aber wegen
detS = 1 nicht. Statt dessen hat die Umformung eher den Charakter, auf eine
mittlere Flache und eine Relativfliche zu transformieren, analog zum Zwei-Korper-
Problem. Das soll in den folgenden Abschnitten erldautert werden.

Eine zu (6.8) dhnliche, g-unabhéngige Transformaion wird in der Referenz [90] be-
nutzt, um eine phanomenologische Beschreibung der Kopplung zweier Flichen eines

diinnen Films aufzustellen und stérungstheoretisch zu behandeln.

Zur expliziten Berechnung der vorkommenden Ausdriicke, die dp.(u) und pg(u)
beinhalten, wird in dieser Arbeit — analog zu den in Referenz [78] verwendeten Aus-

driicken, um eine Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten — das Profil aus Abb. 2.1 bzw.
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Abb. 2.10 benutzt, sowie

x tanh(x) )
27 cosh(x)’ 287

Allerdings wird geméafl der Diskussion im Abschnitt 4.4 auf Seite 62 der Faktor C'y

nicht nur als konstant betrachtet, sondern auch die Verédnderung nach (4.72) mit

pu(u) = Cy&Dp

(6.9)

s = 1 beriicksichtigt. Die Potentiale haben, falls nicht anders angegeben, die Form
(2.45) mit m = 3, geméf van der Waals-Potentialen.

Zur Vereinfachung ist in den folgenden Darstellungen dco; = 0 gesetzt worden. Die-
ser Ruheabstand a8t sich zwar durch die Berechnung der planaren Dichteprofile
pe, mittels (2.42) bestimmen; da es hier aber nicht auf den eigentlichen Verlauf der
Dichteprofile ankommt, wird dce; als Parameter betrachtet. Auf Seite 109 wird kurz
auf die Verdnderungen durch dco; eingegangen.

Desweiteren sind alle Parameter dem in Abb. 2.7 gezeigten Phasendiagramm ent-
nommen, insbesondere also die Phasengleichgewichtsdichten pii und die Korrelati-

onslangen beziehungsweise Grenzflachenbreiten &; geméf (2.54), i € {1, 2}.

6.1 Energiedichte A"(q) der mittleren Grenzfliche

Betrachten wir zuerst

M@ =G Gil@)+a D %) (6.10)

j=1 ij=1

mit (s. auch Seite 83 und die Bemerkung zu (5.22) zur Schreibkonvention)
1 N
nl@): = 5 00 (g, 0 pe,Onpe;) + 206(q, pu, (w)Dnpe; ) (6.11)
+ q2 [d) (q> pHi(u/)ij (u”)) + Rij + 2(’0(2) (05 PH; (u,)a”pcj)

und stellen fest, daf die 7;;(¢) mit der Formel aus Referenz [78] bis auf den Term
@@(0, pp, (u')0rpe,) libereinstimmen, der dort nicht vorkommt. Insbesondere wird
das Verhalten

Yij(qg = 00) — ¢* [kij +202(0, p, (W) pe,)] (6.12)

nicht mehr nur von ;; allein bestimmt, wobei allerdings 20® (0, pg, (u/) 0 pe,) < Ky

ist. Desweiteren ist (6.10) auch die zu erwartende Verallgemeinerung der Energie-
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dichte aus Referenz [78] fiir zwei Komponenten, deren Grenzflachen allerdings iden-

tisch sind. Somit ist der Fall einer Flache enthalten und man kann mit

G*(g):=D_ Gila) wnd 7)==} vila) (6.13)

i,j=1

verallgemeinert und zusammenfassend
At (q) = GG (a)+a*7"(a) (6.14)

schreiben. Dementsprechend erhlt f *(q) die Bedeutung der Fourier-Transformierten
der mittleren oder makroskopischen Grenzflache. Da v*(¢) nur die Summe der 7;;(q)
ist, deren Diskussion sich im wesentlichen in der Arbeit [78] findet, kann man die
dortigen Betrachtungen leicht auf v (q) iibertragen. Daher 148t sich fiir v (g) ein
prinzipiell gleiches Verhalten (vgl. Abb. 6.1 und Abb. 6.2) erwarten.

Die Bilderfolge in Abb. 6.1 und Abb. 6.2 unterscheidet sich in der Wahl des Faktors
Cy: Wéhrend zunédchst Cy konstant gesetzt wurde und sich somit das urspriingli-
che Ergebnis zeigt, ist in der zweiten Folge Cy = Cy riY /€ benutzt worden. Das
Minimum verschiebt sich mit wachsender Temperatur erneut zu kleineren ¢-Werten
und nimmt in seiner Tiefe ab. Allerdings geschieht das je nach Wahl von C nicht

mehr monoton mit der Temperatur.

Es ist wichtig herauszustellen, daf die Funktionen +;;(¢) aus (6.11) fiir alle ¢ € R}
definiert sind, falls der Grenzwert des Ausdrucks (vgl. (5.32) auf Seite 83)

06(q, 0pe,0npe;) Jq* fix ¢ — 0 (6.15)

existiert. Dies 148t sich fiir Potentiale der Form (2.45) nur fiir den Fall m > 3 nach-
weisen (vgl. (8.14)). Die typischen van der Waals-Potentiale sind damit enthalten.

Durch die kompakte Schreibweise (6.14) 148t sich in Analogie zur klassischen Kapil-
larwellentheorie (2.31) und (2.32) fiir f* ebenfalls eine Kapillarldnge definieren. Mit
GH(0) =37, miAp; = G* ist dann

2= : (6.16)
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Abb. 6.1: Verlauf von v (¢q)/~*(0) fiir verschiedene Temperaturen und unterschied-
liche Wahlen des Faktors C'y mit den Verhltnissen r” / ri) = 1.001, w? / wit =
1.05, w£12)/w§11) = 0.5, geméf des Phasendiagramms Abb. 2.7. Dabei ist dcis = 0
kiinstlich zu 0 gesetzt worden (vgl. eingehende Bemerkungen zu diesem Kapitel). Der
Faktor Cy, der auf auf Seite 65 diskutiert wurde, ist hier jeweils konstant gesetzt
worden. Je geringer der Wert von (', desto weniger haben die Kriimmungseffekte
iiber py einen Einfluf auf die Kurven. Qualitativ ergibt sich ein &hnliches Verhalten,
wie es auch fiir eine Grenzfliche gefunden wurde. Das Minimum ist fiir hohere Tem-
peraturen bei grofleren Wellenléngen lokalisiert. Ebenso nimmt dessen Tiefe jeweils

mit wachsender Temperatur ab.
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Abb. 6.2: Verlauf von y*(q)/~77(0) fiur verschiedene Temperaturen und unterschied-
liche Wahlen des Faktors Cy mit s = 1 (s. Seite 65) mit den Verhéltnissen
r$? /8 = 1.001, w? /wi™ = 1.05, W /w = 0.5 und d¢yp = 0. Das Minimum
verschwindet fiir héhere Temperaturen immer noch, allerdings nicht mehr monoton

wie man es bei einem konstanten Faktor Cy beobachtet (s. Abb. 6.1).
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6.2 Energiedichte A7(q) der Relativfliche

Um den Term A~ (q) bestimmen zu konnen, miissen wir det E¢(q) betrachten und

nach Potenzen von GG ordnen:
det E¢(q) = G? det G¢(q) + G det M¢(q) + det(We(q) + ¢*Ks) . (6.17)

Darin soll die Matrix M¢(q) die Mischung von Gravitationstermen mit jenen aus dem
Wechselwirkungsanteil darstellen. Zur Vereinfachung der Lesbarkeit der folgenden

Ausdriicke ist es sinnvoll, die Grofien

Ti(q) = [1i(a) +15(0) + 1o(d)]/d (6.18)
La(q) == [¢*v22(0) + v15(0) + 751 (0)] /@ (6.19)
Ti(g) +Taq) = v7(9) (6.20)

zu definieren, die gewissermaflen verallgemeinerte g-abhéngige Oberflichenspannun-
gen sind'.
Damit erhélt man® (s. auch (5.51) zur Definition der d;)

1262 (% ~ &%) (1 — Go) — duda(% + %) G*

—4¢" (%) — do%)”
detMe(q) = —71y (G1+Go) (6.22)

2
+q |:F1g2+r2gl - 2g+d1d227/¢j

1,j=1
2 2
+ 2<d1 Z%] - d2 Z %]) (gl - gQ):|
j=1 j=1

+ 2(]4 |: — ’y+d1d2 (gl + gz)

+ (T1 = o) (1% — do%s)

2 2
- 4(d1 JZI W — do ]Zl %j) (i — d2%)]

173(612 +75(q) = 60(q, 8 pe, 0 pe;) fiir ¢ — 0, vgl. (6.15)
2Der Ubersichlichkeit halber ist auf die Angabe des Arguments ¢ in jeder Funktion G;, % usw.

verzichtet worden
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und

2
det(We +¢'Ke)(q) = —*yipr" + ¢ {Flfz — 2y didy Y W

3,j=1

2 2
+2(d Y Wy — o W) (I —To) (6.23)
=1 j=1
2 2
—a(a Y- dQZ%j)Q } .

Die Separation des dufleren Potentials von allen iibrigen Termen ist dadurch ver-
vollsténdigt. Von besonderem Interesse ist nun die Oberflichenenergie A~ in Ab-
wesenheit der Gravitation, G = 0, weil dadurch die Energiedichte der duflerlich

unbeeinflufliten Deformationen der Relativilache beschrieben wird.

6.2.1 A (q) fiir G =0

Mit G = 0 ist (vgl. (6.5))

det(We(q) + ¢*Ke) ‘

A(q) = Aj(g) = 27 () (6.24)

Betrachten wir nun die einzelnen Terme in A (¢) und schreiben vereinfacht mit

_ o Ti()T(g)

2
. A (q) = —2¢%did Wi
’Y+(Q) 3<Q) q- i 22 J

1,j=1

(6.25)

3

A (@) =Y AT (@) + Aryla). (6.26)

i=1
Darin bezeichnet A () alle iibrigen Terme aus (6.23), die nicht durch A; mit
i € {1,2,3} erfasst sind. Das sind Terme, in denen Differenzausdriicke aufgrund der
unterschiedlichen Dichten auftauchen, relativ zu ¢?y*(q). Diese sind fiir alle ¢ quan-
titativ ein bis zwei GroBlenordnungen kleiner als die {ibrigen und miissen daher nicht
weiter diskutiert weden. Als fithrende Terme, die A, die charakteristische Struktur
verleihen, lassen sich besonders Aj (¢) und A5 (q) feststellen.

A7 (g) stellt einen Term dar, der nur aus den Wechselwirkungen der Komponenten
untereinander besteht. Er beschreibt die Attraktion der Flachen und ,begiinstigt®
daher Verbiegungen der Relativfliche bei kleineren Wellenlédngen, s. Abb. 6.3. Die-

se Verbiegungen werden mit wachsender Temperatur durch die Fluktuationen der
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Abb. 6.3: Darstellung der Funktion A7 (¢) aus (6.25) normiert auf A (0). Dieser Bei-
trag, der nur durch die Wechselwirkung der Komponenten untereinander zustande
kommt, zeigt den energetischen Gewinn fiir die Verbiegungen der Relativfliche in
Abhéngigkeit von der Wellenzahl g an: Die Flachen f{ und f5 ziehen sich gegenseitig
an. Eine Separation der Ruhelagen ¢; und ¢y kostet auch fiir ¢ = 0 Energie, weil
damit eine Trennung der Komponenten voneinander verbunden ist, die gegen das

Potential wio(r) zu leisten ist. A (¢) tragt neben A (¢q) wesentlich zur Struktur von
A (q) bei.

Dichten in den beiden Phasen umso stéarker — relativ zur sinkenden ,, Ruheenergie
A7 (0) — angeregt. Zu beachten ist, da A; (0) > 0 bleibt, denn eine Separation der
Fléachen bzw. deren Ruhelagen c; und c; voneinander kostet Energie, die gegen das
Wechselwirkungspotential wis(r) geleistet werden mufl, weil das einer Trennung der
Komponenten voneinander entspricht. Daher kann A (q)/¢* fiir ¢ — 0 auch keine

Oberflachenspannung darstellen.

Der durch Aj (¢) beschriebenen Attraktion wirkt A5 (¢) entgegen: Diesen Term koénn-
te man fiir die eigentliche Oberflaichenspannung der Relativfliche halten, weil die
Terme I'; Oberfliichenenergien darstellen und somit A; (¢)/¢* zumindest die Dimen-

sion einer Oberflichenspannung hat. Aulerdem zeigt A5 (¢)/¢? einen zu 4 (¢) analo-
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gen Verlauf. Dieser Ausdruck bleibt auch bestehen, wenn man die Wechselwirkungen
der Komponenten untereinander ,,verschwinden* 143t, das heifit w3 = 0 und k12 = 0
sind. Dann ist A5 /¢*> = 1172/(71 + 72) und nimmt damit eine zur reduzierten Mas-
se in der klassischen Mechanik dhnliche Form an. Dieser Umstand unterstiitzt die
Bezeichnung ,,Relativfliche“, so wie die Form von v den Ausdruck ,mittlere” oder
wzentrale Grenzflache“ motiviert. A5 (q) besitzt ,repulsiven* Charakter, s. Abb. 6.4,
das heifit die energetische Unterdriickung von Deformationen der Relativflache wer-

den im wesentlichen durch Ay(q) beschrieben.

50 : : : /
T=08 TL‘ ------ : ' '/
40 + T=10.9 T, o ‘ / |
T=0.99 T, '. /
S 30t
(I~
<
~
< 20
<
10 +
0
0o 1 > 5 4 s s 5
(12)
qr,

Abb. 6.4: Darstellung der Funktion A; (¢) aus (6.25) normiert auf A; (0). Dieser Bei-
trag, der die Bedeutung einer Oberflichenspannung besitzt, repriasentiert dement-
sprechend den energetischen Aufwand, die Relativfliche unter Erzeugung von zu-

sitzlicher Oberflache zu verbiegen. Dieser Term ist neben A7 (¢) dominierend.

Wiéhrend fiir niedrige Temperaturen die beiden Terme Aj,(¢q) das Verhalten von
A (q) schon recht gut wiedergeben, spielt bei hoheren Temperaturen auch A3 (q)
noch eine Rolle, wenngleich eher bei kleineren Wellenldngen. Dieser stammt aus
den Hart-Kugel-Beitridgen, die mittels der Gleichgewichtsbedingung auf Potentiale
umgeschrieben wurden, s. Seite 90. Er sollte daher ebenfalls repulsiven Charakter
haben, wie man in Abbildung 6.5 auf der néchsten Seite gut erkennen kann. Da die
Hart-Kugel-Beitrage nur im Rahmen der LDA behandelt wurden (s. (2.20)), ist es
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durchaus denkbar, dafl bei einer anderen Beschreibung dieser Term auch bei kleine-

ren g-Werten noch Beitrage liefert, die ebenfalls positiv sind.

10
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Abb. 6.5: Darstellung der Funktion A; (¢) aus (6.25) normiert auf A; (0). Dieser Bei-
trag, der aus den Hart-Kugel-Beitrédgen stammt, besitzt erwartungsgemaf repulsiven
Charakter, weil bei Verbiegungen der Relativflache die Teilchen der Komponenten
verschoben werden miissen. Verglichen mit Ay ,(q) féllt A3 (¢) quantitativ aber im-

mer noch gering aus.

A, zeigt typischerweise ein Verhalten das exemplarisch in Abb. 6.6 dargestellt ist.
Zu beachten ist, daBl A, (¢)/A, (0) ebenfalls ein Minimum aufweist, das sich aber
im Vergleich zu 77 (¢)/v7(0) bei kleineren Wellenléngen befindet. Aulerdem kann
A~ (q) Nullstellen bei hoheren Temperaturen und einer konstanten Wahl des Faktors
Cy aufweisen. Dies bedeutet, dafi bei G = 0 die Determinante det E(g) von H eine
Nullstelle besitzt und damit der , gravitationslose® Hamiltonian nicht mehr positiv
definit ist, obwohl sich das System gemé&fl des Phasendiagramms im Koexistenzge-
biet zweier Phasen befindet. Moglicherweise zeigt die Nullstelle von A (¢) dadurch
den Zusammenbruch der Beschreibung durch die Kritmmungsentwicklung (4.17) (s.
Seite 47) an, fiir die |H|{ < 1 vorausgesetzt wurde (vgl. Diskussion auf Seite 63)
und was bei hoheren Temperaturen nicht mehr erfiillt ist.

Ein anderes Resultat erhilt man mit der Wahl Cy = Cy rS" /€ (vgl. (4.72) und



104 6. Effektiver Hamiltonian der Grenzflachen

Abb. 6.7): Fiir niedrige Temperaturen zeigt der Verlauf von A7 (q)/A, (0) kein Mi-
nimum, sondern steigt monoton an. Erst mit wachsender Temperatur bildet sich ein
Minimum heraus, dafl sich mit weiter steigender Temperatur ebenfalls zu kleineren
g-Werten verschiebt. Allerdings bleibt die Tiefe des Minimum je nach Wahl von C'y

positiv.

Betrachtet man das Verhéltnis von A (¢) zu v (¢q), dann wird bei niedrigen T die
mittlere Grenzflache mit grofleren Wellenldangen leichter angeregt, wiahrend die Re-
lativflache ,,steif bleibt. Umgekehrt sind bei hoheren Temperaturen Verbiegungen
der mittleren Grenzfliche unterdriickt und Anregungen der Relativfliche kénnen
leichter stattfinden, s. Abb. 6.8. Die Grofle \/W hat die Dimension einer
Liange. Analog zur Kapillarlange kann man diese g-abhéingige Lénge als relevante
Skala des ,\Wirkungsbereichs“ von 7% (¢) bzw. A (q) betrachten (s. Abb. 6.9). Dabei
zeigt sich, daB der Kriimmungseinflufl dieses Verhéltnis wesentlich verdndert. Fiir
grofie g-Werte klingt das Verhiltnis mit ~ ¢~! ab, so dafl in diesem Wellenzahlbe-
reich im wesentlichen alles durch A (¢) bestimmt ist. Aber bis ungeféahr qr,()m ~ 7
liegt je nach Temperatur und Wahl des Faktors Cy die Lange /77 (q)/A; (q) in der
GroBenordnung von ein bis zwei Teilchendurchmesser. Insbesondere zeigt dies, dafl

die Grofle A, (¢) durchaus strukturgestaltend und nicht vernachléssigbar ist.

Das Minimum von A, (¢)/A, (0) und dessen Position, die immer bei héheren g-
Werten liegt als die Position des Minimums von 7 (q)/v7(0), unterstiitzt die An-
schauung, daf} die mittlere Flache f* gegeniiber der Relativfliche f~  stabiler ist:
Fiir f* sind intrinsische Verbiegungen eher bei groferen Wellenlédngen energetisch
begiinstigt als das fiir die Relativflache f~ der Fall ist. Zwar wandert das Minimum
von A (¢) mit steigender Temperatur auch zu groferen Wellenldngen, jedoch wird
es dabei, besonders bei einer konstanten Wahl von Cy, immer ausgeprégter. Das
bedeutet, die begiinstigten Anregungen werden nicht nur zu gréfleren Wellenlén-
gen verschoben, sondern sollten sogar noch zunehmen. Da es sich hierbei um die
Relativflache handelt, fithrt diese Beobachtung zum Begriff der ,,Entmischungsmo-
de®. Darauf wird noch einmal genauer im Zusammenhang mit den Hohenkorrela-
tionsfunktionen (Abschnitt 6.3, insbesondere aber in der Diskussion auf Seite 123)

eingegangen.
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Abb. 6.6: Ein typischer Verlauf von A, (¢)/A, (0) unter Veranderung der Tempe-
ratur von 7" = 0.7...0.997. bei einem Radienverhéltnis von r(()Q)/r((,l) = 1.001,
w£22)/w§11) = 1.05, wglg)/w((,ll) = 0.5 und dc12 = 0. Der Faktor Cy ist hier jeweils
konstant gesetzt worden. In allen Verldufen iiberwiegt fiir Temperaturen nahe der
Tripelpunkttemperatur A5, so dal je nach Wahl von Cy ein monotoner Anstieg zu
beobachten ist. Das bedeutet, dafl Verkriimmungen der Relativfliche f~ bei allen
positiven Wellenzahlen — relativ zu A (0) — energetisch nicht begiinstigt werden.
Erst mit wachsender Temperatur bildet sich neben einem Maximum, das bei hohen
Temperaturen wieder verschwindet, auch ein Minimum, dessen Wert < 1 ist. Dieses
Minimum wandert ebenfalls zu groBleren Wellenléngen, vertieft sich dabei aber zu-
nehmend und verschwindet nicht, so dafl A; (¢)/A, (0) sogar Nullstellen aufweisen

kann.
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A (q) /A, (0)

A, (@) /N, (0)

A, (q)/ A, (0)

(C) CN =3.0

Abb. 6.7: Verlauf von A, (¢)/A, (0) wie in Abb. 6.6, aber nun wieder mit temperatu-
rabhéngigem Cy = CNrgl) /€. Allgemein ist das Minimum nun nicht mehr so stark
ausgepragt, insbesondere aber bleibt es auch fiir hohe Temperaturen bestehen, wenn
C klein genug gewéhlt wurde. Die Tiefe des Minimums nimmt nun nicht unbedingt
mehr monoton ab.
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A5 (q)/~v*(¢) mit konstantem Cy ((a), (b)) und temperatu-

rabhéngigem Cy ~ Cn/€ ((c) und (d)) Qualitativ zeigt sich ein &hnlicher Verlauf:
das Verhéltnis wéchst bei niedrigen Temperaturen zunéchst auf ein Maximum an,

sinkt bei kleineren Wellenldngen in ein Minimum und wéchst schliefllich wieder line-

ar an. Das Maximum entsteht aufgrund der Absenkung von v (¢) und verschwindet

daher mit wachsender Temperatur. Das sich anschliefende Minimum stammt von

A; (q).
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Abb. 6.9: Verlauf von \/7*(q)/A; (¢) bei temperaturabhéngigem Cy ~ Cx /€. Die
dadurch definierte Lénge liegt fiir Wellenldngen bis ~ rit? /7 im Bereich von ein

bis zwei Teilchendurchessern. Dadurch wird deutlich, da§ v und A} gleichermafen
fiir die Struktur der Kapillarwellen in der bindren Mischung bedeutsam sind. Das
Verhéltnis ist fiir ¢ = 0 zunédchst > 1 und sinkt fiir groflere ¢-Werte auf Werte < 1
ab. Das heifit, daf§ je nach Wellenlédnge v bzw. A, die dominierende Rolle spielt.
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Veridnderung mit dcis # 0

Die bisher gezeigten Verldufe sind unter der Bedingung dcio = 0 entstanden, das
heifit, die Ruhelage der Flachen ist identisch, wodurch der Ruheabstand verschwin-
det. Der Parameter dcjo léBt sich durch eine Minimierung des Dichtefunktionals
durch das externe Gravitationspotential (2.36) bestimmen und liegt im Bereich
|0c1a] < 2012 mit 019 = T(()l) + 7’5,2). Insbesondere héngt er damit von den Wech-
selwirkungen ab. Hier soll dcio als verdnderbare Grofle betrachtet werden, um die
Auswirkungen auf das Energiespektrum der Kapillaranregungen zu verdeutlichen.

Da alle obigen Formeln nur von |§ci| abhéngen, kann dc¢q2 > 0 angenommen werden.

Man stellt fest, daB8 die Verdnderung von dcs fiir alle Temperaturen sich kaum auf
die die Form von v*(q)/~*(0) auswirkt. Das ist gut vertrdglich mit der Anschau-
ung, dafl die Anregungen der mittleren Fliache f * im wesentlichen unabhingig vom
Abstand der einzelnen Fliachen sind. Umgekehrt schwécht eine Vergréflerung von
dcio den fithrenden Term in A (q)/A, (0), der eine attraktive Rolle spielt. Insofern
kann man erwarten, daf} sich mit wachsendem Abstand der Fliachen die Relativfla-
che schwerer anregen lafit (vgl. Abb. 6.10: (a) und (b)). Dieses Argument kann aber
nur fiir niedrige Temperaturen gelten, weil nahe des kritischen Punktes die Korre-
lationsldnge als dominierende Langenskala den Effekt kompensiert. Daher sollte die
Energiedichte der Relativflache sich fiir hohere Temperaturen kaum mit dcy5 veran-
dern (vgl. Abb. 6.10: (¢) und (d)).

Im Folgenden wird aber zur Veinfachung wieder dcio = 0 angenommen.

sharp kink approximation

Hier kommen wir noch einmal auf die schon angesprochene Naherung der kontinuier-
lichen Dichteprofile durch ein diskontinuierlichen Dichtesprung zuriick (vgl. Kapitel
3). Man bekommt, weil nun natiirlich sdmtliche Kritmmungsbeitrége wieder entfal-

len, die Formel

A, (q) = - AprApz iz ((L 5012)
2
I1 [(Api)2 0ti:(g, 0) + Lpr D py G (g, 5012)}
+= - . (6.27)
> Apilsp; divg (g, dcq;)

ij=1

Diese Formel 148t sich nicht herleiten, wenn man die Dichtespriinge direkt zur Be-

schreibung benutzt (s. Kapitel 3). Es ist insofern bemerkenswert, dal man zur Be-
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Abb. 6.10: Examplarischer Verlauf von A (¢)/A, (0) unter Verdnderung des Para-
meters dcip bei verschiedenen Temperaturen mit Cy = 0.25 und 015 = rgu). Bei
niedrigeren Temperaturen reagiert A, (¢) empfindlich auf Anderungen des Ruheab-
stands der Fléchen voneinander ((a) und (b)). Erst mit wachsender Temperatur wird
diese Storung irrelevant ((c) und (d)).
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schreibung in der ,,sharp kink“-N&herung die Kriimmungsentwicklung benotigt. Die
Interpretation der beiden Terme ist analog zu Ay ,(q): der erste trigt der Anziehung
der Flichen Rechnung, der zweite beschreibt eine mit ¢? gewichtete Oberflichen-
energie, die analog zu y%(q), auf 0 abfillt. Insgesamt ergibt sich fiir A, (¢)/A; (0)
in dieser Ndaherung die in Abb. 6.11 gezeigte Form.

AuBerdem folgt auch eine Korrektur der Formel v*¢(q) aus (3.15): dort taucht die
Abhéngigkeit von den Ruhelagen der Flidchen nicht mehr auf, weil in der Herleitung

0c19 = 0 gesetzt werden mufite. Dementsprechend kann man nun korrekterweise
12
’)/+’Sk = = —2 Z Ap1Ap2 (5UA}ZJ (q7 5Cij) (628)

schreiben. Am grundsétzlichen Verhalten der Funktion &ndert das allerdings nichts,
sie féllt gemafl (8.10) fir positive Werte von dcyp schneller auf 0 als fiir dejp = 0,
weil gewissermaflen der effektive Teilendurchmesser [(TOZ] N2 4 (Scp0)? }1 gewachsen
ist. Analoges gilt fiir (6.27).

Anderung durch xi9

Analog zu dcg; sind auch die ;; durch die Gleichgewichtsbedingung festgelegte Gro-
Ben, sofern man das Profil py definiert (s. (5.53)). Die Grofle k12 ist der entropische
Beitrag der Wechselwirkung der Komponenten untereinander. Wéchst dieser repul-
sive Anteil, dann sollte sich die Relativfldche leichter anregen lassen. Dies kann man

ganz allgemein fiir ¢ # 0 auch an der Formel

by (@) _ i D@Tee) _ 2000 _ (6.29)

dK19 ('y‘f‘(q))z ’7+(Q)
erkennen, wobei man alle anderen Parameter, die mit k15 {iber die Gleichgewichtsbe-
dingung zusammenhéngen in guter Ndherung als konstant annimmt. Insbesondere
andert sich bei kleiner Variation von k1o die Tiefe des Wechselwirkungspotentiale
w$? kaum, wohingegen die Umkehrung nicht gilt (vgl. (2.48)). Eine lokale Entmi-

schung wird durch groflere k15 also grundsétzlich begiinstigt.

6.2.2 Oberflichenspannung v~ (¢) der Relativfliche

Da alle Terme von A (¢) aufler d)(q, 01 pe, On pc]-) noch explizit einen Faktor ¢? enthal-

ten, kann man als effektive Oberflachenspannung der Relativfliche den Ausdruck

A (q) + @ (g, 0 pe, O pey)
q2

Y (q) ==

(6.30)
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Abb. 6.11: Exemplarische Darstellung der normierten Funktion A (¢) in der Nahe-
rung (6.27). Ahnlich wie die Oberflichenspannung v*(q) (6.28) fillt A (¢) monoton
und erreicht fiir grole ¢-Werte einen festen Wert. Wéhrend auch hier der erste Sum-
mand von A (¢) das Absinken der Funktion einleitet (vgl. Abb. 6.3), kann der zweite
diesen nicht kompensieren wie das bei (6.26) der Fall ist. Dieser ,,Oberflachenterm*
fillt, genau wie sein Analogon ¢?y*(q) (vgl. (3.21)), fiir kleine Wellenliingen mono-

ton auf eine Konstante ab.

bezeichnen. Insbesondere gilt damit

(0 %{0)@ = [0, ()91 0) + (0. prt ()0 )]
A (q) (6.31)
- 2d1d22w O uaupc1 )au’pc]-(u/)) + (llli% 2—27
wobei
74 (0) i P
_ 2<Z(—1)ididj(1)(0,u@upcl(u)au/pcj (u'))) (I2(0) — T4 (0))
(3 (1 0, Dpe, (), () ) (6.32)

1,j=1
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ist. Dadurch ist die Oberflichenspannung +~(0) auch von den Kriimmungsprofi-
len py und somit von der Wahl des Parameters Cy abhéngig. Insbesondere kann
fiir Temperaturen nahe des kritischen Punktes 77 (0) < 0 werden, falls die Kriim-
mungseinflissse zu gro angenommen werden. Dies kann einerseits bedeuten, daf
fiir solche Temperaturen das mathematische Konzept einer Relativfliche zusam-
menbricht. Wenn aber andererseits die Determinante det E(g) > 0 bleibt, dann kann
das Verschwinden der Oberflichenspannung fiir die Relativfliche darauf deuten, daf3
sich entlang der Phasengrenze die Komponenten entmischen, weil langwellige ,Ver-
biegungen“ der Relativfliche nicht mehr energetisch unterdriickt werden. In Abb.
6.12 ist der Verlauf der normierten Oberflichenenergie v~ (¢) fiir unterschiedliche
Temperaturen dargestellt. Uberraschend ist die strukturelle Ahnlichkeit zu 4*(g) in
beiden Fillen: v~ (¢) fallt zundchst auf ein Minimum, das sich im Vergleich zu 4 bei
kleineren Wellenléngen befindet und steigt schliefllich mit wachsendem ¢ wieder an.
Besonders hervorzuheben ist aber die Abhéngigkeit des Minimums von den Kriim-
mungseinfliisssen. So verschiebt sich das Minimum mit steigender Temperatur auch
zu groferen Wellenléngen, préagt sich dabei aber immer stérker aus, wenn die Kriim-
mungseinfliissse zu gro gewdhlt sind oder verliert an Tiefe, wenn diese Einfliisse
schwicher modelliert werden. Analog zu (6.30) erhélt man die entsprechende Grofie
in der ,sharp kink“-Ndherung. Dazu hat man den zweiten Summanden in (6.27) ein-
fach durch ¢? zu teilen. Es ergibt sich dadurch ein v~ %(g), das einen grundsitzlich
dhnlichen Verlauf zeigt wie v%%(q) (vgl. Abb. 3.1), insbesondere folgt aus (6.31) die

Beziehung y7*¢(0) 7" = T(0) I'$*(0) = [y31(0) + 755 (0)][735(0) + 731 (0)].

Ein Vergleich zwischen v~ und " zeigt, das fiir alle Temperaturen und Wellen-

langen ungefahr die Abschéitzung

7 (q) 1
7 (q) o (6:33)

gilt, wobei das Verhéltnis mit steigenden g abnimmt. Der Abb. 6.13 entnimmt man

etwas genauer fiir zwei Temperaturen 77 > 75 die Relationen

(@l 7Dy

PRl T Rl .
Y OR Ol
Ol T O, (039

Da ¢*y~(q) die Asymptotik von A, (q) bestimmt, kann man in (6.34) 4~ durch A
ersetzen ohne die Giiltigkeit zu beeintréichtigen. In beiden Féllen folgt, dafl sich v~
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mit der Temperatur stirker dndert als y. Insbesondere verschwindet v~ (0) mit
steigendem T schneller als v7(0). Dies ist konsistent mit der Vorstellung von der
Robustheit der mittleren Grenzfliche f* und der Sensibilitit der Relativflache f~
auf die durch die Temperatur angeregten Dichtefluktuationen.

Wegen
A, (q) = —&(q,0pe,0npey) + ¢ v (q) (6.36)

definiert

7 (9)
L*(q) := — (6.37)
—&(q, 0 pe, 0 pey)
eine Lingenskala fiir AJ, die man als ,innere* Kapillarlinge bezeichnen konnte.
In diesem Fall wird die Oberflaichenspannung nicht mit der Gravitation verglichen,

sondern mit den Wechselwirkungen der Komponenten. Man findet fiir Temperaturen
<097, und ¢r§"? < 4

L_(q) =~ 0.77{" (6.38)

je nach Kriimmungsfaktor. Da & (g, d pe,0rp.,) exponentiell zerféllt, wichst L_(q)
fiir noch kleinere Wellenldngen sehr schnell an. Dem entnimmt man, das die Ka-
pillarwellen der Relativflache bei G = 0 mit kleiner Wellenzahl wesentlich von den
Wechselwirkungen der Komponenten untereinander bestimmt werden. Im Abschnitt
6.3 wird gezeigt, wie man analog zu (6.16) noch eine eigentliche Kapillarldnge fir
f~ im Falle G # 0 definieren kann und in welchem Zusammenhang diese mit L_
und [, steht.

Es soll noch ein Spezialfall der obigen Definition (6.30) erwéhnt werden, ndmlich

- Ay () +@(0,0pe, 0 pe,y
Yo (@) = (q2 ).

(6.39)
Der Unterschied besteht in der vorausgesetzten g-Abhéngigkeit der in v~ auftre-
tenden Funktion d)(q, O pe, On ,062), die nicht notwendig eine Potenzreihenentwicklung
der Form a, + a;q® + ... besitzen muf. Insofern ist die obige Diskussion beziiglich
7~ (¢) von allgemeinerem Charakter. Es gilt dann v~ (¢ — 0) = 7, (¢ — 0) + a;.
Da d)(q, O/ pe, On pCQ) fiir ¢ — oo rasch auf 0 abfillt, gibt es keinen Unterschied zwi-
schen 7, (¢) und v~ (¢) fiir groBe Argumente. v, (¢) ist bei van der Waals-Potentialen
definiert und taucht im Zusammenhang mit den Hohenkorrelationsfunktionen noch

einmal auf.
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Abb. 6.12: Verlauf von v~ (¢) /v~ (0) mit konstantem Cy ((a), (b)) und mit tempera-
turabhéngigem Cy = Cy 75" /€ ((c), (d)). Uberraschend ist zunéchst die strukturelle
Ahnlichkeit zu Abb. 6.1, insbesondere fiir Cy = 1.0. Allerdings wird bei zu grofier
Wahl von Cy bzw. Cx auch hier v~ (0) < 0, so daf in (a), (b) und (d) nur drei
Kurven dargestellt sind. Allerdings gilt dabei |y~ (0)| < 1. Dies ist auf den Einflufl

der py zuriickzufithren (vgl. (6.31)). Besonders aber ist, daf§ sich das Minimum mit

wachsendem C'y bzw. Cy bei héheren Temperaturen stéarker ausprégt und nicht

schwéicher wie bei v*(q)/~77(0).
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Abb. 6.13: Verlauf von v~ (¢q)/7"(¢) mit konstantem Parameter Cy ((a) und (b))
und temperaturabhéngigem Cy = Cy r(()l)/ﬁ ((c) und (d)). Je nach Stérke der Kriim-
mungseinfliisse verdndert sich v~ (0)/9"(0) mit wachsender Temperatur. Da v7(0)
unabhéngig von Cy ist, wird so direkt die Veréinderung von v~ (0) durch Cy sichtbar.
Insgesamt zeigt sich fiir 75> > 1 die Relation YD/ 7D, > 7 (/7 (D,
mit 77 > T5. Das heifit fiir wachsende Temperaturen verandert sich v~ (¢) bei kleinen
Wellenléngen stérker als v*(q). Umgekehrt gilt 4~(0)/v%(0)|, > 77(0)/7"(0)]4,,
das heifit also die Oberflichenspannung der Relativfliche verschwindet mit wachsen-
der Temperatur schneller als die der mittleren Grenzfliche und kann aufgrund der

Kriimmungseinfliisse sogar negativ werden, was exemplarisch in (d) dargestellt ist.
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6.3 Erwartungswerte

Bevor nun die Hohenkorrelationsfunktionen diskutiert werden, soll in Anlehnung an
die klassische Kapillarwellentheorie, (2.31) und (2.32), zunéchst gezeigt werden, daf
sich auch fiir f~ eine Kapillarlinge definieren la8t, die im Gegensatz zu L_ aus
(6.37) auch die gravitativen Beitréige beriicksichtigt.

Dazu betrachtet man statt A~(q)|,_, /¢*, dessen Grenzwert fiir ¢ — 0 nicht existiert,

zunachst den Ausdruck

A (@) A (9)] lim det E(q)5_g

Jim 7 —
) —— = 6.40
* lim A*(¢) A~ (q) lim detE(q) ’ (6.40)
q—0 q—0
woraus sich
'71A2(O) &
2 = — =t 2 6.41
e x () (41)
12
i=1

ergibt. Darin ist pg die reduzierte Massendichte. In Anlehnung an die Bezeich-
nung fiir L_ kann man L, als ,duflere* Kapillarlinge bezeichnen, weil diese sich
aus detE(q) = A*(¢)A~(q) herleitet. Der Zusammenhang (6.41) zeigt, dafl diese
Linge sich nicht unabhéingig von [, definieren 148t, sofern man sich an die Vor-
schrift (6.40) hélt. Insbesondere wird dadurch noch einmal deutlich, daf§ es sich bei
der GroBe ~f, wegen [yp,] = J/m* nicht um eine Oberfliichenspannung handelt.
Den Ausdruck pg —775(0)/G kann man als effektive Massendichte deuten. Im Falle
pe < —5(0)/G ergibt sich L, ~ [, umgekehrt ist fiir v7,(0) = 0 auch L, = 0. Ob
man aber — 7,(0) I3 als makroskopische Oberflichenspannung der Relativfliche be-
zeichnen kann, ist unklar. Sinnvoller erscheint es, auf den Zusammenhang zwischen
den Léngenskalen I, L_(0) = L_ (vgl. (6.37)) und L, zuriickzukommen. Dieser
ergibt sich wegen 7{(0) = @ (0, pe, 0rpe,) durch die Formel

. _ v 1
L= G I .
L —1(0) v1(0) (6.44)

L2 GGt 4 (0)°
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so dafl man auch den Ausdruck

+=(0) LiL_
l_ = = < L_ 6.45
Gio =150~ & (6.45)

als eigentliche Kapillarlange der Relativflache ansehen kann, weil in diesem nun die

Oberflichenspannung v~ (0), die Gravitation und die Wechselwirkungen der Kom-

ponenten untereinander verglichen werden. [_ 148t sich auch durch die Bedingung

1

=0 q (a) ’G:O,@(Oﬂ/f’qa"f”%):o

2=

}Ii_f}% g (6.46)
herleiten, was ihre Interpretation ebenfalls stiitzt. Der Unterschied zu (6.40) besteht
in der Bedingung zur Auswahl der Terme, die im Zahler des Ausdrucks stehen.
Nach (6.45) kann man [_ als Produkt von ,innerer” und ,duflerer Kapillarlénge, L_
und L, im Verhiltnis zur Kapillarlinge der mittleren Fliche [, ausdriicken. Diese
Grofle strebt fiir G — 0 gegen L_ > 0, und auch im Falle verschwindender Attraktion
zwischen den Komponenten w§12) — 0 bleibt sie positiv. Erst das Verschwinden
beider Wechselwirkungsbeitrage 148t [_ divergieren, wobei [, /L_ durchaus endlich
bleiben kann (vgl. (6.44)). Da die Kapillarldngen eine GroBe fiir den Zerfall lateraler
Korrelationen in der Grenzfliche darstellen [16] (vgl. Abb. 2.3), gilt nach (6.41)
wegen L, < [, dafl die Relativfliche auf kleineren Léngeskalen korreliert ist als
die mittlere Grenzflache, falls L_ < [ erfiillt ist. Insofern stellt das Verhéltnis in
(6.44) moglicherweise einen interessanten experimentellen Kontrollparameter dar. In
gewisser Weise sind die Groflen auch in ihrer Bedeutung verwandt, weil [, sich nur
auf die Gravitation, hingegen L_ sich nur auf die Wechselwirkung der Komponenten
untereinander bezieht. Unklar bleibt aber die physikalische Interpretation von L_
beziehungsweise [ im Falle v7(0) < 0, weil diese Groflen dann nicht mehr reell
sind. Diese Betrachtungen sind nur fiir einen diagonalisierten Hamiltonian sinnvoll,
weil dadurch klar ist, beziiglich welcher Flidche die definierten Léngenskalen gelten.
L. bildet insofern eine Ausnahme, weil sie durch det [E abgeleitet wurde und somit
invariant unter Umtransformationen ist. Analog kann man auch Tr E betrachten und
erhélt mit der entsprechenden Vorschrift (6.46)

. 1
cllli% ? TYE(Q)|G:0,a(o,a,pcla,,p52):0

3, = 6.47
H lin% TrE(q) (6.47)
q—>

1 7%1(0) + 7222(()) - 7%2(0) — . A;sym(q)
— 2 — 2 lim ———~
z 7+(0) 20 0 P
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mit (vgl. auch (6.32))
Z = Gg+ - 2(:](0, 8/p018~pc2) s (649)

so dafl man Iy als die ,,totale” Kapillarlange bezeichnen konnte.
Wegen AT (q) + A (¢q) # TrE(q) (s. (6.8)) erhélt man allerdings aus

. Lot -
iy 5 (VDA Do 1 SO T770)

im (A (@) A (@) VB (O)+EA ()

q—0

(6.50)

was keine Invariante unter orthonormalen Transformationen ist.

Wir kommen nun zu den Hohenkorrelationsfunktionen (f¢(q) fjc(—q)), um ein ab-
schlieBendes Bild fiir das Verhalten fliissiger Grenzflachen binédrer Mischungen zu
erhalten. Aufgrund der Uberlegungen im vorangehenden Abschnitt muf man da-
zu nur die Funktionen (f=(q)f*(—q)) betrachten, weil sich daraus (f¢(q) fj(—q))
durch Linearkombination geméfl (6.8) ergibt.

Es ist mit der Normierungskonstanten® N
(@) f*(~a) = %//DF FE(q) f(—q) e PHE@)
1
~ BAE(g) (6.51)
(F@)fT(-a) = 0
N = /pf o~ PHIE(@)]

Wihlt man die Darstellung nun beziiglich der f¢(q), i € {1,2}, dann hat Korrelati-
onsmatrix die Gestalt

fr@)fi(—a)) (fs(a)fi(-a 1

(fila)f3(—=a)) (f3(a)fs(—q)) &
Die explizite Form der Funktionen (f¢(q) fjc(—q)) ist im Abschnitt 8.9 zusammen-
gefafit. Auf die allgemeine Struktur wird in den folgenden Abschnitten eingegangen.
In den Abbildungen 6.14, 6.15 und 6.16 sind die Korrelationsfunktionen aus (6.52)

dargestellt. Erneut sind zum Vergleich die Funktionen fiir unterschiedliche Wahlen

3Man beachte, da8 wegen (6.8) Df = DF gilt.
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des Kriimmungsparameters C'y zu sehen. Man erkennt, dafl ein gréflerer Wert von
Cy zu einem rascheren Abklingen der Korrelationsfunktionen (f¢(q)fe(—q)) i €
{1,2} fiihrt. Besonders hervorzuheben ist aber der Unterschied zwischen

(fe(q)fe(—q)) und (f£(q) f¢(—q)), der sich aus der unterschiedlichen GroBe der Teil-
chen, 7’(()2) / r(()l) = 1.001, und der zugehorigen Wechselwirkungen, wém) / w§,11> = 1.05,
ergibt (vgl. Bildunterschrift zu Abb. 6.1): Letztere zeigt bei niedrigen Tempera-
turen auch bei sehr kleinen Wellenldngen noch eine Struktur, die einem Plateau
dhnelt. Die Korrelationen der Fliache f; hingegen zeigen zwar auch fiir qrém) >1
einen verlangsamten Zerfall, dieser ist aber deutlich schwécher ausgeprigt als bei
f2. Mit steigender Temperatur verschwindet dieser Unterschied allméhlich, und die
Korrelationsfunktionen zeigen einen sehr dhnlichen Verlauf. Betrachtet man dazu
die Versinderungen von (f5(q)f¢(—q)), dann stellt man fest, daB diese gerade fiir
wachsende Temperaturen ein deutliches Minimum ausbildet. Die Fourieramplituden
der Fliachen sind stark antikorreliert. Bei kleineren Temperaturen aber zeigt sich ein
rascher monotoner Abfall der Funktion, was eine schwache Korrelation der Flichen

fiir kleinere Wellenldngen impliziert.

Man kann versuchen, die Stuktur dieser Funktionen mit den Konstanten a;, b;, z;,
i € {1,2} und den Funktionen o;(q) und (;(q), i € {1,2} wie folgt abzubilden:

B{fe(a) fi(—a)) = m (6.53)
B fs(~q)) = AL al) (6.51)

2+ q?G(q)

Der Ansatz (6.53) entspricht der typischen Form (2.31) mit einer g-abhéngigen Funk-
tion o(q), analog zur Erweiterung durch (2.34), welche auf yMe!frich(¢) gefiihrt hat (s.
(2.35)). Bei Verschwinden einer Komponente, z. B. Apy — 0, nimmt o4 (q) die Form
aus der Arbeit [78] an. Die Gestalt (6.54) 148t sich durch die beobachteten Nullstel-
len motivieren (s. Abb. 6.16), die sich nicht durch eine konstante Funktion im Z&hler
darstellen lassen. Dabei sei also (1(g) > 0.

Mit den hier gefundenen Ausdriicken ergibt sich fiir die Konstanten (i,j € {1,2},
aber i # j ) (vgl. (5.31) zu @(0, 0 pe, O pe,))

21 = —@(O,@quaupcg) >0
“ 9 )jzl (6.55)
by = by = 2o = ajag — 24

= G?G1(0)G2(0) +GGT(0)z, >0
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Insbesondere gilt unter der Voraussetzung verschwindender Gravitation G = 0 mit
q — 0 fir alle <ff(q)ff(—q)> — 00, falls 2z # 0 bzw. wS? # 0 ist. Eine geschlos-
sene Form der o;(q) 148t sich nur als Potenzreihe angeben (vgl. die Ausdriicke im
Abschnitt 8.9). Die normierten Funktionen o;(q)/0;(0) zeigen aber ein ganz &hnli-
ches Verhalten wie beispielsweise 4% (s. Abb. 6.17 und Abb. 6.18). Allerdings ist
das Temperaturverhalten von oy(q) deutlich verschieden von os(q): Wihrend das
Minimum von o4 sich mit wachsender Temperatur zu kleineren g-Werten verschiebt
und allmé&hlich verschwindet, prégt sich das Minimum von ¢, mit steigendem 7" — je
nach Wahl des von Cy — zunéchst stiarker aus, um schlieflich erst bei noch hoheren
Temperaturen ein zu oy dhnliches Verhalten zu zeigen. Grundsétzlich aber erscheint
das Minimum von o5(q)/02(0) deutlicher tiefer und bei kleineren Wellenldngen zu
liegen als jenes von o1(q)/o1(0). Daraus ergibt sich, dafl f; robuster gegentiber fs er-
scheint. Dabei ist es wichtig herauszustellen, dafl die Funktionen o; bereits sémtliche
Abhéngigkeiten, also insbesondere die Wechselwirkungen der Komponenten unter-

einander, beriicksichtigen.

Desweiteren ergibt sich, wenn man die gravitativen Beitrage zur Vereinfachung kon-
stant setzt (vgl. auch (6.13), (6.18), (6.22), (6.24), (6.39)),

I'1(q) T2(q) — 7" (9)v, (q)

Glg) = o (6.56)
) = q—Cj[detM(gﬂgi(q_O),...—9+<o>zl]+v+<q>A;<q> (6.57)
= M)A (g). (6.58)

Dabei sind in det M(q)g,,—¢), . alle Gravitationsbeitrige an der Stelle ¢ = 0 aus-
zuwerten. Besonders deutlich wird hier, daf die zuvor definierten Grofien v*(q) =
I'1(q)+T2(q) und A~ (q) = — &(0, 0 pe, O pe, ) +4* v, () die Struktur der Hohenkorre-
lation der Flichen untereinander wesentlich bestimmen. Die normierten Funktionen
¢; sind in Abb. 6.19 und Abb. 6.20 dargestellt. Auch sie zeigen ein temperaturab-
héngiges Minimum. Dabei , verursacht“ ¢; in (6.54) je nach Temperatur die negative
Korrelation der Flichen. Es gilt aber fiir ¢ — oo (f¢(q)f5(—q)) — — G(q)/G(q) —

~ q%, wie fiir die anderen Hohenkorrelationen auch.

Die Formeln (6.53) und (6.54) ergeben damit — zumindest innerhalb des hier ver-
wandten Zugangs — die allgemeine Struktur der Hohenkorrelationen sinnvoll wieder.
Der Zusammenhang zwischen den Héhenkorrelationen (f¢(q) f]c(—q» und den Dich-
tekorrelationen (dp; (R, w)dp; (R, v')) mit 6p;(R, u) := p;(u+fi(R))—pi(u+c;) ergibt
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sich typischerweise durch

(6pi(R,u) op; (R, u'))
= ([piu+ fi(R)) = piu+ )] [p; (v + f;(R))) = p; (' + &)])
= 3 (D O piu+ci)0pi(u' +c;) ((ff(R)"(fF(R))™)  (6.59)

n!m!
n,m>1

= Bupilut c)dups(u+c;) (fE(R) FER)) + O@Lpdp;,3) . (6.60)

Die Fouriertransformierte beziiglich der lateralen Koordinaten stellt dann die Verbin-
dung zwischen den Dichtekorrelationen und hier hergeleiteten Hohenkorrelationen
dar. Insbessondere sind nun Ausdriicke fiir (dp;(R, u)dp;(R’,u')) von Interesse, mit
denen sich die in dieser Arbeit gefundenen Formeln mittels (6.60) vergleichen lassen.
In der Ref. [134,33] wird allerdings in allgemeiner Form das Verhalten der Hohenkor-
relationsfunktionen fir G — 0 und ¢ — 0 diskutiert. Im Vergleich zu (6.60) ergibt

sich in der hier verwandten Terminologie

3 <f;(q) f;(_q)> = 567 0) Jlr 2 0) fir G —0undq— 0. (6.61)
Das Ergebnis auf der rechten Seite von (6.61) stimmt offensichtlich exakt mit der
Gestalt der Hohenkorrelationsfunktion (f*(q)f*(—q)) iiberein (s. (6.51)).
Fiir die iibrigen erhélt man zunéchst aufgrund von G — 0 fiir den gravitativen
Beitrag zo — G G1(0) z;. Da in diesem Limes z5/2; = G G7(0) ist, kann man die
Form (6.61) fiir (f¢(q)f¢(—q)) nur erreichen, wenn man |G G;(0)/z1| < 1,4 € {1,2},
annimmt, was durch G — 0 gerechtfertigt erscheint. Da schliefllich A, (¢ — 0) = z

ist, ergibt sich (6.61) fiir (f¢(q)f5(—q)), wenn man die Reihenfolge der Grenzwerte
beachtet.

Mit der gleichen Annahme, |G G;(0)/z| < 1, ergibt sich a; ~ 21 in (f¢(q)f¢(—q)),
i € {1,2}, also erneut fiir die gravitativen Terme die in (6.61) beschriebene Form.
Mit den Ausdriicken (8.41)—(8.43) erkennt man schliellich unter Beriicksichtigung
von (8.40) auch die Form (6.61) fiir die Funktionen (f¢(q)fe(—q)).

Insgesamt sind damit die hier vorgestellten Héhenkorrelationen fiir G — 0 und ¢ — 0
unter der zusétzlichen Bedingung |G G;(0)/21]| < 1, die in Ref. [33] vermutlich durch
G — 0 impliziert wird, mit den in Ref. [33] gefundenen Resultaten konsistent. Ins-
besondere stimmen die Ausdriicke y*(0) und G G*(0) — und somit [, — mit den in

Ref. [33] benutzten Definitionen fiir diese Grofien iiberein.



6.3. Erwartungswerte 123

Nimmt man diese Beobachtungen zusammen, dann kann man sagen, dafl die Fla-
che f; fiir niedrige Temperaturen eher die mittlere Grenzflache darstellt und die
Fldache fs5, beinahe unbeeinflufit von deren Struktur, um diese mit kleinerer Wel-
lenléinge fluktuiert (vgl. Abb. 6.21 (a)). Fiir wachsende Temperaturen verschwindet
diese Differenz und die Flachen werden sich dhnlicher, allerdings so, daf} sie nun ge-
geneinander schwingen (vgl. Abb. 6.21 (b)). Man beachte, da} diese Interpretation
konsistent ist mit dem Bild von der mittleren Grenzflache, die zwischen den beiden
Flédchen ,liegt® und fiir hohere Temperaturen bei kleinen Wellenlédngen ,,steifer” wird.
Insofern tréagt das Schwingen der Flidchen gegeneinander zur Robustheit und ,,Glatt-
heit“ der mittleren Fldche bei. Es mag aber gegen die Intuition sein, dafl bei hohen
Temperaturen die Flachen stiarker koppeln als bei niedrigen. Das bedeutet, dafl die
Grenzflachenregion unscharf wird und allméahlich ,aufspaltet”. In diesen Regionen
konnte jeweils die eine oder andere Komponenten angereichert sein, so dafl man von
einer lokalen Entmischung sprechen kann. Dieses vereinfachte Bild 148t dabei aller-
dings aufler acht, dal bei hohen Temperaturen auch die Fldchendicke zugenommen
hat (vgl. Abb. 2.10). Ebenso ist das in Abschnitt 4.3 vorgestellte Konzept der mitt-
leren Fléche erfiillt: nach (4.45) erhilt jene Flache an der mittleren einen gréfieren
Anteil, welche eine kleinere Dicke aufweist. Da die Dicken der Flidchen mittels der
Korrelationslange ¢ aus (2.54) modelliert wurden, bekommt die Komponente mit
einem tieferen Wechselwirkungspotential eine dickere Grenzfliche zugewiesen. Im
hier benutzten Modellsystem ist das die zweite Komponente (s. Bildunterschrift in
Abb. 6.1). Das bedeutet, dafi die Fliache f; maBgeblicher an f* beteiligt ist, so wie
man es auch den Korrelationsfunktionen entnimmt. Umgekehrt ist mit 7" — T, auch
& = &, so daBl die mittlere Grenzfliche das arithmetisches Mittel der Flachen f;
und f5 ist. Da die Fléchen fiir hohe Temperaturen gegeneinander schwingen, erhélt
man damit genau den Spezialfall, der zur Herleitung von f7 diskutiert wurde (s.
(4.27)).

Insgesamt héngen alle obigen Formeln von den Wechselwirkungspotentialen ab.
Wenngleich die hier dargestellten Kurven mittels van der Waals-artigen Potentialen
erstellt wurden, weil alle gezeigten Merkmale — also insbesondere die Bildung ei-
nes Minimums — beispielsweise im Vergleich zu Yukawa-artigen Potentialen deutlich
ausgepragter erscheinen, und sie auflerdem in der Theorie einfacher Fliissigkeiten
eine zentrale Rolle spielen, so gelten diese Formeln doch allgemeiner. Grundsétzlich
148t sich festhalten, dal Potentiale, die eine kiirzere Reichweite als van der Waal-

Potentiale haben, die Position der Minima aller diskutierten Funktionen — v*(q),
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A (), 0:(q) und ¢;(q) mit ¢ € {1,2} — zu kleineren g-Werten verschieben und deren
Tiefe verringern. Entscheidend ist hier natiirlich die Wechselwirkung der Kompo-
nenten untereinander, wis(r), deren Rolle am leichtesten in (6.26) beziehungsweise
Abb. 6.3 zu erkennen ist, da dieser fithrenden Term erst ein Absinken von A (q)
verursacht und somit auch fiir die Struktur der Korrelationsfunktionen ,,verantwort-
lich® ist.

Die Ausdriicke gelten desweiteren auch im Falle von fliissig-fliissig Phaseniibergin-
gen, weil in keiner Herleitung die Voraussetzung Ap; > 0 bendtigt wird (vgl. auch
Bemerkung zu (2.25)). Insofern kann man entlang der fliissig-fliissig Koexistenzline
im Phasendiagramm, die bei diesen Einstellungen des Drucks nicht gefunden wurde,
die so gewonnenen Parameter fiir die Dichten hier ebenfalls verwenden. Dabei blei-
ben Ausdriicke, die (/Ap;)? enthalten vorzeicheninvariant, hingegen wechseln Terme
mit ApyApy das Vorzeichen. Mit Blick auf (6.13) und (6.26) kann man aber erwar-
ten, daf§ die mittlere Fliche f* ,weicher” und die Relativfliche f~ steifer* wird,
das heifit, das Minimum von 7 (q) wird ausgeprégter erscheinen, wohingegen das

Absinken von A (q) geschwécht wird.

SchlieBlich ist festzuhalten, dafl diese Interpretation genaugenommen nur fiir die
aus dem Phasendiagramm Abb. 2.7 entnommenen Werte gilt. Inwiefern sich also
das hier gefundene Verhalten in anderen Bereichen des gesamten Phasendiagramms
wiederfindet, bleibt offen, weil die Verdnderung der Korrelationen unter Variation
des Drucks oder der Differenz der chemischen Potentiale nicht weiter bei der Inter-

pretation beriicksichtigt wurde.

Zusammenfassung

Es sollen am Ende dieses Kapitels noch einmal die wichigsten Gréflen und Schritte

zur Ubersicht zusammengefaft werden:

1. Die GauBlschen Approximation fiihrt auf eine quadratische Form von ‘H =
HE[f(q)] (s. (6.1)), welche die Matrizen G, W und K , deren Zusammenset-
zung auf Seite 91 dargestellt ist, beinhaltet. Mittels einer nicht orthonormalen
Diagonalisierung (vgl. (6.8)) werden die Grofien f*(q) (s. (6.6)) und A*(q) (s.
(6.4)), sowie f~(q) und A~ (q) eingefiihrt (s. (6.5)).
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2. Die explizite Darstellung von A*(q) (s. (6.10)) verleiht u.a. der Fliche f*(q)
die Bedeutung einer mittleren oder makroskopischen Grenzflache. Insbeson-
dere stellt sich A*(q) als die zu erwartenden Verallgemeinerung des einkom-
ponentigen Falls heraus (vgl. (6.14)). Die dadurch definierbare Kapillarlinge
Iy (s. (6.16)) ist dementsprechend ebenfalls die Verallgemeinerung von einer

Flache auf zwei.

3. Mit den HilfsgréBlen I';(q) (s. (6.18) und folgende Gleichungen) ld8t sich auch
der Zahler von A~ (q) angeben ((6.21)—(6.23)). Von besonderem Interesse ist
dabei der Term, der unabhéngig vom Gravitationspotential ist, A; (¢). Dieser

148t sich so formuieren, dafl die fithrenden Ausdriicke sichtbar werden (vgl.
(6.26) und Abb. 6.3-Abb. 6.5).

4. Analog zu A" kann man auch zu A eine g-abhingige Oberflichenspannung
7~ (q) definieren (s. (6.30)). Diese zeigt zwar qualitativ einen zu v (g) &hn-
liche Verlauf, allerdings ist das Temperaturverhalten empfindlicher von der
Modellierung der Kriimmungseinfliisse mittels Cy abhéngig (vgl. Abb. 6.12).
Umgekehrt zeigt der Vergleich v~ (q)/v%(¢q) einen iiberraschend monotonen
Verlauf (s. Abb. 6.13).

5. Aus dem Hamiltonian HC[f(q)] lassen sich schlieBlich die Erwartungswerte
(ff(q)f]‘?(—q)) bestimmen (s. (6.52) und Abb. 6.14-Abb. 6.16), deren allge-
meine Struktur sich durch den Ansatz (6.53) und (6.54) darstellen 1&8t. Die
zugehorigen Funktionen o; und (;, ¢ € {1,2} sind in Abb. 6.17-Abb. 6.20
dargestellt. Als anschauliches Bild der Situation dient die Abb. 6.21, das sich
aufgrund der Interpretation der Hohenkorrelationsfunktionen ergibt (vgl. auch
Diskussion ab Seite 123).
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Abb. 6.14: Darstellung der normierten Hohenkorrelationsfunktion (f¢(q)f¢(—q))
fiir unterschiedliche Temperaturen und Wahlen des Kiimmungsparameters Cy.
Die Komponente p;(r) unterscheidet sich von ps(r) durch den Teilchenradius
7"(()2) /7"((,1) = 1.001 und den zugehorigen Wechselwirkungen w§22) /wE,“) = 1.05. Da-
bei ist w£12)/w§,11> = 0.5.
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Abb. 6.15: Darstellung der normierten Hohenkorrelationsfunktion (f5(q)fs(—q))
fiir unterschiedliche Temperaturen und Wahlen des Kiimmungsparameters Cy.
Die Komponente py(r) unterscheidet sich von p;(r) durch den Teilchenradius
7"(()2) /7"((,1) = 1.001 und den zugehorigen Wechselwirkungen w§22) /wE,“) = 1.05. Da-
bei ist w£12)/w§,11> = 0.5.
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Abb. 6.16: Darstellung der normierten Hohenkorrelationsfunktion (f5(q)f¢(—q))
fiir unterschiedliche Temperaturen und Wahlen des Kiimmungsparameters Cy.
Die Komponente p;(r) unterscheidet sich von ps(r) durch den Teilchenradius
7"(()2) /7"((,1) = 1.001 und den zugehorigen Wechselwirkungen w§22) /wE,“) = 1.05. Da-
bei ist w£12)/w§,11> = 0.5.
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Abb. 6.17: Darstellung der normierten Funktion o1(q), gewonnen aus der Hohen-
korrelationsfunktion {f¢(q)f¢(—q)) gemiB (6.53) fiir unterschiedliche Temperaturen
und Wahlen des Kiimmungsparameters Cy. In (b) fehlt die Kurve zu 7" = 0.99 T,
aufgrund von o1(0) < 0. Da aber |o1(¢)] < 1 ist und numerisch bestimmt wird,

kann es sich dabei auch um einen numerischen Fehler handeln.
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Abb. 6.18: Darstellung der normierten Funktion o,(q), gewonnen aus der Hohen-
korrelationsfunktion (f¢(q)fé(—q)) (6.53) fiir unterschiedliche Temperaturen und
Wahlen des Kiimmungsparameters Cy. In (b) fehlt die Kurve zu 7' = 0.99 T, auf-
grund von 05(0) < 0. Da aber |o3(¢)| < 1 ist und numerisch bestimmt wird, kann

es sich dabei auch um einen numerischen Fehler handeln.
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Abb. 6.19: Darstellung der normierten Funktion (;(gq), gewonnen aus der Hohen-
korrelationsfunktion (f¢(q)f(—q)) (6.54) fiir unterschiedliche Temperaturen und
Wahlen des Kiimmungsparameters Cy (vgl. auch (6.56)).
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Abb. 6.20: Darstellung der normierten Funktion (3(q), gewonnen aus der Hohen-
korrelationsfunktion (f¢(q)fé(—q)) (6.54) fiir unterschiedliche Temperaturen und
Wahlen des Kiimmungsparameters Cy (vgl. auch (6.57)). In (a) und (b) fehlt die
Kurve zu T = 0.99 T, aufgrund von (5(0) < 0. Da aber |(5(q)| < 1 ist und numerisch

bestimmt wird, kann es sich dabei auch um einen numerischen Fehler handeln.
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(b) Hohe Temperaturen 7' > 0.9 T,

Abb. 6.21: Schematische Darstellung als Zusammenfassung der Grenzflichenstruktur
einer bindren Fliissigkeitsmischung. Fiir niedrige Temperaturen stellt die Flache mit
kleinerer Dicke eher die mittlere Grenzflache dar, die andere fluktuiert um diese mit
einer kleineren Wellenldnge ohne von der unterliegenden Stuktur stark beinflufit zu
werden (a). Bei hoheren Temperaturen hingegen ist der Unterschied zwischen den
Fldchen verschwunden. Sie schwingen nun gegeneinander, so dafl sich ausgeprigte
stabile Kammern bilden kénnen, in denen sich eine Komponente anreichern kann (b).
Insgesamt erscheint die Grenzflachenregion dadurch auf allen Léngeskalen gegléittet
(s. auch Diskussion ab Seite 123).
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Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit werden Grenzflichen binérer Fliissigkeiten betrachtet. Das Ziel der
vorliegenden Untersuchung ist die Beschreibung der Energiedichte der Kapillarwel-
len eines gas-fliissig beziehungsweise eines fliissig-fliissig Phaseniibergangs in einer
solchen Mischung. Diese Kapillarwellen, die ihre Energie gegen die Oberflichenspan-
nung aufbringen miissen, entstehen aufgrund von thermisch angeregten Dichtefluk-
tuationen und enthalten damit Beitrage beider Komponenten. Insbesondere ergibt
sich aus den vorliegenden Betrachtungen dieser jeweilige Anteil aus den mikroskopi-
schen Wechselwirkungen, so dafl schliefSlich ein Zusammenhang zwischen dem mikro-
skopischen Modell und dem Spektrum der Kapillarwellen entsteht. Da jeder Kom-
ponente eine Fldche innerhalb der gas-fliissig oder der fliissig-fliissig Grenzregion der
Mischung zugeordnet werden kann, lassen sich aus dem obigen Zusammenhang drei
Hohenkorrelationsfunktionen berechnen, die beispielsweise in Rontgenstreuexperi-

menten bestimmt werden konnen.

Als Ausgangspunkt ist in Kapitel 2 ein Dichtefunktional Q[p (r), p2(r")] fiir Mischun-
gen gewihlt worden (s. (2.36)), aus dem sich in Abwesenheit des externen Potentials
(2.50) fiir konstante Dichten das Phasendiagramm zu einem fest gewéhlten Druck
ergibt (s. Abb. 2.7). Aus der Gleichgewichtsbedingung (2.48) erhdlt man zudem
die Temperaturabhéngigkeit aller weiteren benutzten Parameter, wie z. B. die der
»Korrelationslinge* &(T'), ¢ € {1,2}, fiir jede Komponente (s. (2.54)) und die der
Gleichgewichtsvolumendichten p(T') (vgl. auch (2.25), Abb. 2.8 und Abb. 2.9). Eine
wichtige Bedeutung erhélt das Funktional 2 nach einer Minimierung beziiglich der

rdumlich variierenden Dichten p;(r): Es ist dann identisch mit dem groBkanonischen
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Potential und bildet damit nicht nur das mikroskopische Modell, sondern auch die

thermodynamische Basis fiir diese Arbeit.

Da sich Q unter der Vorgabe zweier Flachen f;(x,y) minimieren la8it, auf denen
die Dichten p;(r) jeweils konstant sind (s. (2.28)), kann man € zur Definition eines
effektiven Grenzflachen-Hamiltonians H benutzen. Dazu vergleicht man formal den
Wert des grolkanonischen Potentials () einer festen, aber beliebigen Flichenkonfi-
guration {fi(z,y), fo(z,y)} mit dem einer flachen, zur zy-Ebene parallel liegenden
Flachenkonfiguration {cp, o} (s. (2.56)), unter der Voraussetzung, dafi die Ablei-
tungen der Differenzenfunktionen ff(z,y) := fi(z,y) — ¢; nicht allzu grof sind. H
héngt somit von der entsprechenden mikroskopischen Betrachtungsweise und impli-
zit von den f; und ¢; ab. Die Differenz dcoy = ¢9 — ¢q ist hier prinzipiell durch das
externe, in z-Richtung wirkende Gravitationspotential in €2 festgelegt (s. (2.42) und
(2.50)). Entscheidend ist auflerdem, daf man jeder Grenzflache f; eine Dicke zuord-
nen kann: Dabei bezieht sich , Dicke* nicht auf f; selbst, sondern auf den Umstand,
daB die Dichten p;(r) zwischen den Volumendichten der Phasen kontinuierlich ver-
laufen und somit auf ,ihrer* Grenzfliche einen Wert zwischen diesen Volumendichten
annehmen. Die Dicke der Grenzfliche definiert sich dann durch die Region, in der
die Dichten noch nicht einen bestimmten Prozentanteil der Volumendichte erreicht
haben. Typischerweise lassen sich diese Grenzflichenbreiten durch die Korrelations-
langen &; approximieren (vgl. Abb. 2.1, Abb. 2.10). Deren Temperaturabhéngigkeit
spielt daher eine wichtige Rolle.

Streng genommen a8t sich durch diese Vorgehensweise fiir jede vorgegebene Fla-
chenkonfiguration die grolkanonische Potentialdifferenz zu einer planaren Konfigu-
ration berechnen. Jedoch miifite man fiir eine statistische Beschreibung verschie-
denster Flachenkonfigurationen sehr viele derartige Differenzen explizit kennen. Die
hier verwandte Idee besteht in der Separation der Flichen f; von den Dichten p;, so
dafl ‘H explizit durch die unbekannten f ausgedriickt werden kann. Dadurch erhélt
man die Energiedichte unterschiedlicher Konfigurationen, aus der sich weitere stati-
stische Gréfen berechnen lassen. Desweiteren sollte die Formulierung von ‘H sich auf
die Fouriermoden ff der Flachen transformieren lassen, um eine Modenentkopplung
erzielen zu konnen. Der Abschnitt 2.3 endet mit einer Ubersicht der wichtigsten und
héufig benutzten Groflen (Tabelle 2.1 und Tabelle 2.2).

Vor der Durchfithrung der erwéhnten Umformungen wird in Kapitel 3 zunéchst
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eine Vereinfachung von H diskutiert, in der die inhomogenen Dichten mittels dis-
kontinuierlicher Profile gendhert werden (s. (3.1)). Diese Profile springen an der
Grenzflachenposition f; von der Volumendichte der einen Phase auf die der ande-
ren (,sharp kink approximation®), die Grenzflichenbreite ist also verschwunden, so
daBl & = 0 gilt. Aus dieser Naherung 148t sich aber kein Energiespektrum der An-
regungen in Abhéngigkeit beider Fliachen herleiten. Der Grund dafiir liegt in der
Lokalitét der freien Energiedichte fiir ein System harter Kugeln (vgl. (2.37)), die fur
‘H auf einen Ausdruck fiihrt, dessen Dichte sich im Fourier-Raum wegen Termen der
Form ]/f*\|(q) mit f~ = fo — f1 nicht mehr nach Produkten f; fj sortieren 148t (s.
(3.12)). Dieses Ergebnis deutet somit schon auf die Schwierigkeit der Beschreibung
durch derartige lokale Hartkugelbeitrdge hin. Unter der weiteren Einschrankung, daf3
beide Fliachen identisch sind, verschwinden diese kritischen Beitrdge, und es ergibt
sich eine wellenlingenabhiingige Oberfliichenspannung v**(q) (vgl. (3.16)). Sie zeigt
einen monoton fallenden Verlauf mit kleiner werdender Wellenlédnge (s. Abb. 3.1).
Dieses Ergebnis ist aber unphysikalisch, auch wenn es in numerischen Rechnungen
gefunden wurde. Es bedeutet, dafl Anregungen mit kleinerer Wellenlédnge energetisch

weniger unterdriickt sind als solche mit langen Wellenldngen.

Die schon erwihnte Separation der Flachen von den Dichten besteht in der Ent-
wicklung der inhomogenen Profile p;(r) in lokale Kriimmungen der Fliachen (Kapitel
4). Dazu miissen zunéchst Normalkoordinaten ((4.1) und Abb. 4.1) und die Haupt-
kritmmungen k5, k € {1,2}, (s. (4.7)) der jeweiligen Flidchen f; eingefiithrt wer-
den, so dal man die Dichte p;(r) beziiglich ,ihrer Grenzfliche f; ausdriicken kann
(vgl. (4.12)). Diese so transformierte Dichte 148t sich dann durch die oben genannte
Kriimmungsentwicklung néhern (s. (4.17)), falls das Verhéltnis der Grenzflichen-
dicke & zu den lokalen Kriimmungsradien /i;li, k € {1,2} klein ist. Man erzielt
damit eine Trennung der Gréfen, die die lokale Struktur der Flachen kodieren, von
denen, die thermodynamische Eigenschaften normal zur Grenzfliche beschreiben.
Allerdings stofit man mit dieser Vorgehensweise auf ein zentrales Problem: Da in
der freien Energiedichte des Dichtefunktionals Terme vorkommen, die von beiden
Dichten simultan abhéngen (vgl. (2.37) bzw. (2.58)), ist nicht klar, welches der bei-
den Normalkoordinatensysteme verwandt werden soll. Dieses Hindernis taucht auch,
wie oben erwahnt, in der ,,sharp kink“-Naherung auf. Dazu ist nun hier das Konzept
einer mittleren Fliche eingefithrt worden, die aus beiden Fldchen konstruiert wird
und ebenfalls als Isodichtefliche einer Dichte betrachtet werden kann, die ihrerseits
aus den beiden Komponentendichten aufgebaut ist (vgl. dazu (4.22), Abb. 4.2 und
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(4.29)). Es 148t sich nachweisen, daf sich diese mittlere Fliche, fT, niherungswei-
se als gewichtete Summe der beiden einzelnen Fliachen f; schreiben a8t (s. (4.45)).
Insbesondere aber ist diese Zusammensetzung temperaturabhéngig, weil die entspre-
chenden Gewichte aus den Grenzflachenbreiten &; aufgebaut sind. Dies liegt an der
gewihlten Konstruktionsvorschrift (4.22), nach der die Verkniipfung zu den Dichten
p; erhalten bleibt, so da8 fT nicht nur aus geometrischen Aspekten heraus aufgebaut
wird. Beziiglich dieser neuen Fliche fT wird die Kritmmungsentwicklung der lokalen
Terme durchgefiihrt, wobei die so entstehenden Groflen entsprechend der vorherigen
Konstruktion wieder auf die eigentlichen Flichen f; umgerechnet werden koénnen.
Das durch die Lokalitdt verursachte Beschreibungsproblem kann dadurch unter der
Benutzung der Grenzflachenbreiten & und der Normalkoordinaten néherungsweise
gelost werden. Dabei wird sich zeigen, dafi dieses Konzept nicht nur eine technische,
sondern auch eine physikalische Bedeutung hat (s. Kapitel 6).

Im sich anschliefenden Abschnitt 4.4 werden die durch die Kriimmungsentwick-
lung eingefiihrten Gewichtsfunktionen py, A € {H, K, H?, ...} untersucht. Dabei
steht der Zusammenhang der Funktionen p) mit dem planaren Profil im Vorder-
grund. Zu diesem Zweck wird die exakte Losung eines Dichteprofils in Geometrien
mit global konstanter und von 0 verschiedener Kriimmung, Kugel und Zylinder, im
Rahmen eines van der Waals-Modells bestimmt. Anschliefend 148t sich diese Losung
in Potenzen des inversen Kriimmungsradius entwickeln, so dafi man als ,Vorfakto-
ren“ dieser Entwicklung gerade die Funktionen py erhélt (vgl. (4.56), (4.58), (4.63),
sowie Abb. 4.4). Man kann mittels dieses Ansatzes Symmetrie- und Skaleneigen-
schaften der Funktionen py herleiten ((4.64), (4.65) und (4.66)), so dal man — wenn
man diese Eigenschaften als grundsétzlich annimmt — zu einer Neuformulierung der
Kriimmungsentwicklung gelangt (s. (4.67)). Die so gewonnene Struktur der Kriim-
mungsentwicklung 148t sich wiederum in einem allgemeineren Ansatz verwenden, in
dem die Abhéngigkeit der Dichte von beiden Kriimmungen untersucht wird. Da-
durch ergibt sich nédherungsweise der allgemeine Einflufl von Kriimmungen auf ein

Dichteprofil (4.90).

Der quantitative Einflufl der Funktion pg, der in der weiteren Diskussion einen be-
sonderen Stellenwert einnimmt, wird mittels eines Parameters C'y kontrolliert, der in
fritheren Arbeiten schon eingefithrt wurde. Die Uberlegungen des Abschnitts 4.4 le-
gen nahe, daf} dieser Parameter mit steigender Temperatur wie ~ £~1(T') verschwin-
det, im Gegensatz zu einem temperaturunabhéngigen Parameter (vgl. (4.72)). Der

Unterschied besteht anschaulich in der Temperaturabhéngigkeit der Kriimmungsein-
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fliisse in niedrigster Ordnung, derart dafl diese mit steigendem 7" entweder abnehmen
oder als konstant vorausgesetzt werden. Insbesondere wiaren Messungen interessant,
aus denen sich eine Tendenz beziiglich des Kriimmungsparameters entnehmen liefle.
Dazu hétte man die wellenldngenabhéngige Oberflichenspannung v(q) (s. Ref. [78])
bei mindestens zwei unterschiedlichen Temperaturen auszumessen, um iiberhaupt
eine Temperturabhingigkeit von Cp festzustellen und um nachzuweisen, dafi C'y

mit wachsendem T kleiner wird.

Im Kapitel 5 wird die zuvor beschriebene Transformation auf Normalkoordinaten
sowie die entsprechende Kriimmungsentwicklung durchgefiihrt. Jeder Teilabschnitt
endet mit einer Gaulschen Néherung, in der alle Terme bis zur quadratischen Ord-
nung in den Flichen zusammengefafit sind. Da sich mittels der jeweils umformu-
lierten Gleichgewichtsbedingung (s. Abschnitt 8.8) diese Ausdriicke &ndern, ist die
resultierende Form von H am Schlufl des Kapitels zusammengefasst worden (s. Seite
91). Durch die dabei benutzte Fourierzerlegung gelangt man zu einer Formulierung
des Hamiltonians H in Abhéngigkeit des planaren Dichteprofils, der Entwicklungs-
funktion pg, der Wechselwirkungen und der beiden Fléchen fi, so dafl man erst-
malig eine Formel zur statistischen Gewichtung einer Flachenkonfiguration mit zwei
Flachen unter Beriicksichtigung der zugrunde liegenden mikroskopischen Wechsel-

wirkungen zur Verfiigung hat.

Es ist niitzlich, den mittels der Kriimmungsentwicklung hergeleiteten Hamiltoni-
an H so zu diagonalisieren, dal man von einer mittleren Fliche f* und einer Re-
lativflache f~ sprechen kann (vgl. (6.6), (6.7) in Kapitel 6). Diese Bezeichnungen
rechtfertigen sich nicht nur aus der Entkoppelung der Flichen voneinander, ana-
log zum Zwei-Korper-Problem, sondern auch aus deren Energiespektren. So ist das
Spektrum A*(q) der Fliche f* die Verallgemeinerung der Formel fiir eine Grenz-
flache (s. (6.14)) und besitzt somit, je nach Modellierung des Kriimmungseinflusses
mittels Cy, ein dhnliches Verhalten (vgl. Abb. 6.1 und Abb. 6.2). Insbesondere er-
gibt sich aus der so verallgemeinerten Oberflichenspannung 4+ (¢) in analoger Weise
eine Kapillarldnge I} (s. (6.16)).

Umgekehrt besitzt das Spektrum A, (¢) der Relativfliche f~ auch bei verschwinden-
der Gravitation (G = 0) erwartungsgemaf keine verschwindende Nullmode mehr (s.
(6.24)), und stellt daher — wie auch AT bei G # 0 — keine Oberflichenenergie dar.
Fiir niedrige Temperaturen steigt A (¢) monoton an. Mit steigender Temperatur

bildet sich ein Maximum bei ldngeren und ein Minimum bei kleineren Wellenléngen
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heraus. Bei Temperaturen nahe des kritischen Punktes ist das Maximum bereits
verschwunden, wohingegen sich das Minimum zu gréfleren Wellenléngen verschoben
und an Tiefe zugenommen hat (Abb. 6.6 und Abb. 6.7). Dabei hingt es von der
Wahl des Faktors Cy ab, welches Temperaturverhalten A, aufweist.

Ein Vergleich zwischen A, und 7" zeigt, daBl deren Verhiltnis \/~v*(¢q)/A; (q) auch
fiir kleinere Wellenléngen noch zwischen ein bis zwei Teilchendurchmessern liegt
(vgl. Abb. 6.8 und Abb. 6.9). Das bedeutet, dafl beide Groflen gleichermaflen die
Struktur innerhalb der Grenzflachenregion der Mischung bestimmen.

Desweiteren 1483t sich mit A eine wellenléingenabhéngige Oberflachenspannung vy~ (q)
der Relativfliche f~ einfithren. Diese zeigt ein dhnliches Verhalten wie v*(¢) nur
dann, wenn C'y einen kritischen Wert nicht iiberschreitet: Bleibt C'y unterhalb die-
ser Schranke oder verschwindet schnell genug mit der Temperatur, dann zeigt auch
v~ (q)/7(0) ein Minimum, das sich mit wachsender Temperatur zu grofieren Wel-
lenléangen verschiebt und an Tiefe verliert. Wird hingegen dieser kritische Wert von
C'y iiberschritten, dann nimmt das Minimum mit steigender Temperatur an Tiefe zu
(Abb. 6.12). In beiden Féllen kann es fiir Temperaturen nahe des kritischen Punk-
tes zu v~ (0) < 0 kommen, wobei trotzdem A, (0) > 0 bleiben kann. Das heifit, die
langwelligen Verbiegungen der Relativfliche sind energetisch nicht mehr durch de-
ren Oberflichenspannung unterdriickt, sondern sogar begiinstigt. Aus diesem Grund
kann man auch von einer Entmischungsmode sprechen. Ein Vergleich mit v zeigt,

daB 4~ um mindestens ein Viertel kleiner ist (Abb. 6.13).

Insgesamt scheint die mittlere Fliche f* gegeniiber der Relativiliche robuster zu
sein, weil insbesondere das Minimum von 7 (q) bei groBeren Wellenléngen liegt,
als das Minimum von 7~ (¢) beziehungsweise A (¢). Aber auch die Sensibilitdt der
Relativfliche, beispielsweise auf Anderungen des Parameters C'y, beeinfluBt die Ho-
henkorrelationen (f¢(q) fj(—q)}, die sich aus den Spektren AT und A~ berechnen
lassen, und die den Ausgangspunkt fiir Streuexperimente darstellen (s. Abb. 6.14,
Abb. 6.15 und Abb. 6.16), in denen die Unterschiede der Hohenkorrelationsfunktio-
nen besonders fiir Mischungen, deren Komponenten deutlich verschiedene Elektro-
nendichten aufweisen, sichtbar werden sollten (s. auch [86,89,93]). Dariiber hinaus
findet man die allgemeine Struktur (6.53) und (6.54) fir die Hohenkorrelationen (s.
auch Abb. 6.17-Abb. 6.20).

Abschlieflend ergibt sich fiir verschwindende Gravitation aus dem Verlauf der Funk-
tionen 7" (¢), A, (¢) und <ﬁc(q)f]c(—q)> das folgende anschauliche Bild (s. Abb. 6.1,

o
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Abb. 6.2, Abb. 6.6, Abb. 6.7, Abb. 6.14, Abb. 6.15 und Abb. 6.16): bei niedrigen
Temperaturen sind Anregungen der mittleren Flache f* auf einer Wellenldnge von
der GroBenordnung einiger Teilchendurchmesser energetisch begiinstigt, wéhrend
die Anregungen der Relativfliche f~ sogar unterdriickt scheinen. Mit wachsender
Temperatur allerdings &ndern sich diese Verhéltnisse. Das Minimum der Oberfla-
chenenergie der mittlere Flidche, v (q), verschiebt sich zu lingeren Wellenldngen
und verschwindet allmé&hlich. In der Energiedichte der Relativfliche, A~ (q), aber
bildet sich ein Minimum heraus, das sich mit wachsender Temperatur sogar weiter
auspriagen kann. Die genaue Temperaturverdnderung dieser Kurven ist stark vom
Einflufl der Kriimmungen, die mittels C'y modelliert werden, abhéingig. Fiir die ein-
zelnen Fléchen ff bedeutet dies, dafl eine der beiden bei niedrigen Temperaturen
eher die Rolle der mittleren Grenzfliche annimmt und die andere diese auf einer
kleineren Langeskala und beinahe unbeeinfluflt ,umspielt®. Mit steigender Tempe-
ratur verschwindet dieser Unterschied und beide Flachen schwingen gegeneinander,
so dafl sich Kammern bilden kénnen, die abwechselnd mit der einen oder anderen
Komponente angereichert sind, so dafl man von lokaler Entmischung sprechen kann
(vgl. auch Abb. 6.21, ebenso die Diskussion ab Seite 123).

Zum Abschluf} dieser Arbeit wird der folgende Ausblick angefiihrt, der einen Ein-
druck vom breiten Spektrum zukiinftiger Arbeiten vermitteln soll. Die naheliegenste
Erweiterung der Behandlung fliissiger Grenzflichen mittels der hier vorgestellten Me-
thode, das heit unter Beriicksichtigung der geometrischen Einfliisse, liegt in der An-
derung von kugelsymmetrischen auf richtungsabhéngige Wechselwirkungspotentiale.
Derartige Systeme werden bereits innerhalb numerischer Untersuchungen betrachtet
(bspw. Ref. [135,136]). An der Benutzbarkeit der Kriimmungsentwicklung und der
Normalkoordinaten &ndert sich nichts, so daf§ durch die Entwicklung der Wechsel-
wirkungen zusétzliche Ausdriicke entstehen sollten. Der Effekt solcher anisotroper
Terme ist insbesondere fiir kompliziertere Fliissigkeiten interessant. Ebenso liefe sich

die Beschreibung auf elektrolytische Fliissigkeiten ausweiten (s. auch Ref. [45,48]).

Doch nicht nur seitens der attraktiven Wechselwirkung 148t sich die Theorie mo-
difizieren. Auch entropische Effekte konnten einen Einflul auf die wellenldngenab-
héangige Oberflichenenergie haben. Solche ,,Depletion“-Wechselwirkungen bewirken

beispielsweise in Kolloid-Polymer-Mischungen, dafl sich nicht mehr unbedingt eine
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gas-fliissig Grenzfliche der Mischung einstellt, sondern eine Phasenseparation zwi-
schen den Kolloiden und den Polymeren stattfindet (s. auch Ref. [37,107,137,138]).
Wie schon erwahnt lassen sich die Kapillarwellen dieser Kolloidgrenzfliche mittels
konfokaler Mikroskopie sogar im Ortsraum ausmessen. Das Besondere daran ist nun,
dal das Medium zwischen zwei Wellenbergen der Kapillarwellen nicht mehr aus dem
Dampf des gleichen Stoffes, sondern aus einem anderen, in diesem Fall aus Polyme-

ren, besteht.

In der Einleitung wurden bereits Arbeiten zitiert, in denen gekriimmte Objekte
betrachtet und der Einflufl der konstanten Kriimmung auf das Dichteprofil und auf
die Oberflichenspannung untersucht wurde. Man konnte analog zu planaren Grenz-
flachen auch von gekriimmten Objekten ausgehen, das heifit, deren Form als Gleich-
gewichtszustand betrachten, und versuchen, das Spektrum der Kapillarwellen auf
deren Oberflache zu beschreiben. Die einfachsten Fille bieten die Kugel und der
Zylinder, weil diese Geometrien global einen konstanten Kriimmungsradius haben
und somit zunéchst nur eine zusétzliche Lange verarbeitet werden muf. Die energe-
tische Begiinstigung gewisser Wellenldngen auf einer kugelférmigen Oberflache steht
moglicherweise auch im Zusammenhang mit der kritischen Grofle eines Tropfens in
Abhéngigkeit von der Temperatur und kann daher relevant fiir Kondensationsbe-
schreibungen sein (s. z. B. Ref. [139]).

Fliissigkeiten treten insbesondere in technischen Verfahren immer im Zusammen-
hang mit festen Oberflichen auf. Die Verdnderung der Energiedichte der Kapillar-
wellen unter dem Einfluf} eines Substrats wurde mittels des hier dargestellten Ansat-
zes noch nicht untersucht. Diese Betrachtungen sollten gerade im Hinblick auf diinne
Filme von Interesse sein, wenn also die mikroskopische Struktur der Berandung sich
auf die Kapillarwellen auswirken kann. Analog kénnte man die Stérung der Ober-
flichenwellen unter Beriicksichtigung der Wandkriimmung untersuchen. Schliefllich
ist auch die Dynamik von Kapillarwellen mit den hier beschriebenen Methoden und
Effekten noch nicht betrachtet worden, wenngleich es schon erste Experimente dazu
gibt.



Kapitel 8

Anhang

8.1 Die Wechselwirkungspotentiale w;;(|r|)

Die Stammfunktionen (2.43) hat bzgl. (2.45) mit L%(a) := (r$7)2+a? die allgemeine

Form

wi (|RJ,2)

wgij) (Tgij))zm

{ x ’”Z‘Q 2m—1)-...-(2m—1— 2k) |
dm =24~ (m—1)-...-(m—1—k)- 20 - L**(R) (LA(R) + 22)" "

(;)n —3)! 1 N
T 2m—1(m — 1)] . LQm—Q(R) ) L(R) arctan (L(R))] i : (81)

Speziell fiir m = 3 ergibt sich dann nach Ausintegration iiber R (vgl. (8.4))

(i5) ¢,.(i5)\4 z
o o 1
a0, =L e T L ()] L 82)
8 ()2 4 g2 5D 5D L e,

Daraus berechnet man'

(i5) ¢,.(i3)\4

~(2) m=3 _ Wo (ro”")" | =z < Z 0ci; >

w;;7(0,2) = 3 L’(U) arctan (—{()” ) — arctan (—(ij))
_ ml | (8.3)

(7"57”))2 + (5022]-

!Der Unterschied zu wg)(O, z) wird im wesentlichen durch einen Term der Gestalt (L?(|R]|) +

22)~! bestimmt, der wg)((), 2) nicht charakteristisch findert.

143
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Die Fourier-Transformation fiir eine Funktion f : R™ — C ist definiert als

fla) = G [ R IER) (8.4)
R = o [ dafi e, (55)

woraus sich die Faltungsformel

(f+9)(R) = / 'S f(S)g(S — R) (.6)
Frg@ = 20" f(@ila) (8.7)

ergibt. Die Fourier-Transformierte des Wechelwirkungspotential lautet allgemein

dy(a,z) = / ds 5 J,(gs) wy (s, 2) (8.8)
1 /™ )
Jo(x) = ;/0 e st t (8.9)

wobei J,(z) die O-te Besselfunktion erster Art ist. Mit der Form (2.45) und der
Abkiirzung L2 () := (r§7)? + a2 ist
(i5) 1 2m m—1
. —wo” L7"(0) ¢
ij(ds = K_, L 8.10
w](q Z) 2m_1r(m) Lm_l(Z) +1 (q (Z)) ( )
m=s — w(()ij) LG(O) (]2
8L2(2)

K_5(qL(2)). (8.11)

Fiir die modifizierte Besselfunktion K_,(z) = K,(2) existiert folgende Reihenent-
wicklung fiir z < 1:

wiz2 (|v] =) 27 (Jy] = 2)! 22

Kl/(z) ~ 2 2-1v| o 2 22—|v| <812)
(_1)\V|—1 SVl >
= 2log(Z) — (1) — 1
+ g e [21e(3) — 00 = (i + )
Damit ist
(i7) 1 2m
R m>2 — Wo L (0)
wi;(0,2) = 2(m—1) (8.13)
2(m —1)L (2)
. o (Z])LQm
iy 2ia(Q2) = @3(0,2)  m>2 Wo (0) (8.14)

g—0 g 8(m —1)(m —2) L2 (z)’
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woraus sich

v mza L~ Ap ApwSP L0
Y k(o) = = O Q(m(23 (8.15)
16 i,j=1 ( - 1)( - Q)L (Z)
gy m2 1 AmAm ”Hﬁ%m
7 (q) = 502 p— 1N X
2m’2(m—2)!
m—1 I S
x [q Komaa (4L(2)) = =i (8.16)

und somit (3.16) im Falle z = 0 und (6.28) fiir z = d¢;; ergibt.

8.2 Minimierungsbedingung

Die Funktionalableitung ergibt unter Benutzung von w;x(R, 2) = wy;(R, 2) und

AUpn(e). o] = [ 1 A(pr(x). () (8.17)
621 (), pa(r)] 2/3 5pi(r)
= d’r 0, A(p1(r), pa(r 8.18
501(8) 2, EronAln®.pm) 300 ©18)
wegen ;SZZ <<I:) = 0;; 0(r — 8) fiir einen allgemeinen Ausdruck A(py, p2) die Gleichung
k
(2.42). Aufgrund von
[ wal = Do) = ax(py-afd0.00) — g 0.0)  (819)
v

‘/fﬁﬁgwﬂw—R¢—w@mw>
A

erhélt man mit (2.49) die Gleichung (2.48).

8.3 Ornstein-Zernike-Theorie

Neben den n-Teilchen-Dichten p™(ry,...,r,) fithrt man iiblicherweise die korre-

spondierenden n-Teilchen-Verteilungs- oder Korrelationsfunktionen

(n)
g (ry, ... 1) = prry, i Tn) , (8.20)
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die schon im Zusammenhang mit Gleichung (2.14) auf Seite 16 auftrat. Die totale

Paarkorrelationsfunktion wird damit definiert durch
h(rl, I'Q) = g(2)(r1, I'Q) —1. (821)

Nun teilt man h in direkte und indirekte Korrelationen auf. Dabei entstehen die
letzteren durch alle ,,dritten“ Teilchen, die eben nicht direkt mit dem ersten korreliert
sind. Um diesen Term zu beschreiben mittelt man iiber die Position dieses dritten
Teilchen und summiert die dabei entstehenden Korrelationsbeitrige auf. Fiir ein

homogenes isotropes System erhélt man damit die Ornstein-Zernike-Gleichung
hr) = €@ () + p / Ol = )h(r']) d* | (8.22)

Durch eine Taylorentwicklung von A(|r'|) um r und unter der Annahme, da8 ¢(®(r)
fiir grofe Argumente r vernachléssigbar klein ist, erhélt man
2
VZh(r) = €7 h(r) mit €= 5 X—ﬂT r? e (r) dr. (8.23)
Die isotherme Kompresibilitdt y7 taucht hier durch die sogenannte Kompressibili-
titsgleichung in Verbindung mit (8.22) auf:

oz 1
1—pe(0)’

XTpP

5 = 1+ ph(0) (8.24)

wobei h(q) und é(q) die Fouriertransformierten von h(r) bzw. ¢(r) sind.

¢ kann nun als Korrelationsldnge aufgefasst werden, weil der charakteristische Abfall
von h(r) ~ e~"/¢/r dadurch bestimmt wird. Setzt man nun (2.22) und (2.23) ein,
dann ensteht die mit (2.54) angegebene Form fiir ein einkomponentiges System.
Die Verallgemeinerung ergibt sich nun durch die Ornstein-Zernike-Gleichung fiir

Mehrkomponentnensysteme
hij(ry,T2) = Cg)(n, r2) +p ZXk /cgi) (r1,13)hy;(r3, 1) d°r3 (8.25)
k

wobei die Indizes sich auf die beteiligten Teilchensorten beziehen, p nun die Gesamt-
dichte darstellt und X, die Konzentration der Sorte mit Index k ist.

8.4 Sharp Kink Approximation
Unter der Voraussetzung

lim 20, [h(pfl (r)vpf2(r>) - h(pcl (Z),pc2(2))] =0

z—F00
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ergibt sich mittels partieller Integration

o0

H(ER) = — [dz 20, (s (1), pa(6) — b (2). ()]

—0o0

£ Api 1R 0,1 (pn (R, S(R)). oy (R S(R)))

= 0 (pes (2 = 1), pa(z = 1)) ] (8.26)

8.5 Normalkoordinaten

Die Ableitung D7 (R;, Ry, u) der Transformation (4.1) steht bekanntlich mit der
Ableitung der Umkehrtransformation D7 ~!(z,y, z) in folgender Beziehung

(DT)(x,y,2) = [DT(Ry, Ry,u)] ™" (8.27)
Wir benotigen nur die z-Komponente der Transformation ’2}_1

fr. — \/Lg[fRyRy - fro — fRoR, - IR,

1
0.7 ' = ——— — L (fror. - R, — : 8.28
7177 fr, = Flfr.r. - fr, — fror, - [R.] (8.28)
VI 1J1]
um mit a € {z,y, 2}
0apy(t) = Oapy (T (r)) = Viy(S,u) - 0.7 (x), (8.29)

wobei V := (0s,, 05, 0u)t = (0r, 0y, 0,)" ist, die Gleichung (4.13) auszurechnen.

Die Benutzung der Kriimmungsentwicklung (4.17) in der Gleichung (4.15) fiihrt

zZu
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K

) 1
A/d s:{du F(T3(8.0)) [ 0y RS
K
= [ [du |7l F (T (8.0) - 0uiulw)
Ak
K
+/d25 du 8u[|J7\']—'(7}(S,u))} - 5ps(S,u)
r Tk
K
2 L u . u
—A/d S{du\@]—"(?}(s, ) - R(S,u) . (8.30)

8.6 Zur Entwicklung der mittleren Fliche

Betrachtet wird mit §S;; := S® — SU) und §f;; := fi — f; der Ausdruck ¢, — ¢, in
(4.31), wobei f; = f;(S®), g; = g:(S™) usf. gelten soll. Dann ist

ti —ta = 0S12(a12V fa — a1 V1) — 6 fra(arz + asr)
1 1

V9 &t &mnmny

Q5 =

Nun gilt aber §S15 = $(t; — t2) - S22 % + w(j—;% - 3—%). Mit der Notation

;o 1 CG(VAP 26V AV +E(V fo)? no gm
N ! 2(6 + &) FORVE )
_ oL+ Vg2) /i 2 2 B
Tiz = 2 + &) [52(Vf2) GV + (& fz)vf2vf1}

+ w((VR? = (V)
laBt sich die Differenz

b —20 fra(onz + 1) + 2w(\V/—§% - 3—5—3) (1Y fo — an V f1)
&i }

2— [(@12Vf2 - Oézlvfl) : Z \/Vg_fz
(\/ﬁ + @) 4 f12 T12

&1+ & &1+ &




8.7. Entwicklungspolynome der py 149

abschétzen. Hierbei gilt bereits O(72) = O(f, 3). Desweiteren ist dann

5812 ~ (\/_+ \/_ 5f12 + T12 Z é_lsz V_fl V_fQ

2(& + &) \/_ \/__\/_

und die z-Komponente von r' berechnet sich daraus zu

2fT(RN) —au(vVgr ' + g2 )

- f;g_” (0S¥ fo — 0fn) +

62 Q21

\/_
26 26 §261
~ i+ 6+ 6 Ja+ 6 +5) ——=——0fn [(Vf2)* = (V)]

&+ &
(VR - &(VAY + (& + &)VLVA).

(5521Vf1 - 5f21)

w

&1+ &
Die abschlieende Taylor-Entwicklung hat die folgende Form:

+

Ao~ fl+VH(e® -RY

1 §ity ato +
= fl—<(08S0—>=Vfi—>2Vf) V.
! 2< Va1 N ) 1
Aus den obigen Ausdriicken folgt dann die Naherung
w
hom fl =SS VAV - S - Vv
&1+ & 2
w
fom fl - S VAV SV - VDV
§1+ & 2

8.7 Entwicklungspolynome der p)

Die in Abschnitt 4.4 aufgefithrten Polynome r,,f(u) setzen sich aus Monomen t,,;(u)
fir ¢ > 0, Polynomen ¢,,;(u) fir 0 < j < m + 1 (gmo(u) := 1) und rekursiv be-
stimmbaren Konstanten p,,; (pmo := 1) zusammen. Diese Ausdriicke sind durch die

folgenden Bestimmungsgleichungen gekennzeichnet:

(2m + 2i — 1)”
j : ;
- j—k J— 1 Mmj f] ik
Gmj(u) = Z(—l)j < ik > M—mou] (8.32)
k=0
— My, )
0 = ) Mmz & Pgs—yy  filr s > 1. (8.33)

t=0
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8. Anhang

Die Polynome 7, ¢(u) sind damit definiert durch

d
Tmf Zt (f— d) ZP (dfc)ch(u)-

Wegen

Mm2 52
Mmo

Mml £
Mmo
erhélt man fiir die ersten beiden 7, (u) (u < 0)

und  ppo = p2, —

Pm1 = —

1
rm1 (W) = tn1(w) + Pt + g = b (u) = _5(2m+ Du

1
rm2(u) = tme(u) — gmiu = §(2m +1)(2m + 3) u? — Mo Eu.

8.8 Gleichgewichtsbedingungen

(8.34)

(8.35)

(8.36)

(8.37)

Die folgenden Gleichgewichtsbedingungen wurden bei der Herleitung von (5.33) be-
nutzt. Alle ergeben sich aus (2.42) bzw. (2.48) durch entsprechende Multiplikation

mit den ,benctigten Termen. Am einfachsten sind diese Umformungen anhand der

Ausdriicke (5.15)-(5.18) nachzuvollziehen, die sich gegen Terme aus HY

wegheben.

Mit den Bezeichnungen aus (5.2), (5.23) und (5.52) ergibt sich fiir die in f; quadra-

tischen Terme:

1.
Apg
/A @ 2 (771 [Oupe,) + miG 62[0upe,| + K 61 [&JP%]) [V fu(S))?
- - Z j [ @828 w0 o, Do) [V (S

2.

— / d*S Npy, <770[pH;§] +mG o [PH,%] + Ky 50[/)H,3]) [Afr(S)]?

= Y Jf A5 Ll w)oupe) [AA(S)P

=1 A
3.

- / S Ao (mlom] + miG 6o, ) + K di[om])V Fu(8)VAfi(S)

Zf d*S'd*S" WM W pp, (1) pey) V f1(S)V A fi.(S')

7j=1
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Die linearen Terme sind analog zu den obigen, jedoch in den Rechnungen offensicht-

licher. Dabei benutzt man oft den Greenschen Integralsatz
- / &S a(S) Vb(S)V f(S) = / &2 (b(S) Va(S)V£(S) + b(S) a(S)Af(S)) ,
A A

weil die Randterme 7{ a(S)b(S) V f(S) - dS = 0 verschwinden sollen.
DA

8.9 Hohenkorrelationsfunktionen ( fz(q) f](q)>

Fiir die explizite, aber iibersichtliche Darstellung der Hohenkorrelationsfunktionen
( ﬁ(q) ﬂ(q)) werden die folgenden voriibergehenden Bezeichnungen benutzt: Da man
715(q) direkt in Terme aufspalten kann, die einen ¢?-Faktor enthalten (vgl. (5.34)),

soll 475" (¢) so definiert sein, daB sich

2 A, eff

VfZ(Q) = dj(Q? a’pcla”p(:g) + q 712 (q) (838)

schrieben 1aft. Zur weiteren Verkiirzung sei nur in diesem Abschnitt wa(q) =
d}(q, O/ pe, On pCQ), so dafi sich

(Ef)n(Q) = Gn(Q) - CD12(Q) +q2’Y1e1fF(Q)
2
@) = Tile) =3 (q) — 23, #i(0) + 243 Y~ Hai(q)
a,j=1
(Eg)az(q) = Gazlq) — @12(q) + ¢*vsh (q)
2 (8.39)
i) = Tolg) =5 (@) — 232, #ai(q) + 242 > Hiaylq)
a,j=1
(Ee)12(q) = Gialq) + @12(q) + ¢*v3 (q)
2
@) = () +2didy > Waylq)
a,j=1
ergibt. Es gilt erneut
2
> @) =1"(a). (8.40)
ij=1
Damit ist
-1
by Fo 2 eff [Gra(q) + @12(q) + 1 (9)]

Bfi(@)fi(—a)) = |Gulq) — @a(q) + ¢ 7 (q) — Con(q) — oalq) + S (0)

(8.41)
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Im Grenzfall verschwindender Gravitation G = 0 ergibt sich daraus

[onlg) + v (0)]?]
—@1a2(q) + ¢*v55 () ] (542

B(fe(@) fe(—a)) = [— D1a2(q) + 7 (q) —

Man beachte, daB (f¢(q)f¢(—q))g—o — oo fiir ¢ — 0. Analog ist

fer N\ e B . 9 eff [Gia(q) + @12(q) + QQWfoF(Q)}Q B
B{fs(@fi(—a)) = |Gazlq) — @12(q) + 7752 (¢) — Gnlq) — omla) £ e (a) ]
(8:43)
und
B(f(a) fs(—a))
= |Gu(g) + @12(q) + 5 (q) (8.44)
 [Gula) = @) + 1T (0)] [Caa(a) — @r2(9) + ¢*v55 (0)] B
Gia(q) + @12(q) + v (q)
Insbesondere erhalt man wieder fiir G =0
Bifi(a) fs(~a) 1
P o e L= 91200) + P (@] [ - 90 + Pt @] |
— [ 12(9) + 7% () (@) + (@) ] ,
(8.45)

so daB (f¢(q) f$(—q))g—o — oo fiir ¢ — 0 auch erfiillt ist.

Desweiteren ist der Spezialfall einer verschwindenden Komponente enthalten. Sei

beispielsweise Ap, — 0 und ebenso & — oo, um fT(R) = &fj& f(R)+ &i& f2(R) —

f1(R) zu erreichen (vgl. (4.45)). Die Formel (8.41) und reduziert sich dadurch auf
die bekannte Form aus Ref. [78], wohingegen (8.43) und (8.44) nicht mehr existieren.

Die asymptotische Form fiir G — 0 und ¢ — 0 ist mit der aus Ref. [33] identisch (s.
auch Diskussion zu (6.60) und (6.61)).
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Summary

Liquids belong to the most important components of life. Therefore they gain a fun-
damental meaning in biology and medicine. In addition, they have many technical
applications and products. Frequently, water, aqueous solutions or colloid-/polymer
mixtures are used in these applications. In biological and technical processes, mixtu-
res of complex fluids play a relevant role. Liquids cover a large scientific variety and
therefore require special efforts to understand their inner structure. Their scientific
spectrum extends from simple liquids (liquid argon), to metallic liquids (mercury),
complex fluids (colloids, alcohols, liquid crystals, polymers, water), electrolytes (salts
in aqueous solution, acids) and quantum liquids (helium).

The liquid state is situated between gases and solids: it shows no long-range order
like solids but its density lies orders of magnitude above typical gas densities. The-
refore, in general, properties typical of both gases and solids are absent in liquids.
For instance, liquids exhibit a by far greater incompressibility than gases and mobi-
lity than solids. This can be illustrated more quantitatively. If Uy denotes the total
potential energy and Ty the total kinetic energy of a system with N interacting
particles, one finds Ux/Tx > 1 in solids, Ux/Tn < 1 in gases and Ux/Tn ~ 1 in
liquids. Therefore it is not a simple task to describe this state with statistical me-
thods to include the underlying microscopic picture. The problem arises from the
fact, that there is no exactly solvable model for liquids comparable with the ideal
gas model or the Einstein-model for solids. All models starting from the low density
limit give a poor picture of the liquid-solid transition, which is in particular related
to a break in symmetry. On the other hand lattice models tend to overemphasize the
solid features. The techniques developed so far are based on different simplificati-
ons. For example, the molecules are often considered to have spherical symmetry or
polymers are treated within an effecive particle picture. Nevertheless, considerable
progress has been made in understanding the equilibrium bulk properties of liquids
over the last decades. But the structure of non-uniform or inhomogeneous fluids who-

se densities show a spatial variation is less well understood. In particular, wetting
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phenomena, fluids in contact with curved substrates, thin films and liquid-liquid or
liquid-vapor interfaces have been of increasing interest to scientists in recent years.
Not only does theoretical work explore this rich field of new physical phenomena,
but also in experimental studies many new tools have been developed to discover

unkown effects in such systems.

In this work we consider the lateral flat interface of a binary fluid mixture, and
we are particularly interested in its capillary wave spectrum. Therefore, the main
goal is to find a description for the energy density of capillary waves of a liquid-vapor
or liquid-liquid phase interface in a mixture of simple fluids. In contrast to gravity
waves which perform work against the gravitational field, the capillary waves are
inhibited by the surface tension. Strictly speaking, capillary waves arise from ther-
mally excited density fluctuations at a liquid-vapor or liquid-liquid interface and
thus contributions of both components of the mixture are included. In particular,
these actual contributions are worked out here, so that a relation arises between the
microscopic model of inhomogeneous fluids and its capillary wave spectrum. Since
for each component a surface within the liquid-vapor or liquid-liquid interface region
of the mixture can be defined, from the relation mentioned above three height cor-
relation functions can be calculated, which might be determined in X-ray scattering
experiments.

Since within the interface region the density varies rapidly it is convenient to use
density functional theories to characterise accurately the inhomogeneities in such

systems.

After the first chapter, which gives a rough overview about the published work
related to theories of inhomogeneous fluids, the origin of density functional theory,
microscopic models of surface tension and its correction due to curvature effects
and capillary waves theories, Chapter 2 then summarizes more explicitly the funda-
mentals of density functional theory and the typical capillary wave theories. In the
present work, we start from a density functional Q[p;(r), p2(r')] for a binary liquid
mixture (s. (2.36)), which gives the bulk phase diagram for constant pressure and
vanishing external potential (s. Fig. 2.7). From the equilibrium condition (2.48) the
temperature dependence of later used parameters are calculated, for example the
“correlation lengths” &;(T), i € {1,2} for each component (s. (2.54)) and the equili-
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brium bulk densities p:(T) (see also (2.25), Fig. 2.8, and Fig. 2.9). The functional
() gains important meaning after minimization with respect to the spatial varying
densities p;(r): it then becomes the grand canonical potential and hence forms not

only the microscopic model but also the thermodynamic basis of this work.

Since the functional 2 can also be minimized under the constraint that on two
given surfaces f;(x,y) each equilibrium density p;(r) should take a fixed predefined
value p; (s. (2.28)),

pi(xvya z = fl<x7y)) = Pi; <S_1)

the functional §2 can be used to define an effective interface Hamiltonian H. To that
purpose, one compares formally the value of the grand potential € for a fixed but ar-
bitrary surface configuration { f1(z,v), fo(z,y)} and the value for a flat configuration

{c1, co} parallel to the xy-plane (s. (2.56)):

H[f(R7 R/)] = Q[pfl(r>7 Pf2 (I‘l)] - Q[pq(z)a Pes (z/)] ) (S'Q)

where f(R,R') = (fi(R) — c1, L(R') — e2)= (ff(R), f5(R')). Here, py,(r) is the
equilibrium density with the above mentioned requirement (S-1) for a non-constant
surface f;(x,y), while p.,(z) denotes the analog quantity for a flat surface ¢; parallel
to the zy-plane. As an additional condition the derivatives of the functions ff(x,y)
are small, which means ff varies slightly. Hence, the resulting Hamiltonian H de-
pends on the microscopic picture and implicitly on f; and ¢;. Here, the difference
dca1 = ¢ — ¢ is basically fixed by the external gravitational potential V;(z) in €,
which acts along the z-direction (s. (2.42) and (2.50)). A crucial feature of this ap-
proach is the opportunity it gives to associate a width with each surface f;: although
the “width” does not refer mathematically to f;, but to the fact, that the densities
pi(r) vary continuously between the bulk densities. Hence, they take a value bet-
ween the bulk densities at “their” interface. The width is then defined via the region,
where the densities have not yet reached a certain percentage of their bulk densities.
Typically, the interface widths are of the order of the correlation length &; (see Fig.
2.1, Fig. 2.10), and thus, their temperature behavior plays an important role in this

description.

Strictly speaking, this approach allows the computation of the grand canonical po-

tential difference between each given surface configuration and a flat configuration.
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But for a statistical picture one would need to know many of these differences expli-
citly. The idea persued in this work is based on a separation of the surfaces f; from
the densities p;, such that H can be expressed explicitly by the unkown functions
fi. Therefore, one gets the energy density of different configurations, which makes
the computation of further statistical quantities possible. Moreover, it should be
possible to express the energy density of H with respect to the fourier modes ff of
the surfaces in order to decouple different modes. Section 2.3 ends with an overview

of the most important and frequently used quantities (Table 2.1 and Table 2.2).

Before performing the conversion mentioned above, in Chapter 3 another simpli-
fication of H is considered, in which the density profiles are approximated by dis-
continuous profiles (s. (3.1)). These profiles show a jump at the interface position f;
from one bulk density to the other (“sharp kink approximation”), which means the
width of each interface is set to be 0, or & = 0. Unfortunately, in this approach the
energy density of the surface excitations cannot be derived properly. The reason for
this lies in the special form of the reference free energy term for a system of hard
spheres, which is used to model the repulsive part of the interactions (see (2.37)) and
which thus includes the ideal gas terms as well as additional entropic contributions.
This expression depends on both densities, which have to be evaluated at the same
spatial point. This means, that one has to decide whether a density already takes the
value of its gas or not, although one does not know where the interface is located.
Therefore, within this approximation one gets an expression for H, whose density
cannot be arranged in products of the form ﬁ fj in fourier space due to terms like
|/f—\|(q), where f~ = fo — f1 (s. (3.12)). Thus a mode-decoupling is not possible.
This result already indicates the difficulties caused by such hard sphere contributi-
ons, which arise naturally in every reasonable density functional for liquids. We will
come back to this problem later. With the additional condition, that both surfaces
are essentially the same, f; = fo, the critical terms including |f~| vanish and a
wave-length dependent surface tension v¢(g) can be derived (see (3.16)). It shows
a monotonic decrease with increasing wavelength and falls off to 0 (s. Fig. 3.1). But
this result has no real physical meaning: it would imply that the small wavelength
excitations are energetically less supressed than large wavelength excitations, which

means, that the interface is strongly deformed on very small length scales.



Summary 171

The aforementioned separation of the surfaces from the densities consists of an
expansion of the inhomogeneous profiles p;(r) in powers of the local curvatures of
the surfaces (Chapter 4). Therefore, the normal coordinates ((4.1) and Fig. 4.1) and
the principal curvatures x;x, k € {1,2} (s. (4.7)) of the corresponding surface f;
are introduced, such that each density p;(r) can be expressed with respect to its

isodensity surface (see also (4.12))

P (I‘) = Py, (S7 u) ) (8—3)

where u denotes the normal distance to the surface f;(S) and S is the corresponding
lateral coordinate in the surface. With Eq. (S-1) it follows that gy, (S,u = 0) = p;.

If the ratio between the width & and the local curvature radii m;,i, ke {1,2}, stays
small, the curvature expansion can be applied (s. (4.17)). With the local mean and

Gaussian curvature, H = H(S) and K = K (S) respectively, one writes
py.(S, ) = e, (w)+2H,; p, (w) + K prc, (w) +AH] pyz(w) +2H K, payrc, (u) - ., (S-4)

where a set of unkown weight functions py(u), A € {H, K, H?, ...} is introduced. The
first term p.(u) is meant to be the density p.(z) expressed in normal coordinates of a
flat interface which results in a simple linear shift z = u+ c. This expansion basically
involves a separation of local geometrical quantities and terms, which describe the
thermodynamic properties normal to the interface. Moreover, it is also a separation
of short length scales, namely the thickness of the interface &; from its curvature
radii /ﬁ;,i Nevertheless both length scales, & and /i;,i, are still combined in the same
formula that forms the basis of a unified description over all length scales.

But this idea leads to the same key problem as explained before within the context of
the “sharp kink approximation”: the free energy density of hard spheres in {2 depends
simultaneously on both densities (see (2.37) or (2.58)) and it is not clear which set
of normal coordinates should be used to transform this term. Choosing one normal
coordinate system would imply that the second component has to be expressed in
terms of the first. But both surfaces are unknown, so that every approximation
starting from such an approach cannot be reasonably controlled.

To solve this problem, the concept of a mean surface is introduced in the present
work. This surface is constructed from f; and f, and can also be considered as an
isodensity contour of a density, which is a likewise combination of py, and py, (see
(4.22), Fig. 4.2 and (4.29)). One can prove that the mean surface f can be written

approximately as

i & &1 )
f (I7y) ~ §1+€2 fl(xay)—'— €1+€2 fQ(xvy)’ (S 5)
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where &;, i € {1,2} again denotes the interfacial thickness (s. (4.45)). Thus, this
combination depends on temperature. The reason for the appearance of §; in Eq.
(S-5) lies in the chosen ansatz Eq. (4.22) which preserve a relation to the densities
pi. Therefore, fT is not constructed from pure geometrical considerations. Eq. (4.22)
means that the normal distance u; in units of the interfacial thickness &; to a point
of the mean surface fT has to be the same for both components. On the other hand,
this means, that each density p;, shows the same degree of change with respect to
the difference of the bulk densities along the normal direction of its surface. Thus,
by construction, f! lies in between f; and f,. The idea is to perform the curvature
expansion of the local free energy density with respect to fT and to express the re-
sulting terms again with respect to f; and fo using the explicit formula Eq. (S-5). In
this approach, the non-zero width &; of the interfaces is crucial. Later it will turn out
that the mean surface is not only a tool to overcome the problem of an appropriate

description, but also has a physical meaning (s. Chapter 6).

In the Section 4.4 the weight functions py, A € {H, K, H? ...} of the curva-
ture expansion Eq. (5-4) are discussed. The focus of the considerations points to
the link between the functions p) and the planar profile p.. For this purpose, the
exact solution for a density profile within geometries with global non-zero constant
curvature, cylinder and sphere, is calculated on the basis of a van der Waals mo-
del. The obtained solution is expanded into powers of the inverse curvature radius,
which gives the functions p, as prefactors (see (4.56), (4.58), (4.63), and Fig. 4.4).
One observes, that the functions p, show special symmetries and scaling properties
(see (4.64), (4.65), and (4.66)), which can be used to simplify the inner structure of
the curvature expansion (s. (4.67)) if one assumes that these relations are valid for
all geometries. On the other hand, one may use the same van der Waals model for
more general curved objects and put in the new curvature expansion as an ansatz.
This leads to an expression, which describes approximately the general influence of
curvature on density profiles (s. (4.90)).

The real quantitative influence of the function pg, which is of special importance
in the subsequent discussion, is controlled by a factor C'y that was introduced in
formerly published works. The observation made in Section 4.4 about Cy suggests,
that with increasing temperature the parameter should vanish like ~ £71(T), in
contrast to a temperture independent factor (see (4.72)). The difference consists in
the temperature dependence of the curvature influence in lowest order which vanish

with increasing 7' or is assumed to be constant. Here, experiments could solve the
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problem: at least two measurements at two different temperatures of the already
derived wave-vector dependent surface tension «y(q) (see [78]) may help to decide

wether C'y shows a T-dependence or not and if so, to give a hint how Cy changes
with 7.

Chapter 5 includes the described transformation onto normal coordinates as well
as the curvature expansion of each term in H. Each subsection ends with a Gaus-
sian approximation, which is a summation of all terms up to second order in the
suface fields ff. Since these preliminary results change due to multiple applications
of the equilibrium condition (s. Section 8.8), the resulting form of H is summarized
at the end of that chapter (see page 91). The fourier decomposition leads finally
— within the Gaussian approximation — to an expression for H which depends on
the planar density profile p,,, the expansion function py,, the interaction potentials
and the sufaces ff, i € {1,2}. Hence, this is the first formulation of the statistical
weight of a surface configuration with two surfaces in consideration of the underlying

microscopic interactions (the label G refers to “Gaussian approximation”):

HOlH@] = - [P0 (@) Gela) + Wela) + o' i fla). (80)
TJa

Here, the 2 x 2—matrix G¢(q) reflects the influence of gravity, while We(q) contains
all terms coming from the attractive interaction potentials w;;(r), 7,5 € {1,2} and
the constant matrix K¢ includes parts of the hard-sphere reference free energy, which

acts as repulsive part of the particle interaction.

It is useful to diagonalize HE in order to obtain a mean surface f*(q) := z(q) f¢(q)+
(1-2(q)) f¢(q) and a relative surface f~(q) = f5(q) — f&(q) (see (6.6), (6.7) in
Chapter 6). These names are justified not only by the decoupling of the surfaces — in
analogy to the two body problem — but also by their energy spectrum. From (S-6)

one gets

1

HEfH(a), [ (@)] = E/Aqu @A () + If (@P A (q) - (S-7)

It turns out that the energy density A™(q) is the natural generalization of the formula

found for a single interface [78]. It can be written as (see (6.14))

A () =GG" () + " (a), (S-8)
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where G is the gravitational constant and G G*(q) captures the gravitational in-
fluence on f*. The term ¢ v(q) describes the cost in free energy that has to be
performed against the surface tension v*(¢q) to bend the surface f* with a wavevec-
tor |q|. G*(¢) and vt (q) are sums of terms found for a single component interface. In
particular, % (¢) shows a similar behavior like its one-component analog, depending
on the choice of Cy (see Fig. 6.1 and Fig. 6.2). This also means, that the theory
for a single interface is included by setting fo = f; in (S-7). Especially, from the
generalization of the surface tension v+, a capillary length [, can also be defined

similar to the one component case (see (6.16)).

The energy density A~(q) = det (Ge(q) + We(q) + ¢*Ke) /AT (g) shows a much
more complex structure (s. (S-6)). Even in the absence of gravity, G = 0, one finds

(see (6.24))

Ay (@) = =00, 0pe Do) + P (0), (5-9)
where ¢* 7~ (q) has the same meaning as ¢y (q) before, but concerns the relative
surface f~. In particular, A, (¢ = 0) # 0, has a simple physical meaning: even for
G = 0 one has to perform work against the attractive interaction potential between
the components to separate the surface f; from f;. In other words, even a “deforma-
tion” of the relative surface f~ with an infinite wavelength costs energy. This work is
described by the term — LD(O, O e, On pCQ) ,which depends on the Fourier transformed
interaction potential between the two particle species, wi2(q, z), and on the deriva-
tives of the two planar density profiles dp,,, i € {1,2} with respect to z.

For low temperatures, A, (¢) increases monotonically. But with increasing tempera-
ture a maximum and a minimum arises at longer and shorter wavelengths, respec-
tively. At temperatures close to the critical point, the maximum disappears, while
the minimum is shifted to longer wavelengths and its depth is increased (see Fig.
6.6 and Fig. 6.7). The choice of Cy determines the details of this general behavior.

A comparison between A and v shows that the root of their ratio /v (q)/A; (¢)
for long as well as for short wavelengths is of the order of one or two particle dia-
meters (see Fig. 6.8 and Fig. 6.9). This means that both quantities are have equal
contribution to the interface structure of the mixture.

Moreover, the introduced surface tension v~ (¢) shows a similar behavior as v (q)
only if C'y does not exceed a critical value: if C'y stays smaller than this value or
vanishes fast enough with increasing 7", then v~ (¢)/~7~(0) exhibits a minimum that

vanishes with increasing temperature. But as soon as Cj exceeds the critical va-
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lue, the minimum becomes deeper with increasing 7'. In both cases, the minimum
is shifted towards longer wavlength (Fig. 6.12), even v~ (0) < 0 is possible, which
means that distortions with long wavelengths become energetically favorable, even
if they produce additional surface patches. Therefore, one may call this phenomenon
a “demixing” mode. A comparison between v*(¢) and v~ (q) shows, that v~ is at
least a factor 4 smaller than v+ (Fig. 6.13).

In total, the mean surface f seems to be more robust and stiff than the relative sur-
face f~. This is concluded from the observation, that the minimum of v (q)/y*(0)
is generally situated at larger wavelengths than the minimum of v~ (¢q)/y(0) or
A, (q)/A; (0), respectively. But also the sensitivity of f~ on changes of Cy, for in-
stance, influences the height correlation functions (f¢(q) fjc(—q)>, which are related
to the energy densities A™(¢) and A~ (¢) and which conduce to a starting point for
scattering experiments (s. Fig. 6.14,Fig. 6.15, and Fig. 6.16). It turns out that these

height correlation functions can be written as

df@fica) = o ($-10)
B{fi(a)fs(—a) = %, (S-11)

with constants a; and z and positive functions o;(q) and (;(q), i € {1,2} (see (6.53)
and (6.54)). The normalized functions o;(¢q) and (;(q) are shown in Fig. 6.17-Fig.

6.20 and surprisingly they have a similar structure as the “original” function y*(q).

Finally, for a vanishing gravitational field one gets the following picture from the
functions y*(q), A; (¢) and (f¢(q) f(—q)) (see Fig. 6.1, Fig. 6.2, Fig. 6.6, Fig. 6.7,
Fig. 6.14, Fig. 6.15, and Fig. 6.16): at lower temperature the excitations of the mean
surface [ with wavelengths of the order of several particle diameters are energetical-
ly favored, while any excitation of the relative surface f~ with non-zero wavevector
are surpressed. With increasing temperature the situation changes: the minimum
of the surface energy v (q) is shifted towards larger wavelengths and disappears
gradually. But the energy density of the relative surface A} (¢) shows an emerging
minimum, that may become deeper with larger T'. The detailed temperature depen-
dence of such curves depends sensitively on the model for the curvature influence
which is related to the choice of C'y.

For the surfaces ff this means that one of them plays the role of the mean surface at
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low temperatures, while the second fluctuates almost freely on shorter length scales.
With increasing temperature this difference disappears and the surfaces oscillate
against each other, so that small “cavities” may arise, which are enriched alternately
with one of the components, what might be called “local demixing” (see Fig. 6.21).
However, one has to keep in mind that for large T" values the interfacial width diver-
ges, and a “local demixing” is supported by the notion that the interfacial thickness

stays small compared to the above mentioned cavity size.
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