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Kapitel 1

Grenzflächen von Flüssigkeiten

Für jedes lebende System sind Flüssigkeiten zum längeren Bestand notwendig. Dar-

aus ergibt sich grundsätzlich die Bedeutung von Flüssigkeiten in der Biologie und

in der Medizin. Doch auch an vielen industriellen Anwendungen sind Flüssigkeiten

beteiligt. Oft handelt es sich dabei um Wasser, um wässrige Lösungen oder komplexe

Kolloid-/Polymer-Mischungen. Im Regelfall spielen in biologischen wie auch in tech-

nischen Prozessen Mischungen komplizierter Flüssigkeiten eine entscheidende Rolle

beispielsweise bei Transportprozessen. Das wissenschaftliche Spektrum, das Flüssig-

keiten ausfüllen und damit besondere Herausforderungen an das Verständnis stellen,

reicht von einfachen Flüssigkeiten (flüssiges Argon), über metallische (Quecksilber),

komplexe (Kolloide, Alkohole, Flüssigkristalle, Polymere, Wasser), elektrolytische

(Salze in wässriger Lösung, starke Säuren) bis zu Quantenflüssigkeiten (Helium).

Flüssigkeiten stellen einen besonderen Zustand der Materie dar: sie besitzen kei-

ne Fernordnung wie Festkörper, ihre Dichten allerdings können die eines Gases um

mehrere Größenordnungen übersteigen, wodurch sie typische Eigenschaften von Ga-

sen verlieren. So sind Flüssigkeiten weitaus inkompressibler als Gase, aber viel
”
be-

weglicher“ als Festkörper. Anders ausgedrückt, ist das Verhältnis zwischen totaler

kinetischer und potentieller Energie, das in Gasen sehr groß und in Festkörpern sehr

klein ist, bei Flüssigkeiten ungefähr eins.

Daraus ergibt sich auch die Schwierigkeit, diesen Zustand mittels statistischer Me-

thoden, die mikroskopische Betrachtungen miteinbeziehen, zu beschreiben. Es gibt

kein exakt behandelbares Modell, wie beim idealen Gas oder Festkörper (Einstein-

modell), auf dessen Grundlage sich eine Störungstheorie für den nicht idealisierten

Zustand entwickeln ließe. Alle Modelle, die dennoch vom Grenzfall geringer Dichte

1



2 1. Grenzflächen von Flüssigkeiten

ausgehen, liefern keine Darstellung des flüssig-fest Phasenübergangs, mit dem insbe-

sondere eine Symmetrieänderung der Ordnung verbunden ist. Auf der anderen Seite

neigen Gittermodelle, die eine Flüssigkeit ähnlich einem Festkörper mit vielen mo-

bilen Fehlstellen beschreiben, in diesem Fall grundsätzlich zu einer Überbewertung

des Festkörperbildes. Der gas-flüssig Übergang wird damit nicht korrekt erfaßt. Die

bisher entwickelten Techniken beziehen sich weitgehend auf mehr oder weniger star-

ke Vereinfachungen. So werden die beteiligten Moleküle oft als sphärisch betrachtet

oder Polymere durch effektive Teilchen, die sich z. B. teilweise durchdringen können,

beschrieben [1]. Noch schwieriger ist daher die Beschreibung inhomogener Systeme,

die beispielsweise Phasengrenzflächen enthalten.

Ein oft benutzter Zugang zu diesem Problem liegt in der Behandlung sogenannter

Hart-Kugel-Flüssigkeiten, die auf eine Idee van der Waals im Jahr 1873 zurückge-

hen. Diese Modellflüssigkeit besteht im einfachsten Fall nur aus sphärischen Teilchen,

die sich nicht durchdringen können und die sonst keinerlei Attraktion aufeinander

ausüben. Jede Eigenschaft dieser Flüssigkeit ist damit rein entropischer Natur. Be-

herrscht man die Beschreibung dieses Modells, dann läßt sich durch Hinzunahme

von Attraktionen oder äußeren Feldern ein störungstheoretischer Ansatz für reale

Flüssigkeiten konstruieren.

Das um 1914 eingeführte Konzept einer Nahordnung der Moleküle in einer Flüssig-

keit und der diese Ordnung beschreibenden Verteilungsfunktionen durch Ornstein,

Zernike, Prins und Debye ist seitdem die wesentliche Grundlage für alle folgen-

den Flüssigkeitstheorien. Dies liegt nicht nur im experimentellen Zugang, den die

Fouriertransformierte der Verteilungsfunktion als sogenannter Strukturfaktor bie-

tet, sondern auch im Zusammenhang dieser Funktion mit vielen thermodynamischen

Größen begründet. Born, Bogoljubow, Green, Kirkwood und Yvon entwickelten ab

1935 eine Erweiterung dieser Idee, die eine Verbindung zwischen der Verteilungs-

funktion und dem Wechselwirkungspotential mittels Integralgleichungen herstellt.

Durch verschiedene Approximationen für die Verteilungsfunktion lassen sich schließ-

lich Zustandsgleichungen für spezielle Systeme wie harte Kugeln ableiten, die dann

ihrerseits, wie oben schon angedeutet, als Ausgangspunkt für kompliziertere Modelle

dienen [2,3,4,5,6,7,8].

Allgemeiner ausgedrückt wählt man als Referenzsystem immer ein Modell, dessen

Eigenschaften gut bekannt sind. Störungstheorien erlauben dann das Studium der

Veränderungen dieser Eigenschaften unter Hinzunahme einer weiteren Wechselwir-

kung, die schwach an das Referenzsystem gekoppelt ist. Derartige Ansätze, sowie

die oben erwähnten Integralgleichungen für homogene Systeme bieten eine zufrie-
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denstellende Abbildung der Struktur einfacher Flüssigkeiten. Der Erfolg basiert auf

der Tatsache, daß attraktive Wechselwirkungen bei der Strukturbildung der Nahord-

nung in homogenen Systemen eine weniger relevante Rolle spielen. Diese sind aller-

dings nicht mehr vernachlässigbar, wenn man inhomogene Systeme betrachtet, das

heißt beispielsweise Flüssigkeiten an Wänden oder Phasengrenzflächen. Insbesonde-

re kann eine Phasengrenzfläche nur dann entstehen, wenn es Attraktionen zwischen

den Teilchen gibt [9,10].

Oberflächen- und Grenzflächenphänomenen kommt eine zentrale Stellung in Natur

und Technik zu. Dies gilt nicht nur für Festkörperoberflächen. Auch
”
Berandungen“

von Flüssigkeiten haben einen Einfluß auf unterschiedlichste Vorgänge. So ist der

Begriff der Kapillarität eng mit der Nährstoffaufnahme bei Pflanzen verküpft, Be-

netzung spielt in vielen Produkten eine wichtige Rolle, Tenside in Lungensystemen

sorgen für den Abtransport von Schadstoffen und der Stofftransport durch Grenz-

flächen ist von Interesse bei Extraktionsprozessen, bei denen es zu einer Anlagerung

einer Komponente an der Oberfläche des Gemisches kommen kann. Dabei interes-

siert man sich je nach Fragestellung für die Ladungsverteilung oder die Orientie-

rung in der Nähe von elektrolytischen bzw. flüssig-kristalliner Grenzflächen oder für

Adsorptions- oder Schmelzvorgänge beispielsweise in porösen Medien. Zudem gibt

es in technischen Verfahren kaum eine Festkörperoberfläche ohne einen adsorbier-

ten Flüssigkeitsfilm. Je nach Herstellungsprozeß muß man die Eigenschaften solcher

Filme gut kennen, um sie kontrolliert nutzen zu können.

Im Falle von Grenzflächen zwischen gasförmiger und flüssiger Phase ändert sich die

Dichte nicht sprunghaft, sondern kontinuierlich. Diese Einsicht, die schon 1831 von

Poisson gefunden und die 1873 durch van der Waals quantitativ beschrieben wur-

de, erfordert eine entsprechende Erweiterung der oben angesprochenen Theorien für

homogene Systeme unter Berücksichtigung der Dichteinhomogenität. Dazu haben

sich neben Erweiterungen der schon genannten Integralgleichungen auf inhomoge-

ne Systeme besonders Dichtefunktionaltheorien etabliert. Diese stellen Funktionale

einer ortsabhängigen Dichte bereit, die in ihrem Minimum, welches durch die Gleich-

gewichtsdichte realisiert wird, schließlich die Bedeutung eines thermodynamischen

Potentials annehmen. Damit erhält man den Anschluß an thermodynamische Eigen-

schaften von inhomogenen Systemen. Die Dichtefunktionaltheorie wurde ursprüng-

lich von Hohenberg und Kohn 1964 für die Grundzustandsenergie eines Elektronen-

gases in einem äußeren Potential bei verschwindender Temperatur entwickelt [11,12].



4 1. Grenzflächen von Flüssigkeiten

Ein Jahr später erweiterte Mermin diese Arbeit für nicht verschwindende Tempe-

ratur [13]. Ebner und Saam benutzen 1976 diese Ergebnisse für klassische Systeme

und Flüssigkeiten [14,15]. Seitdem hat sich die Dichtefunktionaltheorie zu einem un-

entbehrlichen Werkzeug in der Theorie der Flüssigkeiten entwickelt, nicht zuletzt

durch die Arbeiten von Evans [16].

Allein die Berechnung und Messung der ortsabhängigen Dichte genügt nicht um

ein detailliertes Bild von gas-flüssig Grenzflächen zu erhalten. Zunächst stellt sich

bei einem kontinuierlichen Verlauf der Dichte die Frage, was mit dem Begriff
”
Grenz-

fläche“ überhaupt noch gemeint sein kann, und ob man nicht besser die Beschreibung

einer
”
Grenzregion“ bevorzugen sollte. Das Problem der Definition einer Grenzflä-

chenposition erkannte bereits Gibbs und setzte die heute noch gängige Grenzflä-

chenposition so, daß die Exzessadsoption an der Grenzfläche verschwindet1. Diese

Definition setzt die Kenntnis der im allgemeinen unbekannten Gleichgewichtsdich-

te voraus und ist damit nicht anwendbar auf eine gegebene mikroskopische Kon-

figuration der Teilchen. Dieses Problem ist zentral bei Monte Carlo Studien oder

Simulationen der Molekuardynamik einer solchen Grenzfläche. Darüber hinaus ist

diese Wahl im allgemeinen nicht eindeutig, insbesondere im Falle gekrümmter Be-

randung wie beispielsweise bei Tropfen läßt sich auch die sogenannte
”
surface of

tension“ als Position der Grenzfläche definieren [18]. Betrachtet man hingegen die

planare Grenzfläche einer binären Mischung, dann läßt sich keiner dieser thermody-

namischen Zugänge nutzen um
”
die“ Grenzfläche einer Mischung zu definieren, weil

nunmehr nicht nur die Gesamtdichte sich kontinuierlich ändert, sondern innerhalb

der Grenzregion auch die Konzentrationen der Komponenten [19]. Vielmehr kann

man davon ausgehen, daß jede Komponente ihre Grenzfläche besitzt und daß diese

Flächen untereinander wechselwirken. Andererseits muß eine Theorie beider Flä-

chen, sofern sie in ihrer Position übereinstimmen, die Beschreibung einer enthalten.

Ein weiteres Problem entsteht durch die hohe Platzwechselrate der Flüssigkeitsteil-

chen, die bei Raumtemperatur bei ungefähr 108 Wechsel pro Sekunde liegt. Diese

mikroskopische Sichtweise führt zu dem Schluß, daß eine Grenzfläche nicht fest in ih-

rer Gleichgewichtsposition verharrt, sondern wie die Teilchen selbst um diese fluktu-

iert. Andererseits sind diese Verbiegungen durch die Oberflächenspannung gehemmt.

Das führt auf die Frage nach einer mikroskopischen Theorie der Oberflächenspan-

1Mit der ”Gibbs dividing surface“ ist oft die so beschriebene Fläche gemeint, allgemeiner wird
aber manchmal jede mathematisch definierbare Grenzfläche in dieser Übergangszone als solche
bezeichnet, z. B. in Referenz [17].
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nung und deren Zusammenhang mit diesen sogenannten Kapillarwellen. Diese sind

grundsätzlich von den Schwerewellen zu unterscheiden, die ihre Energie gegen die

Gravitation aufbringen müssen und dadurch auch in Amplitude und Wellenlänge

von den Kapillarwellen deutlich verschieden sind [20].

Die ersten theoretischen Beschreibungen der Oberflächenspannung gehen auf Lord

Rayleigh und van der Waals zurück [21]. Es gibt viele Variationen dieser Behandlung,

die jeweils auf verschiedenen Approximationen beruhen und daher unterschiedlich

gute Ergebnisse erzielen [22,23,16]. Daneben haben Kirkwood und Buff 1949 einen

anderen Zugang entwickelt: dieser beruht auf einer mechanischen Betrachtung von

Oberflächendeformationen im Gegensatz zu den van der Waals-Theorien, die eine

thermodynamische Vorgehensweise benutzen, das heißt die Oberflächenspannung als

aufzuwendende isotherme Arbeit zur Bildung einer Einheitsfläche zu definieren [17].

Der Vorteil dieser Idee liegt in der unmittelbaren Verknüpfung zur oben angeführten

Verteilungsfunktion und zum Wechselwirkungspotential und bietet dadurch einen

Anschluß an die Dichtefunktionaltheorie. Die so berechneten Oberflächenspannun-

gen liegen durchweg unterhalb derer, die sich aus van der Waals-Theorien ergeben.

Eine Verallgemeinerung der van der Waals-Theorien wurde 1972 von Triezenberg und

Zwanzig basierend auf einer Idee von Yvon aus dem Jahr 1948 publiziert [24]. Darin

taucht erstmalig direkt die Verbindung zwischen Dichtefluktuationen und Fluktua-

tionen der Oberflächenposition und somit zwischen Dichtefluktuationen und Ober-

flächenspannung auf.

Die oben skizzierte Entwicklung der Theorie der Oberflächenspannung planarer

Grenzflächen, die einen Bezug zum Dichteprofil herstellen, motivierte viele Grup-

pen, diese Dichteprofile experimentell und durch Simulationen zu bestimmen, um

die verschiedenen Zugänge auf ihre Vorhersagekraft zu überprüfen. Frühere Arbei-

ten entstanden hauptsächlich mittels Ellipsometrie. Viele neuere Messungen wurden

hingegen mit Röntgestrahlen durchgeführt, wenngleich damit auch Schwierigkeiten

hinsichtlich der eindeutigen Bestimmung verbundenen sind [25]. Einige Beispiele

hierfür sind Helium [26,27,28], flüssige Metalle [29,30] und Mischungen [30]. Neu-

tronenreflektivitäten und Polarisationsanalysen werden ebenfalls benutzt, um die

Struktur flüssiger Grenzflächen zu bestimmen [31,32].

Die Anzahl der numerischen Arbeiten auf diesem Gebiet hat in den vergangenen Jah-

ren deutlich zugenommen. Dies liegt im wesentlichen an den verschiedenen zu Verfü-

gung stehenden Techniken. So werden neben Dichtefunktionalen [33,34,35,36,37,38,
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39] und Simulationen der Molekulardynamik [40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52]

auch Monte Carlo-Methoden [53,54,55], Integralgleichungen [56,57] und Gittergas-

Modelle [58,59] verwandt.

Neben bereits zitierten Arbeiten an planaren Grenzflächen entstanden auch Über-

legungen zur Korrektur der Oberflächenspannung in gekrümmten Geometrien, wie

sphärischen oder zylindrischen Tropfen. Diese Korrekturen hängen offenbar mit dem

Krümmungsradius des Tropfens zusammen, analog zur Laplace-Druckdifferenz einer

Seifenblase, die mit der Oberflächenspannung proportional zur mittleren Krümmung

der Blase ist. Tolman schlug daher schon 1949 eine Entwicklung der Oberflächen-

spannung in einen planaren und einen krümmungsabhängigen Teil vor [60]. Die Gül-

tigkeit dieser Entwicklung wurde viel diskutiert und noch immer erscheinen theoreti-

sche [61,62,63,64,65,66,67] und numerische [68,69,70,71] Arbeiten zu diesem Thema.

Ebenso ist auch der konzeptionell einfachere Fall von Hart-Kugel-Flüssigkeiten an

festen gekrümmten Wänden behandelt worden, in welchem nur repulsive Wechsel-

wirkungen und die Krümmungseinflüsse der Wände modelliert werden [72,73,74].

Der Einfluß von Krümmungen wirkt sich aber nicht nur auf thermodynamische Va-

riablen aus, sondern verändert auch das Dichteprofil selbst. Daher erscheint eine

Entwicklung des Dichteprofils in Krümmungen der Oberfläche natürlich [75,76]. In

allen zitierten Fällen aber werden die Krümmungsradien als konstant betrachtet,

insbesondere handelt es sich oft um eine sphärische oder zylindrische Grenzfläche

zwischen zwei Phasen.

Wie allerdings weiter oben schon erläutert wurde, entstehen durch Dichtefluktuatio-

nen auch mikroskopische Bewegungen der Grenzfläche selbst. Daher ist es sinnvoll,

den Einfluß der lokalen Krümmungen auf des Dichteprofil selbst in einer planaren

Geometrie zu berücksichtigen. Da diese Krümmungen durch Projektionen auf die lo-

kale Flächennormale definiert werden, ist eine Entwicklung des Dichteprofils in loka-

le Krümmungen der Grenzfläche bzgl. eines Normalkoordinatensystem günstig [77].

Diese Vorgehensweise wurde von Mecke und Dietrich 1999 umgesetzt [78]. Dadurch

erhält man eine Beziehung zwischen Dichtefluktuationen und Grenzflächenbewegung

unter Berücksichtigung stetiger Dichteprofile und der Wechselwirkungspotentiale.

Die dargestellten Schritte zur Herleitung eines effektiven Hamiltonians für Phasen-

grenzflächen begannen mit intrinsischen Dichteprofilen nach van der Waals, zu de-

nen Grenzflächenfluktuationen und schließlich Krümmungseffekte hinzu genommen

wurden. Buff, Lovett und Stillinger betrachteten 1965 hingegen die Breite dieses
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van der Waals-Dichteprofils als Resultierende aus Fluktuationen eines stufenartigen

Profils [79], das heißt die Kapillarwellen wurden als ursächlich für das durch van

der Waals beschriebene Profil angesehen und nicht die Volumen-Fluktuationen der

Teilchen. Insbesondere wird danach diese Breite von der Systemgröße und der Gra-

vitation abhängig. Weeks modellierte daraufhin 1977 mittels ähnlicher Ideen einen

Zusammenhang zwischen der Profilbreite und der Volumen-Korrelationslänge, sowie

zwischen thermischen Dichtefluktuationen und Kapillarwellen [80]. Dadurch wurde

klar, worin die eigentliche Schwierigkeit der Beschreibung einer gas-flüssig Grenz-

fläche liegt: in der Vereinigung sehr unterschiedlicher Längenskalen innerhalb eines

Modells, nämlich der Grenzflächenbreite, die fernab des kritischen Punktes zwischen

ein bis zwei Teilchendurchmessern und damit bei < 10−9 m liegt, und der Wellenlän-

ge der Kapillarwellen, die bis zu 10−3 m erreichen und bei verschwindendem gravita-

tivem Einfluß sogar divergieren kann. Nach Weeks und Bedeaux tragen Dichtefluk-

tuationen mit Wellenlängen bis zur Größenordnung der Volumen-Korrelationslänge

zum intrinsischen Dichteprofil bei, wohingegen langwellige Anregungen die Kapillar-

wellen
”
verursachen“ [81,82].

Der Vorteil der in Referenz [78] entwickelten Theorie liegt nun nicht nur in der

Berücksichtigung der lokalen Krümmungen, sondern auch in der umgesetzten Sepa-

ration dieser unterschiedlichen Längenskalen durch die schon angedeutete Entwick-

lung. Trotzdem bleibt dabei eine einheitliche Formulierung für die verschiedenen

Skalenbereiche erhalten, so daß insbesondere der Übergang von einem Regime zum

anderen beschrieben werden kann.

Während entlang der Flächennormalen noch immer ein van der Waals-Profil an-

genommen wird, über dessen
”
Entstehung“ keine Aussage2 gemacht wird, werden

die langwelligen Beiträge zur Energie durch eine Kopplung zwischen Krümmung

und Wechselwirkung bestimmt. Damit läßt sich eine Vorhersage über die Energie

der Kapillarwellen in Abhängigkeit ihrer Wellenlänge machen. Setzt man diese ins

Verhältnis zur makroskopischen Oberflächenspannung, dann ergibt sich eine Ver-

ringerung dieses Verhältnisses für Wellen mit einer Wellenlänge, die bei niedrigen

Temperaturen ungefähr dem eines Teilchendurchmessers entspricht und die sich bei

höheren Temperaturen zu größeren Wellenlängen verschiebt. Für Wellen kleinerer

Wellenlänge hingegen wächst dieses Verhältnis wieder an und steigt monoton (vgl.

2In der Arbeit [78] wird von zwar von einem Dichtefunktional ausgegangen. Allerdings ergibt
sich aus dessen Minimierung nicht diese klassische Form der Profile. Im effektiven Hamiltonian für
Kapillarwellen könnte man daher auch andere Formen des intrinsischen Profils verwenden.
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Abb. 1.1: Vergleich zwischen der theoretischen Vorhersage für die vom Wellenvektor

q abhängige Oberflächenenergie γ(q) aus Referenz [78] (Linien) und den experimen-

tellen Streudaten aus Referenz [83] für verschiedene Flüssigkeiten. Dabei wurde mit

der makroskopischen Oberflächenspannung γo normiert.

Abb. 1.1). Das bedeutet, das Kapillarwellen gewisser endlicher Wellenlängen gegen-

über der Oberflächenspannung energetisch sogar begünstigt werden, die Grenzfläche

bevorzugt mit dieser Wellenlänge
”
verbogen“ ist, weil die Teilchen in benachbarten

Wellenbergen noch unter dem Einfluß gegenseitiger Attraktion stehen. Bei zu kleinen

Wellenlängen hingegen muß mehr Energie zu Veränderung der Fläche aufgebracht

werden, weil die Teilchen stärker
”
gequetscht“ werden müssen und auf den resul-

tierenden Abständen der repulsive Teil der Wechselwirkung dominiert. Dabei ist zu

beachten, daß die Form der Paarwechselwirkungen einen entscheidenden Einfluß auf

dieses Verhalten der Oberflächenspannung hat. Insbesondere aber kann man diesen

Effekt für Dispersionskräfte, welche die dominierenden Attraktionen in einfachen

Flüssigkeiten darstellen, beschreiben.

Wenngleich schon seit geraumer Zeit flüssige Grenzflächen experimentell untersucht

werden, so liegt der Schwerpunkt der Betrachtungen nicht nur auf dem Spektrum ih-

rer Kapillarwellen [84,85,86,87,88,89,90,91,92,93]. Oben angedeutete Reduktion der

Oberflächenenergie konnte aber bereits für verschiedene Flüssigkeiten (s. Abb. 1.1)

nachgewiesen werden [94,95,83,96,91].
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gas

liquid

Abb. 1.2: Kapillarwellen auf einer Kolloid-Polymer-Grenzfläche (rechts): die Hel-

ligkeit ist proportional zur Dichte der Kolliode, die mit fluoreszierendem Farbstoff

markiert wurden; die Aufnahmen entstanden mittels konfokaler Mikroskopie [106].

Die Skizze links stellt die analoge flüssig-gas Oberfläche dar (aus [20]).

Kapillarwellen werden auch numerisch behandelt [97,98,99]. Allerdings unterschei-

den sich die Ergebnisse von den gemessenen Spektren und den theoretischen Vor-

hersagen. So konnte man bisher zwar ein Absinken der Oberflächenenergie bei end-

lichen Wellenlängen finden, aber nicht deren Anstieg mit weiterer Verkleinerung der

Wellenlänge [100,54,101]. Dieser Unterschied wird nicht zuletzt durch die Schwie-

rigkeit der Grenzflächendefinition für eine mikroskopischen Teilchenkonfiguration

verursacht.

Viele der durchgeführten Versuche auf experimentellem sowie auf numerischem Ge-

biet beziehen sich auf dünne Filme [102,103,104,105], flüssig-flüssig oder flüssig-gas

Grenzflächen von Flüssigkeitsmischungen. Neuerdings ist es sogar möglich Kapillar-

wellen einer solchen komplexen Kolloid-Polymer Mischung im Ortsraum zu studie-

ren (vgl. Abb. 1.2) [106,107]. Für einkomponentige Flüssigkeitsfilme wurde bereits

die Notwendigkeit einer Formulierung, die obige Ergebnisse mit einbezieht, ange-

deutet [108,109]. Allerdings ist unklar, wie eine Beschreibung für Mischungen unter

Benutzung lokaler Krümmungen der Grenzflächen aufgebaut werden kann, um einen

Anschluß an neuere Experimente zu erhalten.

Im Besonderen aber ergibt sich die Frage, inwiefern die beschriebene Reduktion der

Grenzflächenenergie stabil ist gegenüber der Veränderung äußerer Einflüsse. Die Ab-

hängigkeit von den Paarpotentialen wurde bereits oben angedeutet. Flüssigkeitsmi-

schung hingegen erweitern das ursprünglich beschriebene System einer Grenzfläche

um einen weiteren Freiheitsgrad, insbesondere wird die
”
erste“ Fläche in ihrem Fluk-

tuationsspektrum durch eine zweite Fläche beeinträchtigt. Inwiefern diese Einfluß-

nahme das oben beschriebene Verhalten der wellenlängenabhängigen Oberflächen-
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spannung ändert, ist unklar. Der physikalische Aspekt einer solchen Untersuchung

richtet sich also auf die innere Struktur von Grenzflächen überhaupt und geht damit

der Frage nach, ob sich auch in komplexeren Systemen ein ähnlicher Effekt nach-

weisen läßt. Dabei wird die Wechselwirkung der Komponenten untereinander eine

zentrale Rolle spielen. Dies ist hinsichtlich neuerer Experimente besonders interes-

sant, weil man mit den schon erwähnten Kolloid-/Polymermischungen ein System

gefunden hat, deren effektive Wechselwirkungen man kontrollieren kann. Mit der

Ausarbeitung des Modells für eine Mischung, die diese Wechselwirkung mit einbe-

zieht, ließen sich somit gezielt Experimente zum Einfluß einer zusätzlichen Fläche

durchführen.

Die vorliegende Arbeit, basierend auf dem Zugang aus Referenz [78], behandelt

im Kapitel 2 die benutzten Grundlagen der Dichtefunktionaltheorie und die typi-

schen Formen der Kapillarwellentheorien. Das aus dem gewählten Funktional für eine

zweikomponentige Mischung resultierende Phasendiagramm des homogenen Systems

dient der Festlegung temperaturabhängiger Parameter, die für die spätere numeri-

schen Auswertung genommen werden. Schließlich wird der effektive Grenzflächen-

Hamiltonian für eine Mischung mittels des Funktionals definiert.

Das sich daran anschließende Kapitel 3 beinhaltet eine Diskussion des Hamiltonians

bezüglich stufenartiger Dichteprofile. Es wird gezeigt, daß dieser Zugang aufgrund

der Wahl, für jede Komponente eine Grenzfläche zu betrachten, nicht im Sinne einer

typischen Kapillarwellentheorie behandelbar ist. Darin äußert sich bereits das Pro-

blem der Beschreibung zweier Grenzflächen mittels lokaler Koordinatensysteme: da

die verschiedenen Dichten an denselben Raumpunkten ausgewertet werden müssen,

ist nicht eindeutig klar, bezüglich welcher zugehörigen Fläche man die weitere Be-

schreibung aufbauen sollte, um Krümmungseffekte zu berücksichten.

Im Kapitel 4 werden die benötigten technischen Mittel für eine Transformation des

Hamiltonians auf eine Form, die krümmungsabhängige Korrekturen enthält, einge-

führt. Dabei handelt es sich um die schon angesprochenen Normalkoordinaten und

die Krümmungsentwicklung einer Dichte. Aufgrund der Schwierigkeit, die sich aus

der Behandlung zweier Grenzflächen ergibt, ist die direkte Ersetzung, wie sie in

der Arbeit [78] vorgenommen wurde, nicht möglich. Daher wird eine Lösung die-

ses Problems mittels einer Fläche, die aus den beiden übrigen Flächen konstruiert

wird, vorgeschlagen. Die zentrale Idee besteht in der Benutzung dieser
”
künstlichen“

Fläche zur Transformation. Durch den expliziten Zusammenhang mit den beiden
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eigentlichen Flächen lassen sich aber ebenfalls die Krümmungen der konstruierten

Fläche in Krümmungen der übrigen ausdrücken. Das Kapitel enthält abschließend

noch Betrachtungen zu den Entwicklungsfunktionen, die in der Krümmungsentwick-

lung der Dichten auftauchen. Diese werden in einem einfachen van der Waals-Modell

systematisch untersucht. Die daraus gewonnenen Einsichten lassen Rückschlüsse auf

den Gültigkeitsbereich der Krümmungsentwicklung und auf den asymptotischen Ab-

fall der Dichte zu. Insgesamt bilden die Ergebnisse dieses Kapitels die Grundlage für

die weitere Behandlung des Hamiltonians.

Nach Anwendung der beschriebenen Hilfsmittel werden im Kapitel 5 die Resulta-

te der Transformation dargelegt und unter wiederholter Anwendung der Gleichge-

wichtsbedingung weiter vereinfacht. Insbesondere wird der Hamiltonian mittels bei-

der Flächen ausgedrückt, so daß ein erster Vergleich der gefundenen Terme mit jenen

aus der Arbeit [78] gezogen werden kann. Die so hergeleitete Form des Hamiltonians

in quadratischer Ordnung wird im Kapitel 6 besprochen. Es wird dargestellt, daß eine

Diagonalisierung des Hamiltonian auf eine
”
mittlere“ Grenzfläche und eine

”
Relativ-

fläche“ sinnvoll ist. Dabei entsteht die Interpretation insbesondere durch die Form

der jeweiligen Energiedichten: während sich für die mittlere Fläche eine Verallgemei-

nerung der in Referenz [78] gefundenen Formel ergibt, so bildet die Energiedichte der

Relativfläche aufgrund der Attraktion zwischen den Komponenten keine Goldstone-

Mode aus und läßt sich insbesondere nicht als Oberflächenspannung schreiben. Die

Bezeichnung entstammt aber ebenso der Analogie zum Zwei-Körper-Problem der

klassischen Mechanik. Insbesondere ergibt sich ein expliziter Zusammenhang zwi-

schen der Konfiguration der Flächen und deren energetische Gewichtung. Die da-

durch bestimmten Höhenkorrelationsfunktionen dienen dann als Bezugspunkt für

experimentelle Nachweisbarkeit. Aus ihnen ergibt sich anschaulich, daß bei Tempe-

raturen nahe des Tripelpunkts eine der beide Flächen von der anderen
”
umspielt“

wird, wohingegen mit wachsender Temperatur die Flächen allmählich gegeneinander

schwingen. Dabei sind, wie bei einer einkomponentigen Flüssigkeit, bestimmte Wel-

lenlängen bevorzugt, so daß man sich die Flüssigkeiten in der Grenzregion als lokal

entmischt vorstellen kann. Dieser sich aus der Kopplung der beiden Flächen ergeben-

de Effekt wurde weder in den angeführten Theoriearbeiten noch bei experimentellen

Studien betrachtet.
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Kapitel 2

Dichtefunktionaltheorie und

Grenzflächen

Zur Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften einer homogenen Flüssig-

keit kann man verschiedene Störungstheorien heranziehen [9,10]. Ihnen allen ist ge-

mein, daß sie durch Einführung eines kleinen Kontrollparameters den Einfluß ei-

ner Störung auf ein gewisses Referenzsystem untersuchen. So führt beispielsweise

die Störung der Paar-Wechselwirkungen zur sogenannten Hochtemperatur- oder λ-

Entwicklung der freien Energie. Oft schränkt man dadurch die Qualität der Be-

schreibung ein. Statt dessen benötigen wir eine Theorie, die eine gute Beschreibung

der thermodynamischen Eigenschaften unter Berücksichtigung von Inhomogenitäten

der Dichte liefert. Diese Vorstellung gründet sich auf die wohl bekannteste
”
Thermo-

dynamische Theorie zur Kapillarität unter Voraussetzung stetiger Dichteänderung“

von van der Waals, die im Jahr 1894 publiziert wurde [21]. Sie ist u.a. eine Reaktion

auf die Kapillarwellentheorie von Gibbs, der von der Vorstellung einer diskontinu-

ierlichen Dichteändeung an der Grenzfläche ausging.

In diesem Kapitel werden zunächst die Grundzüge der Flüssigkeitstheorie, der Dich-

tefunktionaltheorie und der klassischen Kapillarwellentheorie beleuchtet. Schließlich

wird das in dieser Arbeit verwandte Dichtefunktional benannt und der Hamiltonian

zur Beschreibung von Kapillarwellen bei Flüssigkeitsmischungen definiert.

13
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2.1 Statistische Theorie inhomogener Flüssigkei-

ten

Die Dichtefunktionaltheorie geht zurück auf eine Idee von Kohn, Sham und Hohen-

berg für Elektronengase bei einer Temperatur T = 0 [11,12], wurde von Mermin für

T > 0 erweitert [13] und schließlich von Ebner, Saam und Evans auf Flüssigkeiten

übertragen [14,15,16]. Ausgangspunkt ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fo über dem

Phasenraum eines N-Teilchen Systems bei einer Temperatur T = 1/kBβ (kB Boltz-

mann Konstante) und einem Druck p in einem Volumen V. Diese läßt sich mit einem

Hamiltonian HN und der großkanonischen Zustandssumme ZGK = Tr (e−β(HN−µN))

schreiben als

fo =
e−β(HN−µN)

ZGK

. (2.1)

Betrachtet man nun das Funktional

Ω̄[f ] := Tr
(
β−1f

[
ln f + β(HN − µN)

])
, (2.2)

dann erhält man für die Gleichgewichtsverteilung das großkanonische Potential Ω̄[fo] =

−β−1 ln ZGK ≡ Ω = − pV. Insbesondere kann man zeigen, daß

Ω̄[fo] < Ω̄[f ] für fo 6= f (2.3)

gilt [13]. Falls der Hamiltonian HN die Form HN = TN + UN + VN annimmt, wobei

TN die kinetische Energie der Teilchen, UN die Wechselwirkungen der Teilchen un-

tereinander sind und VN =
∑

i Vext(ri) mit einem externen Potential Vext ist, dann

kann man beweisen, daß fo ein Funktional der mittleren Teilchendichte im Gleich-

gewicht ρo(r) ist. Dabei werden Mittelwerte wie üblich als die Spur des zugehörigen

Operators definiert, in diesem Falle also

ρo(r) = Tr
(
fo ρ̂(r)

)
= Tr

(
fo

N∑
i=1

δ(r− ri)
)
. (2.4)

Der Beweis ergibt sich aus der Beobachtung, daß für ein festes UN das externe

Potential Vext eindeutig durch ρo(r) festgelegt ist. Da nun Vext wiederum fo bestimmt,

folgt daraus, daß fo durch ρo eindeutig bestimmt ist. Dann muß das Funktional

F [ρ] := Tr
(
β−1f

[
ln f + β(TN + UN)

])
(2.5)
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für ein gegebenes UN eindeutig sein [13]. Schließlich definiert man das Funktional

Ω[ρ] := F [ρ]−
∫
d3r ρ(r)φ(r) (2.6)

φ(r) := µ− Vext(r) (2.7)

und bekommt wie zuvor die Eigenschaft Ω[ρo] = Ω. Wegen der Minimalitätseigen-

schaft Ω[ρo] < Ω[ρ] für ρo 6= ρ, die sich aus (2.3) ergibt, ist dann

δΩ[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
ρ=ρo

= 0 bzw.
δF [ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
ρ=ρo

= φ(r) . (2.8)

Daraus erkennt man auch die Bedeutung von F [ρo] als intrinische Freie Helmholtz

Energie; die totale Freie Helmholtz Energie ist demnach

F [ρo] = F [ρo] +

∫
d3r ρ(r)Vext(r) . (2.9)

Offensichtlich kann man nun mit gegebenen Ausdrücken für F [ρ] mittels (2.8) die

Gleichgewichtsdichteverteilung ρo(r) berechnen. Oft schreibt man F [ρ] als Summe

eines Beitrags herrührend vom idealen Gas, F id, der für UN ≡ 0 entsteht, und einem

unbekannten Exzessbeitrag F ex

F [ρ] = F id[ρ] + F ex[ρ] (2.10)

F id[ρ] = β−1

∫
d3r ρ(r)

[
ln(λ3

thρ(r))− 1
]
, (2.11)

wobei λth =
√

2π~2β/m die thermische de Broglie Wellenlänge mit der Masse m der

Teilchen ist [110].

Mittels F ex[ρ] kann man nun eine Hierarchie von direkten Korrelationsfunktionen

definieren

c(k)(r1, . . . , rk) := −β δkF ex[ρ]

δρ(r1) · · · δρ(rk)

∣∣∣∣
ρ=ρo

, (2.12)

wodurch sich (2.8) formal lösen läßt

ρo(r) = λ−3
th exp

(
βφ(r) + c(1)(r)

)
. (2.13)

Für F ex = 0 ≡ c(1)(r) erhält man daraus die barometrische Höhenformel ρo(r) =

zo exp(−β Vext(r)) mit der Fugazität zo = λ−3
th exp(βµ).
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Neben den nicht-idealen Korrelationen c(k) sind auch die gesamten Dichte-Dichte-

Korrelationen G von Interesse. Sie stehen in engem Zusammenhang mit der 2-

Teilchen-Dichte ρ(2)(r, s) und man erhält sie durch mehrfache Ableitung des Funk-

tionals (2.6) nach φ(r) [16]:

G (r, s) =
〈(
ρ̂(r)− ρo(r)

)(
ρ̂(s)− ρo(s)

)〉
(2.14)

= − β−1 δ2Ω

δφ(r)δφ(s)
(2.15)

= ρ(2)(r, s) + ρo(r)δ(r− s)︸ ︷︷ ︸
= 〈ρ̂(r)ρ̂(s)〉

−ρo(r)ρo(s) . (2.16)

Für ein homogenes und isotropes System hängt ρ(2)(r, s) nur vom Abstand |r− s| =
r12 der Teilchen zueinander ab, so daß man ρ(2)(r, s) = ρ2g(r12) schreiben kann,

worin g(r) die radiale Verteilungsfunktion ist (vgl. Abschnitt 8.3). Für r12 � σ,

mit dem Teilchendurchmesser σ, gilt ρ(2)(r, s) ≈ ρ(r)ρ(s) bzw. g(r) ≈ 1, sofern

keine langreichweitige Ordnung vorhanden ist, denn für große Abstände sind die

Ein-Teilchen-Dichten ρ(1)(r) = ρ(r) voneinander statistisch unabhängig. Wir wer-

den im Rahmen der noch zu erläuternden Abschätzung für die Korrelationslänge ξ

auf die Ornstein-Zernike-Theorie für Mischungen und damit auf den Zusammenhang

zwischen der Korrelationfunktion c(2)(r) und der Verteilungsfunktion g(r) zurück-

kommen [9,10].

Für die letzte allgemeine Bemerkung zur Dichtefunktionaltheorie nehmen wir an,

daß die Teilchen durch ein Paarpotential w(r, s) miteinander wechselwirken, also

UN = 1
2

∑
i6=j w(ri, rj) gilt. Dann kann man zeigen [16], daß für festes φ

δΩ[ρo]

δw(r, s)
=

1

2
ρ(2)(r, s) =

δF [ρo]

δw(r, s)
(2.17)

erfüllt ist, wobei die zweite Gleichung aus (2.6) folgt. Mittels eines Referenzpotentials

wref(r, s) und eines pertubativen Potentials wpert(r, s), sowie

wt(r, s) := wref(r, s) + t · wpert(r, s)

erhält man formal

F [ρ] = F ref[ρ] +
1

2

1∫
0

dt

∫
d3r

∫
d3s ρ(2)(r, s;wt)wpert(r, s) . (2.18)
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Darin bedeutet F ref die intrinsische Freie Energie eines Systems mit der Dichte

ρ(r) und Wechselwirkung wo, wohingegen F die intrinsische Freie Energie eines

Systems mit der Dichte ρ(r) und Wechselwirkung w1 ist. Die Gleichung (2.18) ist

Ausgangspunkt für viele Störungstheorien, die allgemein1

F [ρ] = F ref[ρ] + Fpert[ρ] (2.19)

ansetzen. Insofern ist die Gleichung (2.10) im Grunde nur ein Spezialfall davon,

der inbesondere schon für Untersuchungen von Grenzflächenphänomenen benutzt

wurde [111,112,113]. Einen typischen Ausgangspunkt bildet im Falle von einfachen

Flüssigkeiten eine Hart-Kugel-Flüssigkeit statt des idealen Gases, deren Funktio-

nal F ref = Fhs näherungsweise bekannt ist [10]. Damit werden approximativ die

repulsiven Wechselwirkungsanteile zwischen den Teilchen beschrieben, wohingegen

die attraktiven Anteile durch Fpert modelliert werden. Eine Näherung solcher Hart-

Kugel-Funktionale geht u.a. auf Toxveard zurück, der für Fhs die Local Density

Approximation (LDA) einführte2 [114]:

Fhs[ρ]
LDA
=

∫
d3r h

(
ρ(r)

)
. (2.20)

Im Rahmen der Random Phase Approximation (RPA) setzt man

Fpert[ρ]
RPA
=

1

2

∫
d3r

∫
d3s ρ(r)ρ(s)wpert(r, s) , (2.21)

vernachlässigt also sämtliche Korrelationen, die durch die 2-Teilchen-Dichte

ρ(2)(r, s;wt) beschrieben werden. Die direkte Korrelationsfunktion lautet nach diesen

Näherungen

c(2)(r1, r2) = c
(2)
hs (r1, r2)− βwpert(r1, r2) (2.22)

c
(2)
hs (r1, r2) = − β ∂2

ρh
(
ρ(r)

)
δ(r1 − r2) . (2.23)

Damit wird zwar der korrekte Abfall von c(2) für |r1−r2| � 1 beschrieben, hingegen

durch die LDA alle kurzreichweitigen Korrelationen vernachlässigt. Diese Näherung

ist für unsere Betrachtungen durchaus zulässig, weil wir zur Beschreibung von Ka-

pillarwellen an langreichweitigen Korrelationen interessiert sind (vgl. [10] und die

1Obwohl der Begriff einer pertubativen Störung suggeriert, daß diese in irgendeinem Sinn ”klein“
ist, ist hier der allgemeinere Fall gemeint, daß das Funktional F ref zur Beschreibung des Referenz-
systems exakt oder besser bekannt ist als Fpert.

2Die Beiträge des idealen Gases sind darin enthalten.
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darin angegebenen Referenzen).

Wir gehen nun nicht weiter auf die verschiedenen Aspekte und Behandlungen der

Dichtefunktionaltheorie ein, sondern benennen lediglich die für unsere Zwecke be-

nutzten Ausdrücke in den nächsten Abschnitten.

2.2 Kapillarwellentheorie

In diesem Abschnitt stellen wir die Kapillarwellentheorien vor, auf die in dieser

Arbeit im Kapitel 3 und im Kapitel 6 noch einmal Bezug genommen wird. Wir

überspringen dabei jene Theorien, die eine genauere Beschreibung der Dichte ρ(r)

und der Oberflächenspannung γo liefern [21,17] und konzentrieren uns auf die allge-

meine Behandlung der Änderung der Freien Energie unter Veränderung der lateral

variierenden Grenzflächenposition co(R). Zur Definition von co benutzt man für pla-

nare Systeme üblicherweise das Konzept der
”
Gibbs Dividing Surface“, welches zu

einem Dichteprofil ρ(z) die Position co = zGibbs der Grenzfläche durch die Bedingung∫ zGibbs

−∞
(ρliq − ρ(z))dz

!
=

∫ +∞

zGibbs

(ρ(z)− ρgas)dz (2.24)

bestimmt (vgl. Abb. 2.1). Für gekrümmte Objekte, beispielsweise für Tropfen, be-

dient man sich statt dessen auch der sogenannten
”
surface of tension“ um die Grenz-

fläche festzulegen [18,19] und bezieht sich damit nicht mehr auf die Dichte ρ(r),

sondern auf die Veränderung der Oberflächenenergie durch die Krümmung der Be-

randung. Nach welcher Definition die Grenzflächenposition auch festgelegt ist, so

geht man desweiteren davon aus, daß Verbiegungen dieser Fläche durch eine Funk-

tion f(R) in Abhängigkeit der lateralen Koordinaten R = (x, y) dargestellt werden

kann (Monge-Parametrisierung). Insbesondere folgt daraus, daß die so deformier-

te Grenzfläche als ein zusammenhängendes Objekt betrachtet wird, und daß keine

Überhänge der einen Phase in der anderen in die Untersuchung miteinbezogen wer-

den sollen. Als typisches Bild der Situation kann dann Abb. 2.2 angesehen werden.

In dieser Arbeit benutzen wir die folgende Konvention zur Festlegung: Mit

ρ± := ρ(R, z → ±∞) (2.25)

werden die von der Dichte ρ angenommenen Werte in den verschiedenen Phasen

bezeichnet. Dabei mag ρ+ ≡ ρgas und ρ− ≡ ρliq eine häufig genutzte Vorstellung
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che. Zur Festlegung der
”
Gibbs Dividing Surface“ müssen die gekennzeichneten Flä-
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Größen co und f(R) nennen wir Isodichteflächen der Dichteprofile ρco(z) und ρf (r).

Üblicherweise verwendet man

ρ̄ :=
1

2
(ρ+ + ρ−) (2.29)

als Mittelwert der Phasengleichgewichtsdichten. Insbesondere stimmt dadurch (2.27)

für antisymmetrische Profile mit der ursprünglichen Gibbs-Definition überein (vgl.

Abb. 2.1).

In der klassische Kapillarwellentheorie tragen zwei Terme zur Änderung der freien

Energie 4F bei, wenn man die Grenzflächenposition eines Systems mit der Gesamt-

fläche A ändert. Der erste beschreibt die Arbeit gegen das homogene Schwerefeld

Gmz, die zu einer Veränderung der Grenzflächenposition aufgewandt werden muß,

der zweite berechnet die Arbeit gegen die konstante Oberflächenspannung γo. Durch

eine Entwicklung der Dichte ρ(R, z) ≡ ρ(z − f(R)) bis zur zweiten Ordnung in f

erhält man mit 4ρ = ρliq − ρgas

4F cw[f(R)] =
1

2

∫
A

d2R
[
4ρmGf2(R) + γo∇2f(R)

]
. (2.30)

Daraus ergibt sich mit der Fouriertransformierten der Fläche, f̂(q) (vgl. (8.4)), für

die Fourierkomponenten der Höhen-Höhen-Korrelationen die Form〈
f̂(q)f̂(−q)

〉
=

1

βγoA

1

l−2
cw + q2

(2.31)

lcw =
√
γo/4ρmG , (2.32)

wobei lcw die sogenannte Kapillarlänge bezeichnet [80,81]. Auf diese kommen wir im

Kapitel 6 noch einmal zurück.
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Abb. 2.3: Darstellung der normierten Korrelationsfunktion gemäß (2.31) aus der

klassischen Kapillarwellentheorie (2.30) (κB = 0) im Vergleich zur entsprechenden

Funktion, die sich aus (2.35) für γ(q) und κB > 0 ergibt.

Im Jahr 1973 stellte Helfrich einen Hamiltonian zur Berechnung der verschiedenen

Konfigurationen von fluiden Membranen auf [115]. Darin tauchen die lokale mittlere

und die lokale Gaußsche Krümmung, H und K, der Membranfläche als Kenngrößen

der Konfiguration auf, die als Spur und Determinante des zugehörigen Krümmungs-

tensors invariant unter Umparametrisierung sind:

FHelfrich =

∫
A

d2s
[
2κB

(
H(s)− k

)2
+ κGK(s)

]
. (2.33)

Die Konstanten κB,G bezeichnet man als Biegesteifigkeit bzw. Gaußschen Biege-

modul und k als die spontane Krümmung. Diese hängen von den mikroskopischen

Wechselwirkungen und der Struktur der Konstituenten ab. Wegen des Gauß-Bonnet-

Theorems, das K mit einer topologischen Invariante, der Euler-Charakteristik χE,

durch
∫
Kd2R = 2πχE verbindet, kontrolliert im Helfrich-Hamiltonian κG die to-

pologischen Möglichkeiten, die eine deformierte Membran annehmen kann. Dadurch

sind mit (2.33) viele geometrisch verschiedene Zustände beschreibbar. Die Konstan-

te κB erhält darin die Kontrolle zur Unterdrückung thermischer Fluktuationen, die

spontane Krümmung k beschreibt eine
”
bevorzugte“ mittlere Krümmung.
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Verbindet man phänomenologisch3 den Ausdruck (2.33) mit der Gleichung (2.30)

um nun Grenzflächen von Flüssigkeiten beschreiben zu können, dann erhält man in

einer Monge-Parametrisierung wegen χE = 0 und k = 0 nach einer Entwicklung bis

in zweite Ordnung von f(R) mit H(R) ≈ 1
2
4f(R)

FHelfrich[f(R)] =
1

2

∫
d2R κB(4f(R))2 + γo(∇f(R))2 . (2.34)

Darin ist γo wie in (2.30) die Oberflächenspannung. Die Höhenkorrelationen haben

dann unter Berücksichtigung der Gravitation die gleiche Gestalt wie (2.31), aller-

dings mit dem zusätzlichen Faktor (1 + q2 κB/γo) im q2-Term. Dadurch kann man

eine q-abhängige Oberflächenspannung

γHelfrich(q) = γo + κB q
2 (2.35)

definieren. Diese ist für κB > 0 streng monoton wachsend, anderfalls monoton fal-

lend. Anschaulich werden also Wellen mit kleineren Wellenlängen energetisch be-

straft bzw. begünstigt. In der Literatur flüssiger Grenzflächen findet man eine an-

dauernde Diskussion um das Vorzeichen von κB. Bei fluiden Membranen hingegen

ist κB > 0.

Als letzte Theorie sei noch die
”
sharp kink approximation“ erwähnt, die mit der

zentralen Näherung, daß das Dichteprofile an der Grenzfläche einen Sprung macht,

arbeitet:

ρ(r) = −4ρΘ(z − f(R)) + ρliq .

Im Vergleich zur klassischen Theorie kann man das Dichteprofil ρ(r) nicht nach

f entwickeln. Die Ergebnisse dieses Ansatzes, die im Rahmen einer allgemeineren

Betrachtung hergeleitet wurden [82], sollen hier nicht noch einmal wiederholt werden.

Statt dessen wird in Kapitel 3 gezeigt, daß dieser Zugang ungeeignet ist um die

Korrelationen der Grenzflächen bei binären Mischungen darzustellen. Trotzdem hat

diese Näherung ihre Berechtigung z. B. in der Behandlung dünner Flüssigkeitsfilme

in Verbindung mit Navier-Stokes-Gleichungen [102,103,104,105,109].

2.3 Problemstellung bei Mischungen

Die theoretische Beschreibung von Kapillarwellen hat bisher nur an einer Grenzflä-

che stattgefunden. Bei Flüssigkeitsmischungen hat man aber zu beachten, daß jede

3Für amphiphile Membranen ist die Oberflächenspannung sehr klein oder verschwindet sogar.
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Komponente durch ein kontinuierliches Dichteprofil ρi(r), i ∈ {1, 2} beschrieben

werden kann und somit die Möglichkeit existiert, daß zwei
”
Grenzflächen“ analog zu

(2.28) definiert werden können. Damit stellt sich die Frage nach der Wechselwirkung

dieser Isodichteflächen untereinander. Die ersten Experimente an binären Flüssig-

keiten wurden bereits durchgeführt [86,87,88,30,89,116,90,117,118,92,93], wenngleich

nicht immer ausschließlich unter dem Gesichtspunkt der Kapillarwellen.

Das von uns betrachtete Dichtefunktional für zweikomponentige Flüssigkeiten hat

die Form

Ω[ρ1(r), ρ2(r
′)] = Fhs[ρ1(r), ρ2(r

′)] +
2∑

i=1

∫
V

d3r
(
µi + Vi(r)

)
ρi(r)

+
1

2

2∑
i,j=1

∫
V

d3r

∫
V

d3r′ wij(r, r
′)ρi(r)ρj(r

′) . (2.36)

Nach den im Abschnitt 2.1 gemachten Bemerkungen zur Dichtefunktionaltheorie,

die sich ohne Einschränkung für Mischungen verallgemeinern, stellt Fhs die intrin-

sische Freie Helmholtz Energie des Referenzsystems aus harten Kugeln dar, µi ist

das chemische und Vi(r) das externe Potential der Komponente mit Index i und die

attraktive Wechselwirkung zwischen den Komponenten wird mittels eines Paarpo-

tentials wij beschrieben. Wir benutzen die LDA analog zu (2.20) und schreiben

F ref[ρ1(r), ρ2(r)] =

∫
V

d3r h
(
ρ1(r), ρ2(r)

)
, (2.37)

wobei h
(
ρ1(r), ρ2(r)

)
= hid

(
ρ1(r), ρ2(r)

)
+ hex

(
ρ1(r), ρ2(r)

)
die freie Energiedichte

für ein aus harten Kugeln bestehendes System darstellt. Diese enthält einen vom

idealen Gas herrührenden Anteil (vgl. (2.11))

hid(ρ1, ρ2) = β−1

2∑
i=1

ρi

(
ln(λ3

th,i ρi)− 1
)

(2.38)

und einen Exzessbeitrag hex. Die im Rosenfeld-Funktional [6] verwandte Form von

hex, die auf der Percus-Yevick Zustandsgleichung [2,9] beruht, lautet4

hPY(ρ1, ρ2) = −no ln
[
1− n3

]
+

n1 n2

1− n3

+
n3

2

24π(1− n3)2
, (2.39)

4Das Argument r in den vorkommenden Dichten ist hier unterdrückt.
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und eine Erweiterung, die sich auf die Carnahan-Starling Zustandsgleichung bezieht

[4,9], hat die Gestalt

hCS(ρ1, ρ2) = −no ln
[
1− n3

]
+

n1 n2

1− n3

+ n3
2 ·
n3 + (1− n3)

2 ln
[
1− n3

]
36πn2

3(1− n3)2
, (2.40)

wobei

no =
∑

k

ρk

n2 = 4π
∑

k

(
r(k)
o

)2
ρk

n1 =
∑

k

r(k)
o ρk

n3 =
4π

3

∑
k

(
r(k)
o

)3
ρk

(2.41)

gewichtete Dichten sind, deren vektorielle Anteile in diesem Problem verschwinden.

r
(i)
o bezeichnet den Teilchenradius der Sorte i ∈ {1, 2}. Die konkrete Form von h ist

für die weitere Herleitung zunächst ohne Belang.

Die Minimierungsbedingung des Funktionals (2.36) lautet für k = 1, 2 (vgl. Ab-

schnitt 8.2)

δΩ[ρ1, ρ2]

δρk(r)
= ∂ρk

h
(
ρ1(r), ρ2(r)

)
+ µk + Vk(r) +

2∑
i=1

∫
V

d3r′ wik(r, r
′)ρi(r

′)
!
= 0 (2.42)

und sei von den Dichten ρc1(z) und ρc2(z) erfüllt, die analog zu (2.27) definiert sind,

das heißt ρci
(z) besitzt eine planare Isodichtefläche an der Stelle z = ci, i ∈ {1, 2}.

Mit den Größen

w
(1)
ij (|R|, z) :=

∫ z

δcij

dz̃ wij(|R|, |z̃|) (2.43)

w
(2)
ij (|R|, z) :=

∫ z

δcij

dz̃ w
(1)
ij (|R|, z̃) (2.44)

definieren wir eine spezielle Stammfunktion der Wechselwirkungspotentiale wij be-

ziehungsweise der Funktionen w
(1)
ij hinsichtlich der z-Koordinate. Dabei ist δcij =

ci−cj. Diese Wahl der Integrationskonstanten wird sich in den weiteren Rechnungen

als günstig erweisen. Obwohl wir in der Herleitung die Wechselwirkungspotentiale

nicht spezifizieren müssen, sei als Beispiel die folgende Form der wij genannt

wij(|r|) ≡ wij(|R|, z) := − w
(ij)
o (r

(ij)
o )2m(

(r
(ij)
o )2 + |R|2 + z2

)m . (2.45)
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Abb. 2.4: Schematische Darstellung des Potentials (2.45) für m = 1, 3, 6 mit gleich-

bleibender Tiefe w
(ij)
o = 1. Für m = 3 und große Argumente r ist wij(r) ∼ r−6, wie

bei Dispersionskräften üblich.

Darin ist r
(i)
o der Teilchenradius der Sorte i ∈ {1, 2} und w

(ij)
o die Tiefe des Poten-

tials. Für r → ∞ ist wij(r) ∼ r−2m und m = 3 entspricht van der Waals-artigen

Potentialen (vgl. Abb. 2.4). Die Funktionen w
(k)
ij erhalten dadurch die allgemeine

Gestalt (8.1). Wegen der Symmetrie wij(·, z) = wji(·, z) = wji(·,−z) gilt

w
(1)
ji (|R|, z) = −w(1)

ij (|R|,−z) (2.46)

w
(2)
ji (|R|, z) = w

(2)
ij (|R|,−z) . (2.47)

Als wesentliche Hilfe für die Herleitung des Grenzflächen-Hamiltonian H werden

diese Symmentrieeigenschaften benutzt und alle vorkommenden Formeln sind damit

auch für andere rotationssymmetrische Potentiale gültig. In den Abbildungen 2.5

und 2.6 sind die bezüglich der lateralen Koordinaten fouriertransformierten Funk-

tionen ŵ
(k)
ij (0, z) für m = 3 dargestellt. Sie unterscheiden sich nicht wesentlich von

w
(k)
ij (0, z) (vgl. (8.1) und (8.2)), tauchen aber in späteren Ausdrücken regelmäßig auf.

Mittels partieller Integration (vgl. Abschnitt 8.2) erhält man aus (2.42) eine in wei-
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Abb. 2.5: Schematische Darstellung der Stammfunktion (2.43) von (2.45) nach Aus-

integration der lateralen Koordinaten, also ŵ
(1)
ij (0, z), für m = 3 und verschiedene

δcij (in Einheiten r
(ij)
o ) mit w

(ij)
o (r

(ij)
o )3/8 = 1; erkennbar ist die Antisymmetrieei-

genschaft w
(1)
ji (|R|, z) = −w(1)

ij (|R|,−z) (s. (2.46)).

teren Rechnungen nützlichere Form der Minimierungsbedingung

δΩ[ρ1, ρ2]

δρk(r)
= ∂ρk

h
(
ρ2(r), ρ2(r)

)
+ Vk(r) +Kk (2.48)

−
n∑

j=1

∫
A

d2R′
∫
dz′w

(1)
jk (R′ −R, z′ − z) ∂zρj(r

′) ,

wobei die Konstanten

Kk := µk + 4π
2∑

j=1

(
ρ̄j ŵ

(1)
jk (0,∞)− ρ−j ŵ

(1)
jk (0, 0)

)
(2.49)

zusammen mit den Funktionen ŵ
(1)
jk (|q|, z), welche die bezüglich der lateralen Koor-

dinaten fouriertransformierten Funktionen w
(1)
jk (|R|, z) darstellen (s. (2.43)), auftau-

chen.

Als externes Potential werden wir später nur das Gravitationspotential des homo-
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Abb. 2.6: Schematische Darstellung der Stammfunktion (2.44) von (2.43) nach Aus-

integration der lateralen Koordinaten, also ŵ
(2)
ij (0, z), für m = 3 und verschiedene

δcij (in Einheiten r
(ij)
o ) mit w

(ij)
o (r

(ij)
o )4/8 = 1; erkennbar ist die Symmetrieeigen-

schaft w
(2)
ji (|R|, z) = w

(2)
ij (|R|,−z) (s. (2.47)).

genen Schwerefeldes benutzen,

Vk(r) := G4ρk mk (z − ck) (2.50)

V
(1)
k (z) :=

G

2
4ρk mk (z − ck)

2 , (2.51)

das für die k-te Komponente an der Stelle z = ck, der planaren Grenzflächenposi-

tion gemäß (2.27), verschwindet. Eine solche Eichung durch zusätzliche Konstanten

ist problemlos durch eine
”
Verschiebung“ der chemischen Potentiale µk möglich und

wird zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen eingeführt.

An dieser Stelle ist es sinnvoll, zunächst das Phasendiagramm, das sich aus (2.36)

für konstante Dichten in Abwesenheit des äußeren Potentials ergibt, zu betrachten.

Da im Gleichgewicht Ω = − pV gilt, lautet die Zustandsgleichung, ausgedrückt in

Konzentrationen Xi und der Gesamtdichte ρ,

− p = h
(
X1ρ,X2ρ

)
+ ρ

2∑
i=1

µiXi +
ρ2

2

2∑
i,j=1

∫
V

d3r XiXj wij(|r|) . (2.52)



28 2. Dichtefunktionaltheorie und Grenzflächen

Abb. 2.7: Schematische Darstellung des Phasendiagramms, das sich für die Gesamt-

dichte ρ aus dem Funktional (2.36) mit (2.40) und den Potentialen der Form (2.45)

ergibt. Beide Größen sind bezüglich ihrer kritischen Werte ρc und Tc normiert. Dabei

wurde r
(2)
o /r

(1)
o = 1.001, w

(22)
o /w

(11)
o = 1.05, w

(12)
o /w

(11)
o = 0.5 und βc p/ρc = 3.0746

gesetzt. Die jeweils gegenüberliegenden Pfeile markieren die Gleichgewichtsdichten

auf der Binodalen für vier verschiedene Temperaturen T . In dieser Arbeit orientieren

sich weitere Darstellungen, die Kurvenscharen unter Veränderung der Temperatur

zeigen, immer an den hier gekennzeichneten.

Es gilt X1 +X2 = 1 und ρi = Xiρ. Das Phasendiagramm erhält daraus zusammen

mit (2.42) die in Abb. 2.7 dargestellte Form, wobei die Carnahan-Starling-Gleichung

(2.40) benutzt wurde.

Die isotherme Kompressibilität5 χT ergibt sich mit (2.42) zu

χT =
1

ρ

(
∂ρ

∂ p

)
T,V

=
1

ρ2

(
d2h

dρ2
+

2∑
i,j=1

∫
V

d3r XiXj wij(|r|)
)−1

. (2.53)

5Manche Autoren benutzen das Symbol κT und bezeichenen mit χT die isotherme Suszeptibi-
lität, welches die analoge Größe bei magnetischen Systemen ist.
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Abb. 2.8: Darstellung der Korrelationslänge ξ1 (der flüssigen Phase, also mit (2.54)

und (2.53) ausgewertet für ρliq
i , i ∈ {1, 2}) in Einheiten des Teilchendurchmessers

r
(11)
o gegenüber der auf Tc normierten Temperatur T aus den Daten des in Abb. 2.7

gezeigten Phasendiagramms. Gut erkennbar ist die Divergenz von ξ1 bzw. χT in der

Nähe des kritischen Punkts. Die gestrichelte Line bildet das Skalenverhalten von

ξ1 ∼ (1− T/Tc)
−ν′ mit ν ′ = 1/2 in der Nähe von Tc ab.

Für das ideale Gas erhält man χT,id = β/ρ. Aus der Orstein-Zernike Relation für Mi-

schungen lassen sich damit unter Berücksichtigung der Näherung (2.22) die Längen

ξ2
i := − 1

2
ρ2χT

2∑
j=1

∫
V

d3r r2wij(|r|) (2.54)

definieren (vgl. 8.3, [19]). In Systemen mit nur einer Komponente kann man (2.54)

als Näherung der Korrelationslänge ξ betrachten. Wir werden die ξi genauso bezeich-

nen, verbinden aber damit weniger den charakteristischen Abfall der Korrelations-

funktionen, sondern eher die Dicke der zugehörgen Grenzfläche (vgl. Abb. 2.2, [81]).

Da χT und somit ξi für Temperaturen T → Tc divergiert (vgl. Abb. 2.8) , wächst

die Grenzflächendicke mit steigender Temperatur an (vgl. Abb. 2.10). Diese verein-

fachte Darstellung wird komplexeren Flüssigkeitsmischungen nicht unbedingt mehr

gerecht. Bei einer Mischung von n-Hexan und Methan beispielsweise verläuft nur

noch das Dichteprofil des n-Hexans monoton und zeigt den in der Abb. 2.10 dar-



30 2. Dichtefunktionaltheorie und Grenzflächen
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Abb. 2.9: Darstellung der (Gesamt-) Dichtedifferenz 4ρ(T ) und des Mittelwerts

der Volumen-Dichten ρ̄(T ) aus Abb. 2.7, jeweils normiert mit der kritischen Dich-

te, gegenüber der Temperatur. Für T → Tc verschwindet 4ρ(T ), hingegen ρ̄(T )

die kritische Dichte erreicht. Zusammen mit dem Temperaturverlauf für ξi(T ) er-

gibt sich die Abb. 2.10 für den Verlauf der einzelnen Komponenten ρci
(z) an der

Grenzflächenposition.

gestellten Verlauf. Das Methan hingegen adsorbiert bei Zimmertemperatur an der

Oberfläche des n-Hexans, so daß es dort zu einem Anstieg der Methandichte über

die Volumen-Dichte der flüssigen Phase hinaus kommt [19].

Nachdem nun die einzelnen Teile des Funktionals Ω und das daraus resultierende

Phasendiagramm bekannt sind, läßt sich abschließend mit

f(R,R′) :=

(
f c

1(R)

f c
2(R

′)

)
:=

(
f1(R)− c1

f2(R
′)− c2

)
(2.55)

und f(R) ≡ f(R,R) der Hamiltonian

H[f(R,R′)] := Ω[ρf1(r), ρf2(r
′)]− Ω[ρc1(z), ρc2(z

′)] (2.56)

definieren. Wir vergleichen damit zwei Zustände mittels deren großkanonischen Po-

tentialdifferenz und nennen diese die Freie Energie in Abhängigkeit der Konfigura-

tion der Grenzflächen f1 und f2. Wenngleich wir die Gleichgewichtsbedingung nur
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für die planare Konfiguration benötigen, so ist dieser Vergleich nur sinnvoll, wenn

auch Ω[ρf1(r), ρf2(r
′)] die Bedeutung eines großkanonischen Potentials hat, wenn al-

so (2.8) auch für ρf1(r), ρf2(r) erfüllt ist (vgl. auch die Erklärungen zu (2.27) und

(2.28), die die Nebenbedingungen für ρf1(r), ρf2(r) in (2.8) darstellen). Insofern mag

die Bezeichnung
”
Fluktuation“ für die Flächen f1,2 etwas mißverständlich klingen,

weil man üblicherweise damit beliebige Abweichungen, also auch ins benachbarte

Nicht-Gleichgewicht, um eine Gleichgewichtsposition meint. Wenn wir diese Ter-

minologie dennoch verwenden, dann gehen wir grundsätzlich davon aus, daß eine

Änderung der Flächen immer adiabatisch vollzogen wird, sich also ein entsprechen-

der Gleichgewichtszustand instantan einstellt. Wir betrachten damit die Schar dieser

Zustände
”
um“ die planare Konfiguration und vernachlässigen somit jede Betrach-

tung auf die Entwicklung in diese Zustände.

In Anlehnung an (2.36) und (2.48) schreiben wir den Hamiltonian (2.56) in der

Form

H[f(R,R′)] =

∫
A

d2R
[
Hh

(
f(R)

)
+HV

(
f(R)

)
+Hb

(
f(R)

)]
+

∫
A

∫
d2Rd2R′ Hw

(
f(R,R′)

)
(2.57)

mit einem Hart-Kugel-Anteil Hh, einem Ausdruck, der den Einfluß des externen Po-

tentials darstellt, HV , einem Volumen-Beitrag Hb und einem Wechselwirkungsterm

Hw. Explizit haben diese die folgende Gestalt

Hh

(
f(R)

)
:=

∞∫
−∞

dz
[
h
(
ρf1(r), ρf2(r)

)
− h
(
ρc1(z), ρc2(z)

)]
(2.58)

HV

(
f(R)

)
:= −

2∑
i=1

∞∫
−∞

dz V
(1)
i (z)

[
∂zρfi

(r)− ∂zρci
(z)
]

(2.59)

Hb

(
f(R)

)
:= −

2∑
i=1

∞∫
−∞

dz Ki (z − ci)
[
∂zρfi

(r)− ∂zρci
(z)
]

(2.60)

Hw

(
f(R,R′)

)
:= −1

2

2∑
i, j=1

∞∫
−∞

dz

∞∫
−∞

dz′ w
(2)
ij (|R−R′|, z − z′)× (2.61)

×
[
∂zρfi

(r) ∂z′ρfj
(r′)− ∂zρci

(z) ∂z′ρcj
(z′)
]
.
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Die partiellen Ableitungen ∂zρ in HV , Hb und Hw treten durch partielle Integra-

tion dieser Terme auf. Der Vorteil dieser Umformung liegt in der neuen Struktur

der Integrale: durch den – zumindest hier durch ρ(z) ∼ tanh(z/ξ) angenommenen

– exponentiellen Abfall der Funktionen ∂zρ stammen die wesentlichen Beiträge zu

den Integralen aus der Grenzflächenregion um ∂ρk(z = ck).

Dieser Ausdruck soll nun in lokalen Krümmungen der Flächen fi ausgedrückt wer-

den, analog zu [78]. Dazu werden die vorkommenden Integrale auf Normalkoordi-

naten umgeschrieben. Anschließend wird eine Entwicklung der Dichten nach den

lokalen Krümmungen durchgeführt. Zur Berechnung von Erwartungswerten kann

man in guter Näherung nur Ausdrücke bis zur zweiten Ordnung in fi benutzen und

erhält damit zugleich einen Anschluß an herkömmlichen Theorien. Zuvor kommen

wir im folgenden Kapitel 3 noch kurz auf die
”
sharp kink approximation“ zurück,

die wir bereits auf Seite 22 erwähnt hatten. Bevor wir nun die weitere Herleitung

ausführen, fassen wir in der Tabelle 2.1 die wichtigsten ortsunabhängigen Abkürzun-

gen und in Tabelle 2.2 die wichtigsten Funktionenbezeichnungen, die bis hier neu

definert worden sind und die im folgenden immer wieder verwandt werden, noch

einmal zusammen.
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4ρi := ρ−i − ρ+
i

Differenz der Volumen-Dichten der i-ten Kom-

ponente, vgl. (2.25) auf Seite 18

ρ̄i := 1
2
(ρ−i + ρ+

i )
Mittelwert der Volumen-Dichten der i-ten

Komponente, vgl. (2.27) auf Seite 20

δcij := ci − cj
Differenz der planaren Isodichteflächen ci, vgl.

(2.45) auf Seite 24

ξi
Korrelationslänge der i-ten Komponente, bzw.

Dicke der Grenzfläche, vgl. (2.54) auf Seite 29

r
(ij)
o := r

(i)
o + r

(j)
o und w

(ij)
o

Summe der Teilchenradien r
(i)
o und Potential-

tiefe w
(ij)
o , vgl. (2.45) auf Seite 24

G und mi

Gravitationsbeschleunigung G und Teilchen-

masse mi der i-ten Komponente, vgl. (2.50)

auf Seite 27

Tab. 2.1: Zusammenfassung der wichtigsten ortsunabhängigen Hilfsgrößen. Die Re-

ferenzen beziehen sich entweder direkt auf die Gleichung, in der die beschriebene

Größe definiert wird oder verweist auf den ersten Zusammenhang, in welchem be-

sagte Größe verwandt wird.
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ρc(z) = 4ρ
2

p
(
(z − c)/2 ξ

)
+ ρ̄

Dichteprofil mit einer antisymmetrischen

Funktion p(z), dessen planare Grenzfläche an

der Position z = c lokalisiert ist, vgl. Abb. 2.1

auf Seite 19

δfij(R,R
′) := fi(R)− fj(R

′)
Differenz der ortsabhängigen Isodichteflächen

fi(R), vgl. (2.28) auf Seite 20

δR := R−R′ Abkürzung für die Differenz von lateralen Ko-

ordinten, vgl. (3.6) auf Seite 38

f c
i (R) := fi(R)− ci

Differenz zwischen der ortsabhängigen und der

planaren Isodichtefläche, vgl. (2.55) auf Sei-

te 30

w
(k)
ij (R, z) und ŵ

(k)
ij (q, z)

k-te Stammfunktion des Potentials wij(R, z)

bzgl. z und deren Fourier-Transformierte

ŵ
(k)
ij (q, z), vgl. (2.43) auf Seite 24

Tab. 2.2: Zusammenfassung der wichtigsten Funktionenbezeichnungen. Die Referen-

zen beziehen sich entweder direkt auf die Gleichung, in der die beschriebene Größe

definiert wird oder verweist auf den ersten Zusammenhang, in welchem besagte Grö-

ße verwandt wird.
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Abb. 2.10: Darstellung der Dichteverläufe ρc(z) = 1
2
4ρ tanh(z/ξ) + ρ̄ für beide

Komponenten mit c1 = c2 = 0 bei zwei verschiedenen Temperaturen [21,79,14,

29,10,40,75,26,76,56,42,32,100,119,37,89,38,8,120,47,39]: in der Nähe von T = 0.7Tc

und nah des kritischen Punkts T = 0.99Tc. Die zugehörigen Parameter stammen aus

dem Phasendiagramm Abb. 2.7. Skaliert wurde mit der Summe der Teilchenradien

σ12 = r
(1)
o + r

(2)
o . Deutlich erkennbar ist die gestiegene Unschärfe der Grenzregion

um z = 0 bei höheren Temperaturen, die durch die Temperaturabhägigkeit von ξ(T )

verursacht wird in Übereinstimmung mit quantitativ genaueren Berechnungen (vgl.

z. B. Profile in [121]). Zu betonen ist aber, daß sich diese vereinfachte, symmetrische

Form nicht aus dem Dichtefunktional Ω ergibt. Dieses produziert Profile, die eine

weitaus kompliziertere Struktur aufweisen, so daß beispielsweise die Adsorption einer

Komponente an der anderen erkennbar wird (vgl. z. B. auch [122]).
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Kapitel 3

Sharp kink approximation

In diesem Kapitel wollen wir den Hamiltonian (2.57) mittels diskontinuierlicher Dich-

tefunktionen umformen. Gemäß (2.27) bzw. (2.28) definieren wir nun die Profile

ρfj
(r) := −4ρj Θ(z − fj(R)) + ρ−j (3.1)

∂zρfj
(r) = −4ρj δ(z − fj(R)) . (3.2)

Dieser Ansatz ist sicherlich nur eine approximative Beschreibung von Dichteprofilen,

weil diese stetig verlaufen. Da aber die Beschreibung durch kontinuierliche Dichten

weitaus aufwendiger ist, wollen wir mit dieser Näherung uns einen ersten Eindruck

von der Struktur des Hamiltonian verschaffen.

Wertet man die Gleichgewichtsbedingung (2.48) an der Stelle z = ck aus, dann

ergibt sich in dieser Näherung

δΩ[ρ1, ρ2]

δρk(r)
sk
= ∂ρk

h
(
ρc1(z = ck), ρc2(z = ck)

)
+Kk , (3.3)

wobei die Integrationskonstante in (2.43) sich nun als günstige Wahl herausstellt.

Dadurch läßt sich der Hb-Term als

Hb

(
f(R)

) sk
=

2∑
i=1

4ρi f
c
i (R) Ki (3.4)

= −
2∑

i=1

4ρi f
c
i (R) ∂ρi

h
(
ρc1(z = ci), ρc2(z = ci)

)
37
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schreiben. Der Hh-Term erhält nach partieller Integration (s. (8.26)) die Form

Hh

(
f(R)

)
=

2∑
i=1

4ρi

[
fi(R) ∂ρi

h
(
ρf1(R, fi(R)), ρf2(R, fi(R))

)
− ci ∂ρi

h
(
ρc1(z = ci), ρc2(z = ci)

)]
. (3.5)

Entwickelt man im Hw-Beitrag

w
(2)
ij (|δR|, δfij(R,R

′))− w
(2)
ij (|δR|, δcij)

≈ 1

2
wij(|δR|, δcij)

[
f c

i (R)− f c
j (R

′)
]2
, (3.6)

dann erhält man zusammen mit der beschriebenen Umformung von (3.4) und nach

entsprechender Auswertung von HV als sharp kink -Hamiltonian

Hsk[f(R,R′)]

≈
∫
A

d2R
2∑

j=1

4ρj

[
G

2
mj

[
f c

j (R)
]2

+ fj(R)
(
∂ρj
h
(
ρf1(R, fi(R)), ρf2(R, fi(R))

)
− ∂ρj

h
(
ρc1(cj), ρc2(cj)

)) ]
−
∫
A

∫
d2Rd2R′

2∑
i,j=1

4ρi4ρj

4
wij(|δR|, δcij)

[
f c

i (R)− f c
j (R

′)
]2
. (3.7)

Die Ausdrücke ∂ρj
h(. . .) sind in der Form, wie sie in (3.7) erscheinen, prinzipiell

nicht bestimmbar, weil dazu eine der vorkommenden Dichten an der Isodichtefläche

der anderen Dichte berechnet werden muß.

So benötigt man z. B. für die weitere Berechnung von ρf2(R, f1(R)) die Information,

ob f1(R) > f2(R) oder f1(R) < f2(R) ist: Im ersten Fall gilt ρf2(R, f1(R)) = ρ+
2 , im

zweiten ρf2(R, f1(R)) = ρ−2 . In diesem vereinfachten Bild stellt sich also die Frage,

ob die betrachtete Dichte in der gasförmigen oder in der flüssigen Phase auszuwer-

ten ist, was offenbar von der Differenz der betreffenden Isodichteflächen abhängt.

Verschwindet diese Differenz an jedem Ort, dann sind die Isodichteflächen identisch

und jede Dichte nimmt darauf den vordefinierten Wert ρ̄ an.

Anders ausgedrückt: falls die Isodichteflächen fj bzw. cj identisch sind, co ≡ cj und

fo ≡ fj für j ∈ {1, 2}, dann verschwinden die h(ρ1, ρ2)-Terme, weil nach Vorausset-

zung

∂ρj
h
(
ρf1(R, fo(R)), ρf2(R, fo(R))

)
= ∂ρj

h
(
ρ̄c1 , ρ̄c2

)
(3.8)

= ∂ρj
h
(
ρc1(co), ρc2(co)

)
(3.9)
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erfüllt ist. Selbst bei diesen
”
zweiwertigen“ Dichten, die wir in dieser Näherung be-

nutzen, entsteht das eigentliche Problem der weiteren Berechnung durch die Lo-

kalität des Energiedichtebeitrags Hh, nämlich daß beide Dichten an der gleichen

Stelle bestimmt werden müssen. Auch bei kontinuierlichen Dichteprofilen wird die-

ser Term eine besondere Rolle spielen, auf die wir in Abschnitt 4.3 genauer eingehen.

Wir betrachten noch einmal (3.7) und nehmen folgenden Näherung an der Stelle

(ρ̄1, ρ̄2) hinzu:

∂ρj
h(ρf1(z = fj(R)), ρf2(z = fj(R)))− ∂ρj

h
(
ρ̄1, ρ̄2

)
≈

2∑
k=1

∂ρk
∂ρj
h
(
ρ̄1, ρ̄2

)
·
[
ρfk

(z = fj(R))− ρ̄k

]
, (3.10)

und ebenso für ∂ρj
h
(
ρc1(cj), ρc2(cj)

)
unter der Bedingung schwacher Aufspaltung,

also |fk − fj| � 1 bzw. |ck − cj| � 1. Wegen

ρfk
(z = fj(R))− ρ̄k = −4ρk

[
Θ(fj(R)− fk(R))− 1

2

]
(3.11)

(analog für ρck
(z = cj)) kann man dann zusammenfassend schreiben

Hsk[f(R,R′)]

≈
∫
A

d2R
2∑

j=1

4ρj

[
G

2
mj

[
f c

j (R)
]2

+
2∑

i=1

4ρi

4
∂2

ρjρi
h(ρ̄1, ρ̄2) |δfij(R)| [1− sgn(δcij) sgn(δfij(R))]

]

−
∫
A

∫
d2Rd2R′

2∑
i,j=1

4ρij

4
wij(|δR|, δcij)

[
f c

i (R)− f c
j (R

′)
]2
. (3.12)

Festzustellen ist hier das Auftreten des Terms |f1− f2|, der eine weitere Analyse im

Fourierraum dahingehend verhindert, daß die enstehenden Terme nicht mehr nach

Produkten f̂if̂j sortiert werden können. Das bedeutet, daß sich die Kopplungen der

einen Fläche mit der anderen nicht von den übrigen separieren lassen. Die Theorie

für eine Grenzfläche ist offenbar durch das Verschwinden dieser Komponente, wie

oben schon diskutiert, enthalten.

Unter der deutlichen Einschränkung f1 = f2 ≡ fo und c1 = c2 ≡ co, so daß in
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fo nur quadratische Terme übrig bleiben, kann man die Formel (3.7) bezüglich der

Fouriertransformierten f̂o(q) ausdrücken. Es ergibt sich

Hsk[f̂(q)] =
1

2π

∫
R2

d2q |f̂o(q)|2
[
Gsk + q2 γ sk(q)

]
(3.13)

Gsk :=
G

2

2∑
j=1

4ρj mj (3.14)

γ sk(q) :=
1

2 q2

2∑
i,j=1

4ρi4ρj (ŵij(|q|, 0)− ŵij(0, 0)) (3.15)

Damit kann in dieser Näherung auch eine q-abhängige Oberflächenspannung γ sk(q)

identifiziert werden, wenn die Funktion γ sk(q) für alle q ≥ 0 endlich bleibt. Um

das zu prüfen berechnen wir γ sk(q) für die Potentiale vom Typ (2.45) allgemein

(vgl. (8.10)-(8.16)) und erhalten für den Spezialfall eines van der Waals-Potentials

(m = 3)

γ sk(q) =
− 1

16 q2

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o

(
r(ij)
o

)4 × (3.16)

×
[
q2K−2

(
q r(ij)

o

)
− 2(

r
(ij)
o

)2 ]
γ sk(0) =

1

32

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o

(
r(ij)
o

)4
, (3.17)

wobei Kν(z) die modifizierte Besselfunktion oder auch McDonald-Funktion bezeich-

net. Mit der Euler-Konstanten CE = 0.57721566 . . . gilt für q � 1 die Entwicklung

γ sk(q → 0) → γ sk(0) +
q2

128

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o

(
r(ij)
o

)6
τ sk
ij (q) (3.18)

τ sk
ij (q) := ln

(r(ij)
o q

2

)
+ CE −

3

4
(3.19)

und

γ sk(q →∞) −→ − 1

16

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o

(
r(ij)
o

)4 × (3.20)

×
[( π

2q r
(ij)
o

)1/2

e−q r
(ij)
o − 2

q2
(
r
(ij)
o

)2 ]
q2γ sk(q)

q→∞−→ 1

8

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o

(
r(ij)
o

)2
(3.21)
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deren Struktur, also insbesondere die logarithmische Abhängigkeit durch τ sk
ij (q),

durch die Fouriertransformierte des Wechselwirkungspotentials, hierKν(q), bestimmt

wird. Der qualitative Verlauf ist in Abb. 3.1 im Vergleich zu Simulationsdaten einer

einkomponentigen Flüssigkeit [123] dargestellt. Danach ergibt sich aus der Gleichung

(3.20), daß Fluktuationen bzw. verbogene Grenflächenkonfigurationen mit einem ho-

hen Anteil an kleineren Wellenlängen weniger energetisch unterdrückt werden als

solche mit einem hohen Anteil an großen Wellenlängen. Das bedeutet, daß solche

Grenzflächen sich beliebig stark verkrümmen sollten. Somit steht dieses Ergebnis

im Widerspruch zum Helfrich-Modell (2.35), in welchem die Oberflächenenergie mit

zunehmendem q monoton ansteigt, falls κB wie bei Membranen positiv ist.
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Abb. 3.1: Darstellung der normierten Oberflächenspannung γ sk(q)/γ sk(0) nach

(3.15) für verschiedene Mischungen (zu den Wechselwirkungsparametern w
(ij)
o und

r
(i)
o vgl. Refn. [121,122,124]). Die Punkte stammen aus Simulationen der Mole-

kulardynamik der gas-flüssig Phasengrenze einer einkomponentigen Lennard-Jones

Flüssigkeit [123]. Die daran gefittete Funktion entstand unter Benutzung der Formel

(3.15) für den Fall einer Komponente. Trotz dieser qualitativen Übereinstimmung

kann (3.15) nicht als bestätigt angesehen werden (vgl. [94,95,83]), eher wird hier-

durch deutlich, daß die Simulation solcher Grenzflächenfluktationen wegen der sehr

unterschiedlichen Längenskalen, gegeben durch die Kapillarlänge lcw (s. (2.32)) und

die Reichweite der Wechselwirkungen (s. Abb. 2.4), nicht trivial ist. Als besondere

Schwierigkeit erweist sich dabei die korrekte Definition beziehungsweise Berechnung

der Grenzflächenposition.



Kapitel 4

Krümmungsentwicklung

Der Einfluß von Krümmungen auf Naturvorgänge läßt sich anhand vieler Beispiele

dokumentieren: Die Raumkrümmung in der Nähe von großen Massen führt zu ei-

ner Änderung der Lichtbewegung, Windgeschwindigkeiten unterliegen erheblich der

Krümmung einer Isobarenfront, die Krümmungen unterschiedlicher Fahr- und Flug-

zeuge verändern deren Strömungswiderstand, und für Seifenblasen hat schon Laplace

den Zusammenhang zwischen der mittleren Krümmung H und der Druckdifferenz

4p zwischen innerem und äußerem Druck durch die Formel 4p = 2γoH mit Hilfe

der Oberflächenspannung γo beschrieben1.

Es ist klar, daß in allen Beispielen zu dem Begriff
”
Krümmung“ eine Fläche assoziiert

wird, deren Parametrisierung in der Problembehandlung allerdings gar nicht spezifi-

ziert werden muß. Daher ist es durchaus sinnvoll, nach einer Charakterisierung von

Veränderungen durch diese Fläche mittels deren mittlerer Krümmung H und deren

Gaußscher Krümmung K zu suchen2. Einen solchen Zugang wählte im Jahr 1949

Tolman [60], als er versuchte, die Oberflächenspannung γ einer gekrümmten Fläche

durch die Entwicklung γ = γo

(
1 − 2H δTolman + O(H2)

)
mit Hilfe der sogenann-

ten Tolman-Länge δTolman zu beschreiben. Wenngleich sich aus diesem Ansatz eine

Formel für δTolman herleiten läßt, so ist deren quantitativer Wert doch umstritten,

nicht einmal das Vorzeichen scheint geklärt zu sein [114,61,67,62,76,68,125,63,126,69,

64,65,127,19,71,66]. Tolmans Entwicklung allerdings verknüpft mit der Krümmung

H die mikoskopische Größe δTolman, wohingegen alle zuvor genannten Beispiele H

in Verbindung mit einer makroskopischen Beschreibung bringen. Insofern ist das

durch Tolman betrachtete Problem mit dem dieser Arbeit verwandt. Die Grenz-

1Eine Verallgemeinerung ist 4p = 2γoH − 2κB

(
2H2 −K

)
− 2κGHK mit den Bezeichnungen

wie in (2.33), vgl. auch [18]
2Zu beachten ist, daß ein Flächenstück nicht vollständig durch H und K charakterisiert wird.

43
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flächen binärer Mischungen sind aber nicht fest vorgegeben, sondern unterliegen

den Dichteverläufen der Komponenten. Dieser Umstand wird durch (2.28) zu einer

Definition der betrachteten Flächen genutzt, wodurch automatisch eine Verknüp-

fung zwischen den Krümmungen der Fläche und der mikroskopischen Größe ρ(r),

der Dichte, hergestellt wird. Da diese Dichteverläufe durch die Wechselwirkungen

der Komponeneten untereinander bestimmt werden, erhält man mittels dieser Ver-

bindung eine Beschreibung der Grenzflächen in Abhängigkeit der mikroskopischen

Wechselwirkungen. Andererseits wirkt sich die Form der Grenzflächen bzw. deren

Krümmungen auf die Dichten aus. Die grundsätzliche Idee der in diesem Kapitel

dargestellten Krümmungsentwicklung besteht also in einer Entwicklung der Dichten

ρ(r) – allgemeiner eines Ordnungsparameters – nach Krümmungen ihrer Isodich-

teflächen. Insbesondere werden damit die unterschiedlichen Längenskalen im Sy-

stem, nämlich die Krümmungsradien der Berandung und die Dicke der Grenzfläche,

berücksichtigt. Analog zur Tolman-Länge werden dadurch Entwicklungsfunktionen

eingeführt, deren Eigenschaften im Abschnitt 4.4 dargestellt werden.

Um den Hamiltonian (2.57) in lokalen Krümmungen der Isodichteflächen fi aus-

drücken zu können, wird zunächst eine Transformation der einzelnen Beiträge in

ein passendes Normalkoordinatensystem durchgeführt [77]. Dazu sollen im nächsten

Abschnitt einige allgemeine Vorbereitungen getroffen werden, da die Terme HV ,

Hb und Hw grundsätzlich ähnlich behandelt werden können. Auf die Besonderheit,

welche der Term Hh darstellt und auf die schon im Kapitel 3 hingewiesen wurde,

wird im Abschnitt 4.3 eingegangen. Wir führen daher zunächst Normalkoordinaten

und die zugehörigen Begriffe ein, bevor wir zu den Eigenschaften der allgemeinen

Integraltransformation für HI mit I ∈ {V, b, w} kommen.

4.1 Normalkoordinaten

Jeder Punkt r ∈ R3 läßt sich bezüglich einer eingebetteten Fläche s : R2 → R3,

s(R1, R2) =
(
sx(R1, R2), sy(R1, R2), sz(R1, R2)

)
, die stetig differenzierbar ist, dar-

stellen, weil zu jedem Raumpunkt r der Abstand u := min|s − r| zur Fläche s

existiert. Man erhält mit dem Normalenvektor n := ∂R1s× ∂R2s/ |∂R1s× ∂R2s| von

s die Vorschrift T : R3 → R3

T (R1, R2, u) := s(R1, R2) + un(R1, R2) , (4.1)

wobei die Auflösung der Gleichung r = T
(
R1(r), R2(r), u(r)

)
nach R1, R2, u bei ge-

gebenem r im allgemeinen nicht geschlossen möglich ist.
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Abb. 4.1: Schematische Darstellung der Transformation (4.1). Gaseinschlüsse, Trop-

fen und Überhänge sollen dabei wegen der Nichteindeutigkeit der Umkehrfunktion

T −1 ausgeschlossen werden. Das bedeutet, daß spätere Krümmungskorrekturen der

Dichte ρ, fernab ihrer Volumen-Werte ρ±, immer eindeutig auf einen Punkt in der

Oberfläche s zurückgeführt werden können.

Im Fall der betrachteten Phasengrenzflächen setzt man nun voraus, daß diese keine

Einschlüsse der einen Phase in der jeweils anderen modelliert, also zusammenhän-

gend ist, und auch keine Buchten besitzt, derart daß auch in hinreichender Ent-

fernung zur Fläche die Umkehrfunktion T −1 eindeutig existiert, s. Abb. 4.1. Dies

motiviert die Beschreibung der Grenzfläche mittels einer Monge-Parametrisierung:

sx(R1, R2) := R1 ; sy(R1, R2) := R2 ; sz(R1, R2) := f(sx, sy) (4.2)

Der Normalenvektor hat dann mit ∂αf(sx, sy) := ∂f
∂sα

(sx, sy), α ∈ {x, y} die Form

n(sx, sy) =
1√

g(sx, sy)

 − ∂xf(sx, sy)

− ∂yf(sx, sy)

1

 (4.3)

g(sx, sy) := 1 +
(
∂xf(sx, sy)

)2
+
(
∂yf(sx, sy)

)2
. (4.4)

Die Jakobi-Determinante dieser Transformation ist

|J̄T (sx, sy, u)| :=
√
g(sx, sy) JT (sx, sy, u) (4.5)

JT (sx, sy, u) := 1− 2H(sx, sy)u+K(sx, sy)u
2 , (4.6)

wobei H(sx, sy) die lokale mittlere Krümmung und K(sx, sy) die lokale Gaußsche

Krümmung darstellen. Die Nullstellen u1,2 von JT (sx, sy, u1,2) = 0 definieren den
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Bereich für u, in welchem T eindeutig umkehrbar ist. Man findet mit den sogenann-

ten Hauptkrümmungen

κ1,2(sx, sy) = H(sx, sy)±
√(

H(sx, sy)
)2 −K(sx, sy) (4.7)

als Lösung

u1,2(sx, sy) =
1

κ1,2(sx, sy)
. (4.8)

Sei
1

Rmin

= K := sup
(sx,sy)∈R2

|max
i=1,2

κi(sx, sy)| , (4.9)

so daßK−1 der minimale KrümmungsradiusRmin ist; betrachtet man nun nur Punkte

r, deren Abstand u(r) zur Fläche s die Bedingung

K |u(r)| < 1 (4.10)

erfüllen, dann besitzt die Gleichung r = T (sx(r), sy(r), u(r)) immer eine eindeutige

Lösung in sx(r), sy(r), u(r).

Im weiteren sollen alle Punkte r ∈ R3 (4.10) erfüllen, wobei zusätzlich für alle

vorkommenden Dichten ρ gelten soll:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : |1−K |u(r)|| < δ ⇒ |ρ(r)− ρ±| < ε . (4.11)

Damit ist sicher gestellt, daß in hinreichender Nähe der vorgegebenen Volumen- oder

Randwerte ρ± von ρ die Transformation T noch eindeutig ist.

4.2 Krümmungsentwicklung

Für (sx, sy) schreiben wir nun kürzer S. Um zu verdeutlichen, daß sich die Transfor-

mation (4.1) auf die Fläche f(S) bezieht, schreiben wir Tf (S, u). Nach den Bezeich-

nungen und Einschränkugen des Abschnitts 4.1 können wir nun die Dichte ρf mit

einer Isodichtefläche f wie folgt umschreiben

ρf (r) = ρ
(
Tf (S(r), u(r))

)
=: ρ̃f

(
S, u

)
. (4.12)



4.2. Krümmungsentwicklung 47

Insbesondere gilt ρ̃f (S, u = 0) = ρ̄. Mit den Abkürzungen g ≡ g(S, u), |JT | ≡
|JT (S, u)|, ρ̃f ≡ ρ̃f (S, u) und f ≡ f(S) ergibt sich (vgl. (8.29))

∂zρf (r) =
1
√
g

[
∂uρ̃f −

1
√
g |JT |

R(S, u)
]

(4.13)

R(S, u) := ∂xρ̃f

[
− ∂xf +

u
√
g

(
∂2

yyf ∂xf − ∂yf ∂
2
xyf
)]

(4.14)

+ ∂yρ̃f

[
− ∂yf +

u
√
g

(
∂2

xxf ∂yf − ∂xf ∂
2
xyf
)]

.

Schließlich erhalten wir unter Verwendung von d2S := dsxdsy für eine Funktion F(r)

∫
A

d2R

∞∫
−∞

dz F(r) ∂zρf (r) =

∫
A′

d2S

K∫
−K

du F
(
Tf (S, u)

)
×

×
[
|JTf

| ∂uρ̃f −
1
√
g
R(S, u)

]
. (4.15)

Die Funktion F(r) dient in dieser Formel als Stellvertreter für die entsprechenden

Ausdrücke in HV , Hb und Hw, nämlich V
(1)
i (z), z − ci und schließlich w

(2)
ij (δR, δz).

Auf den Hh-Term hingegen läßt sich (4.15) nicht anwenden, weil prinzipiell unklar

ist, bezüglich welcher Isodichtefläche transformiert werden soll, denn beide Dichten

werden am gleichen Ort ausgewertet. Diese Lokalität, die nicht nur eine Folge der

LDA (s. Seite 17) ist, sondern auch in anderen Dichtefunktionalen zu finden ist,

erfordert demnach eine besondere Behandlung, wenn man Normalkoordinaten bzw.

die nun folgende Krümmungsentwicklung verwenden möchte.

Als Krümmungsentwicklung bezeichnet man die Entwicklung der Dichte ρ̃f nach

Potenzen der lokalen Krümmungen H ≡ H(S) und K ≡ K(S) der Fläche f

ρ̃f (S, u) = ρ̃c(u) + δρf (S, u) (4.16)

:= ρ̃c(u) + 2H(S) ρH(u) +K(S) ρK(u) (4.17)

+ 4H2(S) ρH2(u) +
(
2H(S)K(S)

)
ρHK(u) + . . . ,

so daß sich formal eine Separation der Variablen S und u ergibt, allerdings unter Zu-

hilfenahme unendlich vieler unbekannter Funktionen ρλ(u), λ ∈ {H,K,H2, HK, . . .}.
Dabei gilt wegen

ρ̃c(u = 0) = ρ̄ und ρ̃c(u→ ±Rmin) = ρ± (4.18)
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auch

ρ̃λ(u = 0) = ρ̃λ(u→ ±Rmin) = 0 für λ ∈ {H,K,H2, HK, . . .}. (4.19)

Wir werden in Abschnitt 4.4 noch auf die Eigenschaften der ρλ eingehen und eine

zusätzliche Bedingung für die Gültigkeit von (4.17) angeben. Natürlich kann man

hier auch grundsätzlich andere Approximationen für δρf zulassen.

Mit (4.17) und der Forderung

lim
u→±K

u2 ρλ(u)F
(
Tf (S, u)

)
= 0 (4.20)

läßt sich (4.15) schießlich für unsere Zwecke umformulieren (s. (8.30)). Insbesondere

ergibt sich nur eine lineare Transformation entlang der z-Achse, wenn man als Re-

ferenzfläche f(S) = c = const . nimmt, denn in diesem Falle ist Tc(S, u) = c+ u = z.

Wir notieren hier schon eine Approximation, die später oft angewandt wird. Mit

der Krümmungsentwicklung wird die laterale Abhängigkeit von ρ̃ auf die radiale

Abhängigkeit der Krümmungen der Grenzfläche zurückgeführt3. Dieser Umstand

erlaubt es uns R mittels

R(S, u) ≈ −∇δρ̃(S, u)∇f(S) (4.21)

≈ −
(
ρH(u)∇(2H)(S) + ρK(u)∇K(S) . . .

)
∇f(S)

zu nähern.

Nach dieser angedeuteten Zerlegung soll die Transformation der Beiträge zu H
verlaufen. Dabei ergibt sich aber das Problem der Transformation des Terms Hh.

Die Struktur des Integrals entspricht (4.15), jedoch kommen beide Dichten ρfi
(r),

i ∈ {1, 2} vor und werden am gleichen Punkt r ausgewertet. Dann stellt sich aber

die Frage, bezüglich welcher Grenzfläche man den Term umschreiben soll. Dieses

Problem ist grundsätzlicher Natur: Auch in anderen Dichtefunktionalen, die nicht

die LDA (s. (2.20)) benutzen, bleibt dieses Problem bestehen [128,129,130]. Die Idee,

eine der beiden Dichten ρ1 zur Entwicklung auszuwählen, löst das Darstellungspro-

blem nicht, weil man die Dichte ρ2 in Normalkoordinaten der Fläche f1 ausdrücken

muß, um die Transformation vornehmen zu können. Diese Vorgehensweise bringt

aber keine Vorteile, weil alle weiteren Näherngen der so entstehenden Terme unkon-

trollierbar sind. Im nächsten Abschnitt wird dazu ein anderer Ansatz vorgestellt.

3Deshalb können im allgemeinen durchaus Ausdrücke der Form ∇H, ∇K usw. auftreten. Diese
werden hier systematisch vernachlässigt.
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4.3 Konstruktion der mittleren Grenzfläche

Der Energiedichteterm Hh läßt sich aufgrund seiner Lokalität nicht in Normalkoor-

dinaten einer Dichte formulieren. Anders ausgedrückt würde eine solche Transfor-

mation eine Diagonalisierung von Hh bedeuten, weil Mischterme nicht präsent sind.

Letztlich ist das die Frage nach den relevanten Fluktuationen und Energieterme auf

kleinen Abständen.

Die Idee zur Lösung dieses Problems besteht zunächst in der Konstruktion einer

mittleren Grenzfläche f †, an der beide Dichten teilhaben, so daß diese ebenfalls als

Isodichtekontur einer mittleren Dichte ρ† definiert werden kann. Die Krümmungs-

entwicklung (4.17) bezieht sich dann auf ρ† und f †. Der Vorteil dieses Vorgehens

besteht nun in der Möglichkeit eine Näherung für f † aus der genannten Konstruk-

tion zu erhalten, die f † wieder in f1,2 ausdrückt, so daß letzlich alle entstandenen

Terme wieder auf die ursprünglichen Größen zurücktransformiert werden können.

Wir benutzen die Schreibweise f c
i (S) aus (2.55), wobei der Index c in diesem Ab-

schnitt fortgelassen wird. Wenn wir also |fi(S
(i))| � 1 schreiben, dann ist damit f c

i

gemeint, weil alle Auslenkungen bezüglich der konstanten Referenzfläche betrachtet

werden.

4.3.1 Ohne Krümmungen

In diesem Abschnitt wird von der Krümmungsentwicklung (4.17) nur der Term nied-

rigster Ordnung ρ̃ci
(u) für i = 1, 2 benutzt. Daher soll die mittlere Fläche zunächst

mit f ∗ statt f † bezeichnet werden. Als Ansatz verwendet man nun, daß an jedem

Punkt dieser auszuzeichnenden Fläche f ∗ jedes Dichteprofil ρi entlang der Norma-

lenrichtung der Isodichtefläche fi die gleiche prozentuale Änderung relativ zur Dich-

tedifferenz 4ρi erfahren hat. Dadurch wird keine der Komponenten ausgezeichnet.

Das bedeutet, daß die Abstände u∗i zu einem Punkt auf der
”
virtuellen“ Fläche f ∗ in

den Einheiten der jeweiligen Korrelationslänge ξi dem Betrag nach gleich sein sollen.

Sei si :=
(
S(i), fi(S

(i))
)
, ni der Normalenvektor von si und r∗ der zu konstruierende

Flächenpunkt. Dann lautet die Forderung (vgl. Abb. 4.2):

u∗1
ξ1

+
u∗2
ξ2

!
= 0 ⇔ r∗ − s1

ξ1
· n1 +

r∗ − s2

ξ2
· n2

!
= 0 . (4.22)
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Abb. 4.2: Zur Konstruktion der mittleren Fläche f ∗: Die Abstände der Flächen f1

und f2 müssen gemäß (4.22) in Einheiten der jeweiligen Grenzflächenbreite ξ1 bzw.

ξ2 gleich sein. Die zugehörigen lateralen Koordinaten S(i), i = 1, 2 können dabei recht

nah zusammenliegen, vgl. (4.41), hier dargestellt ist der Fall R∗ = S(2).

Zu beachten ist, daß s1,2 und n1,2 jeweils implizit von r∗ abhängen. Diese Defi-

nitionsgleichung für r∗ hat die Form eines harmonischen Mittels4, allerdings mit

vektoriellem Charakter.

Bevor wir zur Berechnung von r∗ kommen, sollte klar sein, daß eine Dichte ρ∗(r)

exististiert, für die ρ∗(r∗) selbst Mittelwert der Dichten ρ̄1 und ρ̄2 ist. Dabei kann

man ausnutzen, daß die intrinischen Dichteprofile ρ̃ci
(ui) näherungsweise dargestellt

werden können als

ρ̃ci
(ui) = −4ρi

2
p(ui/ξi) + ρ̄i , (4.23)

mit einer punktsymmetrischen Funktion p(− z) = − p(z) [21,79,14,29,10,40,75,26,

76,56,42,32,100,119,37,89,38,8,120,47,39]. Dann ergibt sich mit einem unbekanten

Faktor 4ρ∗ aus der Definition

ρ∗(r) :=
4ρ∗

2

(ρ1(r)

4ρ1

+
ρ2(r)

4ρ2

)
(4.24)

≈ 4ρ∗

2

( ρ̃1(u1)

4ρ1

+
ρ̃2(u2)

4ρ2

)
, (4.25)

4Das harmonische Mittel Mh der stochastischen Variablen xi, i = 1, . . . , n mit absoluten Häu-

figkeiten ni ist definiert als Mh(x1, . . . , xn) :=
∑n

i=1 ni∑n
i=1 ni/xi

. Als Eigenschaft ergibt sich für n = 2:

Mh(x1, x2)− x1

x1
n1 +

Mh(x1, x2)− x2

x2
n2 = 0. Das harmonische Mittel ist das geeignete Mittel für

Größen, die bezüglich einer Einheit definiert sind. In diesem Fall also einmal die Korrelationslängen
ξi und später die Dichtesprünge 4ρi.
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wobei die Näherung zunächst nur die Dichteanteile der planaren Grenzflächen be-

rücksichtigt, mittels (4.22)

ρ∗(r∗) =
4ρ∗

2

( ρ̄1

4ρ1

+
ρ̄2

4ρ2

)
=: ρ∗ . (4.26)

Die Größe 4ρ∗ ist für die weiteren Überlegungen irrelevant. Zwei Möglichkeiten

sollen aber zur Unterstützung der Vorstellung angeboten werden: Die erste setzt

4ρ∗ =
24ρ24ρ1

4ρ2 +4ρ1

als harmonisches Mittel der Dichtesprünge 4ρ1,2. Das führt

analog zu (4.22) auf die anschauliche Bedeutung, daß die Dichten ρi von ρ∗(r) den

gleichen relativen
”
Abstand“ einnehmen:

ρ∗(r)− ρ1(r)

4ρ1

+
ρ∗(r)− ρ2(r)

4ρ2

= 0 .

Diese Definition hat allerdings den Nachteil, daß durch sie beispielsweise im Fall

4ρ1 → 0 keine mittlere Dichte ρ∗ definiert werden kann.

Die andere Möglichkeit, die dieses Problem nicht aufwirft, ist gegeben durch 4ρ∗ =

4ρ1 +4ρ2. Hier ergibt sich aus ρ1 = 0 die Beziehung ρ∗ = ρ2. Beide Definitionen

können zu einer Verallgemeinerung herangezogen werden, und man kann die zweite

Definition bevorzugen, weil sie dem Spezialfall ρ1 = 0 gerecht wird. Auswirkungen

auf die folgenden Ergebnisse ergeben sich dadurch aber nicht.

Damit haben wir eine mittlere Dichte ρ∗(r) definieren können, die sich einerseits

als Mittel der ρi schreiben läßt und die andererseits eine Isodichtefläche an den

Stellen r∗ besitzt. Dazu haben wir die Antisymmetrie des planaren Dichteprofils be-

nutzt.

Eine andere plausible Wahl der mittleren Dichte ρ∗(r) = a1ρ1(r) + a2ρ2(r) könn-

te aber auch durch die Forderung ∇ρ∗(r∗)n∗ !
= Maximum definiert werden. Dabei

orientiert man sich an der Beobachtung, daß die Ableitung der Profile der Form

(4.23) in Richtung der Normalen auf der Grenzfläche ein Maximum besitzt. Diese

Eigenschaft versucht man mit der oben angegebenen Formel auf ρ∗(r) und r∗ zu

übertragen. Diese Bedingung setzt aber eine genauere Kenntnis von r∗oder ρ∗(r)

schon voraus. Für den einfachen Fall, daß es sich nur um planare Profile handelt,

gewinnt man die Beziehung a1/a2 = 4ρ2 ξ
2
1/4ρ1 ξ

2
2 statt a1/a2 = 4ρ2/4ρ1 wie im

obigen Fall. Da wir aber ohnehin diese Näherung für ρ∗ später wieder zurückneh-

men, betrachten wir diesen Zugang nicht weiter; insbesondere ergeben sich weitere

Schwierigkeiten zu zeigen, daß diese Wahl ein ρ∗(r) liefert, das auf r∗ konstant ist.
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Zur Darstellung von r∗ wird ganz allgemein

r∗ = a s1 + b s2 + αn1 + β n2 (4.27)

angesetzt (a, b, α, β ∈ R). In (4.22) eingesetzt ergibt sich daraus

0 = s1

[
a− 1

ξ1
n1 +

a

ξ2
n2

]
+ s2

[
b− 1

ξ2
n2 +

b

ξ1
n1

]
+

ζα
ξ1ξ2

+
ζβ
ξ1ξ2

, (4.28)

wobei α = ζα/(ξ2 + ξ1 n1n2) und β = ζβ/(ξ1 + ξ2 n1n2) verwandt wurde.

Im Spezialfall s1 = s2 gilt r∗ = s1 = s2, woraus sich a + b = 1 und α, β ∼ |s1 − s2|
ergibt. Um keine der Flächen auszuzeichnen setzen wir a = b = 1

2
. Damit bleiben nur

zwei Möglichkeiten zur Wahl von ζα und ζβ, insbesondere sind diese im allgemeinen

aber 6= 0, weil r∗ nicht notwendig in der von s1 und s2 aufgespannten Ebene liegen

muß. Mit den Bezeichnungen

χ1 =
1

2
(s1 − s2)n1 und χ2 =

1

2
(s2 − s1)n2

kann man nun ζα = ξ2χ1 und ζβ = ξ1χ2 oder ζα = ξ1χ2 und ζβ = ξ2χ1 wählen.

Zur Entscheidung betrachtet man den Spezialfall f2(S) = −f1(S), bei welchem die

Stellen S(1) = S(2) ≡ S (vgl. Abb. 4.2) identisch sind. Die z-Komponente von r∗

muß durch die Einschränkung ξ1 = ξ2 verschwinden. Die Wahl ζα = ξ1χ2, ζβ = ξ2χ1

ergibt dann

r∗ =
( S + f1(S)∇f1(S)

0

)
und u∗1 = −

√
g1(S) f1(S),

so daß (u∗1)
2 = f 2

1

(
1+(∇f1)

2
)

= (R∗−S)2 +f 2
1 den Satz des Pythagoras erfüllt. Mit

der Wahl ζα = ξ2χ1, ζβ = ξ1χ2 hingegen läßt sich |u∗1| <
√
g1|f1(S)| für ∇f, f 6= 0

abschätzen. Also erhält man

r∗ :=
1

2
(s1 + s2) +

ξ1
[
s2 − s1

]
n2

2 (ξ2 + ξ1 n1n2)
n1 +

ξ2
[
s1 − s2

]
n1

2 (ξ1 + ξ2 n1n2)
n2 . (4.29)

Definiert man weiter

t1 :=

[
s2 − s1

]
n2

(ξ2 + ξ1 n1n2)
, t2 :=

[
s1 − s2

]
n1

(ξ1 + ξ2 n1n2)
, (4.30)

dann gilt5

u∗1
ξ1

=
1

2

(
t1 − t2

)
= −u

∗
2

ξ2
. (4.31)

5Bei der ”falschen“ Wahl von χ1,2 ergibt sich u∗1/ξ1 = 1
2

(
t1 − t2

)
n1n2 und somit im oben

diskutierten Spezialfall |u∗1| = |f1||g − 2|/√g1 < |f1|
√

g
1

wegen 1 < g1 für ∇f, f 6= 0.
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Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, daß es sich hierbei immer noch um eine

implizite Gleichungn für r∗ handelt.

4.3.2 Mit Krümmungen

In diesem Abschnitt werden die obigen Betrachtungen für den etwas allgemeineren

Fall δρ1, δρ2 6= 0 wiederholt. Dabei kann man verschiedene Ansätze betrachten. Der

erste hält an der Vorgabe (4.22) fest, und man ist gezwungen, eine andere mittlere

Dichte ρ∗ zu definieren. Diese Möglichkeit stellt sich als ungünstig heraus, weil man

in die Definition von ρ∗ die Krümmungsbeiträge ohne weitere Annahmen schlecht

einbauen kann und somit u.U. einen Fehler der Ordnung6 O(f, 1) macht. Statt dessen

weichen wir die Forderung (4.22) etwas auf und zeigen, daß der dadurch entstehende

Fehler von der Ordnung O(f, 3) ist. Dazu sei u†i = u∗i + ω mit u∗1/ξ1 = −u∗2/ξ2, und

statt (4.22) gelte nun

u†1
ξ1

+
u†2
ξ2

=
( 1

ξ1
+

1

ξ2

)
ω . (4.32)

Analog zu (4.24) verallgemeinert man mit δρi(ui) ≡ δρ̃fi
(S(i), ui)

0 = ρ†(r†)− ρ∗

!
= −4ρ†

[
p
(u†1
ξ1

)
+ p
(u†2
ξ2

)
− δρ1(u

†
1)

4ρ1

− δρ2(u
†
2)

4ρ2

]
(4.33)

und entwickelt jeweils um u∗i . Das ergibt in niedrigster Ordnung

ω = − 4ρ2 δρ1(u
∗
1) +4ρ1 δρ2(u

∗
2)

4ρ2 ∂uρ1(u∗1) +4ρ1 ∂uρ2(u∗2)
. (4.34)

Benutzt man symbolisch (4ρ1 +4ρ2)∂ρ
†(r∗) =4ρ2∂uρ1(u

∗
1) +4ρ1∂uρ2(u

∗
2), dann

ist

ω = − δρ†(r∗)

∂ρ†(r∗)
(4.35)

und es gilt O(ω) ≥ O(f, 1). Wegen ∂ρ ∼ ξ−1 setzt die Größe δρ/∂ρ ∼ ξ/Rκ die

Breite der Grenzfläche ξ mit dem Krümmungsradius Rκ in Beziehung. Insbesondere

sollte die Krümmungsentwicklung gut funktionieren, falls ξ/|Rκ| � 1 ist, die Krüm-

mungen also nicht zu sehr die intrinsische Breite beeinflussen.

6Die Schreibweise O(A,n) umfaßt die ebenfalls übliche Konvention O(An). Die Benutzung von
O(A,n) ist hier sinnvoll, weil damit auch Ausdrücke der Form (∂A)n oder An−m ∂Am gemeint sein
können.
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Ist rω := r† − r∗, dann ergibt sich wegen rω · ni = ω für i ∈ {1, 2} die Beziehung

rω ⊥ (n1 − n2), und man hat als allgemeinen Ansatz

rω =
αω

2
(n1 + n2) + βω(n1 × n2) (4.36)

αω =
2ω

1 + n1n2

, (4.37)

wobei βω erst einmal unbestimmt bleibt. Damit ist

r† = r∗ + rω (4.38)

=
1

2
(s1 + s2) +

ϑ1

2
n1 +

ϑ2

2
n2 + βω (n1 × n2)

ϑi := ξi ti + αω . (4.39)

Die Größenodnung des βω-Terms in den lateralen Koordinaten ist ≥ O(f, 2), in der

z-Koordinate sogar ≥ O(f, 3). Der Parameter βω selbst ist prinzipiell in dieser Vor-

gehensweise unbestimmbar, weil er diejenigen Krümmungseinflüsse beschreibt, die

nicht entlang der Flächennormalen entstehen. Das Konzept der Normalkoordinaten

zusammen mit der Krümmungsentwicklung trägt diesen aber keine Rechnung, son-

dern beachtet nur Projektionen auf n1,2. Aus den obigen Abschätzungen läßt sich

aber schließen, daß diese zusätzlichen Beiträge vernachläßigbar gegenüber den ersten

sind.

4.3.3 Entwicklung der mittleren Fläche

Zwei Näherungen sollen nun angewandt werden, um die obige implizite Formel (4.38)

für r† in eine Monge-parametrisierte Form zu bringen. Dadurch soll die mittlere

Grenzfläche f †(R†) mittels der Funktionen fi(S
(i)) ausgedrückt werden, um dann

die eigentliche Krümmungsentwicklung nach f † auf eine Krümmungsentwicklung

nach den fi durchführen zu können. Daher genügt hier auch eine Entwicklung bis

zur Ordnung O(fn
1 f

m
2 , n + m ≤ 3), wobei wir die genaue Herleitung in 8.6 zusam-

mengefaßt haben. Eine
”
exakte“ Berechnung z. B. von H† ist mit der Ableitung

der inversen Transformation im Prinzip machbar, ergibt aber eine sehr unhandliche

implizite Formel, die für weitere Rechnungen ohnehin mit den unten stehenden Nä-

herungen vereinfacht werden müßte. Wir benutzen wie zuvor für f c
i kurz fi und die

Bedingungen

1. |∂nfi(S
(i))| � 1, was keine neue Einschränkung ist, und eine
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2. Taylor-Entwicklung der fi(S
(i)) um die Stelle R†.

Betrachtet wird mit δSij := S(i) − S(j) und δfij := fi − fj der Ausdruck t1 − t2

in (4.31), wobei fi ≡ fi(S
(i)), gi ≡ gi(S

(i)) usf. gelten soll. Dann ist näherungsweise

u†1
ξ1

=
1

2
(t1 − t2) = −

(
√
g1 +

√
g2) δf12

ξ1 + ξ2
+O(f, 3) . (4.40)

Damit erhält man unter Vernachlässigung von O(f, 4)

δS12 = −
(
√
g1 +

√
g2) δf12

2(ξ1 + ξ2)

2∑
i=1

ξi∇fi√
gi

+ ω (
∇f1√
g1

− ∇f2√
g2

) . (4.41)

Die z-Komponente von r† ohne die αω-Beiträge berechnet sich daraus zu

2f ∗(R†) = 2f †(R†)− αω(
√
g1
−1 +

√
g2
−1)

≈ 2ξ2
ξ1 + ξ2

f1 +
2ξ1

ξ1 + ξ2
f2 +

ξ2ξ1
(ξ1 + ξ2)2

δf21

[
(∇f2)

2 − (∇f1)
2
]

− ω

ξ1 + ξ2

(
ξ1(∇f2)

2 + ξ2(∇f1)
2 − (ξ1 + ξ2)∇f2∇f1

)
. (4.42)

Noch hängen die Funktionen fi von S(i) ab. Daher wird nun noch eine Taylorent-

wicklung der entsprechenden Terme um R†vorgenommen. Die dabei entstehenden

Ausdrücke werden mit einem † gekennzeichent, um die Abhängigkeiten von R† zu

markieren. In den verbleibenden Termen der Ordnung O(fn
i f

m
j , (n+m) ≥ 3) genügt

die direkte Ersetzung der Argumente S(i) 7→ R†. Insgesamt ergibt sich damit

f † − αω

2
(
√
g1
−1 +

√
g2
−1)

≈ ξ2
ξ1 + ξ2

f †1 +
ξ1

ξ1 + ξ2
f †2 −

ξ2ξ1
2(ξ1 + ξ2)2

δf †21
[
(∇f †2)2 − (∇f †1)2

]
, (4.43)

und der Einfluß der Krümmungen bleibt wie erwartet nur in αω, das in dieser Formel

noch von den S(i) abhängt, übrig.

Betrachten wir nun abschließend ω. Da ω die Krümmungskorrekturen der u∗i be-

schreibt, ist es von der Ordnung O(ω) ≥ O(H) = O(f, 1). Dann gilt nach den

vorangegangenen Berechnungen

ρHi
(u†i ) ≈ ρHi

(0) + ρ′Hi
(0)u†i +

1

2
ρ′′Hi

(0)(u†i )
2 =

1

2
ρ′′Hi

(0)(u†i )
2 , (4.44)

unter der Bedingung, daß es sich bei ρH(u) um eine gerade Funktion handelt, die

auf der Grenzfläche verschwindet (vgl. [78] und (4.66)). Wegen (4.40) ist somit
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O(ρH(u†i )) = O(f, 2), also O(ω) ≥ O(f, 3).

Wir notieren der Vollständigkeit wegen noch

αω(
1
√
g1

+
1
√
g2

) ≈ − (δf †12)
2

4(ξ1 + ξ2)

H†
1 4ρ2 ξ1ρ

′′
H1

(0) +4ρ1 ξ2ρ
′′
H2

(0)H†
2

4ρ2 ∂ρc1(0) +4ρ1 ∂ρc2(0)
.

Setzt man ρHi
(u) = −4ρiξi p(u/ξi) ΦHo(u/ξi) mit einer skalenfreien Funktion ΦHo

voraus (vgl. (4.64), (4.65)), dann bekommt man

αω(
1
√
g1

+
1
√
g2

) ≈ − ξ1ξ2 (δf †12)
2

2(ξ1 + ξ2)2

[
H†

1 +H†
2

]
Φ′

Ho
(0) .

Insgesamt erhält man mit der
”
Korrelationslänge“ ξ† = 2ξ1ξ2/(ξ1+ξ2) für die Grenz-

fläche f † den Ausdruck

f †

ξ†
≈ 1

2

[
f †1
ξ1

+
f †2
ξ2
− δf †21

2(ξ1 + ξ2)

(
(∇f †2)2 − (∇f †1)2

)
− (δf †12)

2

2(ξ1 + ξ2)

(
H†

1 +H†
2

)
Φ′

Ho
(0)

]
. (4.45)

Diese Formel gilt natürlich auch für konstante Flächen und reduziert sich dann auf

die ersten beiden Summanden. Wir können nun statt fi wieder f c
i schreiben und

erhalten aus (4.45) analog f † − c†. Die obigen Überlegungen zeigen, daß die Krüm-

mungskorrekturen der Dichten die mittlere Fläche f † nicht wesentlich verändern,

sofern O(f, 3) � 1 ist, und daß f † ≈ f ∗ in quadratischer Näherung eine Isodich-

tekontur der Dichte ρ† ist. Dieser Zusammenhang ist durchaus erwünscht, weil sich

darin die Robustheit von f † gegenüber den Dichtefluktuationen zeigt. Im übrigen

wird dadurch die Vorstellung, daß f † als Mittelwert weniger fluktuiert als die ihn bil-

denden Komponenten, gestützt. Durch die Größen ξ1,2 ist dennoch eine Verknüpfung

zu den Dichten ρ1,2 hergestellt, so daß die Zusammensetzung von f † temperaturab-

hängig ist. In der Nähe des kritischen Punkts gilt mit zunehmender Temperatur

ξ1 ≈ ξ2, und f † stellt sich als arithmetisches Mittel der Flächen f1,2 dar. Zu beach-

ten ist, daß ξ† genau dann divergiert, wenn ξ1,2 beide divergieren. Das bedeutet, daß

erst durch das Verschwinden beider Grenzflächen sich auch keine mittlere Grenzflä-

che mehr definieren läßt. Ist hingegen ξ1 � ξ2, dann bleibt f † ≈ f1, die
”
schärfer“

definierte Fläche ist also bestimmend für die mittlere. Auch hierin drückt sich die

Stabilität von f † aus. Insofern ist (4.45) thermodynamisch konsistent.

Da f † die Isodichtefläche der gemittelten Dichte ρ† sein soll, könnte man auch zur
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folgenden anschaulichen Bedeutung gelangen: Wenn der Dichtesprung 4ρ1 größer

ist als 4ρ2, dann wird in ρ† (bzw. ρ∗) die Dichte ρ2 gemäß (4.24) ein größeres Ge-

wicht bekommen. Man könnte nun erwarten, daß damit auch die Grenzfläche f2

an der gemeinsamen Grenzfläche f † (f ∗) stärker beeinflussend wirkt. Nach obiger

Formel aber muß dann auch ξ1 > ξ2 gelten, die Fläche f1 ist eher
”
verwaschen“,

die Position nicht so scharf definiert im Vergleich zu f2. Diese Beobachtung stimmt

aber nicht damit überein, daß Dichtesprünge mit kleinerem Dichteunterschied ein

größeres ξ aufweisen als umgekehrt. Man hat aber zu bedenken, daß die Definition

der mittleren Dichte nicht eindeutig ist, sondern daß nur gezeigt wurde, daß f † als

Isodichtefläche aufgefasst werden kann. Welche Rolle den Dichten dieser Flächen

zugeteilt wird, bestimmt die thermodynamische Gleichgewichtssituation und wird

daher von diesem allgemeinen geometrischen Ansatz, der sich auf die Flächen be-

zieht, nicht beantwortet. Dieser Zugang kann in einer sharp kink Näherung wegen

ξi = 0 gerade nicht durchgeführt werden.

Diese Herleitung dient einzig der Transformation des Hh-Terms in (2.56), alle ande-

ren Beiträge werden davon nicht direkt betroffen. Allerdings wird zur Vereinfachung

des transformierten Hamiltonians mehrfach die Gleichgewichtsbedingung (s. (2.48))

herangezogen. Insofern betrifft diese Behandlung von Hh indirekt auch die weiteren

Umformungen der anderen Anteile.

Ein Vorteil dieser Methode ist die Unabhängigkeit von der konkreten Form der frei-

en Energiedichte h
(
ρ1, ρ2

)
. Das heißt, daß hiermit eine Möglichkeit entstanden ist,

auch andere Dichtefunktionale für binäre Mischungen, die nicht die LDA (s. (2.20))

verwenden, so zu behandeln.

Eine allgemeine Zusammensetzung λ1ρ1/4ρ1+λ2ρ2/4ρ2 ist nur unter Zuhilfenahme

der Asymmetrie des intrinsischen Profils nicht möglich. Dazu benötigt man weite-

re Annahmen über die Profile ρi(r). Allerdings läßt sich leicht eine
”
Relativdichte“

ρ1/4ρ1 − ρ2/4ρ2 + ρrel mit einer Konstanten ρrel konstruieren, die auf der zugehö-

rigen
”
Relativfläche“ wieder konstant der Wert ρrel annimmt: Dazu muß man wegen

der Vorzeichenänderung von u∗2 in (4.22) bzw. (4.29) nur die Ersetzung n2 7→ −n2

vornehmen. Da für höhere Temperaturen ξ1 ≈ ξ2 gilt, entsteht schließlich eine Flä-

che, die nahe der kritischen Temperatur entweder nicht mehr stabil ist oder f1 ≈ f2

erzwingt (vgl. (4.29)). Damit kann man Hh bezüglich jener Relativdichte und ρ†

umschreiben, jedoch bleibt das Problem, nach welcher Fläche der gesamte Ausdruck

entwickelt werden soll, bestehen. Vor diesem Hintergrund kann man die hier ange-
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wandte Näherung auch als eine solche Transformation betrachten, wobei die Nähe-

rung schließlich in der Nichtberücksichtigung der Beiträge der Relativdichte besteht.

Bevor nun der Hamiltonian H mit den beschriebenen Mittels umgeschrieben wird,

soll ein einfaches Modell betrachtet werden, welches die Gewichtungsfunktionen

ρλ(u) mit λ = H,K,H2, . . . bestimmt. Insbesondere werden Symmetrien für diese

Funktionen aufzeigt, welche die späteren Umformungen während der Transformati-

on erheblich erleichtern können. Der folgende Abschnitt stützt damit die Vorstellung

von Form und Größenordnung der Entwicklungsfunktionen und verbindet die so ge-

wonnene Gestalt wieder mit der Krümmungsentwicklung selbst. Dadurch erhält man

eine andere Formulierung der Krümmungsentwicklung, die somit als neuer Ansatz

zum Verständnis von Krümmungseinflüssen dient.

4.4 Gewichtsfunktionen der Krümmungsentwick-

lung

In diesem Kapitel wird ein Modell für die Gewichtsfunktionen ρλ(u) mit λ ∈ {H,

K, H2, . . .} aus der Krümmungsentwicklung (4.17) vorgestellt. Da man mit den

Funktionen ρλ die durch lokale Krümmungen hervorgerufenen Veränderungen eines

planaren Dichteprofils ρc(u) beschreiben will, liegt der Ansatz nahe, sich dies anhand

von Objekten mir globaler konstanter Krümmung zu verdeutlichen. Die einzigen da-

für in Frage kommenden Geometrien mit von 0 verschiedener Krümmung sind der

Zylinder und die Kugel. Betrachtet man also für einen Ordnungsparameter φ ein

Modell, das einen Phasenübergang beschreiben kann und betrachtet diesen in zylin-

drischer oder sphärischer Geometrie, jeweils mit dem Radius R, dann kann man die

Funktionen ρH , ρK , ρH2 , . . . durch eine R−1-Entwicklung ableiten. Zur Beschreibung

von Phasenübergängen in mean-field-Näherung wird oft ein φ4-Modell benutzt. Für

diese Arbeit genügt es statt dessen, ein Doppelparabelmodell zu betrachten, um

den Einfluß der gekrümmten Randbedingung zumindest in führender Ordnung zu

studieren. Die Betonung liegt hier weniger auf dem quantitativen, sondern eher auf

dem qualitativen Aspekt.
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Kugel und Zylinder

Im Doppelparabelmodell für eine Kugel oder einen Zylinder mit dem Radius R

nähert man das Funktional für die Freie Energie F [ρ] aus (2.10) durch

F [ρ] =
1

2

∫
d3r

(
∇ρ(r)

)2
+ ξ−2

α (ρ(r)− ρα)2 Θ(−r +R)︸ ︷︷ ︸
1. Phase

+ ξ−2
β (ρ(r)− ρβ)2 Θ(r −R)︸ ︷︷ ︸

2. Phase

. (4.46)

Diese Näherung in Anlehnung an die φ4-Theorie7 beschreibt (4.46) im Bereich x < R

beispielsweise eine flüssige Phase mit der temperaturabhängigen Korrelationslän-

ge ξα ≡ ξα(T ) und einem Volumen-Wert ρα; analog für x > R eine gasförmige

Phase mit ξβ und ρβ. Eine Minimierung führt mit ρ̃α,β(r) = ρ(r) − ρα,β auf die

Helmholtzgleichung

4ρ̃α,β − ξ−2
α,β ρ̃α,β = 0 . (4.47)

Mit einem Produktansatz in Zylinder- oder Kugelkoordinaten für ρ̃ und mit Hilfe

der Variablentransformation z = ±ir/ξ, wobei r das Argument der Radialfunktion

D(r) ist, gelangt man zur hier interessierenden Besselschen Differentialgleichung

D′′(z) +
d− 1

z
D′(z)−D(z) = 0 . (4.48)

Dabei wird der Fall einer zylindrischen Geometrie durch d = 2 und der einer sphä-

rischen durch d = 3 beschrieben.

1. Gerade Dimension: d = 2n, n = 1, 2, . . .

Als Fundamentallösung dieser Gleichung erhält man

D(z) = (ir/ξ)1−n Z
±
(
1−n
)(ir/ξ) , (4.49)

wobei Zα(z) eine beliebige Besselfunktion bezeichnet. Die allgemeine Lösung hat

dann mit m := n− 1 ∈ N die Form

D(z) =
1

(r/ξ)m
[AIm(r/ξ) +BKm(r/ξ)] (4.50)

7In der φ4-Theorie betrachtet man ursprünglich Phasenübergänge in der Nähe des kritischen
Punkts. Statt (4.46) wird bspw. für die Freie Enthalpie G[φ] die Dichte (∇φ)2 + aφ2 + bφ4 − πφ

zusammen mit einer zu φ konjugierten Kraft π angesetzt.
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Wegen r−m|Im(r)| → ∞ für r →∞ und r−m|Km(r)| → ∞ für r → 0, muß aufgrund

der Endlichkeit der Lösung A = 0 für r ∈ (R,∞) und B = 0 für r ∈ [0, R) gelten.

Das bedeutet:

r ≤ R : ρ<(r) = A (r/ξ)−m Im(r/ξ) + ρα (4.51)

r > R : ρ>(r) = B (r/ξ)−mKm(r/ξ) + ρβ . (4.52)

Als Anschlußbedingung benutzt man ρ<(r/ξ → R/ξ)
!
= ρ>(r/ξ → R/ξ) und findet

bei beiderseitiger Existenz des Grenzwertes ρ(R/ξ) := ρ̄ := 1
2
(ρα + ρβ) und mit

4ρ := (ρα − ρβ)/2 für die Konstanten

A := − 4ρ
Im(R/ξ)

(R/ξ)m und B :=
4ρ

Km(R/ξ)
(R/ξ)m . (4.53)

Kommen wir nun zur eigentlichen Krümmungsentwicklung für ρ<, also ξ ≡ ξα. Dazu

benutzen wir zuerst eine Darstellung der Besselfunktion für große Argumente

ρ<(R + u)
R/ξ�1
≈ −4ρ eu/ξ Rm+1/2

(R + u)m+1/2

n∑
k=0

Mmk

(
(R + u)/ξ

)−k

n∑
k=0

Mmk(R/ξ)
−k

+ ρα (4.54)

Mνk :=
(−1)k

2kk!

Γ(ν + k + 1
2
)

Γ(ν − k + 1
2
)
. (4.55)

Die Entwicklung nach 1/R ergibt dann

ρ<(R + u) ≈ −4ρ eu/ξ
[
1 +

∞∑
f=1

rmf (u)R
−f
]

+ ρα , (4.56)

wobei die rmf (u) homogene Polynome in u sind. Deren exakte Form, die sich nur

rekursiv berechnen läßt, ist im Abschnitt 8.7 beschrieben. Zu beachten ist, daß wegen

r = R + u ≤ R hier u ≤ 0 gilt. Die Krümmungsentwicklung für ρ> mit ξ =

ξβ ergibt aber die gleiche Struktur wie für ρ< aufgrund der Verwandtschaft der

Besselfunktionen Im und Km. In der Formel (4.54) hat man nur die Ersetzungen

ξ = − ξβ und ρα 7→ ρβ vorzunehmen und kann u ≥ 0 belassen. Entsprechendes gilt

für die Ausdrücke in (4.56).

Der Fall eines Zylinders ist durch m = 0 gegeben, dessen mittlere Krümmung H =
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−(2R)−1 und dessen Gaußsche Krümmung K = 0 ist8. Bezeichnen wir mit

ρo(u) :=

−4ρ eu/ξα , u ≤ 0

4ρ e−u/ξβ , u ≥ 0
, (4.57)

dann haben ρH(u) und ρH2(u) die Form (vgl. auch Abb. 4.3 und Abb. 4.4)

ρH(u)

ρo(u)
=
u

2
und

ρH2(u)

ρo(u)
=

3
2
u2 − ξα

2
u , u ≤ 0

3
2
u2 +

ξβ

2
u , u ≥ 0 .

(4.58)

2. Ungerade Dimension: d = 2n+ 1, n ∈ N

Hier hat man die fundamentale Lösung

D(z) = (ir/ξ)1/2−n Z
±
(
1/2−n

)(ir/ξ) , (4.59)

wobei Zα(z) wieder eine beliebige Besselfunktion bezeichnet.

Mit µ := n− 1/2 ≥ −1/2 ist die allgemeine Form der Lösung nun

D(r) =
1

(r/ξ)µ

[
AIµ(r/ξ) +B I−µ(r/ξ) + C Kµ(r/ξ)

]
. (4.60)

Wiederum ist aufgrund der geforderten Endlichkeit der Lösung C = 0 für r ∈ [0, R),

A = 0 für r ∈ (R,∞) und sogar B = 0 für alle r ∈ [0,∞). Somit ergibt sich analog

zu geraden Dimensionen

r ≤ R : ρ<(r) = A (r/ξ)−µ Iµ(r/ξ) + ρα (4.61)

r > R : ρ>(r) = C (r/ξ)−µKµ(r/ξ) + ρβ . (4.62)

Die Entwicklungen sind völlig analog zu den obigen, nur hat man nun die Ersetzung

m 7→ µ vorzunehmen. Für sphärische Geometrie ist µ = 1/2 zu setzen, die mittlere

Krümmung ist H = −R−1, die Gaußsche Krümmung K = R−2 und mit (4.57)

erhält man (s. auch Abb. 4.5)

ρK(u)

ρo(u)
=

u2 + ξα

2
u , u ≤ 0

u2 − ξβ

2
u , u ≥ 0 .

(4.63)

8Die Vorzeichenwahl von H ist Konvention.



62 4. Krümmungsentwicklung

Zusammenfassung

Aus den oben diskutierten Spezialfällen ergeben sich unmittelbar die folgenden Ei-

genschaften der Funktionen ρλ, λ = H,K,H2, . . . :

1. Bei allen Entwicklungsfunktionen ließ sich ρo als Faktor abspalten. Verallge-

meinert man diese Beobachtung, derart daß bei einem planaren Profil (H =

K = 0) der Gestalt ρo + ρ̄ (vgl. (4.23)) die Entwicklungsfunktionen immer ρo

als Faktor enthalten, dann ergibt sich

ρλ(u)

ρo(u)
= Φλ(u) , (4.64)

wobei Φλ(u) nun nicht notwendig die oben gefundenen Polynome darstellt.

Insbesondere ergibt sich hieraus, daß die Funktionen ρλ von gleicher Größen-

ordnung sind wie das ungestörte Profil.

2. Ist ||λ|| die Ordnung der Krümmung (||H|| = 1, ||KH|| = 3, usw.) und be-

zeichnet Φλo(u) diejenige Funktion Φλ mit ξ = 1, dann ist

Φλ(u) = ξ||λ|| Φλo(u/ξ) . (4.65)

Ist zudem ρo(u) = 4ρ p(u/ξ), dann gilt mit (4.64) sogar

ρλ(u) = 4ρ ξ||λ|| Φλo(u/ξ) p(u/ξ) .

3. Für die Funktionen Φλ erhält man die Beziehung

Φλ(u) = (−1)||λ|| Φλ(−u) . (4.66)

Ist ρo antisymmetrisch, dann ergibt sich ρλ(u) = (−1)||λ||+1 ρλ(−u).

4. Die Krümmungsentwicklung hat damit die Form:

ρ(R, ξu) ≈ ρo(ξu)
[
1 +

∑
λ∈{2H,K,...}

λ ξ||λ|| Φλo(u)
]

+ ρ− . (4.67)

Daraus sieht man, daß die Entwicklung (4.17) nur gut funktionieren kann, falls

K ξ � 1 bzw. ξ � Rmin ist (vgl. (4.9)). Andererseits schließt man aufgrund

des exponentiellen Zerfalls der Funktionen ρλ(u) auf eine gute Beschreibung

mittels (4.17) im Falle K |u| � 1, also inbesondere für |u| ≈ ξ. Durch (4.64)
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haben wir gesehen, daß die Funktionen ρλ(x) in der gleichen Größenordnung

liegen wie ρo(x) = 4ρ p(x). Um nun zu verhindern, daß die Dichtestörun-

gen beispielsweise durch ρH größer als 4ρ sind, wurde in der Arbeit [78] ein

Normierungsfaktor CH eingeführt, der als temperaturunabhängig angenom-

men wurde. Ganz allgemein kann man dahingehend den folgenden Ausdruck

diskutieren:

ρH(u) = CH 4ρ ξ ΦHo

(
u/ξ
)
p
(
u/ξ
)
. (4.68)

Da ρH(u 6= 0) > 0, ρH(u = 0) = 0 und ρH(u → ∞) = 0 ist, existiert ein Ma-

ximum dieser Funktion an der Stelle um , so daß ρ′H(um) = 0 gilt. Fordert man

nun für ρH(um) einen bestimmten Wert, dann kann man diesen mittels des

Faktors CH festlegen. Da ρH/4ρ die Dimension einer Länge hat, ist es sinn-

voll diesen Maximalwert mittels der Korrelationslänge ξ, des Teilchenradius

r
(i)
o und des minimalen Krümmungsradius Rmin auszudrücken. Der einfachste

Ansatz, der diese Längen miteinander kombiniert ist

ρH(um)

4ρ
!
= ξ1−s−t (r(i)

o )sRt
min ⇒ CH ∼ (r

(i)
o )sRt

min

ξs+t
. (4.69)

Zu beachten ist, daß demnach CH aus einem mit wachsender Temperatur klei-

ner werdenden Faktor r
(i)
o /ξ und einem zumindest für kleine Temperaturen

großen Faktor Rmin/ξ zusammengesetzt ist, sofern man s, t > 0 annimmt.

In der Referenz [78] ist CH = const. gesetzt worden (s = −t). Damit kon-

vergiert das Maximum ρH(um) für Temperaturen T ≈ Tc nah am kritischen

Punkt gegen einen festen Wert, weil mit T → Tc für das Produkt 4ρ ξ ∼(
1 − T/Tc

)β−ν′
gilt und in dieser mean-field Näherung β = ν ′ = 1/2 ist.

Betrachtet man allerdings ρH(um)/4ρ ∼ ξ , die maximale Störungslänge rela-

tiv zum Dichtesprung oder ρH(um)/ρo(um)∼ ξ, die maximale Störung relativ

zum planaren Profil, dann divergiert diese mit ξ. Physikalisch erscheint dieses

Verhalten nicht sinnvoll: Die auf den Dichtesprung 4ρ oder auf das plana-

re Profil ρo normierten Entwicklungsfunktionen ρλ/4ρ bzw. ρλ/ρo sollten, so

wie ρo/4ρ, beschränkt bleiben und als Störung nicht beliebig große Werte an-

nehmen dürfen. Mit Blick auf (4.69) ergibt sich daraus schon die Forderung

s+ t ≥ 1 und ohne Einschränkung t = 0 und s ≥ 1.

Wenn die Krümmungsentwicklung für alle T < Tc gilt, dann nimmt man da-
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durch implizit an, daß |H ρH(um)/4ρ| < CH ξ/Rmin � CH für alle Tempera-

turen gilt, insbesondere also Rmin →∞. Da Rmin nur für eine Flächenkonfigu-

ration definiert ist, bezieht sich die Temperaturabhängigkeit von Rmin auf den

wahrscheinlichsten minimalen Krümmungsradius 〈Rmin〉 (T ). In diesem Sinne

ist Rmin in der folgenden Diskussion zu verstehen.

Nach den Ausführungen in Abschnitt 4.2 und der Konstruktion des Hamilto-

nians H ist es sinnvoll den Ausdruck∣∣∣∣∫ Rmin

−Rmin

du (ρ(R, u)− (ρo(u) + ρ̄))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ Rmin

−Rmin

du δρ(u)

∣∣∣∣
zu betrachten. Fordert man, daß mit wachsender Temperatur die Krümmungs-

korrekturen verschwinden,∣∣∣∣∫ Rmin

−Rmin

du δρ(u)

∣∣∣∣ T→Tc−→ 0 , (4.70)

dann ergibt sich in niedrigster Ordnung der Krümmungsentwicklung mit einer

Konstanten C ′ die Abschätzung∣∣∣∣2H ∫ Rmin

−Rmin

du ρH(u)

∣∣∣∣ ≤ C ′4ρ ξ CH . (4.71)

Verschwindet nun die rechte Seite der Abschätzung mit wachsender Tempera-

tur, dann ist sicher auch (4.70) erfüllt, wenn die Krümmungsentwicklung gültig

bleibt. Werden nun s und t so gewählt, daß CH → 0 für T → Tc erfüllt ist,

dann wird (4.71) zu einem hinreichenden Kriterium für (4.70). Diese Überle-

gungen stützen damit die oben formulierte Bedingung CH ∼ ξ−s mit s ≥ 1.

Da jedoch die Temperaturabhängigkeit von 〈Rmin〉 (T ) unklar ist, lassen sich s

und t allgemein nicht bestimmen. Drei verschiedene Fälle sind zu diskutieren:

(a) t = 0: Als Bedingung erhält man s > 0.

(b) t > 0 und 〈Rmin〉
T→Tc−→ 0 oder 〈Rmin〉 = const.:

Dieser Fall betrifft die Krümmungsentwicklung selbst, weil es somit eine

Temperatur T〈Rmin 〉 gibt, für die 〈Rmin〉 = ξ gilt. Damit bricht die Bedin-

gung der Krümmungsentwicklung bei T〈Rmin 〉 zusammen. Anders ausge-

drückt: Die Krümmungskorrekturen bekommen mit T → Tc einen größer

werdenden Einfluß, der nicht mehr als kleine Störung der planaren Flä-

che angesehen werden kann; die Grenzfläche wird
”
rauher“. Man beachte,

daß (4.70) bei 〈Rmin〉 → 0 trotzdem erfüllt wird, falls der Integrand be-

schränkt ist: Dies ist aber wegen δρ ≈ 2 ΦHo

(
u/ξ
)
p
(
u/ξ
)
4ρ ξ CH/Rmin
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ohne weitere Spezifizierung von CH nicht klar. Genaugenommen folgt

daraus erneut CH → 0, so daß CH/ 〈Rmin〉 <∞ bleibt.

(c) t > 0 und 〈Rmin〉
T→Tc∼ (1− T/Tc)

−φ →∞ mit φ > 0:

In diesem Fall ist es möglich, die Bedingung 〈Rmin〉 � ξ für alle Tempe-

raturen aufrecht zu halten, indem man φ ≥ ν ′ fordert. Daraus ergibt sich

die Bedingung s > t.

Die relevanten Fälle sind (a) und (c), weil (b) die Gültigkeit der Krümmungs-

entwicklung auf einen unbekannten Temperaturbereich beschränkt. Daher kann

man von der Form

CH = CN
(r

(i)
o )s

ξs
=
CN

2s

(r
(ii)
o )s

ξs
(4.72)

mit s > 0 für CH ausgehen. Dabei ist CN nun eine dimensionslose Konstante,

die man z.B. zur Normierung auf das Maximum der Funktion ΦHo

(
x
)
p
(
x
)

benutzen kann, also

CN =
[
ΦHo

(
um/ξ

)
p
(
um/ξ

)]−1

. (4.73)

In der Arbeit [78] hingegen wurde die Bedingung

CN =

[ ∫ ∞

−∞
ΦHo

(
x
)
p
(
x
)
dx

]−1

(4.74)

verwandt, um CN (s = 0) zu definieren. Nicht auszuschließen ist, daß in CN

materialtypische Eigenschaften eingehen. In dieser Arbeit wird der Definition

(4.74) mit der Bedingung CH ≤ 1 gefolgt, um die Veränderung durch den

Exponenten s 6= 0 mit vorherigen Ergebnissen vergleichen zu können. Dabei

wird s durch

s =
lnC−1

H + lnCN

ln
(
2ξ/r

(ii)
o

) ≥ lnCN

ln
(
2ξ/r

(ii)
o

) (4.75)

mittels vorgegebenem CH und dem Verhältnis ξ/r
(ii)
o für Temperaturen T nahe

des Tripelpunkts bestimmt.

Im Beispiel (4.58) ist mit (4.74) CN = 1. Für T nahe am Tripelpunkt ist

ξ ≈ 1.4 r
(ii)
o (s. Abb. 2.8), so daß sich für CH = 0.5 der Wert s = 0.673 er-

gibt. Für kleinere Wert von CH wächst s; so erhält man für s = 1 den Wert

CH = 0.357.
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Damit läßt sich nicht nur physikalisch, sondern mit Blick auf die hier ver-

wandte Krümmungsentwicklung auch technisch die Setzung s = 1 in (4.72)

motivieren.

5. Die Krümmungsentwicklung (4.67) läßt sich weiter zusammenfassen, wenn

man die Entwicklungsfunktionen als die Ableitungen der Dichte ρ(R, u) nach

den Krümmungen auffaßt (n,m ≥ 0):

ρλ(u) ≡
∂n+m

∂Hn∂Km
ρ(R, u)

∣∣∣∣
H=K=0

für λ = H,K, . . . . (4.76)

Nach (4.64) ist damit auch

Φλ(u) =
∂n+m

∂Hn∂Km
ln ρ(R, u)

∣∣∣∣
H=K=0

, (4.77)

so daß man

ρ(R, u) = ρo(u) e
P(u;H,K) + const . (4.78)

schreiben kann. Darin beschreibt P(u;H,K) nun sämtliche Krümmungsab-

hängigkeiten von ρ(R, u) und es gilt

Φλ(u) = n!m!
∂n+mP(u;H,K)

∂Hn∂Km

∣∣∣∣
H=K=0

mit ‖λ‖ = n+ 2m. (4.79)

Wir werden darauf im nächsten Abschnitt zurückkommen, in dem wir (4.78)

als Ansatz zur Lösung des allgemeinen Doppelparabelmodells benutzen.

Wir haben als Anschlußbedingung in unserer Herleitung den Wert ρ̄ gerade als Mit-

telwert der Volumen-Werte ρα und ρβ definiert. Tatsächlich ändert sich an der Her-

leitung nichts, wenn man nur eine der beiden Phasen betrachtet und statt dessen

ρ̄ als den Kontaktwert an einer gekrümmten Wand bestimmt. Dieser, so hat sich

jüngst gezeigt, ist selbst krümmungsabhängig und läßt sich für harte Kugeln als

ρ̄c := p + 2H γo + K κ̄ schreiben [72,73]. Darin sind p der Druck, γo die Oberflä-

chenspannung und κ̄ die Biegesteifigkeit der Flüssigkeit. Wählt man diesen Ansatz,

dann verändern sich die ρλ und werden insbesondere von den Größen p, γo und κ̄

mitbestimmt.

Allgemeiner Fall

Wir betrachteten nun die Differentialgleichung, die aus der Minimierung von (4.46)

entsteht, in Normalkoordinaten einer vorgegebenen Fläche s. Erneut bleibt durch



4.4. Gewichtsfunktionen der Krümmungsentwicklung 67
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Abb. 4.3: Darstellung der auf den Dichtesprung 4ρ normierten Funktion ρo(z) bei

verschiedenen ξ im Doppelparabelmodel (DP) gemäß (4.57) und aus der φ4-Theorie.

Die DP-Profile fallen deutlich schwächer ab und ergeben somit eine
”
breitere“ Grenz-

flächenzone als die φ4-Profile.

einen Produktansatz für die Radialkomponente ρ(u) die Differentialgleichung

ρ′′(u) +
J ′T (S, u)

JT (S, u)
ρ′(u)− ξ−2ρ(u) = 0 , (4.80)

mit JT (S, u) aus (4.6) und J ′T (S, u) = 2(−H(S)+uK(S)) übrig. Diese Gleichung ist

nicht mehr geschlossen lösbar. Selbst der Versuch, einen der beiden Krümmungsradi-

en um den anderen zu entwickeln und dabei nur Korrekturen in linearer Ordnung zu

berücksichtigen, führt nicht weiter. Eine Reihenlösung, die sich mittels einer zugehö-

rigen Indexgleichung konstruieren läßt, hat aber den Nachteil, daß das asymptotische

Verhalten nicht leicht zugänglich ist.

Wir benutzen statt dessen den Ansatz (4.78), wobei p(u) die Gleichung (4.80) für

H = K = 0 löst, also die Form p(u) ∼ exp(±u/ξ) mit ξ ∈ C hat. Das führt auf

P ′′ + f(u,P ′) = 0 (4.81)

f(u,P ′) := P ′2 + P ′
(
± 2

ξ
+
J ′T
JT

)
± J ′T
ξ JT

. (4.82)
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Abb. 4.4: Darstellung der Funktionen ρH(z)/4ρ bei verschiedenen ξ im Doppelpa-

rabelmodel (DP) gemäß (4.58) und aus der Entwicklung der φ4-Theorie. Für beide

Modelle ergibt sich quaitativ das gleiche Bild: Die Funktionen verschwinden für

u = 0 und u → ∞, sie sind gerade und jeweils positiv. Jedoch befindet sich das

Maximum der DP-Funktionen an der Stelle um(DP ) = ξ < um(φ4) und liegt damit

systematisch unter um(φ4). Wie diskutiert wächst bei der Wahl CH = const. das

Maximum dieser Funktionen proportional zu ξ.

Wir betrachten analog zu zeitdynamischen Systemen die stationären Lösungen von

(4.81) und erhalten mit einer Integrationskonstanten CP

P±(u;H,K) = − 1

2
ln JT ∓

u

ξ
±1

ξ

u∫
0

√
1 +

(ξ
2

J ′T
JT

)2

du′

︸ ︷︷ ︸
≡ S±(u;H,K)

+CP . (4.83)

Bevor wir nun die Funktion S± näher untersuchen, bemerken wir, daß mit (4.83)

schon ein Ausdruck zur Berechnung der Entwicklungsfunktionen gemäß (4.79) zur

Verfügung steht und sich ähnliche Ausdrücke wie die schon gefundenen ergeben,

z.B. ∂2HP±(u; 0, 0) = u/2. Die genaue Form dieser Gewichtungsfunktionen ist aber

für uns hier weniger interessant. Vielmehr geht es um den strukturellen Einfluß der

Krümmungen H und K auf die Asymptotik der Funktion ρ.
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Abb. 4.5: Darstellung der Funktionen ρK(z)/4ρ bei verschiedenen ξ im Doppelpara-

belmodel (DP) gemäß (4.63). Aufgrund der Skaleneigenschaft wachsen die Extrema

proportional zu ξ2.

Für die weitere Diskussion setzen wir K 6= 0 und η := 1−H2/K.

Dann gilt mit β := 4Kη < 0 , γ := 2β + (2Kξ)2 und der Funktion

A±(u;H,K) := ±

√
1 +

(
1
2
− η2

ξ2 K

)(
ξ
2

J ′T
JT

)2

+ 3
4

(
η

JT

)2√
1 +

(
ξ
2

J ′T
JT

)2
(4.84)

die Formel

S±(u;H,K) =
i

2
√

2 ξ K
√
l−
A(u;H,K) ×[

− l− EE

(
i arsinh

(J ′T√l−√
2β

)
,
l+
l−

)
+ (2β − l+) EF

(
i arsinh

(J ′T√l−√
2β

)
,
l+
l−

)
+ 2(γ − 2β) EΠ

(
i arsinh

(J ′T√l−√
2β

)
,
l+
2β
,
l+
l−

) ]∣∣∣∣u
0

, (4.85)
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wobei EE, EF und EΠ die elliptischen Integrale der ersten, zweiten bzw. dritten Art

darstellen und l± := γ ±
√
γ2 − 4β2 ist. Wir betrachten nun die Ausdrücke l±/2β

und l+/l− in den elliptischen Integralen. Man erhält, falls K > 0 und somit η < 0

ist,
l±
2β

= 1 +
ξ
√
K

η

(
ξ
√
K

2
± i

√
−η
√

1 + ξ2K/(4η)

)
. (4.86)

Für die Krümmungsentwicklung hatten wir die Bedingung |Hξ| � 1 gefordert9.

Wegen
√
K < H2 ist auch ξ

√
K � 1. Um in (4.86) nun l±/2β ≈ 1 nähern zu können,

müssen wir noch |η| � 1 fordern, was bedeutet, daß wir uns am zylindrischen

Grenzfall ( η = −∞) orientieren und nicht am sphärischen (η = 0). Genauer erhält

man mit den Krümmungsradien R1,2 die Bedingung 4 ξ2 � 4 ξ
√
R1R2 � (R1−R2)

2.

Unter dieser Voraussetzung setzen wir wegen l+/l− = (l+/2β)2 auch l+/l− ≈ 1. Mit

der Funktion

I±(u;H,K) := ± 1

2

√
1 + ξ2K/(4η) ln

(κ1u− 1

κ2u− 1

)
(4.87)

für u 6= κ−1
1,2, wobei κ1,2 die Hauptkrümmungen (4.7) bezeichnen, finden wir dann

den folgenden Ausdruck für die Funktion P , wobei wir alle konstanten Terme in C ′
P

zusammenfassen:

P±(u;H,K) = − 1

2
ln JT + (A± ∓ 1)κu± ξ

4

J ′T
JT

− iA±I± + C ′
P . (4.88)

Eine recht ähnliche Formel ergibt sich aus der weniger aufwendigen Näherung
√

1 + α2

≈ 1+α2/2 mit α = ξ J ′T /(2JT ) in S±, die aufgrund von |H|ξ � 1 an beiden Rändern

des Integrals gilt. Man erhält

P±(u;H,K) = − 1

2
ln JT ∓

ξ

8

J ′T
JT

± ξ
√
K

2
√
− η

ln
(κ1u− 1

κ2u− 1

)
, (4.89)

verliert aber die Phaseninformation. Da (4.88) und (4.89) jeweils Näherungen für die

stationäre Lösung sind, können wir die Gültigkeit für hinreichend große Argumente

u erwarten, wobei je nach geforderter Randbedingung P ′
+ oder P ′

− den stabilen Fix-

punkt der Differentialgleichung darstellen10. Im allgmeinen läßt sich aber leider nicht

entscheiden für welche Argumente u bzw. für welche Abweichungen vom Fixpunkt

diese Näherungen gut erfüllt sind. Im Grenzfall der Fixpunkte ist A±(u� 1) ≈ ±1,

9In der folgenden Diskussion hinsichtlich der Abschätzungen beschränken wir uns vereinfachend
auf ξ ∈ R; allgemein beziehen sich diese Überlegungen auf den Realteil R(ξ).

10In solchen eindimensionalen Problemen gibt es immer einen stabilen Fixpunkt [131].
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so daß

eP±(u�1) ∼ κ1u− 1

κ2u− 1

exp
(
± ξ

4

J ′T
JT

)
√
JT

exp
(
∓ i

2

√
1 + ξ2K/(4η)

)
(4.90)

schließlich die Asymptotik bestimmt. Diese Abschätzung ist recht grob, jedoch im

Falle von Hart-Kugel-Flüssigkeiten um gekrümmte Objekte wurde der Faktor J
−1/2
T

bereits numerisch gut bestätigt. Die Beschreibung solcher Systeme durch dieses

Modell läßt sich mittels der Ähnlichkeit der Greensfunktion der Differentialglei-

chung (4.80) und jener in der Ornstein-Zernike-Theorie begründen, sogar in der sog.

leading-order-pole-Näherung11 zur Gleichheit bringen [73]. Besonders interessant an

(4.90) ist der explizite Ausdruck für eine durch die Krümmungen hervorgerufene

Phasenänderung und Amplitude. Diese wurde numerisch noch nicht überprüft.

Eine Entwicklung des Realteils des asymptotischen Faktors exp
(
P±(u � 1)

)
er-

gibt die Entwicklungsfunktionen ρλ der Krümmungsentwicklung mit etwas anderen

Koeffizienten als in den zuvor betrachteten Fällen. Offensichtlich ist diesmal die

Struktur der ρλ, auf die am Ende des Abschnitts 4.4 auf Seite 62 eingegangen wur-

de, erfüllt, weil sie ja Teil des Ansatzes ist.

Der Vollständigkeit halber sei das obige Ergebnis für K = (n − 1)H2 mit n = 1, 2

für die schon exakt bestimmten Fälle n = 1 (Zylinder) und n = 2 (Kugel) notiert.

Schreibt man Jn ≡ (1− 2Hu/n)n, dann ergibt sich aus (4.83) direkt

P±
(
u;H, (n− 1)H2

)
= − 1

2
ln Jn ±

n
√
J

2/n
n +

(
Hξ
)2

2Hξ
∓ u

ξ

+
1

2
ln
Hξ +

√
J

2/n
n +

(
Hξ
)2

J
1/n
n

+ C ′
P (4.91)

und erneut ist exp
(
P±
(
u� 1;H,K = (n− 1)H2

))
∼ J

−1/2
n .

Zusammenfassend stellt man fest, daß mit diesen Ansatz die durch die Geometrie

11Dabei berücksichtigt man nur den führenden Pol des Ausdrucks 1 − ρc(2) im Nenner der
Orstein-Zernike-Gleichung, wobei ρ die Dichte und c(2) die direkte Korrelationsfunktion (s. (2.12))
darstellt.
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der Randbedingung beeinflußte Asymptotik von ρ beschrieben werden kann, so daß

man den führenden Termen der Entwicklungsfunktionen ρλ damit Rechnung trägt.

Deren tatsächliche Gestalt erfaßt man im allgemeinen nicht. Insbesondere ergeben

sich selbst bei dieser einfachen Beschreibung durch das Doppelparabelmodell in der

Asymptotik schon transzendente Ausdrücke in H und K. Welchen Einfluß die ellip-

tischen Integrale tatsächlich haben, bleibt aber an dieser Stelle ungeklärt, weil sich

aus den verschiedenen Näherungen kein einheitliches Bild beispielsweise bezüglich

einer zusätzlichen Phase ergibt.

Es existieren Arbeiten, die eine φ4-Theorie zur Bestimmung von ρH benutzen. Die-

se Arbeiten beschränken sich auf den zylindrischen und den sphärischen Grenzfall

und versuchen nicht, eine allgemeine Struktur in den Entwicklungsfunktionen ρλ

zu finden [111,61,76,62,75,63,125,126,69,64,127,132,67,66,133]. Auf der anderen Sei-

te werden diese Ansätze der Thermodynamik des Systems gerechter, weil neben dem

Dichteprofil auch das chemische Potential in Krümmungen entwickelt wird. Grund-

sätzlich geht man dabei von einer allgemeineren Form für die freie Energiedichte

aus als die in (4.46) benutzte. Als Lösungsansatz der Euler-Lagrange-Gleichungen

benutzt man die Krümmungsentwicklung für die Dichten und die chemischen Poten-

tiale und erhält nach einer Sortierung in Potenzen der Krümmungen eine Hierachie

von Differentialgleichungen, deren Lösung gerade die entsprechenden Entwicklungs-

funktionen ergibt. Im Vergleich dazu liegt der Schwerpunkt obiger Betrachtungen

etwas anders. Hier geht es um eine systematische Struktur der Entwicklungsfunktio-

nen in Bezug auf das planare Dichteprofil und deren Abhängigkeit von zwei Krüm-

mungsradien.

In der Arbeit [73] wird zumindest für Hart-Kugel-Flüssigkeiten mittels Dichtefunk-

tionalen numerisch untersucht, wie gut sich die Krümmungsentwicklung und die oben

beschriebene asymptotische Näherung quantitativ zur Bestimmung des Dichteprofils

eignen. Durch einen Ausbau der dort gewonnenen Ergebnisse mit Bezug auf (4.83)

könnte man auf den Gültigkeitsbereich der Eigenschaften (4.64)-(4.66) schließen, die

ja zu Beginn der Betrachtung über asymptotische Korrekturen standen. Außerdem

ließe sich die Formel einer zusätzlichen krümmungsabhängigen Phase testen.

Damit sind die Vorbereitungen zur Transformation des Hamiltonian H abgeschlos-

sen. Mit der Benutzung der Normalkoordinaten und der Krümmungsentwicklung

sollen unter Berücksichtigung der Näherung für Hh der Ausdruck für H umgeschrie-

ben werden. Die Eigenschaften der Entwicklungssfunktionen werden zunächst nicht
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zur Vereinfachung herangezogen. Für die sich anschließende quadratische Näherung

wird hauptsächlich die Gleichgewichtsbedingung verwandt.
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Kapitel 5

Normalkoordinatentransformation

Mit den einführenden Erläuterungen sind bisher das Konzept der Normalkoordi-

naten und der Krümmungsentwicklung vorgestellt worden. Während das erste ein

eher technisches Mittel zur Umformung der Beiträge in H ist, verküpft die Entwick-

lung der Dichte in lokale Krümmungen ihrer Isodichtefläche geometrische Aspekte

mit einer mikroskopischen Beschreibungsgröße. Da dieser Ordnungsparameter die

Geometrie seiner eigenen Isodichtefläche mitbestimmt, kann man diesen Ansatz als

selbstkonsistent bezeichnen. Daher haben wir im Abschnitt 4.4 ein einfaches Modell

für diese Beschreibung angegeben, in dem sich einige Eigenschaften der im allgemei-

nen unbekannten Entwicklungsfunktionen exakt herleiten ließen.

In diesem Kapitel sollen nun die einzelnen Terme des Hamiltonian H in Normal-

koordinaten transformiert und die Dichten ρf mittels der Krümmungsentwicklung

(4.17) genähert werden. Am Schluß eines jeden solchen Abschnitts wird die Gauß-

sche Näherung des Ergebnisses angegeben, weil sich daraus die zur Berechnung von

Erwartungswerten benötigten Terme ergeben (s. Abschnitt 6.3). Mit der schon be-

nutzten Näherung 2H ≈ 4f verwenden wir als allgemeine Form∫
A

d2R HG
I

(
f(R)

)
=

2∑
j=1

∫
A

d2S
[
Q(0)

I,j (f c
j )

2 +Q(∇)
I,j (∇f c

j )
2 +Q(4)

I,j (4f c
j )

2

+L(0)
I,j f

c
j + L(4)

I,j (2Hj)
]

(5.1)

und bezeichnen mit Q bzw. L die Vorfaktoren vor den quadratischen bzw. linea-

ren Termen. Dabei werden mittels der Gleichgewichtsbedingung die verbleibenden

Terme so umgeformt, daß sie möglichst nur die Potentiale Vi und wij enthalten, ins-

besondere heben sich die linearen Ausdrücke gegenseitig weg. Durch Betrachten der

75
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Fouriertransformierten f̂ c
i (q) der Flächen f c

i (R) erreicht man schließlich eine Moden-

entkoppelung. Mit einer 2×2-Matrix Gf (q), die den gravitativen Einfluß beschreibt,

einer Matrix Wf (q), welche die Abhängigkeit von den Wechselwirkungspotentialen

wij enthält und mit einer konstanten Matrix Kf , die noch Terme beinhaltet, die

unmittelbar auf Hh zurückgehen und das Analogon zu Gl. (2.32) in Referenz [78]

bildet, können wir also die folgende allgemeine Form von H erwarten:

HG[f̂(q)] =
1

4π

∫
A

d2q f̂ †(q)

[
Gf (q) + Wf (q) + q4 Kf

]
f̂(q) .

Vorab soll eine nützliche Notation eingführt werden. Mit m ≥ 0 gelte für einen

beliebigen Ausdruck A ≡ A(. . .) folgende Abkürzung (s. (4.9) zur Definition des

minimalen Krümmungsradius Rmin):

δ̄m[A] :=
1

4ρj

√
gm

j

Rmin∫
−Rmin

du umA =:
1√
gm

j

δm[A] (5.2)

δ̄m[A] ≈ δm[A]
(
1− m

2
(∇f)2 +

m(m+ 2)

8
(∇f)4

)
. (5.3)

5.1 Gravitationsterm HV

Eine Rechnung gemäß des Abschnitts 4.2 ergibt für den Gravitationsterm die fol-

gende Form∫
A

d2R HV

(
f(R)

)
=

∫
A

d2S
G

2

2∑
j=1

mj4ρj

[
G∂

j + Gδ
j + GR

j

]
(5.4)

mit

G∂
j := − 2f c

j δ̄1[∂uρcj
] + 2Hj

√
gj δ̄3[∂uρcj

]−Kjgj δ̄4[∂uρcj
] (5.5)

+ (f c
j )

2 +
(
(∇f c

j )
2 + 2f c

j (2Hj)
√
gj

)
δ̄2[∂uρcj

]

+ (f c
j )

2(2Hj)
√
gj δ̄1[∂uρcj

]− 2f c
jKjgj δ̄3[∂uρcj

] − (f c
j )

2Kjgj δ̄2[∂uρcj
]

Gδ
j :=

2
√
gj

δ̄1[δρj] + f c
j

2
√
gj

δo[δρj]− 3(2Hj) δ̄2[δρj] (5.6)

− 4f c
j (2Hj) δ̄1[δρj] + 4Kj

√
gj δ̄3[δρj]

−(f c
j )

2(2Hj) δ̄o[δρj] + 6f c
jKj

√
gj δ̄2[δρj] + 2(f c

j )
2Kj

√
gj δ̄1[δρj]



5.1. Gravitationsterm HV 77

GR
j :=

1

4ρj
√
gj

Rmin∫
−Rmin

du (f c
j +

u
√
gj

)2Rj(S, u) . (5.7)

An dieser Stelle geht nun die Krümmungsentwicklung (4.17) für δρ ein. Dadurch

nimmt Gδ
j bis zur Ordnung O(f, 4) die folgende Gestalt an

Gδ
j ≈

4∑
α=1

Gδ,α
j

Gδ,1
j =

2
√
gj

(2Hj) δ̄1[ρHj
]

Gδ,2
j =

2
√
gj

(
f c

j (2Hj) δo[ρHj
] +Kj δ̄1[ρKj

]
)

+ (2Hj)
2
( 2
√
gj

δ̄1[ρH2
j
]− 3 δ̄2[ρHj

]
)

Gδ,3
j = Kj

(
f c

j

2
√
gj

δo[ρKj
] + (2Hj)

[
4
√
gj δ̄3[ρHj

]− 3 δ̄2[ρKj
]
])

+ (2Hj)
2
(
2f c

j

[ 1
√
gj

δo[ρH2
j
]− 2 δ̄1[ρHj

]
]
− 3(2Hj) δ̄2[ρH2

j
]
)

Gδ,4
j = 4K2

j

√
gj δ̄3[ρKj

] + f c
j (2Hj)Kj

(
6
√
gj δ̄2[ρHj

]− 4 δ̄1[ρKj
]
)

− (2Hj)
2
[
(f c

j )
2 δo[ρHj

] + 4f c
j (2Hj) δ̄1[ρH2

j
]− 4Kj

√
gj δ̄3[ρH2

j
]
]

Abschließend behandeln wir GR
j in (5.4) mittels (4.21):

∫
A

d2S GR
j ≈ 1

4ρj

∫
A

d2S

Rmin∫
−Rmin

du δρ̃j

[
4fj

u2√
g3

j

+ 2
(
f c

j 4fj + (∇fj)
2
) u

gj

+
(f c

j )
24fj
√
gj

+ f c
j (∇fj)

2 1
√
gj

(
2 − 3

u2

g2
j

−
4f c

j u√
g3

j

−
(f c

j )
2

gj

)]
.

Mit der Krümmungsentwicklung für δρ̃j ergibt sich bis zur Ordnung O(f, 4):

GR
j =

4∑
α=2

GR,α
j

GR,2
j :=

2Hj 4fj√
gj

δ̄2[ρHj
]
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GR,3
j :=

2 · 2Hj√
gj

(
f c

j 4fj + (∇fj)
2
)
δ̄1[ρHj

]

+
4fj√
gj

(
Kj δ̄2[ρKj

] + (2Hj)
2 δ̄2[ρH2

j
]
)

GR,4
j :=

2H
√
g

[
(f c

j )
24fj δo[ρH ] + f c

j (∇fj)
2
(
2 δo[ρH ]− 3

g
δ̄2[ρH ]

)]
+

2
√
gj

(
f c

j 4fj + (∇fj)
2
)(

K δ̄1[ρKj
] + (2H)2 δ̄1[ρH2

j
]
)

Gauß-Näherung HG
V

Mit Blick auf die spätere Anwendung werden die oben hergeleiteten Formeln in

diesem Abschnitt noch einmal bis zur Ordnung O(f, 2) notiert und geeignet zusam-

mengefaßt. Gemäß unserer Verabredung zu Beginn des Kapitels notieren wir nicht

mehr den gesamten HG
V -Term, sondern nur die entsprechenden Faktoren aus (5.1).

Für die quadratischen Beiträge erhält man

Q(0)
V,j =

G

2
mj 4ρj (5.8)

Q(∇)
V,j = −

(
2δo[ρHj

] + δ2[∂uρcj
]
)
Q(0)

V,j (5.9)

Q(4)
V,j = 2

(
δ1[ρH2

j
]− δ2[ρHj

]
)
Q(0)

V,j (5.10)

und für die linearen Terme

L(0)
V,j = − 2 δ1[∂uρcj

]Q(0)
V,j und L(4)

V,j =
(
2 δ1[ρHj

] + δ3[∂uρcj
]
)
Q(0)

V,j , (5.11)

wobei mit 2H ≈ 4f ,
∫
K d2S = 01 und partieller Integration vereinfacht wurde.

Durch die Transformation der anderen Komponenten in H fallen in HG
V noch Ter-

me weg, so daß die obigen Faktoren noch nicht die endgültigen sind. Insbesondere

müssen aus Stabilitätsgründen die in f c
j linearen Ausdrücke verschwinden.

5.2 Konstante Terme Hb

Am einfachsten sind die Hb

(
f(R)

)
-Terme ersetzbar. Man erhält∫

A

d2R Hb

(
f(R)

)
=

∫
A

d2S
2∑

j=1

Kj 4ρj

[
K∂

j + Kδ
j + KR

j

]
,

1Nach dem Gauß-Bonnet-Theorem ist
∫

K d2S = 2πχ, wobei χ die Euler-Charakteristik der be-
trachteten Fläche bedeutet. Diese verschwindet hier, weil wir planare, zusammenhängende Flächen
betrachten.



5.2. Konstante Terme Hb 79

mit

K∂
j := δ1[∂uρcj

]− δ̄1[∂uρcj
] + f c

j + 2Hj
√
gj δ̄2[∂uρcj

] (5.12)

+ f c
j (2Hj) δ1[∂uρcj

]−Kj gj δ̄3[∂ρj]− f c
j Kj δ2[∂uρcj

]

Kδ
j :=

1
√
gj

δo[δρj]− 2 (2Hj) δ̄1[δρj] + 3Kj
√
gj δ̄2[δρj] (5.13)

− fj(2Hj) δo[δρj] + 2 fjKj
√
gj δ̄1[δρj]

und mit der Näherung (4.21)

KR
j :=

1
√
gj

4fj δ1[δρj] +
1
√
gj

f c
j 4fj δo[δρj] (5.14)

+
1
√
gj

(∇fj)
2
(
1− 1

gj

f c
j 4fj

)
δo[δρj]−

2
√
gj

3 (∇fj)
24fj δ̄1[δρj] .

Das Einsetzen der Krümmungsentwicklung führt dann bis zur Ordnung O(f, 3) auf

Kδ
j ≈ 1

√
gj

(2H) δo[ρHj
] +

1
√
gj

Kj δo[ρKj
]

+ (2Hj)
2
( 1
√
gj

δo[ρH2
j
]− 2 δ̄1[ρHj

]
)

+Kj (2Hj)
(
3
√
gj δ̄2[ρHj

]− 2 δ̄1[ρKj
]
)

− 2 (2Hj)
3 δ̄1[ρH2

j
]− fj(2Hj)

2 δo[ρHj
]

und

KR
j =

1
√
gj

4fj

(
2Hj δ1[ρHj

] +Kj δ1[ρKj
] + (2Hj)

2 δ1[ρH2
j
]
)

+
1
√
gj

f c
j 4fj (2Hj) δo[ρHj

] +
1
√
gj

(∇fj)
2 (2Hj) δo[ρHj

]

Gauß-Näherung HG
b

Nach Einsetzen der Krümmungsentwicklung bleibt unter Verwendung des Gauß-

Bonnet-Theorems und mit 2Hj ≈ 4fj in linearer Ordnung

L(0)
b,j = Kj 4ρj und L(4)

b,j =
(
δ2[∂uρcj

] + δo[ρHj
]
)
L(0)

b,j , (5.15)

während sich in quadratischer Ordnung

Q(0)
b,j = 0 (5.16)

Q(∇)
b,j = − 1

2
δ1[∂uρcj

] L(0)
b,j (5.17)

Q(4)
b,j = −

(
δ1[ρHj

]− δo[ρH2
j
]
)
L(0)

b,j (5.18)
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ergibt. Man kann argumentieren, daß diese Randterme verschwinden sollten, weil

für große Abstände |u| � 1 zur Grenzflächenregion Ω[ρf1 , ρf2 ]−Ω[ρc1 , ρc2 ] → 0 gilt.

Tatsächlich verschwinden die Integrale δo[ρH2 ], δ1[ρH ] und δ1[∂ρc] aufgrund der Sym-

metrieüberlegungen im Abschnitt 4.4. Ebenso kann man zur Fixierung der gestörten

Grenzfläche z = fj(S) um die planare z = cj die Forderung∫
A

d2S fj(S) = cj ⇔ f̂ c
j (q = 0) = 0

stellen, womit auch die übrigen Terme verschwinden. Folgt man dieser Argumenta-

tion, dann erleichtert das zwar die folgenden Rechnungen, ergibt aber kein anderes

Resultat als die Verwendung der Gleichgewichtsbedingung. Insofern zeigen die obi-

gen Ausdrücke an, wie man die Minimierungsbedingung später zur Vereinfachung

zu verwenden hat.

5.3 Wechselwirkungsterm Hw

Da die in diesem Abschnitt vorkommenden Ausdrücke ohne Kurzschreibweisen un-

übersichtlich werden, vereinbaren wir, daß Terme mit einem Index i von u′ bzw. R′

abhängen, hingegen Terme mit Index j von u′′ bzw. R′′. Außerdem benutzen wir die

symbolischen Notationen

∂δ[ρ̃fi
(u′)ρ̃fj

(u′′)] := ∂u′ ρ̃ci
∂u′′δρ̃fj

+ ∂u′δρ̃fi
∂u′′ ρ̃cj

+ ∂u′δρ̃fi
∂u′′δρ̃fj

(5.19)

und w
(k)
ij [fi(S

′)fj(S
′′)] ≡ w

(k)
ij [fifj] für k ≥ 0 mit

w
(k)
ij [fifj] := w

(k)
ij

(
|Tfi

(S′, u′)− Tfj
(S′′, u′′)|

)
(5.20)

= w
(k)
ij

(∣∣S′ − u′∇fi√
gi

− S′′ +
u′′∇fj√

gj

|, |fi +
u′
√
gi

− fj −
u′′
√
gj

∣∣)
w

(k)
ij [cicj] := w

(k)
ij (S′ − S′′, u′ − u′′ + δcij) , (5.21)

wobei w
(0)
ij ≡ wij ist. Analog zu den Abkürzungen in (5.2) führen wir hier die Be-

zeichnung

ω
(k)
f [Ai(u

′)Bj(u
′′)] :=

Rminx

−Rmin

du′du′′ w
(k)
ij [fifj] · Ai(u

′)Bj(u
′′) (5.22)

ω(k)
c [Ai(u

′)Bj(u
′′)] :=

Rminx

−Rmin

du′du′′ w
(k)
ij [cicj] · Ai(u

′)Bj(u
′′) (5.23)
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ein. Insbesondere hängt ω
(k)
f noch von S′ und S′′ ab, weshalb Ausdrücke der Form

∇S′ω
(k)
f ≡ ∇′ω

(k)
f (analog ∇′′) durchaus sinnvoll sind. Ebenso gelte beispielsweise

∂′′ρ ≡ ∂u′′ρ(u
′′) ≡ ρ′(u′′) und ∂′ρ ≡ ∂u′ρ(u

′).

Transformation

x

A

d2R′d2R′′ Hw

(
f(R,R′)

)
= −1

2

2∑
i, j=1

x

A

d2S ′d2S ′′
[
W∂

ij + W∂δ
ij + W∂R

ij + WδR
ij + WR

ij

]
(5.24)

mit

W∂
ij := ω

(2)
f [∂′ρci

∂′′ρcj
]− ω(2)

c [∂′ρci
∂′′ρcj

] (5.25)

− 2Hi ω
(2)
f [u′∂′ρci

∂′′ρcj
]− 2Hj ω

(2)
f [u′′∂′ρci

∂′′ρcj
]

+Ki ω
(2)
f [(u′)2∂′ρci

∂′′ρcj
] +Kj ω

(2)
f [(u′′)2∂′ρci

∂′′ρcj
]

+ (2Hi)(2Hj)ω
(2)
f [u′u′′∂′ρci

∂′′ρcj
]− (2Hi)Kj ω

(2)
f [u′(u′′)2∂′ρci

∂′′ρcj
]

− (2Hj)Ki ω
(2)
f [u′′(u′)2∂′ρci

∂′′ρcj
] +KiKj ω

(2)
f [(u′)2(u′′)2∂′ρci

∂′′ρcj
]

W∂δ
ij = ω

(2)
f

[
∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
(5.26)

− 2Hi ω
(2)
f

[
[u′ · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
− 2Hj ω

(2)
f

[
u′′ · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
+Ki ω

(2)
f

[
(u′)2 · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
+Kj ω

(2)
f

[
(u′′)2 · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
+ (2Hi)(2Hj)ω

(2)
f

[
u′u′′ · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
− (2Hi)Kj ω

(2)
f

[
u′(u′′)2 · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
− (2Hj)Ki ω

(2)
f

[
u′′(u′)2 · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
+KiKj ω

(2)
f

[
(u′)2(u′′)2 · ∂δ[ρ̃fi

(u′)ρ̃fj
(u′′)]

]
W∂R

ij :=
∇fj√
gj

w∂R
ij +

∇fi√
gi

w∂R
ji (5.27)

w∂R
ij := ω

(2)
f [∂′ρci

∇′′δρj]− 2Hi ω
(2)
f [u′∂′ρci

∇′′δρj] +Ki ω
(2)
f [(u′)2∂′ρci

∇′′δρj]

w∂R
ji := ω

(2)
f [∂′′ρcj

∇′δρi]− 2Hj ω
(2)
f [u′′∂′′ρcj

∇′δρi] +Kj ω
(2)
f [(u′′)2∂′′ρcj

∇′δρi]

WδR
ij :=

∇fj√
gj

wδR
ij +

∇fi√
gi

wδR
ji (5.28)

wδR
ij := ω

(2)
f [∂′δρi∇′′δρj]− 2Hi ω

(2)
f [u′∂′δρi∇′′δρj] +Ki ω

(2)
f [(u′)2∂′δρi∇′′δρj]

wδR
ji := ω

(2)
f [∂′′δρj∇′δρi]− 2Hj ω

(2)
f [u′′∂′′δρj∇′δρi] +Kj ω

(2)
f [(u′′)2∂′′δρj∇′δρi]
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WR
ij :=

∇fi∇fj√
gigj

ω
(2)
f [∇δρi∇δρj] . (5.29)

Dabei wurde schon (4.21) zur Vereinfachung benutzt. Bis zur Ordnung O(f, 2) ergibt

die Krümmungsentwicklung

W∂δ
ij ≈ 2Hj ω

(2)
f [∂′ρci

∂′′ρHj
] + 2Hi ω

(2)
f [∂′′ρcj

∂′ρHi
]

+Kj ω
(2)
f [∂′ρci

∂′′ρKj
] +Ki ω

(2)
f [∂′′ρcj

∂′ρKi
]

+ (2Hj)
2
(
ω

(2)
f [∂′ρci

∂′′ρH2
j
]− ω

(2)
f [u′′ · ∂′′ρHj

∂′ρci
]
)

+ (2Hi)
2
(
ω

(2)
f [∂′′ρcj

∂′ρH2
i
]− ω

(2)
f [u′ · ∂′ρHi

∂′′ρcj
]
)

+ (2Hj)(2Hi)
(
ω

(2)
f [∂′ρHi

∂′′ρHj
]− ω

(2)
f [u′ · ∂′ρci

∂′′ρHj
]− ω

(2)
f [u′′ · ∂′′ρci

∂′ρHi
]
)

W∂R
ij ≈ 1

√
gj

∇(2Hj)∇fj ω
(2)
f [∂′ρci

ρHj
] +

1
√
gi

∇(2Hi)∇fi ω
(2)
f [∂′′ρcj

ρHi
]

WδR
ij = WR

ij ≈ 0 .

Gauß-Näherung HG
w

Die oben hergeleiteten Formeln müssen für die Gaußsche Näherung noch geeignet

umgeformt werden. Dazu wird w
(2)
ij [fifj] um w

(2)
ij [cicj] in f c

i und f c
j entwickelt und

mehrfach die Gleichgewichtsbedingung für die planaren Dichteprofile ρc(u) ausge-

nutzt2 (s. Abschnitt 8.8). Die dadurch entstehenden Terme müssen natürlich mit

den Ausdrücken in HG
V , Hb und Hh verrechnet werden. Das Ergebnis dieser länge-

ren Rechnungen, das wir nicht aufgrund nicht-diagonaler Anteile in der Form (5.1)

2Man benötigt nicht die Gleichgewichtsbedingung der Dichten ρfi
, obwohl wir unserer Betrach-

tung nach zwei Gleichgewichtszustände vergleichen. Da aber die ρfi
als gestörte ρci

aufgefaßt
werden, umgeht man diese Bedingungen, weil man das energetische Gewicht dieser Störung ja
gerade beschreiben will.
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darstellen können, lautet mit δf c
ij(S

′,S′′) := f c
i (S

′)− f c
j (S

′′)
x

A

d2S ′d2S ′′ HG
W (f(S′,S′′))

= − 1

2

2∑
i,j=1

x

A

d2S ′d2S ′′
[
1

2
ωc[∂′ρci

∂′′ρcj
] (δcfij(S

′,S′′))2 (5.30)

−ωc[ρHi
(u′)ρHj

(u′′)]4fi(S
′)4fj(S

′′)

+
(
ωc[ρHj

(u′′)∂′ρci
]4fj(S

′′)− ωc[ρHi
(u′)∂′′ρcj

]4fi(S
′)
)
δf c

ij(S
′,S′′)

+ω(2)
c [ρHj

(u′′)∂′ρci
]∇4fj(S

′′)∇fj(S
′′)

+ω(2)
c [ρHi

(u′)∂′′ρcj
]∇4fi(S

′)∇fi(S
′)

]
.

Ist ŵ
(k)
ij [q, cicj] := ŵ

(k)
ij (q, u′−u′′+δcij) die Fouriertransformierte des entsprechenden

Wechselwirkungspotentials, dann sei

ω̂(k)(q,Ai(u
′)Bj(u

′′)) :=

Rminx

−Rmin

du′du′′ ŵ
(k)
ij [q, cicj]Ai(u

′)Bj(u
′′) (5.31)

δω̂(k)(q, · · · ) := ω̂(k)(q, · · · )− ω̂(k)(0, · · · ) (5.32)

wobei wir nun den Index c weglassen können, weil alle ω
(k)
f entwickelt wurden. In

der eigentlichen funktionalen Abhängigkeit ω̂(k)
(
q, [Ai(u

′)Bj(u
′′)]
)

sind außerdem die

Klammern [ ] weggelassen worden, um in den folgenden Gleichungen die Lesbarkeit

zu vereinfachen (vgl. aber z. B. (5.22)).

Nach einer Fourier-Transformation läßt sich (5.30) wegen der Modenentkoppungen

etwas kompakter schreiben
x

A

d2S ′d2S ′′ HG
W (f(S′,S′′))

=
1

4π

∫
d2q f̂ †(q)

(
W12(q) V21(q)

V12(q) W21(q)

)
f̂(q) , (5.33)

wobei mit

γ∧ij(q) := ω̂
(
q, ∂′ρci

∂′′ρcj

)
(5.34)

+ q2
(
ω̂
(
q, ρHi

(u′)∂′′ρcj

)
+ ω̂

(
q, ρHj

(u′′)∂′ρci

))
+ q4

(
ω̂
(
q, ρHi

(u′)ρHj
(u′′)

)
+ κij

)
die Größe

Vij(q) := γ∧ij(q)− q4κij (5.35)
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definiert ist und man mit

γ∨ij(q) := − ω̂
(
0, ∂′ρci

∂′′ρcj

)
− 2q2 ω̂

(
0, ρHi

(u′)∂′′ρcj

)
(5.36)

+ 2q4 ω̂(2)(0, ρHi
(u′)∂′′ρcj

)

einfacher

Wij(q) := γ∧ii(q) + γ∨ii(q) + γ∨ij(q)− q4 κii (5.37)

schreiben kann. Die darin benutzten Konstanten κij werden hier schon eingeführt,

deren explizite Berechnung erfolgt später durch die Formel (5.53). Die Funktionen

γ∨(q)und γ∧(q) werden sich als nützliche Rechengrößen herausstellen und sind da-

her hier schon definert worden. Besonders sei auf die Eigenschaft γ∧ij = γ∧ji , aber

γ∨12 6= γ∨21 hingewiesen.

Die Auswirkungen der Umformungen durch Anwendungen der Gleichgewichtsbe-

dingung reduzieren den Term HG
V auf∫

d2S HG
V (f(S)) =

G

4π

∫
d2q f̂ †(q)

(
G1(q) 0

0 G2(q)

)
f̂(q) (5.38)

Gj(q) := mj4ρj

(
1− 2q2 δo[ρHj

]
)
. (5.39)

Die Ausdrücke, die dem noch zu besprechenden Term Hh hinzuzufügen sind, werden

im nächsten Abschnitt behandelt, weil dort die entsprechenden Notationen einge-

führt werden. Die Gleichungen (5.38) und (5.39) sind identisch mit dem Gravita-

tionsanteil in der Gleichung (3.10) der Arbeit [78]. Dieser wird sich hier durch die

besondere Behandlung des Hart-Kugel-Terms Hh allerdings noch weiter verändern

(s. Umformungen ab Seite 90).

5.4 Hart-Kugel-Term Hh

Nach dem Abschnitt 4.3 sei nun f † die einfachste Formel für eine aus zwei Flächen

f1 und f2 neu definierte Fläche. Statt h(ρ1, ρ2) schreiben wir verkürzt

h(ρ1, ρ2)
!
= h(ρ†) , (5.40)

ebenso sei hf ≡ h(ρ†
f†

) und hc ≡ h(ρ†
c†

). Wie sich herausstellen wird, ist es nicht nötig,

h(ρ†) näher zu spezifizieren. Man mag sich darunter eine völlig neue Funktion vorstel-

len, die nur von ρ† abhängt oder die approximative Ersetzung h(ρ†) ≈ h(ρ†, ρ†). Mit
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u ≡ u† (Normalenabstand zur Grenzfläche f †), S ≡ S†, δρ† ≡ δρ̃†f+ ≡ δρ†f+ ≡ δρ†f
und f+ := f † − c†, g† = g+ usw. ergibt sich dann

∫
A

d2R Hh

(
f(R)

)
= −

∫
A

d2R

∞∫
−∞

dz (z − c†)
[
∂hf ∂zρ

†
f − ∂hc ∂zρ

†
c

]
= 4ρ†

∫
A

d2S

[
H∂ + Hδ + HR

]
. (5.41)

Dabei ist unter Verwendung der Abkürzung (vgl. (5.2))

ϕ̄(k)
m [A] := δ̄m[∂khc A] =:

1√
gm

j

ϕ(k)
m [A] (5.42)

und der Entwicklung

∂hf ≡ ∂h(ρ†c + δρ†) ≈ ∂hc + ∂2hc δρ
† +

∂3hc

2

[
δρ†
]2

(5.43)

H∂ := − f+ϕ(1)
o [∂uρ

†
c] + 2H+

√
g+ ϕ̄

(1)
2 [∂uρ

†
c]−K+g+ ϕ̄

(1)
3 [∂uρ

†
c] (5.44)

+ f+
(
2H+ ϕ

(1)
1 [∂uρ

†
c]−K+ ϕ

(1)
2 [∂uρ

†
c]
)

+
(
1− 1√

g+

)
ϕ

(1)
1 [∂uρ

†
c]

Hδ := H(1)δ + H(2)δ + H(3)δ (5.45)

H(1)δ :=
1√
g+

ϕ(1)
o [δρ†]− 2 · (2H+) ϕ̄

(1)
1 [δρ†] + 3 ·K+

√
g+ ϕ̄

(1)
2 [δρ†]

−f+
(
2H+ ϕ̄(1)

o [δρ†]− 2 ·K+
√
g+ ϕ̄

(1)
1 [δρ†]

)

H(2)δ :=
1

2
√
g+

ϕ(2)
o

[
[δρ†]2

]
− 2H+ ϕ̄

(2)
1

[
[δρ†]2

]
+

3

2
·K+

√
g+ ϕ̄

(2)
2

[
[δρ†]2

]
−1

2
f+
(
2H+ ϕ(2)

o

[
[δρ†]2

]
− 2 ·K+

√
g+ ϕ̄

(2)
1

[
[δρ†]2

])

H(3)δ := −1

2
ϕ̄

(3)
1

[
[δρ†]2 ∂uδρ

†]− 1

2
f+ ϕ(3)

o

[
[δρ†]2 ∂uδρ

†]
+

1

2
(2H+)

√
g+
(
ϕ̄

(3)
2

[
[δρ†]2 ∂uδρ

†]+ f+ ϕ̄
(3)
1

[
[δρ†]2 ∂uδρ

†])
+

1

2
K+g+

(
ϕ̄

(3)
3

[
[δρ†]2 ∂uδρ

†]+ f+ ϕ̄
(3)
2

[
[δρ†]2 ∂uδρ

†])
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HR :=
1

4ρ†
√
g+

Rmin∫
−Rmin

du (f+ +
u√
g+

) · ∂hf · R+(S, u) . (5.46)

Nun folgt erneut die Ersetzung der Ausdrücke δρ† durch die Krümmungsentwicklung.

Bis zur Ordnung O(f, 4) erhält man

H(3)δ ≈ −1

2
(2H+)3

(
ϕ̄

(3)
1 [(ρ†H)2∂uρ

†
H ] + f+ ϕ̄(3)

o [(ρ†H)2∂uρ
†
H ]

−(2H+)
√
g+ ϕ̄

(3)
2 [(ρ†H)2∂uρ

†
H ]
)

H(2)δ ≈ 1

2
√
g+

(2H+)2 ϕ(2)
o [(ρ†H)2] +

1√
g+

(2H+)K+ ϕ(2)
o [ρ†Hρ

†
K ]

+(2H+)3
( 1√

g+
ϕ(2)

o [ρ†Hρ
†
H2 ]− ϕ̄

(2)
1 [(ρ†H)2]

)
+

1

2
√
g+

(K+)2 ϕ(2)
o [(ρ†K)2]− 1

2
f+(2H+)3 ϕ(2)

o [(ρ†H)2]

+(2H+)2K+
( 1√

g+
ϕ(2)

o [ρ†Kρ
†
H2 ]− 2 ϕ̄

(2)
1 [(ρ†H)2ρ†K ] +

3

2

√
g+ϕ̄

(2)
2 [(ρ†H)2]

)
+(2H+)4

( 1

2
√
g+

ϕ(2)
o [(ρ†H2)

2]− 2 ϕ̄
(2)
1 [(ρ†H)2ρ†H2 ]

)
H(1)δ ≈ 1√

g+
(2H+)ϕ(1)

o [ρ†H ] +
1√
g+

K+ ϕ(1)
o [ρ†K ]

+(2H+)2
( 1√

g+
ϕ(1)

o [ρ†H2 ]− 2 ϕ̄
(1)
1 [ρ†H ]

)
+(2H+)K+

(
3
√
g+ ϕ̄

(1)
2 [ρ†H ]− 2 ϕ̄

(1)
1 [ρ†K ]

)
−2 · (2H+)3 ϕ̄

(1)
1 [ρ†H2 ]− f+(2H+)2 ϕ(1)

o [ρ†H ]

+3 ·K+
√
g+
(
K+ ϕ̄

(1)
2 [ρ†K ] + (2H+)2 ϕ̄

(1)
2 [ρ†H2 ]

)
−f+(2H+)

(
(2H+)2 ϕ(1)

o [ρ†H2 ] +K+
(
ϕ(1)

o [ρ†K ]− 2
√
g+ ϕ̄

(1)
1 [ρ†H ]

))
.

Abschließend betrachten wir wieder den Term HR, erneut mit der NäherungR+(S, u) ≈
−∇f+∇δρ†. Man bekommt

HR ≈ 1√
g+

(
4f+ − 1

g+
(∇f+)2 ·

(
1 +4f+

))
×

×
(
ϕ̄

(1)
1 [δρ†] +

1

2
ϕ̄

(2)
1

[
(δρ†)2

]
+

1

6
ϕ̄

(3)
1

[
(δρ†)3

])
1√
g+

(
f+4f+ + (∇f+)2 ·

(
1− 1

g+
f+4f+

))
×

×
(
ϕ(1)

o [δρ†] +
1

2
ϕ(2)

o

[
(δρ†)2

]
+

1

6
ϕ(3)

o

[
(δρ†)3

])
.
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Mit der Krümmungsentwicklung bis in die Ordnung O(f+, 4) ergibt sich

HR ≈ 1√
g+

[
4f+

(
(2H+)

(
ϕ̄

(1)
1 [ρ†H ] + f+ ϕ(1)

o [ρ†H ]
)

+K+
(
ϕ̄

(1)
1 [ρ†K ] + f+ ϕ(1)

o [ρ†K ]
)

+(2H+)2
(
ϕ̄

(1)
1 [ρ†H2 ] +

1

2
ϕ̄

(2)
1 [(ρ†H)2] + f+

(
ϕ(1)

o [ρ†H2 ] +
1

2
ϕ(2)

o [(ρ†H)2]
) ))

+(∇f+)2
(
(2H+)

(
ϕ(1)

o [ρ†H ]− 1

g+
ϕ̄

(1)
1 [ρ†H ]

)
+K+

(
ϕ(1)

o [ρ†K ]− 1

g+
ϕ̄

(1)
1 [ρ†K ]

)
+(2H+)2

(
ϕ(1)

o [ρ†H2 ] +
1

2
ϕ(2)

o [(ρ†H)2]− 1

g+

(
ϕ̄

(1)
1 [ρ†H2 ] +

1

2
ϕ̄

(2)
1 [(ρ†H)2]

)))]
.

Gauß-Näherung HG
h : Teil I

Mit den Vereinfachungen, die schon in den Abschnitten zuvor benutzt wurden, erhält

man folgenden Ausdruck bis zur 2. Ordnung3

−
∫

A

d2R

∫
dz (z − c†)

[
∂hf ∂zρ

†
f − ∂hc ∂zρ

†
c

]
= 4ρ†

∫
A

d2S

[
H∂,G + Hδ,G + HR,G

]
(5.47)

= 4ρ†
∫
A

d2S

[
− f+ϕ(1)

o [∂uρ
†
c] + (2H+)

(
ϕ

(1)
2 [∂uρ

†
c] + ϕ(1)

o [ρ†H ]
)

(5.48)

−1

2
(∇f+)2 ϕ

(1)
1 [∂uρ

†
c] + (4f+)2

(
ϕ(1)

o [ρ†H2 ]− ϕ
(1)
1 [ρ†H ] +

1

2
ϕ(2)

o [(ρ†H)2]
)]

.

Dieser Ausdruck soll nun wieder mittels der Funktionen f c
i ausgedrückt werden. Die

ursprüngliche Ersetzung erfolgte mittels (5.40). Mit einer Entwicklung der Ausdrücke

um die Gleichgewichtsdichten ρci
auf der linken Seite und um ρ†c auf der rechten Seite

erhält man durch sukzessiven Vergleich der Terme

2∑
k=1

∂kh(ρc1 , ρc2) δρk ≈ ∂hc δρ
† (5.49)

(δρ1, δρ2)Hess(h(ρc1 , ρc2))

(
δρ1

δρ2

)
≈ ∂2hc (δρ†)2 . (5.50)

3Tatsächlich ist die Ersetzung 2H+ ≈ 4f+ nicht bedenkenlos durchführbar, weil f+ aus den
fi aufgebaut ist. Die Zusatzterme sind aber von der Ordnung O(f+, 3) und damit hier direkt
verachlässigbar.
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Aus der Gleichung (5.49) ergeben sich nun zwei weitere Gleichungen, wenn man

erneut die Krümmungsentwicklung einsetzt und nach den Potenzen sortiert4

2∑
k=1

∂kh ρHk
(2Hk)(2H

+) ≈ ∂hc ρ
†
H(2H+)2

2∑
k=1

∂kh ρH2
k
(2Hk)

2 ≈ ∂hc ρ
†
H2(2H

+)2

Mit

di :=
ξi

ξ1 + ξ2

D :=

(
d2

2 d1d2

d1d2 d2
1

) (5.51)

kann man nun bezüglich f+ und δf c
21 ≡ δf21 umformen, wobei nun schon 2Hi ≈ 4fi

bzw. 2H+ ≈ 4f+, f+ ≈ d2 f
c
1 + d1 f

c
2 und

ηm[Ai] := δm
[
∂ih(ρc1 , ρc2)Ai

]
(5.52)

gesetzt wird. Es entstehen die folgenden beiden Gleichungen:

−
2∑

k=1

(−1)kdk4ρk η1[ρHk
] (4f+)(4δf21)

=
(
−4ρ† ϕ(1)

1 [ρ†H ] +
2∑

k=1

4ρk η1[ρHk
]
)
(4f+)2

und
2∑

k=1

4ρk η1[ρH2
k
] (4f+)

(
2(−1)kdk(4δf21) + d2

k(4f+)
)

=
(
4ρ† ϕ(1)

o [ρ†H2 ]−
2∑

k=1

4ρk η1[ρH2
k
]
)
(4f+)2 .

Diese Formeln erlauben nun die Ersetzung der zu (4f+)2 proportionalen Terme

ϕ
(1)
1 [ρ†H ] und ϕ

(1)
o [ρ†H2 ] in (5.48) durch bekannte Ausdrücke. Bevor wir das notieren,

betrachten wir noch die Gleichung (5.50). Eine zu den obigen Überlegungen analoge

Betrachtung ergibt dann mit

κij :=

+Rmin∫
−Rmin

du ∂2
ijh
(
ρc1(u), ρc2(u)

)
ρHi

(u)ρHj
(u) = κji (5.53)

4Unter dem Integral
∫

d2S . . . verschwinden die Terme ∂kh ρKk
Kk und sind deshalb hier erst

gar nicht aufgeführt.
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die Gleichung
2∑

i, j=1

κij 4fi4fj ≈ 4ρ† ϕ(2)
o [(ρ†H)2] (4f+)2 .

Außerdem müssen wir noch die Terme berücksichtigen, die durch Anwendung der

Gleichgewichtsbedingung zur Herleitung von (5.30) entstanden sind (s. Abschnitt

8.8). Schließlich kann man nach einer Fourier-Transformation mit den Ausdrücken

F̂(q) :=

(
f̂+(q)

f̂−(q)

)
(5.54)

f̂+(q) =
ξ2

ξ1 + ξ2
f̂ c

1(q) +
ξ1

ξ1 + ξ2
f̂ c

2(q) (5.55)

f̂−(q) := δf̂ c
21(q) = f̂ c

2(q)− f̂ c
1(q) (5.56)

Hi(q) := 4ρi

(
η1[∂uρci

] + q2 η1[ρHi
]
)

(5.57)

zusammenfassend notieren:∫
A

d2S HG
h (f(S)) =

1

4π

∫
A

d2q F̂†(q)

[
2q2 HF(q) + q4 KF

]
F̂(q)

=
1

4π

∫
A

d2q f̂ †(q)

[
2q2 Hf (q) + q4 Kf

]
f̂(q) ,

(5.58)

HF(q) :=

(
0 d2 H2(q)− d1 H1(q)

d2 H2(q)− d1 H1(q) d2
2 H2(q) + d2

1 H1(q)

)

Hf (q) :=

(
H1(q) 0

0 H2(q)

)
− D

2∑
j=1

Hj(q)

(5.59)

und

KF :=

(
κ11 + κ22 + 2κ12 d2 κ22 − d1 κ11 + (d2 − d1)κ12

d2 κ22 − d1 κ11 + (d2 − d1)κ12 d2
1 κ11 + d2

2 κ22 − 2d1d2 κ12

)

Kf :=

(
κ11 κ21

κ12 κ22

)
(5.60)

Bemerkenswert ist, daß die HF−Komponente für |f̂+(q)|2 verschwindet und aus

dem HG
h (f(S))-Term nur der Beitrag aus K für |f̂+(q)|2 übrig bleibt. Dies ist al-

so die analoge Form des in Referenz [78] gefundenen Terms, wenn man nur eine
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Grenzfläche, aber zwei Komponenten betrachtet. Andererseits stellt die Matrix K
die natürliche Verallgemeinerung des κ-Terms aus Referenz [78] für zwei Flächen dar

(Gl. (2.32)). Daraus ergibt sich, daß die übrigen Ausdrücke die Wechselwirkungen

der Grenzflächen untereinander beschreiben.

Gauß-Näherung HG
h : Teil II

An dieser Stelle wissen wir nun schon, daß die bisherige Theorie für zwei Komponen-

ten jene für eine, δf21 ≡ 0, bis auf die Terme ω̂(2)(q, ρH∂ρc) in (5.33), die zurvor nicht

hergeleitet wurden, umfaßt (vgl. Gln. (5.38), (5.33) und (5.58)). Jedoch müssen wir

die nun herausgearbeiteten Wechselwirkungen der Grenzflächen untereinander noch

geeignet auf die Potentiale wij und das äußere Potential (Gravitation) umschreiben,

um damit alle Einwirkungen des äußeren Potentials von den mikroskopischen sepa-

rieren zu können. Dazu wird wieder die Gleichgewichtsbedingung benutzt.

Für α = 1, 2 nutzen wir

0 = 4ρα η1[∂uρcα ] +Gmα4ρα δ2[∂uρcα ] +
2∑

j=1

ω̂(1)(0, u′ ∂′ρcα(u′)∂′′ρcj
(u′′))

0 = 4ρα η1[ρHα ] +Gmα4ρα δ2[ρHα ] +
2∑

j=1

ω̂(1)(0, u′ ρHα(u′)∂′′ρcj
(u′′))

(5.61)

aus, um die Terme Hi(q) umzuschreiben. Dabei haben wir bereits die Symmetrieei-

genschaft von ∂uρcα und ρHα(u) benutzt, so daß die Integrale δ1[∂uρcα ] = δ1[ρHα ] = 0

verschwinden. Damit ist

−Hα(q) = GGα(q) +
2∑

j=1

Wαj(q) ,

wobei
Gα(q) := mα4ρα

(
δ2[∂uρcα ] + q2 δ2[ρHα ]

)
Wαj(q) := ω̂(1)(0, u ∂uρcα(u)∂u′ρcj

(u′))

+ q2 ω̂(1)(0, u ρHα(u)∂u′ρcj
(u′))

(5.62)

gesetzt wird. Die Zusammenfassung mit den Gravitationstermen aus (5.38) führt

dann zu

Gf (q) := G

(
G1(q)− 2q2G1(q) 0

0 G2(q)− 2q2G2(q)

)
+ 2GD q2

2∑
j=1

Gj(q) , (5.63)
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wobei

Gj(q)− 2q2Gj(q) = mj4ρj

(
1− 2q2

(
δo[ρHj

] + δ2[∂uρcj
]
)
− 2q4 δ2[ρHj

]
)

(5.64)

ist. Ebenso ergibt sich für die Terme aus dem Wechselwirkungsteil (5.33)

Wf (q) :=

(
W12(q)− 2q2

∑
j W1j(q) V21(q)

V12(q) W21(q)− 2q2
∑

j W2j(q)

)

+ 2q2 D
2∑

α,j=1

Wαj(q) .

(5.65)

Zusammenfassung

Zur Übersicht seien hier noch einmal die resultierenden Formeln der Gauß-Näherung

aufgeführt. Es bleiben die folgenden drei Matrizen übrig:

1. Gravitationsmatrix Gf (q): (5.63) mit Gα(q) aus (5.39) auf Seite 84, Gα(q) aus

(5.62) und D aus (5.51). Dabei entstehen die Ausdrücke Gα durch Anwendung

der Gleichgewichtsbedingungen (vgl. Abschnitt 8.8) und stellen das Analogon

zu den Gravitationstermen in Referenz [78] dar. Die Korrekturen Gα ergeben

sich erneut aus den umgeschriebenen Gleichgewichtsbedingungen (5.61) um

schließlich nur noch potentialabhängige Ausdrücke zu erhalten.

2. Wechselwirkungsmatrix Wf (q): (5.65) mit Wij(q) aus (5.37) und Vij(q) aus

(5.35) auf Seite 83 und Wαj aus (5.62). Die Analogie der Ausdrücke Wij(q)

und Vij(q) zur Theorie einer Grenzfläche ist nicht so offensichtlich wie das bei

den Gravitationstermen der Fall ist. Festhalten kann man hier aber, daß Wαj

ebenfalls durch Restterme der Konstruktion von f † (vgl. Abschnitt 4.3 und

die Diskussion ab 87) enstanden sind.

3. Konstante Biegematrix Kf aus (5.60) mit κij aus (5.53): Diese Matrix ent-

hält noch Ausdrücke aus der freien Energiedichte für harte Kugel. Mit der

Gleichgewichtsbedingung ließe auch Kf sich in Wechselwirkungspotentialen

ausdrücken. Darauf wurde hier verzichtet, weil Kf die natürliche Verallgemei-

nerung für zwei Komponenten des entsprechenden Ausdrucks in Referenz [78]

ist, dem dort, in Anlehnung an (2.35), die Bedeutung einer Biegesteifigkeit

zukam. Um diesen Bezug zu erhalten wird Kf nicht weiter umformuliert.
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Im nächsten Kapitel werden nur noch die oben genannten Größen G(q),W(q) und

K vorkommen, also jene Energiebeiträge, die nach der Näherung in quadratischer

Ordnung übrig bleiben. Außerdem berücksichtigt die weitere Diskussion nicht mehr

die Darstellung im Ortsraum, sondern nur die zugehörigen Fourier-Moden. Dabei

wird zunächst eine geeignete Diagonalisierung von H[f̂(q)] vorgenommen, um die

Interpretation der so entstehenden Ausdrücke zu erleichtern. Dabei wird sich zeigen,

daß eine dieser Diagonalkomponenten die
”
natürliche“ Verallgemeinerung der Formel

für eine Grenzfläche auf zwei ist. Durch diese läßt sich völlig analog zu (2.32) eine

Kapillarlänge definieren und die zugehörige Fläche bekommt die Bedeutung einer

mittleren oder makroskopischen Fläche. Die verbleibende Komponente beschreibt

dementsprechend die wellenlängenabhängige Energiedichte für innere Anregungen.



Kapitel 6

Effektiver Hamiltonian der

Grenzflächen

Wir sind nach den vorangegangenen Überlegungen nun in der Lage den Hamiltonian

H[f(S)] gemäß (2.56) bzw. H[f̂(q)] in quadratischer Näherung zusammen zu fassen.

Mit den Gleichungen (5.60), (5.63) und (5.65) ist

HG[f̂(q)] =
1

4π

∫
A

d2q f̂ †(q)

[
Gf (q) + Wf (q) + q4 Kf

]
f̂(q) , (6.1)

worin Gf (q) die gravitativen oder allgemeiner die äußeren Einflüsse beschreibt, Wf (q)

die Abhängigkeiten von den attraktiven Zwei-Teilchen-Potentialen und die konstan-

te Matrix Kf die Anteile der Hard-Kugel-Energiedichte beinhaltet. Obwohl man aus

(6.1) schon Höhen-Höhen-Korrelationsfunktionen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉 berechnen kann,

lohnt sich eine weitere Transformation, die zur Entkopplung der Flächen führt. Dazu

sei zunächst die symmetrische Matrix

Ef (q) ≡

(
(Ef )11(q) (Ef )12(q)

(Ef )21(q) (Ef )22(q)

)
:= Gf (q) + Wf (q) + q4 Kf (6.2)

definiert. Mit den Bezeichnungen

λi(q) := (Ef )ii(q) + (Ef )12(q) (6.3)

Λ+(q) := λ1(q) + λ2(q) (6.4)

Λ−(q) :=
det Ef (q)

Λ+(q)
(6.5)

und

f̂+(q) :=
λ1(q)

Λ+(q)
f̂ c

1(q) +
λ2(q)

Λ+(q)
f̂ c

2(q) (6.6)

93
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gilt dann unter Verwendung von (5.54) und (5.56) (s. Seite 89)

HG[F̂(q)] =
1

4π

∫
A

d2q F̂†(q)

(
Λ+(q) 0

0 Λ−(q)

)
F̂(q) . (6.7)

Wir benutzen hier eine Doppelbezeichnung für f+ (vgl. (5.55) und (6.6)). Dies

rechtfertigt sich, wie sich herausstellen wird, aus deren analoge Bedeutung, ob-

wohl die Zusammensetzung von f̂+ nun mit q-abhängigen Koeffizienten erfolgt.

Die Diagonalform (6.7) läßt nicht nur eine einfachere Berechnung der Funktionen

〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉 zu, sondern liefert auch eine anschauliche Bedeutung der Größen

Λ±(q) und f̂±(q), die in den folgenden Abschnitten erläutert wird. Desweiteren ist

diese Umformung nur möglich, falls λi 6= 0 für i ∈ {1, 2} gilt, also insbesondere

ist der Fall einer Komponente, zum Beispiel mittels 4ρ2 = 0, schon durch (6.2)

beschrieben, weil dann (Ef )21(q) = (Ef )22(q) = 0 ist. Umgekehrt könnte man formal

w11(r) ≡ w12(r) ≡ w22(r) mit ρ2(r) = ρ1(r) setzen, um den Fall einer Komponente

zu beschreiben. Dann verschwindet mit f2 ≡ f1 die Relativfläche f̂− in F̂(q). Jedoch

bleibt unklar, ob und wie eine zweite Isodichtefläche zu einer Komponente definiert

werden kann, die mit der ersten wechselwirkt, weil beispielsweise unklar ist, wie de-

ren Breite ξ2 festzulegen ist. Dieser Fall sei also ebenfalls ausgeschlossen.

Zu beachten ist, daß Λ+(q) und Λ−(q) nicht die Eigenwerte von Ef (q) sind, weil

die benutzte lineare Transformation nicht orthonormal ist. Es gilt

f̂(q) = S(q) F̂(q) mit S(q) :=
1

Λ+(q)

(
Λ+(q) −λ2(q)

Λ+(q) λ1(q)

)
, (6.8)

aber S−1 6= St. Das Integrationsmaß Df = DF detS ändert sich aber wegen

detS = 1 nicht. Statt dessen hat die Umformung eher den Charakter, auf eine

mittlere Fläche und eine Relativfläche zu transformieren, analog zum Zwei-Körper-

Problem. Das soll in den folgenden Abschnitten erläutert werden.

Eine zu (6.8) ähnliche, q-unabhängige Transformaion wird in der Referenz [90] be-

nutzt, um eine phänomenologische Beschreibung der Kopplung zweier Flächen eines

dünnen Films aufzustellen und störungstheoretisch zu behandeln.

Zur expliziten Berechnung der vorkommenden Ausdrücke, die ∂ρc(u) und ρH(u)

beinhalten, wird in dieser Arbeit – analog zu den in Referenz [78] verwendeten Aus-

drücken, um eine Vergleichbarkeit zu gewährleisten – das Profil aus Abb. 2.1 bzw.
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Abb. 2.10 benutzt, sowie

ρH(u) = CH ξ4ρ
x tanh(x)

2π cosh(x)
, x ≡ u

2ξ
. (6.9)

Allerdings wird gemäß der Diskussion im Abschnitt 4.4 auf Seite 62 der Faktor CH

nicht nur als konstant betrachtet, sondern auch die Veränderung nach (4.72) mit

s = 1 berücksichtigt. Die Potentiale haben, falls nicht anders angegeben, die Form

(2.45) mit m = 3, gemäß van der Waals-Potentialen.

Zur Vereinfachung ist in den folgenden Darstellungen δc21 = 0 gesetzt worden. Die-

ser Ruheabstand läßt sich zwar durch die Berechnung der planaren Dichteprofile

ρci
mittels (2.42) bestimmen; da es hier aber nicht auf den eigentlichen Verlauf der

Dichteprofile ankommt, wird δc21 als Parameter betrachtet. Auf Seite 109 wird kurz

auf die Veränderungen durch δc21 eingegangen.

Desweiteren sind alle Parameter dem in Abb. 2.7 gezeigten Phasendiagramm ent-

nommen, insbesondere also die Phasengleichgewichtsdichten ρ±i und die Korrelati-

onslängen beziehungsweise Grenzflächenbreiten ξi gemäß (2.54), i ∈ {1, 2}.

6.1 Energiedichte Λ+(q) der mittleren Grenzfläche

Betrachten wir zuerst

Λ+(q) = G
2∑

j=1

Gj(q) + q2

2∑
i,j=1

γij(q) (6.10)

mit (s. auch Seite 83 und die Bemerkung zu (5.22) zur Schreibkonvention)

γij(q) : =
1

q2
δω̂
(
q, ∂′ρci

∂′′ρcj

)
+ 2 δω̂

(
q, ρHi

(u′)∂′′ρcj

)
(6.11)

+ q2
[
ω̂
(
q, ρHi

(u′)ρHj
(u′′)

)
+ κij + 2ω̂(2)(0, ρHi

(u′)∂′′ρcj
)
]

und stellen fest, daß die γij(q) mit der Formel aus Referenz [78] bis auf den Term

ω̂(2)(0, ρHi
(u′)∂′′ρcj

) übereinstimmen, der dort nicht vorkommt. Insbesondere wird

das Verhalten

γij(q →∞) −→ q2
[
κij + 2ω̂(2)(0, ρHi

(u′)∂′′ρcj
)
]

(6.12)

nicht mehr nur von κij allein bestimmt, wobei allerdings 2ω̂(2)(0, ρHi
(u′)∂′′ρcj

) � κij

ist. Desweiteren ist (6.10) auch die zu erwartende Verallgemeinerung der Energie-
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dichte aus Referenz [78] für zwei Komponenten, deren Grenzflächen allerdings iden-

tisch sind. Somit ist der Fall einer Fläche enthalten und man kann mit

G+(q) :=
2∑

j=1

Gj(q) und γ+(q) :=
2∑

i,j=1

γij(q) (6.13)

verallgemeinert und zusammenfassend

Λ+(q) = GG+(q) + q2 γ+(q) (6.14)

schreiben. Dementsprechend erhält f̂+(q) die Bedeutung der Fourier-Transformierten

der mittleren oder makroskopischen Grenzfläche. Da γ+(q) nur die Summe der γij(q)

ist, deren Diskussion sich im wesentlichen in der Arbeit [78] findet, kann man die

dortigen Betrachtungen leicht auf γ+(q) übertragen. Daher läßt sich für γ+(q) ein

prinzipiell gleiches Verhalten (vgl. Abb. 6.1 und Abb. 6.2) erwarten.

Die Bilderfolge in Abb. 6.1 und Abb. 6.2 unterscheidet sich in der Wahl des Faktors

CH : Während zunächst CH konstant gesetzt wurde und sich somit das ursprüngli-

che Ergebnis zeigt, ist in der zweiten Folge CH = CN r
(1)
o /ξ benutzt worden. Das

Minimum verschiebt sich mit wachsender Temperatur erneut zu kleineren q-Werten

und nimmt in seiner Tiefe ab. Allerdings geschieht das je nach Wahl von CN nicht

mehr monoton mit der Temperatur.

Es ist wichtig herauszustellen, daß die Funktionen γij(q) aus (6.11) für alle q ∈ R+
o

definiert sind, falls der Grenzwert des Ausdrucks (vgl. (5.32) auf Seite 83)

δω̂
(
q, ∂′ρci

∂′′ρcj

)
/q2 für q → 0 (6.15)

existiert. Dies läßt sich für Potentiale der Form (2.45) nur für den Fall m ≥ 3 nach-

weisen (vgl. (8.14)). Die typischen van der Waals-Potentiale sind damit enthalten.

Durch die kompakte Schreibweise (6.14) läßt sich in Analogie zur klassischen Kapil-

larwellentheorie (2.31) und (2.32) für f+ ebenfalls eine Kapillarlänge definieren. Mit

G+(0) =
∑2

i=1 mi4ρi ≡ G+ ist dann

l2+ :=
γ+(0)

GG+
. (6.16)
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Abb. 6.1: Verlauf von γ+(q)/γ+(0) für verschiedene Temperaturen und unterschied-

liche Wahlen des Faktors CH mit den Verhältnissen r
(2)
o /r

(1)
o = 1.001, w

(22)
o /w

(11)
o =

1.05, w
(12)
o /w

(11)
o = 0.5, gemäß des Phasendiagramms Abb. 2.7. Dabei ist δc12 = 0

künstlich zu 0 gesetzt worden (vgl. eingehende Bemerkungen zu diesem Kapitel). Der

Faktor CH , der auf auf Seite 65 diskutiert wurde, ist hier jeweils konstant gesetzt

worden. Je geringer der Wert von CH , desto weniger haben die Krümmungseffekte

über ρH einen Einfluß auf die Kurven. Qualitativ ergibt sich ein ähnliches Verhalten,

wie es auch für eine Grenzfläche gefunden wurde. Das Minimum ist für höhere Tem-

peraturen bei größeren Wellenlängen lokalisiert. Ebenso nimmt dessen Tiefe jeweils

mit wachsender Temperatur ab.
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Abb. 6.2: Verlauf von γ+(q)/γ+(0) für verschiedene Temperaturen und unterschied-

liche Wahlen des Faktors CN mit s = 1 (s. Seite 65) mit den Verhältnissen

r
(2)
o /r

(1)
o = 1.001, w

(22)
o /w

(11)
o = 1.05, w

(12)
o /w

(11)
o = 0.5 und δc12 = 0. Das Minimum

verschwindet für höhere Temperaturen immer noch, allerdings nicht mehr monoton

wie man es bei einem konstanten Faktor CH beobachtet (s. Abb. 6.1).
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6.2 Energiedichte Λ−(q) der Relativfläche

Um den Term Λ−(q) bestimmen zu können, müssen wir det Ef (q) betrachten und

nach Potenzen von G ordnen:

det Ef (q) = G2 det Gf (q) +G det Mf (q) + det(Wf (q) + q4Kf ) . (6.17)

Darin soll die Matrix Mf (q) die Mischung von Gravitationstermen mit jenen aus dem

Wechselwirkungsanteil darstellen. Zur Vereinfachung der Lesbarkeit der folgenden

Ausdrücke ist es sinnvoll, die Größen

Γ1(q) :=
[
q2γ11(q) + γ∧12(q) + γ∨12(q)

]
/q2 (6.18)

Γ2(q) :=
[
q2γ22(q) + γ∧12(q) + γ∨21(q)

]
/q2 (6.19)

Γ1(q) + Γ2(q) = γ+(q) (6.20)

zu definieren, die gewissermaßen verallgemeinerte q-abhängige Oberflächenspannun-

gen sind1.

Damit erhält man2 (s. auch (5.51) zur Definition der di)

det Gf (q) = G1G2 (6.21)

+ 2q2
[(
d1G1 − d2G2

)
(G1 − G2)− d1d2(G1 + G2)G+

]
− 4q4

(
d1G1 − d2G2

)2
,

det Mf (q) = − γ∧12

(
G1 + G2

)
(6.22)

+ q2

[
Γ1 G2 + Γ2 G1 − 2G+ d1d2

2∑
i,j=1

Wij

+ 2
(
d1

2∑
j=1

W1j − d2

2∑
j=1

W2j

) (
G1 − G2

)]
+ 2q4

[
− γ+d1d2

(
G1 + G2

)
+
(
Γ1 − Γ2

) (
d1G1 − d2G2

)
− 4
(
d1

2∑
j=1

W1j − d2

2∑
j=1

W2j

)(
d1G1 − d2G2

)]
1γ∧ij(q) + γ∨ij(q) → δω̂

(
q, ∂′ρci∂′′ρcj

)
für q → 0, vgl. (6.15)

2Der Übersichlichkeit halber ist auf die Angabe des Arguments q in jeder Funktion Gi, Gi usw.
verzichtet worden
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und

det(Wf + q4Kf )(q) = − q2γ∧12 γ
+ + q4

[
Γ1Γ2 − 2γ+d1d2

2∑
i,j=1

Wij

+ 2
(
d1

2∑
j=1

W1j − d2

2∑
j=1

W2j

) (
Γ1 − Γ2

)
− 4
(
d1

2∑
j=1

W1j − d2

2∑
j=1

W2j

)2
]
.

(6.23)

Die Separation des äußeren Potentials von allen übrigen Termen ist dadurch ver-

vollständigt. Von besonderem Interesse ist nun die Oberflächenenergie Λ− in Ab-

wesenheit der Gravitation, G ≡ 0, weil dadurch die Energiedichte der äußerlich

unbeeinflußten Deformationen der Relativfläche beschrieben wird.

6.2.1 Λ−(q) für G = 0

Mit G = 0 ist (vgl. (6.5))

Λ−(q) ≡ Λ−
o (q) :=

det(Wf (q) + q4Kf )

q2γ+(q)
. (6.24)

Betrachten wir nun die einzelnen Terme in Λ−
o (q) und schreiben vereinfacht mit

Λ−
1 (q) := − γ∧12(q) , Λ−

2 (q) := q2 Γ1(q)Γ2(q)

γ+(q)
, Λ−

3 (q) := − 2q2 d1d2

2∑
i,j=1

Wij

(6.25)

Λ−
o (q) =

3∑
i=1

Λ−
i (q) + Λ−

asym(q) . (6.26)

Darin bezeichnet Λ−
asym(q) alle übrigen Terme aus (6.23), die nicht durch Λ−

i mit

i ∈ {1, 2, 3} erfasst sind. Das sind Terme, in denen Differenzausdrücke aufgrund der

unterschiedlichen Dichten auftauchen, relativ zu q2γ+(q). Diese sind für alle q quan-

titativ ein bis zwei Größenordnungen kleiner als die übrigen und müssen daher nicht

weiter diskutiert weden. Als führende Terme, die Λ−
o die charakteristische Struktur

verleihen, lassen sich besonders Λ−
1 (q) und Λ−

2 (q) feststellen.

Λ−
1 (q) stellt einen Term dar, der nur aus den Wechselwirkungen der Komponenten

untereinander besteht. Er beschreibt die Attraktion der Flächen und
”
begünstigt“

daher Verbiegungen der Relativfläche bei kleineren Wellenlängen, s. Abb. 6.3. Die-

se Verbiegungen werden mit wachsender Temperatur durch die Fluktuationen der
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Abb. 6.3: Darstellung der Funktion Λ−
1 (q) aus (6.25) normiert auf Λ−

o (0). Dieser Bei-

trag, der nur durch die Wechselwirkung der Komponenten untereinander zustande

kommt, zeigt den energetischen Gewinn für die Verbiegungen der Relativfläche in

Abhängigkeit von der Wellenzahl q an: Die Flächen f c
1 und f c

2 ziehen sich gegenseitig

an. Eine Separation der Ruhelagen c1 und c2 kostet auch für q = 0 Energie, weil

damit eine Trennung der Komponenten voneinander verbunden ist, die gegen das

Potential w12(r) zu leisten ist. Λ−
1 (q) trägt neben Λ−

2 (q) wesentlich zur Struktur von

Λ−
o (q) bei.

Dichten in den beiden Phasen umso stärker – relativ zur sinkenden
”
Ruheenergie“

Λ−
1 (0) – angeregt. Zu beachten ist, daß Λ−

1 (0) > 0 bleibt, denn eine Separation der

Flächen bzw. deren Ruhelagen c1 und c2 voneinander kostet Energie, die gegen das

Wechselwirkungspotential w12(r) geleistet werden muß, weil das einer Trennung der

Komponenten voneinander entspricht. Daher kann Λ−
o (q)/q2 für q → 0 auch keine

Oberflächenspannung darstellen.

Der durch Λ−
1 (q) beschriebenen Attraktion wirkt Λ−

2 (q) entgegen: Diesen Term könn-

te man für die eigentliche Oberflächenspannung der Relativfläche halten, weil die

Terme Γi Oberflächenenergien darstellen und somit Λ−
2 (q)/q2 zumindest die Dimen-

sion einer Oberflächenspannung hat. Außerdem zeigt Λ−
2 (q)/q2 einen zu γ+(q) analo-
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gen Verlauf. Dieser Ausdruck bleibt auch bestehen, wenn man die Wechselwirkungen

der Komponenten untereinander
”
verschwinden“ läßt, das heißt w12 ≡ 0 und κ12 = 0

sind. Dann ist Λ−
2 /q

2 = γ1γ2/(γ1 + γ2) und nimmt damit eine zur reduzierten Mas-

se in der klassischen Mechanik ähnliche Form an. Dieser Umstand unterstützt die

Bezeichnung
”
Relativfläche“, so wie die Form von γ+ den Ausdruck

”
mittlere“ oder

”
zentrale Grenzfläche“ motiviert. Λ−

2 (q) besitzt
”
repulsiven“ Charakter, s. Abb. 6.4,

das heißt die energetische Unterdrückung von Deformationen der Relativfläche wer-

den im wesentlichen durch Λ2(q) beschrieben.
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Abb. 6.4: Darstellung der Funktion Λ−
2 (q) aus (6.25) normiert auf Λ−

o (0). Dieser Bei-

trag, der die Bedeutung einer Oberflächenspannung besitzt, repräsentiert dement-

sprechend den energetischen Aufwand, die Relativfläche unter Erzeugung von zu-

sätzlicher Oberfläche zu verbiegen. Dieser Term ist neben Λ−
1 (q) dominierend.

Während für niedrige Temperaturen die beiden Terme Λ−
1,2(q) das Verhalten von

Λ−
o (q) schon recht gut wiedergeben, spielt bei höheren Temperaturen auch Λ−

3 (q)

noch eine Rolle, wenngleich eher bei kleineren Wellenlängen. Dieser stammt aus

den Hart-Kugel-Beiträgen, die mittels der Gleichgewichtsbedingung auf Potentiale

umgeschrieben wurden, s. Seite 90. Er sollte daher ebenfalls repulsiven Charakter

haben, wie man in Abbildung 6.5 auf der nächsten Seite gut erkennen kann. Da die

Hart-Kugel-Beiträge nur im Rahmen der LDA behandelt wurden (s. (2.20)), ist es
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durchaus denkbar, daß bei einer anderen Beschreibung dieser Term auch bei kleine-

ren q-Werten noch Beiträge liefert, die ebenfalls positiv sind.
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Abb. 6.5: Darstellung der Funktion Λ−
3 (q) aus (6.25) normiert auf Λ−

o (0). Dieser Bei-

trag, der aus den Hart-Kugel-Beiträgen stammt, besitzt erwartungsgemäß repulsiven

Charakter, weil bei Verbiegungen der Relativfläche die Teilchen der Komponenten

verschoben werden müssen. Verglichen mit Λ−
1,2(q) fällt Λ−

3 (q) quantitativ aber im-

mer noch gering aus.

Λ−
o zeigt typischerweise ein Verhalten das exemplarisch in Abb. 6.6 dargestellt ist.

Zu beachten ist, daß Λ−
o (q)/Λ−

o (0) ebenfalls ein Minimum aufweist, das sich aber

im Vergleich zu γ+(q)/γ+(0) bei kleineren Wellenlängen befindet. Außerdem kann

Λ−(q) Nullstellen bei höheren Temperaturen und einer konstanten Wahl des Faktors

CH aufweisen. Dies bedeutet, daß bei G = 0 die Determinante det E(q) von H eine

Nullstelle besitzt und damit der
”
gravitationslose“ Hamiltonian nicht mehr positiv

definit ist, obwohl sich das System gemäß des Phasendiagramms im Koexistenzge-

biet zweier Phasen befindet. Möglicherweise zeigt die Nullstelle von Λ−
o (q) dadurch

den Zusammenbruch der Beschreibung durch die Krümmungsentwicklung (4.17) (s.

Seite 47) an, für die |H|ξ � 1 vorausgesetzt wurde (vgl. Diskussion auf Seite 63)

und was bei höheren Temperaturen nicht mehr erfüllt ist.

Ein anderes Resultat erhält man mit der Wahl CH = CN r
(1)
o /ξ (vgl. (4.72) und
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Abb. 6.7): Für niedrige Temperaturen zeigt der Verlauf von Λ−
o (q)/Λ−

o (0) kein Mi-

nimum, sondern steigt monoton an. Erst mit wachsender Temperatur bildet sich ein

Minimum heraus, daß sich mit weiter steigender Temperatur ebenfalls zu kleineren

q-Werten verschiebt. Allerdings bleibt die Tiefe des Minimum je nach Wahl von CN

positiv.

Betrachtet man das Verhältnis von Λ−
o (q) zu γ+(q), dann wird bei niedrigen T die

mittlere Grenzfläche mit größeren Wellenlängen leichter angeregt, während die Re-

lativfläche
”
steif“ bleibt. Umgekehrt sind bei höheren Temperaturen Verbiegungen

der mittleren Grenzfläche unterdrückt und Anregungen der Relativfläche können

leichter stattfinden, s. Abb. 6.8. Die Größe
√
γ+(q)/Λ−

o (q) hat die Dimension einer

Länge. Analog zur Kapillarlänge kann man diese q-abhängige Länge als relevante

Skala des
”
Wirkungsbereichs“ von γ+(q) bzw. Λ−

o (q) betrachten (s. Abb. 6.9). Dabei

zeigt sich, daß der Krümmungseinfluß dieses Verhältnis wesentlich verändert. Für

große q-Werte klingt das Verhältnis mit ∼ q−1 ab, so daß in diesem Wellenzahlbe-

reich im wesentlichen alles durch Λ−
o (q) bestimmt ist. Aber bis ungefähr q r

(12)
o ∼ 7

liegt je nach Temperatur und Wahl des Faktors CH die Länge
√
γ+(q)/Λ−

o (q) in der

Größenordnung von ein bis zwei Teilchendurchmesser. Insbesondere zeigt dies, daß

die Größe Λ−
o (q) durchaus strukturgestaltend und nicht vernachlässigbar ist.

Das Minimum von Λ−
o (q)/Λ−

o (0) und dessen Position, die immer bei höheren q-

Werten liegt als die Position des Minimums von γ+(q)/γ+(0), unterstützt die An-

schauung, daß die mittlere Fläche f+ gegenüber der Relativfläche f−
”
stabiler“ ist:

Für f+ sind intrinsische Verbiegungen eher bei größeren Wellenlängen energetisch

begünstigt als das für die Relativfläche f− der Fall ist. Zwar wandert das Minimum

von Λ−
o (q) mit steigender Temperatur auch zu größeren Wellenlängen, jedoch wird

es dabei, besonders bei einer konstanten Wahl von CH , immer ausgeprägter. Das

bedeutet, die begünstigten Anregungen werden nicht nur zu größeren Wellenlän-

gen verschoben, sondern sollten sogar noch zunehmen. Da es sich hierbei um die

Relativfläche handelt, führt diese Beobachtung zum Begriff der
”
Entmischungsmo-

de“. Darauf wird noch einmal genauer im Zusammenhang mit den Höhenkorrela-

tionsfunktionen (Abschnitt 6.3, insbesondere aber in der Diskussion auf Seite 123)

eingegangen.
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Abb. 6.6: Ein typischer Verlauf von Λ−
o (q)/Λ−

o (0) unter Veränderung der Tempe-

ratur von T = 0.7 . . . 0.99Tc bei einem Radienverhältnis von r
(2)
o /r

(1)
o = 1.001,

w
(22)
o /w

(11)
o = 1.05, w

(12)
o /w

(11)
o = 0.5 und δc12 = 0. Der Faktor CH ist hier jeweils

konstant gesetzt worden. In allen Verläufen überwiegt für Temperaturen nahe der

Tripelpunkttemperatur Λ−
2 , so daß je nach Wahl von CH ein monotoner Anstieg zu

beobachten ist. Das bedeutet, daß Verkrümmungen der Relativfläche f− bei allen

positiven Wellenzahlen – relativ zu Λ−
o (0) – energetisch nicht begünstigt werden.

Erst mit wachsender Temperatur bildet sich neben einem Maximum, das bei hohen

Temperaturen wieder verschwindet, auch ein Minimum, dessen Wert < 1 ist. Dieses

Minimum wandert ebenfalls zu größeren Wellenlängen, vertieft sich dabei aber zu-

nehmend und verschwindet nicht, so daß Λ−
o (q)/Λ−

o (0) sogar Nullstellen aufweisen

kann.
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Abb. 6.7: Verlauf von Λ−
o (q)/Λ−

o (0) wie in Abb. 6.6, aber nun wieder mit temperatu-

rabhängigem CH = CNr
(1)
o /ξ. Allgemein ist das Minimum nun nicht mehr so stark

ausgeprägt, insbesondere aber bleibt es auch für hohe Temperaturen bestehen, wenn

CN klein genug gewählt wurde. Die Tiefe des Minimums nimmt nun nicht unbedingt

mehr monoton ab.
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Abb. 6.8: Verlauf von
√

Λ−
o (q)/γ+(q) mit konstantem CH ((a), (b)) und temperatu-

rabhängigem CH ∼ CN/ξ ((c) und (d)) Qualitativ zeigt sich ein ähnlicher Verlauf:

das Verhältnis wächst bei niedrigen Temperaturen zunächst auf ein Maximum an,

sinkt bei kleineren Wellenlängen in ein Minimum und wächst schließlich wieder line-

ar an. Das Maximum entsteht aufgrund der Absenkung von γ+(q) und verschwindet

daher mit wachsender Temperatur. Das sich anschließende Minimum stammt von

Λ−
o (q).
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Abb. 6.9: Verlauf von
√
γ+(q)/Λ−

o (q) bei temperaturabhängigem CH ∼ CN/ξ. Die

dadurch definierte Länge liegt für Wellenlängen bis ∼ r
(12)
o /7 im Bereich von ein

bis zwei Teilchendurchessern. Dadurch wird deutlich, daß γ+ und Λ−
o gleichermaßen

für die Struktur der Kapillarwellen in der binären Mischung bedeutsam sind. Das

Verhältnis ist für q = 0 zunächst > 1 und sinkt für größere q-Werte auf Werte < 1

ab. Das heißt, daß je nach Wellenlänge γ+ bzw. Λ−
o die dominierende Rolle spielt.
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Veränderung mit δc12 6= 0

Die bisher gezeigten Verläufe sind unter der Bedingung δc12 = 0 entstanden, das

heißt, die Ruhelage der Flächen ist identisch, wodurch der Ruheabstand verschwin-

det. Der Parameter δc12 läßt sich durch eine Minimierung des Dichtefunktionals

durch das externe Gravitationspotential (2.36) bestimmen und liegt im Bereich

|δc12| ≤ 2σ12 mit σ12 = r
(1)
o + r

(2)
o . Insbesondere hängt er damit von den Wech-

selwirkungen ab. Hier soll δc12 als veränderbare Größe betrachtet werden, um die

Auswirkungen auf das Energiespektrum der Kapillaranregungen zu verdeutlichen.

Da alle obigen Formeln nur von |δc12| abhängen, kann δc12 > 0 angenommen werden.

Man stellt fest, daß die Veränderung von δc12 für alle Temperaturen sich kaum auf

die die Form von γ+(q)/γ+(0) auswirkt. Das ist gut verträglich mit der Anschau-

ung, daß die Anregungen der mittleren Fläche f̂+ im wesentlichen unabhängig vom

Abstand der einzelnen Flächen sind. Umgekehrt schwächt eine Vergrößerung von

δc12 den führenden Term in Λ−
o (q)/Λ−

o (0), der eine attraktive Rolle spielt. Insofern

kann man erwarten, daß sich mit wachsendem Abstand der Flächen die Relativflä-

che schwerer anregen läßt (vgl. Abb. 6.10: (a) und (b)). Dieses Argument kann aber

nur für niedrige Temperaturen gelten, weil nahe des kritischen Punktes die Korre-

lationslänge als dominierende Längenskala den Effekt kompensiert. Daher sollte die

Energiedichte der Relativfläche sich für höhere Temperaturen kaum mit δc12 verän-

dern (vgl. Abb. 6.10: (c) und (d)).

Im Folgenden wird aber zur Veinfachung wieder δc12 = 0 angenommen.

sharp kink approximation

Hier kommen wir noch einmal auf die schon angesprochene Näherung der kontinuier-

lichen Dichteprofile durch ein diskontinuierlichen Dichtesprung zurück (vgl. Kapitel

3). Man bekommt, weil nun natürlich sämtliche Krümmungsbeiträge wieder entfal-

len, die Formel

Λ−
o (q)

sk
= −4ρ14ρ2 ŵ12

(
q, δc12

)
+

2∏
i=1

[
(4ρi)

2 δŵii(q, 0) +4ρ14ρ2 δŵ12

(
q, δc12

)]
2∑

i,j=1

4ρi4ρj δŵij

(
q, δcij

) . (6.27)

Diese Formel läßt sich nicht herleiten, wenn man die Dichtesprünge direkt zur Be-

schreibung benutzt (s. Kapitel 3). Es ist insofern bemerkenswert, daß man zur Be-
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Abb. 6.10: Examplarischer Verlauf von Λ−
o (q)/Λ−

o (0) unter Veränderung des Para-

meters δc12 bei verschiedenen Temperaturen mit CH = 0.25 und σ12 ≡ r
(12)
o . Bei

niedrigeren Temperaturen reagiert Λ−
o (q) empfindlich auf Änderungen des Ruheab-

stands der Flächen voneinander ((a) und (b)). Erst mit wachsender Temperatur wird

diese Störung irrelevant ((c) und (d)).
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schreibung in der
”
sharp kink“-Näherung die Krümmungsentwicklung benötigt. Die

Interpretation der beiden Terme ist analog zu Λ−
1,2(q): der erste trägt der Anziehung

der Flächen Rechnung, der zweite beschreibt eine mit q2 gewichtete Oberflächen-

energie, die analog zu γ sk(q), auf 0 abfällt. Insgesamt ergibt sich für Λ−
o (q)/Λ−

o (0)

in dieser Näherung die in Abb. 6.11 gezeigte Form.

Außerdem folgt auch eine Korrektur der Formel γ sk(q) aus (3.15): dort taucht die

Abhängigkeit von den Ruhelagen der Flächen nicht mehr auf, weil in der Herleitung

δc12 = 0 gesetzt werden mußte. Dementsprechend kann man nun korrekterweise

γ+, sk ≡ γ sk(q) =
1

2q2

2∑
i,j=1

4ρ14ρ2 δŵij

(
q, δcij

)
(6.28)

schreiben. Am grundsätzlichen Verhalten der Funktion ändert das allerdings nichts,

sie fällt gemäß (8.10) für positive Werte von δc12 schneller auf 0 als für δc12 = 0,

weil gewissermaßen der effektive Teilendurchmesser
[
(r

(ij)
o )2 + (δc12)

2
]1/2

gewachsen

ist. Analoges gilt für (6.27).

Änderung durch κ12

Analog zu δc21 sind auch die κij durch die Gleichgewichtsbedingung festgelegte Grö-

ßen, sofern man das Profil ρH definiert (s. (5.53)). Die Größe κ12 ist der entropische

Beitrag der Wechselwirkung der Komponenten untereinander. Wächst dieser repul-

sive Anteil, dann sollte sich die Relativfläche leichter anregen lassen. Dies kann man

ganz allgemein für q 6= 0 auch an der Formel

dΛ−
o (q)

dκ12

= − 2q4 Γ1(q) Γ2(q)(
γ+(q)

)2 = − 2q2 Λ−
2 (q)

γ+(q)
< 0 (6.29)

erkennen, wobei man alle anderen Parameter, die mit κ12 über die Gleichgewichtsbe-

dingung zusammenhängen in guter Näherung als konstant annimmt. Insbesondere

ändert sich bei kleiner Variation von κ12 die Tiefe des Wechselwirkungspotentiale

w
(ij)
o kaum, wohingegen die Umkehrung nicht gilt (vgl. (2.48)). Eine lokale Entmi-

schung wird durch größere κ12 also grundsätzlich begünstigt.

6.2.2 Oberflächenspannung γ−(q) der Relativfläche

Da alle Terme von Λ−
o (q) außer ω̂

(
q, ∂′ρci

∂′′ρcj

)
noch explizit einen Faktor q2 enthal-

ten, kann man als effektive Oberflächenspannung der Relativfläche den Ausdruck

γ−(q) :=
Λ−

o (q) + ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
q2

(6.30)
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Abb. 6.11: Exemplarische Darstellung der normierten Funktion Λ−
o (q) in der Nähe-

rung (6.27). Ähnlich wie die Oberflächenspannung γ sk(q) (6.28) fällt Λ−
o (q) monoton

und erreicht für große q-Werte einen festen Wert. Während auch hier der erste Sum-

mand von Λ−
o (q) das Absinken der Funktion einleitet (vgl. Abb. 6.3), kann der zweite

diesen nicht kompensieren wie das bei (6.26) der Fall ist. Dieser
”
Oberflächenterm“

fällt, genau wie sein Analogon q2γ sk(q) (vgl. (3.21)), für kleine Wellenlängen mono-

ton auf eine Konstante ab.

bezeichnen. Insbesondere gilt damit

γ−(0) =
Γ1(0) Γ2(0)

γ+(0)
−
[
ω̂
(
0, ρH1(u

′)∂′′ρc2

)
+ ω̂

(
0, ρH2(u

′′)∂′ρc1

)]
− 2 d1d2

2∑
i,j=1

ω̂(1)(0, u ∂uρci
(u)∂u′ρcj

(u′)) + lim
q→0

Λ−
asym(q)

q2
,

(6.31)

wobei

γ+(0) lim
q→0

Λ−
asym(q)

q2

= 2
( 2∑

i,j=1

(−1)idi ω̂
(1)(0, u ∂uρc1(u)∂u′ρcj

(u′))
) (

Γ2(0)− Γ1(0)
)

− 4
( 2∑

i,j=1

(−1)idi ω̂
(1)(0, u ∂uρc1(u)∂u′ρcj

(u′))
)2

(6.32)
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ist. Dadurch ist die Oberflächenspannung γ−(0) auch von den Krümmungsprofi-

len ρH und somit von der Wahl des Parameters CH abhängig. Insbesondere kann

für Temperaturen nahe des kritischen Punktes γ−(0) < 0 werden, falls die Krüm-

mungseinflüsse zu groß angenommen werden. Dies kann einerseits bedeuten, daß

für solche Temperaturen das mathematische Konzept einer Relativfläche zusam-

menbricht. Wenn aber andererseits die Determinante det E(q) > 0 bleibt, dann kann

das Verschwinden der Oberflächenspannung für die Relativfläche darauf deuten, daß

sich entlang der Phasengrenze die Komponenten entmischen, weil langwellige
”
Ver-

biegungen“ der Relativfläche nicht mehr energetisch unterdrückt werden. In Abb.

6.12 ist der Verlauf der normierten Oberflächenenergie γ−(q) für unterschiedliche

Temperaturen dargestellt. Überraschend ist die strukturelle Ähnlichkeit zu γ+(q) in

beiden Fällen: γ−(q) fällt zunächst auf ein Minimum, das sich im Vergleich zu γ+ bei

kleineren Wellenlängen befindet und steigt schließlich mit wachsendem q wieder an.

Besonders hervorzuheben ist aber die Abhängigkeit des Minimums von den Krüm-

mungseinflüssen. So verschiebt sich das Minimum mit steigender Temperatur auch

zu größeren Wellenlängen, prägt sich dabei aber immer stärker aus, wenn die Krüm-

mungseinflüsse zu groß gewählt sind oder verliert an Tiefe, wenn diese Einflüsse

schwächer modelliert werden. Analog zu (6.30) erhält man die entsprechende Größe

in der
”
sharp kink“-Näherung. Dazu hat man den zweiten Summanden in (6.27) ein-

fach durch q2 zu teilen. Es ergibt sich dadurch ein γ−, sk(q), das einen grundsätzlich

ähnlichen Verlauf zeigt wie γ sk(q) (vgl. Abb. 3.1), insbesondere folgt aus (6.31) die

Beziehung γ−, sk(0) γ+, sk = Γ sk
1 (0) Γ sk

2 (0) = [γ sk
11 (0) + γ sk

12 (0)][γ sk
22 (0) + γ sk

21 (0)].

Ein Vergleich zwischen γ− und γ+ zeigt, das für alle Temperaturen und Wellen-

längen ungefähr die Abschätzung

γ−(q)

γ+(q)
.

1

4
(6.33)

gilt, wobei das Verhältnis mit steigenden q abnimmt. Der Abb. 6.13 entnimmt man

etwas genauer für zwei Temperaturen T1 > T2 die Relationen

lim
q→∞

γ−(q)|T1

γ−(q)|T2

> lim
q→∞

γ+(q)|T1

γ+(q)|T2

(6.34)

γ+(0)|T1

γ+(0)|T2

>
γ−(0)|T1

γ−(0)|T2

. (6.35)

Da q2γ−(q) die Asymptotik von Λ−
o (q) bestimmt, kann man in (6.34) γ− durch Λ−

o

ersetzen ohne die Gültigkeit zu beeinträchtigen. In beiden Fällen folgt, daß sich γ−
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mit der Temperatur stärker ändert als γ+. Insbesondere verschwindet γ−(0) mit

steigendem T schneller als γ+(0). Dies ist konsistent mit der Vorstellung von der

Robustheit der mittleren Grenzfläche f+ und der Sensibilität der Relativfläche f−

auf die durch die Temperatur angeregten Dichtefluktuationen.

Wegen

Λ−
o (q) = − ω̂

(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
+ q2 γ−(q) (6.36)

definiert

L2
−(q) :=

γ−(q)

− ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

) (6.37)

eine Längenskala für Λ−
o , die man als

”
innere“ Kapillarlänge bezeichnen könnte.

In diesem Fall wird die Oberflächenspannung nicht mit der Gravitation verglichen,

sondern mit den Wechselwirkungen der Komponenten. Man findet für Temperaturen

. 0.9 Tc und qr
(12)
o . 4

L−
(
q
)
≈ 0.7 r(12)

o (6.38)

je nach Krümmungsfaktor. Da ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
exponentiell zerfällt, wächst L−(q)

für noch kleinere Wellenlängen sehr schnell an. Dem entnimmt man, das die Ka-

pillarwellen der Relativfläche bei G = 0 mit kleiner Wellenzahl wesentlich von den

Wechselwirkungen der Komponenten untereinander bestimmt werden. Im Abschnitt

6.3 wird gezeigt, wie man analog zu (6.16) noch eine eigentliche Kapillarlänge für

f− im Falle G 6= 0 definieren kann und in welchem Zusammenhang diese mit L−

und l+ steht.

Es soll noch ein Spezialfall der obigen Definition (6.30) erwähnt werden, nämlich

γ−o (q) :=
Λ−

o (q) + ω̂
(
0, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
q2

. (6.39)

Der Unterschied besteht in der vorausgesetzten q-Abhängigkeit der in γ− auftre-

tenden Funktion ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
, die nicht notwendig eine Potenzreihenentwicklung

der Form ao + a1q
2 + . . . besitzen muß. Insofern ist die obige Diskussion bezüglich

γ−(q) von allgemeinerem Charakter. Es gilt dann γ−(q → 0) = γ−o (q → 0) + a1.

Da ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
für q → ∞ rasch auf 0 abfällt, gibt es keinen Unterschied zwi-

schen γ−o (q) und γ−(q) für große Argumente. γ−o (q) ist bei van der Waals-Potentialen

definiert und taucht im Zusammenhang mit den Höhenkorrelationsfunktionen noch

einmal auf.
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Abb. 6.12: Verlauf von γ−(q)/γ−(0) mit konstantem CH ((a), (b)) und mit tempera-

turabhängigem CH = CN r
(1)
o /ξ ((c), (d)). Überraschend ist zunächst die strukturelle

Ähnlichkeit zu Abb. 6.1, insbesondere für CN = 1.0. Allerdings wird bei zu großer

Wahl von CH bzw. CN auch hier γ−(0) < 0, so daß in (a), (b) und (d) nur drei

Kurven dargestellt sind. Allerdings gilt dabei |γ−(0)| � 1. Dies ist auf den Einfluß

der ρH zurückzuführen (vgl. (6.31)). Besonders aber ist, daß sich das Minimum mit

wachsendem CH bzw. CN bei höheren Temperaturen stärker ausprägt und nicht

schwächer wie bei γ+(q)/γ+(0).
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Abb. 6.13: Verlauf von γ−(q)/γ+(q) mit konstantem Parameter CH ((a) und (b))

und temperaturabhängigem CH = CN r
(1)
o /ξ ((c) und (d)). Je nach Stärke der Krüm-

mungseinflüsse verändert sich γ−(0)/γ+(0) mit wachsender Temperatur. Da γ+(0)

unabhängig von CH ist, wird so direkt die Veränderung von γ−(0) durch CH sichtbar.

Insgesamt zeigt sich für q r
(12)
o � 1 die Relation γ−(q)/γ+(q)|T1

> γ−(q)/γ+(q)|T2

mit T1 > T2. Das heißt für wachsende Temperaturen verändert sich γ−(q) bei kleinen

Wellenlängen stärker als γ+(q). Umgekehrt gilt γ−(0)/γ+(0)|T2
> γ−(0)/γ+(0)|T1

,

das heißt also die Oberflächenspannung der Relativfläche verschwindet mit wachsen-

der Temperatur schneller als die der mittleren Grenzfläche und kann aufgrund der

Krümmungseinflüsse sogar negativ werden, was exemplarisch in (d) dargestellt ist.
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6.3 Erwartungswerte

Bevor nun die Höhenkorrelationsfunktionen diskutiert werden, soll in Anlehnung an

die klassische Kapillarwellentheorie, (2.31) und (2.32), zunächst gezeigt werden, daß

sich auch für f− eine Kapillarlänge definieren läßt, die im Gegensatz zu L− aus

(6.37) auch die gravitativen Beiträge berücksichtigt.

Dazu betrachtet man statt Λ−(q)|G=0 /q
2, dessen Grenzwert für q → 0 nicht existiert,

zunächst den Ausdruck

L2
+ :=

lim
q→0

Λ+(q)Λ−(q)|G=0

q2

lim
q→0

Λ+(q) Λ−(q)
=

lim
q→0

det E(q)|G=0

q2

lim
q→0

det E(q)
, (6.40)

woraus sich

L2
+ = −

γ∧12(0) l
2
+

GµG − γ∧12(0)
< l2+ (6.41)

µG :=
1

G+

2∏
i=1

mi4ρi (6.42)

ergibt. Darin ist µG die reduzierte Massendichte. In Anlehnung an die Bezeich-

nung für L− kann man L+ als
”
äußere“ Kapillarlänge bezeichnen, weil diese sich

aus det E(q) = Λ+(q)Λ−(q) herleitet. Der Zusammenhang (6.41) zeigt, daß diese

Länge sich nicht unabhängig von l+ definieren läßt, sofern man sich an die Vor-

schrift (6.40) hält. Insbesondere wird dadurch noch einmal deutlich, daß es sich bei

der Größe γ∧12 wegen [γ∧12] = J/m4 nicht um eine Oberflächenspannung handelt.

Den Ausdruck µG− γ∧12(0)/G kann man als effektive Massendichte deuten. Im Falle

µG � − γ∧12(0)/G ergibt sich L+ ≈ l+, umgekehrt ist für γ∧12(0) = 0 auch L+ = 0. Ob

man aber − γ∧12(0) l2+ als makroskopische Oberflächenspannung der Relativfläche be-

zeichnen kann, ist unklar. Sinnvoller erscheint es, auf den Zusammenhang zwischen

den Längenskalen l+, L−(0) ≡ L− (vgl. (6.37)) und L+ zurückzukommen. Dieser

ergibt sich wegen γ∧12(0) = ω̂
(
0, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
durch die Formel

L2
+ =

γ−(0)

GµG − γ∧12(0)

l2+
L2
−

(6.43)

l2+
L2
−

=
− γ∧12(0)
GG+

γ+(0)

γ−(0)
, (6.44)



118 6. Effektiver Hamiltonian der Grenzflächen

so daß man auch den Ausdruck

l− :=

√
γ−(0)

GµG − γ∧12(0)
=
L+L−
l+

< L− (6.45)

als eigentliche Kapillarlänge der Relativfläche ansehen kann, weil in diesem nun die

Oberflächenspannung γ−(0), die Gravitation und die Wechselwirkungen der Kom-

ponenten untereinander verglichen werden. l− läßt sich auch durch die Bedingung

l2− =

lim
q→0

1

q2
Λ−(q)

∣∣
G=0,ω̂(0,∂′ρc1∂′′ρc2 )=0

lim
q→0

Λ−(q)
(6.46)

herleiten, was ihre Interpretation ebenfalls stützt. Der Unterschied zu (6.40) besteht

in der Bedingung zur Auswahl der Terme, die im Zähler des Ausdrucks stehen.

Nach (6.45) kann man l− als Produkt von
”
innerer“ und

”
äußerer“ Kapillarlänge, L−

und L+, im Verhältnis zur Kapillarlänge der mittleren Fläche l+ ausdrücken. Diese

Größe strebt fürG→ 0 gegen L− > 0, und auch im Falle verschwindender Attraktion

zwischen den Komponenten w
(12)
o → 0 bleibt sie positiv. Erst das Verschwinden

beider Wechselwirkungsbeiträge läßt l− divergieren, wobei l+/L− durchaus endlich

bleiben kann (vgl. (6.44)). Da die Kapillarlängen eine Größe für den Zerfall lateraler

Korrelationen in der Grenzfläche darstellen [16] (vgl. Abb. 2.3), gilt nach (6.41)

wegen L+ < l+, daß die Relativfläche auf kleineren Längeskalen korreliert ist als

die mittlere Grenzfläche, falls L− < l+ erfüllt ist. Insofern stellt das Verhältnis in

(6.44) möglicherweise einen interessanten experimentellen Kontrollparameter dar. In

gewisser Weise sind die Größen auch in ihrer Bedeutung verwandt, weil l+ sich nur

auf die Gravitation, hingegen L− sich nur auf die Wechselwirkung der Komponenten

untereinander bezieht. Unklar bleibt aber die physikalische Interpretation von L−

beziehungsweise l− im Falle γ−(0) < 0, weil diese Größen dann nicht mehr reell

sind. Diese Betrachtungen sind nur für einen diagonalisierten Hamiltonian sinnvoll,

weil dadurch klar ist, bezüglich welcher Fläche die definierten Längenskalen gelten.

L+ bildet insofern eine Ausnahme, weil sie durch det E abgeleitet wurde und somit

invariant unter Umtransformationen ist. Analog kann man auch Tr E betrachten und

erhält mit der entsprechenden Vorschrift (6.46)

l2H :=

lim
q→0

1

q2
Tr E(q)|G=0,ω̂(0,∂′ρc1∂′′ρc2 )=0

lim
q→0

Tr E(q)
(6.47)

=
1

Z

[
γ2

11(0) + γ2
22(0)− γ2

12(0)

γ+(0)
+ 2γ−(0)− 2 lim

q→0

Λ−
asym(q)

q2

]
(6.48)
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mit (vgl. auch (6.32))

Z := GG+ − 2 ω̂
(
0, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
, (6.49)

so daß man lH als die
”
totale“ Kapillarlänge bezeichnen könnte.

Wegen Λ+(q) + Λ−(q) 6= Tr E(q) (s. (6.8)) erhält man allerdings aus

lim
q→0

1

q2

(
Λ+(q) + Λ−(q)

)∣∣
G=0,...

lim
q→0

(
Λ+(q) + Λ−(q)

) =
l+l−

√
γ−(0) + γ+(0)√

l2+ γ
−(0) + l2− γ

+(0)
, (6.50)

was keine Invariante unter orthonormalen Transformationen ist.

Wir kommen nun zu den Höhenkorrelationsfunktionen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉, um ein ab-

schließendes Bild für das Verhalten flüssiger Grenzflächen binärer Mischungen zu

erhalten. Aufgrund der Überlegungen im vorangehenden Abschnitt muß man da-

zu nur die Funktionen 〈f̂±(q)f̂±(−q)〉 betrachten, weil sich daraus 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉
durch Linearkombination gemäß (6.8) ergibt.

Es ist mit der Normierungskonstanten3 N

〈f̂±(q)f̂±(−q)〉 =
1

N

∫
DF f̂±(q) f̂±(−q) e−βH[F̂(q)]

=
1

β Λ±(q)
(6.51)

〈f̂±(q)f̂∓(−q)〉 = 0

N :=

∫
Df e−βH[f̂(q)] .

Wählt man die Darstellung nun bezüglich der f̂ c
i (q), i ∈ {1, 2}, dann hat Korrelati-

onsmatrix die Gestalt(
〈f̂ c

1(q)f̂ c
1(−q)〉 〈f̂ c

2(q)f̂ c
1(−q)〉

〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 〈f̂ c
2(q)f̂ c

2(−q)〉

)
=

1

β
E−1

f (q) . (6.52)

Die explizite Form der Funktionen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉 ist im Abschnitt 8.9 zusammen-

gefaßt. Auf die allgemeine Struktur wird in den folgenden Abschnitten eingegangen.

In den Abbildungen 6.14, 6.15 und 6.16 sind die Korrelationsfunktionen aus (6.52)

dargestellt. Erneut sind zum Vergleich die Funktionen für unterschiedliche Wahlen

3Man beachte, daß wegen (6.8) Df = DF gilt.
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des Krümmungsparameters CH zu sehen. Man erkennt, daß ein größerer Wert von

CH zu einem rascheren Abklingen der Korrelationsfunktionen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

i (−q)〉 i ∈
{1, 2} führt. Besonders hervorzuheben ist aber der Unterschied zwischen

〈f̂ c
1(q)f̂ c

1(−q)〉 und 〈f̂ c
2(q)f̂ c

2(−q)〉, der sich aus der unterschiedlichen Größe der Teil-

chen, r
(2)
o /r

(1)
o = 1.001, und der zugehörigen Wechselwirkungen, w

(22)
o /w

(11)
o = 1.05,

ergibt (vgl. Bildunterschrift zu Abb. 6.1): Letztere zeigt bei niedrigen Tempera-

turen auch bei sehr kleinen Wellenlängen noch eine Struktur, die einem Plateau

ähnelt. Die Korrelationen der Fläche f1 hingegen zeigen zwar auch für q r
(12)
o ≥ 1

einen verlangsamten Zerfall, dieser ist aber deutlich schwächer ausgeprägt als bei

f2. Mit steigender Temperatur verschwindet dieser Unterschied allmählich, und die

Korrelationsfunktionen zeigen einen sehr ähnlichen Verlauf. Betrachtet man dazu

die Veränderungen von 〈f̂ c
2(q)f̂ c

1(−q)〉, dann stellt man fest, daß diese gerade für

wachsende Temperaturen ein deutliches Minimum ausbildet. Die Fourieramplituden

der Flächen sind stark antikorreliert. Bei kleineren Temperaturen aber zeigt sich ein

rascher monotoner Abfall der Funktion, was eine schwache Korrelation der Flächen

für kleinere Wellenlängen impliziert.

Man kann versuchen, die Stuktur dieser Funktionen mit den Konstanten ai, bi, zi,

i ∈ {1, 2} und den Funktionen σi(q) und ζi(q), i ∈ {1, 2} wie folgt abzubilden:

β〈f̂ c
i (q)f̂ c

i (−q)〉 =
ai

bi + q2 σi(q)
(6.53)

β〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 =
z1 − q2 ζ1(q)

z2 + q2 ζ2(q)
. (6.54)

Der Ansatz (6.53) entspricht der typischen Form (2.31) mit einer q-abhängigen Funk-

tion σ(q), analog zur Erweiterung durch (2.34), welche auf γHelfrich(q) geführt hat (s.

(2.35)). Bei Verschwinden einer Komponente, z. B. 4ρ2 → 0, nimmt σ1(q) die Form

aus der Arbeit [78] an. Die Gestalt (6.54) läßt sich durch die beobachteten Nullstel-

len motivieren (s. Abb. 6.16), die sich nicht durch eine konstante Funktion im Zähler

darstellen lassen. Dabei sei also ζ1(q) ≥ 0.

Mit den hier gefundenen Ausdrücken ergibt sich für die Konstanten (i, j ∈ {1, 2},
aber i 6= j ) (vgl. (5.31) zu ω̂(0, ∂′ρc1∂′′ρc2))

z1 = − ω̂
(
0, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
> 0

ai = GGj(0) + z1 > 0

b1 = b2 = z2 = a1a2 − z2
1

= G2 G1(0)G2(0) +GG+(0) z1 > 0 .

(6.55)
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Insbesondere gilt unter der Voraussetzung verschwindender Gravitation G = 0 mit

q → 0 für alle 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉 → ∞, falls z1 6= 0 bzw. w
(12)
o 6= 0 ist. Eine geschlos-

sene Form der σi(q) läßt sich nur als Potenzreihe angeben (vgl. die Ausdrücke im

Abschnitt 8.9). Die normierten Funktionen σi(q)/σi(0) zeigen aber ein ganz ähnli-

ches Verhalten wie beispielsweise γ+ (s. Abb. 6.17 und Abb. 6.18). Allerdings ist

das Temperaturverhalten von σ1(q) deutlich verschieden von σ2(q): Während das

Minimum von σ2 sich mit wachsender Temperatur zu kleineren q-Werten verschiebt

und allmählich verschwindet, prägt sich das Minimum von σ1 mit steigendem T – je

nach Wahl des von CH – zunächst stärker aus, um schließlich erst bei noch höheren

Temperaturen ein zu σ2 ähnliches Verhalten zu zeigen. Grundsätzlich aber erscheint

das Minimum von σ2(q)/σ2(0) deutlicher tiefer und bei kleineren Wellenlängen zu

liegen als jenes von σ1(q)/σ1(0). Daraus ergibt sich, daß f1 robuster gegenüber f2 er-

scheint. Dabei ist es wichtig herauszustellen, daß die Funktionen σi bereits sämtliche

Abhängigkeiten, also insbesondere die Wechselwirkungen der Komponenten unter-

einander, berücksichtigen.

Desweiteren ergibt sich, wenn man die gravitativen Beiträge zur Vereinfachung kon-

stant setzt (vgl. auch (6.13), (6.18), (6.22), (6.24), (6.39)),

ζ1(q) =
Γ1(q) Γ2(q)− γ+(q)γ−o (q)

γ+(q)
(6.56)

ζ2(q) =
G

q2

[
det M(q)|Gi(q=0),... − G

+(0) z1

]
+ γ+(q) Λ−

o (q) (6.57)

G=0
= γ+(q) Λ−

o (q) . (6.58)

Dabei sind in det M(q)|Gi(q=0),... alle Gravitationsbeiträge an der Stelle q = 0 aus-

zuwerten. Besonders deutlich wird hier, daß die zuvor definierten Größen γ+(q) =

Γ1(q)+Γ2(q) und Λ−(q) = − ω̂
(
0, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
+q2 γ−o (q) die Struktur der Höhenkorre-

lation der Flächen untereinander wesentlich bestimmen. Die normierten Funktionen

ζi sind in Abb. 6.19 und Abb. 6.20 dargestellt. Auch sie zeigen ein temperaturab-

hängiges Minimum. Dabei
”
verursacht“ ζ1 in (6.54) je nach Temperatur die negative

Korrelation der Flächen. Es gilt aber für q →∞ 〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 → − ζ1(q)/ζ2(q) →
∼ 1

q4 , wie für die anderen Höhenkorrelationen auch.

Die Formeln (6.53) und (6.54) ergeben damit – zumindest innerhalb des hier ver-

wandten Zugangs – die allgemeine Struktur der Höhenkorrelationen sinnvoll wieder.

Der Zusammenhang zwischen den Höhenkorrelationen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉 und den Dich-

tekorrelationen 〈δρi(R, u)δρj(R
′, u′)〉mit δρi(R, u) := ρi(u+fi(R))−ρi(u+ci) ergibt
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sich typischerweise durch

〈δρi(R, u) δρj(R
′, u′)〉

=
〈[
ρi(u+ fi(R))− ρi(u+ ci)

][
ρj(u

′ + fj(R
′))− ρj(u

′ + c′j)
]〉

=
∑

n,m≥1

(−1)n+m

n!m!
∂n

uρi(u+ ci)∂
m
u′ρj(u

′ + cj)
〈
(f c

i (R))n(f c
j (R

′))m
〉

(6.59)

= ∂uρi(u+ ci)∂u′ρj(u+ cj)
〈
f c

i (R) f c
j (R

′)
〉

+O(∂n
uρi∂

m
u′ρj, 3) . (6.60)

Die Fouriertransformierte bezüglich der lateralen Koordinaten stellt dann die Verbin-

dung zwischen den Dichtekorrelationen und hier hergeleiteten Höhenkorrelationen

dar. Insbessondere sind nun Ausdrücke für 〈δρi(R, u)δρj(R
′, u′)〉 von Interesse, mit

denen sich die in dieser Arbeit gefundenen Formeln mittels (6.60) vergleichen lassen.

In der Ref. [134,33] wird allerdings in allgemeiner Form das Verhalten der Höhenkor-

relationsfunktionen für G → 0 und q → 0 diskutiert. Im Vergleich zu (6.60) ergibt

sich in der hier verwandten Terminologie

β
〈
f̂ c

i (q) f̂ c
j (−q)

〉
=

1

GG+(0) + q2 γ+(0)
für G→ 0 und q → 0 . (6.61)

Das Ergebnis auf der rechten Seite von (6.61) stimmt offensichtlich exakt mit der

Gestalt der Höhenkorrelationsfunktion 〈f̂+(q)f̂+(−q)〉 überein (s. (6.51)).

Für die übrigen erhält man zunächst aufgrund von G → 0 für den gravitativen

Beitrag z2 → GG+(0) z1. Da in diesem Limes z2/z1 = GG+(0) ist, kann man die

Form (6.61) für 〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 nur erreichen, wenn man |GGi(0)/z1| � 1, i ∈ {1, 2},
annimmt, was durch G→ 0 gerechtfertigt erscheint. Da schließlich Λ−

o (q → 0) = z1

ist, ergibt sich (6.61) für 〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉, wenn man die Reihenfolge der Grenzwerte

beachtet.

Mit der gleichen Annahme, |GGi(0)/z1| � 1, ergibt sich ai ≈ z1 in 〈f̂ c
i (q)f̂ c

i (−q)〉,
i ∈ {1, 2}, also erneut für die gravitativen Terme die in (6.61) beschriebene Form.

Mit den Ausdrücken (8.41)–(8.43) erkennt man schließlich unter Berücksichtigung

von (8.40) auch die Form (6.61) für die Funktionen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

i (−q)〉.
Insgesamt sind damit die hier vorgestellten Höhenkorrelationen fürG→ 0 und q → 0

unter der zusätzlichen Bedingung |GGi(0)/z1| � 1, die in Ref. [33] vermutlich durch

G → 0 impliziert wird, mit den in Ref. [33] gefundenen Resultaten konsistent. Ins-

besondere stimmen die Ausdrücke γ+(0) und GG+(0) – und somit l+ – mit den in

Ref. [33] benutzten Definitionen für diese Größen überein.
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Nimmt man diese Beobachtungen zusammen, dann kann man sagen, daß die Flä-

che f1 für niedrige Temperaturen eher die mittlere Grenzfläche darstellt und die

Fläche f2, beinahe unbeeinflußt von deren Struktur, um diese mit kleinerer Wel-

lenlänge fluktuiert (vgl. Abb. 6.21 (a)). Für wachsende Temperaturen verschwindet

diese Differenz und die Flächen werden sich ähnlicher, allerdings so, daß sie nun ge-

geneinander schwingen (vgl. Abb. 6.21 (b)). Man beachte, daß diese Interpretation

konsistent ist mit dem Bild von der mittleren Grenzfläche, die zwischen den beiden

Flächen
”
liegt“ und für höhere Temperaturen bei kleinen Wellenlängen

”
steifer“ wird.

Insofern trägt das Schwingen der Flächen gegeneinander zur Robustheit und
”
Glatt-

heit“ der mittleren Fläche bei. Es mag aber gegen die Intuition sein, daß bei hohen

Temperaturen die Flächen stärker koppeln als bei niedrigen. Das bedeutet, daß die

Grenzflächenregion unscharf wird und allmählich
”
aufspaltet“. In diesen Regionen

könnte jeweils die eine oder andere Komponenten angereichert sein, so daß man von

einer lokalen Entmischung sprechen kann. Dieses vereinfachte Bild läßt dabei aller-

dings außer acht, daß bei hohen Temperaturen auch die Flächendicke zugenommen

hat (vgl. Abb. 2.10). Ebenso ist das in Abschnitt 4.3 vorgestellte Konzept der mitt-

leren Fläche erfüllt: nach (4.45) erhält jene Fläche an der mittleren einen größeren

Anteil, welche eine kleinere Dicke aufweist. Da die Dicken der Flächen mittels der

Korrelationslänge ξ aus (2.54) modelliert wurden, bekommt die Komponente mit

einem tieferen Wechselwirkungspotential eine dickere Grenzfläche zugewiesen. Im

hier benutzten Modellsystem ist das die zweite Komponente (s. Bildunterschrift in

Abb. 6.1). Das bedeutet, daß die Fläche f1 maßgeblicher an f+ beteiligt ist, so wie

man es auch den Korrelationsfunktionen entnimmt. Umgekehrt ist mit T → Tc auch

ξ1 ≈ ξ2, so daß die mittlere Grenzfläche das arithmetisches Mittel der Flächen f1

und f2 ist. Da die Flächen für hohe Temperaturen gegeneinander schwingen, erhält

man damit genau den Spezialfall, der zur Herleitung von f † diskutiert wurde (s.

(4.27)).

Insgesamt hängen alle obigen Formeln von den Wechselwirkungspotentialen ab.

Wenngleich die hier dargestellten Kurven mittels van der Waals-artigen Potentialen

erstellt wurden, weil alle gezeigten Merkmale – also insbesondere die Bildung ei-

nes Minimums – beispielsweise im Vergleich zu Yukawa-artigen Potentialen deutlich

ausgeprägter erscheinen, und sie außerdem in der Theorie einfacher Flüssigkeiten

eine zentrale Rolle spielen, so gelten diese Formeln doch allgemeiner. Grundsätzlich

läßt sich festhalten, daß Potentiale, die eine kürzere Reichweite als van der Waal-

Potentiale haben, die Position der Minima aller diskutierten Funktionen – γ±(q),
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Λ−
o (q), σi(q) und ζi(q) mit i ∈ {1, 2} – zu kleineren q-Werten verschieben und deren

Tiefe verringern. Entscheidend ist hier natürlich die Wechselwirkung der Kompo-

nenten untereinander, w12(r), deren Rolle am leichtesten in (6.26) beziehungsweise

Abb. 6.3 zu erkennen ist, da dieser führenden Term erst ein Absinken von Λ−
o (q)

verursacht und somit auch für die Struktur der Korrelationsfunktionen
”
verantwort-

lich“ ist.

Die Ausdrücke gelten desweiteren auch im Falle von flüssig-flüssig Phasenübergän-

gen, weil in keiner Herleitung die Voraussetzung 4ρi > 0 benötigt wird (vgl. auch

Bemerkung zu (2.25)). Insofern kann man entlang der flüssig-flüssig Koexistenzline

im Phasendiagramm, die bei diesen Einstellungen des Drucks nicht gefunden wurde,

die so gewonnenen Parameter für die Dichten hier ebenfalls verwenden. Dabei blei-

ben Ausdrücke, die (4ρi)
2 enthalten vorzeicheninvariant, hingegen wechseln Terme

mit 4ρ14ρ2 das Vorzeichen. Mit Blick auf (6.13) und (6.26) kann man aber erwar-

ten, daß die mittlere Fläche f+

”
weicher“ und die Relativfläche f−

”
steifer“ wird,

das heißt, das Minimum von γ+(q) wird ausgeprägter erscheinen, wohingegen das

Absinken von Λ−
o (q) geschwächt wird.

Schließlich ist festzuhalten, daß diese Interpretation genaugenommen nur für die

aus dem Phasendiagramm Abb. 2.7 entnommenen Werte gilt. Inwiefern sich also

das hier gefundene Verhalten in anderen Bereichen des gesamten Phasendiagramms

wiederfindet, bleibt offen, weil die Veränderung der Korrelationen unter Variation

des Drucks oder der Differenz der chemischen Potentiale nicht weiter bei der Inter-

pretation berücksichtigt wurde.

Zusammenfassung

Es sollen am Ende dieses Kapitels noch einmal die wichigsten Größen und Schritte

zur Übersicht zusammengefaßt werden:

1. Die Gaußschen Approximation führt auf eine quadratische Form von H ≡
HG[f̂(q)] (s. (6.1)), welche die Matrizen G, W und K , deren Zusammenset-

zung auf Seite 91 dargestellt ist, beinhaltet. Mittels einer nicht orthonormalen

Diagonalisierung (vgl. (6.8)) werden die Größen f̂+(q) (s. (6.6)) und Λ+(q) (s.

(6.4)), sowie f−(q) und Λ−(q) eingeführt (s. (6.5)).
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2. Die explizite Darstellung von Λ+(q) (s. (6.10)) verleiht u.a. der Fläche f̂+(q)

die Bedeutung einer mittleren oder makroskopischen Grenzfläche. Insbeson-

dere stellt sich Λ+(q) als die zu erwartenden Verallgemeinerung des einkom-

ponentigen Falls heraus (vgl. (6.14)). Die dadurch definierbare Kapillarlänge

l+ (s. (6.16)) ist dementsprechend ebenfalls die Verallgemeinerung von einer

Fläche auf zwei.

3. Mit den Hilfsgrößen Γi(q) (s. (6.18) und folgende Gleichungen) läßt sich auch

der Zähler von Λ−(q) angeben ((6.21)–(6.23)). Von besonderem Interesse ist

dabei der Term, der unabhängig vom Gravitationspotential ist, Λ−
o (q). Dieser

läßt sich so formuieren, daß die führenden Ausdrücke sichtbar werden (vgl.

(6.26) und Abb. 6.3–Abb. 6.5).

4. Analog zu Λ+ kann man auch zu Λ−
o eine q-abhängige Oberflächenspannung

γ−(q) definieren (s. (6.30)). Diese zeigt zwar qualitativ einen zu γ+(q) ähn-

liche Verlauf, allerdings ist das Temperaturverhalten empfindlicher von der

Modellierung der Krümmungseinflüsse mittels CH abhängig (vgl. Abb. 6.12).

Umgekehrt zeigt der Vergleich γ−(q)/γ+(q) einen überraschend monotonen

Verlauf (s. Abb. 6.13).

5. Aus dem Hamiltonian HG[f̂(q)] lassen sich schließlich die Erwartungswerte

〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉 bestimmen (s. (6.52) und Abb. 6.14–Abb. 6.16), deren allge-

meine Struktur sich durch den Ansatz (6.53) und (6.54) darstellen läßt. Die

zugehörigen Funktionen σi und ζi, i ∈ {1, 2} sind in Abb. 6.17–Abb. 6.20

dargestellt. Als anschauliches Bild der Situation dient die Abb. 6.21, das sich

aufgrund der Interpretation der Höhenkorrelationsfunktionen ergibt (vgl. auch

Diskussion ab Seite 123).
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Abb. 6.14: Darstellung der normierten Höhenkorrelationsfunktion 〈f̂ c
1(q)f̂ c

1(−q)〉
für unterschiedliche Temperaturen und Wahlen des Kümmungsparameters CH .

Die Komponente ρ1(r) unterscheidet sich von ρ2(r) durch den Teilchenradius

r
(2)
o /r

(1)
o = 1.001 und den zugehörigen Wechselwirkungen w

(22)
o /w

(11)
o = 1.05. Da-

bei ist w
(12)
o /w

(11)
o = 0.5.
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Abb. 6.15: Darstellung der normierten Höhenkorrelationsfunktion 〈f̂ c
2(q)f̂ c

2(−q)〉
für unterschiedliche Temperaturen und Wahlen des Kümmungsparameters CH .

Die Komponente ρ2(r) unterscheidet sich von ρ1(r) durch den Teilchenradius
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o = 1.001 und den zugehörigen Wechselwirkungen w
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o /w

(11)
o = 1.05. Da-

bei ist w
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(11)
o = 0.5.



128 6. Effektiver Hamiltonian der Grenzflächen
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Abb. 6.16: Darstellung der normierten Höhenkorrelationsfunktion 〈f̂ c
2(q)f̂ c

1(−q)〉
für unterschiedliche Temperaturen und Wahlen des Kümmungsparameters CH .

Die Komponente ρ1(r) unterscheidet sich von ρ2(r) durch den Teilchenradius
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Abb. 6.17: Darstellung der normierten Funktion σ1(q), gewonnen aus der Höhen-

korrelationsfunktion 〈f̂ c
1(q)f̂ c

1(−q)〉 gemäß (6.53) für unterschiedliche Temperaturen

und Wahlen des Kümmungsparameters CH . In (b) fehlt die Kurve zu T = 0.99Tc

aufgrund von σ1(0) < 0. Da aber |σ1(q)| � 1 ist und numerisch bestimmt wird,

kann es sich dabei auch um einen numerischen Fehler handeln.
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Abb. 6.18: Darstellung der normierten Funktion σ2(q), gewonnen aus der Höhen-

korrelationsfunktion 〈f̂ c
2(q)f̂ c

2(−q)〉 (6.53) für unterschiedliche Temperaturen und

Wahlen des Kümmungsparameters CH . In (b) fehlt die Kurve zu T = 0.99Tc auf-

grund von σ2(0) < 0. Da aber |σ2(q)| � 1 ist und numerisch bestimmt wird, kann

es sich dabei auch um einen numerischen Fehler handeln.
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Abb. 6.19: Darstellung der normierten Funktion ζ1(q), gewonnen aus der Höhen-

korrelationsfunktion 〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 (6.54) für unterschiedliche Temperaturen und

Wahlen des Kümmungsparameters CH (vgl. auch (6.56)).
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Abb. 6.20: Darstellung der normierten Funktion ζ2(q), gewonnen aus der Höhen-

korrelationsfunktion 〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 (6.54) für unterschiedliche Temperaturen und

Wahlen des Kümmungsparameters CH (vgl. auch (6.57)). In (a) und (b) fehlt die

Kurve zu T = 0.99Tc aufgrund von ζ2(0) < 0. Da aber |ζ2(q)| � 1 ist und numerisch

bestimmt wird, kann es sich dabei auch um einen numerischen Fehler handeln.
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(b) Hohe Temperaturen T ≥ 0.9 Tc

Abb. 6.21: Schematische Darstellung als Zusammenfassung der Grenzflächenstruktur

einer binären Flüssigkeitsmischung. Für niedrige Temperaturen stellt die Fläche mit

kleinerer Dicke eher die mittlere Grenzfläche dar, die andere fluktuiert um diese mit

einer kleineren Wellenlänge ohne von der unterliegenden Stuktur stark beinflußt zu

werden (a). Bei höheren Temperaturen hingegen ist der Unterschied zwischen den

Flächen verschwunden. Sie schwingen nun gegeneinander, so daß sich ausgeprägte

stabile Kammern bilden können, in denen sich eine Komponente anreichern kann (b).

Insgesamt erscheint die Grenzflächenregion dadurch auf allen Längeskalen geglättet

(s. auch Diskussion ab Seite 123).



134 6. Effektiver Hamiltonian der Grenzflächen



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit werden Grenzflächen binärer Flüssigkeiten betrachtet. Das Ziel der

vorliegenden Untersuchung ist die Beschreibung der Energiedichte der Kapillarwel-

len eines gas-flüssig beziehungsweise eines flüssig-flüssig Phasenübergangs in einer

solchen Mischung. Diese Kapillarwellen, die ihre Energie gegen die Oberflächenspan-

nung aufbringen müssen, entstehen aufgrund von thermisch angeregten Dichtefluk-

tuationen und enthalten damit Beiträge beider Komponenten. Insbesondere ergibt

sich aus den vorliegenden Betrachtungen dieser jeweilige Anteil aus den mikroskopi-

schen Wechselwirkungen, so daß schließlich ein Zusammenhang zwischen dem mikro-

skopischen Modell und dem Spektrum der Kapillarwellen entsteht. Da jeder Kom-

ponente eine Fläche innerhalb der gas-flüssig oder der flüssig-flüssig Grenzregion der

Mischung zugeordnet werden kann, lassen sich aus dem obigen Zusammenhang drei

Höhenkorrelationsfunktionen berechnen, die beispielsweise in Röntgenstreuexperi-

menten bestimmt werden können.

Als Ausgangspunkt ist in Kapitel 2 ein Dichtefunktional Ω[ρ1(r), ρ2(r
′)] für Mischun-

gen gewählt worden (s. (2.36)), aus dem sich in Abwesenheit des externen Potentials

(2.50) für konstante Dichten das Phasendiagramm zu einem fest gewählten Druck

ergibt (s. Abb. 2.7). Aus der Gleichgewichtsbedingung (2.48) erhält man zudem

die Temperaturabhängigkeit aller weiteren benutzten Parameter, wie z. B. die der

”
Korrelationslänge“ ξi(T ), i ∈ {1, 2}, für jede Komponente (s. (2.54)) und die der

Gleichgewichtsvolumendichten ρ±i (T ) (vgl. auch (2.25), Abb. 2.8 und Abb. 2.9). Eine

wichtige Bedeutung erhält das Funktional Ω nach einer Minimierung bezüglich der

räumlich variierenden Dichten ρi(r): Es ist dann identisch mit dem großkanonischen

135
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Potential und bildet damit nicht nur das mikroskopische Modell, sondern auch die

thermodynamische Basis für diese Arbeit.

Da sich Ω unter der Vorgabe zweier Flächen fi(x, y) minimieren läßt, auf denen

die Dichten ρi(r) jeweils konstant sind (s. (2.28)), kann man Ω zur Definition eines

effektiven Grenzflächen-Hamiltonians H benutzen. Dazu vergleicht man formal den

Wert des großkanonischen Potentials Ω einer festen, aber beliebigen Flächenkonfi-

guration {f1(x, y), f2(x, y)} mit dem einer flachen, zur xy-Ebene parallel liegenden

Flächenkonfiguration {c1, c2} (s. (2.56)), unter der Voraussetzung, daß die Ablei-

tungen der Differenzenfunktionen f c
i (x, y) := fi(x, y) − ci nicht allzu groß sind. H

hängt somit von der entsprechenden mikroskopischen Betrachtungsweise und impli-

zit von den fi und ci ab. Die Differenz δc21 = c2 − c1 ist hier prinzipiell durch das

externe, in z-Richtung wirkende Gravitationspotential in Ω festgelegt (s. (2.42) und

(2.50)). Entscheidend ist außerdem, daß man jeder Grenzfläche fi eine Dicke zuord-

nen kann: Dabei bezieht sich
”
Dicke“ nicht auf fi selbst, sondern auf den Umstand,

daß die Dichten ρi(r) zwischen den Volumendichten der Phasen kontinuierlich ver-

laufen und somit auf
”
ihrer“ Grenzfläche einen Wert zwischen diesen Volumendichten

annehmen. Die Dicke der Grenzfläche definiert sich dann durch die Region, in der

die Dichten noch nicht einen bestimmten Prozentanteil der Volumendichte erreicht

haben. Typischerweise lassen sich diese Grenzflächenbreiten durch die Korrelations-

längen ξi approximieren (vgl. Abb. 2.1, Abb. 2.10). Deren Temperaturabhängigkeit

spielt daher eine wichtige Rolle.

Streng genommen läßt sich durch diese Vorgehensweise für jede vorgegebene Flä-

chenkonfiguration die großkanonische Potentialdifferenz zu einer planaren Konfigu-

ration berechnen. Jedoch müßte man für eine statistische Beschreibung verschie-

denster Flächenkonfigurationen sehr viele derartige Differenzen explizit kennen. Die

hier verwandte Idee besteht in der Separation der Flächen fi von den Dichten ρi, so

daß H explizit durch die unbekannten f c
i ausgedrückt werden kann. Dadurch erhält

man die Energiedichte unterschiedlicher Konfigurationen, aus der sich weitere stati-

stische Größen berechnen lassen. Desweiteren sollte die Formulierung von H sich auf

die Fouriermoden f̂ c
i der Flächen transformieren lassen, um eine Modenentkopplung

erzielen zu können. Der Abschnitt 2.3 endet mit einer Übersicht der wichtigsten und

häufig benutzten Größen (Tabelle 2.1 und Tabelle 2.2).

Vor der Durchführung der erwähnten Umformungen wird in Kapitel 3 zunächst
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eine Vereinfachung von H diskutiert, in der die inhomogenen Dichten mittels dis-

kontinuierlicher Profile genähert werden (s. (3.1)). Diese Profile springen an der

Grenzflächenposition fi von der Volumendichte der einen Phase auf die der ande-

ren (
”
sharp kink approximation“), die Grenzflächenbreite ist also verschwunden, so

daß ξi = 0 gilt. Aus dieser Näherung läßt sich aber kein Energiespektrum der An-

regungen in Abhängigkeit beider Flächen herleiten. Der Grund dafür liegt in der

Lokalität der freien Energiedichte für ein System harter Kugeln (vgl. (2.37)), die für

H auf einen Ausdruck führt, dessen Dichte sich im Fourier-Raum wegen Termen der

Form |̂f−| (q) mit f− = f2 − f1 nicht mehr nach Produkten f̂if̂j sortieren läßt (s.

(3.12)). Dieses Ergebnis deutet somit schon auf die Schwierigkeit der Beschreibung

durch derartige lokale Hartkugelbeiträge hin. Unter der weiteren Einschränkung, daß

beide Flächen identisch sind, verschwinden diese kritischen Beiträge, und es ergibt

sich eine wellenlängenabhängige Oberflächenspannung γ sk(q) (vgl. (3.16)). Sie zeigt

einen monoton fallenden Verlauf mit kleiner werdender Wellenlänge (s. Abb. 3.1).

Dieses Ergebnis ist aber unphysikalisch, auch wenn es in numerischen Rechnungen

gefunden wurde. Es bedeutet, daß Anregungen mit kleinerer Wellenlänge energetisch

weniger unterdrückt sind als solche mit langen Wellenlängen.

Die schon erwähnte Separation der Flächen von den Dichten besteht in der Ent-

wicklung der inhomogenen Profile ρi(r) in lokale Krümmungen der Flächen (Kapitel

4). Dazu müssen zunächst Normalkoordinaten ((4.1) und Abb. 4.1) und die Haupt-

krümmungen κi,k, k ∈ {1, 2}, (s. (4.7)) der jeweiligen Flächen fi eingeführt wer-

den, so daß man die Dichte ρi(r) bezüglich
”
ihrer“ Grenzfläche fi ausdrücken kann

(vgl. (4.12)). Diese so transformierte Dichte läßt sich dann durch die oben genannte

Krümmungsentwicklung nähern (s. (4.17)), falls das Verhältnis der Grenzflächen-

dicke ξi zu den lokalen Krümmungsradien κ−1
i,k , k ∈ {1, 2} klein ist. Man erzielt

damit eine Trennung der Größen, die die lokale Struktur der Flächen kodieren, von

denen, die thermodynamische Eigenschaften normal zur Grenzfläche beschreiben.

Allerdings stößt man mit dieser Vorgehensweise auf ein zentrales Problem: Da in

der freien Energiedichte des Dichtefunktionals Terme vorkommen, die von beiden

Dichten simultan abhängen (vgl. (2.37) bzw. (2.58)), ist nicht klar, welches der bei-

den Normalkoordinatensysteme verwandt werden soll. Dieses Hindernis taucht auch,

wie oben erwähnt, in der
”
sharp kink“-Näherung auf. Dazu ist nun hier das Konzept

einer mittleren Fläche eingeführt worden, die aus beiden Flächen konstruiert wird

und ebenfalls als Isodichtefläche einer Dichte betrachtet werden kann, die ihrerseits

aus den beiden Komponentendichten aufgebaut ist (vgl. dazu (4.22), Abb. 4.2 und
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(4.29)). Es läßt sich nachweisen, daß sich diese mittlere Fläche, f †, näherungswei-

se als gewichtete Summe der beiden einzelnen Flächen fi schreiben läßt (s. (4.45)).

Insbesondere aber ist diese Zusammensetzung temperaturabhängig, weil die entspre-

chenden Gewichte aus den Grenzflächenbreiten ξi aufgebaut sind. Dies liegt an der

gewählten Konstruktionsvorschrift (4.22), nach der die Verknüpfung zu den Dichten

ρi erhalten bleibt, so daß f † nicht nur aus geometrischen Aspekten heraus aufgebaut

wird. Bezüglich dieser neuen Fläche f † wird die Krümmungsentwicklung der lokalen

Terme durchgeführt, wobei die so entstehenden Größen entsprechend der vorherigen

Konstruktion wieder auf die eigentlichen Flächen fi umgerechnet werden können.

Das durch die Lokalität verursachte Beschreibungsproblem kann dadurch unter der

Benutzung der Grenzflächenbreiten ξi und der Normalkoordinaten näherungsweise

gelöst werden. Dabei wird sich zeigen, daß dieses Konzept nicht nur eine technische,

sondern auch eine physikalische Bedeutung hat (s. Kapitel 6).

Im sich anschließenden Abschnitt 4.4 werden die durch die Krümmungsentwick-

lung eingeführten Gewichtsfunktionen ρλ, λ ∈ {H, K, H2, . . .} untersucht. Dabei

steht der Zusammenhang der Funktionen ρλ mit dem planaren Profil im Vorder-

grund. Zu diesem Zweck wird die exakte Lösung eines Dichteprofils in Geometrien

mit global konstanter und von 0 verschiedener Krümmung, Kugel und Zylinder, im

Rahmen eines van der Waals-Modells bestimmt. Anschließend läßt sich diese Lösung

in Potenzen des inversen Krümmungsradius entwickeln, so daß man als
”
Vorfakto-

ren“ dieser Entwicklung gerade die Funktionen ρλ erhält (vgl. (4.56), (4.58), (4.63),

sowie Abb. 4.4). Man kann mittels dieses Ansatzes Symmetrie- und Skaleneigen-

schaften der Funktionen ρλ herleiten ((4.64), (4.65) und (4.66)), so daß man – wenn

man diese Eigenschaften als grundsätzlich annimmt – zu einer Neuformulierung der

Krümmungsentwicklung gelangt (s. (4.67)). Die so gewonnene Struktur der Krüm-

mungsentwicklung läßt sich wiederum in einem allgemeineren Ansatz verwenden, in

dem die Abhängigkeit der Dichte von beiden Krümmungen untersucht wird. Da-

durch ergibt sich näherungsweise der allgemeine Einfluß von Krümmungen auf ein

Dichteprofil (4.90).

Der quantitative Einfluß der Funktion ρH , der in der weiteren Diskussion einen be-

sonderen Stellenwert einnimmt, wird mittels eines Parameters CH kontrolliert, der in

früheren Arbeiten schon eingeführt wurde. Die Überlegungen des Abschnitts 4.4 le-

gen nahe, daß dieser Parameter mit steigender Temperatur wie ∼ ξ−1(T ) verschwin-

det, im Gegensatz zu einem temperaturunabhängigen Parameter (vgl. (4.72)). Der

Unterschied besteht anschaulich in der Temperaturabhängigkeit der Krümmungsein-
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flüsse in niedrigster Ordnung, derart daß diese mit steigendem T entweder abnehmen

oder als konstant vorausgesetzt werden. Insbesondere wären Messungen interessant,

aus denen sich eine Tendenz bezüglich des Krümmungsparameters entnehmen ließe.

Dazu hätte man die wellenlängenabhängige Oberflächenspannung γ(q) (s. Ref. [78])

bei mindestens zwei unterschiedlichen Temperaturen auszumessen, um überhaupt

eine Temperturabhängigkeit von CH festzustellen und um nachzuweisen, daß CH

mit wachsendem T kleiner wird.

Im Kapitel 5 wird die zuvor beschriebene Transformation auf Normalkoordinaten

sowie die entsprechende Krümmungsentwicklung durchgeführt. Jeder Teilabschnitt

endet mit einer Gaußschen Näherung, in der alle Terme bis zur quadratischen Ord-

nung in den Flächen zusammengefaßt sind. Da sich mittels der jeweils umformu-

lierten Gleichgewichtsbedingung (s. Abschnitt 8.8) diese Ausdrücke ändern, ist die

resultierende Form von H am Schluß des Kapitels zusammengefasst worden (s. Seite

91). Durch die dabei benutzte Fourierzerlegung gelangt man zu einer Formulierung

des Hamiltonians H in Abhängigkeit des planaren Dichteprofils, der Entwicklungs-

funktion ρH , der Wechselwirkungen und der beiden Flächen f̂i, so daß man erst-

malig eine Formel zur statistischen Gewichtung einer Flächenkonfiguration mit zwei

Flächen unter Berücksichtigung der zugrunde liegenden mikroskopischen Wechsel-

wirkungen zur Verfügung hat.

Es ist nützlich, den mittels der Krümmungsentwicklung hergeleiteten Hamiltoni-

an H so zu diagonalisieren, daß man von einer mittleren Fläche f+ und einer Re-

lativfläche f− sprechen kann (vgl. (6.6), (6.7) in Kapitel 6). Diese Bezeichnungen

rechtfertigen sich nicht nur aus der Entkoppelung der Flächen voneinander, ana-

log zum Zwei-Körper-Problem, sondern auch aus deren Energiespektren. So ist das

Spektrum Λ+(q) der Fläche f+ die Verallgemeinerung der Formel für eine Grenz-

fläche (s. (6.14)) und besitzt somit, je nach Modellierung des Krümmungseinflusses

mittels CH , ein ähnliches Verhalten (vgl. Abb. 6.1 und Abb. 6.2). Insbesondere er-

gibt sich aus der so verallgemeinerten Oberflächenspannung γ+(q) in analoger Weise

eine Kapillarlänge l+ (s. (6.16)).

Umgekehrt besitzt das Spektrum Λ−
o (q) der Relativfläche f− auch bei verschwinden-

der Gravitation (G = 0) erwartungsgemäß keine verschwindende Nullmode mehr (s.

(6.24)), und stellt daher – wie auch Λ+ bei G 6= 0 – keine Oberflächenenergie dar.

Für niedrige Temperaturen steigt Λ−
o (q) monoton an. Mit steigender Temperatur

bildet sich ein Maximum bei längeren und ein Minimum bei kleineren Wellenlängen
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heraus. Bei Temperaturen nahe des kritischen Punktes ist das Maximum bereits

verschwunden, wohingegen sich das Minimum zu größeren Wellenlängen verschoben

und an Tiefe zugenommen hat (Abb. 6.6 und Abb. 6.7). Dabei hängt es von der

Wahl des Faktors CH ab, welches Temperaturverhalten Λ−
o aufweist.

Ein Vergleich zwischen Λ−
o und γ+ zeigt, daß deren Verhältnis

√
γ+(q)/Λ−

o (q) auch

für kleinere Wellenlängen noch zwischen ein bis zwei Teilchendurchmessern liegt

(vgl. Abb. 6.8 und Abb. 6.9). Das bedeutet, daß beide Größen gleichermaßen die

Struktur innerhalb der Grenzflächenregion der Mischung bestimmen.

Desweiteren läßt sich mit Λ−
o eine wellenlängenabhängige Oberflächenspannung γ−(q)

der Relativfläche f− einführen. Diese zeigt ein ähnliches Verhalten wie γ+(q) nur

dann, wenn CH einen kritischen Wert nicht überschreitet: Bleibt CH unterhalb die-

ser Schranke oder verschwindet schnell genug mit der Temperatur, dann zeigt auch

γ−(q)/γ−(0) ein Minimum, das sich mit wachsender Temperatur zu größeren Wel-

lenlängen verschiebt und an Tiefe verliert. Wird hingegen dieser kritische Wert von

CH überschritten, dann nimmt das Minimum mit steigender Temperatur an Tiefe zu

(Abb. 6.12). In beiden Fällen kann es für Temperaturen nahe des kritischen Punk-

tes zu γ−(0) < 0 kommen, wobei trotzdem Λ−
o (0) > 0 bleiben kann. Das heißt, die

langwelligen Verbiegungen der Relativfläche sind energetisch nicht mehr durch de-

ren Oberflächenspannung unterdrückt, sondern sogar begünstigt. Aus diesem Grund

kann man auch von einer Entmischungsmode sprechen. Ein Vergleich mit γ+ zeigt,

daß γ− um mindestens ein Viertel kleiner ist (Abb. 6.13).

Insgesamt scheint die mittlere Fläche f+ gegenüber der Relativfläche robuster zu

sein, weil insbesondere das Minimum von γ+(q) bei größeren Wellenlängen liegt,

als das Minimum von γ−(q) beziehungsweise Λ−
o (q). Aber auch die Sensibilität der

Relativfläche, beispielsweise auf Änderungen des Parameters CH , beeinflußt die Hö-

henkorrelationen 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉, die sich aus den Spektren Λ+ und Λ− berechnen

lassen, und die den Ausgangspunkt für Streuexperimente darstellen (s. Abb. 6.14,

Abb. 6.15 und Abb. 6.16), in denen die Unterschiede der Höhenkorrelationsfunktio-

nen besonders für Mischungen, deren Komponenten deutlich verschiedene Elektro-

nendichten aufweisen, sichtbar werden sollten (s. auch [86,89,93]). Darüber hinaus

findet man die allgemeine Struktur (6.53) und (6.54) für die Höhenkorrelationen (s.

auch Abb. 6.17–Abb. 6.20).

Abschließend ergibt sich für verschwindende Gravitation aus dem Verlauf der Funk-

tionen γ+(q), Λ−
o (q) und 〈f̂ c

i (q)f̂ c
j (−q)〉 das folgende anschauliche Bild (s. Abb. 6.1,
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Abb. 6.2, Abb. 6.6, Abb. 6.7, Abb. 6.14, Abb. 6.15 und Abb. 6.16): bei niedrigen

Temperaturen sind Anregungen der mittleren Fläche f+ auf einer Wellenlänge von

der Größenordnung einiger Teilchendurchmesser energetisch begünstigt, während

die Anregungen der Relativfläche f− sogar unterdrückt scheinen. Mit wachsender

Temperatur allerdings ändern sich diese Verhältnisse. Das Minimum der Oberflä-

chenenergie der mittlere Fläche, γ+(q), verschiebt sich zu längeren Wellenlängen

und verschwindet allmählich. In der Energiedichte der Relativfläche, Λ−(q), aber

bildet sich ein Minimum heraus, das sich mit wachsender Temperatur sogar weiter

ausprägen kann. Die genaue Temperaturveränderung dieser Kurven ist stark vom

Einfluß der Krümmungen, die mittels CH modelliert werden, abhängig. Für die ein-

zelnen Flächen f c
i bedeutet dies, daß eine der beiden bei niedrigen Temperaturen

eher die Rolle der mittleren Grenzfläche annimmt und die andere diese auf einer

kleineren Längeskala und beinahe unbeeinflußt
”
umspielt“. Mit steigender Tempe-

ratur verschwindet dieser Unterschied und beide Flächen schwingen gegeneinander,

so daß sich Kammern bilden können, die abwechselnd mit der einen oder anderen

Komponente angereichert sind, so daß man von lokaler Entmischung sprechen kann

(vgl. auch Abb. 6.21, ebenso die Diskussion ab Seite 123).

Zum Abschluß dieser Arbeit wird der folgende Ausblick angeführt, der einen Ein-

druck vom breiten Spektrum zukünftiger Arbeiten vermitteln soll. Die naheliegenste

Erweiterung der Behandlung flüssiger Grenzflächen mittels der hier vorgestellten Me-

thode, das heißt unter Berücksichtigung der geometrischen Einflüsse, liegt in der Än-

derung von kugelsymmetrischen auf richtungsabhängige Wechselwirkungspotentiale.

Derartige Systeme werden bereits innerhalb numerischer Untersuchungen betrachtet

(bspw. Ref. [135,136]). An der Benutzbarkeit der Krümmungsentwicklung und der

Normalkoordinaten ändert sich nichts, so daß durch die Entwicklung der Wechsel-

wirkungen zusätzliche Ausdrücke entstehen sollten. Der Effekt solcher anisotroper

Terme ist insbesondere für kompliziertere Flüssigkeiten interessant. Ebenso ließe sich

die Beschreibung auf elektrolytische Flüssigkeiten ausweiten (s. auch Ref. [45,48]).

Doch nicht nur seitens der attraktiven Wechselwirkung läßt sich die Theorie mo-

difizieren. Auch entropische Effekte könnten einen Einfluß auf die wellenlängenab-

hängige Oberflächenenergie haben. Solche
”
Depletion“-Wechselwirkungen bewirken

beispielsweise in Kolloid-Polymer-Mischungen, daß sich nicht mehr unbedingt eine
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gas-flüssig Grenzfläche der Mischung einstellt, sondern eine Phasenseparation zwi-

schen den Kolloiden und den Polymeren stattfindet (s. auch Ref. [37,107,137,138]).

Wie schon erwähnt lassen sich die Kapillarwellen dieser Kolloidgrenzfläche mittels

konfokaler Mikroskopie sogar im Ortsraum ausmessen. Das Besondere daran ist nun,

daß das Medium zwischen zwei Wellenbergen der Kapillarwellen nicht mehr aus dem

Dampf des gleichen Stoffes, sondern aus einem anderen, in diesem Fall aus Polyme-

ren, besteht.

In der Einleitung wurden bereits Arbeiten zitiert, in denen gekrümmte Objekte

betrachtet und der Einfluß der konstanten Krümmung auf das Dichteprofil und auf

die Oberflächenspannung untersucht wurde. Man könnte analog zu planaren Grenz-

flächen auch von gekrümmten Objekten ausgehen, das heißt, deren Form als Gleich-

gewichtszustand betrachten, und versuchen, das Spektrum der Kapillarwellen auf

deren Oberfläche zu beschreiben. Die einfachsten Fälle bieten die Kugel und der

Zylinder, weil diese Geometrien global einen konstanten Krümmungsradius haben

und somit zunächst nur eine zusätzliche Länge verarbeitet werden muß. Die energe-

tische Begünstigung gewisser Wellenlängen auf einer kugelförmigen Oberfläche steht

möglicherweise auch im Zusammenhang mit der kritischen Größe eines Tropfens in

Abhängigkeit von der Temperatur und kann daher relevant für Kondensationsbe-

schreibungen sein (s. z. B. Ref. [139]).

Flüssigkeiten treten insbesondere in technischen Verfahren immer im Zusammen-

hang mit festen Oberflächen auf. Die Veränderung der Energiedichte der Kapillar-

wellen unter dem Einfluß eines Substrats wurde mittels des hier dargestellten Ansat-

zes noch nicht untersucht. Diese Betrachtungen sollten gerade im Hinblick auf dünne

Filme von Interesse sein, wenn also die mikroskopische Struktur der Berandung sich

auf die Kapillarwellen auswirken kann. Analog könnte man die Störung der Ober-

flächenwellen unter Berücksichtigung der Wandkrümmung untersuchen. Schließlich

ist auch die Dynamik von Kapillarwellen mit den hier beschriebenen Methoden und

Effekten noch nicht betrachtet worden, wenngleich es schon erste Experimente dazu

gibt.



Kapitel 8

Anhang

8.1 Die Wechselwirkungspotentiale wij(|r|)

Die Stammfunktionen (2.43) hat bzgl. (2.45) mit L2(α) := (r
(ij)
o )2+α2 die allgemeine

Form

−
w

(1)
ij (|R|, z)

w
(ij)
o (r

(ij)
o )2m

=

[
x

4m− 2

m−2∑
k=0

(2m− 1) · . . . · (2m− 1− 2k)

(m− 1) · . . . · (m− 1− k) · 2k · L2k+2(R)

1(
L2(R) + x2

)m−1−k

+
(2m− 3)!!

2m−1(m− 1)! · L2m−2(R)
· 1

L(R)
arctan

( x

L(R)

)]z

δcij

. (8.1)

Speziell für m = 3 ergibt sich dann nach Ausintegration über R (vgl. (8.4))

ŵ
(1)
ij (0, z) = − w

(ij)
o (r

(ij)
o )4

8

[
x

(r
(ij)
o )2 + x2

+
1

r
(ij)
o

arctan
( x

r
(ij)
o

)]z

δcij

. (8.2)

Daraus berechnet man1

ŵ
(2)
ij (0, z)

m=3
= − w

(ij)
o (r

(ij)
o )4

8
·
[
z

r
(ij)
o

(
arctan

( z

r
(ij)
o

)
− arctan

( δcij
r
(ij)
o

))
− (z − δcij) δcij

(r
(ij)
o )2 + δc2ij

]
. (8.3)

1Der Unterschied zu w
(2)
ij (0, z) wird im wesentlichen durch einen Term der Gestalt (L2(|R|) +

z2)−1 bestimmt, der ŵ
(2)
ij (0, z) nicht charakteristisch ändert.
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Die Fourier-Transformation für eine Funktion f : Rn → C ist definiert als

f̂(q) :=
1

(2π)n/2

∫
Rn

dnRf(R) · e−iqR (8.4)

f(R) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

dnq f̂(q) · e+iqR , (8.5)

woraus sich die Faltungsformel

(f ∗ g)(R) :=

∫
dnS f(S)g(S−R) (8.6)

f̂ ∗ g(q) = (2π)n/2 f̂(q)ĝ(q) (8.7)

ergibt. Die Fourier-Transformierte des Wechelwirkungspotential lautet allgemein

ŵij(q, z) =

∫ ∞

0

ds s Jo(qs)wij(s, z) (8.8)

Jo(x) :=
1

π

∫ π

0

e−ix·cos tdt , (8.9)

wobei Jo(x) die 0-te Besselfunktion erster Art ist. Mit der Form (2.45) und der

Abkürzung L2(α) := (r
(ij)
o )2 + α2 ist

ŵij(q, z) =
−w(ij)

o L2m(0) qm−1

2m−1Γ(m) Lm−1(z)
K−m+1

(
q L(z)

)
(8.10)

m=3
=

−w(ij)
o L6(0) q2

8 L2(z)
K−2

(
q L(z)

)
. (8.11)

Für die modifizierte Besselfunktion K−ν(z) = Kν(z) existiert folgende Reihenent-

wicklung für z � 1:

Kν(z)
|ν|≥2
≈ (|ν| − 1)!

2

z−|ν|

2−|ν|
− (|ν| − 2)!

2

z2−|ν|

22−|ν| (8.12)

+
(−1)|ν|−1

2|ν|!
z|ν|

2|ν|

[
2 log(

z

2
)− ψ(1)− ψ(|ν|+ 1)

]
Damit ist

ŵij(0, z)
m≥2
=

−w(ij)
o L2m(0)

2(m− 1) L2(m−1)(z)
(8.13)

lim
q→0

ŵij(q, z)− ŵij(0, z)

q2

m>2
=

w
(ij)
o L2m(0)

8 (m− 1)(m− 2) L2(m−2)(z)
, (8.14)
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woraus sich

γ sk(0)
m≥2
=

1

16

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o L2m(0)

(m− 1)(m− 2) L2(m−2)(z)
(8.15)

γ sk(q)
m>2
=

− 1

2q2

2∑
i,j=1

4ρi4ρj w
(ij)
o L2m(0)

2m−1(m− 1)! Lm−1(z)
×

×
[
qm−1K−m+1

(
q L(z)

)
− 2m−2(m− 2)!

Lm−1(z)

]
(8.16)

und somit (3.16) im Falle z = 0 und (6.28) für z = δcij ergibt.

8.2 Minimierungsbedingung

Die Funktionalableitung ergibt unter Benutzung von wjk(R, z) = wkj(R, z) und

Ω[ρ1(r), ρ2(r)] =

∫
V

d3r A
(
ρ1(r), ρ2(r)

)
(8.17)

δΩ[ρ1(r), ρ2(r)]

δρk(s)
=

2∑
i=1

∫
V

d3r ∂ρi
A
(
ρ1(r), ρ2(r)

) δρi(r)

δρk(s)
(8.18)

wegen
δρi(r)

δρk(s)
= δik δ(r− s) für einen allgemeinen Ausdruck A(ρ1, ρ2) die Gleichung

(2.42). Aufgrund von∫
V

d3r′wjk(|r′ − r|)ρj(r
′) = 4π

(
ρ̄j · ŵ(1)

jk (0,∞)− ρ−j ŵ
(1)
jk (0, 0)

)
(8.19)

−
∫
A

d2R′
∫
dz′w

(1)
jk (R′ −R, z′ − z) ∂zρj(r

′)

erhält man mit (2.49) die Gleichung (2.48).

8.3 Ornstein-Zernike-Theorie

Neben den n-Teilchen-Dichten ρ(n)(r1, . . . , rn) führt man üblicherweise die korre-

spondierenden n-Teilchen-Verteilungs- oder Korrelationsfunktionen

g(n)(r1, . . . , rn) :=
ρ(n)(r1, . . . , rn)

n∏
k=1

ρ(1)(rk)

, (8.20)



146 8. Anhang

die schon im Zusammenhang mit Gleichung (2.14) auf Seite 16 auftrat. Die totale

Paarkorrelationsfunktion wird damit definiert durch

h(r1, r2) := g(2)(r1, r2)− 1 . (8.21)

Nun teilt man h in direkte und indirekte Korrelationen auf. Dabei entstehen die

letzteren durch alle
”
dritten“ Teilchen, die eben nicht direkt mit dem ersten korreliert

sind. Um diesen Term zu beschreiben mittelt man über die Position dieses dritten

Teilchen und summiert die dabei entstehenden Korrelationsbeiträge auf. Für ein

homogenes isotropes System erhält man damit die Ornstein-Zernike-Gleichung

h(r) = c(2)(r) + ρ

∫
c(2)(|r′ − r|)h(|r′|) d3r′ . (8.22)

Durch eine Taylorentwicklung von h(|r′|) um r und unter der Annahme, daß c(2)(r)

für große Argumente r vernachlässigbar klein ist, erhält man

∇2h(r) = ξ−2 h(r) mit ξ2 :=
ρ2

2

χT

β

∫
r2 c(2)(r) d3r . (8.23)

Die isotherme Kompresibilität χT taucht hier durch die sogenannte Kompressibili-

tätsgleichung in Verbindung mit (8.22) auf:

χTρ

β
= 1 + ρĥ(0)

OZ
=

1

1− ρĉ(0)
, (8.24)

wobei ĥ(q) und ĉ(q) die Fouriertransformierten von h(r) bzw. c(r) sind.

ξ kann nun als Korrelationslänge aufgefasst werden, weil der charakteristische Abfall

von h(r) ∼ e−r/ξ/r dadurch bestimmt wird. Setzt man nun (2.22) und (2.23) ein,

dann ensteht die mit (2.54) angegebene Form für ein einkomponentiges System.

Die Verallgemeinerung ergibt sich nun durch die Ornstein-Zernike-Gleichung für

Mehrkomponentnensysteme

hij(r1, r2) = c
(2)
ij (r1, r2) + ρ

∑
k

Xk

∫
c
(2)
ik (r1, r3)hkj(r3, r2) d

3r3 , (8.25)

wobei die Indizes sich auf die beteiligten Teilchensorten beziehen, ρ nun die Gesamt-

dichte darstellt und Xk die Konzentration der Sorte mit Index k ist.

8.4 Sharp Kink Approximation

Unter der Voraussetzung

lim
z→±∞

z ∂z

[
h
(
ρf1(r), ρf2(r)

)
− h
(
ρc1(z), ρc2(z)

)]
= 0
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ergibt sich mittels partieller Integration

Hh

(
f(R)

)
= −

∞∫
−∞

dz z · ∂z

[
h
(
ρf1(r), ρf2(r)

)
− h
(
ρc1(z), ρc2(z)

)]
sk
=

2∑
i=1

4ρi

[
fi(R) ∂ρi

h
(
ρf1(R, fi(R)), ρf2(R, fi(R))

)
− ci ∂ρi

h
(
ρc1(z = ci), ρc2(z = ci)

)]
. (8.26)

8.5 Normalkoordinaten

Die Ableitung DT (R1, R2, u) der Transformation (4.1) steht bekanntlich mit der

Ableitung der Umkehrtransformation DT −1(x, y, z) in folgender Beziehung

(DT −1)(x, y, z) = [DT (Rx, Ry, u)]
−1 . (8.27)

Wir benötigen nur die z-Komponente der Transformation T −1
f

∂zT −1 =
1

g |JT |

 fRx − u√
g
[fRyRy · fRx − fRxRy · fRy ]

fRy − u√
g
[fRxRx · fRy − fRxRy · fRx ]

√
g |JT |

 (8.28)

um mit α ∈ {x, y, z}

∂αρf (r) = ∂αρ̃f

(
T −1

f (r)
)

= ∇̃ρ̃f (S, u) · ∂αT −1
f (r) , (8.29)

wobei ∇̃ := (∂sx , ∂sy , ∂u)
t ≡ (∂x, ∂y, ∂u)

t ist, die Gleichung (4.13) auszurechnen.

Die Benutzung der Krümmungsentwicklung (4.17) in der Gleichung (4.15) führt

zu
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∫
A′

d2S

K∫
−K

du · F
(
Tf (S, u)

) [
|JTf

| ∂uρ̃f −
1
√
g
R(S, u)

]

=

∫
A′

d2S

K∫
−K

du |JT | F
(
Tf (S, u)

)
· ∂uρ̃c(u)

+

∫
A′

d2S

K∫
−K

du ∂u

[
|JT | · F

(
Tf (S, u)

)]
· δρf (S, u)

−
∫
A′

d2S

K∫
−K

du
1
√
g
F
(
Tf (S, u)

)
· R(S, u) . (8.30)

8.6 Zur Entwicklung der mittleren Fläche

Betrachtet wird mit δSij := S(i) − S(j) und δfij := fi − fj der Ausdruck t1 − t2 in

(4.31), wobei fi ≡ fi(S
(i)), gi ≡ gi(S

(i)) usf. gelten soll. Dann ist

t1 − t2 = δS12(α12∇f2 − α21∇f1)− δf12(α12 + α21)

αij :=
1
√
gj

· 1

ξj + ξi n1n2

.

Nun gilt aber δS12 = 1
2
(t1 − t2) ·

∑2
i=1

ξi∇fi√
gi

+ ω(∇f1√
g1
− ∇f2√

g2
). Mit der Notation

αij√
gi

=
1

ξi + ξj

[
1− ξj(∇f1)

2 + 2ξi∇f1∇f2 + ξj(∇f2)
2

2(ξi + ξj)
+O(∇fn

1∇fm
2 , 4)

]
τ12 :=

(
√
g1 +

√
g2) δf12

2(ξ1 + ξ2)

[
ξ2(∇f2)

2 − ξ1(∇f1)
2 + (ξ1 − ξ2)∇f2∇f1

]
+ ω

(
(∇f2)

2 − (∇f1)
2
)

läßt sich die Differenz

t1 − t2 =
−2 δf12(α12 + α21) + 2ω(∇f1√

g1
− ∇f2√

g2
) · (α12∇f2 − α21∇f1)

2−
[
(α12∇f2 − α21∇f1) ·

2∑
i=1

ξi∇fi√
gi

]
≈ −

(
√
g1 +

√
g2) δf12

ξ1 + ξ2
− τ12
ξ1 + ξ2



8.7. Entwicklungspolynome der ρλ 149

abschätzen. Hierbei gilt bereits O(τ12) = O(f, 3). Desweiteren ist dann

δS12 ≈ −
(
√
g1 +

√
g2) δf12 + τ12

2(ξ1 + ξ2)
·

2∑
i=1

ξi∇fi√
gi

+ ω(
∇f1√
g1

− ∇f2√
g2

)

und die z-Komponente von r† berechnet sich daraus zu

2f †(R†)− αω(
√
g1
−1 +

√
g2
−1)

= f1 + f2 −
ξ1α12√
g1

(
δS21∇f2 − δf21

)
+
ξ2α21√
g2

(
δS21∇f1 − δf21

)
≈ 2ξ2

ξ1 + ξ2
f1 +

2ξ1
ξ1 + ξ2

f2 +
ξ2ξ1

(ξ1 + ξ2)2
δf21

[
(∇f2)

2 − (∇f1)
2
]

+
ω

ξ1 + ξ2

(
− ξ1(∇f2)

2 − ξ2(∇f1)
2 + (ξ1 + ξ2)∇f2∇f1

)
.

Die abschließende Taylor-Entwicklung hat die folgende Form:

f1 ≈ f †1 +∇f †1(S(1) −R†)

= f †1 −
1

2

(
δS21 −

ξ1t1√
g1

∇f1 −
ξ2t2√
g2

∇f2

)
∇f †1 .

Aus den obigen Ausdrücken folgt dann die Näherung

f1 ≈ f †1 +
ξ1

ξ1 + ξ2
δf †21∇f

†
1∇f

†
1 −

ω

2
(∇f †2 −∇f

†
1)∇f

†
1

f2 ≈ f †2 −
ξ2

ξ1 + ξ2
δf †21∇f

†
2∇f

†
2 +

ω

2
(∇f †2 −∇f

†
1)∇f

†
2 .

8.7 Entwicklungspolynome der ρλ

Die in Abschnitt 4.4 aufgeführten Polynome rmf (u) setzen sich aus Monomen tmi(u)

für i ≥ 0, Polynomen qmj(u) für 0 ≤ j ≤ m + 1 (qmo(u) := 1) und rekursiv be-

stimmbaren Konstanten pmi (pmo := 1) zusammen. Diese Ausdrücke sind durch die

folgenden Bestimmungsgleichungen gekennzeichnet:

tmi(u) := (−1)i (2m+ 2i− 1)!!

2ii! · (2m− 1)!!
ui (8.31)

qmj(u) :=

j∑
k=0

(−1)j−k

(
j − 1

j − k

)
Mmj ξ

j

Mmo

uj−k (8.32)

0 =
s∑

t=0

Mmt

Mmo

ξt pm(s−t) für s ≥ 1. (8.33)
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Die Polynome rmf (u) sind damit definiert durch

rmf (u) :=

f∑
d=0

tm(f−d)(u)
d∑

c=0

pm(d−c)qmc(u) . (8.34)

Wegen

pm1 = −Mm1 ξ

Mmo

und pm2 = p2
m1 −

Mm2 ξ
2

Mmo

(8.35)

erhält man für die ersten beiden rmf (u) (u ≤ 0)

rm1(u) = tm1(u) + pm1 + qm1 = tm1(u) = −1

2
(2m+ 1)u (8.36)

rm2(u) = tm2(u)− qm1u =
1

8
(2m+ 1)(2m+ 3)u2 −Mm1 ξ u . (8.37)

8.8 Gleichgewichtsbedingungen

Die folgenden Gleichgewichtsbedingungen wurden bei der Herleitung von (5.33) be-

nutzt. Alle ergeben sich aus (2.42) bzw. (2.48) durch entsprechende Multiplikation

mit den
”
benötigten“ Termen. Am einfachsten sind diese Umformungen anhand der

Ausdrücke (5.15)-(5.18) nachzuvollziehen, die sich gegen Terme aus HG
w wegheben.

Mit den Bezeichnungen aus (5.2), (5.23) und (5.52) ergibt sich für die in fk quadra-

tischen Terme:

1. ∫
A

d2S
4ρk

2

(
η1[∂uρck

] +mkGδ2[∂uρck
] +Kk δ1[∂uρck

]
)
[∇fk(S)]2

= − 1

2

2∑
j=1

x

A

d2S ′d2S ′′ ω(1)
c [u′∂u′ρck

∂u′′ρcj
] [∇fk(S

′)]2

2.

−
∫

A

d2S4ρk

(
ηo[ρH2

k
] +mkGδ1[ρH2

k
] +Kk δo[ρH2

k
]
)
[4fk(S)]2

=
2∑

j=1

x

A

d2S ′d2S ′′ ω(1)
c [ρH2

k
(u′)∂u′′ρcj

] [4fk(S
′)]2

3.

−
∫

A

d2S4ρk

(
η1[ρHk

] +mkGδ2[ρHk
] +Kk δ1[ρHk

]
)
∇fk(S)∇4fk(S)

=
∑
j=1

x

A

d2S ′d2S ′′ ω(1)
c [u′ρHk

(u′)∂u′′ρck
]∇fk(S

′)∇4fk(S
′)
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Die linearen Terme sind analog zu den obigen, jedoch in den Rechnungen offensicht-

licher. Dabei benutzt man oft den Greenschen Integralsatz

−
∫

A

d2S a(S)∇b(S)∇f(S) =

∫
A

d2S
(
b(S)∇a(S)∇f(S) + b(S) a(S)4f(S)

)
,

weil die Randterme

∮
∂A

a(S)b(S)∇f(S) · dS = 0 verschwinden sollen.

8.9 Höhenkorrelationsfunktionen 〈f̂i(q)f̂j(q)〉
Für die explizite, aber übersichtliche Darstellung der Höhenkorrelationsfunktionen

〈f̂i(q)f̂j(q)〉 werden die folgenden vorübergehenden Bezeichnungen benutzt: Da man

γ∧12(q) direkt in Terme aufspalten kann, die einen q2-Faktor enthalten (vgl. (5.34)),

soll γ∧, eff
12 (q) so definiert sein, daß sich

γ∧12(q) = ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
+ q2γ∧, eff

12 (q) (8.38)

schrieben läßt. Zur weiteren Verkürzung sei nur in diesem Abschnitt ω̂12(q) ≡
ω̂
(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
, so daß sich

(Ef )11(q) = G11(q)− ω̂12(q) + q2γ eff
11 (q)

γ eff
11 (q) := Γ1(q)− γ∧, eff

12 (q)− 2
∑

j W1j(q) + 2d2
2

2∑
α,j=1

Wαj(q)

(Ef )22(q) = G22(q)− ω̂12(q) + q2γ eff
22 (q)

γ eff
22 (q) := Γ2(q)− γ∧, eff

12 (q)− 2
∑

j W2j(q) + 2d2
1

2∑
α,j=1

Wαj(q)

(Ef )12(q) = G12(q) + ω̂12(q) + q2γ eff
12 (q)

γ eff
12 (q) := γ∧, eff

12 (q) + 2d1d2

2∑
α,j=1

Wαj(q)

(8.39)

ergibt. Es gilt erneut
2∑

ij=1

γeff
ij (q) = γ+(q) . (8.40)

Damit ist

β〈f̂ c
1(q)f̂ c

1(−q)〉 =

[
G11(q)− ω̂12(q) + q2γ eff

11 (q)−
[
G12(q) + ω̂12(q) + q2γ eff

12 (q)
]2

G22(q)− ω̂12(q) + q2γ eff
22 (q)

]−1

(8.41)
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Im Grenzfall verschwindender Gravitation G = 0 ergibt sich daraus

β〈f̂ c
1(q)f̂ c

1(−q)〉 G=0
=

[
− ω̂12(q) + q2γ eff

11 (q)−
[
ω̂12(q) + q2γ eff

12 (q)
]2

− ω̂12(q) + q2γ eff
22 (q)

]−1

(8.42)

Man beachte, daß 〈f̂ c
1(q)f̂ c

1(−q)〉G=0 →∞ für q → 0. Analog ist

β〈f̂ c
2(q)f̂ c

2(−q)〉 =

[
G22(q)− ω̂12(q) + q2γ eff

22 (q)−
[
G12(q) + ω̂12(q) + q2γ eff

12 (q)
]2

G11(q)− ω̂12(q) + q2γ eff
11 (q)

]−1

(8.43)

und

β〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉

=

[
G12(q) + ω̂12(q) + q2γ eff

12 (q) (8.44)

−
[
G11(q)− ω̂12(q) + q2γ eff

11 (q)
][

G22(q)− ω̂12(q) + q2γ eff
22 (q)

]
G12(q) + ω̂12(q) + q2γ eff

12 (q)

]−1

.

Insbesondere erhält man wieder für G = 0

β〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉

=

[
ω̂12(q) + q2γ eff

12 (q)−
[
− ω̂12(q) + q2γ eff

11 (q)
][
− ω̂12(q) + q2γ eff

22 (q)
]

ω̂12(q) + q2γ eff
12 (q)

]−1

,

(8.45)

so daß 〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉G=0 →∞ für q → 0 auch erfüllt ist.

Desweiteren ist der Spezialfall einer verschwindenden Komponente enthalten. Sei

beispielsweise4ρ2 → 0 und ebenso ξ2 →∞, um f †(R) = ξ2
ξ1+ξ2

f1(R)+ ξ1
ξ1+ξ2

f2(R) →
f1(R) zu erreichen (vgl. (4.45)). Die Formel (8.41) und reduziert sich dadurch auf

die bekannte Form aus Ref. [78], wohingegen (8.43) und (8.44) nicht mehr existieren.

Die asymptotische Form für G→ 0 und q → 0 ist mit der aus Ref. [33] identisch (s.

auch Diskussion zu (6.60) und (6.61)).
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Summary

Liquids belong to the most important components of life. Therefore they gain a fun-

damental meaning in biology and medicine. In addition, they have many technical

applications and products. Frequently, water, aqueous solutions or colloid-/polymer

mixtures are used in these applications. In biological and technical processes, mixtu-

res of complex fluids play a relevant role. Liquids cover a large scientific variety and

therefore require special efforts to understand their inner structure. Their scientific

spectrum extends from simple liquids (liquid argon), to metallic liquids (mercury),

complex fluids (colloids, alcohols, liquid crystals, polymers, water), electrolytes (salts

in aqueous solution, acids) and quantum liquids (helium).

The liquid state is situated between gases and solids: it shows no long-range order

like solids but its density lies orders of magnitude above typical gas densities. The-

refore, in general, properties typical of both gases and solids are absent in liquids.

For instance, liquids exhibit a by far greater incompressibility than gases and mobi-

lity than solids. This can be illustrated more quantitatively. If UN denotes the total

potential energy and TN the total kinetic energy of a system with N interacting

particles, one finds UN/TN � 1 in solids, UN/TN � 1 in gases and UN/TN ≈ 1 in

liquids. Therefore it is not a simple task to describe this state with statistical me-

thods to include the underlying microscopic picture. The problem arises from the

fact, that there is no exactly solvable model for liquids comparable with the ideal

gas model or the Einstein-model for solids. All models starting from the low density

limit give a poor picture of the liquid-solid transition, which is in particular related

to a break in symmetry. On the other hand lattice models tend to overemphasize the

solid features. The techniques developed so far are based on different simplificati-

ons. For example, the molecules are often considered to have spherical symmetry or

polymers are treated within an effecive particle picture. Nevertheless, considerable

progress has been made in understanding the equilibrium bulk properties of liquids

over the last decades. But the structure of non-uniform or inhomogeneous fluids who-

se densities show a spatial variation is less well understood. In particular, wetting
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phenomena, fluids in contact with curved substrates, thin films and liquid-liquid or

liquid-vapor interfaces have been of increasing interest to scientists in recent years.

Not only does theoretical work explore this rich field of new physical phenomena,

but also in experimental studies many new tools have been developed to discover

unkown effects in such systems.

In this work we consider the lateral flat interface of a binary fluid mixture, and

we are particularly interested in its capillary wave spectrum. Therefore, the main

goal is to find a description for the energy density of capillary waves of a liquid-vapor

or liquid-liquid phase interface in a mixture of simple fluids. In contrast to gravity

waves which perform work against the gravitational field, the capillary waves are

inhibited by the surface tension. Strictly speaking, capillary waves arise from ther-

mally excited density fluctuations at a liquid-vapor or liquid-liquid interface and

thus contributions of both components of the mixture are included. In particular,

these actual contributions are worked out here, so that a relation arises between the

microscopic model of inhomogeneous fluids and its capillary wave spectrum. Since

for each component a surface within the liquid-vapor or liquid-liquid interface region

of the mixture can be defined, from the relation mentioned above three height cor-

relation functions can be calculated, which might be determined in X-ray scattering

experiments.

Since within the interface region the density varies rapidly it is convenient to use

density functional theories to characterise accurately the inhomogeneities in such

systems.

After the first chapter, which gives a rough overview about the published work

related to theories of inhomogeneous fluids, the origin of density functional theory,

microscopic models of surface tension and its correction due to curvature effects

and capillary waves theories, Chapter 2 then summarizes more explicitly the funda-

mentals of density functional theory and the typical capillary wave theories. In the

present work, we start from a density functional Ω[ρ1(r), ρ2(r
′)] for a binary liquid

mixture (s. (2.36)), which gives the bulk phase diagram for constant pressure and

vanishing external potential (s. Fig. 2.7). From the equilibrium condition (2.48) the

temperature dependence of later used parameters are calculated, for example the

“correlation lengths” ξi(T ), i ∈ {1, 2} for each component (s. (2.54)) and the equili-
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brium bulk densities ρ±i (T ) (see also (2.25), Fig. 2.8, and Fig. 2.9). The functional

Ω gains important meaning after minimization with respect to the spatial varying

densities ρi(r): it then becomes the grand canonical potential and hence forms not

only the microscopic model but also the thermodynamic basis of this work.

Since the functional Ω can also be minimized under the constraint that on two

given surfaces fi(x, y) each equilibrium density ρi(r) should take a fixed predefined

value ρ̄i (s. (2.28)),

ρi

(
x, y, z = fi(x, y)

)
= ρ̄i , (S-1)

the functional Ω can be used to define an effective interface Hamiltonian H. To that

purpose, one compares formally the value of the grand potential Ω for a fixed but ar-

bitrary surface configuration {f1(x, y), f2(x, y)} and the value for a flat configuration

{c1, c2} parallel to the xy-plane (s. (2.56)):

H[f(R,R′)] := Ω[ρf1(r), ρf2(r
′)]− Ω[ρc1(z), ρc2(z

′)] , (S-2)

where f(R,R′) =
(
f1(R) − c1, f2(R

′) − c2
)
=
(
f c

1(R), f c
2(R

′)
)
. Here, ρfi

(r) is the

equilibrium density with the above mentioned requirement (S-1) for a non-constant

surface fi(x, y), while ρci
(z) denotes the analog quantity for a flat surface ci parallel

to the xy-plane. As an additional condition the derivatives of the functions f c
i (x, y)

are small, which means f c
i varies slightly. Hence, the resulting Hamiltonian H de-

pends on the microscopic picture and implicitly on fi and ci. Here, the difference

δc21 = c2 − c1 is basically fixed by the external gravitational potential Vi(z) in Ω,

which acts along the z-direction (s. (2.42) and (2.50)). A crucial feature of this ap-

proach is the opportunity it gives to associate a width with each surface fi: although

the “width” does not refer mathematically to fi, but to the fact, that the densities

ρi(r) vary continuously between the bulk densities. Hence, they take a value bet-

ween the bulk densities at “their” interface. The width is then defined via the region,

where the densities have not yet reached a certain percentage of their bulk densities.

Typically, the interface widths are of the order of the correlation length ξi (see Fig.

2.1, Fig. 2.10), and thus, their temperature behavior plays an important role in this

description.

Strictly speaking, this approach allows the computation of the grand canonical po-

tential difference between each given surface configuration and a flat configuration.
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But for a statistical picture one would need to know many of these differences expli-

citly. The idea persued in this work is based on a separation of the surfaces fi from

the densities ρi, such that H can be expressed explicitly by the unkown functions

fi. Therefore, one gets the energy density of different configurations, which makes

the computation of further statistical quantities possible. Moreover, it should be

possible to express the energy density of H with respect to the fourier modes f̂ c
i of

the surfaces in order to decouple different modes. Section 2.3 ends with an overview

of the most important and frequently used quantities (Table 2.1 and Table 2.2).

Before performing the conversion mentioned above, in Chapter 3 another simpli-

fication of H is considered, in which the density profiles are approximated by dis-

continuous profiles (s. (3.1)). These profiles show a jump at the interface position fi

from one bulk density to the other (“sharp kink approximation”), which means the

width of each interface is set to be 0, or ξi = 0. Unfortunately, in this approach the

energy density of the surface excitations cannot be derived properly. The reason for

this lies in the special form of the reference free energy term for a system of hard

spheres, which is used to model the repulsive part of the interactions (see (2.37)) and

which thus includes the ideal gas terms as well as additional entropic contributions.

This expression depends on both densities, which have to be evaluated at the same

spatial point. This means, that one has to decide whether a density already takes the

value of its gas or not, although one does not know where the interface is located.

Therefore, within this approximation one gets an expression for H, whose density

cannot be arranged in products of the form f̂if̂j in fourier space due to terms like

|̂f−| (q), where f− = f2 − f1 (s. (3.12)). Thus a mode-decoupling is not possible.

This result already indicates the difficulties caused by such hard sphere contributi-

ons, which arise naturally in every reasonable density functional for liquids. We will

come back to this problem later. With the additional condition, that both surfaces

are essentially the same, f1 ≡ f2, the critical terms including |f−| vanish and a

wave-length dependent surface tension γ sk(q) can be derived (see (3.16)). It shows

a monotonic decrease with increasing wavelength and falls off to 0 (s. Fig. 3.1). But

this result has no real physical meaning: it would imply that the small wavelength

excitations are energetically less supressed than large wavelength excitations, which

means, that the interface is strongly deformed on very small length scales.
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The aforementioned separation of the surfaces from the densities consists of an

expansion of the inhomogeneous profiles ρi(r) in powers of the local curvatures of

the surfaces (Chapter 4). Therefore, the normal coordinates ((4.1) and Fig. 4.1) and

the principal curvatures κi,k, k ∈ {1, 2} (s. (4.7)) of the corresponding surface fi

are introduced, such that each density ρi(r) can be expressed with respect to its

isodensity surface (see also (4.12))

ρfi
(r) = ρ̃fi

(
S, u

)
, (S-3)

where u denotes the normal distance to the surface fi(S) and S is the corresponding

lateral coordinate in the surface. With Eq. (S-1) it follows that ρ̃fi

(
S, u = 0

)
= ρ̄i.

If the ratio between the width ξi and the local curvature radii κ−1
i,k , k ∈ {1, 2}, stays

small, the curvature expansion can be applied (s. (4.17)). With the local mean and

Gaussian curvature, H ≡ H(S) and K ≡ K(S) respectively, one writes

ρ̃fi
(S, u) = ρ̃ci

(u)+2Hi ρHi
(u)+Ki ρKi

(u)+4H2
i ρH2

i
(u)+2HiKi ρHiKi

(u) . . . , (S-4)

where a set of unkown weight functions ρλ(u), λ ∈ {H,K,H2, . . .} is introduced. The

first term ρ̃c(u) is meant to be the density ρc(z) expressed in normal coordinates of a

flat interface which results in a simple linear shift z = u+c. This expansion basically

involves a separation of local geometrical quantities and terms, which describe the

thermodynamic properties normal to the interface. Moreover, it is also a separation

of short length scales, namely the thickness of the interface ξi from its curvature

radii κ−1
i,k . Nevertheless both length scales, ξi and κ−1

i,k , are still combined in the same

formula that forms the basis of a unified description over all length scales.

But this idea leads to the same key problem as explained before within the context of

the“sharp kink approximation”: the free energy density of hard spheres in Ω depends

simultaneously on both densities (see (2.37) or (2.58)) and it is not clear which set

of normal coordinates should be used to transform this term. Choosing one normal

coordinate system would imply that the second component has to be expressed in

terms of the first. But both surfaces are unknown, so that every approximation

starting from such an approach cannot be reasonably controlled.

To solve this problem, the concept of a mean surface is introduced in the present

work. This surface is constructed from f1 and f2 and can also be considered as an

isodensity contour of a density, which is a likewise combination of ρf1 and ρf2 (see

(4.22), Fig. 4.2 and (4.29)). One can prove that the mean surface f † can be written

approximately as

f †(x, y) ≈ ξ2
ξ1 + ξ2

f1(x, y) +
ξ1

ξ1 + ξ2
f2(x, y) , (S-5)
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where ξi, i ∈ {1, 2} again denotes the interfacial thickness (s. (4.45)). Thus, this

combination depends on temperature. The reason for the appearance of ξi in Eq.

(S-5) lies in the chosen ansatz Eq. (4.22) which preserve a relation to the densities

ρi. Therefore, f † is not constructed from pure geometrical considerations. Eq. (4.22)

means that the normal distance ui in units of the interfacial thickness ξi to a point

of the mean surface f † has to be the same for both components. On the other hand,

this means, that each density ρfi
shows the same degree of change with respect to

the difference of the bulk densities along the normal direction of its surface. Thus,

by construction, f † lies in between f1 and f2. The idea is to perform the curvature

expansion of the local free energy density with respect to f † and to express the re-

sulting terms again with respect to f1 and f2 using the explicit formula Eq. (S-5). In

this approach, the non-zero width ξi of the interfaces is crucial. Later it will turn out

that the mean surface is not only a tool to overcome the problem of an appropriate

description, but also has a physical meaning (s. Chapter 6).

In the Section 4.4 the weight functions ρλ, λ ∈ {H, K, H2, . . .} of the curva-

ture expansion Eq. (S-4) are discussed. The focus of the considerations points to

the link between the functions ρλ and the planar profile ρ̃c. For this purpose, the

exact solution for a density profile within geometries with global non-zero constant

curvature, cylinder and sphere, is calculated on the basis of a van der Waals mo-

del. The obtained solution is expanded into powers of the inverse curvature radius,

which gives the functions ρλ as prefactors (see (4.56), (4.58), (4.63), and Fig. 4.4).

One observes, that the functions ρλ show special symmetries and scaling properties

(see (4.64), (4.65), and (4.66)), which can be used to simplify the inner structure of

the curvature expansion (s. (4.67)) if one assumes that these relations are valid for

all geometries. On the other hand, one may use the same van der Waals model for

more general curved objects and put in the new curvature expansion as an ansatz.

This leads to an expression, which describes approximately the general influence of

curvature on density profiles (s. (4.90)).

The real quantitative influence of the function ρH , which is of special importance

in the subsequent discussion, is controlled by a factor CH that was introduced in

formerly published works. The observation made in Section 4.4 about CH suggests,

that with increasing temperature the parameter should vanish like ∼ ξ−1(T ), in

contrast to a temperture independent factor (see (4.72)). The difference consists in

the temperature dependence of the curvature influence in lowest order which vanish

with increasing T or is assumed to be constant. Here, experiments could solve the
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problem: at least two measurements at two different temperatures of the already

derived wave-vector dependent surface tension γ(q) (see [78]) may help to decide

wether CH shows a T -dependence or not and if so, to give a hint how CH changes

with T .

Chapter 5 includes the described transformation onto normal coordinates as well

as the curvature expansion of each term in H. Each subsection ends with a Gaus-

sian approximation, which is a summation of all terms up to second order in the

suface fields f c
i . Since these preliminary results change due to multiple applications

of the equilibrium condition (s. Section 8.8), the resulting form of H is summarized

at the end of that chapter (see page 91). The fourier decomposition leads finally

– within the Gaussian approximation – to an expression for H which depends on

the planar density profile ρci
, the expansion function ρHi

, the interaction potentials

and the sufaces f c
i , i ∈ {1, 2}. Hence, this is the first formulation of the statistical

weight of a surface configuration with two surfaces in consideration of the underlying

microscopic interactions (the label G refers to “Gaussian approximation”):

HG[f̂(q)] =
1

4π

∫
A

d2q f̂ †(q)

[
Gf (q) + Wf (q) + q4 Kf

]
f̂(q) . (S-6)

Here, the 2× 2−matrix Gf (q) reflects the influence of gravity, while Wf (q) contains

all terms coming from the attractive interaction potentials wij(r), i, j ∈ {1, 2} and

the constant matrix Kf includes parts of the hard-sphere reference free energy, which

acts as repulsive part of the particle interaction.

It is useful to diagonalizeHG in order to obtain a mean surface f̂+(q) := z(q) f̂ c
1(q)+(

1 − z(q)
)
f̂ c

2(q) and a relative surface f̂−(q) = f̂ c
2(q) − f̂ c

1(q) (see (6.6), (6.7) in

Chapter 6). These names are justified not only by the decoupling of the surfaces – in

analogy to the two body problem – but also by their energy spectrum. From (S-6)

one gets

HG[f̂+(q), f̂−(q)] =
1

4π

∫
A

d2q |f̂+(q)|2 Λ+(q) + |f̂−(q)|2 Λ−(q) . (S-7)

It turns out that the energy density Λ+(q) is the natural generalization of the formula

found for a single interface [78]. It can be written as (see (6.14))

Λ+(q) = GG+(q) + q2 γ+(q) , (S-8)
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where G is the gravitational constant and GG+(q) captures the gravitational in-

fluence on f̂+. The term q2 γ(q) describes the cost in free energy that has to be

performed against the surface tension γ+(q) to bend the surface f+ with a wavevec-

tor |q|. G+(q) and γ+(q) are sums of terms found for a single component interface. In

particular, γ+(q) shows a similar behavior like its one-component analog, depending

on the choice of CH (see Fig. 6.1 and Fig. 6.2). This also means, that the theory

for a single interface is included by setting f2 ≡ f1 in (S-7). Especially, from the

generalization of the surface tension γ+, a capillary length l+ can also be defined

similar to the one component case (see (6.16)).

The energy density Λ−(q) = det
(
Gf (q) + Wf (q) + q4 Kf

)
/Λ+(q) shows a much

more complex structure (s. (S-6)). Even in the absence of gravity, G = 0, one finds

(see (6.24))

Λ−
o (q) = − ω̂

(
q, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
+ q2 γ−(q) , (S-9)

where q2 γ−(q) has the same meaning as q2 γ+(q) before, but concerns the relative

surface f−. In particular, Λ−
o (q = 0) 6= 0, has a simple physical meaning: even for

G = 0 one has to perform work against the attractive interaction potential between

the components to separate the surface f2 from f1. In other words, even a “deforma-

tion”of the relative surface f− with an infinite wavelength costs energy. This work is

described by the term − ω̂
(
0, ∂′ρc1∂′′ρc2

)
,which depends on the Fourier transformed

interaction potential between the two particle species, ŵ12(q, z), and on the deriva-

tives of the two planar density profiles ∂ρci
, i ∈ {1, 2} with respect to z.

For low temperatures, Λ−
o (q) increases monotonically. But with increasing tempera-

ture a maximum and a minimum arises at longer and shorter wavelengths, respec-

tively. At temperatures close to the critical point, the maximum disappears, while

the minimum is shifted to longer wavelengths and its depth is increased (see Fig.

6.6 and Fig. 6.7). The choice of CH determines the details of this general behavior.

A comparison between Λ−
o and γ+ shows that the root of their ratio

√
γ+(q)/Λ−

o (q)

for long as well as for short wavelengths is of the order of one or two particle dia-

meters (see Fig. 6.8 and Fig. 6.9). This means that both quantities are have equal

contribution to the interface structure of the mixture.

Moreover, the introduced surface tension γ−(q) shows a similar behavior as γ+(q)

only if CH does not exceed a critical value: if CH stays smaller than this value or

vanishes fast enough with increasing T , then γ−(q)/γ−(0) exhibits a minimum that

vanishes with increasing temperature. But as soon as CH exceeds the critical va-
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lue, the minimum becomes deeper with increasing T . In both cases, the minimum

is shifted towards longer wavlength (Fig. 6.12), even γ−(0) < 0 is possible, which

means that distortions with long wavelengths become energetically favorable, even

if they produce additional surface patches. Therefore, one may call this phenomenon

a “demixing” mode. A comparison between γ+(q) and γ−(q) shows, that γ− is at

least a factor 4 smaller than γ+ (Fig. 6.13).

In total, the mean surface f+ seems to be more robust and stiff than the relative sur-

face f−. This is concluded from the observation, that the minimum of γ+(q)/γ+(0)

is generally situated at larger wavelengths than the minimum of γ−(q)/γ−(0) or

Λ−
o (q)/Λ−

o (0), respectively. But also the sensitivity of f− on changes of CH , for in-

stance, influences the height correlation functions 〈f̂ c
i (q)f̂ c

j (−q)〉, which are related

to the energy densities Λ+(q) and Λ−(q) and which conduce to a starting point for

scattering experiments (s. Fig. 6.14,Fig. 6.15, and Fig. 6.16). It turns out that these

height correlation functions can be written as

β〈f̂ c
i (q)f̂ c

i (−q)〉 =
ai

z + q2 σi(q)
(S-10)

β〈f̂ c
1(q)f̂ c

2(−q)〉 =
z1 − q2 ζ1(q)

z + q2 ζ2(q)
, (S-11)

with constants ai and z and positive functions σi(q) and ζi(q), i ∈ {1, 2} (see (6.53)

and (6.54)). The normalized functions σi(q) and ζi(q) are shown in Fig. 6.17–Fig.

6.20 and surprisingly they have a similar structure as the “original” function γ+(q).

Finally, for a vanishing gravitational field one gets the following picture from the

functions γ+(q), Λ−
o (q) and 〈f̂ c

i (q)f̂ c
j (−q)〉 (see Fig. 6.1, Fig. 6.2, Fig. 6.6, Fig. 6.7,

Fig. 6.14, Fig. 6.15, and Fig. 6.16): at lower temperature the excitations of the mean

surface f+ with wavelengths of the order of several particle diameters are energetical-

ly favored, while any excitation of the relative surface f− with non-zero wavevector

are surpressed. With increasing temperature the situation changes: the minimum

of the surface energy γ+(q) is shifted towards larger wavelengths and disappears

gradually. But the energy density of the relative surface Λ−
o (q) shows an emerging

minimum, that may become deeper with larger T . The detailed temperature depen-

dence of such curves depends sensitively on the model for the curvature influence

which is related to the choice of CH .

For the surfaces f c
i this means that one of them plays the role of the mean surface at
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low temperatures, while the second fluctuates almost freely on shorter length scales.

With increasing temperature this difference disappears and the surfaces oscillate

against each other, so that small “cavities”may arise, which are enriched alternately

with one of the components, what might be called “local demixing” (see Fig. 6.21).

However, one has to keep in mind that for large T values the interfacial width diver-

ges, and a “local demixing” is supported by the notion that the interfacial thickness

stays small compared to the above mentioned cavity size.
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nen Hilfsmittel angefertigt zu haben.

Stuttgart, 03. Juni 2005


	Inhaltsverzeichnis
	1 Grenzflächen von Flüssigkeiten
	2 Dichtefunktionaltheorie und Grenzflächen
	2.1 Statistische Theorie inhomogener Flüssigkeiten 
	2.2 Kapillarwellentheorie
	2.3 Problemstellung bei Mischungen

	3 Sharp kink approximation
	4 Krümmungsentwicklung
	4.1 Normalkoordinaten
	4.2 Krümmungsentwicklung
	4.3 Konstruktion der mittleren Grenzfläche
	4.3.1 Ohne Krümmungen
	4.3.2 Mit Krümmungen
	4.3.3 Entwicklung der mittleren Fläche

	4.4 Gewichtsfunktionen der Krümmungsentwicklung

	5 Normalkoordinatentransformation
	5.1 Gravitationsterm HV
	5.2 Konstante Terme Hb
	5.3 Wechselwirkungsterm Hw
	5.4 Hart-Kugel-Term Hh 

	6 Effektiver Hamiltonian der Grenzflächen
	6.1 Energiedichte +(q) der mittleren Grenzfläche
	6.2 Energiedichte -(q) der Relativfläche
	6.2.1 -(q) für G=0
	6.2.2 Oberflächenspannung -(q) der Relativfläche

	6.3 Erwartungswerte

	7 Zusammenfassung und Ausblick
	8 Anhang
	8.1 Die Wechselwirkungspotentiale wij(|r|)
	8.2 Minimierungsbedingung
	8.3 Ornstein-Zernike-Theorie
	8.4 Sharp Kink Approximation
	8.5 Normalkoordinaten
	8.6 Zur Entwicklung der mittleren Fläche
	8.7 Entwicklungspolynome der 
	8.8 Gleichgewichtsbedingungen
	8.9 Höhenkorrelationsfunktionen "426830A i(q)j(q)"526930B 

	Literaturverzeichnis
	Index
	Zusammenfassung (engl.)
	Danksagung

