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Zusammenfassung

Die kontinuierliche Weiterentwicklung von Dieselmotoren zur Erfüllung der gesetzlichen
und funktionalen Anforderungen, z. B. Verringerung der Emissionen und des Kraftstoff-
verbrauchs mit Berücksichtigung der Fahrbarkeit, hat zu einer erheblichen Zunahme der
Anzahl der notwendigen Sensoren und Aktuatoren am Motor geführt. Für das Diesel-
Luftsystembedeutet es die Einführung einesAufladungssystems, eines Systems für dieAb-
gasrückführung (AGR), eines Abgasnachbehandlungssystems (AGB), einer variablen Ven-
tilsteuerung, usw. Um das zunehmend komplexere System bei Dieselmotoren zu beherr-
schen, erfolgte die Entwicklung von ECU-Funktionen durch einenmodellbasiertenAnsatz.
Der Erfolg einer modellbasierten Entwicklungsmethodik beruht auf einer präzisen und
effizienten Modellierung des relevanten Motorverhaltens. Wegen der begrenzten Rechen-
leistung der Engine Control Unit (ECU) wird in der Regel eine Kombination aus physikali-
schenModellen undden sogenanntenApplikationsparametern für dieMotormodellierung
bevorzugt. Die Applikationsparameter können Skalare oder ein- oder zweidimensionale
empirische Modelle sein und müssen im Regelfall durch Experimente amMotorprüfstand
bestimmt (appliziert) werden. Typische Beispiele solcher Applikationsparamter sindKenn-
felder/Kennlinien (KF/KL) für dieModellierung der Zylinderfüllung (Liefergrad) und die
effektive Fläche des AGR-Ventils.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Arbeitsprozess entwickelt, der die ECU-Funktionen
für stationäre Zusammenhänge im Diesel-Luftsystem automatisch und mit möglichst ge-
ringemMessaufwand hinsichtlich derAnzahl derMesspunkte applizieren kann. DerAlgo-
rithmus läuft im Rahmen einer sequentiellen Versuchsplanung, bei der ein Gaußsches Mo-
dell (GPM) mit nichtstationärer Kovarianzfunktion angewendet wird, um die interessie-
renden Beziehungen zu approximieren. Für eine adaptive Versuchsplanung wird eine ak-
tive Abtast-Strategie entwickelt, die auf dem Konzept der Mutual Information (MI) ba-
siert und die optimalen Systemeingaben (Motordrehzahl, Kraftstoffmenge, Luftaktuatoren
usw.) aufgrund der Eingangsraumabdeckung, der inhomogenen Eigenschaften der Bezie-
hungen, derUnsicherheit der geschätztenApplikationssparameter undderRealisierbarkeit
der resultierenden Betriebspunkte auswählt. Das Verfahren ist in der Lage, das stationäre
Motorverhalten, das von den ausgewählten Systemeingaben aufgerufenwird, mit Hilfe der
physikalischen Struktur des Luftsystems und datenbasierten Modellen (GPM) der Appli-
kationsparameter vorherzusagen. Auf dieser Grundlage wird die Unsicherheit der Appli-
kationsparameter mithilfe erweiterter Kalman-Filter (EKF) geschätzt. Die Realisierbarkeit
eines Arbeitspunkts wird durch Vergleich des vorhergesagten Systemverhaltens mit den
Motorgrenzen bewertet.

Zur Validierung wurde der entwickelte Algorithmus an einem Motorprüfstand angewen-
det, umdas Luftsystem einesDieselmotors zu applizieren, dermitHoch- undNiederdruck-
AGR, Turbolader mit variabler Geometrie (VGT) und variabler Ventilsteuerung (VVT) aus-
gestattet ist. Unter Verwendung des vorgestellten Ansatzes, der ca. 130 Messpunkten be-
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nötigt, wurde eine vergleichbare Applikationsqualität wie bei einem herkömmlichen Ver-
fahren mit mehr als 800 Messpunkten erreicht.
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Abstract

The continuous development of diesel engines formeeting the legal and functional require-
ments, e.g. reducing emissions and fuel consumption while taking drivability into account,
has led to a significant increase in the number of sensors and actuators required for the en-
gine. For the diesel-air system it means to introduce a turbocharger, a system for exhaust
gas recirculation (EGR), an exhaust gas aftertreatment system, a variable valve control, etc.
In order to control such an increasingly complex system in diesel engines, ECU-functions
are developed by means of a model-based approach. The success of a model-based deve-
lopment methodology is based on a precise and efficient modeling of the relevant engine
behavior. Because of the limited computing power of an ECU, a combination of physical
models and so-called calibration parameters is usually preferred for engine modeling. The
calibrationparameters can be scalar or one or two-dimensional empiricalmodels andusual-
ly have to be determined (calibrated) by experiments on an engine test bench. Typical ex-
amples for such calibration parameters are lookup-tables for modeling the cylinder charge
(volumetric efficiency) and the effective area of the EGR valve.

In this thesis a procedure is proposed which is able to calibrate the ECU functions for sta-
tionary relationships, e.g. in the diesel-air system, automatically and with as little mea-
surement effort as possible in terms of the number of measurement points. The algorithm
runswithin the framework of sequential experimental planning, inwhichGaussianmodels
with non-stationary covariance functions are used to approximate the relations of interest.
For adaptive experimental planning an active sampling strategy is developed based on the
concept of mutual information and optimal system inputs (engine speed, fuel quantity, air
actuators, etc.) and which determines the resulting operating points, with respect to the
input space coverage, the inhomogeneous properties of the relations, the uncertainty of the
estimated calibration parameters and the feasibility of the operating points. The method
is able to predict the stationary engine behavior, which results from the selected system
inputs, by means of the physical structure of the air system and the data-based models of
the calibration parameters. On this basis the uncertainties of the application parameters are
estimated using extended Kalman filters. The feasibility of the operating point is checked
by comparing the predicted system behavior with the engine limits.

For validation the developed algorithm was implemented on an engine test bench to ca-
librate the air system of a diesel engine equipped with high and low pressure EGR, a va-
riable geometry turbocharger and variable valve timing. As a result, using the presented
approach, using as little as approx. 130 measurement points is enough to obtain a com-
parable application quality to that achieved by conventional methods with more than 800
measurement points.
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1 Einleitung 1

1 Einleitung

DerDieselmotor zeichnet sich durch einen hohenWirkungsgrad aus, der bei Fahrzeugen in
der Regel 40% beträgt und bei Schiffen sogar 50% ([Rei12]) erreichen kann. Die kontinuierli-
che Entwicklung der gesetzlichen und funktionalen Anforderungen an die Dieselmotoren,
z. B. Verringerung der Emissionen unddesKraftstoffverbrauchs ohne Einbuße bei der Fahr-
barkeit, hat zu einer deutlichen Zunahme der Anzahl der benötigten Sensoren und Aktua-
toren am Motor geführt. Für das Diesel-Luftsystem bedeutete es u.a. die Einführung eines
Aufladungssystems, eines Systems für die Abgasrückführung (AGR), eines Abgasnachbe-
handlungssystems (AGB) und einer variablen Ventilsteuerung. Außerdem haben Indus-
trie und Forschungsinstitute daran gearbeitet, solche Technologien weiter zu verfeinern.
Als Beispiele können die Entwicklung des elektrischen Verdichters und des zweistufigen
Turboladers sowie die Einführung der Niederdruck-AGR und der Technik der selektiven
katalytischen Reduktion (SCR) dienen. Um das zunehmend komplexere System in Die-
selmotoren in den Griff zu bekommen, erfolgte die Entwicklung eines Regelungssystems
und eines Systems für On-Board-Diagnose (OBD) u.a. durch einen modellbasierten An-
satz ([Ise14]). Der Erfolg der modellbasierten Entwicklung beruht auf einer präzisen und
effizienten Modellierung des relevanten Motorverhaltens. Wegen der begrenzten Rechen-
leistung der Engine Control Unit (ECU) wird in der Regel eine Kombination aus den physi-
kalischenModellen und den sogenanntenApplikationsparametern für dieMotormodellie-
rung bevorzugt. Die Applikationsparameter können Skalare, ein- oder zweidimensionale
empirische Modelle wie z. B. Kennfelder/Kennlinien (KF/KL) sein und müssen im Regel-
fall durch Experimente bestimmt (appliziert) werden. In der vorliegenden Arbeit wird ein
neuartigerAlgorithmus vorgeschlagen, um automatisch die KF/KL,welche die stationären
Funktionsbeziehungen in der ECU-Funktion des Luftsystems eines Dieselmotors charak-
terisieren, mit möglichst geringem Messaufwand zu applizieren.

In diesem Kapitel wird versucht, den benötigten Hintergrund für weitere Erklärungen
und Analysen bereitzustellen. Zuerst wird in Abschnitt 1.1 die grundlegende Struktur und
Funktionsweise des Diesel-Luftsystems vorgestellt. Zusätzlich werden die dazugehörigen
ECU-Funktionen geschildert. Anschließend beschäftigt sich der Abschnitt 1.2 mit der Er-
läuterung derApplikation desDiesel-Luftsystems. Zuletzt werden inAbschnitt 1.3 das Ziel
und der Aufbau der Arbeit dargestellt.

1.1 Diesel-Luftsystem

In diesem Abschnitt werden zunächst in Abschnitt 1.1.1 die Komponenten und die Funkti-
onsweise des Diesel-Luftsystems kurz vorgestellt. Anschließendwird in Abschnitt 1.1.2 auf
das Prinzip der Modellierung des Diesel-Luftsystems in der ECU eingegangen. Schließlich
werden die ECU-Funktionen für das Diesel-Luftsystem veranschaulicht.



2 1 Einleitung

1.1.1 Grundlagen des Diesel-Luftsystems

Dieser Abschnitt befasst sich mit den Komponenten des Luftsystems von Dieselmotoren.
Abbildung 1.1 gibt eine exemplarische Übersicht der Komponenten eines Diesel-Luftsys-
tems. Wie gezeigt, setzt sich das Luftsystem aus Aufladungssystem und AGR-System zu-
sammen. Die Frischluft strömt zuerst durch ein Luftfilter bis zur Einleitstelle der Niederdr-
uck-AGR, wo die Luft dem gekühlten Abgas zugemischt wird. Ein Verdichter komprimiert
das Gemisch, das danach durch den Ladeluftkühler gekühlt wird. Auf der anderen Seite
des Motors strömt das Abgas durch den Abgaskrümmer bis zu einer Turbine mit variabler
Turbinengeometrie (VTG),wodasAbgas dekomprimiertwird.Gleichzeitigwirddabei dem
Abgas Enthalpie entzogen. Stromabwärts der Turbine fließt das Abgas anschließend durch
ein Abgasnachbehandlungssystem, das z.B. mit Hilfe eines NOx-Speicherkatalysators (NS-
C) und einesDieselrußpartikelfilters (DPF) die imAbgas verbleibenden Stickstoffoxide und
denRuß reduziert. Danach verzweigt sich dasAbgas jeweils in die RichtungderAbgasklap-
pe und des ND-AGR-Ventils. Stromabwärts der Abgasklappe sorgt die Technik der SCR
für eine weitere Reduzierung der Stickstoffoxide. Zum Schluss fließt das Abgas durch den
Schalldämpfer, der den Lärm reduzieren soll, in die Umgebung.

Verdichter

Turbine

ND-AGR-Ventil

NSC DPF Abgasklappe

SCR

ND-AGR-Kühler

Schalldämpfer

LuftfilterDrosselklappe

Ladeluftkühler

HD-AGR-Ventil Frischluft

Abgas

Zylinder

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Bestandteile eines beispielhaften Diesel-
Luftsystems; die schwarzen Pfeile zeigen die Strömungsrichtung der Frischluft und des
Abgases.

1.1.2 Modellbildung und modellbasierte ECU-Funktionen für das Diesel-Luftsystem

Die erfolgreiche Implementierung und Umsetzung der oben genannten technischen Fort-
schritte verlangt eine genaue und umfangreiche mathematische Modellierung des dyna-
mischen und stationären Motorverhaltens.

Unter dynamischem Motorverhalten versteht man die dynamischen physikalischen Pro-
zesse, z. B. die Erwärmung des Zylinderkopfs beim Kaltstart und die Beschleunigung des
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Turboladers beimGasgeben. Bei derModellierung des dynamischenMotorverhaltens liegt
der Schwerpunkt auf der Darstellung der zeitlichen und räumlichen Verläufe der physikali-
schen Größen (Systemausgänge), die von den Eingangssignalen angeregt werden. Hinge-
gen ist in den meisten Fällen für die Motorentwicklung nicht das dynamische Systemver-
halten, sondern der eingeschwungene Systemzustand von Interesse. Diese Art von Motor-
verhalten wird dann im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit als stationäres Motor-
verhalten bezeichnet. Die Modellierung des stationären Motorverhaltens zielt darauf ab,
die Zusammenhänge zwischen den Eingangssignalen und den dadurch angeregten und
schon eingeschwungenen Ausgangssignalen abzubilden. Ein gutes Beispiel dafür ist die
Modellierung der Abgastemperatur abhängig von der Drehzahl, der Einspritzmenge und
der Temperatur vor dem Einlassventil. Durch die Abbildung 1.2 wird der Unterschied zwi-
schen stationärem und dynamischem Motorverhalten verdeutlicht. Zu beachten ist, dass
die Modellierung des dynamischen Motorverhaltens nicht Bestandteil der Arbeit ist und
daher nicht weiter diskutiert wird. Für mehr Informationen zur Modellbildung des dyna-
mischen Motorverhaltens siehe [Def11]. In dieser Abhandlung konzentrieren wir uns auf
die Untersuchung des stationären Motorverhaltens.
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X

Y

Dynamisches Motorverhalten-Zeitlicher Verlauf

Stationäres Motorverhalten-Eingeschwungener Zustand

Zeitlicher Verlauf des Eingangssignals

Abbildung 1.2: Dynamisches Motorverhalten vs. Stationäres Motorverhalten; als Beispiel
wird der zeitliche Verlauf des Ausgangssignals Y (dicke Linie) genommen, das vom Ein-
gangssignal X (gestrichelte Linie) angeregtwird.Während das dynamischeMotorverhalten
durch den zeitlichen Verlauf des Ausgangssignals dargestellt wird, bezieht sich das sta-
tionäre Motorverhalten auf das eingeschwungene Ausgangssignal, das mit einem Kreuz
markiert ist.

Von derModellstruktur herwird bei derModellierung desMotorverhaltens vonWhite-Box-
Modell, Grey-Box-Modell und Black-Box-Modell gesprochen ([Ise14]). Am einen Ende des
Spektrums steht dasWhite-Box-Modell, das die physikalischen Zusammenhänge vollkom-
menmittels der entsprechenden Differentialgleichungen beschreibt, z. B. dieModellierung
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der Gasvermischung der Frischluft und des Abgases durch den Massen- und Enthalpie-
Erhaltungssatz. Am anderen Ende des Spektrums ist das Black-Box-Modell. Wegen der
komplexenWirkungszusammenhänge des Systemswerden dabei keine physikalischenGe-
setze angewendet. In diesem Fall bleibt die Methode der datenbasierten Modellierung, die
lediglich das Eingangs-Ausgangs-Verhalten berücksichtigt, der einzige zielführende An-
satz, beispielsweise dieModellierung der Rußbildung.Was dazwischen im Spektrum steht
(das Grey-Box-Modell), lässt sich normalerweise mit der Kombination von physikalischen
Gleichungen und datenbasierten Modellen darstellen. Die datenbasierten Modelle dabei
können skalare Parameter (nulldimensional) oder multidimensionale Kennfelder sein. Zur
besseren Lesbarkeitwerden solche datenbasiertenModelle bzw. Teile inGrey-Box-Modellen
und Black-Box-Modellen in der vorliegenden Arbeit als empirische Modelle (EM) bezeich-
net.

In der ECU wird das gesamte Diesel-Luftsystem in Subsysteme unterteilt und mittels der
Füll- und Entleermethode modelliert, um genaue und robuste Signale für das Regelungs-
system und OBD-System vorzubereiten. Abbildung 1.3 stellt eine Übersicht über die Sub-
systeme dar. Neben der Berechnung der gewöhnlichen Messgrößen wie z. B. Temperatu-
ren, Drücke etc. werden auch nicht-messbare Größen wie Luftzahl, AGR-Massenstrom etc.
durch die ECU-Funktionen geliefert. Außerdem sind die ECU-Funktionen für die Bereit-
stellung hochwertiger Signale verantwortlich, die auch als Ersatzwerte für entsprechende
fehlende Sensorsignale eingesetzt werden können. Wie schon erwähnt, werden bei den
ECU-Funktionen häufig Grey-Box-Modelle verwendet, um einen Kompromiss zwischen
Modellgenauigkeit und Berechnungskomplexität zu erlangen. Dabei werden die EM nor-
malerweise durch KF/KL dargestellt. Als Beispiel ist das Kennfeld für den Luftaufwand in
Abbildung 1.4 zu sehen, das für die Modellierung der Zylinderfüllung verwendet wird.

1.2 Applikation des Diesel-Luftsystems

In der Motorentwicklung besteht die Aufgabe darin, nachdem die Struktur und die Funk-
tionalitäten der ECU-Funktionen festgelegt sind, die vorhandenen ECU-Funktionen zu ap-
plizieren. Der Begriff Applikation kann mehrdeutig sein, da er sich in den meisten Fällen
auf Aktivitäten bezieht, die darauf abzielen, den Motor anzupassen, damit er ein Opti-
mum hinsichtlich der Emission, der Leistung und des Kraftstoffverbrauchs etc. erreicht,
was in dieser Arbeit als Motorapplikation bezeichnet wird. Hier bedeutet Applikation die
Bedatung der KF/KL in den ECU-Funktionen, so dass die funktionale Beziehung mit aus-
reichender Genauigkeit angenähert wird, was genau Gegenstand dieser Arbeit ist und im
weiteren Verlauf als ECU-Funktionsapplikation bezeichnet wird. Darüber hinaus ist zu be-
achten, dass in dieser Arbeit nur die Applikation der KF/KL behandelt wird, die das sta-
tionäre Motorverhalten repräsentieren. Die KF/KL dieser Art werden als stationäre KF/KL
bezeichnet. In den folgenden zwei Abschnittenwerden dieMotorapplikation und die ECU-
Funktionsapplikation erklärt.
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Abbildung 1.3: Schematische Darstellung der Subsysteme im Diesel-Luftsystem; in der
Füll- und Entleermethode besteht das System aus Behältern und Klappen; auf dem Bild
werden die Behälter mit gestrichelten Linien umrahmt; Klappen werden durch ein kleines
Ventil-Zeichen darüber bezeichnet.

Abbildung 1.4: Typisches Kennfeld für die Darstellung eines empirischen Zusammen-
hangs.
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1.2.1 Motorapplikation

Auch wenn die Motorapplikation nicht das Hauptthema dieser Abhandlung ist, können
die Techniken, die in der Motorapplikation verwendet werden, hilfreich für die Untersu-
chung der ECU-Funktionsapplikation sein. Deswegen lohnt es sich auf jeden Fall, einen
Einblick in den Arbeitsprozess und die dabei eingesetzten Techniken zu gewinnen. Bei der
Motorapplikation geht es im Prinzip um einen Arbeitsprozess für die Erstellung der soge-
nannten Sollwertkennfelder für die Verstellparameter des Motors. Im Normalfall wird das
Sollwertkennfeld arbeitspunktabhängig aufgestellt und die Einträge davon sind entweder
Verstellparameter, die durch Open-loop-Systeme angesteuert werden, z. B. die Einspritz-
dauer und das Timing der Einspritzung ([Ise14]), oder Regelgrößen, die von Closed-loop-
Systemen eingeregelt werden sollen, beispielsweise der Ladedruck, die Zylinderfüllung
und die AGR-Rate. In Abbildung 1.5 wird die Anwendungsszene der Motorapplikation
schematisch dargestellt. Im Verlauf der Motorapplikation wird an jedem Arbeitspunkt des
Motors durch Einstellen der oben genannten Verstellparameter so appliziert, dass ein be-
stimmtes Ziel bezüglich z. B. der Emissionen, des Kraftstoffverbrauchs, der Fahrbarkeit etc.
erreicht werden kann. In der Regel müssen sogar mehrere Ziele gleichzeitig berücksichtigt
werden ([Ber12], [Kaj08] und [Zag14]). Zum Schluss ergeben sich die Sollwertkennfelder
für die oben genannten Verstellparameter als die Endprodukte der Motorapplikation, nor-
malerweise abhängig von der Motordrehzahl und der Last ([Lan+08]). Der gängige Ar-
beitsprozess für die Motorapplikation setzt sich aus fünf Schritten zusammen ([Cas+08])
und wird in Abbildung 1.6 geschildert.

Einspritzmenge

Einspritzdauer

…

AGR-Rate

Ladedruck

Ruß-Bildung

NOx-Bildung

Kraftstoffverbrauch

Motorleistung

…

Abbildung 1.5: Schematische Darstellung der Motorapplikation; auf der linken Seite wer-
den beispielhafte Verstellparameter aufgelistet und auf der rechten Seite die üblichen Ziel-
größen in der Motorapplikation.
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Abbildung 1.6: Arbeitsprozess der Motorapplikation; AP steht für den im ersten Arbeits-
schritt ausgewähltenMotorarbeitspunkt.U steht für den erstellten Versuchsplan bezüglich
der Verstellparameter für die Konstruktion des DoE-Modells, und UOpt ist die Kombina-
tion der optimalen Verstellparameter, die zum optimalen Motorverhalten führen; die drei
Arbeitsschritte, die mit einem gestrichelten Viereck umrahmt sind, werden für jeden aus-
gewählten Arbeitspunkt durchführt.

1. Auswahl der relevanten Arbeitspunkte

In diesem Schritt geht es um die Bereitstellung der Grundvoraussetzung für eine er-
folgreicheMotorapplikation, wobei die Ziele und der Fahrzyklus derMotorapplikati-
on festgelegtwerden.Aufgrunddes ausgewählten Fahrzykluswerdendie betroffenen
Arbeitspunkte erkannt und analysiert. Die weiteren Arbeitsschritte der Motorappli-
kation beziehen sich auf die hier ausgewählten Arbeitspunkte.

2. Statistische Versuchsplanung und Durchführung der Experimente

Mit der Zunahme der verfügbarenMöglichkeiten für die Motorsteuerung ist der Ein-
satz statistischer Versuchsplanung, Design of Experiment (DoE), bei der Motorappli-
kation unabdingbar. Unter DoE wird eine statistische Methode verstanden, die ver-
sucht, den Zusammenhang zwischen den Einflussfaktoren und den entsprechenden
Zielgrößen mit möglichst geringem Messaufwand abzubilden ([Bit+04], [Lum+04],
[PM12] und [Haa04]). Typische DoE-Techniken in der Motorentwicklung sind die D-
optimale Versuchsplanung und die raumfüllende Versuchsplanung ([Ise10]), die in
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den Abschnitten 3.4 und 3.3 vorgestellt werden. Zu beachten ist, dass die Optimali-
tät der optimalen Versuchsplanung ausgewählte Modellannahmen voraussetzt, die
normalerweise erfahrungsgemäß zu treffen sind. Außerdem spielt die DoE-Technik
eine wichtige Rolle in der Automatisierung der Applikation der Motorsteuergeräte
([KCR13]). Auf die Theorie und die Anwendungen von DoE wird in Kapitel 3 näher
eingegangen.

Für jeden ausgewähltenArbeitspunktwirdmittels der DoE-Technik ein Versuchsplan
erstellt, nach dem die entsprechenden Verstellparameter amMotorprüfstand variiert
werden. Die Definition und die Festlegung desUmfangs der Verstellparameter stellen
einen schwierigen und kritischen Punkt während der Erstellung des Versuchsplans
dar. Dabei müssen die Grenzen der Verstellparameter für jeden Arbeitspunkt ermit-
telt werden, sonst gibt es die Gefahr von Motorschäden ([Gsc+01]). Letztendlich wer-
den die daraus resultierenden Messdaten abgespeichert und stehen für die weitere
Verarbeitung zur Verfügung.

3. Modellierung des Motorverhaltens

Basierend auf den Messdaten wird ein sogenanntes DoE-Modell gebildet, um den
Zusammenhang zwischen den Verstellparametern und den Zielgrößen abzubilden,
z. B. Emissionen, Motormoment etc. Potenzielle Kandidaten für die statistische Mo-
dellbildung sind die klassische Polynomial Regression (Poly), Local Linear Model Trees
(LOLIMOT) ([Har14] und [M+03]), Radial Basis Function Networks (RBF) ([MA09] und
[SLK05]),MultiLayer PerceptronNetworks (MLP) ([Mar+12] und [EC14]), Gaussian Pro-
cess Regression (GPR) ([Kol+14] und [The+15]) etc. In den Abschnitten 2.3 und 2.4
werden die Modellierungsmethoden im Detail behandelt und miteinander vergli-
chen, um die geeignetste Methode für unsere Anwendung zu finden.

4. Optimierung des Motorverhaltens

Mit Hilfe der DoE-Modelle soll das Motorverhalten abhängig von den Verstellpara-
metern optimiert werden. Um Motorschäden zu vermeiden, geht es in der Regel um
ein Optimierungsproblem mit Begrenzungen. Dabei soll für jeden Arbeitspunkt auf-
grundder imvorherigen Schritt gebildetenModelle eineKombination vonVerstellpa-
rametern gefundenwerden, welche die gewünschten Kriterien hinsichtlich Emission,
Leistung etc. erfüllen ([Cas+12] und [MAP08] und [Jan08]). Außerdembesteht norma-
lerweise bei der Motorapplikation die Aufgabe darin, mehrere Ziele gleichzeitig zu
optimieren, d.h. bei der Motorapplikation sind multikriterielle Optimierungsproble-
me zu lösen. Anschließend wird überprüft, ob das gefundene Optimum tatsächlich
erreichbar ist oder nicht. Falls nicht, müssen noch Anpassungen an den entsprechen-
den DoE-Modellen vorgenommen werden ([Cas+08]).
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5. Erstellung der Sollwertkennfelder für Verstellparameter

Nach den vorherigen vier Arbeitsschritten steht für jeden ausgewähltenArbeitspunkt
eine optimale Kombination von Verstellparametern zur Verfügung. Jetzt besteht die
Aufgabe darin, für jeden Verstellparameter ein Kennfeld im gesamten Arbeitsbereich
des Motors zu bilden. Da es in der Praxis durchaus vorkommt, dass der Unterschied
der gefundenen optimalen Verstellparameter zwischen zwei nahe beieinanderliegen-
den Arbeitspunkten sehr groß ist, muss das Kennfeld geglättet werden
([Cas+08]). Während der Glättung des Sollwertkennfelds muss auf der einen Seite
beachtet werden, dass bestimmte Randbedingungen wie z. B. ein maximaler Gradi-
ent des Verstellparameters berücksichtigt werden. Auf der anderen Seite muss auch
gewährleistet werden, dass die realen optimalen Verstellparameter möglichst nah am
geglätteten Kennfeld liegen. Um dieses Problem zu lösen, wird in [Cas+08] versucht,
schon in der Glättung die optimalen Verstellparameter mit einzuziehen.

Local Approach vs. Global Approach

In der Regel sollen die Arbeitsschritte 2, 3, 4 für jeden ausgewählten Arbeitspunkt durch-
geführt werden und wird für jeden ausgewählten Arbeitspunkt ein DoE-Modell gebildet;
dieser Ansatz wird als Local Approach ([Cas+08]) bezeichnet. Diese Methode hat den Nach-
teil, dass für jeden Arbeitspunkt ein spezifischer Versuchsplan erstellt werden muss, was
den Applikationsaufwand erheblich erhöht. Außerdem gehört es zu den Nachteilen des
Ansatzes, dass die Optimalität bezüglich der Zielgrößen bei lokalen DoE-Modellen durch
die Glättung der Kennfelder verloren gehen kann. Im Gegensatz dazu wird beim Global
Approach ([Cas+08]) versucht, das Motorverhalten direkt abhängig von allen möglichen
Eingängen zu modellieren, und zwar allen Verstellparameter zusammen mit der Motor-
drehzahl und der Last. Auf diese Art und Weise reicht ein einheitlicher Versuchsplan für
die Gewinnung der Messdaten aus und ist die Glättung der Kennfelder für die optimalen
Verstellparameter zu vermeiden.

1.2.2 ECU-Funktionsapplikation

Bei der ECU-Funktionsapplikation handelt es sich u.a. umdie experimentelle Identifikation
der empirischen Zusammenhänge in den Grey-Box-Modellen und den Black-Box-Modellen
der ECU-Funktionen, die physikalisch sehr schwer zu ermitteln sind. Eine andere wichti-
ge Eigenschaft des empirischen Modells im Grey-Box-Modell ist die Nichtmessbarkeit des
Ausgangssignals, das in den meisten Fällen einen physikalischen Parameter oder sogar
einen künstlich erzeugten Korrekturfaktor darstellt. Im Folgenden wird die ECU-Funktion
für die Berechnung des AGR-Massenstroms als Beispiel genommen, um den Arbeitspro-
zess der ECU-Funktionsapplikation zuverdeutlichen. Bei der ECU-Funktion für dasDiesel-
Luftsystem kann der AGR-Massenstrom durch die Drosselgleichung mit folgender Formel
beschrieben werden([Ise14]):
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mfEGR =

√
2

RExhTUs
arEGRpUsΨ(

pDs

pUs
) (1.1)

wobei RExh für die spezifische Gaskonstante des über das AGR-Ventil strömenden Abgases
steht, TUs und pUs für die Temperatur und den Druck stromaufwärts des AGR-Ventils und
pDs für den Druck stromabwärts des AGR-Ventils. Mit der Definition des Druckverhält-
nisses über das AGR-Ventil, π = pDs

pUs
, lässt sich die sogenannte Durchflussfunktion Ψ(π)

([Ise14]) durch folgende Formel beschreiben:

Ψ(π) ≡

 π
1
κ ·
√

1−π1− 1
κ

1− 1
κ

für π > πc

Ψc für π ≤ πc

(1.2)

wobei κ für den Isentropenexponenten des Abgases steht. Das kritische Druckverhältnis
πc und die Durchflussfunktion beim überkritischen Druckverhältnis Ψc lassen sich durch
folgende Formeln berechnen:

πc ≡
(

2
κ + 1

) 1
1− 1

κ (1.3)

Ψc ≡
1√

1 + 1
κ

·
(

2
κ + 1

) 1
κ−1

(1.4)

In Abbildung 1.7 wird die Durchflussfunktion dargestellt.
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Abbildung 1.7: Verlauf der Durchflussfunktion Ψ(π), abhängig vom Druckverhältnis π

über das AGR-Ventil.
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In Formel (1.1) bleibt außer den von anderen Modellen berechenbaren Signalen, z. B. Tem-
peratur und Druck am AGR-Ventil und der Konstante RExh, die effektive Fläche arEGR des
AGR-Ventils als das einzige unbestimmte Element übrig. Es ist in der Regel davon auszuge-
hen, dass die effektive Fläche nur vom Tastverhältnis des AGR-Ventils abhängt; damit gilt
die folgende Beziehung:

arEGR = f (posEGR) (1.5)

In der Praxis stellt sich die Darstellung der Beziehung in Formel (1.5) durch nur ein rei-
nes geometrisches Modell als nicht ausreichend heraus, da ein paar andere Einflussfak-
toren, z. B. Verwirbelung und Turbulenz etc., nicht berücksichtigt werden. Um den AGR-
Massenstrommit hoherGenauigkeit zumodellieren, ist die Beziehung in Formel (1.5) expe-
rimentell zu identifizieren. Im Folgenden wird der allgemeine Arbeitsprozess, der sich aus
vier Arbeitsschritten zusammensetzt, für die Applikation eines EM im Grey-Box-Modell
erklärt.

1. Versuchsplanung und Versuchsdurchführung

Oft wird der Motor in der ECU-Funktionsapplikation mit der sogenannten Raster-
messung vermessen, bei der dieMesspunkte äquidistant bezogen auf dieMotordreh-
zahl und die Einspritzmenge über den Arbeitsbereich verteilt sind. Zum Beispiel
kann ein Dieselmotor exemplarischmit einemVersuchsplan, der in Abbildung 1.8 ge-
zeigt ist, mit und ohne AGR vermessen werden, um die notwendigen Messdaten für
die ECU-Funktionsapplikation des Luftsystems zur Verfügung zu stellen. Beispiels-
weise für die Applikation des empirischen Modells in Formel (1.5) ergeben sich mit
Variation des Tastverhältnisses posEGR des AGR-Ventils N Messpunkte in der Form
DSen = {TUs,i, pUs,i, pDs,i, mfEGR,i|i ∈ {1 . . . N}}. Der Index Sen deutet darauf hin,
dass die Messgrößen durch physikalische Sensoren erfasst werden.

Hinter diesemAnsatz steckt die Idee, dass dieMessbereiche aller empirischenModel-
le für die Modellierung von beispielsweise Füllung, Druck stromaufwärts der Dros-
selklappe etc. im Luftsystem ausreichend abgedeckt werden, was manchmal nicht
realistisch ist. Außerdem ergibt die Rastermessung keine optimale Verteilung der
Messpunkte, und eine Reduzierung des Messaufwands ist mit dem Einsatz der DoE-
Technik absehbar. Zusammengefasst ist die Versuchsplanung mit Rastermessung für
die ECU-Funktionsapplikation suboptimal, was die Möglichkeit für den Einsatz von
DoE-Technik eröffnet.

2. Schätzung der Applikationsparameter

Weil normalerweise der Ausgang des zu applizierenden empirischen Modells nicht
direktmessbar ist,wie die effektive Fläche desAGR-Ventils,muss der gewünschteAp-
plikationsparameter geschätzt oder identifiziert werden, bevor weitere Verarbeitun-
gen vorgenommen werden. Im konkreten Fall für das obige Beispiel handelt es sich
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Versuchsplan ohne AGR Versuchsplan mit AGR

Abbildung 1.8: links: Rastermessung ohne AGR, Messpunkte werden durch Punkte dar-
gestellt; rechts: Rastermessung mit AGR, Messpunkte werden durch Sterne dargestellt; bei
beiden Versuchsplänen werden Messpunkte in einer (in den meisten Fällen) äquidistanten
Weise auf dem Motorbetriebsbereich verteilt.

darum, eine probabilistische Aussage über den Applikationsparameter anhand der
verrauschten Messdaten DSen der Toleranz der Sensoren und der Drosselgleichung
in Formel (1.2) zu treffen. Die probabilistische Aussage enthält den geschätzten Mit-
telwert und die geschätzte Varianz des Applikationsparameters arEGR und der dar-
aus resultierende Datensatz kann alsDApp = {posEGR,i, arEGR,i, σ2

arEGR,i|i ∈ {1 . . . N}}
formuliert werden. Der Grund, warum die Unsicherheit des Applikationsparameters
mitgeschätzt wird, liegt darin, dass sie im Wesentlichen das Konfidenzintervall des
geschätzten Mittelwerts reflektiert und deshalb als ein bedeutendes Kriterium für
die Bewertung des Informationsgehalts im Applikationsmesspunkt benutzt werden
kann.

Um Messdaten wie Temperaturen, Drücke und Massenströme (in diesem Fall DSen),
die tatsächlich mit physikalischen Sensoren gemessen werden, von dem Satz der ge-
schätzten Applikationsparameter zu unterscheiden (wie oben erwähnter DApp), die
üblicherweise nicht direkt messbar sind und ebenfalls als Messpunkte zur Erstellung
der entsprechenden KF/KL verwendet werden können, werden im weiteren Verlauf
dieser Arbeit erstere als Beobachtungsmesspunkte bezeichnet und letztere als Appli-
kationsmesspunkte.

3. Statistische Modellbildung

Ähnlich wie bei der Motorapplikation werden aufgrund der Messdaten DApp sta-
tistische Modellierungsmethoden verwendet, um das gewünschte empirische Mo-
dell zu ermitteln, was in Abbildung 1.9 gezeigt wird. Da davon ausgegangen wird,
dass vor der Messung keine Information außer angenommener Differenzierbarkeit
für die Form des zu ermittelnden Zusammenhangs zur Verfügung steht, kann nicht
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ausgeschlossen werden, dass dieser Zusammenhang eine hohe Nichtlinearität auf-
weist. Mit dieser Nichtlinearität muss die verwendete Modellierungsmethode um-
gehen können. Darüber hinaus soll der Modellierungsprozess automatisch erfolgen,
nämlich ohne irgendwelche Prozessparameter im Vorfeld einzustellen. Zu den wich-
tigen Anforderungen an die Modellierungsmethoden gehört auch die Fähigkeit, die
eingangsabhängige Varianz von Applikationsmesspunkten beim Modelltraining zu
berücksichtigen, damit die bereitgestellte Information voll und ganz ausgenutztwird.
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Abbildung 1.9: Modellbildung für das empirische Modell, das den Zusammenhang
arEGR = f (posEGR) zwischender effektiven Fläche unddemTastverhältnis desAGR-Ventils
beschreibt; die Punkte stehen für dieApplikationsmesspunkteDApp für dieModellbildung,
die schwarze Linie ist das gebildete statistische Modell für arEGR; es ist auffallend, dass die
Streuung der Applikationsmesspunkte im Bereich, wo das AGR-Ventil nahezu geschlossen
ist, geringer ist als im Bereich, wo das AGR-Ventil weit geöffnet ist. Dadurch wird die An-
forderung an die Modellierungsmethode gut erklärt, die eingangsabhängige Varianz der
Applikationsmesspunkte beim Modelltraining zu berücksichtigen.

Die derzeit in der Industrie gebräuchlichste Technik für die statistische Modellierung
bei der ECU-Funktionsapplikation ist der kennfeldbasierte Ansatz. Dabei wird das
Kennfeld direkt aus den verrauschten Applikationsmesspunkten DApp erzeugt. Erst
in den letzten Jahren gab es Versuche, fortgeschrittene Modellierungstechniken für
die Modellbildung einzusetzen, z. B. künstliche neuronale Netze (KNN) ([Mal+10]
und [El +13]), GPR ([The+15]) etc.

4. Erstellung der KF/KL

Neben limitierter Speicherkapazitätwar dieAnforderung echtzeitfähiger Berechnung
der ECU-Funktionen in der Vergangenheit ein ausschlaggebender Einwand gegen
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den direkten Einsatz fortschrittlicher statistischer Modelle im Motorsteuergerät
([Ise10]). Der Ansatz der KF/KL zeichnet sich durch den geringen Anspruch an die
Ressourcen für die Abspeicherung und Berechnung aus und hat stets in der Entwick-
lung von ECU-Funktionen eine breite Anwendung gefunden. Die KF/KL können aus
statistischen Modellen oder sogar unmittelbar aus verrauschten Messpunkten durch
die Methode der kleinsten Quadrate (KQ-Methode) erzeugt werden und setzen sich
aus Stützstellen undden entsprechenden Funktionswerten zusammen. Zwischen den
Stützstellen werden die Funktionswerte linear interpoliert. Während der Weg, die
KF/KL direkt aus den verrauschten Messpunkten zu erstellen, ziemlich anfällig ge-
gen dasMessrauschen ist ([PM07]), zeigt die Variante der statistischenModellbildung
eine deutlich bessere Robustheit und wird in dieser Arbeit bevorzugt.

InAbbildung 1.10wirdderGesamtarbeitsprozess der ECU-Funktionsapplikation graphisch
zusammengefasst.
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Abbildung 1.10: Arbeitsprozess der ECU-Funktionsapplikation; dabei werden verschiede-
ne Ansätze für die Erstellung der KF/KL aus DApp dargestellt.

1.2.3 Diskussion

Nachdem die Funktionsweisen der zwei Arten von Applikationen im Feld der Motorent-
wicklung imDetail vorgestellt wurden, lohnt es sich, sich noch kurzmit folgenden Themen
zu beschäftigen, um eine Übersicht zu erlangen.

Offline-DoE vs. Online-DoE

Sowohl bei derMotorapplikation als auch bei der ECU-Funktionsapplikation spielt die Ver-
suchsplanung eine entscheidende Rolle, was die Verringerung des Applikationsaufwands
angeht. In der Regel wird der vollständige Versuchsplan, z. B. bei der Rastermessung, dem
raumfüllendenDesign unddemD-optimalDesign, bereits festgelegt, bevor die Experimen-
te durchgeführt werden. Während des Messvorgangs wird die Möglichkeit der Interventi-
on und Anpassung ausgeschlossen, egal wie die Messdaten aussehen. Dieser Ansatz lässt
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sich im Allgemeinen als Offline-DoE bezeichnen. Im Gegensatz dazu kann der Arbeitspro-
zess der Applikation im Rahmen eines sogenannten Online-DoE organisiert werden, wo-
bei die Versuchsplanung iterativ erfolgt, und zwar beruhend auf den bisher gesammelten
Messdaten. Das Online-DoE beschäftigt sich mit der aktiven Suche nach den Messpunk-
ten (Active Learning), die maximale Informationsgehalte für die Applikation aufweisen. Die
Idee des aktiven Lernens ist nicht neu und wird bereits in vielen Bereichen erfolgreich um-
gesetzt, siehe Details in [KCR13], [Klö09], [KT14] und [XC11]. In Abbildung 1.11 werden
die Arbeitsprozesse von Offline-DoE und Online-DoE dargestellt. Die Theorie und die An-
wendbarkeit des aktiven Verfahrens wird in Kapitel 3 erläutert.
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Abbildung 1.11: Vergleich der Arbeitsprozesse von Offline-DoE und Online-DoE.

Unterschiede zwischen Motorapplikation und ECU-Funktionsapplikation

Der erste große Unterschied zwischen den beiden Arten von Applikation ist die Zielset-
zung. Bei der Motorapplikation handelt es sich im Prinzip um ein Optimierungsproblem,
bei dem die Anforderung an die Qualität der DoE-Modelle, die im Optimierungsproblem
verwendet werden, inhomogen ist, und zwar ist der Anspruch an die Modellgenauigkeit
umso höher, je näher sie an den Optima liegen. Während der Versuchsplanung müssen
demnach die Bereiche in der Nähe von den eventuellen Optima intensiver abgetastet wer-
den als anderswo im Suchraum, was zur Effizienzsteigerung des Suchverfahrens deutlich
beitragen könnte. Im Rahmen der Online-DoE ist also eine höhere Effizienz zu erwarten.
Die ECU-Funktionsapplikation strebt einemöglichst hoheGenauigkeit der Approximation
im gesamten Eingangsraum des Modells an und stellt daher unterschiedliche bzw. höhere
Ansprüche an die Versuchsplanung als die Motorapplikation. In Abschnitt 4.3.2 wird dies
eingehender diskutiert.

Ein weiterer wichtiger Unterschied ist folgender: Bei der Motorapplikation werden die zu
optimierenden Zielgrößen unmittelbar von physikalischen Sensoren gemessen. Die Unsi-
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cherheit des gemessenen Messpunkts wird durch die Charakteristik der eingesetzten Sen-
soren bestimmt und bleibt während des Vermessungsvorgangs bekannt und konstant. Bei
der ECU-Funktionsapplikation sind die Ausgänge der EM, die appliziert werden sollen,
zumeist nicht direkt messbar, wie z.B. die effektive Fläche des AGR-Ventils, und müssen
mit Hilfe der erfassten Sensorwerte und der relevanten Gleichungen geschätzt werden. Die
Unsicherheit des geschätzten Messpunkts wird signifikant von der Nichtlinearität des in-
volvierten Prozesses beeinflusst, was bei der Versuchsplanung in Betracht gezogen werden
muss. ZumBeispiel ist inAbbildung 1.7 zu erkennen, dass dieDurchflussfunktion eine star-
ke Nichtlinearität aufweist, insbesondere wenn sich das Druckverhältnis an den Arbeits-
punkt π = 1 annähert. Diese Eigenschaft wird Schwierigkeiten bei dem Versuch bereiten,
die effektive Fläche des AGR-Ventils genau zu schätzen, wenn das Druckgefälle darüber
gering ist. Dies wird in Abschnitt 4.1 ausführlich erläutert.

1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Diese Abhandlung beschäftigt sich mit der Entwicklung eines Verfahrens, das die ECU-
Funktionsapplikation optimal hinsichtlich der Anzahl der benötigtenMesspunkte und der
erreichten Applikationsqualität und automatisiert durchführen kann.

ImSpeziellen besteht dieAufgabedarin, die EM inGrey-Box-Modellen undBlack-Box-Mode-
llen der ECU-Funktionen, die das stationäreMotorverhalten darstellen,mit demgeringsten
experimentellen Aufwand und einem hohen Automatisierungsgrad zu identifizieren. Da
die Entwicklung der Versuchsplanung weitgehend von der ausgewählten Modellierungs-
methode geprägt wird, was auch in Abschnitt 3 erläutert wird, soll als Erstes versucht wer-
den, eine geeignete Modellierungsmethode für unseren Anwendungsfall zu finden. Statt
KF/KL werden alternative Modellierungsmethoden genutzt, um eine bessere Qualität bei
der globalen Approximation von Zusammenhängen zu bekommen. Als potenzielle Kan-
didaten kommen existierende Ansätze, z. B. KNN, GPR, Relevance Vector Machine (RVM)
etc., und eine in dieser Arbeit neu entwickelte Methode in Frage. Eine zielführende Ver-
suchsplanung, die für eine effiziente und intelligente Verteilung der Messpunkte sorgen
soll, muss ebenfalls entworfen und implementiert werden.

Zu beachten ist, dass bisher in der Literatur und in Forschungsinstituten lediglich die Ap-
plikation eines einzelnen EM als Untersuchungsobjekt betrachtet wurde, was der Realität
des aktuellen Entwicklungsprozesses nicht hundertprozentig entspricht. Tatsächlich sind
in den ECU-Funktionen für z.B. das Diesel-Luftsystem zahlreiche EM zu applizieren, und
diese sind physikalisch miteinander verbunden. Wenn alle EM als ein Netzwerk betrach-
tet werden, kann eine Anpassung des Versuchsplans, die sich für die Applikation eines
EM verbessernd auswirkt, einen eher negativen Effekt für die Applikation eines anderen
EM hinterlassen. Daher muss die physikalische Struktur des Systems bei der Entwicklung
der Versuchsplanung in Betracht gezogen werden, wenn es sich um die Applikation von
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mehreren EM als ein Netzwerk handelt.

Um die Ziele zu erreichen, wird die Arbeit folgendermaßen organisiert:

• Kapitel 2: In diesem Kapitel werden zunächst die Grundlagen statistischer Modellie-
rung erläutert. Anschließend werden State-of-the-Art Regressionsmodelle vorgestellt.
Für die Auswahl der Regressionsmodelle werden ausführlich Anforderungen aus der
Zielsetzung abgeleitet. Basierend auf den detaillierten Anforderungen werden die
vorgestellten Regressionsmodellemiteinander verglichen und bewertet. Zum Schluss
wird das Gaußprozessmodell als das geeignetste Regressionsmodell für unseren An-
wendungsfall identifiziert.

• Kapitel 3: Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der statistischen Versuchsplanung. Zu-
nächst werden die Ansätze der statistischen Versuchsplanung klassifiziert, um eine
Übersicht zur Verfügung zu stellen. Dann werden die Funktionsweisen der klassi-
schen stufigen Versuchsplanung, der raumfüllenden Versuchsplanung, der optima-
len Versuchsplanung und der sequentiellen Versuchsplanung erklärt.

• Kapitel 4: Dieses Kapitel befasst sich mit der Entwicklung eines Algorithmus für
einen automatischenApplikationsprozessmitmöglichst geringemMessaufwandund
besteht aus vier Teilen. Im ersten Teil wird der Algorithmus für die Applikation eines
einzelnen Grey-Box-Modells vorgestellt. Dafür wird zunächst ein neuartiges Gauß-
prozessmodell entwickelt, das die eventuelle Nichtstationarität im zu applizieren-
den Zusammenhang automatisch erkennen und modellieren kann. Daraufhin wird
eine Hybride Abtaststrategie vorgeschlagen, die bei der adaptiven Versuchsplanung
die Abdeckung des Versuchsraums, das Modellverhalten und die Unsicherheit der
Abtastpunkte berücksichtigt. Darüber hinaus wird ein heuristisches automatisches
Stopp-Kriterium für den automatischen Abbruch des Vermessungsvorgangs entwi-
ckelt.

Der zweite Teil setzt sich mit der Erweiterung des Algorithmus aus dem ersten Teil
auseinander, um einNetzwerk vonGrey-Box-Modellen applizieren zu können. Dieser
Teil fokussiert auf die Darstellung der Besonderheit bei der Applikation eines Netz-
werks von Grey-Box-Modellen und die Herangehensweise, diese Besonderheit zu be-
handeln.

Der dritte Teil beschreibt denEinsatz des entwickeltenAlgorithmus an einemAnwen-
dungsbeispiel: aus einem bestehenden Datensatz wird die informativste Teilmenge
von Messpunkten für die Aufgabe der Applikation ausgewählt.

Der vierte Teil schildert den Einsatz des entwickelten Algorithmus an einem Anwen-
dungsbeispiel: Messpunkte werden aktiv und unabhängig erzeugt, um die haupt-
sächlichen KF/KL im Diesel-Luftsystem zu applizieren.
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• Kapitel 5: In diesem Kapitel werden durchgeführte Experimente mit dem neu entwi-
ckelten Algorithmus beschrieben und deren Ergebnisse diskutiert.

• Kapitel 6: Dieses Kapitel gibt eine kurze Zusammenfassung und eröffnet einen Aus-
blick auf weitere mögliche Entwicklungen.
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2 StatistischeModellbildung für stationäre Zusammenhän-
ge

Wie eingangs in Abschnitt 1.2 beschrieben wurde, ist die statistische Modellbildung ein
unerlässlicher Bestandteil in der Applikation von Motorsteuergeräten, sowohl in der Mo-
torapplikation als auch in der ECU-Funktionsapplikation. Außerdem wird die Versuchs-
planung für die Applikation teilweise auch von der verwendeten Modellierungsmethode
bestimmt. Deswegen ergibt es mehr Sinn, zunächst die relevanten und aktuellen Techni-
ken für die statistische Modellbildung ausführlich zu erläutern und ihre Anwendbarkeit
für das Thema dieser Arbeit zu bewerten.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt 2.1 wird als Erstes die grundlegende
Theorie und Funktionsweise der statistischen oder datenbasierten Modellbildung vorge-
stellt. Anschließend setzt sich der Abschnitt 2.2 mit derModellselektion in der statistischen
Modellbildung auseinander, die eine Voraussetzung sowohl für die Erhöhung der Modell-
genauigkeit als auch für die Automatisierung des Modelltrainings darstellt. In Abschnitt
2.3 werden die relevantenModellierungsmethoden für die statistischeModellbildung klas-
sifiziert und erläutert. Zudem ist die Diskussion über die Anwendbarkeit der vorgestell-
ten Modellierungsmethoden für die ECU-Funktionsapplikation ein Schwerpunkt dieses
Abschnitts. Schließlich beschäftigt sich Abschnitt 2.4 mit der Gegenüberstellung und Be-
wertung der in Abschnitt 2.3 genannten Modellierungsmethoden, um die geeignetste Me-
thode für die Anwendung in dieser Arbeit zu identifizieren.

2.1 Grundsätzliche Theorie und Funktionsweise

Im Allgemeinen findet die statistische Modellierung ihre Anwendung dabei, einen physi-
kalisch schwer oder unmöglich abbildbaren Zusammenhang zu approximieren. Wie Ab-
bildung 2.1 zeigt, versucht man dabei durch einen aus Experimenten erzeugten Daten-
satz D = {Xi,yi|i ∈ {1 . . . N}} den Zusammenhang zwischen X und y (in der ECU-
Funktionsapplikation werden die ApplikationsmesspunkteDApp verwendet, siehe Absch-
nitt 1.2.2) zu ermitteln, wobei der Vektor X = [x1, x2, . . . , xj] der Eingangsvektor und j die
Dimension des Eingangs ist. Außerdem ist y der Ausgangsvektor und N steht für die An-
zahl der Messpunkte in D.

Für dieses Regressionsproblem existieren in der Literatur zwei fundamental unterschied-
liche Lösungszugänge: der frequentistische Ansatz und der bayessche Ansatz. In der fre-
quentistischen Ansicht herrscht die Meinung, dass der Datensatz von einem wahren und
festen Prozess oder Zusammenhang generiert wird und die Lösung des Regressionspro-
blems darin besteht, die Wahrheit aufgrund der verrauschten Messdaten zu finden bzw.
zu schätzen. Im Gegensatz dazu glaubt man in der bayesschen Ansicht nicht an eine einzi-
ge richtigeWahrheit, sondern versucht aufgrund der a-priori-Information darüber und der
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Abbildung 2.1: Darstellung eines Regressionsproblems; die schwarzen Punkte stehen für
die Menge D der gesammelten Messpunkte; im Rahmen eines Regressionsproblems wird
versucht, mittelsD den Zusammenhang y = f (X) zwischen dem EingangX und demAus-
gang y zu ermitteln. Die Zielsetzung dabei ist normalerweise eine genaue Approximation
des Zusammenhangs y = f (X) durch ein statistisches Modell y = f̂ (X), das durch die
durchgezogene Kurve dargestellt wird.

beobachtetenMessdatenAussagenüber die a-posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilungdes
gesuchten Objekts, z. B. Parameters und stochastischen Prozesses, zu finden.

2.1.1 Frequentistischer Ansatz

Methode der kleinsten Quadrate

Wennman von einemwahren Zusammenhang y = f (X) ausgeht und versucht, einModell
zu bilden bzw. zu fitten, das zu den Messdaten D am besten passt, kann im frequentisti-
schen Paradigma das Regressionsproblem wie folgt formuliert werden:

y = f (X) + ε (2.1)

wobei dasMessrauschenmit ε bezeichnet wird. Eswird normalerweise angenommen, dass
das Messrauschen unabhängige normalverteilte Werte aufweist, was in Praxis nicht ganz
zutrifft, siehe [Bay+13], [KZL13] und [GWB97]. Tatsächlich kann die Varianz des Messrau-
schens in vielen Fällen vom Eingangsvektor des Messpunkts abhängen, manchmal kann es
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sogar sein, dass das Messrauschen statt einer Normalverteilung eine studentsche t-Verteil-
ung aufweist ([BR12]).

In der Literatur wird üblicherweise X als unabhängige Variable und y als abhängige Va-
riable bezeichnet ([Mur12]). In dieser Arbeit wird zur Vereinfachung X als Eingang und y
als Ausgang bezeichnet. Zu vermerken ist, dass es in dieser Abhandlung nur um zahlen-
mäßige Eingänge und Ausgänge geht. Darüber hinaus beschränkt sich die Dimension des
Ausgangs und Eingangs in den weiteren theoretischen Formulierungen und Herleitungen
der Arbeit auf 1, ohne die allgemeine Gültigkeit zu verlieren.

Im Rahmen der Regression besteht die Aufgabe darin, den Ausgang des modellierten Pro-
zesses mit möglichst hoher Genauigkeit zu prädizieren. Diese Anforderung lässt sich wie
folgt mathematisch formulieren:

• Die Zielsetzung der statistischen Modellbildung ist, einen Schätzer f̂ (x) von y zu er-
halten, der eine vorgegebene Verlustfunktion L( f̂ (x), y) für die Beschreibung desMo-
dellfehlers minimieren kann ([FHT01]).

Da derAusgang immer von einemMessrauschen überlagert wird, wird die Verlustfunktion
L( f̂ (x), y) in der Regel in der Form eines Erwartungswerts angegeben. Die am häufigsten
verwendete Verlustfunktion ist der Erwartungswert des Quadratfehlers, und unsere Pro-
blemformulierung ergibt sich zu ([FHT01])

f̂opt(x) = min
f̂ (x)

∫ ∫
( f̂ (x)− y)2p(x, y)dxdy (2.2)

wobei p(x, y) die multivariate Verteilung des Eingangsvektors x und des Ausgangs y ist.
Die Lösung dazu ist (siehe [FHT01] für die vollständige Herleitung)

f̂opt(x) = E(y|x) (2.3)

wobei E für denErwartungswert steht.NebenderVerlustfunktionmitQuadratfehler kommt
manchmal auch die Verlustfunktionmit absolutem Fehler L( f̂ (x), y) = | f̂ (x)− y| zumEin-
satz. Die Lösung zu dieser Problemformulierung lautet ([Bis06])

f̂opt(x) = median(y|x) (2.4)

Die Lösung in Formel (2.4) ist robuster gegen das Messrauschen, aber die Unstetigkeit der
Verlustfunktion hat den breiten Einsatz beschränkt ([Van+61]). In dieser Arbeit wird nur
die Verlustfunktion mit Quadratfehler betrachtet. Aus der vorherigen Diskussion kann der
Schluss gezogen werden, dass der theoretisch optimale Schätzer für das in Formel (2.1)
dargestellte Regressionsproblem der bedingte Erwartungswert des Ausgangs y ist, wenn
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die Verlustfunktion der Erwartungswert des Quadratfehlers ist und dasMessrauschen eine
unabhängige Normalverteilung verfolgt.

Während die Formel (2.3) den optimalen Schätzer für das Regressionsproblem darstellt,
kann das Problem in der Realität nach diesem Prinzip nicht gelöst werden, da die exakte
Berechnung des Erwartungswerts E(y|x) unendliche viele Messpunkte braucht. Bei einem
Datensatz D = {xi, yi|i ∈ {1 . . . N}} mit begrenzter Anzahl von Messpunkten bietet sich
die altbekannte KQ-Methode1 als eine Möglichkeit zur Lösung an:

f̂opt(x) = min
f̂ (x)

N

∑
i=1

( f̂ (xi)− yi)
2 (2.5)

Dieser Ansatz stellt eine Approximation für den Schätzer in Formel (2.3) dar. Es ist offen-
sichtlich, dass die Formel (2.5) unendlich viele Lösungen liefern kann, wenn keine zusätz-
lichen Nebenbedingungen eingeführt werden ([FHT01]), d. h. eine Modellannahme ist für
die Lösung des Regressionsproblems notwendig.

Maximum-Likelihood-Methode

Aus Sicht der Wahrscheinlichkeitstheorie kann das Regressionsproblem etwas anders aus-
gedrücktwerden.Dabeiwird angenommen, dass dieMesspunkte y als Stichprobe aus einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(y) gezogen werden und dass diese Wahrscheinlichkeits-
verteilung durch den Parametersatz Θ zu charakterisieren ist ([Mac03]). Somit kann die
statistische Modellbildung mit folgender Formel beschrieben werden ([Mac03]):

p(y) = p(y|x, Θ) (2.6)

Das Ziel der Modellierung in diesem Kontext ist, den wahren Parametersatz Θ∗ mit Hil-
fe des Datensatzes D zu finden. Bevor wir fortfahren, wird zunächst eine Metrik aus der
Informationstheorie eingeführt, die Kullback-Leibler-Divergenz (KL-Divergenz), die den
Unterschied zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und Q beschreibt gemäß
der Formel ([KL51]):

DKL(P||Q) =
∫ +∞

−∞
p(x) log

p(x)
q(x)

dx (2.7)

wobei p(x) und q(x) jeweils dieWahrscheinlichkeitsdichten derWahrscheinlichkeitsvertei-
lungen P und Q sind. Diese in Formel (2.7) definierteMetrik ist asymmetrisch und nichtne-
gativ ([CT12]). Außerdem gilt DKL(P||Q) = 0, wenn und nur wenn (if and only if ) dieWahr-
scheinlichkeitsverteilungen P und Q fast überall gleich sind ([Kul97]). Wennman versucht,

1Es gibt mehrere Varianten der KQ-Methode, z. B. die gewichteten kleinsten Quadrate, die totalen kleins-
ten Quadrate und die orthogonalen kleinsten Quadrate. Allerdings ist hier die klassische Methode der ge-
wöhnlichen kleinsten Quadrate (Ordinary Least Squares auf Englisch) gemeint.
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den Unterschied zwischen dem wahren Parametersatz Θ∗ und einem Schätzer Θ̂ für den
wahren Parametersatz Θ∗mithilfe der KL-Divergenz zu ermitteln, lässt sich sehr schnell er-
kennen ([And02]), dass die KL-Divergenz zwischen der wahrenWahrscheinlichkeitsdichte
p(y|x, Θ∗) und der geschätztenWahrscheinlichkeitsdichte p(y|x, Θ̂)minimiert wird, wenn
der wahre Parametersatz Θ∗ gleich dem geschätzten Parametersatz Θ̂ ist, und vice versa.
Und zwar gilt:

minimize
Θ̂

DKL(p(y|x, Θ̂)||p(y|x, Θ∗) ⇐⇒ Θ̂ = Θ∗ (2.8)

Wird die Definition in Formel (2.7) in Formel (2.8) eingesetzt, ergibt sie sich zu ([And02]):

minimize
Θ̂

E[log p(y|x, Θ∗)− log p(y|x, Θ̂)] ⇐⇒ Θ̂ = Θ∗ (2.9)

Da nach dem frequentistischen Ansatz der wahre Parametersatz Θ∗ fest ist und deswegen
als eine Konstante bei dem Optimierungsproblem in Formel (2.9) anzusehen ist, reduziert
sich die Formel (2.9) zu folgender Darstellung:

minimize
Θ̂

E[− log p(y|x, Θ̂)] ⇐⇒ Θ̂ = Θ∗ (2.10)

Genauso wie bei der Formel (2.3) ist die Formel (2.10) nicht unmittelbar einsetzbar, da für
die exakte Bestimmung des Erwartungswerts unendliche viele Messpunkte benötigt wer-
den. Bei einem DatensatzD = {xi, yi|i ∈ {1 . . . N}}mit begrenzter Anzahl vonMesspunk-
ten wird die Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode) als die approximierte Version
von Formel (2.10) mit folgender Formel verwendet:

Θ∗ = arg min
Θ̂

N

∑
i=1

[− log p(yi|xi, Θ̂)] (2.11)

Die vorausgegangenenHerleitungen von Formel (2.7) bis zu Formel (2.11) rechtfertigen den
Einsatz der ML-Methode zur Schätzung des wahren Parametersatzes Θ∗.

Diskussion

Es ist offensichtlich, dass sich die Ideen hinter der KQ-Methode und der ML-Methode sehr
stark voneinander unterscheiden, obwohl beide auf der frequentistischen Weltsicht basie-
ren. In [Hal99] wird allerdings gezeigt, dass die KQ-Methode äquivalent zur ML-Methode
ist, wenn ein normalverteiltes Messrauschen und ein linearer Zusammenhang beim Re-
gressionsproblem angenommen werden.

Ohne die Allgemeingültigkeit zu verlieren, wird bei der Erläuterung der KQ-Methode und
der ML-Methode nicht angegeben, ob es um linear oder nichtlinear parametrierte Model-
le geht. Während sich beim linear parametrierten Modell das Regressionsproblem in den
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Formeln (2.5) und (2.11) analytisch lösen lässt, muss das Regressionsproblem unter der An-
nahme eines nichtlinear parametriertenModellsmit einemnumerischenOptimierungsver-
fahren, z. B. dem Gauß-Newton-Verfahren, gelöst werden ([Nel13]).

2.1.2 Bayesscher Ansatz

Wenn wir uns die Problemformulierung aus der Formel (2.6) aus der bayesschen Sicht
anschauen, bietet sich der bayessche Ansatz als eine grundlegende andere Denkweise als
der frequentistische Ansatz an. Dabei wird der Parametersatz Θ nicht als feste und durch
Messpunkte zu bestimmende Größe, sondern als eine mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte
beschriebene Zufallsvariable betrachtet ([BA98]). Im bayesschen Paradigma wird als Ers-
tes eine a-priori-Verteilung p(Θ) definiert, die unseren Grad der Überzeugung (Belief ) von
den Parametern darstellt ([Hel08]). Die a-priori-Verteilung p(Θ) kann aus verschiedensten
Quellen kommen und ebenfalls zahlreiche Formen annehmen, siehe [Gel+14] für weitere
Diskussionen.Gegebendie gesammeltenMessdatenD, lässt sich die a-posteriori-Verteilung
p(Θ|D) der Parameter angesichts der a-priori-Verteilung p(Θ)mittels des Satzes von Bayes
berechnen ([BA98])

p(Θ|D) =
p(D|Θ)p(Θ)

p(D)
(2.12)

wobei p(D|Θ) für die Likelihood-Funktion bedingt durch den Parametersatz Θ steht und
p(D) (Evidence) dieWahrscheinlichkeitsverteilung ist, aus der dieMessdaten generiert wer-
den ([BA98]). Da die p(D) unverändert bleiben soll, und zwar unabhängig von der a-priori-
Verteilung und der Likelihood-Funktion, kann die a-posteriori-Verteilung p(Θ|D) mit fol-
gender Formel beschrieben werden ([Bis06]):

p(Θ|D) ∝ p(D|Θ)p(Θ) (2.13)

Die Zielsetzung eines bayesschen Schätzers ist dieMinimierung der Risikofunktion, die das
erwartete a-posteriori-Risiko R zusammen mit der Verlustfunktion L(Θ̂, Θ∗) modelliert.
Die Risikofunktion wird durch folgende Formel definiert ([Rüs14]):

R(Θ̂) =
∫

Θ
L(Θ̂, Θ∗)p(Θ∗|D)dΘ∗ (2.14)

In der Tat quantifiziert die Risikofunktion R(Θ̂) das erwartete Risiko des Schätzers Θ̂, wenn
die Daten in der Realität gemäß dem Parameter Θ∗ erzeugt werden ([Rüs14]). Je nachdem,
welche Verlustfunktion L(Θ̂, Θ∗) ausgewählt wird, können mit Minimierung der Risiko-
funktion in Formel (2.14) verschiedene bayessche Schätzer Θ̂ abgeleitet und in folgender
Tabelle dargestellt werden ([Koc13]):
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Verlustfunktion L(Θ̂, Θ∗) Bayesscher Schätzer Θ̂ Bedeutung

L(Θ̂, Θ∗) = (Θ̂−Θ∗)2 Θ̂ = E[p(Θ|D)] a-posteriori-Erwartungswert

L(Θ̂, Θ∗) = |Θ̂−Θ∗| Θ̂ = median[p(Θ|D)] a-posteriori-Median

L(Θ̂, Θ∗) =

 1 für Θ̂ = Θ∗

0 sonst
Θ̂ = max[p(Θ|D)] a-posteriori-Modus

Tabelle 2.1: Verschiedene Arten von bayesschen Schätzern abhängig von der Verlustfunk-
tion.

Der dritte Schätzer wird in der Regel als Maximum-a-posteriori-(MAP-)Schätzer bezeich-
net. Unter der Annahme, dass die a-priori-Verteilung und die Likelihood-Funktion nor-
malverteilt sind, sind die drei Schätzer in Tabelle 2.1 äquivalent ([Ber13]). Darüber hin-
aus ist der MAP-Schätzer mit demMaximum-Likelihood-Schätzer in Formel (2.11) äquiva-
lent, wenn eine nichtinformative a-priori-Verteilung verwendet wird, z. B. Konstante und
Gleichverteilung ([Hel08]).

2.1.3 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde die grundlegende Schätztheorie behandelt, sowohl in der fre-
quentistischen Sicht als auch im bayesschen Paradigma. Im frequentistischen Teil wurden
hauptsächlich die KQ-Methode und die ML-Methode vorgestellt. Die KQ-Methode wird
durch das Prinzip der Minimierung des erwarteten Modellfehlers hergeleitet. Die Idee der
ML-Methode kommt eher aus dem Bereich der Wahrscheinlichkeitstheorie und kann auf
die Minimierung der KL-Divergenz zwischen der geschätzten Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung und der wahrenWahrscheinlichkeitsverteilung zurückgeführt werden. Anschließend
wurde das Prinzip der bayesschen Schätztheorie erklärt und zuletzt der Zusammenhang
zwischen den beiden Denkweisen kurz diskutiert. Der Inhalt dieses Abschnitts kann mit
Abbildung 2.2 dargestellt werden.

2.2 Modellselektion

Wie bereits erwähnt wurde, wird die KQ-Methode bei Formel (2.5) unendlich viele Lösun-
gen liefern, wenn keine konkreteModellstruktur für den Schätzer f̂ (x) angenommenwird.
Beispielsweise kann der Schätzer eine Polynomstruktur annehmen oder kann er ein KNN
sein, und der Gaußprozess kann ebenfalls als ein Kandidat dienen. Die drei Beispiele sind
nur ein kleiner Teil aus einer sehr langen Liste. Ein Teil der Aufgabe derModellselektion ist,
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Lösungsansatz fürs 
Regressionsproblem
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Abbildung 2.2: Graphische Zusammenfassung der Inhalte des Abschnitts 2.1.

unter allen möglichen Modellstrukturen das geeignetste Modell für den Anwendungsfall
herauszufinden. Diese Frage wird in Abschnitt 2.3 im Detail behandelt und beantwortet.
Eine andere und auch sehr wichtige Aufgabe der Modellselektion ist die gewissenhafte
Auswahl der Modellkomplexität unter einer bestimmten Modellklasse, die durch die An-
zahl der Parameter charakterisiert wird, damit das Modell die Daten nicht über- oder un-
terinterpretiert, was als Overfitting und Underfitting bezeichnet wird ([C+08]).

2.2.1 Overfitting und Underfitting

Mit folgendem klassischem Beispiel, das zur Kategorie der linearen Regression gehört,
wird klargemacht, warum man großen Wert auf die Auswahl der Modellkomplexität legt.
Hierbei versucht ein Schätzermit Polynomstruktur den Zusammenhang zwischen Eingang
x und Ausgang y anhand des Datensatzes D = {xi, yi|i ∈ {1 . . . N}} zu modellieren:

f̂ (x, Θ) =
m

∑
j=0

θjxj (2.15)

wobei der Parametersatz Θ = [θ0, θ1, · · · , θm] die Menge der zu bestimmenden Parame-
ter ist und die Größe m als Modellkomplexität angesehen werden kann. In diesem Fall ist
m die höchste Potenzordnung des Polynoms. Nachdem die Modellkomplexität festgelegt
wurde2, kann der Parametersatz Θ mittels der gewöhnlichen KQ-Methode geschätzt wer-

2Die Auswahl der Modellkomplexität kann eine Schwierigkeit darstellen und verdient Aufmerksamkeit.
Dies wird in Abschnitt 2.2.2 behandelt. Zur Herleitung wird hierzu angenommen, dass die Modellkomplexi-
tät schon bestimmt wurde.
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den, woraus sich der geschätzte Parametersatz Θ̂ wie folgt ergibt ([FHT01])

Θ̂ = (XTX)−1XTy (2.16)

Dabei sind y = [y1, y2, · · · , yN]
T und X die N × (m + 1)-Designmatrix

X =


1 x1 x2

1 . . . xm
1

1 x2 x2
2 . . . xm

2
... ... ... . . . ...

1 xN x2
N . . . xm

N

 (2.17)

In Abbildung 2.3 zeigt sich, wie sich der resultierende Schätzer und der Quadratfehler zwi-
schen dem Schätzer und der wahren Kurve mit der Variation der Modellkomplexität m
verhalten.

In Abbildung 2.3 lässt sich sehr schnell das Problem vonOverfitting undUnderfitting erken-
nen, dessen theoretische Ursache mittels der Bias-Varianz-Zerlegung erklärt werden kann.
Wir gehen von der Problemformulierung in Formel (2.1) aus und haben vor, den Erwar-
tungswert des quadratischen Generalisierungsfehlers MSPE (Mean Square Prediction Error)
an einer noch nicht gemessenen Stelle x0 zu minimieren, was zur Herleitung in Formel
(2.18) führt ([Jam+13]):

MSPE(x0) = E[(y0 − f̂ (x0))
2]

= E[( f (x0) + ε− f̂ (x0))
2]

= E[( f (x0)− f̂ (x0))
2] + E[ε2] + 2E[ε( f (x0)− f̂ (x0))]

= E[( f (x0)− f̂ (x0))
2] + E[ε2]

= E[( f (x0)− E[ f̂ (x0)]− ( f̂ (x0)− E[ f̂ (x0)]))
2] + E[ε2]

= ( f (x0)− E[ f̂ (x0)])
2︸ ︷︷ ︸

Bias2

+ E[( f̂ (x0)− E[ f̂ (x0)])
2]︸ ︷︷ ︸

Varianz

+ E[ε2]︸ ︷︷ ︸
Messrauschen

(2.18)

In der letzter Zeile der Formel (2.18) ist zu sehen, dass MSPE(x0) aus drei Termen besteht.
Der dritte Term ist die Varianz des Messrauschens. Beim Versuch, MSPE(x0) zu minimie-
ren, kann er als Konstante behandelt werden. Der erste Term ist das Quadrat des Bias zwi-
schen dem wahren Funktionswert f (x0) und dem durch alle Datensätze gemittelten ge-
schätzten Funktionswert an der Stelle x0, E[ f̂ (x0)]. Unter diesem Term wird ein systemati-
scher Fehler verstanden, der auf eine ungeeignete Annahme über die Modellkomplexität
zurückzuführen ist ([For12]). Beim zweiten Term geht es um die Varianz des Schätzers,
welche die Sensitivität oder Robustheit des Schätzers gegen die Zufälligkeit der Messda-
ten beschreibt ([FHT01]). Wenn ein zu komplexes Modell vorausgesetzt wird, d. h. mehr
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Abbildung 2.3: Overfitting und Underfitting beim Regressionsproblem; es wird angezeigt, wie sich
die geschätzte Funktion f̂ (x, Θ) verhält, während sich der Komplexitätsparameter m des Modells
verändert. Die Punkte stehen für die gesammelten Messpunkte, während die durchgezogene Linie
für die geschätzte Funktion f̂ (x, Θ) steht. Die gestrichelte Linie ist die originale Funktion. Die Sub-
graphen 2.3a und 2.3b sind exzellente Beispiele, die das Problem vonUnderfitting veranschaulichen.
Bei den Subgraphen 2.3e und 2.3f liegt das Problem von Overfitting vor.
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Parameter als notwendig eingeführt werden, besteht die Gefahr, dass das Modell versucht,
etwas aus demMessrauschen herauszuinterpretieren. Dann wird der zweite Term (die Va-
rianz des Schätzers) zu groß, was zu Overfitting führt. Wenn im Gegensatz dazu ein zu
einfaches Modell ausgewählt wird, reichen die Parameter allein nicht mehr aus, um den
gesuchten Zusammenhang f̂ (x, Θ) abzubilden. Dann wird der Bias zu groß, was zu Un-
derfitting führt.

Hierbei zeichnet sich offenbar ein besonderesDilemma ab, das bei derModellselektion spe-
zielle Aufmerksamkeit verdient. Deswegen muss der Trade-off zwischen Bias und Varianz
berücksichtigt werden, um die optimale Modellkomplexität zu erhalten ([GBD92]).

2.2.2 Optimierung der Modellkomplexität

Während im letzten Abschnitt 2.2.1 die Notwendigkeit der Optimierung der Modellkom-
plexität begründet wurde, werden in diesem Abschnitt verschiedene Ansätze als mögliche
Lösungen dafür vorgestellt, z. B. Regularisierungstechnik, informationsbasierte Kriterien
und Cross-Validation.

Regularisierungstechnik

Ausgehend von den in den Abbildungen 2.3e und 2.3f dargestellten Beispielen ist ersicht-
lich, dass eine zu hoch ausgewählte Modellkomplexität zum Problem desOverfitting führt,
was zugleich eine zu große Varianz des Schätzers bedeutet. Um dies zu vermeiden, wird
die Regularisierungstechnik als Lösungsansatz eingeführt ([Bis06]), wobei das zu lösen-
de Optimierungsproblem in Formel (2.5) um eine Straffunktion λ ∑m

j=0 ||θj||q erweitert und
somit in folgendes umgewandelt wird ([Bis06]):

Θ̂ = min
Θ

[
N

∑
i=i

(
m

∑
j=0

θjxj − yi)
2 + λ

m

∑
j=1
||θj||q] (2.19)

Dabei kontrolliert der Parameter λ dieModellkomplexität, und zwar kontinuierlich. Je grö-
ßer λ ist, desto mehr Parameter bei Θ nähern sich 0 an. Deswegen nennt sich diese Me-
thode Schrinkage Estimator ([Cop83]). Auf der einen Seite handelt es sich bei der Regula-
risierung um eine Maßnahme, welche die gegebenenfalls unverhältnismäßig große Fle-
xibilität bei der Bestimmung der Modellstruktur bestraft. Auf der anderen Seite stammt
die Regularisierungstechnik aus der Notwendigkeit, den Schätzungsprozess auch bei einer
schlecht konditioniertenDesignmatrix durchzuführen ([Tik63]). EinemöglicheUrsache für
die schlechte Kondition ist, dass die Designmatrix kollineare Spalten enthält ([Gol93]). Ei-
ne andere Ursache kann die zu hoch ausgewählte Modellkomplexität m >> N sein. Als
Ergebnis kann das Hinzufügen der Straffunktion einerseits die schlechte Kondition der De-
signmatrix beheben, andererseits die Varianz des Schätzers verringern.
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Wenn eine L2-Norm als Straffunktion verwendet wird, d. h. q = 2 in Formel (2.19), wird das
Verfahren als Ridge Regression bezeichnet ([Ng04]). Wenn eine L1-Norm eingesetzt wird, ist
es lasso (least absolute shrinkage and selection operator) ([Tib96]). Außerdem muss der Term q
nicht unbedingt ein Integer sein, z. B. wird in [LLL13] gezeigt, dass q = 0.8 ein besseres
Ergebnis für den speziellen Anwendungsfall liefern kann. Während das Ridge-Regression-
Verfahren analytisch gelöst werden kann ([HK70]) als

Θ̂ = XT(XXT + λI)y (2.20)

was der L2-Norm zu verdanken ist, kann das Problem bei lasso nicht analytisch gelöst wer-
den ([WGZ06]). Ein weiterer großer Unterschied zwischen Ridge Regression und lasso ist,
dass alle Elemente des geschätzten Parametersatzes Θ̂ bei Ridge Regression immer größer
als 0 bleiben, auch wenn λ sehr groß ist. Im Vergleich dazu können beim lasso die Elemente
von Θ̂ Null sein, und der entsprechende Regressor wird in der Tat nicht mehr betrachtet,
was die Interpretierbarkeit des Ergebnisses erheblich erhöht. Deswegen wird lasso auch als
Feature Selector bezeichnet ([Tib96]).

Während die Varianz des Schätzers durch den Einsatz der Regularisierungstechnik ver-
nünftig kontrolliert wird, muss man mit einem vergrößerten Bias rechnen, was die Unver-
zerrtheit des Schätzers unausweichlich verletzt ([HK70]). Dadurch lässt sich auch das so-
genannte Bias-Varianz-Dilemma zeigen. Standardmäßig wird λ bei Ridge Regressionmittels
Cross-Validation und λ bei lasso mit least angle regression alogrithm in [Efr+04] ausgewählt.

Die oben vorgestellte SchrinkageMethod fällt unter die Kategorie der Regularisierung,wobei
ein zusätzlicher Term in den Schätzer hinzugefügt wird, um eine extreme Modellkomple-
xität zu bestrafen. Es gibt auch eine ähnliche Idee wie Ridge Regression beim Training von
KNN, das Weight Decay ([Bis06]), wobei die Anzahl von Neuronen die Modellkomplexität
beeinflusst. Der größte Nachteil der Schrinkage Method ist, dass der Komplexitätsparameter
λ im Vorfeld von außen bestimmt werden muss, normalerweise mittels Cross-Validation.

Der Ansatz der Regularisierung lässt sich ebenfalls in der bayesschen Sicht interpretieren.
Basierend auf der Problemformulierung in Formel (2.6), wenn bei der linearen Regression
dem Parameteransatz Θ eine gaußsche a-priori-Verteilung zugewiesen wird3,

Θ ∼ N (0, λ−1) (2.21)

ergibt sich die Lösung des MAP-Schätzers für den Parametersatz Θ wie folgt ([Mur12])

Θ̂ = XT(XXT + λI)y (2.22)
3Hierbei wird tatsächlich jedem Element im Parametersatz Θ eine gleiche gaußsche a-priori-Verteilung

zugewiesen.
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was genau der Lösung der Ridge Regression in Formel (2.20) entspricht. Zu bemerken ist
darüber hinaus, dass die bayessche Version der Regularisierung äquivalent zum Verfahren
bei lasso ist, wenn der Parametersatz eine Laplace-Verteilung als a-priori-Verteilung zuge-
wiesen bekommt ([Bis06]). Dadurch ist offenbar die Schlussfolgerung zu ziehen, dass im
Rahmen der bayesschen Methode die Regularisierung als eine Art Vorwissen über den zu
schätzenden Parametersatz angesehen werden kann.

Akaike Information Criterion (AIC)

Das AIC-Kriterium für die Modellselektion wurde von Hirotugu Akaike eingeführt und in
[Aka98] veröffentlicht. Im Prinzip besagt es, dass das Modell mit dem kleinsten AIC-Wert
ausgewählt werden soll, der durch folgende Formel definiert wird:

AIC = −2 ln(L(D|Θ̂)) + 2|Θ̂| (2.23)

Dabei ist L(D|Θ̂) die Likelihood des DatensatzesD und |Θ̂| die Anzahl der zu schätzenden
Parameter. Die Idee des AIC-Kriteriums stammt aus der Minimierung der KL-Divergenz
zwischen demwahren Modell f (x, Θ) und dem Kandidatenmodell g(x, Θ̂) (siehe [And02]
für die detaillierte Herleitung). Das AIC-Kriterium ist ein asymptotisch erwartungstreuer
Schätzer für die oben genannte KL-Divergenz. Für einen kleinen Datensatz gibt es unter
gewissen Bedingungen eine korrigierte Version des AIC-Kriteriums, das AICc-Kriterium
(siehe [HT89]).

Mallow’s Cp

Im Rahmen der linear parametriertenModelle kann das KriteriumMallow’s Cp mit folgen-
der Definition ([FKL07])

Cp =
RSS(p)

σ2 − N + 2P (2.24)

formuliert werden. Dieses Kriterium versucht, aus K möglichen Regressoren die P Regres-
soren zu identifizieren, welche die gewonnenen Messdaten am besten erklären können.
Dabei werden die P Regressoren mit dem kleinsten Cp-Wert ausgewählt. Der Term RSS(p)
ist die Residuenquadratsumme, die sich mit dem ausgewählten Modell ergibt. N und P
sind jeweils die Anzahl der Messpunkte und der Regressoren.

Bayesian Information Criterion (BIC)

Das bekannte BIC-Kriterium, auch Schwarz-Kriterium genannt ([Sch+78]), wählt das Mo-
dell aus, das den kleinsten BIC-Wert aufweist, der mit folgender Definition entsteht
([FHT01]):

BIC = −2 ln(L(D|Θ̂)) + |Θ̂| ln N (2.25)

Dabei ist L(D|Θ̂) die Likelihood des DatensatzesD und |Θ̂| die Anzahl der zu schätzenden
Parameter. Obwohl das BIC-Kriterium eine ähnliche Form wie das AIC-Kriterium besitzt,
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kommendie beiden aus verschiedenen theoretischenÜberlegungen.Das BIC-Kriterium für
Modellselektion lässt sich aus dem Prinzip der Marginal-Likelihood-Maximierung ablei-
ten, wobei das Integral in Formel (2.30) nach Approximation durch die Taylor-Entwicklung
bis zur 2. Ordnung berechnet und maximiert wird (siehe [FHT01] für eine detaillierte Her-
leitung):

minimize
Θ̂

−2 ln(L(D|Θ̂)) + |Θ̂| ln N︸ ︷︷ ︸
BIC

=⇒ maximize
Θ̂

∫
p(D|Θ, M)p(Θ|M)dΘ︸ ︷︷ ︸

Marginal Likelihood

(2.26)

Ähnlich wie beim Fall des AIC-Kriteriums ist das BIC-Kriterium auch nur ein asympto-
tischer Schätzer der Marginal Likelihood des Modells p(D|M), was den Einsatz des BIC-
Kriteriums beschränkt.

Bayessche Modellselektion

Unter dem bayesschen Paradigma basiert die Modellselektion auf folgender Überlegung:
Anhand des Datensatzes D = {xi, yi|i ∈ {1 . . . N}} versucht man zwei Kandidatenmodel-
le M1 und M2 zu vergleichen. Es wird angenommen, dass wir keine Präferenz unter den
zweiModellen haben, d. h. für die a-priori-Verteilung der Kandidatenmodelle gilt p(M1) =

p(M2). Mit dem Satz von Bayes in Formel (2.12) werden die a-posteriori-Verteilungen der
beiden Kandidatenmodelle berechnet ([Bis06]):

p(M1|D) =
p(D|M1)p(M1)

p(D)

p(M2|D) =
p(D|M2)p(M2)

p(D)

(2.27)

Wennman die a-posteriori-Verteilungen für die zwei Kandidatenmodelle vergleicht, ergibt
sich ([Bis06])

p(M1|D)

p(M2|D)
=

p(M1)

p(M2)

p(D|M1)

p(D|M2)
=

p(D|M1)

p(D|M2)
(2.28)

wobei der Term p(D|M1)
p(D|M2)

als Bayes Factor zwischen den Kandidatenmodellen M1 und M2 be-
zeichnet und eingesetzt wird, um einen Plausibilitätsvergleich zwischen M1 und M2 vorzu-
nehmen ([BS01]). Wenn ein Parametersatz Θ1 für das Modell M1 angenommen wird, kann
die a-posteriori-Verteilung von Θ1 wie folgt berechnet werden:

p(Θ1|D) =
p(D|Θ1, M1)p(Θ1|M1)

p(D|M1)
(2.29)
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Dabei ist der Term p(D|M1) die Likelihood-Funktion (Marginal Likelihood) in Formel (2.27)
und die Evidence in Formel (2.29). Er kannmit folgender Formel berechnet werden ([Bis06]):

p(D|M1) =
∫

p(D|Θ1, M1)p(Θ1|M1)dΘ1 (2.30)

Aus derHerleitung der Formeln (2.27) bis (2.30) ist ersichtlich, dass durch dieMaximierung
derMarginal Likelihood desModells die besteModellgüte zu erreichen ist. Der Hauptvorteil
davon ist, dass die Marginal-Likelihood-Maximierung automatisch die optimale Modell-
komplexität auswählen kann ([RW06]), da die Marginal Likelihood vom Modell M1 unab-
hängig vom Parametersatz Θ1 ist, was sich schon in Formel (2.30) gezeigt hat.

Wenn man den HyperparametersatzH, z. B. λ in Ridge Regression und α und β im Rahmen
des bayesschen linearenModells in [Bis06] berücksichtigt und ihm eine a-priori-Verteilung
zuweist, ergibt sich die Marginal Likelihood des Modells M mit voller bayesscher Behand-
lung zu folgender Formel ([RW06]):

p(D|M) =
∫ ∫

p(D|Θ)p(Θ|M,H)p(H|M)dΘdH (2.31)

Hierbei muss die Integration über sowohl den Parametersatz Θ als auch den Hyperpara-
metersatz H durchgeführt werden, was außer ein paar Ausnahmen, z. B. im Fall von kon-
jugierten a-priori-Verteilungen ([Bis06]), nicht analytisch machbar ist. Um dieses Problem
zu lösen, werden in der Regel zwei Ansätze berücksichtigt

Deterministische Approximation

In diesem Ansatz wird zunächst das Θ in Formel (2.31) marginalisiert, was zu einer Funk-
tion p(D|M,H) von H führt. Anschließend wird H geschätzt durch die Maximierung der
p(D|M,H). Somit wird das Integral in Formel (2.31) approximiert durch

p(D|M) ≈
∫

p(D|Θ)p(Θ|M, Ĥ)dΘ (2.32)

wobei Ĥ für denHyperparametersatz steht, der die Funktion p(D|M,H)maximiert. Dieses
Verfahren zur Modellselektion wird als Type II Maximum Likelihood (ML-II) oder Empirical
Bayes bezeichnet ([Bis06]).

Stochastische Approximation

Eine weitere Möglichkeit stellt das sogenannte Sampling-Verfahren dar, das versucht, di-
rekt Stichproben aus der a-posteriori-Verteilung des gewünschten Parameters zu ziehen
und damit die Eigenschaft der a-posteriori-Verteilung zu ermitteln. Zu den am häufigsten
gebrauchtenVerfahren gehört dasMarkov-Chain-Monte-Carlo-Verfahren (MCMC), das auf
einer Markov-Kette basiert (siehe [Bis06], [And+03] und [Bro+11] für eine umfangreiche
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Einführung in diese Thematik). Wegen des hohen Anspruchs des MCMC-Verfahrens an
die Rechenleistung wird das Sampling-Verfahren in dieser Arbeit nicht berücksichtigt.

Cross-Validation

Eine weitere Möglichkeit, die optimale Modellkomplexität zu finden, bietet die Methode
der Cross-Validation, die versucht, den erwarteten Generalisierungsfehler des Modells in
Formel (2.18) direkt zu bewerten bzw. zu schätzen, ohne den Einfluss der Modellannahme
zu berücksichtigen. Anders als AIC und BIC, deren Einsetzbarkeit und Leistung vornehm-
lich von der ausgewählten Modellannahme limitiert werden, zeichnet sich die Methode
Cross-Validation durch ihre generelle Anwendbarkeit und ihre Robustheit aus ([FHT01]).
Die Idee und Notwendigkeit der Methode der Cross-Validation ist auf die Tatsache zurück-
zuführen, dass im Regelfall keine ausreichenden Messdaten für eine aussagekräftige Infe-
renz zur Verfügung stehen, was in unseremAnwendungsfall insbesondere zutrifft. Infolge-
dessen wird auf separat ausgewählte Messdaten als ein unabhängiger Validierungsdaten-
satz verzichtet. Stattdessenwerden sämtlicheMessdatenmehrfach nach verschiedenen Par-
titionsschemas in Trainingsdatensatz und Validierungsdatensatz aufgeteilt; in jeder Runde
der Cross-Validationwird dasModell erneut4 mittels des dazugehörigen Trainingsdatensat-
zes gefittet. Anschließend wird die Modellgenauigkeit durch den Generalisierungsfehler
auf den Validierungsdatensatz bewertet und über mehrere Runde gemittelt. Bei gegebenen
Messdaten D = {xi, yi|i ∈ {1 . . . N}} lässt sich die grundlegende Formel zur Berechnung
des Generalisierungsfehlers wie folgt ausdrücken ([FHT01]):

CV =
1
K

K

∑
i=1

R(yi, f̂i) (2.33)

Dabei sind K für die Anzahl der Runden, yi und f̂i jeweils die Messdaten im Validierungs-
datensatz und die geschätzten Modellwerte durch das neue Modell, das mittels der Mess-
daten ohne den aktuellen Validierungsdatensatz gefittet wird. Außerdem steht R für die
verwendete Fehlermetrik in der Berechnung, die verschiedene Formen annehmen kann, z.
B. Quadratfehler, absoluter Fehler und relativer Fehler ([A+10]).

K-Fold-Cross-Validation

Das wichtigste und am häufigsten gebrauchte Partitionsschema ist die K-Fold-Cross-Valida-
tion. Hierbeiwirdder gesamteDatensatz auf eine zufälligeArt undWeise inK Teilemit glei-
cher Größe partitioniert. In jeder Runde dient ein Teil als Validierungsdatensatz, und der
Rest der Messdaten wird als Trainingsdatensatz verwendet, um das neue Modell zu trai-
nieren, wie f̂i in Formel (2.33). Mit dem neu gefitteten Modell werden die Beobachtungen
an denselben Stellen wie imValidierungsdatensatz prädiziert undmit den entsprechenden
Gegenstücken im Validierungsdatensatz verglichen. Nach K Runden wird die eingesetzte

4Beimanchen Varianten derCross-Validation, in denen die Anzahl der Runden zu groß ist, wird dasModell
nicht für jede Runde neu gefittet, um Rechenaufwand zu sparen.
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Fehlermetrik gemittelt. Das Partitionsschema wird in Abbildung 2.4 gezeigt. Der Rechen-
aufwand des Verfahrens entsteht hauptsächlich durch das Modelltraining in jeder Runde
und kann schnell zu groß sein, wenn die Anzahl K der Runden zunimmt. Im Normalfall
wird K auf 5 oder 10 gesetzt ([FHT01]).

Modelltraining

1

Modelltraining

2

Modelltraining

3

Validierung

4

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung eines Partitionsplans bei 4-Fold-Cross-Validation;
es werden beispielsweise vier Unterteile mit gleicher Größe aus der gesammelten Messda-
ten partitioniert; in jeder Runde werden drei der vier Unterteile als Trainingsdatensatz für
das Modelltraining eingesetzt.

Leave-One-Out-Cross-Validation

In je mehr Teile die Messdaten partitioniert werden, eine desto bessere Aussage über die
Modellgenauigkeit kann das Verfahren der Cross-Validation treffen. Wenn die Anzahl der
Teile der Anzahl der Messpunkte gleicht, d.h. K = N, wird das Verfahren als Leave-One-
Out-Cross-Validation bezeichnet, da in jeder Runde nur ein Messpunkt als Validierungsda-
tensatz aus den Messdaten herausgenommen wird. Da im Problem mit großem Datensatz
das erneute Modelltraining für jede Runde für einen großen Rechenaufwand sorgt, wird
manchmal das Modelltraining nur einmal mit allen Messpunkten durchgeführt und in al-
len Runden eingesetzt.

2.2.3 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde zunächst in das Problem von Overfitting eingeführt und an-
schließend die Ursache des Problems basierend auf der Bias-Varianz-Zerlegung des er-
warteten Generalisierungsfehlers analysiert. Daraufhin wurden die Regularisierungstech-
niken, die für die Vermeidung des Overfitting eingesetzt werden, vorgestellt. Als Beispiele
ließen sich Verfahren wie Ridge Regression, lasso und Weight Decay anführen. Danach wur-
den weitere Methoden wie das Mallow’s Cp-Kriterium, das AIC-Kriterium und das BIC-
Kriterium beschrieben, die sich ebenfalls zielführend für die Auswahl der Modellkomple-
xität erwiesen. Außerdem wurden die theoretischen Überlegungen hinter den Verfahren
für die bayessche Modellselektion erläutert, woraus sich die wichtige Methode ML-II her-
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auskristallisierte. Zum Schluss wurde das Verfahren der Cross-Validation vorgestellt, das
eine sehr breite Anwendung im Themengebiet Modellselektion findet.

2.3 Regressionsmodelle

In diesem Abschnitt werden verschiedene Regressionsmodelle als Kandidaten für unseren
Anwendungsfall vorgestellt, klassifiziert und bewertet.

2.3.1 Klassifikation der Regressionsmodelle

Für die Aufgabe der Regression existieren zahlreiche Modellstrukturen und -varianten,
die für die verschiedensten Anwendungsfälle und Zielsetzungen entwickelt wurden; in
[Mur12] wird eine gut organisierte, aber auf keinen Fall vollständige Übersicht über Re-
gressionsmodelle gegeben. In diesemAbschnitt wird versucht, eine kompakte und für die-
se Arbeit zweckdienliche Klassifikation der Regressionsmodelle zu erstellen. Als höchste
Ebene für die Klassifikation werden die Regressionsmodelle in zwei Kategorien unterteilt:
parametrische Modelle und nichtparametrische Modelle5.

Parametrische Modelle

Ein Regressionsmodell wird als parametrisch bezeichnet, wenn vor der Datensammlung
die Struktur des Modells schon durch eine endliche Menge Θ von Parametern festgelegt
wird ([Rid07]). Im Anschluss wird versucht, mithilfe dieser festen Modellstruktur die ge-
sammeltenDaten zu erklären und zu interpretieren([Fre09]). Das Ergebnis dieses Vorgangs
ist der geschätzte Parametersatz Θ̂. Wenn das geschätzte Modell zur Prädiktion an einer
unbekannten Stelle x verwendet wird, wird lediglich Θ̂ zum Einsatz gebracht. D.h. die In-
formation, die in den Messdaten enthalten ist, wird durch den Schätzungsvorgang auf Θ̂
übertragen und spielt bei der Prädiktion nur noch mittelbar eine Rolle. Während sich die
Modelle dieser Art durch einfache Struktur und Implementierung auszeichnen, verlieren
sie ihre Flexibilität bei der Interpretation von Messdaten wegen der festgesetzten Struktur.
Auch im Extremfall, wenn unendlich viele Messpunkte vorhanden sind, kann ein para-
metrisches Modell den gesuchten Zusammenhang nicht hundertprozentig wiedergeben,
da der Bias-Term in Formel (2.18) unter einer festen Modellstruktur nicht verschwinden
wird6. Typische Beispiele sind die Basisfunktion-Regression und das Logit-Modell.

Die parametrischenModelle kannman noch weiter aufschlüsseln, und zwar in linear para-
metrierte Modelle und nichtlinear parametrierte Modelle. Der Hauptunterschied ist, dass
bei linear parametrierten Modellen der Modellausgang durch eine lineare Abhängigkeit
von dem Parametersatz Θ dargestellt werden kann wie in einem ganz gewöhnlichen linea-
ren Regressionsmodell. Bei nichtlinear parametrierten Modellen ist der Zusammenhang

5Die Klasse der semiparametrischen Modelle wird in dieser Arbeit nicht berücksichtigt.
6Das gilt nur, wenn die gesuchte Modellstruktur der angenommenen Modellstruktur nicht entspricht.
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zwischen den Parametern und demModellausgang nichtlinear, z. B. ist beim Logit-Modell
der Modellausgang eine Exponentialfunktion der Parameter.

Nichtparametrische Modelle

Hierbei wird angenommen, dass die Information in den Messdaten durch eine endliche
Menge von Parametern nicht vollständig dargestellt werden kann. In diesem Fall werden
die Messdaten auch in der Modellstruktur untergebracht und integriert. Je mehr Mess-
punkte für das Modelltraining zur Verfügung stehen, desto besser und tiefer kann theore-
tisch das resultierende Modell den zu approximierenden Zusammenhang verstehen. Au-
ßerdem werden bei der Prädiktion durch ein nichtparametrisches Modell sowohl der Hy-
perparametersatz, der durchModelltraining gelernt wird, als auch die Messdaten verwen-
det. Ein typisches nichtparametrisches Regressionsmodell stellt das Gaußprozessmodell
dar, das in Abschnitt 2.3.6 vorgestellt wird. Weitere Beispiele für nichtparametrische Mo-
delle sind Local Polynomial Regression ([Ave13]) und K-Nearest Neighbor Regression ([Alt92]).

2.3.2 Fixed Basis Function Regression

Bei der Fixed Basis Function Regression wird angenommen, dass das Modell mit folgender
Formel beschrieben werden kann:

f̂ (x, Θ) =
m

∑
j=0

θjφj(x) (2.34)

Die Basisfunktion φ(x) des Eingangs kann verschiedene Formen annehmen, z. B. Polynom
φj(x) = xj, gaußsche Basisfunktion φj(x) = exp(

−(x−xj)
2

2σ2 ) etc. Aus der Formel (2.34) ist
offensichtlich, dass der Ausgang linear abhängig vom Parametersatz Θ = [θ0, θ1, · · · , θm]T

ist. Deswegen gehört die Basisfunktion-Regression zu den linear parametrierten Modellen
([Chr11]). Wenn die Modellkomplexität festgelegt ist, kann der Parametersatz Θ durch die
KQ-Methode oder die ML-Methode geschätzt werden zu

Θ̂ = (XTX)−1XTy (2.35)

was bereits in Abschnitt 2.2.1 dargestellt ist. Die Bestimmung des Komplexitätsparameters,
z. B. m bei Polynomen und σ bei der gaußschen Basisfunktion, muss vorher vorgenom-
men werden, sonst entsteht die Gefahr von Overfitting, wie schon in Abschnitt 2.2.1 erklärt
wurde. Um dasOverfitting unter Kontrolle zu halten, kann die Auswahl des Komplexitäts-
parameters mittels einer Regularisierungstechnik, beispielsweise der Schrinkage Methode,
des informationsbasierten Kriteriums erfolgen, z. B. BIC, AIC oder Cross-Validation, siehe
Details in Abschnitt 2.2.2.
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2.3.3 Feedforward Neural Network

Das FeedforwardNeural Network gehört zu denKNN.Die Idee eines KNN ist auf denVersuch
zurückzuführen, die Arbeitsweise des Gehirns mathematisch zu beschreiben ([Gur97]).
Von der Struktur her besteht ein Feedforward Neural Network aus Eingabeschicht, verborge-
ner Schicht undAusgabeschicht, sieheAbbildung 2.5. DerName FeedforwardNeural Network
stammt daher, dass die Information in dieser Art von neuronalem Netzwerk immer von
der Eingabe bis zur Ausgabe vorwärts durchläuft, wobei kein Zyklus gebildet wird; sonst
wird es zum Reccurent Neural Network, das üblicherweise bei der Modellierung von dyna-
mischen Prozessen verwendet wird ([Def11]). Da es aus mehreren Schichten besteht, nennt
sich das Feedforward Neural Network auch MLP-Netzwerk. Zu beachten ist, dass ein MLP-
Netzwerk mehrere verborgene Schichten haben kann; allerdings wird schon in [Hor93]
gezeigt, dass ein MLP-Netzwerk mit einer verborgenen Schicht als allgemeingültiger Ap-
proximator (Universal Approximator) angesehen werden kann. In dieser Arbeit werden nur
MLP-Netzwerke mit einer verborgenen Schicht berücksichtigt.

Eingabeschichte Verbogene Schichten Ausgabeschichte

Perceptron/Neuron

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der Struktur eines KNN;während die schwarzen
Punkte auf der linken Seite für die Eingänge stehen, sind die schwarzen Punkte auf der
rechten Seite die Ausgänge; die weißen Punkte sind die sogenannten Neuronen des KNN;
das in der Abbildung gezeigte Netzwerk besitzt zwei verborgene Schichten.

Im Vergleich zur Fixed Basis Function Regression kann unter einem MLP-Netzwerk eine li-
neare Kombination von Basisfunktionenmit adaptiven Parametern verstandenwerden, die
mittelsMessdaten gelerntwerdenmüssen ([Bis06]).Mathematisch kann einMLP-Netzwerk
mit P Eingängen, M Neuronen (Perceptrons) in der verborgenen Schicht und K Ausgängen
durch folgendes Gleichungssystem beschrieben werden ([FHT01]):
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um = σ(α0m + αT
mx), m = 1, · · · , M (2.36)

tk = β0k + βT
k u, k = 1, · · · , K (2.37)

f̂k(x) = gk(t), k = 1, · · · , K (2.38)

Dabei sind x = [x1, x2, x3, . . . , xP], u = [u1, u2, u3, . . . , uM] und t = [t1, t2, t3, . . . , tK]. Dar-
über hinaus ist die Funktion σ(µ) die sogenannte Aktivierungsfunktion des Neurons. Nor-
malerweise wird eine s-förmige Funktion ausgewählt, z. B. σ(µ) = 1

1+e−µ ([Hyö01]).

1
x

2
x

P
x

1

2

P

m
u

.

.

.

.

m0

Abbildung 2.6: Schematische Darstellung des Signalflusses eines Neurons auf der Ein-
gangsseite; der Vektor α wird eingesetzt, um die Eingänge zu gewichten, wobei α0m die
Bias-Komponente ist. Die Funktion σ ist die nichtlineare Aktivierungsfunktion.
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Abbildung 2.7: Schematische Darstellung des Signalflusses eines Neurons auf der Aus-
gangsseite; der Vektor β ist wiederum ein Vektor für die Gewichtung, außerdem wird die
Bias-Komponente durch β0k beschrieben. Am Ausgang wird normalerweise eine lineare
Aktivierungsfunktion g verwendet.

Modelltraining

Zum Training eines MLP-Netzwerks wird der komplette Parametersatz Θ, der aus folgen-
den Gewichten und Bias besteht:
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{α0m, αm; m = 1, 2, · · · , M} (2.39)

{β0k, βk; k = 1, 2, · · · , K} (2.40)

anhand einesDatensatzes durchMinimierung folgender Fehlerfunktion geschätzt, was kei-
ne leichte Aufgabe ist ([FHT01]):

R(Θ) =
K

∑
k=1

N

∑
i=1

( f̂k(xi)− yik)
2 (2.41)

Erstens ist die zuminimierende Fehlerfunktion in Formel (2.41) nicht konvex, was das Trai-
ning ziemlich anfällig zu schlecht gewähltenAnfangswerten der Parametermacht ([Bis06]).
Standardmäßig wird die Fehlerfunktion in Formel (2.41) mit dem Levenberg-Marquardt
Algorithmus minimiert, der robust auch bei schlecht gewählten Anfangswerten der Ge-
wichte konvergieren kann ([DS96]). Dabei wird die Ableitung ∂R(Θ)

∂Θ der Fehlerfunktion
nach dem Parametersatz mittels der bekannten Methode Error-Back-Propagation aus
[RHW88] berechnet. Zweitens muss angesichts der hohen Anzahl der zu schätzenden Pa-
rameter in den Formeln (2.36) und (2.37) die Fehlerfunktion regularisiert werden.Mögliche
Optionen sind Weight Decay ([Moo+95]), die ähnlich wie die Ridge Regression in Abschnitt
2.2.2 ist, und Early Stopping ([Gil01]), die speziell für das Training von MLP-Netzwerken
entwickelt wurde.

Bayesian Neural Network

Während die frequentistische Technik für Regularisierung, z. B. Weight Decay, noch Cross-
Validation braucht, um die Modellkomplexität zu bestimmen, bietet die in Abschnitt 2.2.2
erwähnte bayesscheModellselektion (ML-II) eine komplett automatische Lösung zur Opti-
mierung der Modellkomplexität. Dabei wird ein normalverteiltes Messrauschen mit
p(y|x) = N (y| f̂ (x, Θ), β−1) angenommen und dem Parametersatz Θ eine gaußsche
a-priori-Verteilung p(Θ|α) = N (Θ|0, α−1) zugewiesen. Anschließend kann die
a-posteriori-Verteilung des Parametersatzes Θ mittels des Satzes von Bayes berechnet wer-
den ([Bis06]):

p(Θ|D, α, β) ∝ p(D|Θ, β)p(Θ|α) (2.42)

Wegen der Nichtlinearität in der Likelihood-Funktion p(D|Θ, β) ist die a-posteriori-Vertei-
lung p(Θ|D, α, β) keine Normalverteilungmehr und beinhaltet in der Regel mehrereModi.
Um den Parametersatz Θ und die zwei Hyperparameter α und β zu schätzen, wird ein
iterativer Prozess aus zwei Schritten angesetzt ([Bis06]):
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1. Wenn angenommen wird, dass die Hyperparameter α und β Konstanten sind, kann
mittels der Laplace-Approximation die a-posteriori-Verteilung p(Θ|D, α, β) durch ei-
ne Normalverteilung approximiert werden, und der Modus ΘMAP der approximier-
ten a-posteriori-Verteilung kann damit problemlos berechnet werden.

2. InRahmender bayesscheModellselektion (ML-II)wirddieMarginal-Likelihood-Fun-
ktion mit folgender Formel definiert:

p(D|α, β) =
∫

p(D|Θ, β)p(Θ|α)dΘ (2.43)

UmdieHyperparameter αund β zu optimieren,wirddieMarginal-Likelihood p(D|α, β)

zunächst bei ΘMAP mit Laplace-Approximation approximiert und dann maximiert.

Wenn der Prozess konvergiert, bekommt man den Parametersatz Θ und die Hyperpara-
meter α und β geschätzt. Damit kann eine Prädiktion an unbekannten Stellen durchgeführt
werden.

2.3.4 Radial Basis Function Network

Wenn eine radiale Basisfunktion alsAktivierungsfunktion ausgewähltwird,wirddasMLP-
Netzwerk zu einem RBF-Netzwerk, dessen übliche Struktur durch Abbildung 2.8 aufge-
zeigt wird. Eine radiale Basisfunktion φ(x) von einem Eingang x ist abhängig vom radialen
Abstand zwischen demEingang und einemZentrumspunkt cund lässt sich durch folgende
Formel definieren ([Buh00]):

φ(x) = h(||x− c||) (2.44)

Der Abstand ||x− c|| kann entweder zur Mahalonobis-Norm verallgemeinert werden oder
schlechthin der euklidischeAbstand sein.Während Ersteres eine größere Flexibilität an der
Modellstruktur erlaubt, braucht Letzteres einen geringeren Rechenaufwand für das Mo-
delltraining ([Har14]). Eine gebräuchliche Wahl der Basisfunktion stellt die Gaußfunktion
mit folgender Definition dar:

φ(x) = exp (−0.5(
||x− c||2

σ2 )) (2.45)

Der Modellausgang lässt sich schnell als die Summe der gewichteten Ausgänge jeder ra-
dialen Basisfunktion berechnen zu

f (x) =
M

∑
i=1

wiφi(x) (2.46)
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Abbildung 2.8: Schematische Darstellung der Struktur eines RBF-Netzwerks, das einen
P-dimensionalen Eingangsraum und M Zentrumspunkte besitzt; der Ausgang des RBF-
Netzwerks ist die gewichtete Summe der Ausgänge der radialen Basisfunktion φi(x).

wobei M die Anzahl der Zentrumspunkte ist und der Parametersatzw = [w1, w2, . . . , wM]

für die Menge der Gewichtungsfaktoren steht.

Modelltraining

Der Modellstruktur in Abbildung 2.8 ist zu entnehmen, dass w und der Parametersatz
in der Gaußfunktion jeweils eine lineare und eine nichtlineare Auswirkung auf den Mo-
dellausgang besitzen. Für das Training des RBF-Netzwerks gibt es normalerweise zwei
Phasen. In der ersten Phase werden die Lage und die Standardabweichung der Gauß-
funktion entweder durch eine zufällige Verteilung oder mittels k-means clustering bestimmt
([SKP01]). Eine weitere Möglichkeit für die Identifikation der nichtlinearen Parameter bie-
tet der Orthogonal-Least-Squares-Algorithmus an, siehe [CCG91] für Details. In der zweiten
Phase wird die KQ-Methode eingesetzt, um die Gewichtungsfaktoren inw zu schätzen.

2.3.5 Lokale Modellnetze

Während der Ansatz der Polynom-Regression an dem Nachteil leidet, dass der Regressor
einen globalen Einfluss im gesamten Eingangsraum besitzt, was zu Oszillation und weite-
ren unerwünschten Phänomenen führen kann ([Bis06]), zeichnet er sich durch eine einfa-
che Struktur und geringen Trainingsaufwand aus. Um den negativen Effekt der Polynom-
Regression (Globalität des Regressors) zu neutralisieren, greift man auf die Idee zurück,
den Eingangsraum in mehrere Subräume zu unterteilen und in jedemUnterraum ein loka-
les Polynommodell zu identifizieren. Die übliche Struktur zeigt Abbildung 2.9.
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Abbildung 2.9: Schematische Darstellung der Struktur eines lokalen Modellnetzes; die
schwarzen Punkte auf der linken Seite stehen für den Eingangsvektor u = [u1, u2, . . . , uP];
in der Mitte des Bildes sind drei lokale Modelle (LM) schematisch dargestellt, wobei der
Term Φi für den Beitrag und die Gültigkeit des entsprechenden lokalen Modells LMi für
den gesamten Ausgang y steht.

Wenn ein lineares Polynommodell im Subraum verwendet wird, kann der Modellausgang
y von einem P-dimensionalen Eingangsvektor u = [u1, u2, . . . , uP] als ([Nel97])

y =
M

∑
i=1

yi(u)Φi(u) (2.47)

mit dem i-ten linearen lokalen Polynommodell yi(u) gemäß

yi(u) = wi,0 + wi,1u1 + wi,2u2 + · · ·+ wi,PuP (2.48)

Der Term Φi(u) in Formel (2.47) ist die Gültigkeitsfunktion, welche die aktive Region des
entsprechenden lokalen Modells im Eingangsraum bestimmt ([Ise14]), und kann wie folgt
definiert werden ([MJ97]):

Φi(u) =
µi(u)

∑M
j=1 µj(u)

(2.49)

Die Gültigkeitsfunktion besitzt die Eigenschaft, dass sich die Funktionswerte für einen Ein-
gangsvektor auf eins summieren, d.h. es gilt (([MJ97]))
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M

∑
i=1

Φi(u) = 1 (2.50)

Der Term µi(u) in Formel (2.49) ist die Zugehörigkeitsfunktion und wird durch die Nor-
mierung in dieGültigkeitsfunktion umgewandelt ([Har14]). ImRegelfall kanndie Sigmoid-
Funktion oder normierte Gaußfunktion als Zugehörigkeitsfunktion wie folgt zum Einsatz
kommen:

µi(u) =
p

∏
j=1

exp

[
−0.5

(
(uj − ci,j)

2

σ2
i,j

)]
(2.51)

Dabei sind ci,j und σi,j jeweils der Zentrumspunkt und die Standardabweichung der Gauß-
funktion.

Modelltraining

ZumTrainieren des lokalenModellnetzes sind das Partitionsschema, der Parametersatzw7

im lokalen Modell in Formel (2.48), die Lage ci,j und die Standardabweichung σi,j der Zu-
gehörigkeitsfunktion in Formel (2.51) zu bestimmen. Während der Modellausgang linear
abhängig von w ist, wirken sich die Lage und die Standardabweichung der Zugehörig-
keitsfunktion nichtlinear auf den Modellausgang aus. Deshalb reicht auf der einen Seite
die gewöhnliche KQ-Methode für die Schätzung von w aus. Auf der anderen Seite muss
ein nichtlineares Optimierungsverfahren eingesetzt werden, um die Parameter der Zuge-
hörigkeitsfunktion zu identifizieren ([Ise14]).

LOLIMOT

In [Nel97]wird das Verfahren LOLIMOT entwickelt, das die nichtlinearen Parameter durch
eine Kombination von heuristischen Partitionsverfahren mit linearem Optimierungsver-
fahren bestimmt ([AF07]). LOLIMOT fängt mit einem linearen Polynommodell auf dem
gesamten Eingangsraum an. In jeder Iteration wird ein Subraum achsenorthogonal in zwei
Subräume partitioniert, und der Subraum, der zu einem geringeren Maß an Verbesserung
der Modellgüte führt, wird in der nächsten Iteration geschnitten. Das Verfahren lässt sich
mit Abbildung 2.10 darstellen, für mehr Details siehe [Ise14].

HHT und LOPOMOT

Eine andere Variante des lokalen Modellnetzes stellt der Hinging Hyperplane Tree (HHT)
dar. Dabei wird ein achsenschräges Partitionsschema zugelassen ([Ern98]). Wenn nicht nur
lineare lokale Modelle verwendet werden, wird darüber hinaus LOLIMOT zum Local Po-
lynomial Model Tree (LOPOMOT) erweitert ([SSI09]). Der LOPOMOT-Algorithmus hat die
Baumstruktur von LOLIMOT für die Teilung des Eingangsraums in Abbildung 2.10 ge-
erbt. Dennoch wird der Grad des lokalen Polynommodells im Subraum von Mallow’s Cp-
Kriterium bestimmt, was die Flexibilität der Modellstruktur erhöhen kann.

7Unter w ist eine M× (P + 1)-Matrix zu verstehen.
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Abbildung 2.10: Schematische Darstellung des Partitionsverfahrens bei LOLIMOT; es wer-
den insgesamt vier Iterationen des Verfahrens angezeigt. In jeder Iteration wird der aus-
gewählte Subraum in zwei kleinere Subräume partitioniert. Zu bemerken ist, dass im
LOLIMOT-Verfahren ausschließlich eine achsenorthogonale Partitionierung des Eingangs-
raums zugelassen wird.

2.3.6 Gaussian Process Regression (GPR)

In den letzten Jahren hat sich ein großes Interesse an der GPR entwickelt, vor allem imUm-
feld vonMachine Learning ([Cal+14]), ([DBC11]), ([Ban+08]) und ([NSP09]). In derGPRwird
ein bayesscher Ansatz entwickelt, der den Zusammenhang zwischen x und y anhand eines
DatensatzesD = {xi, yi|i ∈ {1 . . . N}} ermittelt. Anders als bei den bisher vorgestellten Re-
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gressionsmodellen wird bei der GPR die a-priori-Verteilung statt auf explizite Parameter
Θ auf die Schätzfunktion f̂ (x) selbst gesetzt ([RW06]). Wie schon der Namen verrät, wird
auf die geschätzten Funktionswerte f̂ (x) = [ f̂ (x1), f̂ (x2), · · · , f̂ (xM)] ein Gaussian Process
(GP) als a-priori-Verteilung gesetzt. Ein GP ist nach Definition in [RW06] ein stochastischer
Prozess, bei dem jede endliche Teilmenge der Zufallsvariablen mehrdimensional normal-
verteilt ist. Mit einem GP als a-priori-Verteilung lässt sich die Schätzfunktion wie folgt be-
schreiben ([RW06]):

f̂ (x) ∼ GP(m(x), k(x, x′)) (2.52)

Dabei ist der Term m(x) die Mittelwertfunktion und k(x, x′) die Kovarianzfunktion. Nor-
malerweise wird eine Null-Mittelwertfunktion m(x) = 0 ausgewählt, da die Kovarianz-
funktion im GP allein schon flexibel genug ist, um eine beliebig komplexe Mittelwertfunk-
tion zu modellieren ([Ber12]). Beim Kriging, einem ähnlichen Verfahren wie GPR im Um-
feld der Geographie, wird auch eine lineare Funktion als Mittelwertfunktion eingesetzt,
siehe ([JHS08]), ([ANS10]) und ([JCS01]) für weitere Diskussionen. Jetzt bleibt die Spezifi-
kation der Kovarianzfunktion k(x, x′) übrig, um den GP vollständig zu bestimmen. In der
Literaturwird eine Reihe von unterschiedlichen Kovarianzfunktionen vorgeschlagen, siehe
[RW06] und [HSK99]. In der vorliegendenArbeit wird die klassische SE-Kovarianzfunktion
(Squared Exponential)

k(x, x′) = σf exp(
||x− x′||2
−2l2 ) (2.53)

verwendet, da auf der einen Seite dieHyperparameter l und σf in der SE-Kovarianzfunktion
die Eigenschaft des Modells widerspiegeln und anschaulich sind. Der Term l wird als Cha-
rakteristic Length-Scale bezeichnet und beschreibt die horizontale Stärke derKorrelation zwi-
schen zwei Stellen im Eingangsraum, und σf beeinflusst das vertikale Verhalten des Mo-
dells. Auf der anderen Seite ist die SE-Kovarianzfunktion unendlich oft differenzierbar,
womit das Modell theoretisch Details beliebig hohen Grades aus dem Datensatz erfassen
kann ([Bis06]), was eine wertvolle Eigenschaft ist.

Prädiktion und Training

Wenn ein normalverteiltes Messrauschen mit p(y|x) = N (y| f̂ (x), σn) angenommen wird,
ergibt sich die Kovarianzfunktion der Messpunkte y zu ([RW06])

cov(y) = K(x, x) + σ2
n I (2.54)

wobei K(x, x) die Kovarianzmatrix ist und aus den Kovarianzen zwischen allen möglichen
Elementen aus dem Eingangsvektor x = [x1, x2, · · · , xN] besteht:
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K(x, x) =


k(x1, x1) k(x1, x2) k(x1, x3) . . . k(x1, xN)

k(x2, x1) k(x2, x2) k(x2, x3) . . . k(x2, xN)
... ... ... . . . ...

k(xN, x1) k(xN, x2) k(xN, x3) . . . k(xN, xN)

 (2.55)

Dann ergibt sich die prädizierte gaußsche Verteilung an der Stelle x∗ zu ([RW06])

f̂ (x∗) ∼ N (m(x∗), cov(x∗)), wobei (2.56)

m(x∗) = K(x∗, x)[K(x, x) + σ2
nI]−1y (2.57)

cov(x∗) = K(x∗, x∗)− K(x∗, x)[K(x, x) + σ2
nI]−1K(x, x∗) (2.58)

Die Prädiktion kann nur funktionieren, wenn die Hyperparameter l, σf und σn in der SE-
Kovarianzfunktion aus Messrauschen bekannt sind. Um den Hyperparametersatz H =

[l, σf , σn] zu lernen, wird die Log Marginal Likelihood log p(y|H) des Hyperparametersatzes
mit der Formel ([Pla08])

log p(y|H) = −1
2
yK−1

y y− 1
2

log |Ky| −
N
2

log(2π) (2.59)

maximiert, wobei gilt:

Ky = K(x, x) + σ2
nI (2.60)

In der Tat ist die Maximierung der Log Marginal Likelihood des Hyperparametersatzes H
äquivalent zum bayesschen Verfahren der ML-II für die Modellselektion, wenn die ge-
schätzten Funktionswerte an Trainingsdaten f̂ (x) = [ f̂ (x1), f̂ (x2), · · · , f̂ (xN)] als Parame-
ter angesehen werden ([Bis06]). Eine andere Möglichkeit für das Modelltraining von GPR
ist der Einsatz von Cross-Validation, der mehr Rechenzeit braucht, siehe [Bac13] für weitere
Analysen.

Diskussion

Der größte Nachteil der GPR ist der Rechenaufwand von O(N3)8 für die Invertierung der
Matrix Ky aus der Formel (2.59) beim Modelltraining, was den Einsatz von GPR bei sehr
großen Datensätzen fast unmöglich gemacht hat ([SG12]), ([MR09]) und ([SG05]). Um die-
ses Problemzumildern,wurde dasVerfahren Sparse Gaussian Process Regression (SGPR) ent-
wickelt, das den Rechenaufwand aufO(M2N) reduzieren kann, wobei M << N und M für
die Anzahl der Pseudo-Eingänge steht ([SG12]). Darüber hinaus kann die SE-

8Mit Cholesky-Zerlegung kann dieser Rechenaufwand auf O(N3

6 ) reduziert werden ([RW06]).
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Kovarianzfunktion auch ein Problem darstellen, weil sie eine stationäre Kovarianzfunk-
tion ist, d. h. die Kovarianzfunktion ist nur abhängig vom relativen Abstand ||x− x′||2; die
absolute Position von x und x′ im Eingangsraum spielt keine Rolle, was eine Beschränkung
für manche Anwendungen sein kann.

2.3.7 Support und Relevance Vector Machine für Regression

Support Vector Machine (SVM) für Regression

Ein bekannter Nachteil von GPR ist das langsame Modelltraining bei hoher Anzahl von
Messpunkten (N > 2000) ([SG05]). Um dieses Problem zu lösen, wurde in [CV95b] das
Modell Support Vector Machine (SVM) vorgestellt, das auf dem sogenannten Sparse Kernel
basiert. Die SVM wurde ursprünglich für das Problem der Klassifikation entwickelt, kann
aber auch für die Aufgabe der Regression angewendet werden. Die SVM für Regression
wird als Support Vector Regression (SVR) bezeichnet ([SV97]).

Bei SVMwird dieselbe Modellstruktur wie in Formel (2.34) verwendet, und zwar wird der
Ausgang durch eine lineare Kombination von Basisfunktionen φ(x)mit demParametersatz
Θ beschrieben. Hingegen wird beimModelltraining statt einer quadratischen Verlustfunk-
tion L( f̂ (x, Θ)− y) = ( f̂ (x, Θ)− y)2 eine sogenannte ε-insensitive Verlustfunktion wie im
Folgenden eingesetzt ([SS04]):

Lε( f̂ (x, Θ)− y) =

 0 für| f̂ (x, Θ)− y| < ε

| f̂ (x, Θ)− y| − ε sonst
(2.61)

Diese Verlustfunktion bedeutet, dass Messpunkte, deren Abstände von ihren geschätzten
Modellwerten kleiner als ε sind, nicht bestraft werden, was zur Sparsity des Modells bei
SVM führt. Wenn darüber hinaus noch ein Term für die Regularisierung dazu kommt, er-
gibt sich die zu minimierende Fehlerfunktion zu ([Kec01])

R(Θ) = C
N

∑
i=i

Lε( f̂ (xi, Θ)− yi)
2 +

1
2
||Θ||2 (2.62)

wobei C ein Komplexitätsparameter ist. Die Fehlerfunktion oben ist konvex und unbe-
grenzt, aber nicht differenzierbar. Typischerweise wird das Minimierungsproblem in For-
mel (2.62) durch die Einführung einer Slack-Variablen zu einem Optimierungsproblem mit
Begrenzung umgewandelt, siehe [SS02] für mehr Details.

Obwohl die SVM mit ihrem Sparse Kernel ein schnelles Training erlaubt, wird ihr Einsatz
durch ein paar Nachteile beschränkt. Vor allem kann die SVM keine probabilistische Aus-
sage über die Prädiktion treffen ([Bis06]), was sich durch weitere Analysen und Diskus-
sionen als ein schwerer Nachteil für unseren Anwendungsfall entpuppt, siehe Details in
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Abschnitt 4.3.2. Außerdem müssen normalerweise der Komplexitätsparameter C und ε in
Formel (2.61) mittels einer Technik wie Cross-Validation bestimmt werden ([Bis06]), was als
eine Verschwendung von Messpunkten angesehen werden kann.

Relevance Vector Machine (RVM) für Regression

Eine andereMethode, die auf der Idee des Sparse Kernels basiert, ist die RVM fürRegression.
Die RVM kann ebenfalls als ein lineares Sparse Model interpretiert werden, das unter dem
bayesschen Paradigma funktioniert. Ähnlich wie die SVM kann die RVM mit folgender
Formel ([Tip01]):

f̂ (x, Θ) =
N

∑
i=1

θiK(x, xi) + θ0 (2.63)

beschrieben werden, wobei der Term K(x, xi) die Kernfunktion ist, die um den Messpunkt
xi zentriert. Der Parametersatz Θ = [θ0, θ1, · · · , θN] besteht aus N + 1 zu schätzenden Pa-
rametern. Im Rahmen der bayesschen Inferenz wird dem Parametersatz Θ eine Menge von
a-priori-Verteilungen zugewiesen, und zwar für jedes Element xi der Messdaten jeweils ei-
ne a-priori-Verteilung p(θi|αi) mit den Hyperparametersatz α = [α0, α1, · · · , αN], was das
größte Merkmal von RVM ausmacht ([Bis06]). Außerdem wird ein normalverteiltes Mess-
rauschen mit p(y|x) = N (y| f̂ (x, Θ), β−1) angenommen, wobei β die inverse Varianz des
Messrauschens ist. Um den Parametersatz Θ und den dazugehörigen Hyperparametersatz
α und β zu schätzen, wird der gleiche iterative Prozess wie beim Bayesian Neural Network
in Abschnitt 2.3.3 eingesetzt.

Der Hauptvorteil von RVM gegenüber SVM ist, dass mittels der bayesschen Inferenz die
Modellkomplexität ohne Cross-Validation optimiert werden kann und die probabilistische
Angabe zum Ausgang auch ein natürliches Produkt des Modelltrainings ist. Außerdem
stellte sich heraus, dass eine deutlich spärlichere Lösung erzeugt werden kann ([Bis06]).

2.4 Bewertung der Regressionsmodelle

In diesem Abschnitt wird aus den in Abschnitt 2.3 vorgestellten Modellen das geeignet-
ste Regressionsmodell für unseren Anwendungsfall ausgewählt, nämlich die Applikation
der stationären Zusammenhänge in ECU-Funktionen für das Diesel-Luftsystem. Zunächst
werden in Abschnitt 2.4.1 die Anforderungen an die Regressionsmodelle aus dem Anwen-
dungsfall abgeleitet und analysiert. Daraufhin werden in Abschnitt 2.4.2 die Kandidaten-
modelle von der Theorie her auf ihre Eignung überprüft und bewertet. Dabei wird das
tauglichste Modell ausgesucht.
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2.4.1 Anforderungen an die Regressionsmodelle

Wie bereits in Abschnitt 1.3 dargestellt, zielt die vorliegende Arbeit darauf ab, alle statio-
nären Zusammenhänge in ECU-Funktionen für das Diesel-Luftsystem automatisch zu ap-
plizieren, und zwar mit möglichst geringemMessaufwand. Während die grundlegenden
Ansprüche berücksichtigt werden müssen, z. B. die Modellgüte und der Rechenaufwand
für das Modelltraining, stammen die hauptsächlichen Anforderungen an die Regressions-
modelle aus den obigen zwei fett gedruckten Schlüsselwörtern, und zwar dem automa-
tisierten Prozess für die Applikation und dem minimalen Aufwand für die Vermessung.
Um die dahintersteckenden Überlegungen besser zu veranschaulichen, werden die Anfor-
derungen in Abbildung 2.11 spezifiziert.

Anforderungen aus 
der Aufgabestellung

Automatisierter 
Applikationsprozess

Minimaler Messaufwand 
für Applikation

Flexibilität des 
Regressionsmodells

Robustheit des 
Regressionsmodells

Starke 
Nichtlinearität

Räumlich sich 
ändernde 

Charakteristik

Maximaler 
Informationsgehalt

Eingangsabhängiges 
Messrauschen

Automatische 
Optimierung der 

Modellkomplexität

Probablistische 
Prädiktion

Ausnutzung aller 
Messpunkte

Abbildung 2.11: Ableitung der Anforderungen an das Regressionsmodell aus der Aufga-
benstellung.

Als Erstes muss der Applikationsprozess automatisch erfolgen. Das bedeutet auf der einen
Seite, dass die Modellstruktur ausreichend flexibel sein soll, um das unbekannte Verhal-
ten des zu approximierenden Zusammenhangs zu beherrschen. Für den zu applizieren-
den Zusammenhang darf keine Annahme außer gegebener Differenzierbarkeit notwendig
sein, da es durchaus passieren kann, dass der zu approximierende Prozess sehr stark von
Nichtlinearität und Details mit hohem Grad (Modellverhalten, das durch ein Polynommit
hohem Grad approximiert werden kann) geprägt ist. Außerdem darf eine räumlich vari-
ierende Charakteristik beim Zusammenhang nicht ausgeschlossen werden, was bedeutet,
dass der Prozess anmanchen Stellen ruhig bleiben kann, aber anderswo stark fluktuierend.
Alle oben erwähnten Eigenschaften der Zusammenhängemuss dasModell automatisch er-
kennen undmit einer befriedigenden Genauigkeit verfolgen oder erfassen können. Auf der
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anderen Seite, weil ein hoher Grad an Automatisierung des Applikationsprozesses im Vor-
dergrund steht, stellen sich zwei weitere Anforderungen an das Modell. Erstens soll beim
Training des Modells die Modellkomplexität automatisch optimiert werden, d.h. jeglicher
manueller Eingriff oder eine Festlegung im Vorfeld, z. B. mittels Cross-Validation, ist nicht
erwünscht. Das bedeutet, dass das Regressionsmodell in der Lage sein soll, die Modell-
komplexität automatisch an die Komplexität der Messdaten anzupassen. Zweitens soll das
Modell mit eingangsabhängigem Messrauschen (Varianz) umgehen können, da die An-
nahme, dass die Messdaten immer ein Messrauschen mit konstanter globaler Varianz im
Eingangsraum besitzen, in der realenWelt normalerweise nicht zutrifft, zumal für den An-
wendungsfall in dieser Arbeit. Die Messdaten in dieser Art werden als heteroskedastische
Messdaten bezeichnet ([Whi80]). Wie bereits in Abschnitt 1.2.2 erklärt, kann die effekti-
ve Fläche der Drosselklappe oder des AGR-Ventils wegen der starken Nichtlinearität der
Durchflussfunktion nur mit großer Unsicherheit geschätzt werden. Infolgedessen soll das
ausgewählte Regressionsmodell in der Lage sein, diese eingangsabhängige Ungleichheit
bei der Varianz des Messrauschens richtig zu interpretieren und in der Prädiktion wider-
zuspiegeln.

Eine andere aus der Zielsetzung entstehende Anforderung ist die Minimierung des Mess-
aufwands für dieApplikation.Obwohl es eigentlich zu denAufgabenderVersuchsplanung
gehört, soll das gewählte Modell ebenfalls dazu beitragen, wenn es möglich ist. Infolgedes-
sen soll jeder Messpunkt ein möglichst großes Maß an Informationsgehalt über den zu
approximierenden Zusammenhang liefern. In diesem Sinn kann ein Modell mit probabi-
listischer Prädiktion helfen, weil diese Eigenschaft als ein vernünftiger Indikator für den
Informationsgehalt eines Messpunkts angesehen werden kann, was in Abschnitt 4.3.2 im
Detail erläutert wird. Außerdem sollen keine Messpunkte verschwendet werden, d. h., alle
Messpunkte sollen bei dem Modelltraining und der Prädiktion berücksichtigt und ausge-
nutzt werden.

2.4.2 Gegenüberstellung der Regressionsmodelle

Anhand der oben in Abschnitt 2.4.1 formulierten Anforderungen werden die in Abschnitt
2.3 vorgeschlagenen Regressionsmodelle auf ihre Einsatzmöglichkeit für unsere Aufgaben
überprüft und bewertet. Dabei wird das Polynommodell als Vertreter der Fixed Basis Func-
tion Regression aus Abschnitt 2.3.2 genommen. Darüber hinaus wird in der Bewertung nur
das Modell RVM berücksichtigt wegen der Vorteile der RVM gegenüber der SVM, siehe
Abschnitt 2.3.7. Daneben werden statt vollständiger Bezeichnungen nur Abkürzungen der
jeweiligen Regressionsmodelle in der Bewertungstabelle verwendet. Die Zuordnung ist Ta-
belle 2.2 zu entnehmen. Anschließend werden alle Regressionsmodelle an den oben er-
wähnten Anforderungen bzw. Kriterien miteinander verglichen.
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Vollständige Bezeichnung Abgekürzte Bezeichnung

Polynom Regression Poly

Multilayer Network MLP

Lokale Modellnetze LMN

Gaussian Process Regression GPR

Relevance Vector Machine for Regression RVM

Tabelle 2.2: Abkürzungen für die Regressionsmodelle.

Starke Nichtlinearität

Bei diesem Kriterium geht es um die Fähigkeit des Modells, stark nichtlineares Verhal-
ten des Zusammenhangs zu erfassen. Im Rahmen von Poly sollte dieses Verhalten mit ei-
nem Polynom hohen Grades approximiert werden. Dabei sollte das GPR die beste Leis-
tung unter allen Modellen liefern, da ein Gaußprozessmodell mit SE-Kovarianzfunktion
theoretisch als eine lineare Kombination von unendlich vielen Basisfunktionen angesehen
werden kann ([Ber12]). Das MLP sollte auch eine mit der GPR vergleichbare Performance
aufweisen, was der nichtlinearen Aktivierungsfunktion und normalerweise hohen Anzahl
von Neuronen zu verdanken ist. Das Poly mit hoher Ordnung kann theoretisch auch mit
starker Nichtlinearität umgehen, aber auf Kosten der Modellgüte, weil das Polynom einen
globalen Einfluss im gesamten Eingangsbereich besitzt, was zu dem unerwünschten wig-
gly Modellverhalten führen kann. Es sollte kein besseres Verhalten von LMN und RVM in
diesemKriterium erwartet werden als von GPR, da die beidenModelle aus einer endlichen
Anzahl von Basisfunktionen bestehen.

Räumlich variierende Charakteristik

Neben der starkenNichtlinearität stellt die räumlich variierendeCharakteristik des Zusam-
menhangs im Eingangsraum ebenfalls eine Herausforderung dar, vor allem für GPR, weil
bei der GPR mit SE-Kovarianzfunktion eine konstante Charakteristic Length-Scale l ange-
nommenwird, siehe Formel (2.53). Die Annahme entspricht einer konstanten Glattheit des
Zusammenhangs, was in der Praxis meist nicht zutrifft ([HL09], [TK12] und [Lia12]). Das
Poly sollte wegen des globalen Polynoms dasselbe Problem teilen. Das LMN kann seinen
Vorteil in diesem Kriterium gegen andere Modelle zeigen, weil hier der lokalen Ungleich-
heit durch lokale Modelle Rechnung getragen wird.

Heteroskedastische Messdaten

Im Normalfall muss die Heteroskedastizität an den Messdaten detektiert und klassifiziert
([Pay14]) werden, bevor sie durch das Regressionsmodell behandelt wird. Sowohl für die
Detektion ([Whi80]) als auch für die Behandlung oder Neutralisierung der Heteroskedas-
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tizität ([Ker+07] und [KZL13]) wurden bereits zahlreiche Methoden entwickelt. In der vor-
liegenden Arbeit lässt sich allerdings der Schritt für die Detektion sparen, da die Existenz
der Heteroskedastizität aus der Analyse in Abschnitt 1.2.2 schon bestätigt ist. Darüber hin-
aus kann das Maß der Heteroskedastizität in jedem Messpunkt geschätzt werden, siehe
Abschnitt 1.2.2 für Details. Beim Poly für die Behandlung der Heteroskedastizität an den
Messdaten kann der gewichtete Kleinste-Quadrate-Schätzer eingesetzt werden ([Gre03]).
Die Integration der eingangsabhängigen Varianz bei der GPR kann auch in einer natürli-
chen Art und Weise erfolgen, und zwar durch die direkte Berücksichtigung solcher Infor-
mation bei der Kovarianzmatrix, was inAbschnitt 4.2.3 erklärt wird. Bei der RVMkann eine
ähnliche Methode wie bei der GPR herangezogen werden, um beim Schätzungsverfahren
auf die Heteroskedastizität Rücksicht zu nehmen. BeimMLP kann die Heteroskedastizität
an denMessdaten ebenfalls behandelt werden, aber das Hinzufügen einer eingangsabhän-
gigen Varianz in die Verlustfunktion kann das Schätzverfahren numerisch instabil machen
([Bay+13]).

Automatische Optimierung der Modellkomplexität

Außer Poly und LMNwerden normalerweise MLP, GPR und RVM im Rahmen der bayess-
chen Inferenz trainiert, die inAbschnitt 2.2.2 vorgestellt wurde, wobei dieModellkomplexi-
tät automatisch optimiert wird. Allerdings kann wegen der Nichtlinearität der Likelihood-
Funktion in Formel (2.42) das Trainingsproblem vonMLP nicht analytisch exakt gelöst wer-
den, d.h. dabei wird eine Approximationstechnik eingesetzt. Die RVM hat dasselbe Pro-
blem. Außerdem ist beim Training von MLP das Ergebnis sehr empfindlich gegen die In-
itialisierung der Parameter ([Bis06]). Im Gegensatz zu MLP und RVM kann das Trainings-
problem vonGPR nach Formel (2.59) exakt gelöst werden, was zu einem robusterenModell
führt.

Probabilistische Prädiktion

Wie schon anfangs erklärtwurde, kann es für dieVersuchsplanung sehr hilfreich sein,wenn
das Modell in der Lage ist, eine vernünftige Wahrscheinlichkeitsverteilung über den Mo-
dellausgang anzubieten. Normalerweise kann bei Poly eine Aussage über das Konfidenz-
intervall des Ausgangs getroffen werden, jedoch ist dieses nur präzise und vernünftig,
wenn die Modellannahme des Polynoms vernünftig ist, was in der Realität nicht unbe-
dingt zutrifft. Da das Modelltraining von GRP, MLP und RVM auf der bayesschen Inferenz
basiert, ist die probabilistische Prädiktion ein natürlicher Bestandteil des Verfahrens, aber
mit unterschiedlicherQualität.Während die Berechnung der Prädiktion beiMLPundRVM
mittels Approximation erfolgen muss ([Gur97] und [Bis06]), kann GPR eine exakte Lösung
dazu anbieten. Außerdem wird bei RVM eine eher ungewöhnliche Unsicherheit über den
Ausgang produziert – je größer der relative Abstand zwischen der Teststelle und dem Trai-
ningsdatensatz, desto kleiner die Unsicherheit des Ausgangs ([Mur12]).
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Ausnutzung aller Messpunkte

Bei LMN wird der Eingangsraum in mehrere kleinere Subräume partitioniert, und ein lo-
kales Polynommodell nutzt lediglich die Messdaten, die in die dazugehörige Region des
lokalen Modells fallen. Infolgedessen kann der Übergang zwischen lokalen Modellen pro-
blematisch für die Prädiktion sein ([Ber12]). ImGegensatz dazuwerden bei anderenKandi-
datenmodellen alle Messpunkte für das Modelltraining und die Prädiktion berücksichtigt.

Zusammenfassung und Schlussfolgerung

Zusammengefasst sehen die Ergebnisse der Bewertungen wie in Tabelle 2.3 aus.

Anforderungen

bzw. Kriterien

Regressionsmodelle
Poly MLP LMN GPR RVM

Starke Nichtlinearität 0 ++ + ++ ++

Räumlich variierende Charakteristik 0 + ++ 0 +

Heteroskedastische Messdaten + + + ++ ++

Automatische Optimierung der Modellkomplexität 0 + + ++ +

Probabilistische Prädiktion 0 + 0 ++ +

Ausnutzung aller Messpunkte ++ ++ + ++ ++

Zusammenfassung 0 + + ++ +

Tabelle 2.3: Zusammenfassung der Auswahl von Regressionsmodellen; 0 = befriedigend, +
= gut, ++ = sehr gut.

Aus Tabelle 2.3 ist ersichtlich, dass die GPR das geeignetste Regressionsmodell für unseren
Anwendungsfall ist. Allerdings leidet die standardmäßige GPR mit SE-Kovarianzfunktion
unter der stationären Kovarianzfunktion und kann nicht sehr gut mit der eventuell starken
räumlich variierenden Charakteristik beim zu approximierenden Zusammenhang umge-
hen. Dieses Problemwird mit der in Abschnitt 4.2.3 entwickelten GPRmit nichtstationärer
Kovarianzfunktion behoben.
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3 Statistische Versuchsplanung für globale Approximation

Wie schon in Abschnitt 1.2.2 erklärt, werden in der ECU-Funktionsapplikation die Grey-
Box- bzw. Black-Box-Modelle durch Experimente am Prüfstand appliziert. Außerdem stellt
sich aus der Zielsetzung in Abschnitt 1.3 heraus, dass der Messaufwand, der durch die
Anzahl der benötigtenMesspunkte quantifiziert wird, für die Applikation auf einemmög-
lichst geringen Niveau gehalten werden muss. Um diese Anforderungen erfüllen zu kön-
nen, wird in der vorliegenden Arbeit versucht, das Experiment so zu organisieren, dass der
generierteMesspunkt einmöglichst großesMaß an Informationsgehalt für die Applikation
liefern kann. Die DoE-Technik erweist sich für das Problem als zweckdienlich.

InAbbildung 3.1wird das grundsätzliche Szenario verdeutlicht,wodieDoE-Technik einge-
setztwird. Oftwird uns der zu ermittelnde Prozess nur alsBlack-Box zurVerfügung gestellt,
d. h. es können lediglich die Eingänge (Einflussfaktoren) und die Ausgänge (Zielgrößen)
kontrolliert und beobachtet werden. Was genau innerhalb des Prozesses passiert, ist un-
zugänglich. Die Aufgabe von DoE ist, durch eine vernünftige Variation der Eingänge, d.h.
durch eine vernünftige Versuchsplanung, eine maximale Information über den Prozess zu
erlangen ([SVH10]).

X1

Black-Box Modell

???

… …

X2

X3

X4

y1

y2

y3

y4

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Anwendungssituation der DoE.

In diesem Kapitel werden zuerst die Methoden der statistischen Versuchsplanung im Ab-
schnitt 3.1 nach verschiedenen Kriterien klassifiziert. Anschließend wird in Abschnitt 3.2
die klassische stufige Versuchsplanung betrachtet. Daraufhin wird in Abschnitt 3.3 auf die
raumfüllende Versuchsplanung eingegangen. Dann werden in Abschnitt 3.4 das Konzept
und die Funktionsweise des Optimal Design erklärt. Schließlich wird in Abschnitt 3.5 die
Idee der sequentiellen Versuchsplanung vorgestellt.

3.1 Klassifikation der statistischen Versuchsplanung

Die Methoden der DoE können nach verschiedenen Kriterien klassifiziert werden. Je nach-
dem, welches Ziel dabei angestrebt wird, kann DoE grob in folgende Kategorien aufgeteilt
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werden ([Mon08] und [RPS11]):

• DoE für Screening-Experiment: Dabei wird ein Versuchsplan erstellt, um die Signifi-
kanz eines Eingangsfaktors auf bestimmte Ausgangsfaktoren zu ermitteln. Die Ein-
gänge, die als nicht signifikant eingestuft werden, werden aus den Eingangsfaktoren
entfernt. Ein Screening-Experiment wird normalerweise als eine Art von Vorverarbei-
tung für die echte Versuchsplanung verwendet ([YT02] und [Kle08]).

Der DoE-Prozess für die Erstellung eines Modells, das ein Eingangs-Ausgangs-
Verhalten beschreibt, besteht normalerweise aus drei Arbeitsschritten: Screening-
Experiment (Identifikation der signifikanten Eingangsfaktoren), Modellbildung mit-
tels der gewonnenen Messdaten und Validierung des gebildeten Modells. In der vor-
liegenden Abhandlung müssen wir uns nur auf die letzten zwei Arbeitsschritte kon-
zentrieren, da die Eingänge in unserem Anwendungsfall schon aus Erfahrung als si-
gnifikant für die jeweiligenAusgänge eingestuftwurden,was ein Screening-Experiment
überflüssig macht.

• DoE für lokale Approximation: Dabei könnenmehrere Ziele verfolgt werden, z. B. die
Suche nach den Eingängen, damit der Ausgang einen bestimmtenWert annimmt, die
Maximierung oder Minimierung des Ausgangs etc. Genau diese DoE-Technik kann
Anwendung im Bereich der Motorapplikation finden, was schon in Abschnitt 1.2.1
dargestellt wurde.

• DoE für globale Approximation: Dabei geht es darum, mit dem gewonnenen Daten-
satz ein Regressionsmodell zu erstellen, das den Prozess im gesamten Eingangsraum
mit zufriedenstellender Genauigkeit approximieren kann. Dies ist genau die Art von
DoE, die für die ECU-Funktionsapplikation eingesetzt werden muss.

Je nachdem, wie der Versuchsplan konstruiert wird, kann DoE in folgende Kategorien auf-
geteilt werden:

• DoE mit stufigem Versuchsplan: Während der Konstruktion des stufigen Versuchs-
plans dürfen die Eingangsfaktoren nur Werte in einem diskretisierten Eingangsraum
annehmen ([Mon08] und [SVH10]). Es gibt Situationen, in denen nur diskrete Ein-
gangsfaktoren existieren, z. B. gibt es bei der Überprüfung des Effekts von einem neu-
en Medikament nur zwei Stufen des Eingangsfaktors – mit und ohne Einnahme des
Medikaments. Es kann auch vorkommen, dass lediglich diskrete Eingangsfaktoren
erlaubt werden, um den Zusammenhang zwischen Eingang und Ausgang mit einem
vertretbaren Aufwand ermitteln zu können. Normalerweise kann ein Eingangsfaktor
zwei Stufen annehmen, bei einem komplexen Zusammenhang kann ein Eingangs-
faktor mit drei Stufen in Frage kommen. Bei klassischen DoE-Methoden, die in 3.2
vorgestellt werden, wird normalerweise der stufige Versuchsplan bevorzugt.
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• DoE mit kontinuierlichem Versuchsplan: In diesem Fall können theoretisch die Ein-
gangsfaktoren einen beliebigen Wert innerhalb des Eingangsraums annehmen. We-
gen der begrenzten Genauigkeit bei der praktischen Bestimmung der Eingangsfakto-
ren, z. B. wird die Position der Drosselklappe im Dieselmotor bei einem Experiment
nicht unendlich genau sein, muss der gewünschte Eingangsfaktor in der Praxis in
einem diskretisiertem Eingangsraums mit einer wesentlich feineren Granularität als
beim stufigen Versuchsplan angepasst werden.

Eine weitere Möglichkeit, die DoE-Verfahren zu klassifizieren, bezieht sich auf die Frage,
ob die Versuchsplanung auf einer Modellannahme basiert ([Ber12]).

• Modellfreie DoE: Wenn keine mathematische Modellannahme für den zu ermitteln-
den Prozess vorhanden ist, wird normalerweise der raumfüllende Versuchsplan ver-
wendet. Dabei handelt es sich darum, den Versuchsraum durch Abtastpunkte gleich-
mäßig zu füllen, damit das Eingangs-Ausgangs-Verhalten ausreichend ermittelt wer-
den kann ([LR11]). Die gebräuchlichenAnsätze sindGittersampling, Abtaststrategien
basierend auf Sobol Sequence und das Latin Hypercube Design. Außerdemwerden auch
geometrische Methoden verwendet.

• Modellbasierte DoE: Die meisten DoE-Methoden gehören zu dieser Kategorie, z. B.
das Plackett-Burman Design (lineares Modell), das Central Composite Design (quadrati-
sches Modell) und das D-optimal Design (hauptsächlich parametrisches Modell). In
diesem Fall erfolgt die Versuchsplanung aufgrund der Modellannahme. Statt einer
raumfüllenden Verteilung zielt die Abtaststrategie hierbei eher darauf ab, mithilfe
der Modellannahme die Punkte mit dem höchsten Informationsgehalt zu identifizie-
ren. Die dabei verwendeten Kriterien, mit denen der Informationsgehalt berechnet
wird, können die Minimierung der Varianz der Parameter oder die Optimierung der
Approximationsgüte sein.

Wenn die verfügbaren Ressourcen für das Experiment begrenzt und schon vorher festge-
setzt werden, kann das DoE wie folgt klassifiziert werden:

• Continuous Design: Normalerweise kann ein Versuchsplan ξ mit einem Eingangsfak-
tor x folgendermaßen dargestellt werden ([Boo07]):

ξ =

 x1 x2 x3 . . . xN

w1 w2 w3 . . . wN

 (3.1)

Dabei steht x = [x1, x2, x3 . . . xN] für die Menge aller möglichen Werte, die der Ein-
gangsfaktor annehmen kann und die als Stützpunkte bezeichnet werden ([YS09]).
w = [w1, w2, w3 . . . wN] steht für das Verteilungsschema der verfügbaren Ressourcen
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auf den Stützpunkten. Außerdem kann der Vektor w ebenfalls als Gewichtungsvek-
tor für die Stützpunkte interpretiert werden und wird typischerweise normalisiert,
wobei Folgendes gilt ([Kie74]):

N

∑
i=1

wi = 1 und 0 ≤ wi ≤ 1 (3.2)

Der Versuchsplan mit kontinuierlicher Gewichtung für die Stützpunkte lässt sich als
ContinuousDesign bezeichnen. Die Stetigkeit der Gewichtung sorgt dafür, dass die Su-
che nach der optimalen Ressourcenverteilung mittels eines ausgereiften ableitungs-
basierten Optimierungsverfahrens erfolgen kann.

• Exact Design: BeimVersuchsplan, denman letztendlich in der Praxis verwendet, muss
die Anzahl der Messpunkte bei jedem Stützpunkt ganzzahlig sein, und der entspre-
chende Versuchsplan wird als Exact Design bezeichnet ([Kie59]). Die direkte Kon-
struktion des Exact Designs wird Schwierigkeiten bereiten, da das dazugehörige dis-
krete Optimierungsproblem keine leichte Aufgabe darstellt. Infolgedessen erfolgt in
der Regel die Konstruktion des Exact Designs nach der Bestimmung des entsprechen-
den optimalen Continuous Designs, wobei das Continuous Design durch ein Exact De-
sign näherungsweise ersetzt wird. Die Approximation des Continuous Designs durch
das Exact Designwird in [Puk06] und [WL11] abgeklärt.

Im Folgendenwerdenweitere mögliche Kriterien für die Klassifikation der DoE-Methoden
aufgelistet:

• Methoden, welche die Wiederholung von Messpunkten erlauben, und Methoden,
welche die Wiederholung von Messpunkten ausschließen. In der vorliegenden Ar-
beit wird nur die Methode ohne Wiederholung berücksichtigt.

• Methoden, welche die gleichzeitige Anpassung von Eingangsfaktoren erlauben, und
Methoden, welche die gleichzeitige Anpassung von Eingangsfaktoren ausschließen.
Die letztere Methode wird als Verfahren One-Factor-At-a-Time (OFAT) bezeichnet
([Czi99]).

In Abbildung 3.2 wird die Klassifikation der statistischen Versuchsplanung zusammenge-
fasst.

3.2 Stufige Versuchsplanung

Wie bereits erwähnt, kann ein Eingangsfaktor bei der stufigen Versuchsplanung nur dis-
krete Werte annehmen. Im Folgenden werden die wichtigsten stufigen Versuchspläne vor-
gestellt.
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Abbildung 3.2: Klassifikation der statistischen Versuchsplanung nach verschiedenen Kri-
terien.

Vollfaktorplan

Beim Vollfaktorplan werden alle möglichen Kombinationen von Eingangsfaktoren in den
Versuchsplan eingespeist. Während der Vollfaktorplan den Vorteil einer lückenloser Ab-
deckung des gesamten Eingangsraums genießt, wird der Einsatz dieses Ansatzes wegen
der Explosion der Anzahl benötigter Messpunkte bei demmultivariaten Problem limitiert.
Mit der Anzahl m der Eingangsfaktoren und der Anzahl p der Stützpunkte9 bei jedem Ein-
gangsfaktor kann die Anzahl N der Messpunkte für einen Vollfaktorplan durch folgende
Formel berechnet werden:

N = pm (3.3)
9Werte, die ein Eingangsfaktor annehmen kann. Es wird in der Berechnung in Formel (3.3) angenommen,

dass die Anzahl der Stützpunkte für jeden Eingangsfaktor gleich ist.
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Teilfaktorplan für die lineare Modellannahme

Da der Vollfaktorplan nicht mit vertretbarem Messaufwand durchgeführt werden kann,
entsteht die Idee, nur einen Bruchteil des Vollfaktorplans zu verwenden, was zur Entwick-
lung des sogenannten Teilfaktorplans führt. Im Regelfall zielt der Teilfaktorplan nicht di-
rekt auf dieModellierung eines Eingangs-Ausgangs-Verhaltens ab, sondernwird im Screen-
ing-Experiment eingesetzt ([Tri08] und [Was10]). Die Essenz und der Erfolgsfaktor eines
Teilfaktorplans bestehen in der Auswahl eines Teils des Vollfaktorplans. Zu den haupt-
sächlichen Kriterien für die Konstruktion des Teilfaktorplans gehören unter anderem die
Balance10 und die Orthogonalität11. Die am häufigsten gebrauchten Ansätze des Teilfak-
torplans sind das Plackett-Burman-Design ([PB46]) und dieYates Analysis ([Yat78]).Während
sich dieAnzahl derMesspunkte durch den Einsatz des Teilfaktorplans erheblich verringert,
entsteht auch die Gefahr der Vermengung von Haupteffekt und Wechselwirkung ([Nat10]
und [SVH10]). Der hier vorgestellte zweistufige Teilfaktorplan funktioniert unter der An-
nahme, dass das relevante Eingangs-Ausgangs-Verhalten linear ist.

Teilfaktorplan für die quadratische Modellannahme

Wenn schon vor dem Experiment bekannt ist oder es sich nach einem Vorversuch heraus-
stellt, dass eine lineare Modellannahme nicht ausreicht, um den betrachteten Prozess dar-
zustellen, ist eine quadratische Modellannahme in Betracht zu ziehen. Um dem nichtlinea-
ren Zusammenhang gerecht zu werden, wird normalerweise ein dreistufiger Versuchsplan
erstellt, der die gegebenenfalls auftretende Krümmung beschreiben kann ([Nat10]). Der
klassische dreistufige Teilfaktorplan zerfällt in zwei Kategorien: Central Composite Design
und Box-Behnken-Design.

EinCentral Composite Design besteht in der Regel aus einem zweistufigen Teilfaktorplan und
einer Gruppe von sogenannten Sternpunkten, die dafür zuständig sind, das Krümmungs-
verhalten zu berücksichtigen ([BD07]). Je nachdem, wo die Sternpunkte platziert werden,
gibt es drei Arten von Central Composite Designs: Central Composite Circumscribed, Central
Composite Inscribed und Central Composite Face Centered, siehe [Nat10] für mehr Information.
Das Box-Behnken-Design wird eingesetzt, wenn schon vor einem Versuch bekannt ist, dass
die Eckpunkte des Eingangsraums für die Untersuchung nicht relevant sind ([BW92]). Die
Messpunkte werden dabei auf die Mitte jeder Kante gesetzt. In Abbildung 3.3 werden ein
typisches Box-Behnken-Design und ein typisches Central Composite Design dargestellt.

3.3 Raumfüllende Versuchsplanung

Wenn keine konkrete Annahme für den unterliegenden Prozess vorhanden ist, erweist sich
oftmals die raumfüllende Versuchsplanung (Space-Filling Design) als ein zielführender An-

10Jede Kombination von Eingangsfaktoren besitzt die gleiche Anzahl von Messgrößen ([SVH10]).
11Zwei Vektoren von derselben Länge sind orthogonal, wenn die Summe der Produkte der korrespondie-

renden Einträge null ist ([SVH10]).
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(a) Box-Behnken-Design für zwei
Eingangsfaktoren ([SVH10]).

(b) Central Composite Design für zwei Eingangs-
faktoren ([SVH10]).

Abbildung 3.3: Beispiele für den Teilfaktorplan für quadratische Modellannahme.

satz. Dabei wird angestrebt, den Versuchsraum möglichst gleichmäßig zu füllen. Es exis-
tiert eineVielzahl vonKonzepten,was dieDefinition unddieKonstruktion eines gleichmäßi-
gen Versuchsplans angeht. Die einfachste Möglichkeit ist die äquidistante Abtastpunktver-
teilung, und zwar das Gittersampling. Jedoch explodiert beim Gittersampling die Anzahl
der benötigten Abtastpunkte wegen des Fluchs der Dimensionalität zu einem unerträgli-
chen Grad, was den Einsatz des Gittersamplings auf eine niedrige Dimension beschränkt.
Im Folgenden werden ein paar fortgeschrittenere raumfüllende Versuchspläne vorgestellt.

Sobol Sequence (SS)

Die Erfindung von Sobol Sequence stammt aus dem Umfeld der numerischen Approxima-
tion eines Integrals ([AG07]). Dabei versucht man, den Eingangsraum durch Abtastpunkte
zu füllen, damit der Wert eines Integrals approximiert wird. SS gehört zur Klasse der Low-
Discrepancy Sequence (LDS). Die Diskrepanz einer Sequenz wird von der Diskrepanz eines
Subintervalls im Eingangsraum bestimmt. Ohne die genaue mathematische Definition zu
formulieren, ist die Diskrepanz J eines Subintervalls die Differenz zwischen der Proportion
der Abtastpunkte in J im Verhältnis zu allen Abtastpunkten und der Proportion des Volu-
mens von J imVerhältnis zu demgesamten Eingangsraum ([DSH08]). Die Konstruktion der
SS soll dafür sorgen, dass die maximale Diskrepanz unter allen Subintervallen minimiert
wird ([DSH08]).

Während die SS von Natur aus sehr gut mit dem Geist der sequentiellen Versuchsplanung
übereinstimmt, kann man sie auch bei passiver Versuchsplanung benutzen. Dabei muss
man lediglich die Dimension festlegen und die gewünschte Anzahl Abtastpunkte aus der
generierten Sequenz herausnehmen.
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Latin Hypercube Design (LHD)

Beim Latin Hypercube Design, das zur Klasse Stratified Sampling gehört ([BJH11]), wird eben-
falls versucht, denVersuchsraumdurch eine gleichmäßige Verteilung derAbtastpunkte ab-
zudecken. Zu diesem Zweck wird zuerst der Versuchsraum in Subintervalle unterteilt. Die
Anzahl der Subintervalle wird durch die gewünschte Granularität der Eingangsfaktoren
bestimmt. Anschließend verteilt das LHD die Abtastpunkte so in die Subintervalle, dass es
in jedem Subintervall nur einen Abtastpunkt gibt ([Via13]). In Abbildung 3.4 wird ein LHD
mit zwei Eingangsfaktoren gezeigt.

Abbildung 3.4: Verteilung der Abtastpunkte bei einem LHD mit 20 Abtastpunkten
([Via13]); die beiden Verteilungskonzepte passen zur Definition des LHD, es ist allerdings
offensichtlich, dass es sich auf der linken Seite um ein Beispiel einer schlechten Verteilung
handelt; auf der rechten Seite sorgt das Verteilungskonzept für eine bessere Abdeckung des
Versuchsraums.

Ursprünglich wird das LHD durch einen Zufallsprozess erzeugt. Für die Erstellung eines
LHD mit 2 Eingangsfaktoren und 20 Abtastpunkten muss der Algorithmus aus 1036 Mög-
lichkeiten die beste Abtastpunktverteilung suchen, was eine hohe Anforderung an das Op-
timierungsverfahren stellt ([Via13]). Ein effizientes Verfahren für die Erstellung eines ver-
nünftigen LHD ist noch ein Forschungsthema und wird in [Par94], [BST04] etc. behandelt.

Delaunay Triangulierung (DT)

Die Delaunay Triangulierung ist ein Verfahren für die Erstellung eines Dreiecknetzes und
wurde in [Del34] eingeführt. In der Regel wird es für die Optimierung der Berechnungsnet-
ze bei der Finite-Element-Methode eingesetzt ([ZTT77]). Im Bereich der Versuchsplanung
kann das DT-Verfahren als ein Ansatz angesehen werden, der den Versuchsraum basie-
rend auf den bestehenden Abtastpunkten durch Dreiecke möglichst gleichmäßig untertei-
len kann. Die Dreiecke werden so erstellt, dass der Umkreis eines Dreiecks keine anderen
Abtastpunkte außer den Dreieckpunkten enthalten darf ([DRS10]). Diese sogenannte Um-
kreisbedingung hat dafür gesorgt, dass der kleinste Innenwinkel aller Dreiecke maximiert
wird ([DRS10]). Die dahintersteckende Idee ist, dass man dabei versucht, extrem schräge
Dreiecke zu vermeiden, und hofft, dadurch eine gleichmäßige Unterteilung des Versuchs-
raums zu erreichen. In Abbildung 3.5 wird die Idee des DT-Verfahrens verdeutlicht.
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Abbildung 3.5: Dreieckvernetzung durchDT ([CDS12]); die Umkreise der Dreieckewerden
durch graue Kreise dargestellt.

Bei der Versuchsplanung kann das DT-Verfahren offensichtlich nicht für die Erstellung ei-
nes passiven Versuchsplans verwendet werden. Im Gegensatz dazu ist das DT-Verfahren
sehr leicht in die sequentielle Versuchsplanung zu integrieren und kann eingesetzt werden,
um großen unbesetzten Raum zu identifizieren. Dafür kann z. B. die Fläche eines Dreiecks
als Auswahlkriterium für den nächsten Abtastpunkt dienen ([HSB06] und [DI09]).

3.4 Optimal Design

Wenn ein stark nichtlineares Verhalten des Prozesses, z. B. ein Polynom höheren Grades,
berücksichtigtwerdenmuss oder ein dichter und kontinuierlicherVersuchsplan notwendig
ist, sind die oben genannten klassischen stufigen Methoden nicht mehr einsetzbar. Dafür
wurde das Konzept Optimal Design (optimale Versuchsplanung) in[KW59] eingeführt. Ei-
ner bestimmten Modellannahme folgend, beschäftigt sich die Methode der optimalen Ver-
suchsplanung damit, die Varianz der Parameter oder die Varianz der Ausgangsprädiktion
des angenommenen Modells zu minimieren. Sowohl bei einem linearen als auch nichtli-
nearenModell wird ein ähnliches Verfahren verwendet, um einen optimalen Versuchsplan
zu erstellen, aber die Details der Implementierung können sich unterscheiden und werden
im Anschluss erklärt. In diesem Abschnitt wird das Konzept zunächst unter der Annahme
eines linearen Modells erklärt und daraufhin beim Fall eines nichtlinearen Modells disku-
tiert.
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3.4.1 Optimale Versuchsplanung für ein lineares Modell

In diesem Abschnitt wird die optimale Versuchsplanung für ein linear parametriertes Mo-
dell vorgestellt. Das Regressionsproblem für ein linear parametriertesModell wurde schon
in Abschnitt 2.3.2 eingeführt und analysiert. Unter der Annahme, dass die Modellkomple-
xität bereits bekannt ist, lässt sich ein lineares Modell mit dem Datensatz D = {xi, yi|i ∈
{1 . . . N}} durch folgende Formel beschreiben:

f̂ (x, Θ) =
m

∑
j=0

θjφj(x) (3.4)

Wenn ein normalverteiltes Messrauschen ε ∼ N (0, σ2 I) angenommen wird, kann der Pa-
rametersatz Θ mit derML-Methode in Formel (2.11) geschätzt werden.Wenn der Versuchs-
plan ξ = [x1, x2, · · · , xN]

12 eingesetzt wird, ergibt sich die Kovarianzmatrix cov(ξ, Θ̂) des
geschätzten Parametersatzes zu [FL13]

cov(ξ, Θ̂) = σ̂2(XTX)−1 (3.5)

wobei der Term X für die in Abschnitt 2.3.2 definierte Designmatrix steht und stark vom
Versuchsplan ξ abhängt. Die Terme Θ̂ und σ̂ sind jeweils der geschätzte Parametersatz
und die geschätzte Standardabweichung des Messrauschens. Für den Parametersatz gilt
Θ̂ = [θ̂0, θ̂1, θ̂2, · · · , θ̂m], und m ist als die Modellkomplexität zu interpretieren. Angenom-
men, dass der Prozess mit dem ausgewählten Modell ausreichend gut approximiert wer-
den kann, lässt sich die Modellgüte durch die Varianz des Parametersatzes bestimmen13,
die wiederum vom Messrauschen und der Designmatrix X abhängig ist. Wenn die Vari-
anz σ2 des Messrauschens unkontrollierbar ist, um eine gute Modellgüte zu erreichen, soll
der Term (XTX)−1 möglichst „klein“ gehalten werden. Somit kommt man schnell auf die
Schlussfolgerung, dass der Versuchsplan so erstellt werden muss, dass die Varianz des Pa-
rametersatzes minimiert wird, was zu folgendem Optimierungsproblem führt ([FL13]):

ξ∗ = arg min
ξ

cov(ξ, Θ̂) (3.6)

Unter gewissen Bedingungen in [Cra16] kann die Kovarianzmatrix cov(ξ, Θ̂) des Parame-
tersatzes mit der invertierten Fisher-Informationsmatrix (FIM) approximiert werden
([SM08])

cov(ξ, Θ̂) ∼= F−1(ξ, Θ̂) (3.7)
12Dieser Versuchsplan bedeutet, dass an jedem Stützpunkt [x1, x2, · · · , xN ] ein Messpunkt platziert wird.
13Der Maximum-Likelihood-Schätzer ist erwartungstreu.
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wobei die FIM durch folgende Formel definiert wird ([Pap93]):

F (ξ, Θ̂)i,j = E

[(
∂ log p(y|x, θ̂i)

∂θ̂i

)(
∂ log p(y|x, θ̂j)

∂θ̂j

)]
(3.8)

Aus Formel (3.7) ist zu sehen, dass dieMinimierung der Kovarianzmatrix cov(ξ, Θ̂) des ge-
schätzten Parametersatzes äquivalent zurMaximierungder FIMdesVersuchsplansF (ξ, Θ̂)

ist. Damit kann dasOptimierungsproblem für die Suche nach demoptimalenVersuchsplan
in Formel (3.6) in folgendes Optimierungsproblem umgewandelt werden

ξ∗ = arg max
ξ

Ψ(F (ξ, Θ̂)) (3.9)

wobei Ψ ein skalares Funktional der FIM F (ξ, Θ̂) ist. Der Definition von FIM in Formel
(3.8) ist leicht zu entnehmen, dass die FIM im Fall eines linearen Modells unabhängig vom
Parametersatz Θ̂ ist, d. h. dabei gilt es, folgendes Optimierungsproblem zu lösen:

ξ∗ = arg max
ξ

Ψ(F (ξ)) (3.10)

Je nachdem, welches Funktional ausgewählt wird, werden verschiedene Optimalitätskrite-
rien für die optimale Versuchsplanung eingeführt ([FL13] und [ADT07]):

• A-Optimalität minimiert die Spur der invertierten FIM, d.h. tr(F−1(ξ)), damit die
gemittelte Varianz des geschätzten Parametersatzes minimiert wird.

• D-Optimalität minimiert die Determinante der invertierten Informationsmatrix, d.h.
|F−1(ξ)|, was das Volumen des Konfidenzellipsoids des geschätzten Parametersatzes
minimieren wird.

• E-Optimalität minimiert den größten Eigenwert der invertierten Informationsmatrix
F−1(ξ).

Darüber hinaus existiert eine Gruppe von Optimalitätskriterien, die auf die Minimierung
der Varianz der Ausgangsprädiktion abzielen ([Won94]).

• G-Optimalität minimiert das Maximum der Varianz der Ausgangsprädiktion inner-
halb des Eingangsbereichs X von Interesse. Das entsprechende Optimierungspro-
blem lautet

ξ∗ = arg min
ξ

max
x∈X

f̂ (x, Θ̂)TF f̂ (x, Θ̂) (3.11)

wobei f̂ (x, Θ̂) für den prädizierten Ausgang an der Stelle x steht.
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• I/V-Optimalität minimiert den Mittelwert bzw. das Integral der Varianz der Aus-
gangsprädiktion über den gesamten Eingangsbereich X von Interesse mit folgender
Formel:

ξ∗ = arg min
ξ

∫
X

f̂ (x, Θ̂)TF f̂ (x, Θ̂)dx (3.12)

In der Praxis wird das Integral auf einem Gitter ausgewertet ([GJ11]).

Es ist weder möglich noch notwendig, hierbei alle Optimalitätskriterien in der Literatur zu
nennen, siehe dazu das Review in [SH84] und [Das02].

3.4.2 Optimal Design für ein nichtlineares Modell

Wenn es um die optimale Versuchsplanung für ein nichtlinearesModell geht, das beschrie-
ben wird als

f̂ (x, Θ) = g(x, Θ) (3.13)

gilt derselbe Lösungsansatz wie bei der Versuchsplanung mit einem linearen Modell. Ge-
nauso wird die FIM wie in Formel (3.8) definiert und für die Approximation der Kovari-
anzmatrix cov(ξ, Θ̂)wie in Formel (3.7) eingesetzt. Es wird allerdings problematisch, wenn
man versucht, im Fall des nichtlinearen Modells ohne Weiteres mithilfe der Formel (3.9)
nach einem optimalen Versuchsplan ξ∗ zu suchen, da anders als beim Fall eines linearen
Modells die FIM beim nichtlinearen Modell von dem zu schätzenden Parametersatz Θ ab-
hängt ([FL13]). Um dieses Problem zu lösen bzw. zumildern, werden in der Literatur über-
wiegend folgende Richtungen vorgeschlagen ([FL13], [DMP04] und [Dea+15]):

• Lokal optimale Versuchsplanung:Mit einem vorgegebenen oder vermuteten Parame-
tersatz Θ̃ kanndas Problemwie imFall des linearenModells gelöstwerden ([DMP04]),
und zwar als

ξ∗ = arg max
ξ

Ψ(F (ξ, Θ̃)) (3.14)

Der daraus resultierende Versuchsplan wird als „lokal optimal“ bezeichnet, da die-
ser Versuchsplan nur in der Nähe des ausgewählten Parametersatzes Θ̃ optimal ist
([DMP04]).

• Minimax-Versuchsplan: Dabei wird nach dem Versuchsplan gesucht, der unter einer
MengeP vonmöglichen Parametersätzen dasMaximumdes Funktionals Ψ(F (ξ, Θ))
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minimiert [Dea+15]. Das entsprechende Optimierungsproblem kann mit folgender
Formel beschrieben werden [Dea+15]:

ξ∗ = arg min
ξ

max
Θ∈P

Ψ(F (ξ, Θ)) (3.15)

In der Tat handelt es sich hierbei um einen robusten Versuchsplan ([PW88]).

• Bayessche optimale Versuchsplanung: In den vorigen zwei Ansätzen wurde eine Art
Vorinformation über den Parametersatz eingeführt, um das Problem der Versuchs-
planung beim nichtlinearen Modell zu lösen. Wenn die Idee, dem Parametersatz Θ
eine a-priori-Verteilung p(Θ) zuzuweisen, verallgemeinert wird, kommt die bayes-
sche Versuchsplanung mit folgender Formel zustande ([FL13]):

ξ∗ = arg max
ξ

∫
U(ξ, Θ)p(Θ)dΘ (3.16)

Dabei steht der Term U(ξ, Θ) für die Nutzungsfunktion, welche die Zielsetzung des
Experiments reflektiert. Wenn der Versuchsplan erstellt wird, um die a-posteriori-
Verteilung p(Θ̂|D) des Parametersatzes nach der Beobachtung der Messdaten mit
hoher Genauigkeit zu schätzen, können folgende Nutzungsfunktionen Anwendung
finden ([CV95a]):

– KL-Divergenz zwischen der a-priori-Verteilung und der a-posteriori-Verteilung
des Parametersatzes: Die KL-Divergenz wird durch folgende Formel definiert:

DKL(p(Θ̂|D)||p(Θ)) =
∫ +∞

−∞
p(Θ̂|D) log

p(Θ̂|D)

p(Θ)
dΘ (3.17)

Die entsprechende Nutzungsfunktion ist

U(ξ, Θ) =
∫

log p(Θ̂|D)p(D|ξ)dD (3.18)

wobei p(D|ξ) für die Likelihood nach der Beobachtung derMessdaten steht. Zu-
gleich kann diese Nutzungsfunktion ebenfalls als Erhöhung der Shannon-
Information über den zu schätzenden Parametersatz angesehenwerden ([SW97]).
Wenn diese Nutzungsfunktion im Rahmen eines lineares Regressionsmodells
mit normalverteiltemMessrauschen verwendet wird, reduziert sich U(ξ, Θ) auf
eine Funktion der Determinante der Designmatrix. Deswegen wird dieser An-
satz als bayessches D-optimal Design bezeichnet.

– QuadratischerAbstand zwischendenPunktschätzungendes a-priori-Parameter-
satzes Θ und des a-posteriori-Parametersatzes Θ̂: Die entsprechende Nutzungs-
funktion ist ([CV95a])
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U(ξ, Θ) =
∫

(Θ− Θ̂)2p(D|ξ)dD (3.19)

Dieser Ansatz kann als Verallgemeinerung des A-optimal Designs in der fre-
quentistischen Sicht interpretiert werden undwird als bayessches A-optimal De-
sign bezeichnet ([CV95a]).

– Es gibt noch das bayessche Design, das keine explizite Nutzungsfunktion ver-
wendet, z. B. das bayessche E-optimal Design und das bayessche G-optimal De-
sign. Sie teilen die Konzepte der Versuchsplanung und die Namenmit ihren fre-
quentistischen Gegenstücken in Abschnitt 3.4.1.

Das Problem der bayesschen Versuchsplanung in Formel (3.16) kann nur dann exakt
gelöst werden, wenn erstens eine bekannte und vernünftige a-priori-Verteilung p(Θ)

des Parametersatzes vorhanden ist und zweitens das Integral in der Formel (3.16)
analytisch exakt berechnet werden kann. Allerdings sind die zwei genannten Voraus-
setzungen normalerweise in der Realität nicht erfüllt. Mittels der sequentiellen Ver-
suchsplanung kann das erste Problem teilweise gelöst werden. Für das zweite Pro-
blem können Approximationstechniken hilfreich sein, z. B. Laplace-Approximation,
Variational Inference und die Samplingstechnik in Abschnitt 2.2.2.

3.5 Sequentielle Versuchsplanung

Anstatt dieHoffnung darauf zu setzen, dassman alle Information über dasUntersuchungs-
objekt durch ein einziges Experiment zur Verfügung stellen kann, erweist sich die sequen-
tielle Versuchsplanung als ein zweckdienlicherer Ansatz für die Aufgabe, vor allem wenn
die Charakteristik des zu ermittelnden Prozesses unbekannt bleibt. Hierbei handelt es sich
um eine Art Versuchsplanung, die ausmehreren Iterationen besteht. In jeder Iteration wird
versucht, aufgrund der bislang vorhandenen Information, z. B. des geschätzten Parameter-
satzes oder der abgeleiteten Modellstruktur, den Versuchsplan für die aktuelle Iteration
zu erstellen. Dadurch kann das Ziel erreicht werden, die Abhängigkeit des optimalen Ver-
suchsplans ξ∗ vom Parametersatz Θ im Fall des nichtlinearen Modells aufzulösen. Außer-
dem bietet die sequentielle Versuchsplanung auch dieMöglichkeit, rechtzeitig aufzuhören.
Im Prinzip setzt sich ein sequentieller Versuchsplan aus drei Komponenten zusammen, die
durch folgende Arbeitsprozesse miteinander verbunden werden.

• Anfängliche Versuchsplanung: Der sequentielle Versuchsplan fängt mit einem an-
fänglichen Versuchsplan an, der darauf abzielt, eine vorläufige Übersicht über die
Parameter oder den zu approximierenden Prozess zu erlangen. Der dabei eingesetz-
te Versuchsplan kann aufgrund der Vorinformation, die aus Vorwissen oder Erfah-
rungen bei anderen, ähnlichen Aktivitäten hervorgegangen ist, erstellt werden.Wenn
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keine Vorinformation vorhanden ist, können die in Abschnitt 3.3 dargestellten raum-
füllenden Versuchspläne verwendet werden.

• Adaptive Versuchsplanung: In diesem Arbeitsschritt werden die anfänglichen Para-
meter als wahre Parameter genommen, um den optimalen Versuchsplan in dieser
Iteration zu erstellen. Der Versuchsplan in dieser Phase wird als adaptiv bezeichnet,
weil sich das geschätzte Modell im Verlauf der gesamten Versuchsplanung ändert. In
der Tat lässt sich die sequentielle Versuchsplanung vom Prinzip her auf unkompli-
zierte Weise mit der bayesschen Versuchsplanung kombinieren. In diesem Fall kann
das bisher erzielte Wissen als Vorinformation eingesetzt werden, um den adaptiven
Versuchsplan für die aktuelle Iteration zu konstruieren. Durch Einsatz des Satzes
von Bayes kann die daraus resultierende a-posteriori-Information als Vorinformation
für die nächste Iteration verwendet werden, siehe für weitere Information in [BG16],
[EC14], [BT12] und [RS12].

Die Anzahl der Messpunkte in einem lokal optimalen14 Versuchsplan, einzelne oder
mehrere, ist ein offener Punkt der Forschung und wird in [Set10] behandelt, wobei
in der Regel ein Kompromiss zwischen der Effizienz und der Leistungsfähigkeit des
adaptiven Versuchsplans getroffen wird. Bei mehreren Messpunkten wird normaler-
weise von Batch Sampling gesprochen ([Har14]). Wegen des eingeschränkten Budgets
für denMessaufwand soll der Informationsgehalt jedesMesspunkts bei derVersuchs-
planung ansMaximum getrieben werden, weshalb bei unseremAnwendungsfall nur
das Verfahren mit Einzelmesspunkt in Frage kommt.

• Stopp-Kriterium: Der Prozess sequentieller Versuchsplanungwird beendet, wenn ein
Stopp-Kriterium erfüllt wird. Ein Beispiel eines Stopp-Kriteriums kann die maxima-
le Anzahl von Messpunkten sein, der maximale Zeitaufwand etc. Außerdem können
auch raffiniertere Kriterien eingesetzt werden, die auf dem Zustand des Modells ba-
sieren, damit ein vollautomatisierter Prozessmöglichwird. Dies ist noch ein aktuelles
Forschungsthema, siehe [WCZ14], [Vla08] und [ZWH08] für mögliche Ansätze.

14Dieser Versuchsplan ist lokal optimal in dem Sinn, dass er in der aktuellen Iteration aufgrund der aktu-
ellen Parameter optimal erstellt wird.
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4 Algorithmus für optimierte und automatisierte Applika-
tion

Wie es schon in Abschnitt 1.3 klargemacht wurde, geht es in dieser Arbeit darum, einen
Algorithmus zu entwickeln, der ein Netzwerk vonGrey-Box-Modellenmit möglichst gerin-
gemMessaufwand applizieren kann. In den Abschnitten 4.1, 4.2 und 4.3 konzentrieren wir
uns zunächst auf die optimale Applikation eines einzelnenGrey-Box-Modells, was als Basis
der weiteren Entwicklungsaktivitäten dienen soll. Daraufhin beschäftigt sich Abschnitt 4.4
mit der Applikation eines Netzwerks von Grey-Box-Modellen. Zu beachten ist, dass es sich
in diesem Kapitel lediglich um eine theoretische und abstrakte Darstellung des entwickel-
ten Algorithmus handelt. Die konkreten Anwendungsfälle werden in Kapitel 5 dargestellt.

4.1 Optimale Applikation eines einzelnen Grey-Box-Modells

In diesem Abschnitt wird in die grundlegende Problemstellung eingeführt und werden
mögliche Lösungsansätze diskutiert. Als Zielsetzung versuchen wir, ein einzelnes Grey-
Box-Modell automatisch und mit möglichst geringem Messaufwand zu applizieren. Wie
sich in Abbildung 4.1 zeigt, besteht das zu applizierende Grey-Box-Modell normalerweise
aus physikalischen Gleichungen y = f (x, A,Q) mit ihrem Eingangsvektor x und einem
empirischen Modell A = EM(u) mit seinem Eingangsvektor u. Ein Grey-Box-Modell lässt
sich dann darstellen als

y = f (x, A,Q)

A = EM(u)
(4.1)

wobei die Terme y und A jeweils für den Ausgang der physikalischen Gleichung f und
des empirischen Modells EM stehen. Der Term Q ist die Menge der Umgebungsgrößen.
Das empirische Modell wird verwendet, um den physikalisch schwer abbildbaren Zusam-
menhang zwischen Eingangsvektor u und Ausgang A zu beschreiben. In dieser Arbeit ist,
wenn von der Applikation eines Grey-Box-Modells die Rede ist, die Ermittlung und die
Approximation des dazugehörigen empirischen Modells durch Experimente gemeint. Zu
beachten ist, dass es in der vorliegenden Abhandlung lediglich um empirische Modelle
mit einem ein- bis zweidimensionalen15 Eingangsvektor geht. Wenn das empirische Mo-
dell ein skalarer Parameter ist, reduziert sich das Problem auf das klassische Problem der
Parameteridentifikation.

Um das empirische Modell zu ermitteln, werden durch Variation des Eingangsvektors u
Messdaten DSen (Beobachtungsmesspunkte) gesammelt, die alle messbare Größen in der

15Die Dimension in der ECU-Funktionsapplikation liegt normalerweise bei eins oder zwei. Bei Aufgaben
wie der Motorapplikation kann ein Problem mit mehr Dimensionen vorkommen.
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physikalischen Gleichung f und den entsprechenden Eingangsvektor u beinhalten, und
zwar gilt DSen = {xi, yi,Qi,ui|i ∈ {1 . . . N}}, wobei N für die Anzahl der Experimente
steht. Mittels der physikalischen Gleichung y = f (x, A,Q) kann der Ausgang des empiri-
schen Modells MPi, normalerweise ein Applikationsparameter, berechnet werden. Parallel
lässt sich die Unsicherheit σ2

MPi
davon mithilfe der Toleranzen σ2

xi
und σ2

yi
der Sensoren

für die Messgrößen x und y durch die Regel der Fehlerfortpflanzung ([Cli73]) berechnen.
Zu beachten ist, wenn es sich dabei um eine nichtlineare Gleichung handelt, dass die Glei-
chung f an dem entsprechendenArbeitspunkt, der durch x und y repräsentiert wird, linea-
risiert werden muss, bevor die Berechnung der Fehlerfortpflanzung ausgeführt wird, siehe
[OB06] für mehr Information. So wird mit einem Experiment ein Applikationsmesspunkt
für das empirische ModellDApp,i = [ui, MPi, σ2

MP] erzeugt. Der Applikationsmesspunkt ist
die Basis der ECU-Funktionsapplikation und wird eingesetzt, um den gesuchten empiri-
schen Zusammenhang A = EM(u) zu ermitteln. Der Signalfluss, der die Berechnung eines
DApp,i aufgrund eines Beobachtungsmesspunkts DSen,i beschreibt, wird in Abbildung 4.1
gezeigt.

yi = f(xi, A, Qi)

ui

MPi & 

A = EM(ui)

yi & 

xi & 

DApp,i = [ui, MPi, ]

!

"
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"
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Abbildung 4.1: Signalfluss für die Generierung eines Applikationsmesspunkts für die Ap-
plikation des empirischen Modells A = EM(u); es wird dabei sowohl der Wert des Ap-
plikationsparameters MPi als auch die Unsicherheit σ2

MPi
des Applikationsparameters be-

rechnet.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird der Prozess der Generierung eines Applikationsmess-
punkts im Rahmen eines Grey-Box-Modells durch folgende Formel beschrieben:

y = f (x, A,Q)→ EM(u) (4.2)

Dieser Abschnitt zielt darauf ab, das empirischeModell A = EM(u) einesGrey-Box-Modells
durchMessdaten aus Experimenten zu identifizieren, und zwar automatisch undmit mög-
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lichst geringem Messaufwand. Anders formuliert, wird nach einem optimalen Versuchs-
plan U∗ gesucht, der die Informationsgehalte der gesammelten Applikationsmesspunkte
für die Applikation des empirischen Modells maximieren kann. Unter dieser Rahmenbe-
dingung lässt sich das zu lösendeOptimierungsproblemmathematischwie folgt darstellen

U∗ = arg max
U

IG(U) (4.3)

wobei U = [u1, u1, u1, · · · , uN] der Versuchsplan für das Experiment ist. Der Term IG(U)

steht für den Informationsgehalt des Versuchsplans für die Applikation des entsprechen-
den Grey-Box-Modells. Die Funktion IG(U), die dem Versuchsplan seinen Informationsge-
halt zuordnet, stellt den wichtigsten Bestandteil des Algorithmus dar und muss klar de-
finiert werden. Wie bereits in Abschnitt 3.4 erwähnt wurde, hängt der Informationsgehalt
eines Versuchsplans bzw. eines Messpunkts sehr stark vom eingesetzten Regressionsmo-
dell ab. Um auf eine geeignete Informationsfunktion zu kommen, soll infolgedessen ein
zielführendes Regressionsmodell festgelegt werden, bevor ein Versuchsplan dazu erstellt
wird. Die Lösung des Optimierungsproblems in Formel (4.3) gliedert sich im Prinzip in
zwei Bestandteile:

• Ein Regressionsmodell für die Approximation des unbekannten und physikalisch
schwer abbildbaren Zusammenhangs im empirischen Modell. Dafür wird in Absch-
nitt 4.2 ein Gaußprozessmodell entwickelt, das die in dem Zusammenhang gegebe-
nenfalls auftretende Nichtstationarität erkennen und beherrschen kann.

• Ein Versuchsplan, der das Experiment so gestaltet, dass die Applikation automatisch
und mit möglichst geringem Messaufwand erfolgen kann. Dazu wird in Abschnitt
4.3 eine Hybride Abtaststrategie konzipiert, die sowohl die Abdeckung des Versuchs-
raums als auch die Ermittlung der Regionen von Interessen16 berücksichtigt. Außer-
demwird in Abschnitt 4.3.3 ein Stopp-Kriterium für den automatischen Abbruch des
Vermessungsvorgangs entwickelt.

4.2 Nichtstationäres Gaußprozessmodell

Bei der Modellbildung mit dem Gaußprozessmodell gehört unter anderem die Stationari-
tät zu den standardmäßigen Annahmen. Allerdings ist ein stationäres Gaußprozessmodell
in vielen Situationen nicht in der Lage, der räumlich stark variierenden Charakteristik des
zu untersuchenden Prozesses gerecht zu werden, wie in Abschnitt 2.4.1 aufgezeigt wur-
de. Ein typisches Beispiel ist die Approximation einer Funktion wie in Abbildung 4.2, die
durch starkes nichtlineares Verhalten in einer Region und ruhigen Verlauf in einer anderen
Region gekennzeichnet ist. Während der Applikation der ECU-Funktion kann es durchaus

16Was Region von Interessen hierbei bedeutet, wird in Abschnitt 4.3.2 erklärt.
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vorkommen, dass der zu applizierende Zusammenhang so komplex ist, dass eine Statio-
naritätsannahme nicht zulässig ist, um die Realität zu modellieren. Deshalb soll das in der
vorliegendenArbeit eingesetzte Regressionsmodell so ausgelegtwerden, dass esmitNicht-
stationarität im Prozess umgehen kann.
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Abbildung 4.2: Eine typische Funktion mit räumlich variierenden Eigenschaften.

Zunächst wird in Abschnitt 4.2.1 eine Definition eines stationären Gaußprozessmodells ge-
liefert. Anschließend wird in Abschnitt 4.2.2 eine Übersicht über die in der Literatur vor-
geschlagenen Ansätze für die Konstruktion von Nichtstationarität im Gaußprozessmodell
zur Verfügung gestellt. Zugleich werden die erwähnten Methoden einander gegenüberge-
stellt und bewertet. Daraufhin wird in Abschnitt 4.2.3 ein neuer Ansatz vorgestellt, der für
unseren Anwendungsfall am besten passt. Zuletzt wird in Abschnitt 4.2.4 die Leistungsfä-
higkeit des neu entwickelten Ansatzes durch simulative Experimente validiert.

4.2.1 Stationäres Gaußprozessmodell

Nach der Definition in [RW06] fällt ein Gaußprozess GP(m(x), k(x, x′)), der auf einem
räumlichen Feld definiertwird, in dieKategorie stationärer17 stochastischer Prozesse,wenn
folgende Bedingungen erfüllt werden ([Jaz07]):

17In diesem Fall handelt es sich um einen schwach stationären stochastischen Prozess. Siehe [Gil06] für
weitere Information zu den Unterschieden zwischen schwach und stark stationärem stochastischem Prozess.
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• Der Erwartungswert des Gaußprozesses bleibt konstant innerhalb des gesamten Ein-
gangsraums, und zwar gilt E(x) = µ für alle x ∈ X , wobei X und µ jeweils für das
räumliche Feld und den Mittelwert des stochastischen Prozesses stehen.

• Die Varianz ist endlich.

• Die Kovarianz k(x, x′) zwischen zwei Positionen im räumlichen Feld hängt nicht von
der absoluten Positionen der zwei Positionen x und x′ ab, sondern nur vom relativen
Abstand |x− x′|18 zwischen den beiden Positionen. Mathematisch kann diese Eigen-
schaft beschrieben werden als

k(x, x′) = k(x + v, x′ + v) (4.4)

wobei v für eine beliebige Verschiebung des Eingangs steht. Außerdemmuss beachtet
werden, dass die Richtung bei der Berechnung der Kovarianz auch keine Rolle spielen
darf, d. h. es gilt: k(x, x′) = k(x′, x).

4.2.2 Konstruktion eines nichtstationären Gaußprozessmodells

Die Konstruktion eines nichtstationären Gaußprozessmodells erfolgt durch die Verletzung
der oben aufgelisteten Bedingungen.Wennmanbeispielsweise bei derGPR statt einerNull-
Mittelwertfunktion eine lineare Mittelwertfunktion wie etwa m(x) = ax + b benutzt, wird
die erste Bedingung verletzt, und dadurch entsteht ein nichtstationäres Gaußprozessmo-
dell ([Mor80]). In der vorliegenden Arbeit konzentrieren wir uns auf die Erzeugung der
Nichtstationarität durch die Anpassung der Kovarianzfunktion, d. h. die Verletzung der
dritten Bedingung. In diesem Abschnitt werden zuerst die verwandten Arbeiten vorge-
stellt.

Kernglättung

Dies ist der erste Ansatz, mit dem man dem Gaußprozess Nichtstationarität geben kann.
ImWesentlichenwird der gesamte Eingangsraum inmehrere kleineUnterräume aufgeteilt,
und in jedemUnterraumwirdmittels der dazugehörigenMesspunkte eine stationäreKova-
rianzfunktion gelernt ([Fue01]). Eine grundlegende Voraussetzung ist, dass die lokale sta-
tionäre Kovarianzfunktion ausreicht, um die entsprechenden lokalen Regionen darzustel-
len. Die nichtstationäre Kovarianzfunktion wird dann durch Zusammenbauen der statio-
nären Kovarianzfunktionen aus den Unterräumen produziert, und zwar mit Gewichtung
und Glättung ([Fue01]). In [FS01] wird die Summierung der gewichteten stationären Ko-
varianzfunktionen durch Integration realisiert. Ein verbreiteter Einsatz der Kernglättung
wird durch die Notwendigkeit der Einführung des MCMC-Verfahrens für das Modelltrai-
ning beschränkt ([DF10]).

18Die Definition des Abstands zwischen verschiedenen Positionen kann variieren, siehe [BD13] für weitere
Verweise.
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Modellglättung

Dieser Ansatz verfolgt die Idee der Unterteilung des Eingangsraums. Allerdings wird hier-
bei statt der Kovarianzfunktion dasGaußprozessmodell selbst ausmehreren lokalenGauß-
prozessmodellen (Mixtures of Local Experts) zusammengebaut ([PKR06]). Durch ein soge-
nanntesGating Networkwird die lokale Region demGaußprozessmodell zugewiesen. Ähn-
licheAnsätzewerden auch in der Geographie eingesetzt, siehe [AL07].Während dieser An-
satz bezüglich der Struktur und der Interpretierbarkeit einfach ist, erweist sich dasModell-
verhalten beim Übergang zwischen den lokalen Gaußprozessmodellen als problematisch.

Kernkonvolution

In [HSK99] wird dieser Ansatz eingeführt, um aus einer stationären Kovarianzfunktion
eine nichtstationäre Kovarianzfunktion zu konstruieren. In [HSK99] wird vorgeschlagen,
eine nichtstationäre Kovarianzfunktion kNS(xi, xj) zwischen xi und xj

19 mit Konvolution
der Kerne zu erstellen als

kNS(xi, xj) =
∫
R

kxi(u)kxj(u)du (4.5)

wobei xi, xj und u Positionen im Eingangsraum sind und kxi(·) für eine Kernfunktion steht,
die im Punkt xi zentriert. Die Kernfunktion kann verschiedene Formen annehmen, z. B.
Gaußfunktion [HSK99] und Matérn-Kovarianzfunktion, die eine größere Flexibilität er-
laubt [PS04].Während dieMethode der Kernkonvolution eine allgemeine und flexible Rah-
menbedingung für die Erzeugung von Nichtstationarität in GPR darstellt, wird die prakti-
sche Anwendung von der anspruchsvollen Anforderung an die Rechenleistung stark limi-
tiert ([PKB08]).

Nichtlineare Verformung des Eingangsraums

Bei diesem Ansatz handelt es sich im Prinzip darum, den Eingangsraum eines nichtstatio-
nären Prozesses so zu verzerren, dass der resultierende Prozesswieder unter der Annahme
der Stationarität mit ausreichend guter Genauigkeit modelliert werden kann. In Abbildung
4.3 wird die Funktionsweise dieses Ansatzes schematisch dargestellt.

Die Idee, durchVerformung des Eingangsraums dieNichtstationarität beim realenAnwen-
dungsfall zu behandeln, geht auf dieArbeiten von [Gib98] und [DSG01] zurück. In [Xio+07]
wird die von [Gib98] entwickelteMethodemodifiziert und vereinfacht, umden Rechenauf-
wand zu reduzieren. Die Methode in [Xio+07] zeichnet sich durch Interpretierbarkeit und
einen geringen Rechenaufwand aus und gilt als Basis für das in dieser Abhandlung einge-
setzte Regressionsmodell.

19Hier wird lediglich der eindimensionale Fall dargestellt, allerdings gilt das Prinzip auch für multidimen-
sionale Probleme.
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Abbildung 4.3: Transformation des Koordinatensystems durch Raumverformung; nach der
Verformung wird die Glattheit der Funktion offensichtlich gleichmäßiger, was die Model-
lierung mit der stationären GPR wieder ermöglicht.

4.2.3 Neuartiges Gaußprozessmodell mit nichtstationärer Kovarianzfunktion

In diesem Abschnitt wird zuerst der Ansatz für die Erzeugung von Nichtstationarität bei
GPR in [Xio+07] dargestellt. Darauf folgen die Erweiterung und die Modifikation des An-
satzes, um unseren Anforderungen gerecht zu werden.

Xiongs Ansatz

Für die Konvertierung des alten Koordinatensystems ins neue Koordinatensystem werden
in [Xio+07] auf dem Eingangsraum M + 1 Stützpunkte s = [s0, s1, s2, s3, · · · , sM]20 für die
Erzeugung von M Subräumen festgelegt. Basierend darauf wird eine sogenannte Dichte-
funktion d(x) definiert. Die Dichtefunktion wird eingesetzt, um die Glattheit der Nachbar-
schaft des entsprechenden Stützpunkts zu beschreiben. Ein hoherWert der Dichtefunktion
signalisiert, dass dasModellverhalten im entsprechenden Bereich starke Nichtlinearität be-
sitzt. Ein niedriger Wert deutet auf ein ruhiges Modellverhalten hin. Zwischen den Stütz-
punkten werden die Werte der Dichtefunktion einfach durch lineare Interpolation berech-
net. Zusammengefasst kann basierend auf den vordefinierten Stützpunkten s als Parameter
die Dichtefunktion d(x) im alten Koordinatensystem mit M Subräumen wie folgt formu-
liert werden:

d(x) =
M

∑
i=1

di(x, ai, bi) (4.6)

Die Formel (4.6) beschreibt dieDarstellung derDichtefunktion d(x) durch die Summierung
der Teildichtefunktionen di(x, ai, bi). Die zusätzlichen Parameter ai und bi sind die Funkti-
onswerte der Dichtefunktion an den Stützpunkten, die um den Eingang x herum liegen. In
Abbildung 4.4 wird die Dichtefunktion dargestellt.

20Hier wird nochmals nur der eindimensionale Fall dargestellt, jedoch gilt das Prinzip auch für multidi-
mensionale Probleme.
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Abbildung 4.4: Funktionswert d(x) der Dichtefunktion an der Stelle x; die dargestellte Teil-
dichtefunktion d3(x, a3, b3)wird zwischen den Stützpunkten s2 und s3 definiert; außerhalb
des Definitionsbereichs gilt d3(x, a3, b3) = 0.

Wie Abbildung 4.4 zeigt, wird die Teildichtefunktion d3(x, a3, b3) innerhalb des Subraums
x ∈ [s2, s3] definiert und ist eine lineare Funktion mit den zwei Endpunkten (s2, a3) und
(s3, b3), d. h. außerhalb des Subraums ist der Funktionswert null. Somit lässt sich die Teil-
dichtefunktion durch folgende Formel darstellen:

di(x, ai, bi) =


bi−ai

si−si−1
x + ai, x ∈ [si−1, si]

0, x /∈ [si−1, si]
(4.7)

Aufgrund der Dichtefunktion d(x) kann die Transformationsfunktion t(x), die den alten
Eingangsraum Xalt auf den neuenEingangsraum Xneu = t(Xalt) abbildet, durch Integration
erzeugt werden

t(x) =
∫ x

s0

d(x)dx (4.8)

wobei s0 der erste Stützpunkt und in der Regel auch der Anfangspunkt des Eingangsraums
ist. Aus Formel (4.8) ist ersichtlich, dass der Wert t(x) der Transformationsfunktion an der
Stelle x also durch die Integration der Dichtefunktion vom Anfang des Eingangsraums
bis zu der gewünschten Stelle berechnet wird. Die Berechnung ist wegen der stückweise
linearen Struktur derDichtefunktion relativ trivial. InAbbildung 4.5wird die Konstruktion
der Transformation t(x) aus der Dichtefunktion d(x) verdeutlicht.
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Abbildung 4.5: Funktionswert t(x) der Transformationsfunktion an der Stelle x; der Wert
der Transformationsfunktion wird in der Abbildung durch die schraffierte Fläche darge-
stellt.

Mit der Transformationsfunktion lassen sich dieMesspunkte im neuenKoordinatensystem
schnell umrechnen. Außerdem führt die Transformation des Eingangsraums auch zu einer
neuenKovarianzmatrix; wenn ebenfalls die klassische SE-Kovarianzfunktionwie in Formel
(2.53) verwendet wird, ergibt sich die neue nichtstationäre Kovarianzfunktion kNS(x, x′) zu

kNS(x, x′) = σf exp(
||t(x)− t(x′)||2

−2l2 ) (4.9)

wobei der Term t(x) für die Position x im neuen Eingangsraum steht.

Treed Gaussian Process Model with Nonstationary Covariance Function (TGPRNS)

Der Ansatz in [Xio+07] zeichnet sich durch eine einfache Implementierung und die Fähig-
keit aus, mit der Nichtstationarität im Prozess umgehen zu können. Allerdings kommen
diese Vorteile erst zustande, wenn die Partitionierung des Eingangsraums vernünftig be-
handelt wird, was bei Xiongs Ansatz fehlt. Dabei wird der Eingangsraum direkt in Subräu-
me gleicher Größe unterteilt. Um eine intelligente Partitionierung des Eingangsraums zu
realisieren, die sich automatisch an die Eigenschaft des Zusammenhangs anpassen kann,
wird in dieser Arbeit Xiongs Ansatz um das Partitionsverfahren aus LOLIMOT in [Nel97]
erweitert. Der daraus resultierende Ansatz wird in dieser Abhandlung als Treed Gaussian
Process Model with Nonstationary Covariance Function (TGPRNS) bezeichnet. Die Partitionie-
rung des Eingangsraums erfolgt durch die Beantwortung folgender zwei Fragen:
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• In wie viele Subräume soll der gesamte Eingangsraum partitioniert werden?

Hierbei geht es um die Bestimmung der Anzahl M der Subräume. Einerseits ist es
selbstverständlich, dass je mehr Subräume erzeugt werden, umso mehr Freiheitsgra-
de entstehen, damit die Nichtstationarität aus dem alten Koordinatensystem im neu-
en Koordinatensystem untergebracht werden kann. Allerdings kann andererseits ein
zu hoch gewähltes M die Wahrscheinlichkeit von Overfitting erhöhen, da das Mini-
mierungsproblem in Formel (4.12) im Fall von zu vielen unabhängigen Variablen sehr
leicht in einem lokalen Optimum steckenbleibt. Zuletzt wird ein hohes M immer zu
einem erhöhten Rechenaufwand führen.

• Wo sollen die Stützpunkte s bezogen auf den Eingangsraum liegen?

Durch die Einführung der Dichtefunktion soll eine äquidistante Verteilung der Stütz-
punkte ausreichen, um eine gemäßigte Nichtstationarität im Prozess zu neutralisie-
ren, wie es in Xiongs Ansatz gemacht wird. Wenn es jedoch um die Approximati-
on eines stark räumlich variierenden Zusammenhangs geht, soll eine inhomogene
Verteilung der Stützpunkte aufgrund der lokalen Charakteristik für eine bessere Mo-
dellgenauigkeit sorgen. Und zwar sollen im Rahmen einer begrenzten Anzahl von
Stützpunkten in Regionen starker Nichtlinearität mehr Stützpunkte platziert werden
als in Regionen mit ruhigem Modellverhalten.

In der Praxis soll die Partitionierung des Eingangsraums vor der Bestimmung des Hyper-
parametersatzes HNS, z. B. die l und σf in der Kovarianzfunktion, durchgeführt werden.
D.h. die Festlegung derAnzahl M der Subräume und der Verteilung der Stützpunkte s liegt
eine Ebene höher in der Struktur desModelltrainings alsHNS. Im Prinzip benutzt TGPRNS
das Partitionierungsverfahren aus LOLIMOT, um die Anzahl und die Verteilung der Stütz-
punkte auf dem Eingangsraum automatisch und adaptiv aufgrund des Modellverhaltens
zu bestimmen. Dessen Arbeitsprozess lässt sich in folgenden Schritten beschreiben.

• Partitionierung des Eingangsraums

Zunächst wird das Partitionierungsverfahren aus LOLIMOT eingesetzt, das bereits in
Abschnitt 2.3.5 durch Abbildung 2.10 geschildert wurde, um den Eingangsraum auf-
zuteilen. Dabei wird versucht, die Messdaten durch ein lokales lineares Modell zu
interpretieren. Die Fehler zwischen den gefitteten lokalen Modellen und den dazu-
gehörigenMessdatenwerden als dasMaß der Komplexität des lokalenModellverhal-
tens betrachtet. Wenn ein komplexer Subraum entdeckt wird, wird er in zwei kleinere
Subräume unterteilt. Das Verfahren setzt sich fort, bis eine vordefinierte Fehlergrenze
erreicht wird.
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In TGPRNS wird das Ergebnis der Partition nicht direkt, sondern nach Modifikation
verwendet. Für die Modifikation werden die Partitionslinien aus allen Schnittpunk-
ten in jeder Dimension verlängert, bis sie sichmit den entsprechendenAchsen schnei-
den. Die Schnittpunkte der verlängerten Partitionslinien und der Achsen werden als
Stützpunkte der Dichtefunktion für die Verformung des Eingangsraums benutzt. In
Abbildung 4.6 wird die Modifikation beispielhaft dargestellt.

X1

X2

X1

X2

Abbildung 4.6: Modifikation der Partition; auf der linken Seite ist die Partition aus LOLI-
MOT zu sehen; auf der rechten Seite wird die Partition nach der Modifikation aufgezeigt.

• Modelltraining

Während die Verformung des Eingangsraums dem Gaußprozessmodell erlaubt, die
Nichtstationarität in einemZusammenhangmodellieren zu können, bringt dieseMe-
thode weitere Freiheitsgrade bzw. Hyperparameter beim Modelltraining, z. B. die
Funktionswerte c = [a1, a2, a3, · · · , aM] ∪ [b1, b2, b3, · · · , bM] der Dichtefunktion. Da-
durch ergibt sich der zu schätzende Hyperparametersatz zu HNS = [σf , l, c]. Nach-
dem die Stützpunkte festgelegt wurden, kann anschließend HNS wie beim Modell-
training des stationären Gaußprozessmodells durch die Maximierung der Log Margi-
nal Likelihood in Formel (2.59) gelernt werden. Allerdings wird die stationäre Kovari-
anzmatrix K(x, x) durch die nichtstationäre Kovarianzmatrix KNS(x, x) ersetzt:

KNS(x, x) = K(t(x), t(x)) (4.10)

Wenn die Varianzen der Messpunkte geschätzt werden, ergibt sich die Kovarianzma-
trix zu Ky,NS = KNS(x, x) +V, wobei V die Diagonalmatrix ist, die durch die Menge
der geschätzten Varianzen folgendermaßen gebildet wird:
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V =



σ2
1 0 0 . . . 0

0 σ2
2 0 . . . 0

... ... ... ...

0 0 σ2
i . . . 0

... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . σ2
N


(4.11)

Der Term σ2
i steht für die geschätzte Varianz des i-ten Messpunkts. Dadurch ergibt

sich die Log Marginal Likelihood zu

log p(y|HNS) = −
1
2
yK−1

y,NSy−
1
2

log |Ky,NS| −
N
2

log(2π) (4.12)

wobei Ky,NS = KNS(x, x) + V und KNS(x, x) die identische Struktur wie K(x, x) in
Formel (2.55) besitzen. Bei der Maximierung der Formel (4.12) kommt die Metho-
de der Multilevel Coordinate Search in [HN99] für globale Optimierung zum Einsatz.
Nachdem der HyperparametersatzHNS gelernt wurde, kann man damit den Model-
lausgang und dessen Varianz an beliebigen Stellen prädizieren, und zwar mittels der
Formeln (2.57) und (2.58). Im Rahmen des neuen Koordinatensystems lassen sich die
Berechnungen an der Stelle x∗ folgendermaßen umformulieren:

m(x∗) = KNS(x∗, x)[KNS(x, x) + σ2
nI]−1y (4.13)

cov(x∗) = KNS(x∗, x∗)− KNS(x∗, x)[KNS(x, x) + σ2
nI]−1KNS(x, x∗) (4.14)

4.2.4 Simulative Experimente mit synthetischen Daten

NachdemdieModellstruktur und dieMethode für dasModelltraining von TGPRNS inAb-
schnitt 4.2.2 vorgestellt wurden, wird in diesem Abschnitt versucht, die Leistungsfähigkeit
von TGPRNS im Vergleich mit Xiongs Ansatz für eine globale Approximation zu testen.

Vorgehensweise des Experiments

DieVorgehensweise für das Testen kann durch folgende Schritte zusammengefasstwerden:

1. Mittels der analytisch bekannten Testfunktion m(x)werden Funktionswerte m(XOri)

auf dem vordefinierten Gitter XOri im Eingangsraum berechnet, die als Wahrheit und
Basis für die Fehlerberechnung betrachtet werden.
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2. Auf einem anderen vordefinierten Gitter XMess
21 im Eingangsraum werden gleich-

falls die Funktionswertem(XMess) berechnet. Anschließendkannmithilfe desMatlab-
Befehls randn normalverteiltes Messrauschen generiert und auf die Elemente in
m(XMess) addiert werden. Dadurch werden die verrauschten Messdaten künstlich
generiert.

3. Aufgrund der künstlichenMessdatenwird ein statistischesModell f̂ (x) jeweils durch
die zwei Ansätze TGPRNS und Xiongs Ansatz gelernt. Anschließend wird f̂ (x) ein-
gesetzt, um die geschätzten Modellwerte f̂ (XOri) auf dem Gitter XOri zu berechnen.
Zum Schluss wird die Modellgenauigkeit des gewählten Ansatzes durch den Ver-
gleich zwischen f̂ (XOri) und m(XOri) durchgeführt. Hierbei wird als die Fehlerme-
trik der gemittelte Quadratfehler MSE benutzt, der durch folgende Formel definiert
ist:

MSE = mean( f̂ (XOri)−m(XOri))( f̂ (XOri)−m(XOri))
T (4.15)

4. Für jede Testfunktion werden die Schritte 1 bis 3 mehrfach durchgeführt, damit das
Ergebnis MSE robuster gegen die Zufälligkeit bei der Generierung von künstlichen
Messdaten wird.

Um die Leistungsfähigkeit der Modellierungsansätze auf eine facettenreiche Art und Wei-
se zu testen, werden hier ein- und zweidimensionale Testfunktionen mit verschiedensten
Charakteristiken für die simulativen Experimente ausgewählt. Zur Menge der Testfunk-
tionen gehören z. B. flache Testfunktionen, Testfunktionen mit starker Nichtlinearität und
Testfunktionenmit räumlich stark variierenden Eigenschaften. In denAbbildungen 4.7 und
4.8 werden jeweils die ein- und zweidimensionalen Testfunktionen gezeigt.

Bei Xiongs Ansatz wird die Anzahl der Stützpunkte für jede Dimension auf 3 (dies bedeu-
tet: M = 2) gesetzt, d. h. die Anzahl der Subräume bei einer zweidimensionalen Funkti-
on ist 4. Bei TGPRNS wird die Partition wie oben beschrieben automatisch durchgeführt.
Mit zufällig generierten Messdaten werden für jede Testfunktion die Schritte 1 bis 3 elfmal
wiederholt. Die gemittelten Modellgenauigkeiten der zwei Modellierungsansätze für jede
Testfunktion sind in Tabelle 4.1 angegeben.

Ergebnis und Analyse

Zusammengefasst hat TGPRNS bei denmeisten Testfunktionen eine bessereModellgenau-
igkeit als Xiongs Ansatz erreicht. Vor allem bei Testfunktionen mit räumlich stark variie-
render Charakteristik, z. B. bei 1D-T1 und 2D-T4, ist die Überlegenheit signifikant. Bei der
Testfunktion mit relativ flachem Verlauf, z. B. 1D-T3, hat sich TGPRNS erfolgreich auto-
matisch angepasst, was in Abbildung 4.9 dargestellt wird. Während TGPRNS z. B. bei der

21XMess soll eine Untermenge des Gitters XOri sein.



4 Algorithmus für optimierte und automatisierte Applikation 83

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Y

(a) Testfunktion 1D-T1; räumlich variierende Funktion.
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(c) Testfunktion 1D-T3; flache Funktion.

Abbildung 4.7: Übersicht über die eindimensionalen Testfunktionen.
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Abbildung 4.8: Übersicht über die zweidimensionalen Testfunktionen.
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(a) Partitionierung des Eingangsraums durch
TNSGPR für die Testfunktion 1D-T3.
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Abbildung 4.9: Partitionierung des Eingangsraums durch verschiedene Ansätze für die Testfunk-
tion 1D-T3; für diese flache Testfunktion wird durch TNSGPR und Xiongs Ansatz eine identische
Partitionierung des Eingangsraums erzeugt.
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(a) Partitionierung des Eingangsraums durch
TNSGPR für die Testfunktion 2D-T4.
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(b) Partitionierung des Eingangsraums durch
Xiongs Ansatz für die Testfunktion 2D-T4.

Abbildung 4.10: Partitionierung des Eingangsraums durch verschiedene Ansätze für die Testfunk-
tion 2D-T4; für diese komplexe Testfunktion wird durch TNSGPR eine ungleichmäßigere und fei-
nere Partitionierung des Eingangsraums im Vergleich zu Xiongs Ansatz erzeugt.
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Testfunktion Modellgenauigkeit Xiongs Ansatz Modellgenauigkeit TNSGPR

1D-T1 0,3877±0,0587 0,2906±0,0273

1D-T2 9,9625±2,3328 0,7940±0,4353

1D-T3 0,0718±0,0427 0,044±0,0232

2D-T1 11,6519±0,3655 8,0412±1,5936

2D-T2 6324±668 1941±929

2D-T3 328,4±34,5 312,0±32,3

2D-T4 5,9829±0,7015 3,9811±1,5700

2D-T5 1,05e11±2,08e7 2,71e7±8,98e6

2D-T6 7,75±2,04 6,61±2,34

Tabelle 4.1: Modellgenauigkeit der Modellierungsansätze.

Testfunktion 2D-T4 die komplizierte Struktur mit verfeinerter Partition beherrschen kann,
wird die Leistungsfähigkeit von Xiongs Ansatz durch das feste Partitionsschema wesent-
lich beschränkt, wie sich in Abbildung 4.10 zeigt.

4.3 Optimale Versuchsplanung für das Gaußprozessmodell

In diesem Abschnitt wird versucht, einen VersuchsplanU = [u1, u2, · · · , uN], der die Infor-
mationsfunktion IG(U)maximieren kann, basierend auf dem inAbschnitt 4.2 eingeführten
nichtstationären Gaußprozessmodell TGPRNS zu erstellen. Dabei stellt sich die Frage, wie
die Informationsfunktion definiert werden soll, wenn das Gaußprozessmodell für die Auf-
gabe von globaler Approximation eingesetzt wird. Da das Gaußprozessmodell zur Klasse
der nichtparametrischen Modelle gehört, gibt es für das Modell keine a priori festgelegte
analytische Formel,wie es beimPolynom-Ansatz der Fall ist. Außerdem sinddieMessdaten
bei nichtparametrischen Modellen in die Modellstruktur eingebettet. Beispielsweise wird
beim Gaußprozessmodell die Kovarianzmatrix von den Messdaten und dem Hyperpara-
metersatz bestimmt, wie sich in Formel (2.53) zeigt. Infolgedessen hängt die Leistungs-
fähigkeit des Gaußprozessmodells bezüglich der Modellgenauigkeit sehr stark von den
gesammelten Messdaten ab. Wenn das Gaußprozessmodell für die optimale Applikation
eines Grey-Box-Modells eingesetzt wird, ist es unmöglich und auch sinnlos, das Optimie-
rungsproblem in Formel (4.3) direkt zu lösen. Stattdessen kommt die Idee der sequentiellen
Versuchsplanung, die auf dem Konzept von Active Learning oder Active Sampling basiert,
als eine praktikable Lösung in Frage. Dabei wird der Versuchsplan nicht von Anfang an
vollständig festgelegt, sondern während des Prozesses Schritt für Schritt erstellt. Wie in
Abschnitt 3.5 erörtert wurde, umfasst die sequentielle Versuchsplanung in der Regel zwei
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Phasen:

In der ersten Phase, der anfänglichen Versuchsplanung, wird in dieser Arbeit ein anfängli-
cher Versuchsplan U0 erstellt, der von einer lockeren und äquidistanten Messpunktvertei-
lung (Gittersampling) geprägt wird. Die Gründe dafür sind folgende: Erstens ist die Imple-
mentierung des Gittersamplings einfach, und die niedrige Dichte der Abtastpunkte im an-
fänglichen Versuchsplan soll auch nicht für eine erhebliche Rechenbelastung sorgen. Zwei-
tens kann das Gittersampling sicherstellen, dass die Eckpunkte und die Ränder des Ein-
gangsraums abgedeckt werden, damit in der weiteren Phase keine Extrapolation notwen-
dig ist. Nach der Durchführung des anfänglichen Versuchs werden die anfänglichen Beob-
achtungsmesspunkte DSen,0 durch die physikalische Sensoren erfasst und aufgezeichnet.
Anschließend werden die entsprechenden anfänglichen Applikationsmesspunkte DApp,0

berechnet. Basierend aufD0
22 wird TGPRNS eingesetzt, um das anfängliche Gaußprozess-

modell GPM0 für den zu applizierenden Zusammenhang zu trainieren. Dabei wird auch
die Unsicherheit σ2

GPM0
von GPM0 bestimmt.

Im nächsten Schritt, der adaptiven Versuchsplanung, soll eine Abtaststrategie entworfen
werden, die aufgrund des aktuellen Gaußprozessmodells den nächsten optimalen Abtast-
punkt identifiziert. Es wird angenommen, dass nach i Iterationen bereits die MengeD0:i =

D0∪D1:i vonApplikationsmesspunkten gesammelt und eingesetzt wurde, umdas aktuelle
Gaußprozessmodell GPMi zu generieren. Der aktuelle Zustand des Problemswird dann in
Abbildung 4.11 dargestellt. Die Aufgabe der Abtaststrategie besteht nun darin, den optima-
len Applikationsmesspunkt Di+1 = [ui+1, MPi+1, σ2

MPi+1
, Ai+1, σ2

Ai+1
] für die nächste Itera-

tion zu erzeugen, der die Informationsfunktion IG maximieren kann. Der Informationsge-
halt eines Applikationsmesspunkts wird durch dessen Komponenten oder Eigenschaften
bestimmt, die in dieser Arbeit wie folgt definiert werden:

• ui+1: Ein möglicher Eingang für die (i + 1)-te Iteration.

• MPi+1: Der Wert des Applikationsparameters an der Stelle ui+1, der mittels des Be-
rechnungsprozesses in Abbildung 4.1 berechnet wird.

• σ2
MPi+1

: Varianz von MPi+1. Sie wird auch geschätzt nach dem Berechnungsprozess in
Abbildung 4.1.

• Ai+1: Der geschätzte Mittelwert des Applikationsparameters an der Stelle ui+1, der
basierend auf GPMi mittels der Formel (2.57) berechnet wird.

• σ2
Ai+1

: Die geschätzte Varianz von Ai+1, die basierend auf GPMi mittels der Formel
(2.58) berechnet wird.

22Um unnötig komplizierte Formulierungen zu vermeiden, wird der Index App in DApp,0 innerhalb die-
ses Abschnitts weggelassen. D.h. wenn keine speziellen Hinweise vorliegen, wird im weiteren Verlauf des
Abschnitts DApp,0 durch D0 ersetzt.
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InAbbildung 4.11wird die Beziehung zwischen den verschiedenenKomponenten in einem
Applikationsmesspunkt dargestellt.

Abbildung 4.11: Problemzustand während der adaptiven Versuchsplanung; dabei umfasst
die Menge der Applikationsmesspunkte die schwarzen Punkte; außerdem werden das ak-
tuelle Gaußprozessmodell und seine Fehlerschranken gezeigt, die mit Hilfe der Appli-
kationsmesspunkte bestimmt werden; daneben werden die verschiedenen Komponenten
[ui+1, MPi+1, σ2

MPi+1
, Ai+1, σ2

Ai+1
] eines Applikationsmesspunkts dargestellt.

Wie schon in Kapitel 3 diskutiert wurde, basiert die Erstellung einer optimalen Versuchs-
planung in der Regel auf der zugrundeliegenden Modellannahme. Deswegen soll bei der
Bestimmung der Informationsfunktion abgesehen vom Eingang ui+1, dem einzigen Ele-
ment, das man bei der Versuchsplanung verstellen kann, ebenfalls Rücksicht auf das zu-
grundeliegende GPMi genommenwerden. Das entsprechende Optimierungsproblem lässt
sich wie folgt formulieren:

u∗i+1 = arg max
ui+1∈U

IG(GPMi,ui+1) (4.16)

Der Term U steht für die zulässige Menge des Optimierungsproblems in Formel (4.16), in
diesem Fall ein Gitter U = (umin, umax) im Eingangsraum. Zu beachten ist, dass in Formel
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(4.16) statt Di+1, des Symbols für einen Applikationsmesspunkt, der Eingang ui+1 eines
Applikationsmesspunkts als unabhängige Variable in die Informationsfunktion eingetra-
genwird. Der Grund ist folgender: Erstens ist der Eingang die einzige Komponente inDi+1,
welche die Abtaststrategie überhaupt kontrollieren oder verstellen kann; die anderen vier
Komponenten ergeben sich erst bzw. können erst berechnet werden, nachdem der Eingang
eingestellt wurde. Zweitens kann dadurch eine konsistente Formulierung im Einklang mit
Formel (4.3) erzeugt werden. Obwohl bei der Beschreibung der Informationsfunktion (For-
mel (4.16)) nur der Eingang des Applikationsmesspunkts auftritt, berücksichtigt die Ab-
taststrategie allerdings auch andere Eigenschaften vonDi+1, zum Beispiel die Unsicherheit
σ2

MPi+1
und den Modellausgang Ai+1, was in Abschnitt 4.3.1 diskutiert und erklärt wird.

Derweitere Verlauf dieses Abschnitts wirdwie folgt gegliedert: Zunächst wird inAbschnitt
4.3.1 eine Übersicht über die bestehenden Abtaststrategien für die adaptive Versuchspla-
nung beim Gaußprozessmodell bereitgestellt und bewertet. Dann wird in Abschnitt 4.3.2
eine neue Abtaststrategie für unseren Anwendungsfall vorgestellt. Zum Schluss wird in
Abschnitt 4.3.3 ein automatisches Stopp-Kriterium für den automatischenAbbruch desAp-
plikationsvorgangs vorgestellt.

4.3.1 Verwandte Arbeiten

Für die Versuchsplanung bei einemGaußprozessmodell können die raumfüllenden Ansät-
ze in Frage kommen, die schon in Abschnitt 3.3 vorgestellt wurden, z. B. die Sobol Sequence,
LHD etc. In [PM12] und [LS08] werden ebenfalls solche Strategien verfolgt. Bei der modell-
freien raumfüllenden Versuchsplanung wird allerdings die Information aus der Modell-
struktur, z. B. die Unsicherheit des Modellausgangs und die Korrelation zwischen denMo-
dellwerten, nicht ausgenutzt. Deswegen konzentrieren wir uns in diesem Abschnitt eher
auf die modellbasierten Ansätze. In diesen wird eine Nutzungsfunktion abhängig vom
Versuchsplan definiert, und die Suche nach dem optimalen Versuchsplan erfolgt durch
die Optimierung der Nutzungsfunktion. Je nachdem, welches Ziel die Versuchsplanung
verfolgt, können verschiedene Nutzungsfunktionen konstruiert werden.

• Entropieansatz: In [Sha01] wird der Begriff Entropie eingeführt, um den gemittel-
ten Informationsgehalt einer Zufallsvariable zu beschreiben. Die Entropie H(X) einer
kontinuierlichen Zufallsvariablen X wird durch folgende Formel

H(X) = −
∫

p(x) log p(x)dx (4.17)

definiert, wobei der Term p(x) für dieWahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufalls-
variablen X steht. Im Paradigma der Informationstheorie kann der Informationsge-
halt eines neuen Applikationsmesspunkts Di+1 = [ui+1, MPi+1, σ2

MPi+1
, Ai+1, σ2

Ai+1
]

basierend auf dem aktuellen Gaußprozessmodell wie folgt berechnet werden:
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IGEn(GPMi,ui+1) = H(A0:i ∪Ai+1)−H(A0:i) (4.18)

Dabei gilt A0:i = A0 ∪ A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ · · · ∪ Ai
23. Ai entspricht dem Modellausgang

von GPMi an der Stelle ui. Der Term ui ist der Eingang des i-ten Applikationsmess-
punkts in D0:i. Unter Ai kann eine gaußverteilte Zufallsvariable verstanden werden,
deren Mittelwert und Varianz jeweils durch die Formeln (2.57) und (2.58) berechnet
werden. Im Rahmen der Gaußprozessmodellierung kann A0:i als eine gaußverteilte
multivariate Zufallsvariable angesehen werden.

Die Informationsfunktion in Formel (4.18) beschreibt die Zunahme des Informations-
gehalts in der ZufallsvariableA0:i, die durch dasHinzufügen des neuenApplikations-
messpunkts Di+1 bewirkt wird. Wie oben beschrieben, steht Di+1 für den Applikati-
onsmesspunkt, der sich durch den Eingang ui+1 ergibt. Durch Einsatz der Rechenre-
gel der bedingten Entropie H(Y|X) = H(Y ∪ X)−H(X) kann die Informationsfunk-
tion in Formel (4.18) in folgende Formel umgewandelt werden ([Kra08]):

IGEn(GPMi,ui+1) =H(A0:i ∪Ai+1)−H(A0:i)

=H(Ai+1|A0:i)

=
1
2

log σ2
Ai+1|A0:i

(4.19)

Dabei steht σ2
Ai+1|A0:i

für die durch die Formel (2.58) prädizierte Varianz an dem ausge-
wählten Eingang ui+1. Nach der Formel (2.58) lässt sich σ2

Ai+1|A0:i
wie folgt berechnen:

σ2
Ai+1|A0:i

=K(ui+1, ui+1)− Ki(ui+1,u0:i)[Ki(u0:i,u0:i) + σ2
nI]−1Ki(u0:i, ui+1)

=σ2
MPi+1

+ σf − Ki(ui+1,u0:i)[Ki(u0:i,u0:i) + σ2
nI]−1Ki(u0:i, ui+1)

(4.20)

Dabei steht der Term Ki(u0:i,u0:i) für die Kovarianzmatrix des aktuellen Gaußpro-
zessmodells GPMi. u0:i sind die Eingänge der bestehenden Menge der Applikations-
messpunkteD0:i. In der Tat gleicht σ2

Ai+1|A0:i
der Varianz σ2

Ai+1
in Abbildung 4.11. Hier

wird die Abhängigkeit von A0:i betont. Zusammengefasst wählt der Entropieansatz
den höchsten unsicheren Ort im aktuellen Gaußprozessmodell als den nächsten Ab-
tastpunkt aus. In der Literaturwirdder Entropieansatz auch als bayesscheD-optimale
Versuchsplanung bezeichnet ([CV95a]), in [Mac92] wird dieser Ansatz ALMgenannt.

• Varianzreduktion: Dieser Ansatz stammt aus der Analyse des Generalisierungsfeh-
lers eines Schätzers in Formel (2.18). Dabei wird der Generalisierungsfehler in drei
Komponenten zerlegt: den Bias des Schätzers, die Varianz des Schätzers und das
Messrauschen. Im Regressionsproblem besteht die Aufgabe darin, die Summe der

23A0 steht für die Menge der Modellausgänge von GPMi an U0.
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drei Komponenten zu minimieren. Zunächst ist das Messrauschen bei der Versuchs-
planung nicht zu beeinflussen. Wenn eine Modellklasse für die Lösung des Regres-
sionsproblems festgelegt ist, kann die Komponente für den Bias näherungsweise als
eine Konstante behandelt werden. Außerdem erweist sich im Vergleich zu Berech-
nung der Varianz des Schätzers die Quantifizierung des Bias als eine schwierige Auf-
gabe, vor allem im Fall der Gaußprozessmodellierung. Infolgedessen wird in diesem
Ansatz versucht, denMesspunkt so auszuwählen, dass die Varianz des Schätzers mi-
nimiert wird. Diese Methode wurde zunächst in [CGJ96] eingeführt und als ALC be-
zeichnet. In [Seo+00] wurde dieser Ansatz im Paradigma der Gaußprozessmodellie-
rung implementiert, um einen besseren Abtastpunkt auszuwählen.

Was die konkrete Implementierung angeht, zielt der Ansatz darauf ab, die Redu-
zierung der Varianz in einem vordefinierten Bereich U durch das Hinzufügen eines
neuen Applikationsmesspunkts zumaximieren. Sei das aktuelle Gaußprozessmodell
GPMi gegeben, kann die Varianz σ2

u∗ an einer Referenzstelle u∗ wie folgt berechnet
werden:

σ2
u∗ = K(u∗, u∗)− Ki(u∗,u0:i)[Ki(u0:i,u0:i) + σ2

nI]−1Ki(u0:i, u∗) (4.21)

Nachdem der ausgewählte ApplikationsmesspunktDi+1 zuD0:i hinzugefügt wurde,
ergibt sich die Kovarianzmatrix Ki+1(u0:i+1,u0:i+1) zu

Ki+1(u0:i+1,u0:i+1) =

 Ki(u0:i,u0:i) Ki+1(ui+1,u0:i)

KT
i+1(ui+1,u0:i) K(ui+1, ui+1)

 (4.22)

Zu beachten ist, dass die Berechnung von Ki+1(u0:i+1,u0:i+1) mit Hilfe des Hyper-
parametersatzes des aktuellen Gaußprozessmodells GPMi erfolgt und dass u0:i+1 =

[u0:i, ui+1] gilt. D.h. dabei wird kein neues Modell gefittet. Anhand der erweiterten
Menge der Applikationsmesspunkte lässt sich die Varianz σ̃2

u∗ an derselben Referenz-
stelle u∗ wie folgt berechnen:

σ̃2
u∗ = K(u∗, u∗)−Ki+1(u∗,u0:i+1)[Ki+1(u0:i+1,u0:i+1)+ σ2

nI]−1Ki+1(u0:i+1, u∗) (4.23)

Es ist darauf zu achten, dass man die Referenzstelle u∗ nicht mit dem neuen Mess-
punkt Di+1 verwechselt. Zum Schluss kann daraus folgende Informationsfunktion
konstruiert werden:

IGALC(GPMi,ui+1) = mean
U

(σ2
u∗ − σ̃2

u∗) (4.24)

Diese Informationsfunktion beschreibt die gemittelte Reduktion der Varianz des
Schätzers auf dem Bereich der Referenzstellen U . Dieser Bereich kann entweder der
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gesamte Versuchsraum oder ein Teil des Versuchsraums sein. Darüber hinaus kann
die Informationsfunktion durch eine Gewichtungsfunktion w(u∗) erweitert werden,
um die verschiedenen Bedeutungen24 der Referenzstellen zumAusdruck zu bringen,
und es ergibt sich

IGALC(GPMi,ui+1) = mean
U

[(σ2
u∗ − σ̃2

u∗)w(x∗))] (4.25)

• Mutual Information: Während sich der Entropieansatz durch eine intuitive Idee und
leichte Implementierung auszeichnet, tendiert derVersuchsplanmit demEntropiean-
satz dazu, Messpunkte auf die Kanten und Ecken des Versuchsraums zu platzieren,
was zu einer Verschwendung der Messpunkte und einer schlechten Abdeckung des
Versuchsraums führen kann ([KSG08]). Ein weiteres Kriterium basierend auf der In-
formationstheorie, das für die Versuchsplanung eingesetzt werden kann, ist die Mu-
tual Information (MI). MI ist ein Konzept, das die Beziehung zwischen zwei Zufalls-
variablen beschreibt. Beispielsweise für zwei Zufallsvariablen X und Y quantifiziert
die MI dazwischen MI(X : Y), wie viel Unsicherheit über Y reduziert wird, wenn X
bekannt ist. Mathematisch wird die MI(X : Y) wie folgt definiert [Bis06]:

MI(X : Y) =
∫ ∫

p(x, y) log(
p(x, y)

p(x)p(y)
)dxdy (4.26)

Dabei sind p(x) und p(y) jeweils dieWahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von X und
Y. p(x, y) steht für die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion von X und Y. Im
Rahmen der GPR kann MI genutzt werden, um anhand der vermessenen Region die
Reduzierung der Unsicherheit über die unvermessene Region im Versuchsraum ma-
thematisch darzustellen. Die entsprechende Informationsfunktion lässt sich wie folgt
formulieren:

IGMI(GPMi,ui+1) = MI(AMess ∪Ai+1 : AUnmess)−MI(AMess : AUnmess) (4.27)

Dabei steht der Term AMess, ähnlich wie oben im Entropieansatz, für eine multivaria-
te gaußverteilte Zufallsvariable AMess = A0:i. AUnmess ist die Vereinigungsmenge der
unvermessenen Regionen und kann als die Komplementärmenge von AMess ∪ Ai+1

in U verstanden werden. Es gilt: AUnmess = AU\(AMess ∪ Ai+1). In [Kra08] wird ge-
zeigt, dass das MI-Kriterium dem bayesschen A-optimal-Kriterium im Rahmen der
GPR entspricht. Durch dieHerleitung in Formel (4.28) kann die Informationsfunktion
reduziert werden ([Kra08]):

24Es kann durchaus vorkommen, dass verschiedene Messstellen im Eingangsraum verschiedene Bedeu-
tungen für die Versuchsplanung besitzen.
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IGMI(GPMi,ui+1) =MI(AMess ∪Ai+1 : AU\(AMess ∪Ai+1))

−MI(AMess : AU\(AMess ∪Ai+1))

=H(AMess ∪Ai+1)−H(AMess ∪Ai+1|AU\(AMess ∪Ai+1))

−H(AMess) + H(AMess|AU\(AMess ∪Ai+1))

=H(AMess ∪Ai+1)−H(AU ) + H(AU\(AMess ∪Ai+1))

−H(AMess) + H(AAll\Ai+1)

=H(AMess ∪Ai+1)−H(AMess)− (H(AU )−H(AU\Ai+1))

=H(Ai+1|AMess)−H(Ai+1|AU\Ai+1)

=
1
2

log σ2
Ai+1|AMess

− 1
2

log σ2
Ai+1|AC

i+1

(4.28)

wobei gilt AC
i+1 = AU\Ai+1. Nachdem σ2

Ai+1|AMess
und σ2

Ai+1|AC
i+1

mithilfe der Formel
(2.58) berechnet wurden, ergibt sich IGMI(GPMi,ui+1) zu

IGMI(GPMi,ui+1) =

log

[
σ2

MPi+1
+ σf − Ki(ui+1,u0:i)[Ki(u0:i,u0:i) + σ2

nI]−1Ki(u0:i, ui+1)

σ2
MPi+1

+ σf − Ki(ui+1,uC
i+1)[Ki(uC

i+1,uC
i+1) + σ2

nI]−1Ki(uC
i+1, ui+1)

]
(4.29)

wobei gilt uC
i+1 = U\ui+1.

4.3.2 Hybride Abtaststrategie

Unter üblichenRandbedingungen derVersuchsplanung herrscht aktuell die Klasse derAn-
sätze vor, die sich auf die vernünftige Einstellung der Eingangsfaktoren konzentrieren, da-
mit der Informationsgehalt für ein vorgegebenes Ziel, z. B. die Güte der globalen Approxi-
mation, maximiert werden kann. Dabei ist es eher selten der Fall, dass die Ausgänge eines
Experiments in die Versuchsplanung mit einfließen, vor allem beim passiven Verfahren,
wo die Mitberücksichtigung der Experimentsausgänge bei der Versuchsplanung einfach
nicht möglich ist. Allerdings kann die Information der Experimentsausgänge aus Intuition
hilfreich bei der Versuchsplanung sein; z. B. fällt einem für die Ermittlung eines Zusam-
menhangs, der eine räumlich variierende Charakteristik aufweist, wie in Abbildung 4.2,
sehr schnell die Idee ein, dass in eine Regionmit komplexemModellverhaltenmehrAbtast-
punkte platziert werden sollten. Für eine Region, inwelcher der Funktionsverlauf eher glatt
ist, sollte ein dünnerer Versuchsplan ausreichen, um den funktionellen Zusammenhang zu
ermitteln. Im Gegensatz zum passiven Verfahren erlaubt der Ansatz der sequentiellen Ver-
suchsplanung, in ihrem Verlauf schon einen groben Überblick über das Modellverhalten
zu gewinnen. Dadurch entsteht die Möglichkeit, während der Versuchsplanung die Expe-
rimentsausgänge auszunutzen.



94 4 Algorithmus für optimierte und automatisierte Applikation

Im Umfeld der globalen Optimierung besteht die Aufgabe darin, das Optimum einer Ziel-
funktion im zulässigen Eingangsraum trotz der eventuell zahlreichen lokalen Optima zu
identifizieren. Um das globale Optimum aus einer Menge von lokalen Optima zu finden,
muss die Abtaststrategie sowohl die Exploration als auch die Exploitation des Versuchs-
raums berücksichtigen ([FK09], [WS07] und [Par+12]). Die Abtaststrategie der Exploration
versucht, den gesamten Versuchsraum bzw. Eingangsraum durch Abtastpunkte zu füllen
in derHoffnung, dass dadurch potenzielle lokale Optima entdecktwerden können. Hierbei
geht es eigentlich um eine raumfüllende Abtaststrategie. Bei der Exploitation handelt sich
um eine intensive und sorgfältige Ermittlung der aktuell bekannten lokalenOptima und ih-
rer Umgebung, damit der Funktionswert des entsprechenden lokalen Optimums bestimmt
und mit anderen lokalen Optima verglichen werden kann.

Diese Vorgehensweise bei der globalen Optimierung motiviert die Entwicklung einer Hy-
briden Abtaststrategie, die unter der Zielsetzung der globalen Approximation die Explo-
ration und die Exploitation des Versuchsraums zugleich berücksichtigt. Anders als bei der
globalen Optimierung, bei der für die Versuchsplanung die Regionen entfernt von lokalen
Optima von geringem Interesse sind ([Jon01]), muss bei der globalen Approximation die
Modellgenauigkeit auf dem gesamten Eingangsraum beachtet werden. Die in Abschnitt
4.3.1 vorgestellten Methoden befassen sich mit der Zielsetzung, den Versuchsraum durch
eine vernünftige Abtaststrategie abzudecken. Dabei wird überwiegend die prädizierte Un-
sicherheit des Modellausgangs, z. B. σ2

Ai+1|A0:i
im Entropieansatz, als Indikator der Korre-

lationsstärke zwischen dem ausgewählten Abtastpunkt und den bestehenden Applikati-
onsmesspunkten benutzt. Mit diesem Indikator kann derjenige Abtastpunkt ausgewählt
werden, der in der Ebene des Eingangsraums einen optimalen Abstand zu den bestehen-
den Applikationsmesspunkten besitzt. Da bei einem bekannten Gaußprozessmodell die
prädizierte Unsicherheit des Modellausgangs nur eine Funktion der Position des Abtast-
punkts25 im Eingangsraum ist, wird das gegebenenfalls inhomogene Modellverhalten, das
bei der Versuchsplanung eine intensive lokale Ermittlung, und zwar eineExploitation, erfor-
dert, nicht von der Abtaststrategien aus Abschnitt 4.3.1 betrachtet. Deswegen fallen solche
raumfüllenden Ansätze in der Tat in die Kategorie der Exploration.

Eine weitere Eigenschaft eines Abtastpunkts, die momentan nicht zur Verbesserung der
Versuchsplanung verwendet wird, ist die Unsicherheit, die sich durch die Varianz σ2

MPi+1

desMessrauschens inAbbildung 4.11 gut darstellen lässt. Intuitiv ist klar, dass je kleiner die
Unsicherheit des Abtastpunkts ist, umso mehr Information im Abtastpunkt steckt. Im Ex-
tremfall, wenn die Varianz null ist, repräsentiert der Abtastpunkt die Wahrheit. Wenn die
Varianz unendlich hoch ist, ist die Information des Abtastpunkts über den Prozess null.
Deswegen soll die Varianz des Messrauschens als ein wichtiger Faktor für den Informa-
tionsgehalt eines Abtastpunkts bei der Versuchsplanung berücksichtigt werden. Es wird

25Eigentlich spielt hier die Unsicherheit σ2
MPi+1

des Abtastpunkts auch eine Rolle; wenn jedoch σ2
MPi+1

bei
der Versuchsplanung nicht beeinflussbar ist, wird angenommen, dass σ2

MPi+1
gleich der geschätzten Varianz

σ2
n ist.
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angestrebt, die Varianz des Messrauschens auf einem möglichst geringen Niveau zu hal-
ten, damit der Abtastpunkt viel über den zu approximierenden Zusammenhang aussagen
kann. In der Praxis sollte die Berücksichtigung der Varianzen des Messrauschens bei der
Versuchsplanung eine Rolle spielen, wenn sie von Messpunkt zu Messpunkt stark variie-
ren. Im Extremfall kann sogar die Auswirkung der Varianz des Messrauschens dominant
sein. Zum Beispiel, wie bereits in Abschnitt 1.2.2 erklärt wurde, kann die effektive Fläche
des AGR-Ventils nur mit einer sehr großen Varianz geschätzt werden, wenn es weit geöff-
net und das Druckgefälle darüber gering ist. Dies wird dann dazu führen, dass in diesem
Abtastpunkt nur ein sehr geringes Maß an Information enthalten ist.

In der vorliegendenArbeit wird eineHybride Abtaststrategie eingesetzt, umden adaptiven
Versuchsplan zu erstellen. Dabei wird das MI-Kriterium für die Exploration des Versuchs-
raums verwendet. Für die Exploitation kommt dann eine Art von Krümmung des GPMi als
Indikator der Komplexität des Modellverhaltens zum Einsatz. Zusammengefasst kann die
Abtaststrategie so formuliert werden:

IGHyb(GPMi,ui+1) = IGMI(GPMi,ui+1) ∗ IGLap(GPMi,ui+1) (4.30)

Und es gilt:

IGLap(GPMi,ui+1) =
Dim

∑
j=1

∣∣∣∣∣∂2GPMi(ui+1)

∂2uj

∣∣∣∣∣ (4.31)

Dabei steht der TermDim für die Dimension des Problems. Er kann 1 oder 2 sein. Der Term
∂2GPMi(ui+1)

∂2uj
ist die numerische zweite partielle Ableitung des GPMi am Abtastpunkt ui+1.

Im Prinzip beschreibt IGLap(GPMi,ui+1) die Summe der Absolutwerte der zweiten par-
tiellen Ableitungen in allen Richtungen an diesem Abtastpunkt. In der konkreten Imple-
mentierung muss IGLap(GPMi,ui+1) noch normalisiert werden, um überhaupt kombiniert
mit IGMI(GPMi,ui+1) als ein Auswahlkriterium dienen zu können. Um den Effekt der Hy-
briden Abtaststrategie zu zeigen, werden die Hybride Abtaststrategie und der MI-Ansatz
verwendet, um Abtastpunkte für die Approximation der Testfunktion in Abbildung 4.2 zu
erzeugen. InAbbildung 4.12wird der Verlauf derModellgenauigkeit abhängig von der An-
zahl der Abtastpunkte dargestellt. Außerdem werden in Abbildung 4.13 die Verteilungen
der gesammelten Abtastpunkte im Eingangsraum aufgezeigt.

Der MI-Ansatz wird als das Kriterium für Exploration ausgewählt, weil er im Vergleich mit
dem Entropieansatz einerseits eine bessere Raumabdeckung liefern kann ([Kra08]). Ande-
rerseits, was auch sehr wichtig ist, kann der MI-Ansatz die Unsicherheit σ2

MPi+1
des Abtast-

punkts als einQualitätsmerkmal besser insAuswahlkriterium integrieren.Nach Inspektion
der Informationsfunktion des MI-Ansatzes (Formel (4.29)) und des Entropieansatzes (For-
mel (4.20)) stellt sich schnell heraus, dass die Informationsfunktion des Entropieansatzes
positiv mit σ2

MPi+1
korreliert ist, während sich die Informationsfunktion des MI-Ansatzes
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Abbildung 4.12: Vergleich der Abtaststrategie bezüglich der erreichtenModellgenauigkeit.

näherungsweise reziprok zu σ2
MPi+1

verhält. Offensichtlich passt der MI-Ansatz besser zu
unserer intuitiven Vorstellung über die Behandlung von σ2

MPi+1
bei der Versuchsplanung.

In Abbildung 4.14 wird dieser Zusammenhang zwischen dem Informationsgehalt eines
Abtastpunkts und seiner Varianz σ2

MPi+1
dargestellt.

Bemerkenswert ist, dass wir im Fall der Applikation eines einzelnen Grey-Box-Modells
σ2

MPi+1
bei der Versuchsplanung nicht beeinflussen oder verstellen können, da die σ2

MPi+1

von der Sensortoleranz der Messgrößen x und y in Formel (4.1) und dem Arbeitspunkt
der Formel (4.1) bestimmt werden. Jedoch wird sich dies ändern, wenn es sich um die Ap-
plikation eines Netzwerks von Grey-Box-Modellen handelt, was in Abschnitt 4.4 erläutert
wird.

4.3.3 Automatisches Stoppen der Vermessung

Bei der Automatisierung des Vermessungsvorgangs spielt ein geeignetes automatisches
Stopp-Kriterium (ASK) eine wichtige Rolle. Im Verlauf der Vermessung ändern sich so-
wohl das gelernte Gaußprozessmodell als auch die damit generierten KF/KL. Wenn der
Algorithmus richtig funktioniert, sollte sich das Maß der Änderung des Gaußprozessmo-
dells und der KF/KL von Iteration zu Iteration reduzieren. Ein zielführendes ASK sollte
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(a) Verteilung mittels des MI-Ansatzes.
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(b) Verteilung mittels der Hybriden Abtaststrate-
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Abbildung 4.13: Vergleich der Abtaststrategien bezüglich der Verteilung der Abtastpunkte; die
Verteilungmittels der Hybriden Abtaststrategie passt offensichtlich besser zur Eigenschaft der Test-
funktion in Abbildung 4.2.
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Abbildung 4.14: Schematische Darstellung des Zusammenhangs zwischen der Unsicher-
heit eines Applikationsmesspunkts und seinem Informationsgehalt, berechnet mit dem
MI-Ansatz; das Bild basiert auf der Formel (4.29).

in der Lage sein, eine stabile Phase der Änderung zu erkennen, wo das Hinzufügen wei-
terer Abtastpunkte keinen signifikanten Unterschied mehr machen wird. Da die KF/KL
das Endprodukt des Algorithmus sind, wird beim ASK hauptsächlich die Änderung rKL
der KF/KL während des Vermessungsvorgangs untersucht. Als zusätzliche Informations-
quelle wird die Änderung des Gaußprozessmodells verwendet, um Extremfälle des Mo-
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delltrainings, z. B. Overfitting, zu erkennen. In Abbildung 4.15 ist das in der vorliegenden
Arbeit eingesetzte ASK dargestellt.

Aktuelles 
Gaußprozessmodell GPMi

Aktuelle 
Kennfeld/Kennlinie KLi

rLOOCV < rLOOCVLim
rKL < 1% in einer Reihe 

von 10 Iterationen
rKL < 0.5*rKLPeak in einer 

Reihe von 6 Iterationen

&

>=1

Aufhören

Abbildung 4.15: Signalfluss und Logik des ASK; das Zeichen & steht für die Und-
Verknüpfung und das Zeichen >= für die Oder-Verknüpfung.

Die Logik des ASK besteht aus zwei Zweigen, jeweils beruhend auf dem aktuellen Gauß-
prozessmodell und den KF/KL. Im ersten Zweig wird aufgrund des aktuellen Gaußpro-
zessmodells der relative Leave-One-Out-Cross-Validation-Fehler rLOOCV nach folgender
Definition berechnet:

rLOOCV =
1
N

N

∑
i=1

∣∣∣∣∣MPi − Â\i
MPi

∣∣∣∣∣ (4.32)

Dabei wird jedes Mal ein Applikationsmesspunkt Di = [ui, MPi, σ2
MPi

] aus der Menge von
bislang gesammelten N Applikationsmesspunkten ausgenommen.Anschließendwird auf-
grund der übriggebliebenen N − 1 Applikationsmesspunkte der Modellwert Â\i an der
Stelle ui erneut berechnet und mit dem Messwert MPi verglichen. Für alle Messpunkte
wird derselbe Prozess vollzogen und der daraus resultierende relative Fehler dann mit ei-
nem Grenzwert verglichen, der mit der Formel

rLOOCVLim =
1
N

N

∑
i=1

σMPi

|MPi|
(4.33)
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berechnetwird,wobei der Term σMPi für die StandardabweichungdesMesswertsMPi steht.
Das Ziel des ersten Zweigs ist zu ermitteln, ob das GPM richtig gefittet wird oder nicht.
Wenn die Grenze überschritten wird, entsteht die Gefahr, dassOverfitting oderUnderfitting
stattfindet.

Beim zweiten Zweig wird versucht, eine stabile Änderung der KF/KL zu erkennen. Die
dabei verwendete Metrik ist die relative Änderung rKL der Werte an den Stützstellen der
KF/KL im Verlauf der Vermessung:

rKLj =
|KLj −KLj−1|
|KLj−1|

(4.34)

wobei der Term KLj für denWert an den Stützstellen in j-ter Iteration steht. Um eine stabile
Phase der Änderung zu erkennen, wird hier folgender heuristischer Ansatz herangezogen:
Eine Phase der Änderung wird als stabil eingestuft, wenn eine der beiden Bedingungen
erfüllt wird:

• Die relative Änderung rKL der KL bleibt kleiner als 1% in einer Reihe von mehr als
10 Iterationen.

• Die relative Änderung rKL der KL ist kleiner als 0.5*rKLpeak in einer Reihe von mehr
als 6 Iterationen, wobei rKLpeak für den nächstliegenden Gipfel der rKL steht.

Die Parameter 6, 10, 0,5 ergaben sich nach dem Prinzip „Trial and Error“.

4.4 Optimale Applikation eines Netzwerks von Submodellen

Jetzt sind wir in der Lage, ein einzelnes Grey-Box-Modell automatisch und mit möglichst
geringem Messaufwand zu applizieren. Allerdings ist die Situation komplexer, wenn man
versucht, ein Netzwerk von Grey-Box-Modellen zu applizieren, vor allem wenn diese Grey-
Box-Modelle physikalisch miteinander verbunden sind, weil man sonst nur den Algorith-
mus aus Abschnitt 4.1 bei allen Grey-Box-Modellen parallel anzuwenden bräuchte. Zu-
nächst wird in Abschnitt 4.4.1 versucht, die Besonderheit bei der Applikation eines Netz-
werks vonGrey-Box-Modellen zu verdeutlichen. In Abschnitt 4.4.2 wird sodann der Ansatz
für ein einzelnes Grey-Box-Modell erweitert, um mit der beschriebenen Besonderheit um-
gehen zu können.

4.4.1 Detaillierte Problembeschreibung

Wenn statt eines einzelnen Grey-Box-Modells ein Netzwerk von Grey-Box-Modellen zu ap-
plizieren ist, wird das Problemkomplizierter. InAbbildung 4.16wird schematisch einNetz-
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werk von drei Grey-Box Submodellen (SM) dargestellt. Das Netzwerk lässt sich mit folgen-
dem Gleichungssystem beschreiben26:

y1 = f 1(x1, A1, Q1)

A1 = EM1(u1)

y2 = f 2(x2, A2, Q2)

A2 = EM2(u2)

y3 = f 3(x3, A3, Q3)

A3 = EM3(u3)

0 = G(y1, y2, y3, x1, x2, x3, A1, A2, A3, Q1, Q2, Q3)

(4.35)

Jedes Submodell SM besteht aus physikalischen Gleichungen ySM = f SM(xSM, ASM, QSM)

mit ihrem Eingang xSM und einem gesuchten empirischen Modell EMSM(u) mit seinem
Eingang uSM. Die letzte Zeile in Formel (4.35) steht für die physikalischen Verbindungen
zwischen den Submodellen. Konkret bedeuten die physikalischen Verbindungen bei der
Applikation, dass die Änderung des Eingangs27 eines SM, z. B. u1, nicht nur die System-
beobachtungen x1 und y1 in SM1, sondern auch die Systembeobachtungen im gesamten
Netzwerk X = [x1, x2, x3] und Y = [y1, y2, y3] beeinflussen werden. D.h. eine Änderung am
Eingang eines einzelnen Submodells kann auch zuVerschiebungen derArbeitspunkte aller
Submodelle imNetzwerk führen. Durch das GleichungssystemG kannman die Änderung
der gesamten Systembeobachtungen berechnen, die von der Änderung der Systemeingän-
ge ausgelöst wird.

Bei der Applikation eines Netzwerks von Submodellen ähnelt der Applikationsprozess
demArbeitsprozess für die Applikation eines einzelnenGrey-Box-Modells in Abschnitt 4.1.
Man verstellt den Eingangsvektor u der empirischen Modelle, damit die Systembeobach-
tungen DSen gemessen werden. Basierend auf DSen werden die Applikationsmesspunkte
DApp berechnet, um das jeweilige empirische Modell A = EMSM(u) zu ermitteln. Die Be-
sonderheit bei der Applikation eines Netzwerks von Submodellen besteht darin, dass man bei der
Versuchsplanung nicht nur den Eingang, sondern auch die Qualität eines Applikationsmesspunkts
bestimmen kann.Wie bereits in Abschnitt 4.3.2 diskutiert wurde, spielt die Unsicherheit σ2

MP

eines Applikationsmesspunkts eine sehr wichtige Rolle bei der Bestimmung seines Infor-
mationsgehalts. Während bei der Applikation eines einzelnen Grey-Box-Modells σ2

MP nicht
zu beeinflussen ist, kann man hier σ2

MP durch die Änderung der Systembeobachtungen in-
direkt beeinflussen. Wenn man z.B. ein kleines σ2

MP bei SM1 anstrebt, kann man dies even-
tuell durch die Anpassung der Eingänge bei SM2 und SM3 erreichen, die zu einer Ände-
rung der Systembeobachtung y1 und x1 bei SM1 führen werden. Diese Überlegung und

26Der Hochindex steht für die Zugehörigkeit zum entsprechenden Submodell.
27In unserem Anwendungsfall, Messpunkte für die Applikation eines Netzwerks von Submodellen zu er-

zeugen, kann man nur die Eingänge der empirischen Modelle verstellen.
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Abbildung 4.16: Schematische Darstellung der Struktur eines Netzwerk aus drei Grey-Box-
Modellen; zu beachten ist, bei der Applikation dürfen nur die Eingänge u der empirischen
Modelle verstellt werden.

die Vorgehensweise ergeben natürlich nur Sinn, wenn der relevante Prozess nichtlinear ist,
was in den praktischen Aktivitäten für die Applikation auch häufig der Fall ist. Wenn bei-
spielsweise bei der Applikation des ND-AGR-Ventils ein zu geringes Druckgefälle zu einer
großen Unsicherheit über die effektive Fläche führt, kann das Schließen der Abgasklap-
pe das Druckgefälle über das ND-AGR-Ventil erhöhen, damit die effektive Fläche mit einer
kleineren Unsicherheit geschätzt werden kann.Wennman also hierbei versucht, eine Infor-
mationsfunktion abhängig vom Versuchsplan wie in Formel (4.3) zu erstellen, muss man
statt des lokalen Eingangs den globalen Eingangsvektor aus allen Submodellen als unab-
hängige Variable nehmen. Dabei bedeutet der lokale Eingang den Eingang des jeweiligen
empirischenModells, wie u1 in Abbildung 4.16; mit dem globalen Eingangsvektor wird die
Vereinigungsmenge aller lokalen Eingänge gemeint.

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Applikation der empirischen Modelle von allen Submo-
dellen, und zwar automatisiert und mit möglichst geringem Messaufwand. Es wird also
nach einem optimalen globalen Versuchsplan U∗ für das gesamte System gesucht, der die
Summe der Informationsgehalte aus allen Submodellen maximieren kann. Mit folgender
Formel lässt sich das Optimierungsproblem mathematisch beschreiben:
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U∗ = arg max
U

m

∑
i=1

IGSMi(U) (4.36)

Dabei steht m für die Anzahl der Submodelle. Der globale Versuchsplan U setzt sich aus
den lokalenVersuchsplänenUi für die einzelnen Submodelle SMi zusammen, und zwar gilt
U = [U1,U2, · · · ,Um]. Die Informationsfunktion IGSMi(U) liefert den Informationsgehalt,
den der globale Versuchsplan U für die Applikation von SMi bereitstellt.

4.4.2 Applikation eines Netzwerks von Submodellen

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, welcher der Besonderheit beim Fall
derApplikation einesNetzwerks von SubmodellenRechnung trägt. Ähnlichwie beimAlgo-
rithmus für ein einzelnes Grey-Box-Modell erfolgt die Applikation eines Netzwerks von
Submodellen ebenfalls im Rahmen der sequentiellen Versuchsplanung. Die sequentielle
Versuchsplanung besteht aus zwei Phasen:

Phase I: Anfängliche Experimente

In dieser Phase werden die empirischen Modelle aller Submodelle mit äquidistantem an-
fänglichem Versuchsplan U0 = [U1

0,U2
0, · · · ,Um

0 ] identifiziert, wobei der Index 0 für die
0-te Iteration und der TermU1

0 für den anfänglichen Versuchsplan für SM1 steht. Der äqui-
distante Versuchsplan für eindimensionale empirische Modelle enthält erfahrungsgemäß
5 bis 10 Messpunkte, für zweidimensionale empirische Modelle sollte ein 5×5-Gitter rei-
chen, z. B. für SM1 U1

0 = [u1
0,1, u1

0,2, · · · , u1
0,k1

0
], wobei k1

0 für die Anzahl der Messpunkte im

anfänglichen Versuchsplan U1
0 für SM1 steht. Zusammenfassend sehen die anfänglichen

Versuchspläne für m Submodelle wie folgt aus:

U0 =



u1
0,1 u1

0,2 . . . u1
0,k1

0

u2
0,1 u2

0,2 . . . u2
0,k2

0... ... . . . ...

um
0,1 um

0,2 . . . um
0,km

0


(4.37)

Die Auswahl des äquidistanten Versuchsplans als anfänglicher Versuchsplan wurde schon
inAbschnitt 4.3 begründet. Der anfänglicheVersuchsplan soll den gesamtenEingangsraum
abdecken, damit in der Phase II keine Extrapolation im empirischen Modell notwendig ist.
Nachdem der in Formel (4.37) gezeigte Versuchsplan bestimmt wurde, werden Messwerte
aller relevanten Systemgrößen x und Systemausgänge y für jedes Submodell gesammelt,
um die Menge der anfänglichen Applikationsmesspunkte DApp,0 zu generieren. Die Be-
rechnung erfolgt genauso wie in Abschnitt 4.1. Anhand von DApp,0 wird für jedes empi-
rische Modell das anfängliche Gaußprozessmodell GPM0 = [GPM1

0, · · · , GPMm
0 ] mit der

Fehlerschranke σ2
GPM0

= [σ2
GPM1

0
, · · · , σ2

GPMm
0
] erstellt.



4 Algorithmus für optimierte und automatisierte Applikation 103

Phase II: Experimente mit adaptiver Versuchsplanung

Diese Phase besteht ausmehreren Iterationen. Die Anzahl der Iterationenwird nicht a prio-
ri vorgegeben, sondern vom ASK bestimmt. In jeder Iteration wird versucht, die optimale
Kombination der lokalen Eingänge zu finden, welche die Summe der Informationsgehalte
für alle empirischenModelle maximieren kann. Für die (j+1)-te Iteration kann das entspre-
chende Optimierungsproblem wie folgt geschrieben werden:

U∗j+1 = arg max
Uj+1

m

∑
i=1

IGSMi(GPMj,Uj+1) (4.38)

Dabei gilt für die Kombination der Eingänge Uj+1 = [u1
j+1, u2

j+1, · · · , um
j+1]. Es ist zu be-

achten, dass es in Formel (4.38) um den Versuchsplan für eine Iteration geht. Er darf nicht
verwechselt werden mit dem Versuchsplan in Formel (4.36), bei dem es sich um den voll-
ständigen Versuchsplan handelt. Wie in Abschnitt 4.3.2 angedeutet wurde, hängt der In-
formationsgehalt eines Applikationsmesspunkts von drei Faktoren ab: der Position im Ein-
gangsraum, dem Modellverhalten in der Nähe und der Unsicherheit des Applikations-
messpunkts. Während der erste und zweite Faktor trivial bestimmt oder berechnet wer-
den können, lässt sich die Unsicherheit des Applikationsmesspunkts erst schätzen, wenn
der Arbeitspunkt des relevanten Prozesses bekannt ist und somit die Linearisierung daran
möglich wird. In diesem Abschnitt erfolgt die Schätzung der Unsicherheit des Applikati-
onsmesspunkts durch die folgenden zwei Schritte:

1. Zunächst kann aufgrund der ausgewählten Kombination von Eingängen Uj+1 und
derMenge der aktuellen GaußprozessmodelleGPMj dieMenge der Applikationspa-
rameterAj+1

28 berechnet werden. Anschließendwerdenmit Hilfe der physikalischen
Verbindungen zwischen den Submodellen, G in Formel (4.35), die Systembeobach-
tungen DSen,Pre = [Xj+1,Yj+1] berechnet, die durch Uj+1 erzeugt werden, wobei gilt
Xj+1 = [x1

j+1, x2
j+1, · · · , xm

j+1] und Yj+1 = [y1
j+1, y2

j+1, · · · , ym
j+1]. Der Index Pre deu-

tet an, dass es hier nicht um reale, sondern prädizierte Systembeobachtungen geht.
In einemweiteren Schritt können die prädizierten Systembeobachtungen als Arbeits-
punkte der jeweiligen nichtlinearen Prozesse dienen.

2. Erst in diesemSchrittwird richtig versucht, dieUnsicherheit σ2
Aj+1

= [σ2
A1

j+1
, · · · , σ2

Am
j+1

]

der Applikationsmesspunkte zu schätzen, und zwar bevor die Experimente durch-
geführt werden. Für die Bestimmung der σ2

Aj+1
kann man auf der einen Seite die re-

levanten Prozessgleichungen an den prädizierten Arbeitspunkten linearisieren und
daraufhin die σ2

Aj+1
mithilfe der Regel der Fehlerfortpflanzung berechnen. Auf der an-

deren Seite können die Fehlerschranken σ2
GPMj+1

der aktuellen Gaußprozessmodelle

28Aj+1 wird ab sofort als die a-priori-Schätzung der Applikationsparameter imKalman-Filter benutzt. Des-
wegen gilt Aj+1,Pri = Aj+1.
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als eine andere Informationsquelle für σ2
Aj+1

verwendet werden. Dazu wird ein Er-
weitertes Kalman-Filter (EKF) eingesetzt, um die zwei Informationsquellen zu kom-
binieren und zu versuchen, eine bessere Schätzqualität zu erzielen. Im Rahmen des
EKF-Verfahrens lässt sich zunächst die Änderung des gesamten Systems von der j-ten
zur (j + 1)-ten Iteration beschreiben durch

sj+1 = f(sj) +w, p(w) ∼ N (0,Q) (4.39)

zj+1 = h(sj+1) + v, p(v) ∼ N (0,R) (4.40)

wobei der Zustandsvektor s = X∪A ist und der Ausgangsvektor z = X∪Y. Die For-
mel (4.40) ist die Beobachtungsgleichung, wobei der Term R für die Kovarianzmatrix
der Messrauschen steht: R = σ2

z . Die Schätzung der Systemzustände und ihrer Kova-
rianzmatrix erfolgt nach dem Berechnungsschema in [Sim06] in zwei Schritten:

(a) Prädiktionsschritt:

ŝj+1|j = Fj(sj) (4.41)

Pj+1|j = FjPj|jFT
j +Q (4.42)

wobei Fj für die Jacobi-Matrix des Übergangsmodells f in Formel (4.39) steht.
Da es bei unserem Anwendungsfall um ein statisches Problem geht, ergibt sich
Fj zu einer |s| × |s|-Einheitsmatrix, wobei |s| für die Anzahl der Systemzustän-
de steht. Außerdem sind sj die a-priori-Systemzustände und Pj|j die a-priori-
Kovarianzmatrix. sj und Pj|j sind aus DSen,Pre, GPMj und σ2

GPMj
zu berechnen.

(b) Korrekturschritt:

ẑj+1|j = h(ŝj+1|j) (4.43)

Kj+1 = Pj+1|jHT
j+1(Hj+1Pj+1|jHT

j+1 +R) (4.44)

ŝj+1|j+1 = ŝj+1|j +Kj+1(zj+1 − ẑj+1|j) (4.45)

Pj+1|j+1 = (I−Kj+1Hj+1)Pj+1|j (4.46)

Im Korrekturschritt werden die a-posteriori-Systemzustände ŝj+1|j+1 und ihre
Kovarianzmatrix Pj+1|j+1 optimal in dem Sinn geschätzt, dass der Mean Square
Error (MSE) des Schätzers mit der Definition ([Sim06])

MSE = E[(s− ŝj+1|j+1)
2] (4.47)

minimiert wird. Dabei steht s für die wahren Systemzustände. Die Jacobi-Matrix
Hj+1 =

∂h(ŝj+1|j)
∂s des Beobachtungsmodells wird am prädizierten Arbeitspunkt
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berechnet. Zu beachten ist, dass die Berechnung in Formel (4.45) vorerst nicht
durchzuführen ist, da die realenMesswerte zj+1 noch fehlen. Jedoch ist die Schät-
zung der Kovarianzmatrix Pj+1|j+1 schon machbar; dies ist auch der Schlüssel-
punkt des gesamten Algorithmus.

Der a-posteriori-Kovarianzmatrix Pj+1|j+1 ist die a-posteriori-Schätzung σ2
Aj+1,Post

der
Unsicherheit der Applikationsmesspunkte zu entnehmen. Wenn man σ2

Aj+1,Post
in For-

mel (4.30) einsetzt, kann man die Informationsfunktion ∑m
i=1 IGSMi(GPMj,Uj+1) in

Formel (4.38) berechnen.

Anhand dieser Funktion kann das Optimierungsproblem in Formel (4.38) durch Gittersu-
che oder andere fortgeschrittene Optimierungsmethoden gelöst werden, was den optima-
len Eingangsvektor für die nächste Iteration U∗j+1 liefert. Anschließend wird U∗j+1 in das
System eingespeist, und dadurch werdenMesspunkte gesammelt. Anhand der Messpunk-
te kann man nochmal das EKF benutzen (diesmal inklusive der Berechnung bei Formel
(4.43)) und dadurch die Applikationsmesspunkte für alle empirischen Modelle erzeugen.
Mittels der Applikationsmesspunkte werden dann die Gaußprozessmodelle aktualisiert
und in KF/KL konvertiert. Phase II setzt sich fort, bis das ASK für alle empirischen Model-
le erfüllt wird.

4.5 Optimale Auswahl der Messpunkte

Nachfolgend wird der in Abschnitt 4.4.2 vorgestellte Algorithmus an einem konkreten Bei-
spiel eingesetzt, und zwar an der Applikation von folgenden drei empirischen Modellen
der ECU-Funktionen im Diesel-Luftsystem:

• Effektive Fläche der Drosselklappe abhängig vom Tastverhältnis der Drosselklappe:
arTVA(posTVA) für die Modellierung des Drucks p21 stromaufwärts der Drosselklap-
pe.

• Effektive Fläche des AGR-Ventils abhängig vom Tastverhältnis des AGR-Ventils:
arEGR(posEGR)

29 für die Modellierung desMassenstroms mfEGR durch das AGR-Ven-
til.

• Luftaufwand abhängig von der Motordrehzahl und der Einspritzmenge: λ(q, nEng)

für die Modellierung der Zylinderfüllung mfCyl.

29Der dabei eingesetzte Versuchsmotor ist ein Dieselmotor, der nur mit HD-AGR ausgestattet wird. Des-
wegen werden die relevanten Signale imweiteren Verlauf dieses Kapitels mit EGR (statt EGRHP) bezeichnet.
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Die relevanten Signale sind in Abbildung 4.17 aufgezeigt:
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HD-AGR-Ventil
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mit HD-AGR

T22
p22

T21
p21

mfAir

mfCyl

mfTVA

T31
p31

mfEGR

Abbildung 4.17: Struktur des relevanten Systems und physikalische Signale.

4.5.1 Problemstellung

Als konkrete Zielsetzung versuchen wir in diesem Anwendungsbeispiel, innerhalb eines
bestehenden Datensatzes die kleinste Menge von Messpunkten zu finden, mit denen ei-
ne gleiche oder bessere Applikationsgüte30 für die obigen drei empirischen Modelle er-
reicht werden kann. Die Applikationsgüte wird durch die Signalgüte beurteilt, welche die
KF/KL anbieten können. Zum Beispiel wird die Applikationsgüte von KL arTVA(posTVA)

durch die Signalgüte von p21 bestimmt. Der bestehende Datensatz wird aus den Experi-
menten mit äquidistantem Versuchsplan erzeugt, der sogenannten Rastermessung. Die-
ser Ansatz wird in der Regel auch als das standardmäßige Verfahren für die Applikation
von ECU-Funktionen im Diesel-Luftsystem verwendet. Bei der Rastermessung werden die
Messpunkte äquidistant auf demMotorbetriebsbereich verteilt, der sich auf dieMotordreh-
zahl nEng und die Einspritzmenge q bezieht. Zu beachten ist, dass bei der Versuchsplanung
derRastermessung lediglich dieDrehzahl unddie Einspritzmenge vorgegebenwerden.Die
Tastverhältnisse von den Luftstellern, z. B. posEGR und posTVA, werden vom Regelungssys-
tem eingeregelt. Außerdem besteht eine vollständige Rastermessung normalerweise aus

30Der Referenzwert der Applikationsgüte wird mittels der gesamten Messdaten aus einer Rastermessung
ermittelt.
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zwei Vermessungssätzen, einmal mit AGR und einmal ohne AGR. In der Abbildung 1.8
sind die Datensätze aus der Rastermessung über dem Motorbetriebsbereich dargestellt.
Nach der Definition in Abschnitt 1.2.2 geht es bei der Rastermessung in der Tat um einen
Satz DSen von Beobachtungsmesspunkten. Zum Beispiel beinhaltet der i-te Beobachtungs-
messpunkt DSen,i in DSen den Eingangsvektor und die in Abbildung 4.17 dargestellten re-
levanten Systembeobachtungen, und zwar giltDSen,i = [qi, nEng,i, p21,i, T3,i, mfAir,i, · · · ]. Für
die Applikation der oben genannten drei empirischen Modelle können Applikationsmess-
punkte aufgrund von DSen generiert werden. Dafür kommen folgende Gleichungen oder
Prozesse in Frage:

mfTVA =

√
2

RT21
arTVA(posTVA)p21Ψ(

p22

p21
)→ arTVA(posTVA) (4.48)

mfEGR =

√
2

RT31
arEGR(posEGR)p31Ψ(

p22

p31
)→ arEGR(posEGR) (4.49)

mfCyl =
p22λ(q, nEng)

RAirT22
→ λ(q, nEng) (4.50)

Dabei steht RAir für die Gaskonstante der Frischluft. Außerdemgelten für dieMassenbilanz
im System noch folgende Gleichungen:

mfCyl = mfEGR + mfAir (4.51)

mfTVA = mfAir (4.52)

Der Eingangsvektor dieses Experiments ist

U = [posTVA, posEGR, nEng, q] (4.53)

Um die Effizienz des Algorithmus zu zeigen, wird die Hälfte des Vermessungsdatensatzes
mit AGR mit der Hälfte des Vermessungsdatensatzes ohne AGR zu einem Trainingsda-
tensatz DTra kombiniert. Der Rest der Messpunkte dient dann als Referenzdatensatz DRef.
Mithilfe vonDTra werden auf der einen Seite die KF/KL für die drei gesuchten empirischen
Modelle durch die konventionelle KQ-Methode generiert. Auf der anderen Seite versucht
der entwickelteAlgorithmus dieMenge der informativstenMesspunkte ausDTra zu finden,
umKF/KL für dieselben empirischenModelle zu produzieren. Der Trainingsdatensatz be-
steht wiederum aus Messpunkten DTra,oA ohne AGR und Messpunkten DTra,mA mit AGR.
InAbbildung 4.18wird die ZerlegungdesDatensatzes aus der Rastermessung verdeutlicht.

4.5.2 Lösungsansatz und Ergebnisse

Als Lösungsansatz für die oben genannteAufgabestellungwerden die Informationsgehalte
der Messpunkte im Trainingsdatensatz nach der Formel (4.30) berechnet und miteinander
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Alle Messpunkte aus Rastermessung
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Vermessungsdatensatz 
mit AGR

Abbildung 4.18: Zerlegung der Messpunkte aus der Rastermessung.

verglichen, um die informativsten Messpunkte auszuwählen. Jedoch können die Informa-
tionsgehalte erst durch die Formel (4.30) ermittelt werden, wenn die zugrundeliegenden
Gaußprozessmodelle für die gesuchten empirischen Modelle vorhanden sind. Für die Er-
stellung der entsprechenden Gaußprozessmodelle wird das in Abschnitt 4.4.2 vorgestellte
Verfahren der sequentiellen Versuchsplanung verwendet. Dem Prinzip der sequentiellen
Versuchsplanung folgend, muss zunächst ein anfänglicher Versuchsplan erstellt werden,
umdie anfänglichenGaußprozessmodelle für die drei gesuchten empirischenModelle trai-
nieren zu können.

Anfängliche Versuchsplanung

Für das empirische Modell λ(q, nEng) werden die anfänglichen Beobachtungsmesspunkte
DTra,oA aus den Trainingsdatenpunkten ohne AGR ausgewählt, da nur bei ihnen die Zylin-
derfüllung mfCyl richtig gemessen werden kann. In diesem Fall gleicht die Zylinderfüllung
demMesswert der Frischluft durch den Heißfilm-Luftmassenmesser (HFM). Die Zylinder-
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füllung kommt bei der Generierung der Applikationsmesspunkte für λ(q, nEng)mittels der
Formel (4.50) zum Einsatz. Anschließend wird aufgrund der Applikationsmesspunkte das
anfängliche Gaußprozessmodell GPMλ,0 für λ(q, nEng) gefittet. Für das empirische Modell
arEGR(posEGR) werden dann die anfänglichen Beobachtungsmesspunkte DTra,mA aus den
Trainingsdatenpunktenmit AGR ausgewählt. Zu beachten ist, dass derMesswert des AGR-
Massenstroms mfEGR noch zusätzlich durch die Formel (4.51) generiert werden muss, wo-
bei mfCyl aufgrund von GPMλ,0 berechnet wird. Für das empirische Modell arTVA(posTVA)

werden die anfänglichen Beobachtungsmesspunkte aus dem gesamten Trainingsdatensatz
ausgesucht. Bei der Auswahl der anfänglichen Messpunkte sollte dafür gesorgt werden,
dass die Eingangsräume der jeweiligen empirischenModelle durchmöglichst äquidistante
Applikationsmesspunkte gefüllt werden. Auf Basis der ausgewählten anfänglichen Mess-
punktewird dieMengeGPM0 = [GPMarTVA,0, GPMarEGR,0, GPMλ,0] der anfänglichenGauß-
prozessmodelle generiert. In den Abbildungen 4.19, 4.20 und 4.21 sind die anfänglichen
Applikationsmesspunkte und die entsprechenden Gaußprozessmodelle dargestellt.
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Abbildung 4.19: Anfängliche Applikationsmesspunkte DApp,arEGR,0 und das anfängliche
Gaußprozessmodell für das empirische Modell arEGR(posEGR).

Adaptive Versuchsplanung

In jeder Iteration der adaptiven Versuchsplanung wird versucht, den Messpunkt, der die
höchsten Informationsgehalte für die Applikation der drei gesuchten empirischenModelle
liefert, aus dem Trainingsdatensatz zu finden. Das entsprechende Optimierungsproblem
sieht wie folgt aus:

D∗Sen,j+1 = arg max
DSen,j+1

3

∑
i=1

IGSMi(GPMj,DSen,j+1) (4.54)

Dabei steht der Term DSen,j+1 für die noch übriggebliebenen Messpunkte in DTra. Um den
Informationsgehalt des Messpunkts zu bestimmen, muss noch die Unsicherheit σ2

Aj+1
=
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Abbildung 4.20: Anfängliche Applikationsmesspunkte DApp,arTVA,0 und das anfängliche
Gaußprozessmodell für das empirische Modell arEGR(posTVA).

[σ2
arTVA,j+1, σ2

arEGR,j+1, σ2
λ,j+1] der gesuchten Applikationsparameter mithilfe eines EKF ge-

schätzt werden. Die Arbeitspunkte der Gleichungen (4.48), (4.49) und (4.50) müssen nicht
prädiziert werden, wie es in Abschnitt 4.4.2 gefordert wird, sondern können direkt aus den
Messwerten in DTra herausgelesen werden. Aus Sicht des EKF kann das gesamte System
durch folgende Formeln beschrieben werden:

mfAir =
p22λ

RAirT22
−

√
2

RT31
arEGRp31Ψ(

p22

p31
) (4.55)

mfAir =

√
2

RT21
arTVAp21Ψ(

p22

p21
) (4.56)

Der Zustandsvektor s und der Ausgangsvektor z sind

s = [arTVA, arEGR, λ, p22, T22, T31, p31, T21, p21]
T (4.57)

z = [mfAir, p22, T22, T31, p31, T21, p21]
T (4.58)

Dem Berechnungsprozess im EKF folgend, der von den Formeln (4.41) bis (4.46) in Ab-
schnitt 4.4.2 repräsentiert wird, können die a-posteriori-Schätzung ŝj+1|j+1 der Systemzu-
stände und ihre Kovarianzmatrix Pj+1|j+1 berechnet werden. Aus ŝj+1|j+1 und Pj+1|j+1 sind
die Applikationsparameter Aj+1,Post = [arTVA,j+1,Post, arEGR,j+1,Post, λj+1,Post] und ihre Va-
rianz σ2

Aj+1,Post
= [σ2

arTVA,j+1,Post, σ2
arEGR,j+1,Post, σ2

λ,j+1,Post] herauszulesen. Anhand der Mess-
werte zj+1 für den Ausgangsvektor kann man hierbei nicht nur die a-posteriori-Schätzung
der Kovarianzmatrix, sondern auch Schätzwerte der Systemzustände durch die Formel
(4.45) bestimmen. Nachdem die Applikationsmesspunkte berechnet sind, kann man den
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Abbildung 4.21: Anfängliche Applikationsmesspunkte und Gaußprozessmodell.

Informationsgehalt eines Trainingsdatenpunkts mittels der Formel (4.30) kalkulieren und
darauf basierend das Optimierungsproblem in Formel (4.54) lösen. Mittels des optima-
len Trainingsdatenpunkts, des Ergebnisses des Optimierungsproblems, wird die Menge
GPMj+1 = [GPMarTVA,j+1, GPMarEGR,j+1, GPMλ,j+1] der Gaußprozessmodelle aktualisiert
und in die entsprechenden KF/KL konvertiert. Die Phase der adaptiven Versuchsplanung
setzt sich fort, bis das in Abschnitt 4.3.3 entwickelte AKS erfüllt wird.

Ergebnisse

Als Ergebnisse wurden 31 Messpunkte für die anfängliche Versuchsplanung aus DTra her-
ausgenommen. Während der adaptiven Versuchsplanung wählte der Algorithmus schritt-
weise weitere 62 Messpunkte aus DTra aus, um die endgültigen Gaußprozessmodelle und
die entsprechenden KF/KL für die drei gesuchten empirischen Modelle zu erstellen. Wie
in Abschnitt 4.5.1 erklärt, wird die Applikationsgüte der KF/KL durch die Genauigkeit der
Modellausgaben dargestellt. Für die drei gesuchten empirischen Modelle arTVA(posTVA),
arEGR(posEGR) und λ(q, nEng) sinddieModellausgaben jeweils p21,mfEGR undmfCyl. Basie-
rend auf den nach dem Standardverfahren und dem vorgeschlagenen Ansatz applizierten
KF/KLwurden dieModellausgaben berechnet undmit den entsprechenden Sensorwerten
im Referenzdatensatz verglichen. Der gemittelte absolute prozentuale Fehler (Mean Abso-
lute Percentage Error, MAPE), der definiert ist als

MAPE =
100
n

n

∑
t=1

∣∣∣∣Sent −Modt

Sent

∣∣∣∣ (4.59)

wird als Fehlermetrik eingesetzt, wobei n die Anzahl der gesamten Messpunkte in den
Referenzdatensätzen ist. Sent und Modt stehen jeweils für den t-ten Sensorwert und den
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modelliertenWert. Die Ergebnisse der Applikationsqualität sind in Tabelle 4.2 zusammen-
gefasst.

Methode Rastermessung Entwickelter Algorithmus

NMP 365 93

MAPE von mfCyl 0,53% 0,5%

MAPE von p21 0,56% 0,33%

MAPE von mfEGR 2,11% 2,04%

Tabelle 4.2: Applikationsgüte der relevanten KF/KL.

Aus der Tabelle ist der Schluss zu ziehen, dass trotz der erheblichen Reduzierung der Zahl
der verwendeten Messpunkte die Applikationsqualitäten bei allen drei empirischen Mo-
dellen, die mittels des entwickelten Algorithmus bestimmt werden, leicht verbessert sind.
Außerdem sind die endgültigen Applikationsmesspunkte und die Gaußprozessmodelle in
den Abbildungen 4.22a bis 4.22d zu sehen. Zuletzt werden noch in Abbildung 4.22e die
Verteilung der endgültigen Applikationsmesspunkte und der Trainingsdatensatz auf dem
Motorbetriebsbereich gezeigt.

4.6 Aktive Erzeugung der Messpunkte

In Abschnitt 4.5 wurde der in Abschnitt 4.4 entwickelte Algorithmus implementiert, um
die informativsten Messpunkte aus einem bereits vorhandenen Datensatz auszuwählen.
In diesem Abschnitt begegnen wir dem Problem der aktiven und unabhängigen Erzeu-
gung von Messpunkten mit hohem Informationsgehalt für die Aufgabe der ECU-Funk-
tionsapplikation. Zum Einstieg lohnt es sich, zuerst die Unterschiede zwischen den beiden
Problemstellungen abzuklären:

• In Abschnitt 4.5 handelte es sich um die Auswahl von Messpunkten, die schon er-
folgreich am Prüfstand erfasst und aufgezeichnet wurden. Dies deutet darauf hin,
dass diese Messpunkte keine Motorschäden angerichtet haben und dass deshalb bei
der Auswahl der Messpunkte die Thematik des Motorschutzes nicht berücksichtigt
werden muss. In diesem Abschnitt muss das Thema Motorschutz in der Phase der
Versuchsplanung behandelt werden.

• In Abschnitt 4.5 musste man dieMesspunkte nur auswählen. Im Gegensatz dazu kann
man in diesem Abschnitt die Messpunkte aktiv und mit mehr Freiheitsgraden erzeu-
gen. Ein großer Vorteil daraus ist folgender: Beim bestehenden Datensatz aus der
Rastermessung werden nur die Drehzahl und die Einspritzmenge spezifiziert. Wenn
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man erlaubt, andere Verstellmöglichkeiten am Prüfstand, z. B. VTG-Steller der Turbi-
ne, Tastverhältnis der Abgasklappe etc., bei der Versuchsplanung auch vorzugeben,
besteht die Vermutung, dass man dadurch Messpunkte mit höherem Informations-
gehalt erzeugen kann.

Wie die theoretischen Überlegungen in Abschnitt 4.4.1 ergeben haben, gehört zu den größ-
ten Herausforderungen, die das Problem in diesem Abschnitt stellt, die Prädiktion oder
die Schätzung der Qualität der Applikationsmesspunkte, bevor die Experimente durchge-
führt werden. Eine weitere Herausforderung ist, dass man gewährleisten muss, dass die
erzeugten Messpunkte nicht zu Motorschäden führen.

Zuerst wird in Abschnitt 4.6.1 die Problemstellung formuliert. Anschließend wird in Ab-
schnitt 4.6.2 erklärt, wie man die Formel (4.30) für die Berechnung des Informationsgehalts
in diesem Anwendungsfall anwenden kann. Die oben genannten Herausforderungen wer-
den auch in Abschnitt 4.6.2 behandelt.

4.6.1 Problembeschreibung des Anwendungsbeispiels

Als Zielsetzung wird in diesemAbschnitt versucht, die hauptsächlichen KF/KL imDiesel-
Luftsystem automatisch und mit möglichst geringem Messaufwand zu applizieren. In Ta-
belle 4.3 werden die gesuchten KF/KL aufgelistet.

Am Prüfstand stehen für die Applikation der ECU-Funktionen im Diesel-Luftsystem ins-
gesamt acht Verstellmöglichkeiten zur Verfügung:

• Tastverhältnisse der Drosselklappe: posTVA

• Tastverhältnisse des HD-AGR-Ventils: posEGRHP

• Tastverhältnisse des ND-AGR-Ventils: posEGRLP

• Tastverhältnisse der Abgasklappe: posExhFlp

• Tastverhältnisse des VTG-Stellers: posTrbn

• Motordrehzahl: nEng

• Einspritzmenge: q

• Kurbelwinkel des Einlassventilschließens: agES

Zusammengefasst ergibt sich der Eingangsvektor

U = [posTVA, posEGRHP, posEGRLP, posExhFlp, posTrbn, nEng, q, agES] (4.60)
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AmMotorprüfstandwird für eine ausgewählte Einstellung des EingangsvektorsU die ent-
sprechende stationäre Systembeobachtung des Motors erfasst, die Informationen über die-
sen Betriebszustand übermittelt. Zu den angeregten Systembeobachtungen DSen im Luft-
system gehören imWesentlichen die Massenströme, Temperaturen und Drücke, die durch
die Messtechnik am Prüfstand direkt erfasst werden können. In diesem Fall beinhaltet ein
aufgezeichneterMesspunkt den ausgewählten Eingangsvektor zusammenmit dem gemes-
senen DSen, das sich im Luftsystem dadurch einstellt. Da die Applikationsparameter, z. B.
Luftaufwand und effektive Fläche, in der Regel nicht direkt messbar sind, mussDSen durch
Parameterschätzung in den Applikationsmesspunkt DApp umgewandelt werden, wie in
Abschnitt 4.1 klargemacht wurde. In Abbildung 4.23 ist der Signalfluss vom Eingangsvek-
tor bis zum Applikationsmesspunkt schematisch dargestellt.

Luftsystem

Massenströme

Temperaturen

Drücke

posTVA

posEGRHP

posEGRLP

posExhFlp

posTrbn

q

nEng

agES

Parameter-
Schätzung

DApp,arTVA

Informations-
gehalt

Eingestellte 
Systembeobachtungen

DSen

DApp,arEGRHP

DApp,arEGRLP

DApp,arExhFlp

DApp,arTrbn

DApp,TDiff,Eng

DApp,facp22cor

Systemeingänge 
U

Geschätzter 
Applikationsmesspunkt 

DApp

Abbildung 4.23: Informationsgehalt als eine Funktion des Eingangsvektors; die Logik ist
folgende: Aufgrund des gewählten Eingangsvektors U stellen sich bestimmte stationäre
SystembeobachtungenDSen ein; mit Hilfe vonDSen wird der ApplikationsmesspunktDApp

für alle empirischen Modelle geschätzt; der Informationsgehalt wird von den Eigenschaf-
ten desApplikationsmesspunkts bestimmt; deswegen kann der Informationsgehalt als eine
Funktion des Eingangsvektors angesehen werden.

Wie in Abschnitt 4.4.1 diskutiert wurde, hängt die Applikationsqualität von den Eigen-
schaften von DApp ab, z. B. der Unsicherheit und der Verteilung der Applikationsmess-
punkte im Eingangsraum. Abbildung 4.23 ist zu entnehmen, dass die Eigenschaften von
DApp im Wesentlichen durch den gewählten Eingangsvektor U bestimmt werden. Daher
kann die Schlussfolgerung gezogen werden, dass der Informationsgehalt für die Appli-
kation weitgehend, wenn nicht ausschließlich, durch den ausgewählten Eingangsvektor
bestimmt wird. Infolgedessen wird in diesem Anwendungsbeispiel imWeiteren der Infor-
mationsgehalt IG(U) als eine Funktion des Eingangsvektors U behandelt, ohne die Rele-
vanz des Applikationsmesspunkts DApp explizit zu nennen. Einen großen Anteil dieses
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Abschnitts macht auch der Versuch aus, die mathematische Zuordnung des Eingangsvek-
tors zu dem dadurch gewonnenen Informationsgehalt zu ermitteln.

Dem Prinzip der sequentiellen Versuchsplanung folgend, betrachten wir in diesem An-
wendungsfall in jeder Iteration einen achtdimensionalen diskreten Eingangsraum als die
zulässigeMenge und befassen unsmit demdiskretenOptimierungsproblem für die Identi-
fizierung desjenigen Eingangsvektors, der den Applikationsmesspunkt mit dem höchsten
Informationsgehalt erzeugen kann.Nach j Iterationen lautet dasOptimierungsproblemwie
folgt:

U∗j+1 = arg max
Uj+1∈Uj+1

IG(GPMj,Uj+1) (4.61)

Dabei steht der Term IG für die Informationssumme für die Applikation aller relevanten
KF/KL. Es gilt:

IG = IGarTVA + IGarTrbn + IGarEGRHP + IGarEGRLP + IGarExhFlp + IGfacp22cor + IGTEng,Diff (4.62)

Außerdem steht Uj+1 für die aktuelle zulässige Menge des Optimierungsproblems. Dabei
ändert sich Uj+1 während des Applikationsprozesses. Um den Einfluss des Eingangsvek-
torsU auf den Informationsgehalt IG(U) prädizieren zu können, wird in diesem Abschnitt
versucht, den Signalfluss in Abbildung 4.23 in gewissem Maße zu simulieren.

Motorschutz

Bei der Motorapplikation stellt der Motorschutz schon aus folgenden Gründen ein essen-
tielles Problem dar:

• Am Prüfstand erweist es sich als schwierig, den Motorzustand, z. B. die Tempera-
turen und die Drücke, abhängig von den Systemeingängen zu prädizieren, was auch
für sehr erfahrene Versuchsingenieure gilt. Deshalb entpuppen sich die zuvor schein-
bar fahrbaren Arbeitspunkte oftmals als unfahrbar, da sie zu Motorschäden führen
würden.

• Der Motor wird normalerweise bei der Applikation in Extremzustände gezwungen,
um das Potenzial des Motors zu ermitteln, was den oben genannten Effekt noch ver-
stärkt.

• Umfangreiche Verstellmöglichkeiten am Motor führen zu einem sehr zeitaufwändi-
gen Prozess für die Erkennung des überhaupt zulässigen Motorbetriebsbereichs.

Typische Motorgrenzen beim Diesel-Luftsystem, die nicht verletzt werden dürfen, sind die
Rauchgrenze für eine ordentliche Verbrennung im Zylinder, die Druckgrenze im Saugrohr
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und im Abgaskrümmer, die Temperaturgrenze im Saugrohr und im Abgasstrang (inklusi-
ve der Abgasnachbehandlung) und die arbeitspunktabhängige Grenze für die AGR-Rate.
Solche Grenzen ergeben sich auf der einen Seite aus der mechanischen und thermischen
Belastbarkeit der Motorkomponenten, z. B. Turbolader und Katalysator. Auf der anderen
Seite müssen Faktoren berücksichtigt werden, welche die Qualität der Verbrennung beein-
flussen, beispielsweise Luftzahl und AGR-Rate. In Abbildung 4.24 wird ein Ansaugtrakt
gezeigt, der durch Ruß und Öl verstopft ist.

Abbildung 4.24: Bild eines verschmutzten Ansaugtrakts.

Der Umgang mit den Motorgrenzen bei der Applikation steht auch im Vordergrund der
Entwicklung der Versuchsmethodik. In konventioneller Vorgehensweise müssen Versuch-
singenieure im Vorfeld aus ihren Erfahrungen den zulässigen Motorbetriebsbereich festle-
gen. In [Gsc+01] ergibt sich ein automatisierter Prozess für die Erkennung des fahrbaren
Betriebsbereichs nach dem Prinzip „Trial and Error“. Dabei wird derMotor ausgehend von
einem fahrbaren (zentralen)Messpunkt Schritt für Schritt nach einer möglichen Grenze ge-
trieben, bis die Grenze verletzt wird. Die dadurch gewonnene Motor-Laufgrenze wird ver-
messen und aufgezeichnet. In [Bol+13] wird ein statistisches Modell für die Klassifikation
angegeben, um zulässige Messpunkte von unzulässigen zu unterscheiden. Als Trainings-
datensatz für das Klassifikationsmodell dient ein Satz von bereits gemessenen Messpunk-
ten, der sowohl fahrbare als auch unfahrbare Messpunkte beinhalten muss. Offensichtlich
müssen in diesem Ansatz noch zusätzliche Messpunkte für die Ermittlung des fahrbaren
Versuchsraums investiertwerden,womit sich derMessaufwand erhöht. ImGegensatz dazu
werden in der vorliegenden Arbeit die Grenzwerte der Motorkomponenten als Vorwissen
in den Algorithmus einbezogen. So könnenMotorschäden ohne extra Aufwand vermieden
werden. Nachdem das Problem definiert wurde, wird im nächsten Abschnitt die Bestim-
mung des Informationsgehalts eines Eingangsvektors erklärt.
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4.6.2 Informationsgehalt für die Applikation der Abgasklappe

Statt die Berechnung von IG(GPMj,Uj+1) in Formel (4.61) zu erklären, wird in diesem
Abschnitt zur besseren Lesbarkeit die Berechnung des Informationsgehalts IGarExhFlp für
die Applikation der effektiven Fläche der Abgasklappe als ein Beispiel genommen. Die
Bestimmung des Informationsgehalts für andere KF/KL, z. B. IGarTVA und IGarTrbn , kann
durch dasselbe Verfahren erfolgen. Als Erstes wird in Abbildung 4.25 der Signalfluss für
die Berechnung von IGarExhFlp(GPMj,Uj+1) verdeutlicht.

Als Lösungsansatz wird, wie sich in Abbildung 4.25 zeigt, zuerst basierend auf dem aus-
gewählten Eingangsvektor das erzeugte MotorverhaltenDSen,Pre prädiziert, was durch Lö-
sen des Gleichungssystems G = 0 erreicht wird. Sodann wird aufgrund von DSen,Pre die
Möglichkeit von Motorschäden überprüft. Im Anschluss wird mithilfe eines EKF die Un-
sicherheit σ2

arExhFlp,Post des Applikationsparameters geschätzt. Zuletzt kann man den Infor-
mationsgehalt IGarExhFlp mittels der Formel (4.30) berechnen.

Systemaufbau für die Modellierung des Diesel-Luftsystems

Um die stationären Motorzustände vorhersagen zu können, die relevant für die Aufgabe
der Applikation sind, z. B. Zylinderfüllung mfCyl, Abgastemperatur T31 und Ladedruck
p22, wird in diesemAbschnitt einModell für das Luftsystem gebildet. Zu beachten ist, dass
das Modell außer den Sensorwerten der Umgebungsgrößen, und zwar p0 und T0, die wäh-
rend desVermessungsvorgangs einesMesspunkts als Konstanten angesehenwerden, keine
anderen Sensorwerte benutzen darf. In Abbildung 4.26 wird die Funktionsweise des Luft-
systemmodells dargestellt.

Im Konzept der Modellierung werden sowohl physikalische Gesetze als auch empirische
Modelle eingesetzt. Zuerst wird die Menge der aktuellen Gaußprozessmodelle GPMAkt

verwendet, um die entsprechenden Applikationsparameter aufgrund des jeweiligen Ein-
gangs zu prädizieren, z. B. den Korrekturfaktor für den Ladedruck facp22cor, die effektive
Fläche der Abgasklappe arExhFlp, etc. Basierend auf den berechneten Applikationsparame-
tern und der physikalischen Struktur des Luftsystems werden die angeregten Systembeob-
achtungen DSen,Pre im Luftsystem vorhergesagt. Dazu gehören z. B. der Massenstrom mf10

der Frischluft, der Ladedruck p22 und die Abgastemperatur TEGRLPUs stromaufwärts des
ND-AGR-Ventils. Abbildung 4.27 stellt eine Übersicht über die Verteilung der Systembe-
obachtungen im Luftsystem zur Verfügung, die gegebenenfalls für die Generierung von
Applikationsmesspunkten relevant sind.

Während die Berechnung der Applikationsparameter durch die Gaußprozessmodelle pro-
blemlos erfolgen kann, stellt sich die Modellbildung des Luftsystems ohne die Hilfe von
weiteren Sensorwerten als eine komplizierte Aufgabe dar. Bevor wir uns mit der detaillier-
ten Struktur des physikalischenAnteils des Luftsystemmodells auseinandersetzen,müssen
indes noch ein paar Begriffe eingeführt werden. Wenn es um die Analyse der Berechenbar-
keit eines Signalflussdiagramms geht, können folgende Situationen auftreten:
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Abbildung 4.26: Funktionsweise des Luftsystemmodells; dabei werden zunächst die Appli-
kationsparameter durch Interpolation mittels der aktuellen Gaußprozessmodelle berech-
net; danach wird das Gleichungssystem G = 0 nach DSen,Pre gelöst; in der Abbildung wird
der Signalfluss dafür gezeigt.

Legend: Prädizierte Systembeobachtungen
Systemeingänge

p0
T0

T11
mf11
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mf10
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p21

T22
p22
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p31
mfTrbn

TEGRHPUs
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p41

TEGRLPUs
mfEGRLP
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posEGRLP

posTrbn
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nEng q
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p42

agES

Abbildung 4.27: Verteilung der prädizierten Systembeobachtung DSen,Pre im Diesel-
Luftsystem; Systemeingänge sind durch Kreise mit Kreuz gekennzeichnet.

• Überbestimmtheit: Diese tritt auf, wenn eine Variable kausal durch mehrere Rechen-
wege gleichzeitig berechnet werden kann.

• Unterbestimmtheit: Diese tritt auf,wenn zuwenigeVariablenwerte bekannt oder nicht
genügend Relationen verfügbar sind, um alle Größen zu berechnen.
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• Perfekt bestimmt: Dies tritt auf, wenn alle benötigten Variablen eindeutig bestimmt
werden können.

f(x, y, P2) = 0

x

P2

g(x, y, P1) = 0

P1 

y

Abbildung 4.28:GemeinsameLösung einesGleichungssystems; auf demBildwird einGlei-
chungssystem mit zwei unbekannten Variablen x und y dargestellt; die relevanten Glei-
chungen sind g(x, y,P1) = 0 und f (x, y,P2) = 0, wobei P1 und P2 für die bekannten Para-
metersätze stehen; zur Berechnung dieses Signalflussdiagrammsmuss das Gleichungssys-
tem, das auf dem Bild durch eine gestrichelte Linie umrahmt wird, nach x und y simultan
gelöst werden; die Lösung wird von den Parametersätzen P1 und P2 und den relevanten
Gleichungen f und g bestimmt.

Als ein Sonderfall kann ein Signalflussdiagramm wie in Abbildung 4.28 aussehen. Hier-
bei handelt es sich nicht um die direkte kausale Propagation von unbekannten Variablen
oder Parametern aus bekannten, sondern vielmehr um die gemeinsame Lösung eines Glei-
chungssystems. Für die Identifikation solcher Strukturen, die als gemeinsam zu lösende
Gleichungssysteme dargestellt werden, sind die Algorithmen aus [Fri06] und [DM63] her-
anzuziehen. Im Folgenden wird der physikalische Anteil des Luftsystemmodells in vollem
Umfang erläutert, bevor eine Strukturanalyse in Hinsicht auf die Berechenbarkeit durchge-
führt wird. In Abbildung 4.29 ist das Luftsystemmodell auf der Ebene des Signalflussdia-
gramms dargestellt. Anschließend werden die eingesetzten Gleichungen bei jedem Block
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in Abbildung 4.29 aufgelistet, wobei die Bedeutungen der Signale Abbildung 4.27 zu ent-
nehmen sind.

Für die Modellierung des Druckverlusts entlang eines Rohrs wird der quadratische Ansatz
in [SR13] benutzt. Dieser Ansatz findet Anwendung bei folgenden Blöcken:

Druckverlust am Luftfilter: p0 − p10 =
mf2

10T0

ar2
AirFlt

(4.63)

Druckverlust bei der AGB: p41 − p42 =
mf2

TrbnT41

ar2
EGT

(4.64)

Druckverlust am Auspuff: p42 − pExhFlpDs =
mf2

ExhFlpT42

ar2
Sil

(4.65)

Um den Rechenaufwand zu reduzieren, werden die Querschnittsflächen arAirFlt, arEGT und
arSil der Rohre als Konstanten behandelt und mittels der Messdaten aus dem anfänglichen
Experiment appliziert. Ansonsten ergäbe die Annahme einer veränderlichen Fläche, die
vom Massenstrom abhängt, eine rechenaufwändigere, aber genauere Berechnungsmög-
lichkeit. Für die Modellierung der Gasmischung wird vomMassen- und Enthalpie-Erhalt-
ungssatz wie folgt Gebrauch gemacht:

Gasmischung mit HD-AGR: mfEGRHP + mf11 = mfCyl (4.66)

mfEGRHPTEGRHP + mf11TCACDs = mfCylT23 (4.67)

Gasmischung mit ND-AGR: mfEGRLP + mf10 = mf11 (4.68)

mfEGRLPTEGRLPDs + mf10T0 = mf11T11 (4.69)

Bei den Blöcken HD-AGR-Ventil, ND-AGR-Ventil, Abgasklappe und Drosselklappe wird
die klassische Drosselgleichung verwendet, die durch die Formeln (1.1) bis (1.4) in Ab-
schnitt 1.2.2 beschrieben wird,
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HD-AGR-Ventil: arEGRHP = GPMAkt
arEGRHP(posEGRHP) (4.70)

mfEGRHP =

√
2

RTEGRHPUs
arEGRHPp3Ψ(

pCACDs

p3
) (4.71)

ND-AGR-Ventil: arEGRLP = GPMAkt
arEGRLP(posEGRLP) (4.72)

mfEGRLP =

√
2

RTEGRLPUs
arEGRLPp42Ψ(

p10

p42
) (4.73)

Abgasklappe: arExhFlp = GPMAkt
arExhFlp(posExhFlp) (4.74)

mfExhFlp =

√
2

RT42
arExhFlpp42Ψ(

pExhFlpDs

p42
) (4.75)

Drosselklappe: arTVA = GPMAkt
arTVA(posTVA) (4.76)

mfTVA =

√
2

RT21
arTVAp21Ψ(

p22

p21
) (4.77)

wobei die Gaskonstante R = 287 J/kg/K beträgt und der Isentropenexponent κ = 1, 4 in
der Durchflussfunktion Ψ ist. Wie sich in den Formeln (4.70), (4.72), (4.74) und (4.76) zeigt,
wird die effektive Fläche des Ventils mithilfe des aktuellen Gaußprozessmodells durch In-
terpolation beim gewählten Tastverhältnis berechnet. Außerdem erweist sich die Drossel-
gleichung als ein geeigneter Ansatz für dieModellierung der Druckänderung über die Tur-
bine mit VTG:

Turbine mit VTG: arTrbn = GPMAkt
arTrbn(posTrbn) (4.78)

mfTrbn =

√
2

RT3
arTrbnp3Ψ(

p41

p3
) (4.79)

Für dieModellierung der passiven Temperatursenkung beimHD-AGR-Kühler und derAb-
gasnachbehandlung und der aktiven Kühlung beim ND-AGR-Kühler und dem Ladeluft-
kühler des Gases im Luftsystem wird ein Ansatz basierend auf dem Kühlungswirkungs-
grad eingesetzt, der vom Massenstrom abhängt. Des Weiteren werden die Temperaturen
TEng, TEGRLPClg und TCACClg der Kühlmittel als Konstanten angenommen und mittels der
Messdaten aus dem anfänglichen Experiment bestimmt. TEng ist die Wassertemperatur für
die Motorkühlung. TEGRLPClg und TCACClg sind die Temperaturen der jeweils verwendeten
Kühlmittel beim entsprechenden Kühler. Die dazugehörigen Gleichungen sind wie folgt:
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HD-AGR-Kühler: ηEGRHPClg = EMAkt
EGRHPClg(mfEGRHP) (4.80)

ηEGRHPClg =
T3 − TEGRHPUs

T3 − TEng
(4.81)

Temperaturänderung bei der AGB: ηEGTClg = EMAkt
EGTClg(mfTrbn) (4.82)

ηEGTClg =
T41 − T42

T41 − TEng
(4.83)

ND-AGR-Kühler: ηEGRLPClg = EMAkt
EGRLPClg(mfEGRLP) (4.84)

ηEGRLPClg =
T42 − TEGRLPUs

T42 − TEGRLPClg
(4.85)

Ladeluftkühler: ηCACClg = EMAkt
CACClg(mf11) (4.86)

ηCACClg =
T22 − TCACDs

T22 − TCACClg
(4.87)

Dabei stehen die EM in den Formeln (4.80), (4.82), (4.84) und (4.86) für die empirischenMo-
delle, welche die Abhängigkeit des Kühlungswirkungsgrads vom jeweiligen Massenstrom
beschreiben. In dieser Arbeit werden dafür Kennlinien verwendet, deren Generierungmit-
tels derMessdaten aus dem anfänglichen Experiment erfolgt. Bei den Entnahmestellen von
HD- und ND-AGR gilt der Massenerhaltungssatz mit folgenden Gleichungen:

HD-AGR-Entnahmestelle: mfCyl + q = mfEGRHP + mfTrbn (4.88)

ND-AGR-Entnahmestelle: mfTrbn = mfEGRLP + mfExhFlp (4.89)

BeimFüllungsmodellwirddas über das Einlassventil zugeströmteGasmodelliert; die haupt-
sächlichen Einflussfaktoren sind Ladedruck pCACDs, Abgasgegendruck p3, Gastemperatur
T23 und Motordrehzahl nEng. Da der Versuchsmotor mit variabler Ventilsteuerung ausge-
stattet ist, die zur Effizienzsteigerung beiträgt, spielt die Position agES der Kurbelwelle beim
Schließen des Einlassventils hier auch eine Rolle. DesWeiterenwird im Füllungsmodell ein
Kennfeld für die Korrektur facp22cor des Ladedrucks erstellt, das abhängig von agES undder
durch die Gastemperatur T23 im Saugrohr korrigierten Motordrehzahl nEngTcor ist. Zusam-
mengefasst sehen die Gleichungen fürs Füllungsmodell folgendermaßen aus:

Korrektur der Motordrehzahl: nEngTCor = nEng

√
TEngRef

T23
(4.90)

Korrektur des Ladedrucks: facp22cor = GPMAkt
facp22cor

(nEngTcor, agES) (4.91)

Füllungsmodell: mfCyl = dmCyl(T23, T3, agES, facp22cor, nEng, pCACDs, p3)

(4.92)
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Bei der Modellierung des Abgasturboladers (ATL) wird der Ansatz aus [HP13] herangezo-
gen. Auf der Seite des Verdichters geht es im Wesentlichen um den Druckaufbau von p10

zu p21 und die Erhöhung der Gastemperatur von T11 zu T21. Das ATL-System lässt sich mit
folgenden Gleichungen beschreiben:

Wirkungsgrad des Verdichters: ηCmpr = EMConst
ηCmpr

(Q11,
p21

p10
) (4.93)

Druckaufbau über den Verdichter: p21 = p10

{
1 +

ηCmpr

cp,11T11
(c0ω2

ATL − c1
mf11

ρ11
ωATL)

} cp,11
R

(4.94)

Temperaturerhöhung über den Verdichter: T21 = T11 +
cp,11

ηCmpr

{
(

p21

p10
)

R
cp,11 − 1

}
(4.95)

Dabei wird das Kennfeld des Verdichterwirkungsgrads EMConst
ηCmpr

, das vom Volumenstrom
Q11 und dem Druckverhältnis p21

p10
abhängt, vom Hersteller geliefert und im gesamten Pro-

zess nicht verändert. cp,11 steht für die spezifische Wärmekapazität des Gases am Einlass
des Verdichters und wird als Konstante behandelt, ohne die tatsächliche Gaszusammen-
setzung zu berücksichtigen. ωATL ist die Winkelgeschwindigkeit des Turboladers; für die
Konvertierung zur Laderdrehzahl gilt nATL = 60ωATL

2π . Bei der Turbine wird die Enthalpie
des heißen Abgases entzogen. Die dadurch gewonnene Energie treibt den Verdichter an.
Somit kommen eine Temperatursenkung von T3 zu T41 und ein Druckverlust von p3 zu p41

über die Turbine zustande. Darüber hinaus entsteht ein Leistungsgleichgewicht zwischen
Verdichter und Turbine im stationären Betrieb:

Wirkungsgrad der Turbine: ηTrbn = EMConst
ηTrbn

(
p3

p41
, mfTrbn,Red) (4.96)

Temperaturabsenkung über die Turbine: T41 = T3

{
1− ηTrbn + (

p41

p3
)

R
cp,3 ηTrbn

}
(4.97)

Leistungsgleichgewicht: PTrbnηMech − PCmpr = ωATL(Mfric + ω̇ATL ICmpr)

(4.98)

Das Kennfeld für den Turbinenwirkungsgrad EMConst
ηTrbn

sowie das Trägheitsmoment ICmpr

desVerdichterswerden vomHersteller bereitgestellt. DermechanischeWirkungsgrad ηMech

wird auf 95% gesetzt und das Reibungsmoment Mfric auf 0Nm.DieWinkelbeschleunigung
ω̇ATL des Turboladers ist zu vernachlässigen, da in dieser Arbeit nur die stationären Sys-
temzustände abzubilden sind.

Für die Modellierung der Abgastemperatur T3 wird ein einfacher Ansatz verwendet, der
auf einemKennfeld basiert. Mittels dieses Kennfelds wird die Temperaturdifferenz TDiff,Eng

über den Zylinder abhängig von der Motordrehzahl nEng und der Einspritzmenge q inter-
poliert:
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Temperaturdifferenz über den Zylinder: T3 − T23 = GPMAkt
TDiff,Eng

(nEng, q) (4.99)

Wenn man die Gleichungen von Formel (4.63) bis Formel (4.99) zusammenstellt und ver-
sucht, sie mittels des Algorithmus aus [Fri06] oder [DM63] auf ihre Berechenbarkeit zu
überprüfen, entpuppt sich dies ein großes und komplexes nichtlineares Gleichungssystem
G, das nicht kausal berechenbar ist, sondern simultan gelöst werden muss. Im Folgenden
wird das Gleichungssystem formuliert:

G(DSen,Pre,U,EMAkt,GPMAkt, p0, T0) = 0→ DSen,Pre (4.100)

Dabei stehtGPMAkt für die Menge der aktuellen Gaußprozessmodelle für die zu applizie-
renden empirischenModelle.EMAkt ist dieMenge derKF/KL, die für die Beschreibung der
Komponentencharakteristiken verwendet werden. Sie werden entweder von den Herstel-
lern zur Verfügung gestellt, z. B. das Verdichterkennfeld in Formel (4.93), oder mittels der
Messdaten aus dem anfänglichen Experiment berechnet, beispielsweise die Kennlinie in
Formel (4.86) für die Darstellung des Kühlungswirkungsgrads des Ladeluftkühlers. Wäh-
rend die Terme EMAkt, GPMAkt, p0 und T0 als Parametersatz für das Gleichungssystem
aufgefasst werden können, stellt DSen,Pre die Menge der unbekannten Größen in G dar. Zu
DSen,Pre gehören alle benötigten physikalischen Größen, um den stationärenMotorzustand
zu beschreiben. Es gilt DSen,Pre = [mf10,Pre, mfEGRLP,Pre, · · · , T21,Pre, T3,Pre, · · · ].

Da das Gleichungssystem G = 0 aus nichtlinearen Teilgleichungen und stückweisen
KF/KL in EMAkt besteht, kann keine Lösung in einer geschlossenen Form gefunden wer-
den. Deswegen wird das Gleichungssystem G = 0 in dieser Arbeit durch ein numerisches
Verfahren nach DSen,Pre aufgelöst.

Überprüfung der Umsetzbarkeit des ausgewählten Messpunkts

Wie bereits erwähnt wurde, stellt ein gewählter Eingangsvektor U einen entsprechenden
Motorzustand ein. Oben ging es auch um die Frage, wie sich der Motor verhalten wird,
wenn ein bestimmter Eingangsvektor eingestellt wird. Dabei wird versucht, mithilfe des
Luftsystemmodells, das aus den datenbasierten Modellen EMAkt und GPMAkt und den
physikalischen Gesetzen in den Gleichungen (4.63) bis (4.99) besteht, die Betriebszustän-
de DSen,Pre des Luftsystems zu prädizieren. Allerdings muss eine mathematisch sinnvolle
Lösung des Gleichungssystems in Formel (4.100) physikalisch nicht unbedingt umsetzbar
sein. Deswegen sind die vorhergesagten Motorzustände noch auf die Gefahr von Motor-
schäden zu prüfen. Konkret werden die Komponenten in DSen,Pre mit den entsprechenden
Grenzwerten aus Tabelle 4.4 verglichen, um die Umsetzbarkeit eines Messpunkts zu über-
prüfen.
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In Tabelle 4.4 geht es hauptsächlich um die Berücksichtigung der thermischen und me-
chanischen Grenzen der Motorkomponenten. Darüber hinaus ist eine ordentliche Verbren-
nung ebenfalls ein wichtiger Aspekt. Bei der Rauchgrenze geht es um die Beschränkung
des Verbrennungsluftverhältnisses, das durch folgende Formel definiert wird ([BK66]):

λPre =
mL.tats,Pre

mL.st
(4.101)

Dabei steht mL.tats,Pre für die prädizierte zur Verfügung gestellte Frischluft, die mittels der
Motordrehzahl und des prädizierten Frischluftmassenstroms mf10,Pre berechnet werden
kann. Der Term mL.st ist die notwendige stöchiometrische Frischluft, die theoretisch den
eingespritzten Kraftstoff q vollständig umsetzen kann. Im Fall von Dieselmotoren lässt sich
mL.st leicht durch die Formel mL.st = q ∗ 14, 5 berechnen. Um den Motor vor massiven
Rußemissionen zu schützen, muss das prädizierte Verbrennungsluftverhältnis λPre größer
als der minimale Wert λMin sein, der mittels eines Kennfelds interpoliert wird, das sich
auf die Drehzahl und die Frischluftmasse bezieht. Das Kennfeld für die Rauchgrenze wird
normalerweise aus Erfahrung erstellt.

Eine weitere Beschränkung, die sich als beachtenswert erwiesen hat, ist die AGR-Rate. Die
prädizierte AGR-Rate rPre wird aufgrund der prädizierten Massenströme wie folgt berech-
net:

rPre =
mfEGRLP,Pre + mfEGRHP,Pre

mfEGRLP,Pre + mfEGRHP,Pre + mf10,Pre
100% (4.102)

Ihr Grenzwert rMax wird aus einem Kennfeld abhängig von der Motordrehzahl und der
Einspritzmenge durch Interpolation bestimmt. Das Kennfeld für die AGR-Rate wird nor-
malerweise aus Erfahrung erstellt.

Zuletzt gibt es noch implizite Randbedingungen, die beachtet werden müssen, nämlich
dass alle prädizierten Massenströme, Temperaturen, Drücke und Drehzahlen nicht nega-
tiv seinmüssen.Während für physikalischenGrößenwie Temperaturen, Drücke undDreh-
zahlen die Anforderung an die Positivität selbstverständlich ist, dürfen die Massenströme
im Luftsystem nicht negativ sein, um das oben gebildete Luftsystemmodell einzuhalten.
Wenn z. B. der Frischluft erlaubt würde, von der Frischluftseite zur Abgasseite über das
ND-AGR-Ventil zu strömen, was zu einem negativen mfEGRLP führt und im realen Motor-
betrieb durchaus passieren kann, müsste die Berechnung im Block „Gasmischungmit ND-
AGR“ in Abbildung 4.29 auf der Abgasseite durchgeführt werden. Um damit umgehen zu
können, müsste das Luftsystemmodell um eine Fallunterscheidung abhängig vom Vorzei-
chen von mfEGRLP erweitert werden, was den Implementierungsaufwand unnötigerweise
erhöhen würde. Ein Luftsystemmodell, das nur nichtnegativeMassenströme erlaubt, sollte
ausreichend für die Modellierung des normalen Motorbetriebs sein und deswegen genü-
gend Testfälle generieren können, um die Aufgaben der ECU-Funktionsapplikation durch-
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zuführen. Wenn DSen,Pre dann zu einem kritischen Motorzustand führen würde, wird der
Informationsgehalt des entsprechenden Eingangsvektors auf 0 gesetzt.

Schätzung der Unsicherheit des Applikationsparameters und Kalkulation des Informati-
onsgehalts

Wie bereits in Abschnitt 4.4.1 erklärt wurde, ist die Unsicherheit eines Applikationspara-
meters, in diesem Beispiel die Varianz σ2

arExhFlp
der effektiven Fläche der Abgasklappe, von

wesentlicher Bedeutung in der Auswertung des Informationsgehalts IGarExhFlp . In der ECU-
Funktion für das Luftsystem wird die Kennlinie der effektiven Fläche arExhFlp(posExhFlp)
der Abgasklappe eingesetzt, um den Druck p42 stromaufwärts der Abgasklappe zumodel-
lieren. Dann wird durch folgende Gleichung appliziert:

mfExhFlp =

√
2

RT42
arExhFlp(posExhFlp)p42Ψ(

pExhFlpDs

p42
)→ arExhFlp(posExhFlp) (4.103)

Bemerkenswerterweise kann die effektive Fläche der Abgasklappe als Konstante betrachtet
werden, wenn das Tastverhältnis posExhFlp eingestellt ist. D.h. in diesem Fall geht es um die
Schätzung einer Konstanten basierend auf verrauschten Messwerten. Auf der einen Seite
kann arExhFlp mithilfe der Formel (4.103) bestimmt werden, wobei die benötigten physika-
lischen Größen mfExhFlp,Pre, T42,Pre, p42,Pre und pExhFlpDs,Pre aus der Menge der prädizier-
ten SystembeobachtungenDSen,Pre zu entnehmen sind. Auf der anderen Seite kann arExhFlp

auch aufgrund des aktuellen Gaußprozessmodells GPMAkt
arExhFlp berechnet werden. Zusam-

mengefasst kann die Bestimmung von arExhFlp bei einem gewählten posExhFlp durch folgen-
de zwei Formeln dargestellt werden:

mfExhFlp,Pre =

√
2

RT42,Pre
arExhFlp(posExhFlp)p42,PreΨ(

pExhFlpDs,Pre

p42,Pre
)→ arExhFlp,Pre (4.104)

GPMAkt
arExhFlp(posExhFlp)→ arExhFlp,Pri (4.105)

Gleich wie in Abschnitt 4.4.2 wird ein EKF eingesetzt, um die zweiMethoden für die Schät-
zung der effektiven Fläche in den Formeln (4.104) und (4.105) unter einen Hut zu bringen
und damit ein besseres Ergebnis zu erzielen. Die Einführung eines EKF ist durch die Nicht-
linearität der Durchflussfunktion Ψ(

pExhFlpDs
p42

) in Formel (4.103) begründet. Aus Sicht des
EKF lässt sich das System, das durch Formel (4.103) dargestellt wird, wie folgt beschrei-
ben:

sj+1 = f(sj) +w, p(w) ∼ N (0,Q) (4.106)

zj+1 = h(sj+1) + v, p(v) ∼ N (0,R) (4.107)
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Dabei sind Zustandsvektor s und Ausgangsvektor z

s = [arExhFlp, p42, pExhFlpDs, T42]
T (4.108)

z = [mfExhFlp, p42, pExhFlpDs, T42]
T (4.109)

Da es hier um ein Systemohne zeitvariablen Zustandsübergang geht (Schätzung einer Kon-
stante), ist das Übergangsmodell f durch eine 4×4-Einheitsmatrix gegeben. Für die Kova-
rianzmatrix des Prozessfehlers giltQ = 0. Außerdem kann das Beobachtungsmodell hwie
folgt formuliert werden:

mfExhFlp =

√
2

RT42
arExhFlpp42Ψ(

pExhFlpDs

p42
) + σ2

mfExhFlp
(4.110)

p42 = p42 + σ2
p42

(4.111)

pExhFlpDs = pExhFlpDs + σ2
pExhFlpDs

(4.112)

T42 = T42 + σ2
T42

(4.113)

Die Toleranzen der Sensoren, die von den Sensorherstellern zur Verfügung gestellt werden,
formen die Kovarianzmatrix des Messfehlers zu

R = diag(σ2
mfExhFlp

, σ2
p42

, σ2
pExhFlpDs

, σ2
T42

) (4.114)

Das EKF-Verfahren setzt sich aus zwei Arbeitsschritten zusammen:

Schritt der Prädiktion
Hierbei wird der Übergang von j-ter Iteration zu (j + 1)-ter Iteration wie folgt prädiziert:

ŝj+1|j = Fj(sj) (4.115)

Pj+1|j = FjPj|jFT
j (4.116)

Dabei werden die a-priori-Systemzustände sj und die a-priori-Kovarianzmatrix Pj|j durch

sj = [arExhFlp,Pri, p42,Pre, pExhFlpDs,Pre, T42,Pre]
T (4.117)

Pj|j = diag(σ2
arExhFlp,Pri, σ2

p42
, σ2

pExhFlpDs
, σ2

T42
) (4.118)

spezifiziert. Fj ist die Jacobi-Matrix des Übergangsmodells f, auch eine 4×4-Einheitsmatrix.
Die a-priori-Schätzung arExhFlp,Pri von arExhFlp und ihrer Varianz σ2

arExhFlp,Pri kann man mit-
hilfe des GPMAkt

arExhFlp berechnen. Eigentlich repräsentiert das GPMAkt
arExhFlp alle Informatio-

nen, die bis zu der aktuellen Iteration über das gesuchte empirische Modell
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arExhFlp(posExhFlp) gesammeltwerden.Während dasKalman-Filter allgemein eine optimale
Schätzung aufgrund der zeitlichen Messwerte liefert, basiert das EKF in der vorliegenden
Arbeit auf den iterationsübergreifendenMesswerten, wobei eine Iteration als ein Zeitpunkt
verstanden wird.

Schritt der Korrektur
In diesem Schritt wird versucht, eine a-posteriori-Schätzung der Systemzustände mit fol-
genden Formeln zu liefern:

ẑj+1|j = h(ŝj+1|j) (4.119)

Kj+1 = Pj+1|jHT
j+1(Hj+1Pj+1|jHT

j+1 +R) (4.120)

ŝj+1|j+1 = ŝj+1|j +Kj+1(zj+1 − ẑj+1|j) (4.121)

Pj+1|j+1 = (I−Kj+1Hj+1)Pj+1|j (4.122)

Die Jacobi-Matrix Hj+1 =
∂h(ŝj+1|j)

∂s des Beobachtungsmodells wird berechnet am prädi-
zierten Arbeitspunkt der Formel (4.103), der durch DarExhFlp,Pre = [arExhFlp,Pri, pExhFlpDs,Pre,
p42,Pre, T42,Pre]T definiert wird. Hj+1 ist in diesem Fall

Hj+1 =



∂mfExhFlp
∂arExhFlp

∂mfExhFlp
∂p42

∂mfExhFlp
∂pExhFlpDs

∂mfExhFlp
∂T42

∂p42
∂arExhFlp

∂p42
∂p42

∂p42
∂pExhFlpDs

∂p42
∂T42

∂pExFlpDs
∂arExhFlp

∂pExFlpDs
∂p42

∂pExFlpDs
∂pExhFlpDs

∂pExFlpDs
∂T42

∂T42
∂arExhFlp

∂T42
∂p42

∂T42
∂pExhFlpDs

∂T42
∂T42


(4.123)

Es muss beachtet werden, dass die Berechnung in Formel (4.121) noch nicht ausführbar
ist, da die Messwerte zj+1 noch fehlen. Allerdings ist die Schätzung der Kovarianzma-
trix Pj+1|j+1 schon berechenbar. Auf diese Art und Weise kann die a-posteriori-Schätzung
σ2

arExhFlp,j+1,Post der Unsicherheit der effektiven Fläche durch den Einsatz eines EKF bewerk-
stelligt werden, bevor ein echtes Experiment durchgeführt wird.

Nachdem die Unsicherheit σ2
arExhFlp,j+1,Post des Applikationsparameters geschätzt wurde,

kann man mithilfe der Formel (4.30) den Informationsgehalt IGarExhFlp(GPMj,Uj+1) für
die Applikation der Abgasklappe berechnen. Die Berechnung des Informationsgehalts für
andere KF/KL, z. B. IGarTVA und IGarTrbn , erfolgt in einer ähnlichen Vorgehensweise und
wird deshalb nicht im Detail geschildert. Zu beachten ist, wie Abbildung 4.25 zeigt, dass
die Ergebnisse der Lösung des Gleichungssystems G = 0 in Formel (4.100), die prädizier-
te Systembeobachtung DSen,Pre, von den Berechnungen der Informationsgehalte bei an-
deren empirischen Modellen geteilt werden. Letztendlich kann die Informationssumme
IG(GPMj,Uj+1) eines gewählten Eingangsvektors wie in Formel (4.62) berechnet werden.
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5 Algorithmus, Experimente und Ergebnisse

5.1 Übersicht über den Algorithmus

In diesem Abschnitt wird versucht, einen Überblick über den entwickelten Algorithmus
für den gesamten Applikationsprozess der gesuchten empirischen Modelle zu geben. Mit
Abbildung 5.1 wird der Ablauf erklärt.

Das Verfahren setzt sich aus zwei Phasen zusammen: der anfänglichen Versuchsplanung
und der adaptiven Versuchsplanung. In der anfänglichen Versuchsplanungwerden die an-
fänglichen Gaußprozessmodelle GPM0 für alle empirischen Modelle zur Verfügung ge-
stellt. Bei der adaptiven Versuchsplanung geht es um eine schrittweise und aktive Erwei-
terung der Messpunktmenge in Richtung der Maximierung der Informationsgehalte der
Messpunktmenge. Die Details der Implementierung der anfänglichen und adaptiven Ver-
suchsplanung werden in den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 dargestellt.

5.1.1 Anfängliche Versuchsplanung

In dieser Phase besteht dieAufgabe darin,GPM0 zu erstellen. Die benötigtenApplikations-
messpunkte DApp,0 für das Modelltraining sind durch den anfänglichen Versuchsplan zu
erzeugen. Die dabei verwendete Abtaststrategie soll eine raumfüllende Strategie sein. In
diesem Anwendungsbeispiel wird die äquidistante Abtaststrategie wegen ihrer Einfach-
heit und Robustheit bevorzugt. In der Applikation des Luftsystems haben wir 8 Eingänge.
Bei jeder Dimension ist erfahrungsgemäß ein 5×1-Gitter notwendig, um einen groben Ein-
druck über das gesuchte empirische Modell zu erhalten. Für das Erstellen des Gitters sind
noch ein paar Eckdaten über denMotor notwendig, z. B. der Umfang desMotorbetriebsbe-
reichs und die Grenze von agES. Um dem Fluch der Dimension zu entgehen, weil sonst die
Anzahl von Messpunkten in der anfänglichen Versuchsplanung schon 58 ist, wird auf das
Prinzip OFAT bei der Variation der Systemeingänge verzichtet. Stattdessen wird erlaubt,
bei der Versuchsplanung die Eingänge in mehreren Dimensionen gleichzeitig anzupassen.
Der anfängliche Versuchsplan wird basierend auf dem Motorbetriebsbereich entworfen.
Die Details lassen sich folgendermaßen zusammenfassen:

• Da imMoment eine genaue und zuverlässigeMesstechnik für denAGR-Massenstrom
am Motorprüfstand noch fehlt, erfolgt die Bestimmung des AGR-Massenstroms le-
diglich mit der Formel mfEGR = mfCyl − mfAir. Infolgedessen ist es notwendig, zu-
erst mittels Messpunkten ohne AGR ein verlässliches Modell für die Zylinderfüllung
zu erstellen.

• Zunächst wird ein 5×5-Gitter von Messpunkten DoA,0 ohne AGR auf dem Motorbe-
triebsbereich platziert, der durch die Drehzahl und die Einspritzmenge aufgespannt
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wird. Für die Spezifikation derMesspunkte beiDoA,0 reicht die Vorgabe von nEng und
q nicht aus. Dabei müssen noch die Tastverhältnisse der Luftsteller und der Zeitpunkt
des Einlassventilschließens eingestellt werden. Dadurch kannman dafür sorgen, dass
die Eingangsräume für die empirischen Modelle arTVA(posTVA), arExhFlp(posExhFlp),
arTrbn(posTrbn), facp22cor(nEngTCorrn, agES) und TEng,Diff(nEng, q) durch Applikations-
messpunkte gefüllt werden.Wegen des ThemasMotorschutz verlangt die Verstellung
der Luftsteller Vorwissen über das Motorverhalten und sollte mit Vorsicht durchge-
führt werden. Dieses Vorwissen kann auf Erfahrungen an einem ähnlichen Motor
oder komplett auf theoretischen Überlegungen beruhen.

• Mittels der nach dem anfänglichen Versuchsplan durchgeführten Experimente wer-
den die Beobachtungsmesspunkte vermessen. Aufgrund der Beobachtungsmesspun-
kte werden die anfänglichen Applikationsmesspunkte durch ein EKF berechnet, wo-
bei die a-priori-Schätzungen der Varianzen der Systemzustände auf unendlich ge-
setzt werden. Mittels der erzeugten Applikationsmesspunkte werden die anfängli-
chenGaußprozessmodelle facp22cor,0, TEng,Diff,0, arTVA,0, arExhFlp,0 und arTrbn,0 trainiert.

• Für die Erstellung der anfänglichen Gaußprozessmodelle arEGRHP,0 und arEGRLP,0 der
AGR-Ventile wird jeweils ein 6×1-Gitter von Messpunkten auf dem Eingangsraum
platziert. Für die Bestimmung der AGR-Massenströme wird die Formel mfEGR =

mfCyl − mfAir verwendet, wobei die Zylinderfüllung mfCyl mithilfe der Formel (4.92)
berechnet wird. Außerdem ist es noch zu beachten, dass bei der anfänglichen Ver-
suchsplanung das HD-AGR-Ventil und das ND-AGR-Ventil nicht gleichzeitig geöff-
net werden dürfen, da sonst die AGR-Massenströme nicht richtig bestimmt werden
können.

Als Ergebnis der anfänglichen Versuchsplanung sind in den Abbildungen 5.2 und 5.3 die
erzeugten anfänglichen Applikationsmesspunkte und Gaußprozessmodelle veranschau-
licht.

5.1.2 Adaptive Versuchsplanung

In dieser Phase wird als Erstes versucht, basierend auf der Menge GPMAkt
31 der aktu-

ellen Gaußprozessmodelle das Optimierungsproblem in Formel (4.61) zu lösen, was den
optimalen Eingangsvektor UOpt,Akt liefert. Der Suchraum UOpt,Akt des Optimierungspro-
blems ist ein ganzzahliger achtdimensionaler Raum und wird durch die unbenutzten Ele-
mente aus der jeweiligen Eingangsdimension zusammengebaut. Und zwar gilt UAkt =

[UposTVA,Akt,UposTrbn,Akt,UposEGRHP,Akt,UposEGRLP,Akt,UposExhFlp,Akt,Uq,Akt,UnEng,Akt ,UagES,Akt],
wobei beispielsweise UposTVA für die Menge der unbenutzten Elemente im Eingangsraum
von posTVA steht. Wenn wir uns die Informationsfunktion in Formel (4.61) als Zielfunktion

31GPMAkt = [GPMarTVA , GPMarTrbn , GPMarExhFlp , GPMarEGRHP , GPMarEGRLP , GPMfacp22cor , GPMTDiff,Eng ].
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(a) Verteilung der anfänglichen Applikati-
onsmesspunkte DApp,0,arTVA und das anfäng-
liche Gaußprozessmodell für das empirische
Modell arTVA(posTVA).

(b) Verteilung der anfänglichen Applikati-
onsmesspunkte DApp,0,arTrbn und das anfäng-
liche Gaußprozessmodell für das empirische
Modell arTrbn(posTrbn).

(c) Verteilung der anfänglichen Applikati-
onsmesspunkte DApp,0,arExhFlp und das an-
fängliche Gaußprozessmodell für das empi-
rische Modell arExhFlp(posExhFlp).

(d) Verteilung der anfänglichen Applikati-
onsmesspunkte DApp,0,arEGRHP und das an-
fängliche Gaußprozessmodell für das empi-
rische Modell arEGRHP(posEGRHP).

(e) Verteilung der anfänglichen Applikati-
onsmesspunkte DApp,0,arEGRLP und das an-
fängliche Gaußprozessmodell für das empi-
rische Modell arEGRLP(posEGRLP).

Abbildung 5.2: Anfängliche Applikationsmesspunkte und Gaußprozessmodelle.
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(a) Verteilung der anfänglichen Applika-
tionsmesspunkte DApp,0,facp22cor auf dem
Eingangsraum des empirische Modells
facp22cor(nEngTCorrn, agES); die Verteilung ist
hierbei ein Rechteck.

(b) Anfängliches Gaußprozessmodell für das
empirische Modell facp22cor(nEngTCorrn, agES).

(c) Verteilung der Applikationsmesspunkte
DApp,0,TDiff,Eng auf dem Eingangsraum des em-
pirischen Modells TDiff,Eng(nEng, q); die Vertei-
lung, die kein Rechteck ist, ergibt sich aus der
Beschränkung des Motorbetriebsbereichs.

(d) Anfängliches Gaußprozessmodell für das
empirische Modell TDiff,Eng(nEng, q).

Abbildung 5.3:Weitere anfängliche Applikationsmesspunkte und die dadurch trainierten anfäng-
lichen Gaußprozessmodelle.
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näher anschauen, stellt sich heraus, dass die analytische Ableitung der Informationsfunk-
tion sehr schwer oder nahezu unmöglich zu berechnen ist, denn:

• Die Berechnung des Informationsgehalts enthält das Lösen des Gleichungssystems
in Formel (4.100).

• Das Ausschließen der Messpunkte, welche die Motorgrenzen verletzen, verstärkt die
Unstetigkeit der Informationsfunktion.

Für Optimierungsprobleme dieser Art erweist sich ein ableitungsfreies Optimierungsver-
fahren wie ein genetischer Algorithmus (GA) als zweckmäßiger Ansatz. In der vorliegen-
den Arbeit wurde die in Matlab eingebaute Funktion ga für die Suche nachUOpt,Akt erfolg-
reich eingesetzt. Das Optimierungsverfahren dauert mit einem Arbeitslaptop ca. zwei bis
drei Minuten.

Anschließend wird der Motorprüfstand mit UOpt,Akt gespeist und die Experimente durch-
geführt. Manmussmindestens zweiMinutenwarten, bis sich dieMesssignale stabilisieren.
Dadurch können die Beobachtungsmesspunkte DSen,Akt erfasst werden. Auf der Basis von
GPMAkt und DSen,Akt können die Applikationsparameter und deren Varianzen mittels ei-
nes EKF durch ein ähnliches Verfahren wie in Abschnitt 4.6.2 geschätzt werden. Diesmal
können die a-posteriori-Systemzustände ŝj+1|j+1 in Formel (4.121) anhand der realenMess-
daten berechnetwerden. Somit kanndieMengeDApp,Akt

32 derApplikationsmesspunkte er-
zeugt und als Trainingsdatensatz für die Aktualisierung von GPMAkt verwendet werden.
Danach werden die aktualisierten Gaußprozessmodelle in KF/KL konvertiert. Der Prozess
der adaptiven Versuchsplanung setzt sich fort, bis das in Abschnitt 4.3.3 entwickelte Stopp-
Kriterium für alle empirische Modelle erfüllt ist.

5.2 Experimente und Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden zunächst die Details des Versuchsaufbaus vorgestellt. Danach
werden die Ergebnisse erläutert und analysiert.

5.2.1 Versuchsaufbau

Die Kenndaten des Versuchsmotors sind Tabelle 5.1 zu entnehmen.

32DApp = [DApp,arTVA ,DApp,arTrbn ,DApp,arExhFlp ,DApp,arEGRHP ,DApp,arEGRLP ,DApp,facp22cor ,DApp,TDiff,Eng ].
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Eigenschaft Versuchsmotor

Hubraum 1,6 l

Nennleistung 110 kW

Max. Drehmoment 340 Nm

Aufladungssystem Abgasturboladung mit VTG

AGR-System HD- und ND-AGR

Ventilsteuerung Variables Einlassventilschließen

Tabelle 5.1: Kenndaten des Versuchsmotors.

Automatisierung des Vermessungsvorgangs

Während die Maximierung des Informationsgehalts eines Systemeingangs den benötig-
ten Messaufwand für die ECU-Funktionsapplikation wesentlich reduziert, ist ein Vermes-
sungsvorgang mit einem hohen Maß an Automatisierung in der Lage, unnötige mensch-
liche Eingriffe massiv zu vermeiden, was auch dazu beiträgt, die Effizienz des Applikati-
onsprozesses zu verbessern. Die Erstellung, Steuerung und Anpassung des Versuchsplans
am Prüfstand wird ausgeführt durch Matlab, die Applikationssoftware INCA und PUMA,
die für Steuerung und Überwachung des Prüfstands zuständig sind. Da der Hauptteil des
Algorithmus, um die Aktivitäten amMotorprüfstand zu steuern, in Matlab implementiert
ist, muss ein stabiler Kommunikationskanal zwischen Matlab und INCA aufgebaut wer-
den. Zu diesem Zweck wurde die von ETAS zur Verfügung gestellte Anwendungspro-
grammierschnittstelle API verwendet, um das Lesen und Schreiben von Daten in INCA
losgelöst von Matlab zu ermöglichen.

Wie in Abbildung 5.4 gezeigt wird, kann Matlab mit Hilfe der API die Steuersignale für
optimale SystemeingängeUOpt einschließlich der Steuerungssignale für die Luftsteller und
den Motorarbeitspunkt an INCA senden und die Messdaten DSen von INCA auslesen. Die
Messdaten werden entweder durch ECU-SensorenDSen,ECU oder durch Sensoren am Prüf-
stand DSen,PUMA erfasst und im Anschluss über CAN-Bus in INCA übertragen. Auf diese
Weise lassen sich die Luftsteller und Motorarbeitspunkte über INCA durch die in Matlab
ausgeführten Skripte offline einstellen.

Experiment und Auswertungskonzept

Im Experiment ist der Eingangsraum ein diskreter achtdimensionaler Raum, wobei die
Granularität jeder Dimension in Tabelle 5.2 aufgelistet ist.

NachdemDurchlaufendes inAbschnitt 5.1 beschriebenenProzesseswurdendie gewünsch-
ten KF/KL erzeugt. Anschließend wurden die erhaltenen KF/KLmit ihren in der ECU des
Prüfmotors gespeicherten Gegenstücken, die nach dem standardmäßigen Verfahren der
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Matlab INCA

DSen

UOpt
Luftsteller

PUMA

DSen, ECU

DSen, PUMA

UOpt
nEng, q

ECU

Laptop Motorprüfstand

Abbildung 5.4: Verbindungsplan am Motorprüfstand; die Signale Luftstel-
ler in der Abbildung repräsentieren die Steuersignale für die Systemeingänge
agES, posTVA, posEGRHP, posEGRLP, posExhFlp, posTrbn; während die Tastverhältnisse der
Luftsteller durch das Überschreiben der entsprechenden Applikationsparameter in der
ECU geändert werden können, muss die Anpassung des Motorarbeitspunkts nEng und q
über PUMA erfolgen.

Rastermessung generiert werden, hinsichtlich der Applikationsqualität verglichen. Bei der
Rastermessungwerdenüblicherweise ca. 800Messpunkte verwendet. DasHauptkriterium,
das zur Beurteilung der Applikationsqualität der KF/KL verwendet wird, ist die Genau-
igkeit der Modellausgaben, welche die entsprechenden KF/KL liefern. Zum Beispiel wird
die Qualität der Kennlinie arExhFlp(posExhFlp) in Formel (4.103) durch die Ermittlung der
Qualität der Modellausgabe des Drucks p42 stromaufwärts der Abgasklappe beurteilt. In
Tabelle 5.3 werden die Modellausgaben der jeweiligen KF/KL aufgelistet.

Zu diesem Zweck wurden drei unabhängige Testfälle mit und ohne AGR als Referenzda-
tensatz erzeugt, wobei die Systemeingänge ausreichend verändert wurden, um die Über-
zeugungskraft der Referenzdatensätze sicherzustellen. In Tabelle 5.4 werden die Referenz-
datensätze gezeigt.

Basierend auf den nach dem Standardverfahren der Rastermessung und dem vorgeschla-
genen Ansatz applizierten KF/KL wurden die Modellausgaben berechnet und mit den
entsprechenden Sensorwerten in den Referenzdatensätzen verglichen. Hierbei wird MA-
PE aus Formel (4.59) als Fehlermetrik eingesetzt. Es ist zu vermerken, dass aufgrund der
Einschränkungen der Messtechnik am Motorprüfstand der AGR-Massenstrom nicht di-
rekt durch einen physikalischen Sensor gemessen werden kann. Hier wird die Qualität
des AGR-Massenstroms indirekt durch die Qualität des Frischluft-Massenstroms beurteilt,
der in RS2 durch mfAir = mfCyl −mfEGRHP und in RS3 durch mfAir = mfCyl −mfEGRLP

berechnet wird.
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Systemeingang Granularität

posTVA 50

posTrbn 50

posEGRHP 50

posEGRLP 50

posExhFlp 50

nEng 30

q 25

agES 30

Tabelle 5.2: Granularität der Systemeingänge.

KF/KL Modellausgabe

arTVA(posTVA) Druck p21 stromaufwärts der Drosselklappe

arTrbn(posTrbn) Druck p31 stromaufwärts der Turbine

arEGRHP(posEGRHP) Massenstrom mfEGRHP durch das HD-AGR-Ventil

arEGRLP(posEGRLP) Massenstrom mfEGRLP durch das ND-AGR-Ventil

arExhFlp(posExhFlp) Druck p42 stromaufwärts der Abgasklappe

facp22cor(nEngTCorrn, agES) Massenstrom mfCyl der Zylinderfüllung

TEng,Diff(nEng, q) Abgastemperatur T31

Tabelle 5.3: Modellausgabe der gewünschten KF/KL.

5.2.2 Ergebnisse und Analyse

In der Phase der anfänglichen Versuchsplanung wurden 42 Messpunkte für die Erstellung
der anfänglichen GaußprozessmodelleGPM0 verarbeitet. Darauf basierend generierte der
entwickelte Algorithmus automatisch weitere 83 Messpunkte während der Phase der ad-
aptiven Versuchsplanung zur Lösung der Applikationsaufgabe. Dabei wurde keine Verlet-
zung der Motorgrenzen beobachtet. Anschließend wurden die Qualitäten der erhaltenen
KF/KL mit Hilfe der oben erwähnten Referenzdatensätze bewertet; die Ergebnisse sind
Tabelle 5.5 zu entnehmen.

Die in Tabelle 5.5 dargestellten Werte zeigen, dass bei Verwendung einer mit mehr als 80%
signifikant reduzierten Anzahl von Messpunkten die durch unseren Algorithmus erzeug-
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Referenzdatensatz HD-AGR ND-AGR

RS1 Nein Nein

RS2 Ja Nein

RS3 Nein Ja

Tabelle 5.4: Referenzdatensätze für die Validierung der Ergebnisse.

Methode Rastermessung Entwickelter Algorithmus Referenzsatz

NMP Ca. 800 Ca. 125 -

MAPE von mfCyl 1,58% 1,42% RS1

MAPE von T31 3,65% 4,99% RS1

MAPE von p31 3,24% 3,31% RS1

MAPE von mfEGRHP 10,89% 4,95% RS2

MAPE von mfEGRLP 5,43% 3,87% RS3

MAPE von p42 0,44% 0,45% RS1

MAPE von p21 2,35% 2,84% RS1

Tabelle 5.5: Applikationsqualität der relevanten KF/KL.

ten KF/KL eine vergleichbare Applikationsqualität wie die durch eine Rastermessung er-
zeugten KF/KL erreichten. Die Verteilung der endgültigen ApplikationsmesspunkteDApp

und die endgültigen Gaußprozessmodelle für jedes empirische Modell sind in den Abbil-
dungen 5.5, 5.6 und 5.8 dargestellt. Während insgesamt der Eingangsraum jedes empiri-
schen Modells gut abgedeckt war, was ein solides Fundament für eine hochwertige ECU-
Funktionsapplikation bildet, verdient die Verteilung der Applikationsmesspunkte in den
Abbildungen 5.5b und 5.6 mehr Aufmerksamkeit und Erklärung.

In Abbildung 5.5b ist zu erkennen, dass zwei Bereiche im Motorbetriebsbereich mehr ab-
getastet wurden als andere. Eine Erklärung ist, dass der Algorithmus mehr in dem in Ab-
bildung 5.5a mit einem gestrichelten Kreisen markierten Bereich I abgetastet hat, um die
Nichtlinearität dort zu erfassen, was genau der in Abschnitt 4.3.2 vorgeschlagenen adapti-
ven Abtaststrategie entspricht. Die erhöhte Konzentration der Abtastpunkte im Bereich II,
einem Bereich niedriger Motorlast, zeigt, dass der Algorithmus die Summe der Informa-
tionsgehalte aus allen relevanten empirischen Modellen mit Berücksichtigung der Motor-
grenze maximieren wollte. Die Logik ist: Weil (1) zu viel AGR im Bereich hoher Motorlast
für die Verbrennungsqualität schädlich sein kann und (2) die AGR-Ventile geöffnet sein
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(a) Endgültiges Gaußprozessmodell für das em-
pirische Modell TDiff,Eng(nEng, q); der Bereich der
Nichtlinearität ist mit einem gestrichelten Kreis
gekennzeichnet.

(b) Verteilung der Applikationsmesspunk-
te DApp,TDiff,Eng des empirischen Modells
TDiff,Eng(nEng, q) auf dem Eingangsraum; die
beiden Bereiche I und II, die mehr abgetastet
werden, sind durch gestrichelte Rechtecke
markiert.

Abbildung 5.5: Endgültige Applikationsmesspunkte und Gaußprozessmodell für das empirische
Modell TDiff,Eng(nEng, q).

sollten, um den erhaltenen Gesamtinformationsgehalt zu erhöhen, hat der Algorithmus
mehr im Bereich der niedrigen Motorlast mit geöffnetem AGR-Ventil abgetastet.

Es ist bekannt, dass der Druckabfall ∆pTVA = p21 − p22 über eine weit geöffnete Drossel-
klappe so klein ist, dass die effektive Fläche arTVA nicht richtig abgeschätzt werden kann.
Um dies zu dennoch bewältigen, wurde basierend auf dem geometrischen Modell der
Drosselklappe ein Satz von künstlichen Applikationsmesspunkten erzeugt und zu den
Trainingsdaten als a-priori-Wissen hinzugefügt. In Abbildung 5.6 sind die künstlichen Ap-
plikationsmesspunkte und das endgültige Gaußprozessmodell dafür dargestellt.

Wie schon erwähnt wurde, spielt in unserem Algorithmus die Unsicherheit eines Appli-
kationsparameters bei der Versuchsplanung eine wichtige Rolle. In Abbildung 5.7 wird
versucht, diesen Effekt nachzuweisen, wozu das Druckverhältnis über das ND-AGR-Ventil
abhängig vom Tastverhältnis des ND-AGR-Ventils dargestellt ist. Im Bild werden zum Ver-
gleich die Druckverhältnisse der durch Rastermessung generierten Messpunkte aus RS3

und die Druckverhältnisse der Messpunkte, die unser Algorithmus aktiv erzeugt hat, dar-
gestellt. Hierbei bedeutet ein größeres Druckverhältnis eine geringere Unsicherheit. In Ab-
bildung 5.7 ist zu beobachten, dass wenn das ND-AGR-Ventil weit geöffnet ist (innerhalb
des gestrichelten Rechtecks), unser Algorithmus sehr großenWert auf die Unsicherheit des
Applikationsparameters gelegt und aktiv hohe Druckverhältnisse erzeugt hat, die bei den
Messpunkten aus RS3 nicht erreicht werden. Aus der Analyse in den Abschnitten 1.2.2 und
4.4.1 ergibt sich, dass es genau die Situation mit geringem Druckgefälle ist, in der die Un-
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Abbildung 5.6: Applikationsmesspunkte DApp,arTVA und das endgültige Gaußprozessmo-
dell für das empirischeModell arTVA(posTVA); die Punkte, die durch das gestrichelte Recht-
eck hervorgehoben sind, repräsentieren den künstlich erzeugten Trainingsdatensatz.

sicherheit des Applikationsparameters beachtet werden muss. D.h. unser Algorithmus hat
zum richtigen Zeitpunkt das Richtige getan.

Abbildung 5.7: Vergleich der Druckverhältnisse am ND-AGR-Ventil; die schwarzen Punk-
te stehen für die Messpunkte, die mittels unseres Algorithmus aktiv erzeugt wurden; die
Kreuze markieren die Messpunkte aus RS3; der durch die gestrichelte Linie umrahmte Be-
reich ist derjenige Bereich, in dem das Druckverhältnis kritisch für die Schätzung der ef-
fektiven Fläche ist.
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(a) Endgültiges Gaußprozessmo-
dell für das empirische Modell
facp22cor(nEngTCorrn, agES).

(b) Verteilung der Applikationsmesspunk-
te DApp,facp22cor des empirischen Modells
facp22cor(nEngTCorrn, agES) auf dem Eingangs-
raum.

(c) ApplikationsmesspunkteDApp,arExhFlp und
das endgültige Gaußprozessmodell für das
empirische Modell arExhFlp(posExhFlp).

(d) Applikationsmesspunkte DApp,arTrbn und
das endgültige Gaußprozessmodell für das
empirische Modell arTrbn(posTrbn).

(e) Applikationsmesspunkte DApp,arEGRHP

und das endgültige Gaußprozessmodell für
das empirische Modell arEGRHP(posEGRHP).

(f) ApplikationsmesspunkteDApp,arEGRLP und
das endgültige Gaußprozessmodell für das
empirische Modell arEGRLP(posEGRLP).

Abbildung 5.8:Weitere endgültige Gaußprozessmodelle und Verteilungen der Applikationsmess-
punkte.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein Arbeitsprozess entwickelt, der die ECU-Funktionen
für stationäre Zusammenhänge z.B. im Diesel-Luftsystem automatisch und mit möglichst
geringem Messaufwand hinsichtlich der Anzahl der Messpunkte applizieren kann. Der
Arbeitsprozess wird am Motorprüfstand eingesetzt, um Messpunkte zu erzeugen bzw. zu
stimulieren, die den höchsten Informationsgehalt besitzen. Der Algorithmus besteht aus
zwei Bestandteilen: einem geeigneten Regressionsmodell und einem dafür entwickelten
Versuchsplan.

Regressionsmodell

Aus den Anforderungen, dass der Applikationsprozess automatisch erfolgen und mög-
lichst wenig Messpunkte verbrauchen soll, werden konkrete Anforderungen an die Mo-
dellierungsansätze abgeleitet. Mithilfe der konkreten Kriterien bzw. Anforderungen wer-
denKandidatenmodelle bezüglich ihrer Eignung bewertet undmiteinander verglichen.Als
Ergebnis wird das Gaußprozessmodell als das für unsere Anwendung geeignetste Regres-
sionsmodell identifiziert, da es automatisch die Modellkomplexität bestimmen, bequem
heteroskedastische Messdaten behandeln und eine vernünftige probabilistische Prädikti-
on über den Modellausgang liefern kann.

Dennoch leidet das standardmäßige Gaußprozessmodell unter dem Nachteil, dass es Pro-
bleme damit hat, Nichtstationaritäten zu erfassen und zu modellieren, die eventuell in
zu applizierenden Zusammenhängen auftreten können. Dafür wird ein neuartiges Gauß-
prozessmodell TGPRNS mit nichtstationärer Kovarianzfunktion entwickelt. Für die Be-
handlung der Nichtstationarität wird bei TGPRNS der Eingangsraum so verformt, dass die
Nichtstationarität neutralisiert wird. Mit Hilfe des Partitionsverfahrens aus LOLIMOT ist
TGPRNS in der Lage, ungleichmäßige Glattheit aus den Messpunkten automatisch zu er-
kennen und später im Modelltraining zu berücksichtigen. Während die Verformung des
Eingangsraums dem Gaußprozessmodell erlaubt, die Nichtstationarität in einem Zusam-
menhang modellieren zu können, bringt diese Methode auch weitere Freiheitsgrade bzw.
Hyperparameter beim Modelltraining mit sich. Für das Lernen eines Hyperparametersat-
zes kommt dieMethode derMultilevel Coordinate Search für globale Optimierungsprobleme
zum Einsatz.

Versuchsplanung

Die Messdaten für das Modelltraining werden im Rahmen einer sequentiellen Versuchs-
planung erzeugt, die aus anfänglicher Versuchsplanung und adaptiver Versuchsplanung
besteht. Bei der anfänglichen Versuchsplanung wird das Gittersampling verwendet, weil
es einfach zu implementieren ist und die Überdeckung der Ecken und der Kanten des Ver-
suchsraums sicherstellen kann. Für die adaptive Versuchsplanung wird eine Hybride Ab-
taststrategie vorgeschlagen, welche die Exploration des Versuchsraums (MI-Ansatz), die Ex-



148 6 Zusammenfassung und Ausblick

ploitation der Regionen von Interesse (Regionen mit hoher Krümmung) und die Unsicher-
heit der Abtastpunkte berücksichtigt. Darüber hinauswird ein heuristisches automatisches
Stopp-Kriterium für den automatischen Abbruch eines Vermessungsvorgangs entwickelt.

Die Unsicherheit der Abtastpunkte bzw. der Applikationsparameter, die in der verwandten
Literaturen nicht berücksichtigt wird, spielt eine sehr wichtige praktische Rolle bei der ad-
aptiven Versuchsplanung für die Applikation eines Netzwerks von ECU-Funktionen. Die
Unsicherheiten der geschätzten Applikationsparameter werden weitgehend von den Ar-
beitspunkten der relevanten Gleichungen oder Prozesse bestimmt, wenn die relevanten
Prozesse Nichtlinearitäten aufweisen. In dieser Arbeit werden die Arbeitspunkte durch
die Lösung von Gleichungssystemen abhängig von den Systemeingängen prädiziert, die
das stationäre Verhalten des betrachteten Systems beschreiben und sich aus physikalischen
Gesetzen und datenbasierten Modellen zusammensetzen. Basierend auf den vorhergesag-
tenArbeitspunktenwerden die Unsicherheit der Applikationsparametermittels geeigneter
EKF geschätzt und in die Hybride Abtaststrategie integriert.

Anwendungsbeispiele

Der Algorithmus wurde zunächst erfolgreich an einem kleinen Beispiel implementiert, der
Auswahl der informativsten Teilmenge aus einem bestehenden Datensatz, was eher als
Proof of Concept dient. Anschließend wird der Arbeitsprozess eingesetzt, um aktiv und un-
abhängig Messpunkte für die Applikation der hauptsächlichen KF/KL im Diesel-Luftsys-
tem zu erzeugen. Als Ergebnis ergibt sich trotz der stark reduzierten Anzahl von Applika-
tionsmesspunkten eine vergleichbare Applikationsqualität der gesuchten KF/KL wie bei
klassischer Rastervermessung. Außerdem spiegeln sich die konzipierten Ideen für die Ab-
taststrategie auch in derVerteilung derMesspunktewider; z. B.werdenRegionenmit hoher
Nichtlinearität intensiver abgetastet und Unsicherheiten von Applikationsmesspunkten in
kritischen Bereichen beachtet.

Ausblick

Als Verbesserungsmöglichkeit des entwickelten Algorithmus ergeben sich:

• Güte der Hyperparameter als Kriterium für die Versuchsplanung
DerMI-Ansatz für die Exploration des Versuchsraumswird eingesetzt, um die Prädik-
tionsfehler der Modellausgänge zu reduzieren. Dieser Ansatz liefert allerdings nur
die beste Leistung, wenn die dabei verwendeten Hyperparameter den wahren Hy-
perparametern entsprechen. Ein besserer Versuchsplan wird erzeugt, wenn bei der
Versuchsplanung die Güte der Hyperparameter durch den Einsatz z. B. ihrer FIM
berücksichtigt wird.

• Adaptiver Trade-off zwischen Exploration und Exploitation
In dieser Arbeit wird bei der adaptiven Versuchsplanung sowohl die Exploration als
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auch die Exploitation berücksichtigt. Die beiden Aspekte haben dabei gleiches Ge-
wicht. Eine automatische Anpassung der Gewichtung der beiden Aspekte kann je-
doch aus den Eigenschaften eines zu applizierenden Zusammenhangs eine bessere
Leistung liefern. Als mögliche Lösung für die automatische Anpassung kann z. B.
die geometrische Analyse eines aktuellen Gaußprozessmodells dienen, welche die
Komplexität des lokalen Modellverhaltens ermittelt.

• Weitere praktische Kriterien für die Versuchsplanung
Weitere Kriterien von praktischem Interesse können zur Abtaststrategie hinzugefügt
werden, beispielsweise die Verschiebung der Messpunkte zwischen Iterationen. Da
in dieser Arbeit das stationäre Motorverhalten untersucht wird, müssen sich die Si-
gnale stabilisieren, bevor die Messdaten erfasst werden. Deswegen kann eine kleine
Verschiebung der Messpunkte zwischen Iterationen hinsichtlich ihrer thermischen
Bedingungen die Messzeit reduzieren.

• Algorithmus als Werkzeug
Die Integration des Algorithmus als Tool in den bestehenden Applikationsprozess
kann einen breiteren Anwendungsbereich erschließen. Mögliche Richtungen sind:
Design einer kompakten und praktischen Benutzerschnittstelle, Modularisierung des
Luftsystemmodells etc.
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