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Kurzfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir Erwartungswerte und Korrelationsfunk-
tionen in dissipativen Quantensystemen im Rahmen der Influenzfunktional-
methode. Damit ist es moglich, sowohl korrelierte Anfangszustdnde wie den
thermodynamischen Gleichgewichtszustand als auch faktorisierende Nicht-
gleichgewichts-Anfangsbedingungen in einem reinen Realzeit-Pfadintegral-
bild zu behandeln.

Korrelationsfunktionen zeigen im Langzeitbereich aufgrund des korrelier-
ten Anfangszustandes einen langsamen algebraischen Zerfall. Als Beispiele
dafiir studieren wir die Gleichgewichtskorrelationsfunktionen des Kohéarenz-
und des Ortsoperators im dissipativen Zweizustandssystem. Das Langzeitver-
halten dieser Funktionen kann in einen einfachen Ladungsbild erklért werden.
Wiéhrend die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen zwei neutralen Clustern
zu einem 1/t*-Zerfallsgesetz fiir die Ortskorrelationsfunktion fiihrt, hat die
Wechselwirkung zwischen zwei geladenen Clustern ein 1/t*%-Verhalten fiir
die Kohéarenzkorrelationen zur Folge. Dieses Gesetz hangt von der Kopp-
lungsstirke K an das Bad ab und weist auf einen Phaseniibergang von
kohérenter zu inkohédrenter Dynamik beim Wert K = % hin. Des weiteren
untersuchen wir die Stromkorrelationsfunktion im dissipativen periodischen
Potential, welche die Stromfluktuationen beim korrelierten eindimensionalen
Ladungstransport beschreibt. Auch hier ordnen sich die Ladungen in zwei
neutralen Clustern an. Dies fiihrt zu einem 1/t-Zerfall, welcher einem sin-
guldren |w|-Beitrag zum Rauschspektrum entspricht.

Die faktorisierenden Anfangsbedingungen der Nichtgleichgewichts-Erwar-
tungswerte haben dagegen ein exponentielles Zerfallsgesetz zur Folge. Als
Beispiel dafiir studieren wir nichtadiabatische Elektrontransferreaktionen,
bei welchen die Dynamik vollsténdig durch Ubergangsraten beschrieben wer-
den kann. Wir untersuchen die Gestalt dieser Rate in Abhéngigkeit von der
spektralen Verteilung der Umgebung. Sowohl den klassischen Bereich des
thermisch aktivierten Transfers als auch den quantenmechanischen Bereich
des nuklearen Tunnelns kénnen wir in einem einheitlichen Bild beschreiben.
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Einleitung

In der letzten Dekade hat eine rasante Miniaturisierung elektronischer Bau-
teile bis hinab in den Nanometerbereich stattgefunden [1]. Die Physik dieser
Systeme 148t sich weder durch einen klassischen makroskopischen Zugang
noch durch eine rein quantenmechanische Theorie auf mikroskopischer Ebe-
ne zufriedenstellend beschreiben. Stattdessen zeigen diese sogenannten meso-
skopischen Systeme ein Verhalten, welches zwischen den beiden Grenzfillen
angesiedelt ist. Die Bandbreite reicht von anomalen Transportphdnomenen
in Metallen oder Halbleiter-Heterostrukturen [2] iiber das Tunneln von ein-
zelnen Elektronen oder Cooper-Paaren durch Kontakte mit extrem niedri-
ger Kapazitit [3] bis zu dissipativen Effekten in makroskopischen Systemen
wie z. B. Josephsonanordnungen [4]. All diese Systeme zeichnen sich dadurch
aus, dafl das relevante quantenmechanische Teilsystem in Kontakt mit vielen
anderen Freiheitsgraden steht: es handelt sich um dissipative Quantensy-
steme. Die Dissipation kommt durch Energieaustausch des Teilsystems mit
der Umgebung zustande und kann zur Zerstorung der quantenmechanischen
Kohérenz fithren. Die Methoden und vielfdltigen Anwendungen der dissi-
pativen Quantenmechanik sind ausfiihrlich in der Monografie von Weiss [5]
beschrieben.

In dieser Arbeit soll das Langzeitverhalten von Erwartungswerten und
Korrelationsfunktionen in dissipativen Quantensystemen untersucht werden.
Zum Studium der Zeitentwicklung von Erwartungswerten geht man im Nor-
malfall von einer Nichtgleichgewichts-Anfangsbedingung aus. Das System
wird dabei in einem Zustand jenseits des Gleichgewichts prapariert und
erst dann an das Bad angekoppelt. Im Langzeitbereich zeigen solche Nicht-
gleichgewichts-Erwartungswerte einen exponentiellen Zerfall auf den jewei-
ligen Gleichgewichtswert. Dagegen miissen Korrelationsfunktionen, die ein
Maf fiir Fluktuationen von Observablen sind, beziiglich eines korrelierten
Anfangszustandes berechnet werden, bei welchem sich System und Bad im
thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Diese Korrelationen fithren nun
bei T' = 0 zu algebraischen Zerfallsgesetzen. Fiir frequenzunabhéngige (Ohm-
sche) Dissipation wurde fiir die symmetrisierte Ortskorrelationsfunktion so-

7



8 Einleitung

wohl des geddmpften harmonischen Oszillators [6] als auch des dissipativen
Zweizustandssystems [7] ein universelles 1/t?>-Verhalten gefunden. Univer-
sell heilt, dafl die Kopplungsstirke an das Bad, welche im Ohmschen Fall
durch den Kondoparameter K beschrieben wird, nicht in das Zerfallsgesetz
eingeht. Es stellt sich die Frage, ob dieses Zerfallsgesetz ausschliefilich eine
Folge des korrelierten thermodynamischen Anfangszustandes und der Ohm-
schen Spektraldichte des Bades ist. Dann sollte dieses 1/t*-Verhalten eine
allgemeine Gesetzméafigkeit fiir Korrelationsfunktionen in dissipativen Quan-
tensystemen darstellen, d.h. unabhéngig vom betrachteten Modellsystem und
der betrachteten Korrelationsfunktion sein.

Um diesen Punkt zu beleuchten, werden wir Korrelationsfunktionen in
zwei verschiedenen Modellsystemen untersuchen. Zum einen untersuchen wir
dissipative Zweizustandssysteme im Rahmen des sogenannten Spin-Boson-
Modells [8]. Dieses Modell ist ein Musterbeispiel fiir das Wechselspiel von
quantenmechanischer Kohédrenz und Dissipation. Abhéngig von den Parame-
tern des Bades zeigt es kohérente Oszillationen der Besetzungswahrschein-
lichkeit oder iiberddmpfte Relaxation auf den Gleichgewichtswert und ist
daher von groflem theoretischen Interesse. Da Systeme, deren Dynamik in
gewissen Parameterbereichen auf einen zweidimensionalen Hilbertraum be-
schrénkt ist, in vielen Bereichen der Physik auftreten, sind auch die experi-
mentellen Realisierungen des Spin-Boson-Modells sehr vielseitig. Als Beispie-
le seinen an dieser Stelle nur Elektrontransferreaktionen oder das Tunneln
von Defekten in Festkorpern genannt. Basierend auf einer reinen Realzeit-
Pfadintegralbeschreibung untersuchen wir die Autokorrelationsfunktion des
sogenannten Kohérenzoperators. Dabei handelt es sich um die Summe der
polaron-transformierten Offdiagonalelemente der reduzierten Dichtematrix,
welche ein MaB fiir die Kohérenz des Systems sind. Das Langzeitverhalten
dieser Korrelationsfunktion werden wir in einem einfachen diagrammatischen
Ladungsbild erkldaren und mit dem Verhalten der Ortskorrelationsfunktion
vergleichen. Es treten grundlegende Unterschiede im Vergleich zur Ortskorre-
lationsfunktion auf, die zu einem nichtuniversellen, von der Kopplungsstérke
des Bades abhéingigen Zerfallsgesetz fithren. Dieses Verhalten steht im direk-
ten Zusammenhang mit dem Phaseniibergang von kohérenter Oszillation zu
inkohirenter Relaxation.

Des weiteren untersuchen wir ein unendlich ausgedehntes dissipatives
Tight-Binding-System. Dieses Modell beschreibt den (Quantentransport in
einer Dimension, welcher durch die Realisierung korrelierter fermionischer
Systeme (Luttinger-Fliissigkeiten) in den letzten Jahren lebhaftes Interes-
se erfahren hat [9, 10]. In Gegenwart einer dufleren Kraft existiert fiir dieses
System kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand und die Ortskorrela-
tionsfunktion divergiert quadratisch im Langzeitlimes. Die geeignetere Grofie
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ist stattdessen die Strom-Autokorrelationsfunktion, die ein Maf fiir die Fluk-
tuationen des Stroms ist und direkt das Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum
bestimmt. Fiir schwache Stréme sind die einzelnen Tunnelprozesse unkorre-
liert. Dies fiithrt zu einem weiflen Rauschen im Niederfrequenzbereich, dem
klassischen Schrotrauschen. Bei Erh6hung der Tunnelamplitude treten dage-
gen Korrelationen zwischen den einzelnen Tunnelprozessen auf. Diese werden
durch das Langzeitverhalten der Stromkorrelationsfunktion beschrieben und
haben ein farbiges Rauschspektrum im Niederfrequenzbereich zur Folge. Wir
konnen das diagrammatische Ladungsbild aus dem Spin-Boson-Modell auf
diese Situation iibertragen und damit das Zerfallsgesetz der Stromkorrelati-
onsfunktion bestimmen. Die entsprechende |w|-Singularitdt im Rauschspek-
trum kann beispielsweise beim Tunneln von Randstréomen im Fraktionalen
Quanten-Hall-Effekt gemessen werden.

Abgesehen von der Frage, wie sich der korrelierte thermodynamische
Anfangszustand auf das Langzeitverhalten von Korrelationsfunktionen aus-
wirkt, ist auch der exponentielle Zerfall der Nichtgleichgewichts-Erwartungs-
werte einer ndheren Untersuchung wert. Im inkohdrenten Regime der iiber-
dampften Relaxation wird die Zerfallskonstante durch Ubergangsraten be-
stimmt und hingt im Gegensatz zu den algebraischen Zerfallsgesetzen der
Korrelationsfunktionen nicht nur von den Bad-, sondern auch von den Sy-
stemparametern ab. Wir konzentrieren uns dabei auf nichtadiabatische Elek-
trontransferreaktionen [11]. Beim Transfer eines Elektrons von einem Donor
zu einem Akzeptor ist der Solvent, in welchem die Reaktion stattfindet, von
entscheidender Bedeutung. Im klassischen Regime wird die Reaktion erst
durch passende thermische Fluktuationen im Solventen erméglicht. Fiir tiefe-
re Temperaturen treten dagegen auch kollektive Tunnelprozesse der Badmo-
den auf, die zu einer Abweichung der Ubergangsrate von ihrer klassischen
Form fithren. Wir untersuchen zum einen die Abhéngigkeit der quantenme-
chanischen Rate von der spektralen Verteilung des Solventen. Zum anderen
soll der Ubergang vom quantenmechanischen Verhalten bei tiefen Tempe-
raturen bis zum klassischen Bereich des thermisch aktivierten Transfers, in
welchem die Rate nicht von der genauen Form der Spektraldichte abhéngt,
quantitativ beschrieben werden.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt. In Kapitel 1 werden die Grundla-
gen der dissipativen Quantenmechanik zusammengefaft. Die Dynamik dieser
Systeme kann im Rahmen einer Realzeit-Pfadintegralbeschreibung mit der
Influenzfunktionalmethode von Feynman und Vernon behandelt werden. In
Kapitel 2 werden wir das Spin-Boson-Modell einfithren und seine vielfalti-
gen Anwendungen diskutieren. Die Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-
Modell sollen anschlieend in Kapitel 3 untersucht werden. Dabei vergleichen
wir die Kohérenzkorrelationsfunktion mit der Ortskorrelationsfunktion. Um
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erstere behandeln zu konnen, ist eine Erweiterung der Influenzfunktionalme-
thode nétig. Das Langzeitverhalten der beiden Korrelationsfunktionen wird
mit Hilfe einer diagrammatischen Methode herausgearbeitet. In Kapitel 4
werden wir die Ubergangsrate bei nichtadiabatischen Elektrontransferreak-
tionen fiir verschiedene Spektraldichten detailliert untersuchen. In Kapitel
5 werden wir das Modell des dissipativen periodischen Potentials behan-
deln und den Zusammenhang mit dem korrelierten Quantentransport in ei-
ner Dimension darstellen. In Kapitel 6 soll schliellich das Langzeitverhalten
der Stromkorrelationsfunktion und damit das Niederfrequenzverhalten des
Rauschspektrums diskutiert werden. Die Ergebnisse dieser Arbeit werden
abschliefend in Kapitel 7 zusammengefafit.

Einige Teile dieser Arbeit sind bereits in Ref. [12, 13, 14, 15] veroffentlicht
worden bzw. sind zur Veroffentlichung vorgesehen [16].



Kapitel 1

Dissipative Quantensysteme

Es gibt verschiedene Ansitze, dissipative Effekte in die Quantenmechanik
miteinzubeziehen. Der erfolgreichste und auch naheliegendste Zugang be-
ruht darauf, das zu betrachtende System und seine Umgebung als konserva-
tives Gesamtsystem aufzufassen, fiir welches die iiblichen Quantisierungsre-
geln gelten. In diesem Bild kommt Dissipation durch Energieiibertrag vom
System auf die Umgebung zustande. Besteht die Umgebung aus unendlich
vielen Freiheitsgraden, so kehrt die vom System in die Umgebung geflosse-
ne Energie fiir endliche Zeiten nicht wieder zuriick. In diesem Kapitel soll
ein phéanomenologisches Modell zur Beschreibung von Quantensystemen mit
Dissipation, das Caldeira-Leggett-Modell [18], behandelt werden. Dieses Mo-
dell ermoglicht die Elimination der Badfreiheitsgrade aus den Bewegungs-
gleichungen der Systemvariablen. Im klassischen Grenzfall fiithrt dies zu einer
Langevin-Gleichung. Die quantenmechanische Dynamik 148t sich am geeig-
netsten durch die auf dem Pfadintegralzugang beruhende Influenzfunktional-
methode beschreiben. Neben der urspriinglichen Feynman-Vernon-Methode,
die von faktorisierenden Anfangsbedingungen fiir die Dichtematrix ausgeht,
miissen zur Behandlung von Fluktuationen auch korrelierte Anfangszustéinde
betrachtet werden.

1.1 Das Caldeira-Leggett-Modell

1.1.1 Hamiltonfunktion und klassische Bewegungsglei-
chung

Das Modell eines harmonischen Ostzillators, welcher linear an ein Warmebad
gekoppelt ist, geht auf Ullersma [17] zuriick. Von Caldeira und Leggett [18§]
wurde diese Modellierung der Umgebung zur Beschreibung dissipativer Ef-

11



12 Kapitel 1. Dissipative Quantensysteme

fekte beim Tunneln aus einem metastabilen Zustand heraus verwendet.

Betrachten wir ein Teilsystem mit einem oder wenigen Freiheitsgraden,
welches an ein Wiarmebad gekoppelt ist. Dieses soll durch ein Ensemble har-
monischer Oszillatoren modelliert werden. Um ein makroskopisches System
zu beschreiben, mufl die Anzahl der Oszillatoren gegen unendlich gehen. Nur
dann ist gewéhrleistet, daf§ die vom System ins Bad geflossene Energie fiir
endliche Zeiten nicht zuriickkehrt: die Poincarésche Wiederkehrzeit geht dann
gegen unendlich. Die grundlegende Annahme des Caldeira-Leggett-Modells
ist, dafl jeder Badfreiheitsgrad vom System nur schwach gestort wird. Dies ist
bei makroskopischen Béddern verniinftig, da die Wechselwirkung des Systems
mit jedem einzelnen Badfreiheitsgrad proportional zum inversen Badvolu-
men ist. Die Kopplung zwischen System und Bad kann dann als linear in den
Badkoordinaten angenommen werden. Diese Eigenschaft fithrt dazu, dafl das
Bad aus der Beschreibung der Systemdynamik eliminiert werden kann. Da-
gegen muf die Kopplung zwischen System und Bad nicht unbedingt linear in
der Systemkoordinate sein, da das System mit unendlich vielen Oszillatoren
in Kontakt steht und deren dissipativer Einflu} sich aufsummiert.

Der Hamiltonian des Gesamtsystems hat damit die Gestalt

H = Hs+ Hg + Hj . (1.1)

Fiir ein Teilsystem mit einer generalisierten Koordinate g ist

2

Hs(q,p) = f—M +V(q) - (1.2)

Dabei liegt im allgemeinen eine Kraft F' am System an, die einen Beitrag
—Fq zum Potential V(q) liefert. Das Warmebad wird durch

Hy({za}, {pa}) = Y (2’2‘; + ;maw2x2> (1.3)

o

beschrieben, und die Summe erstreckt sich iiber alle N Badoszillatoren, die
durch die Massen m, und Frequenzen w, charakterisiert sind. Der Wechsel-
wirkungsterm hat die allgemeine Gestalt

(g, {za}) = Z Fo(q)ze + AV (q) . (1.4)

Der Counterterm AV (q) sorgt dafiir, daBl durch die Kopplung des Systems
an das Bad keine Renormierung des Potentials auftritt, denn das Bad soll
lediglich Dissipation beschreiben. Er hat die Form [5]

= 3" Fq)/2mas? (15)
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Beschrinkt man sich auf Fille, in denen die Kopplung auch linear in der
Systemvariable ist, F,,(q) = caq, so erhdlt man schlielich fiir die Hamilton-
funktion des Gesamtsystems

2
Co
H:—+V 2{2% + mauﬂ (%‘_mawgq) } (1.6)

Mittels der kanonischen Gleichungen koénnen aus Gl. (1.6) die klassischen
Bewegungsgleichungen abgeleitet werden. Fiir die Oszillatorkoordinate x,,(t)
erhélt man aufgrund der Linearitéit der Kopplung eine harmonische Differen-
tialgleichung mit Inhomogenitét c,q(t), welche mit der Methode der Green-
schen Funktion leicht gelost werden kann. Setzt man das Ergebnis fir z,(t) in
die Bewegungsgleichung der Systemkoordinate ¢(t) ein, so ergibt sich schlief-
lich [5, 19]

M0+ [ (- i) + O = ¢ - M) . (1)

Diese Langevin-Gleichung beschreibt ein klassisches Teilchen mit linearer
Déampfung unter dem Einflu} einer stochastischen Kraft. Der Dampfungskern
ist dabei durch

v(t—t’):@(t—t’)%z o cosfwa(t — )] (1.8)

mawa
«

und die stochastische Kraft durch

¢'(t) = Z Ca [ma((]) cos(wat) + :ja(gi sin(wqt) (1.9)

gegeben. Von der gewohnlichen Form einer Langevin-Gleichung unterschei-
det sich Gl. (1.7) allerdings durch den Term —M~(t)g(0) auf der rechten
Seite, welcher von der Anfangsbedingung ¢(0) abhéingt. Um diesen Term zu
eliminieren, definiert man die stochastische Kraft

¢(t) = ¢'(t) = M(t)q(0) - (1.10)

Die Mittelwertbildung iiber die Badanfangsbedingungen x,(0) und p, (0) muf
dann mit der verschobenen kanonischen Gleichgewichtsverteilung

2

pB = eXp{ 52 [2ma wa (ma(()) - mzz)iq(o))Q] } (1.11)
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erfolgen. Nur dann erfiillt ((¢) die an eine stochastische Kraft gestellten Be-
dingungen eines verschwindenden Mittelwertes und eines Gauf’schen farbi-
gen Rauschspektrums [19],

(C(t) =0 (1.12)
(CH)C()) = MkgTy(t —t), t>1t. (1.13)

Die Verteilung (1.11) triagt den im Fall ¢(0) # 0 verschobenen Gleichgewichts-
lagen der Badoszillatoren Rechnung. Als Rauschspektrum der stochastischen

Kraft definiert man die Fouriertransformierte der symmetrisierten Korrela-
tionsfunktion K (t) = Re (¢(¢)¢(0)). Man erhélt

K(w) = 2MkgTH (w) . (1.14)

Dies ist das klassische Fluktuations-Dissipations-Theorem.

1.1.2 Die spektrale Dichte

Um den Einflu} des Bades auf die Dynamik des Systems zu beschreiben, ist
es nicht notig, die Badparameter m,,, w, und ¢, im einzelnen zu kennen. Dies
ist bei einem makroskopischen Bad auch gar nicht moglich. Stattdessen wird
der Einflufl des Bades vollstandig durch die spektrale Dichte

2

J(w) = gz S0 §(w—wy) (1.15)

MaWa
«

beschrieben. Fiir ein Warmebad mit unendlich vielen Moden geht die spek-
trale Dichte in eine kontinuierliche Funktion von w iiber, die antisymmetrisch
auf negative Frequenzen ausgedehnt werden kann. Mit dieser Definition 148t
sich Gl (1.8) in der Form

~y(t) = @(t)% /000 dw'’

darstellen. Der Dampfungskern ist also eindeutig durch die spektrale Dichte
bestimmt. Durch geeignete Wahl von J(w) 148t sich somit jede Form von
linearer Dampfung modellieren. Durch Fourier-Transformation von Gl. (1.16)
erhilt man die frequenzabhiingige Démpfungskonstante!

21 w

. < L JW) 1
_ dw’
V(W) T M J, YT W W isgn(w)0t’

J(W)

!/

cos(w't) (1.16)

(1.17)

!Die Pole von 4(w) liegen in der unteren Halbebene. Damit ist die Kausalitiit, die
sich im Zeitregime durch die Theta-Funktion in Gl. (1.16) dufBlert, sichergestellt. Real-
und Imaginérteil von §(w) sind also nicht unabhéngig voneinander, sondern erfiillen die
Kramers-Kronig Relationen.
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deren Realteil durch

- 1 J(w)
T =5
gegeben ist. Da das Bad auch in die quantenmechanischen Gleichungen nur
iiber die spektrale Dichte J(w) eingeht, kommt Gl. (1.18) eine zentrale Rol-
le bei der phanomenologischen Modellierung dissipativer Quantensysteme
zu. Es geniigt, die klassische Démpfungskonstante 4’(w) zu kennen, die z. B.
durch molekulardynamische Simulationen ermittelt werden kann. Damit ist
nach Gl. (1.18) die phénomenologische Spektraldichte festgelegt. Dariiber
hinaus gibt es auch einige physikalische Systeme, die sich durch vergleichs-
weise einfache Modelle recht gut beschreiben lassen. In solchen Féllen ist
oft auch eine direkte mikroskopische Ableitung der Spektraldichte aus dem
Hamiltonian des Gesamtsystems moglich [5].
Mit Ohmscher bzw. Markovscher Dampfung bezeichnet man den Fall ei-
ner frequenzunabhéngigen Dampfungskonstanten

Fw) =~ (1.19)

Die spektrale Dichte hat in diesem Fall die strikt Ohmsche Form

(1.18)

J(w)=Myw=nw, (1.20)

wobei 7 die Viskositét ist. Im Zeitregime entspricht dieser Fall einer ideali-
sierten zeitlich lokalen Déamfung v(t) = ©(t) - 2v6(¢). Jedes reale physikali-
sche System hat aber eine zeitlich nichtlokale und damit frequenzabhéngige
Déampfung. Dies riithrt daher, dal die der Dissipation zugrundeliegenden mi-
kroskopischen Mechanismen auf einer endlichen Zeitskala ablaufen. Als Kon-
sequenz davon muf jede verniinftige spektrale Dichte im Grenzwert w — oo
verschwinden. Nur in diesem Fall ist auch das im néchsten Abschnitt vor-
gestellte Influenzfunktional wohldefiniert. Betrachtet man z. B. einen Damp-
fungskern mit einer Gedéachtniszeit 7 = 1/wp der Form

v(t) = O(t) ywp e~ “P* | (1.21)
so fithrt dies nach Gl. (1.16) zu einer Drudesche Spektraldichte

nw
J(w)=———F—5<. 1.22

@ ) 122

In vielen Fallen 148t sich die Spektraldichte fiir niedrige Frequenzen unter-
halb einer Cutoff Frequenz w, durch ein Potenzgesetz J(w) o w® beschreiben.

Die Frequenz w,. wahlt man wesentlich kleiner als eine fiir das Modell charak-
teristische Cutoff-Frequenz, beispielsweise die Fermi- oder Debye-Frequenz.
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Man teilt dann die Spektraldichte durch eine Cutoff-Funktion? in zwei Anteile
auf, J(w) = Jif(w) + Jue(w). Die Gestalt von Jys(w), welches die hochfrequen-
ten Badoszillatoren mit w > w, umfafit, kann dabei recht kompliziert sein.
Entscheidend ist aber, dal die Moden mit w > w, lediglich zu einer Renor-
mierung der Systemparameter fithren, sofern man nur an der Dynamik fiir
Zeiten t > w1 interessiert ist (siche auch Abschnitt 2.1). Zur Beschreibung
der Dissipation geniigt also der Niederfrequenzanteil Ji¢(w), und wir lassen
den Index If im folgenden wieder weg. Wihlt man der Einfachheit halber
einen exponentiellen Cutoff, so erhélt man die Form

J(w) = 15 w(w/wpp)* L e™/we (1.23)

Damit n, stets die Dimension einer Viskositéit hat, wurde dabei fiir s # 1 eine
phononische Referenzfrequenz wyy, eingefiihrt. Der Fall s = 1 beschreibt Ohm-
sche Dissipation, die z. B. in Josephson-Systemen von Relevanz ist. Dagegen
werden die Bereiche s < 1 und s > 1 als subohmsche bzw. superohmsche
Dissipation bezeichnet. Superohmsche Dissipation mit s = 3 oder s = 5 ist
beispielsweise charakteristisch fiir die Tieftemperaturdynamik eines Defektes
in einem phononischen Bad.

1.2 Die Influenzfunktionalmethode

Nach der klassischen wollen wir uns nun der quantenmechanischen Behand-
lung des Caldeira-Leggett-Modells zuwenden. Das Gesamtsystem befindet
sich im allgemeinen in einem gemischten Zustand, d.h. sein Zustandsvek-
tor kann nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit angegeben werden. Alle
Informationen {iber das Gesamtsystem sind dann in der Dichtematrix enthal-
ten, deren Zeitentwicklung mit der Influenzfunktionalmethode von Feynman
und Vernon [20] beschrieben werden soll. Dieser Funktionalintegralzugang
ermoglicht eine reduzierte Beschreibung der quantenmechanischen Dynamik
eines dissipativen Systems, in der die Freiheitsgrade des Bades nicht mehr
enthalten sind.

Die unitéire Zeitentwicklung des abgeschlossenen Gesamtsystems wird
durch die von-Neumann-Gleichung beschrieben. Durch deren formale Inte-
gration erhdlt man fiir die Dichtematrix W (t) des Gesamtsystems

W(t) = exp {—%Ht} W(0) exp {%Ht} | (1.24)

?Beispiele hierfiir sind ein scharfer Cutoff f(w) = ©(w — w.) oder ein exponentieller
Cutoff f(w) = e~w/we.
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In der Ortsdarstellung lautet Gl. (1.24)

x (i, 7| W(0) |qj, ) K™ (q}, @, t; g5, 23;0) , - (1.25)

wobei wir die kompakte Notation

z={z.}, /ﬁx:[]/dm (1.26)

verwendet haben. Die Grundlage des Funktionalintegralzugangs besteht nun
darin, die in dieser Gleichung auftretenden Feynman-Propagatoren als Pfad-
integral auszudriicken,

K(Qfa Zg, t7 qis Ti, O) - <Qf7 J;f| eith/h |qz, x’b) (127)

= /Dqu exp {%S[q, x]} . (1.28)
Es wird iiber alle Pfade summiert, die die Randbedingungen

q0)=aq, qt)=gqr, z(0)=x;, und z(t)=uzy (1.29)

erfiilllen. Die Wirkung des Gesamtsystems zerfllt dabei analog zu Gl. (1.1)
in drei Beitréage,

Slq, z] = Ss[q] + Sslz] + Si[q, z] . (1.30)

Ublicherweise ist man an den Erwartungswerten von Operatoren interes-
siert, die lediglich von den Systemfreiheitsgraden abh&ngen und im Hilber-
traum des Bades einen Einsoperator darstellen. Zur Bildung dieser Erwar-
tungswerte geniigt die reduzierte Dichtematrix

plarsdit) = [ day lar g W(O) I )
= /dqi dq; dzy dx; dz; K(qp, x¢,t; iy 2:,0) (1.31)
x (g, zi| W(0) ’qga xi) K*(q;% Ty, t; qz{7 x;> 0), (1.32)

deren Zeitentwicklung aufgrund der Spurbildung iiber die Badfreiheitsgrade
nichtunitér ist. Die weitere Auswertung dieses Ausdrucks hidngt nun davon
ab, welche Form die Dichtematrix zur Zeit ¢’ = 0 hat.
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1.2.1 Faktorisierende Anfangbedingungen

Bei faktorisierenden Anfangsbedingungen geht man davon aus, dafl das Sy-
stem zur Zeit ¢’ = 0 in einem bestimmten Zustand préapariert wird und das
ungestorte Bad sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet. Es gibt
dann zur Zeit ' = 0~ keine Korrelationen zwischen Teilchen und Bad. Die
Kopplung wird erst zur Zeit ¢ = 0" eingeschaltet. Die Gesamtdichtematrix
zur Zeit t' = 0 ist dann ein Produkt

W(0) = ps(0) ® Wg , (1.33)

wobei pg(0) die Dichtematrix des Systems und Wy = Zg'exp(—BHg) die
kanonische Dichtematrix des Bades darstellt. Setzt man die Ortsdarstellung
von Gl (1.33) in GL (1.32) ein, so erhélt man fiir die Zeitentwicklung der
reduzierten Dichtematrix den Ausdruck

p(qr, 45, t) = /d%‘ dg; J(q5, 4}, t; 4, 4, 0) ps(ai, 4, 0) - (1.34)

Die propagierende Funktion ist dabei durch

X (x;| Wg |x}) K*(q},xf,t; q.,x:,0) (1.35)

gegeben. Mit Gl. (1.28) laBt sich die propagierende Funktion als doppeltes
Realzeitpfadintegral schreiben,

J(a5, df t: 4, 45, 0) = /Dqu’ exp {

v
0

Die Funktionalintegrationen erstrecken sich iiber alle Pfade, die die Bedin-
gungen

q0)=q¢, d0O0)=q, qt)=q, uwd J(t)=q; (1.37)

erfiillen. Diese beiden Pfade konnen auch als Weg in der reduzierten Dich-
tematrix aufgefait werden, welcher die Matrixelemente (g;,¢q;) und (gy, ¢})
miteinander verbindet.

Die Badkoordinaten treten in der Bewegungsgleichung der reduzierten
Dichtematrix nicht mehr explizit auf. Der Einflufl des Bades auf die Dynamik
des Teilsystems ist stattdessen vollstdndig im Feynman-Vernon-Influenzfunk-
tional

Fevlg, ] = /dxf dr; d$; (x;| Wg |$;) /DxDx’

(Ssld] — Ss[d) } Fovia.q]. (L36)

X exp {%(SB[I‘] + SI[.I‘, q] — SB[.I‘/] — SI[.I‘/’ ql])} (138)
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mit den Randbedingungen
z(0) = z; , '(0) =z} , und z(t) = 2'(t) = zy (1.39)

enthalten. Fiir eine verschwindende System-Bad-Kopplung ist Fry[q,¢'] =1
und Gl. (1.34) geht in die Bewegungsgleichung der Dichtematrix des freien
Systems ohne Ankopplung an ein Bad iiber. Das Influenzfunktional 148t sich
auch in der Form

Fevlg, ¢ = /dmf da; da; (xs| We |2}) F(q; x5, 2:) F*(¢'; x5, 27)  (1.40)

mit dem Realzeitpfadintegral

lmmxﬁxﬁ:i/IMmmp{%C%hﬂ+5ﬂ&qD} (1.41)

darstellen. Fiir das Modell (1.6) faktorisieren nun sowohl die kanonische
Dichtematrix (x;| Wg |z}) als auch das Realzeitpfadintegral F'(q; z, ;) in un-
abhéngige Beitrage der einzelnen Oszillatoren, die mit Standard-Techniken
berechnet werden konnen [21]. Setzt man die Ergebnisse in Gl. (1.40) ein, so
verbleiben einfache GauB-Integrationen iiber die Endpunkte der Pfade. Man
erhélt schliefllich [21]

Frv[e, '] = exp {—%%v[q, Q']} (1.42)

mit der Influenzphase

Srvla.q / it / at" [q(#) — ¢ (#) [ L(E — t")q(t") — L*(F — ") (") ]

+M3)4ﬁ[u—fmy (1.43)

Dabei ist y(0%) der durch Gl. (1.16) definierte Dédmpfungskern, und der kom-
plexe Kern L(t) ist durch

L(t)=L'(t) +iL"(t) (1.44)
= %/o dw J(w) [coth(hfw/2) cos(wt) — isin(wt) ] (1.45)

gegeben. Nach Gl. (1.43) duflert sich der Einflu des Bades auf die Dynamik
des Teilsystems in einer zeitlich nichtlokalen Kopplung zwischen den Pfa-
den g und ¢'. Die zur Influenzphase ®[q, ¢'| beitragenden Diagramme sind in
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7 ) N St t !

Abbildung 1.1: Graphische Darstellungen der vier Beitrage zur Influenzphase ®[q, ¢].
Die gestrichelte Linie stellt im ersten und dritten Diagramm die Wirkung des Propa-
gators L(t' — t") dar, wahrend sie im zweiten und vierten Diagramm den komplex
konjugierten Propagator L*(t' — ¢") symbolisiert.

Abb. 1.1 dargestellt. Die beiden Diagramme links stellen die Selbstwechsel-
wirkungen innerhalb der Pfade ¢ und ¢’ dar, wihrend die beiden Diagramme
rechts die Wechselwirkungen zwischen diesen Pfaden symbolisieren. Da die
Influenzphase in Gl. (1.42) im Exponenten steht, tragen zum Influenzfunk-
tional alle reduziblen und irreduziblen Kombinationen dieser 4 Diagramme
bei.

Im folgenden ist es sinnvoll, Relativ- und Schwerpunktskoordinaten iiber

y(t) =q(t) = ¢'(t)  und  r(t) =q(t) + ¢'(t) (1.46)

einzufithren. Die Schwerpunktskoordinate ist ein Maf fiir die Propagation
entlang der Diagonalen der reduzierten Dichtematrix, wohingegen die Rela-
tivkoordinate den Grad der Auflerdiagonalitét beschreibt. Unter Verwendung
der Relation

M d
2ot

lautet die Influenzphase nach einer partiellen Integration des Imaginérteils

L'"(t) = v(t) (1.47)

bevloy = [ af / A (YL = ) + 5 My(E (e — ¢ )i(e")]
a2 5 /Odt (t)y(t) . (1.48)

Die Ankopplung des quantenmechanischen Systems an ein Warmebad be-
wirkt nun zweierlei: zum einen wird die Bewegung des Teilchens gedampft.
Dies wird durch den Imaginérteil der Influenzphase beschrieben. Zum andern
verliert das System an Kohérenz, da die Umgebung praktisch permanent den
Ort des Systems miffit und damit die Interferenzen zwischen den verschiede-
nen Ortseigenzustdnden unterdriickt. Dies wird durch den Realteil der Influ-
enzphase sichergestellt, welcher die AuBerdiagonalwege wie ein Gauf3-Filter
ausblendet.
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Betrachten wir zum Abschlufl dieses Abschnitts die physikalische Bedeu-
tung des Influenzkerns L(t). Es lafit sich zeigen [5], daB L(¢) bis auf den
Faktor A~' der Autokorrelationsfunktion der fluktuierenden Kraft (¢) im
thermischen Gleichgewicht entspricht,

L(t) = £ {¢(£)C(0))s - (1.49)

Deshalb bezeichnet man L(t) auch als Badkorrelationsfunktion. Fiir ein Os-
zillatorbad sind alle Auswirkungen des Bades auf das Teilsystem in der Bad-
korrelationsfunktion enthalten. Wie schon der Ddmpfungskern im klassischen
Regime, Gl. (1.16), ist auch die Badkorrelationsfunktion durch die spektrale
Dichte J(w) vollstindig bestimmt. Mit GL. (1.18) und (1.45) erhélt man fiir
das Rauschspektrum der fluktuierenden Kraft

K(w) = Mhw coth(hfw/2)7 (w) . (1.50)

Diese Gleichung ist die quantenmechanische Verallgemeinerung des klassi-
schen Fluktuations-Dissipations-Theorems, Gl. (1.14).

1.2.2 Korrelierte Anfangsbedingungen

Die im letzten Abschnitt besprochenen faktorisierenden Anfangsbedingungen
sind in vielen Fallen unphysikalisch, da es experimentell oft nicht moglich ist,
System und Bad zu entkoppeln. In der Regel ist der Anfangszustand statt-
dessen korreliert. Befinden sich System und Bad beispielsweise im thermo-
dynamischen Gleichgewicht, so wird das Gesamtystem durch die kanonische
Dichtematrix

Ws=2ZtePH (1.51)

beschrieben. In diesem Abschnitt sollen allgemeinere Anfangsbedingungen
W (0) behandelt werden, die durch eine lineare Transformation aus der kano-
nischen Dichtematrix Wy hervorgehen. In diese Klasse fallen einige experi-
mentell wichtige Praparationen, und auch Korrelationsfunktionen lassen sich
damit behandeln. In der Ortsdarstellung schreiben wir [21]

(@i, ;] W(0) |, z}) = /dqdq’k(qi,qé;q, 7)(q, x| Ws|7, 2}) . (1.52)

wobei die Praparationsfunktion A(g;,q;q,q) die jeweiligen Anfangsbedin-
gungen charakterisiert. Thermische Anfangsbedingungen W (0) = Wj werden
dann durch As(q;,¢};q,q') = 6(¢; — q) 6(¢} — q') beschrieben.
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Von grofler experimenteller Bedeutung ist der Fall, daf3 sich das Gesamt-
system im thermischen Gleichgewicht befindet, und zur Zeit ¢ = 0 eine
Messung einer dynamischen Variable des Teilsystems erfolgt. Dies fiihrt zu
einer Reduktion der Dichtematrix geméafl

W (0) = PW,P (1.53)

wenn P der Projektionsoperator auf den gemessenen Systemzustand ist.
Fiir die entsprechende Praparationsfunktion erhélt man damit den Ausdruck
Mai 430, 7) = (@l Pla) (7| Plg)-

Der Ansatz (1.52) erméglicht auch die Behandlung von Korrelationsfunk-
tionen. Betrachten wir die Korrelationen im thermodynamischen Gleichge-
wicht zwischen zwei Operatoren A und B, die nur im Hilbertraum des Sy-
stems wirken,

(A(t)B(0))g = Tr [ A(t)B(0)W5] . (1.54)

Diese Korrelationsfunktion kann nun als Erwartungswert des Heisenberg-
Operators A(t) beziiglich der Pseudodichtematrix W = B(0)W3 aufgefafit
werden.? Im Schrédingerbild gilt dann

(A(t)B(0))s =Tr [ AW (t) ], (1.55)

und die zeitabhéngige Dichtematrix W(t) geniigt der Anfangsbedingung
W (0) = BWj. Die entsprechende Praparationsfunktion ergibt sich dann aus
Gl (1.52). Fiur die Ortskorrelationsfunktion Cy(t) = (q(t)g(0))s erhédlt man
beispielsweise den Ausdruck A(¢;, ¢ q,7) = ¢ A\s(4i, ¢5; G, 7).

Die Anwendbarkeit des Ansatzes (1.52) ist auf solche Operationen zur
Zeit t' = 0 beschrinkt, die lediglich das Teilsystem betreffen. Ist man dage-
gen an Korrelationsfunktionen von Operatoren interessiert, die im Gesamthil-
bertraum von System und Bad wirken, so wirkt sich die Anfangspraparation
auch auf das Bad aus. In diesem Fall mu der Ansatz (1.52) entsprechend
erweitert werden. Ein solcher Fall tritt in Kapitel 3 mit der Korrelations-
funktion des Kohérenzoperators im Spin-Boson-Modell auf. Doch zun&chst
beschranken wir uns auf Anfangsbedingungen, die sich durch Gl. (1.52) be-
schreiben lassen.

Setzt man Gl. (1.52) in Gl. (1.32) ein, so erhilt man fiir die reduzierte
Dichtematrix

p(qr, 5 t) z/dqidqédqdq’J(qf,q},t; %%, 37) Mai45;3,7) . (1.56)

3Die GroBe W = B(0)Wj ist keine wirkliche Dichtematrix, da sie z. B. nicht notwen-
digerweise positiv definit ist. In diesem Zusammenhang ist lediglich wichtig, dafl sie im
Schrédingerbild der gleichen Zeitentwicklung gehorcht.
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und die propagierende Funktion ist durch

X (q, | Ws|q, x;) K* (¢}, xp, t; 4, 27,0)  (1.57)

gegeben. Fiir die Behandlung des in dieser Gleichung auftretenden Ortsma-
trixelements der kanonischen Dichtematrix Wy gibt es nun zwei Moglichkei-
ten. Der Term e #¥ geht aus dem Zeittranslationsoperator e “*/" formal
durch eine sogenannte Wickrotation ¢ = —ih[ hervor. Analog zur Darstel-
lung des Feynman-Propagators als Realzeitpfadintegral, Gl. (1.28), kann nun
das Ortsmatrixemement der kanonischen Dichtematrix als Imaginérzeitpfad-
integral ausgedriickt werden. Setzt man dies in Gl. (1.57) ein, so gelangt man
zu einem Ausdruck, in welchem drei Funktionalintegrationen auftreten. Zwei
davon werden entlang der iiblichen Feynman-Vernon-Kontour ausgefiihrt, ei-
ne aber in imaginirer Zeit von ¢ = 0 nach t = —ihf3. Die gesamte Kontour
wird als Kadanoff-Baym-Kontour bezeichnet. Die Korrelationen des Anfangs-
zustandes werden durch die Kopplung zwischen diesen Pfaden in Real- und
Imaginérzeit beschrieben. Dies fiihrt aber zu rechentechnischen Schwierigkei-
ten.

Wir wahlen deshalb einen alternativen Zugang. Diesem liegt die Erkennt-
nis zugrunde, daf} ein ergodisches System unabhéngig von seiner Anfangspri-
paration im Langzeitlimes den thermodynamischen Gleichgewichtszustand
erreicht.* Das Gesamtsystem soll also zu einem Zeitpunkt ¢, < 0 in einem
faktorisierenden Anfangszustand W (ty) = ps(to) ® Zg' exp(—3Hg) priipa-
riert werden, und sich anschlieBend frei, d. h. unter dem Einflufl des Hamil-
tonians (1.6) entwickeln. Fithrt man den Limes ty — —oo durch, so wird
das Gesamtsystem zur Zeit ¢ = 0 durch die kanonische Dichtematrix Wjg
beschrieben,

<g> xz‘ W,B ‘le, .’L’;> = ¢ lim / dq dq,d%’o dx:) K(Qa Ty, Oa qo, To, tO)
0——00
X pS(QOa Q(l)a tO) <$0| WB |l'/0> K*(q/a x{i) 07 Q(l)a "I"z)a tO) . (158)
Damit ist es moglich, korrelierte Anfangszustdnde auf den einfacheren Fall

faktorisierender Anfangsbedingungen zuriickzufiithren. Setzt man Gl. (1.58)
in Gl (1.57) ein, so erhélt man fiir die propagierende Funktion ein doppeltes

4Dies gilt natiirlich nur dann, wenn fiir das entsprechende System ein thermodynami-
sches Gleichgewicht existiert. Siehe dazu Abschnitt 5.2.2.
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Realzeitpfadintegral,
J(Qf’ Q}a ta qi, q'Z7 Qa q/) = tOEHfloo J(Qf’ Q}a ta qi, q'Z7 0+a Q7 qla O_a qo, Q(l)’ tO) (159)

= lim dqo dq{) ps(qo, Q(l)a to)

to— —oo
/ Z / /
x /Dqu exp {ﬁ(Ss[CJ] = Ss[f]])}f[q,q] (1.60)
mit den Randbedingungen

q(to) =q, q07)=4q, g0 =q, q)=q,
q(t)=aq, d0)=q7, ¢0)=q, d{t)=q;. (1.61)

Man beachte, dafi die Pfade ¢(t) und ¢'(t) zur Zeit ' = 0 im allgemeinen
diskontinuierlich sind. Das entsprechende Verhalten héingt von der genauen
Gestalt der Préparationsfunktion ab. Das Influenzfunktional in Gl. (1.60) ist
durch den Ausdruck
Flg,q] = /d:cf dz; dz) dzg dzg (zo| Wa |zq) /Dx Dx'
1
X exp {ﬁ(SB[:c] + Si[z, q] — Sp[z'] — Si[2/, q'])} (1.62)

gegeben, wobei die Funktionalintegrationen die Randbedingungen

erfiillen missen. Da aber iiber die Koordinaten z; und z} integriert wird,
entspricht Gl. (1.62) gerade dem Feynman-Vernon-Influenzfunktional (1.38),
wenn man den Priparationszeitpunkt ¢ = 0 durch ¢’ = t; ersetzt. Man erhélt

Flaod) = exp { -0 o1} (169
mit der Influenzphase
/ dt / dt” ( )]I:L(t/_t//)q(t//) _L*(t/_t//)q/(t//)]

L0 > )/ d [Pt — ¢t)] . (1.66)

to
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Die im Anfangszustand enthaltenen Korrelationen zwischen System und Bad
werden in dieser reinen Realzeitformulierung durch die Wechselwirkung zwi-
schen dem negativen und positiven Zeitast der Pfade ¢ und ¢’ beschrieben.
Dies bietet rechentechnische Vorteile gegeniiber der Imaginérzeitformulie-
rung.

In den folgenden Kapiteln wollen wir die hier entwickelte Realzeit-Pfadin-
tegralmethode auf die beiden Modellsysteme anwenden: dies ist zum einen ein
dissipatives Zweizustandssystem, und zum anderen ein aus unendlich vielen
lokalisierten Zusténden bestehendes dissipatives Tight-Binding-Modell.



Kapitel 2

Das Spin-Boson-Modell

Das einfachste System, welches die quantenmechanischen Phinomene der
konstruktiven und destruktiven Interferenz zeigt, ist ein Zweizustandssystem.
Die naheliegendste Realisierung eines solchen Systems stellt ein Teilchen mit
Spin % dar. Aber auch in vielen anderen Fillen, in denen der Hilbertraum des
Systems eigentlich hoherdimensional ist, spielt sich die Dynamik in bestimm-
ten Parameterbereichen effektiv nur zwischen zwei Zusténden ab. Dieser Fall
tritt auf, wenn sich der relevante Freiheitsgrad in einem Doppelmuldenpoten-
tial bewegt. Unter gewissen Bedingungen ist in jeder Mulde nur der niedrigste
Zustand besetzt. Dann kann man die Betrachtung auf diese beiden lokali-
sierten Zustinde einschrinken, die durch ein Ubergangsmatrixelement mit-
einander verkniipft sind. In der Realitéit konnen solche Zweizustandssysteme
nicht unabhéngig von ihrer Umgebung betrachtet werden. Vielmehr kann die
Wechselwirkung mit der Umgebung zu einer Zerstérung der quantenmecha-
nischen Kohérenz und damit zu einem vollig anderen Verhalten fithren. Da
das Zweiniveausystem als Spin aufgefafit werden kann und die Umgebung wie
in Kapitel 1 beschrieben durch ein bosonisches Bad modelliert wird, bezeich-
net man das dissipative Zweizustandssystem auch als Spin-Boson-Modell.
Aufgrund seiner Einfachheit ist dieses Modell besonders geeignet, um das
Wechselspiel von Kohérenz und Dissipation zu untersuchen und hat unzéhli-
ge Anwendungen in der Physik gefunden.

In Abschnitt 2.1 werden wir das Spin-Boson-Modell einfiithren und in Ab-
schnitt 2.2 die adiabatische Renormierung besprechen. Im darauffolgenden
Abschnitt 2.3 sollen dann einige Systeme vorgestellt werden, die durch das
Spin-Boson-Modell beschrieben werden konnen. AnschlieBend werden wir in
Abschnitt 2.4 die formalen Grundlagen schaffen, um in den néchsten Kapi-
teln die Dynamik des Spin-Boson-Modells behandeln zu kénnen. Der Influ-
enzkern ()(z), die dabei den EinfluB der Umgebung vollstindig beschreibt,
soll abschliefend in Abschnitt 2.5 diskutiert werden.

26
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2.1 Reduktion eines Doppelmuldenpotentials

Betrachten wir ein Doppelmuldenpotential mit Barrierenhéhe V4,. Die Fre-
quenz der Oszillationen in jeder Mulde sei durch wy gegeben, und der Ener-
gieunterschied (Bias) zwischen den beiden Mulden betrage hie. Fiir V4, > hwy
treten in jeder Mulde eine Reihe diskreter Zustdnde mit einem Niveauabstand
von etwa hwy auf. Ist die Temperatur tief genug, so ist in jeder Mulde ledig-
lich der Grundzustand besetzt. Das Tunneln zwischen diesen beiden lokali-
sierten Zustdnden wird durch das Ubergangsmatrixelement A, beschrieben,
welches durch Instanton-Techniken berechnet werden kann und von der ge-
nauen Potentialform abhéngt [22, 23]. Im Falle eines symmetrischen Systems
e = 0 entspricht A4, gerade der Tunnelaufspaltung zwischen den beiden
niedrigsten Eigenzustinden des Systems, welche durch die symmetrischen
und antisymmetrischen Linearkombinationen der lokalisierten Zustédnde ge-
geben sind. Wenn nun das Ubergangsmatrixelement Ay und der Bias € klein
gegen den Niveauabstand wy sind, so werden auch durch Tunnelprozesse keine
angeregten Niveaus besetzt. Gelten also die Bedingungen

kgT, hle|, hAy < hwy < V4 | (2.1)

so ist der Hilbertraum effektiv auf die beiden niedrigsten Zusténde in jeder
Mulde beschriankt, und das Teilchen im Doppelmuldenpotential kann durch
ein Zweizustandssystem beschrieben werden,

h
HTSS = —§(A00'z + GO'Z) . (22)

Die Basis bilden dabei die lokalisierten Zusténde |R) (rechts) und |L) (links),
die Eigenzustdnde von o, zu den Eigenwerten +1 und —1 sind. Damit ist

0. = |R)(R[ = [L)(L| , (2.3)
o = |R)(L| + |L)(R] . (2.4)

Liegen die beiden lokalisierten Zustédnde an den Orten +a/2, so ist der Orts-
operator durch g = ao,/2 gegeben.

In Gegenwart eines Wiarmebades ist die Reduktion eines Doppelmulden-
potentials auf ein Zweizustandssystem etwas zu modifizieren [8, 26]. Man
geht dabei in zwei Schritten vor. Zunéchst betrachtet man nur hochfrequente
Badoszillatoren mit Frequenzen iiber einer Frequenz w,, die durch die spek-
trale Dichte Jys(w) beschrieben werden (siehe dazu Abschnitt 1.1.2). Von
diesen hochfrequenten Oszillatoren nimmt man an, dafl sie der Bewegung
des Systems unmittelbar folgen kénnen. Die adiabatische Eliminierung die-
ser Moden fiihrt dann zu einer Renormierung des Tunnelmatrixelements Aq
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und des Niveauabstands wy. Die renormierten Grofien sollen mit A und w,
bezeichnet werden. Die an sich unphysikalische Cutoff-Frequenz w. ist dabei
so zu wihlen, dafl die Bedingung

hrA(w.) < hw, < hw,(w,) (2.5)

erfiillt ist. Betrachten wir die Renormierung des Tunnelmatrixelements etwas
genauer. Setzt man zunéchst Ay = 0, so sind die Energieeigenfunktionen des
Gesamtsystems fiir e = 0 und 7" = 0 durch

=) =5 (1m [T 0z =12 T 10 ) (26)
achf achf

gegeben. Dabei ist |0)£ der verschobene Grundzustand des Badoszillators «,
|0)E = exp(FiQ%/20)[0)q , Qo = (acy/Maw?)pa - (2.7)

Fiir ein endliches Ay betrachtet man den Tunnelterm in Gl. (2.2) dann in
niedrigster Ordnung Storungstheorie. Fiir die Tunnelaufspaltung A zwischen
den Zustidnden |+) und |—) erhélt man

A=A [T &oj0); (2:8)
achf
a? 2 a® [ Ju(w)
=A - — = =A e . (2.
nep ( 4n achf mawg) 0Ep < 2rh /O w w? ) (29)

Der exponentielle Term ist ein Franck-Condon-Faktor, welcher die Polaron-
wolke der hochfrequenten Badoszillatoren beschreibt, die das Teilchen um-
gibt. Er fiihrt dazu, dafl das renormierte Tunnelmatrixelement A immer klei-
ner als das ungedresste A ist.

Anschlielend koppelt man das modifizierte System an die verbleiben-
den Badoszillatoren mit w < w, an, welche durch die spektrale Dichte J(w)
beschrieben werden. Diese Oszillatoren verhalten sich dynamisch und damp-
fen die Bewegung des Systems. Wegen der Bedingung w., < w, kann auch
durch die Wechselwirkung mit dem Bad kein angeregter Zustand im Dop-
pelmuldenpotential besetzt werden. Das Gesamtsystem wird dann durch den
Spin-Boson Hamiltonian

2

2
H:—%(Aaﬁe@ﬂ;{ Fe +%mawi (wa—c—aa ) ] (2.10)

550
2me, maw?, 2

beschrieben.

Fiir spezielle Formen eines Doppelmuldenpotentials mit Ohmscher Dissi-
pation kann das renormierte Matrixelement iiber die einfache Néherung (2.9)
hinausgehend berechnet werden, siehe Ref. [24, 25, 26].
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2.2 Adiabatische Renormierung

Auch nach dem oben beschriebenen Reduktionsprozefi haben die meisten
Badoszillatoren in Gl. (2.10) Frequenzen, die grofl gegen die Frequenzskala
A des Zweizustandssystems sind. Es bietet sich daher an, diese so weit als
moglich durch eine adiabatische Ndherung zu eliminieren. Fiihrt man einen
unteren Cutoff w;(A) mit

A<w(A) <€ w,e (2.11)

ein, so konnen die Oszillatoren mit Frequenzen w > w;(A) in der niedrigsten
adiabatischen Néherung der Systembewegung unmittelbar folgen. Fiir das
renormierte Matrixelement A, bei T' = 0 ergibt sich damit analog zu den
obigen Uberlegungen der Ausdruck

A (wr) = Aexp (— @ /OO de(w)> . (2.12)

27 o w?

Wegen A, < A werden in einem néchsten Schritt die Oszillatoren im Bereich
A, <€ w(A,) < w, eliminiert, und iterativ gelangt man auf diese Weise
zu immer niederfrequenteren Oszillatoren. Betrachten wir nun eine Spekt-
raldichte der Form (1.23), J(w) o w®. Je nach Wert der Potenz s ergeben
sich bei dieser Prozedur grundlegende Unterschiede. Im superohmschen Fall
s > 1 konvergiert das Integral in Gl. (2.12) auch im Grenzwert w; — 0. Dann
kénnen alle Badmoden durch eine Renormierung des Tunnelmatrixelements
beriicksichtigt werden, und man erhilt

A=Ay (w — 0)=Ae B (2.13)
B, = 6,T(s — 1)(we/wpn)* " . (2.14)

Der Term e~ 55 ist ein Franck-Condon-Faktor, der die Polaronwolke aller Ba-
doszillatoren beschreibt.

Im subohmschen Fall s < 1 weist der Exponent dagegen im Grenzwert
w; — 0 eine Infrarot-Divergenz auf, und A, geht gegen Null. Das Tunneln
wird bei T' = 0 also unterdriickt, und das Teilchen ist in einem der beiden
lokalisierten Zustidnde gefangen.

Im Ohmschen Fall s = 1 schliefllich hdngt das Verhalten vom Wert des
zur Viskositdt n proportionalen Kopplungsparameters

_a’n
Y

ab. Fiir K > 1 divergiert der Exponent fiir w; — 0 wie schon im subohmschen
Fall. Das ist der in den Arbeiten [27, 28] gefundene Lokalisierungseffekt bei

(2.15)
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T = 0. Fir K < 1 identifiziert man den Cutoff w; dagegen selbstkonsistent
mit dem renormieren Matrixelement A,. Dann konvergiert A, gegen den

Wert [53]

A, =A (é> o . (2.16)

We

Da im Ohmschen Fall die w.-Abhéngigkeit des Tunnelmatrixelements A
durch A o« wX gegeben ist [24], hingt A, wie gewiinscht nicht mehr von
der unphysikalischen Frequenz w. ab. In den folgenden Kapiteln wird unser
Hauptinteresse dem Ohmschen Fall gelten. Ist eine Gréfie bei T' = 0 lediglich
eine Funktion des renormierten Tunnelmatrixelements A, und weist keine
weitere w.-Abhéngigkeit auf, so wollen wir sie als universell bezeichnen. Im
Gegensatz dazu wollen wir Groflen, die explizit von w,. abhéngen, nichtuni-
versell nennen: fithrt man den sogenannten Scaling Limes A, /w. — 0 bei
festgehaltenem A, durch, so verschwindet eine nicht-universelle Grofle.

Fiir den spéteren Gebrauch fithren wir an dieser Stelle auch das effektive
Matrixelement

At(K) = [cos(rE)T(1 = 2K)] V720N, K <1 (2.17)

ein. Im Rahmen der Non-Interacting-Blip-Approximation (NIBA, siehe dazu
Abschnitt 4.3) ist Aeg fiir T = 0 die relevante inverse Zeitskala der Dyna-
mik des Systems [5]. Diese effektive Frequenz weicht nur geringfiigig von der
kiirzlich in Ref. [48] gefundenen exakten inversen Zeitskala ab.

2.3 Anwendungen

Eine generalisierte Koordinate, welche sich in einem Doppelmuldenpotential
bewegt und mit einer Umgebung in Kontakt steht, ist eine hiufig vorkom-
mende Situation in der Physik, und entsprechend vielfiltig sind die Systeme,
die sich durch das Spin-Boson-Modell beschreiben lassen [5].
Elektrontransferreaktionen von einem Donor zu einem Akzeptor sind ein
Musterbeispiel fiir dissipative Zweizustandssysteme und werden ausfiihrlich
in Kapitel 4 behandelt. Wegen der geringen Masse des Elektrons spielen dabei
Quanteneffekte selbst bei Raumtemperatur eine wichtige Rolle.
Insbesondere in der Festkorperphysik treten viele Realisierungen des Spin-
Boson-Modells auf. Beispielsweise erkldrt man sich die Tieftemperaturano-
malie der spezifischen Wéarme in Gldsern durch die Existenz von Zweizu-
standssystemen [30]. Auch wenn die genauen mikroskopischen Mechanismen
nicht geklért sind, lassen sich damit die wesentlichen qualitativen Merkmale
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erkliren. Einen umfassenden Uberblick iiber die Physik von Tunnelsystemen
in amorphen und kristallinen Festkérpern bietet Ref. [31].

Das Tunneln von geladenen leichten Teilchen wie Wasserstoffionen oder
Myonen in Festkorpern ist ebenfalls seit vielen Jahren Gegenstand des wis-
senschaftlichen Interesses, und ein Uberblick dariiber findet sich in Ref. [32].
Die Wechselwirkung des Defekts mit dem Gitter fithrt dabei zu einem pho-
nonischen Anteil an der Spektraldichte. Beriicksichtigt man nur Terme, die
linear in der Verschiebung der Gitteratome sind (Einphonon-Kopplung), so
erhélt man abhingig von der Symmetrie des Kristalls das superohmsche Ver-
halten J(w) o< w® oder oc w®. Dariiberhinaus ist der Defekt auch an die Lei-
tungselektronen gekoppelt. Diese Wechselwirkung kann bei tiefen Tempera-
turen nicht allein durch eine adiabatische Renormierung beschrieben werden,
bei der man annimmt, daf} die Elektronen aufgrund ihrer geringen Masse
der Bewegung des Defektes instantan folgen und damit durch eine Born-
Oppenheimer-Naherung eliminiert werden konnen. Vielmehr fiithrt die nicht-
adiabatische Wechselwirkung mit den niederenergetischen elektronischen An-
regungen (Elektron-Loch-Paare) zu einem weiteren elektronischen Anteil an
der Spektraldichte. Fiir kleine Anregungsenergien kann die Zustandsdichte an
der Fermikante als konstant angenommen werden, und der bosonische Cha-
rakter der Anregungen fithrt zu einer Ohmschen Spektraldichte. Bei tiefen
Temperaturen, bei denen der Niederfrequenzanteil der Spektraldichte ent-
scheidend ist, iiberwiegt also die Kopplung des Defektes an die elektroni-
schen Anregungen, wéhrend fiir hohe Temperaturen die Wechselwirkung des
Defektes mit den Phononen dominiert. Abhéngig von den Parametern findet
man in solchen Systemen koh#rentes Tunneln oder inkohdrente Relaxation
zwischen zwei benachbarten Zwischengitterplitzen. Der Ubergang zwischen
beiden Bereichen duflert sich u.a. im Wechsel von inelastischer zu quasiela-
stischer Neutronenstreuung. Experimentell wurden die kohérenten Oszilla-
tionen erstmals bei Experimenten in Niobium beobachtet. Dabei sind Sau-
erstoffatome als Zwischengitter-Verunreinigungen im Niobium verteilt und
bilden Fallen fiir die Wasserstoffionen, welche aber zwischen benachbarten
Verunreinigungen tunneln kénnen [33].

In jlingster Zeit ist es moglich geworden, nanostrukturierte Bauteile zu
realisieren, in welchen man die Dynamik einzelner Zweizustandssysteme stu-
dieren kann. Die anomale Leitfahigkeit von mesoskopischen ungeordneten
Metallen kann durch Defekte erklart werden, die zwischen zwei Zustidnden
tunneln konnen und durch die Wechselwirkung mit den elektronischen Anre-
gungen Ohmsch geddmpft werden. Damit kann durch Messung der Leitfidhig-
keit auf die Tunnelrate und damit auf den Kondoparameter einzelner Defekte
geschlossen werden [2, 34].

Eine gewissermaflen komplementére Realisierung, bei welcher die Signatu-
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ren des Zweizustandssystems auf makroskopischer Ebene untersucht werden,
findet man in einem rf-SQUID: dabei handelt es sich um einen supraleitenden
Ring, welcher von einem Josephsonkontakt unterbrochen ist. Der relevante
makroskopische Freiheitsgrad ist dabei der Flul ¢ durch den Ring, welcher
durch die Phasendifferenz 1) der Cooperpaar-Wellenfunktionen auf beiden
Seiten des Kontakts bestimmt wird. Die Dynamik des Flusses kann durch
eine Hamiltonfunktion beschrieben werden, in welcher die Kapazitiat C' des
Josephsonkontakts die Rolle einer Masse spielt und das Potential durch den
Selbstinduktionskoeffizienten des Rings L, die Josephsonenergie Ej und den
extern angelegten magnetischen Flufl ¢q, bestimmt wird,
(2
H= Yol + V(o) , (2.18)

V(¢) - %(Qb - gbext)2 - EJ COS(2W¢/¢O) . (219)

Dabei bezeichnet ¢y = h/2e das FluBquant. Mogliche Quellen fiir Dissipa-
tion in diesem System sind das Tunneln von Quasiteilchen durch den Kon-
takt oder ein Ohmscher Shunt-Widerstand. Das Potential V' (¢) hat die Form
einer Parabel mit aufmoduliertem Sinus und kann iiber den externen Fluf} ge-
zielt variiert werden. Wenn der externe Flufl gerade einem halben Fluflquant
entspricht, @exy = ¢0/2, so sind die beiden tiefliegendsten Potentialminima
energetisch entartet. Sind die hoherliegenden Zustédnde weit genug entfernt
und ist die Barriere hoch genug, so kann die Dynamik des Flusses durch
ein Zweizustandssystem beschrieben werden. Wichtig ist nun, daf die beiden
moglichen Zustdnde des Flusses ¢ makroskopisch unterscheidbar sind: die
Differenz der entsprechenden Werte fiir den Superstrom im Ring liegt in der
GroBlenordnung von einigen Mikroampere. Damit ist die Beobachtung des
Tunnelns auf einer makroskopischen Ebene (Macroscopic Quantum Tunne-
ling, MQT) experimentell realisiert worden [37].

In Ref. [4] ist es schlieBlich gelungen, die kohiirente Uberlagerung zweier
Zustande makroskopisch zu beobachten (Macroscopic Quantum Coherence,
MQC, [38]). Dabei wurde eine supraleitende Insel untersucht, die {iber einen
Josephsonkontakt mit Josephsonenergie Ej und Kapazitéit Cy an eine supra-
leitende Zuleitung gekoppelt ist und des weiteren iiber eine Kapazitdt C' an
einer Spannungsquelle V' anliegt. Der makroskopische Zustand der supralei-
tenden Insel ist durch die Anzahl n der zusétzlichen Cooperpaare auf der
Insel charakterisiert, die durch den Josephsonkontakt tunneln kénnen und
die Ladung ) = 2ne tragen. Sind die Josephsonenergie und die thermische
Energie kleiner als die kapazitive Energie (Q —CV')?/2(C'+Cy), so verhindert
letztere groflere Fluktuationen von n. Durch eine passende Wahl der Gate-
Spannung V' kénnen sich nun zwei Zustinde mit verschiedenen Werten von n
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energetisch sehr nahe kommen bzw. entartet sein. Die Josephsonenergie fiihrt
dann zu kohérenten Oszillationen zwischen diesen beiden Zustédnden. Derarti-
ge Josephsonsysteme scheinen vielversprechende Realisierungen sogenannter
Qubits zu sein [39], die die Bausteine fiir zukiinftige Quantencomputer bilden
konnten [40, 41].

Das Atomic Force Mikroskop (AFM) und das Scanning Tunneling Mikro-
skop (STM) haben sich ebenfalls als interessante Realisierungen dissipativer
Zweizustandssysteme herausgestellt [35, 36]. Die Spitze der Abtastvorrich-
tung (in Ref. [36] aus Wismut) und die Oberflidche (eine Nickel (110) Ebene)
stellen dabei zwei energetisch gleichwertige Zustdnde dar, zwischen denen ein
Atom (Xenon) tunneln kann. Ein endlicher Bias kann durch Anlegen eines
elektrischen Feldes realisiert werden. Dariiberhinaus ist die Tunnelamplitude
durch Verinderung des Abstandes zwischen Spitze und Oberfliche gezielt
kontrollierbar. Die unabhéngige Variation von A und e, die in den meisten
anderen Fillen nicht moglich ist, macht solche Systeme zu idealen Kandida-
ten, um das Wechselspiel von Kohérenz und Dissipation auch in getriebenen
Zweizustandssytemen zu untersuchen. Dissipation kommt in diesem System
durch die elektronischen und phononischen Anregungen in der Spitze und
an der Oberfliche zustande. Die Wechselwirkung zwischen dem Atom auf
der Spitze und der Oberfliche kann als linear in den Verschiebungen der
Oberflichenatome angenommen werden. Aufgrund der gednderten Symme-
trie an der Oberflache fithrt dieser akustische Einphonon-Prozefl in diesem
Fall zu einer Ohmschen Spektraldichte, wobei der Kondoparameter K von
dem Abstand zwischen Spitze und Oberfliche abhéngt.

2.4 Formal exakte Losungen

In den folgenden Kapiteln sollen verschiedene Aspekte der Dynamik dissi-
pativer Zweizustandssysteme behandelt werden. Die Basis dazu bildet die
in Abschnitt 1.2 beschriebene Realzeit-Pfadintegralmethode, die in diesem
Abschnitt auf das Spin-Boson-Modell, Gl. (2.10), prézisiert werden soll. Die-
ser Zugang kann sowohl bei schwacher als auch bei starker System-Bad-
Kopplung angewendet werden und deckt damit den Bereich kohérenter Os-
zillationen genauso ab wie den Bereich der inkoh&drenten Relaxation.

Wie wir in Abschnitt 1.2 gesehen haben, lassen sich die Erwartungswerte
oder Korrelationsfunktionen von Observablen durch propagierende Funktio-
nen ausdriicken. Nach Gl. (1.36) bzw. (1.60) sind diese von der Gestalt eines
doppelten Pfadintegrals,

/ D / D¢ Al Al ) Fla, ) | (2.20)
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wobei die Funktionalintegrationen den im Argument der jeweiligen propagie-
renden Funktion angegebenen Randbedingungen geniigen miissen. Der Inte-
grand in Gl (2.20) kann als Wahrscheinlichkeit dafiir aufgefafit werden, daf§
das System den entsprechenden Doppelpfad durchlduft. Die freien Propaga-
toren A[g] = exp(iSs[q]/h) geben dabei die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
die Propagation des freien Systems entlang des Pfades ¢(¢') an. Der Einfluf
der Umgebung fiihrt zu einer Kopplung der Pfade ¢(¢') und ¢/(¢') und wird
durch das Influenzfunktional F|q, ¢'] beschrieben. Im hier betrachteten Fall
eines Zweizustandssystem springen die beiden Pfade zwischen den diskreten
Werten +a/2 hin und her. Die normierten Relativ- und Schwerpunktskoor-
dinaten

n(t) = [q(t) +4'(t)]/a,
£(t) = [q(t) —q'(t)]/a

sind also stiickweise konstant und erfiillen die Relation 7(¢)¢(¢) = 0. Die dop-
pelte Pfadsumme in Gl (2.20) kann damit als eine einfache Pfadsumme {iber
die vier verschiedenen Zusténde der reduzierten Dichtematrix interpretiert
werden. Gilt £(t) = 0 und 7(t) = £1, so befindet sich das System in ei-
nem Diagonalzustand, der auch als Sojourn bezeichnet wird. Je nachdem, ob
sich das System im Zustand RR oder im Zustand LL befindet, gilt n = +1.
Fir n(t) = 0 und £(¢) = £1 ist das System dagegen in einem Auferdiago-
nalzustand, der auch Blip genannt wird. Das jeweilige Vorzeichen ¢ = 41
beschreibt den Zustand RL bzw. den Zustand LR. Ein allgemeiner Pfad,
der zwei Sojourns verbindet und dazwischen 2n Spriingen zu den Zeiten t;,
(7 = 1...2n), aufweist, kann durch die Ausdriicke

(2.21)

n(t) =Y 0[O —ty) — Ot —ty11)]
70 (2.22)
§(t) = Zﬁj [O(t' — taj-1) — O(t' — tay) ]

parametrisiert werden. Dabei gilt t9,,; = ¢, und ¢y ist der Zeitpunkt der
Préparation. Fiir faktorisierende Anfangsbedingungen gilt ¢ty = 0, wiahrend
wir fiir korrelierte Anfangszustinde wie in Abschnitt 1.2.2 beschrieben den
Grenzwert ty — —oo bilden. Der Pfad (2.22) besteht insgesamt aus n Blips
und n+ 1 Sojourns, und in der verwendeten Notation folgt der Sojourn j auf
den Blip j. Die Langen der einzelnen Blips und Sojourns sollen im folgenden
mit 7; = t9; — tg;—1 und s; = 1911 — to; bezeichnet werden.

Beginnen wir die Auswertung des Ausdrucks (2.20) mit dem Influenz-
funktional. Der Ausdruck (1.65) kann durch eine partielle Integration der
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Influenzphase (1.66) in die Form

Fing=en] [0 [wr [d0@w - e videe'w - i)

(2.23)

gebracht werden.! Der Kern Q(t) = Q'(t) +14Q"(t) ist dabei bis auf Faktoren
gleich der zweifach integrierten Badkorrelationsfunktion L(t),

Q(t) = d®L(t)/h . (2.24)
Mit Gl. (1.45) und der Randbedingung Q(0) = 0 erhélt man also

Q(t) = ;—; /Ooodw L“;){ coth <h’%> (1 - cos(wt)) + isin(wt)} . (2.25)

w

Die Form (2.23) des Influenzfunktionals ist besonders geeignet fiir stiickweise
konstante Pfade wie Gl. (2.22). In diesem Fall bestehen die in Gl. (2.23) auf-
tretenden Geschwindigkeiten aus einer Sequenz von Delta-Funktionen, die an
den Sprungzeiten lokalisiert sind. Dies legt es nahe, die Blip- und Sojourn-
Pfade als eine Abfolge von Ladungen zu betrachten: Blip-Ladungen wechsel-
wirken untereinander durch den Realteil Q'(¢) des Kerns, wéhrend Sojourn-
mit Blip-Ladungen iiber den Imaginérteil Q”(t) wechselwirken. Die Eigen-
schaften der Ladungswechselwirkung Q(t) sowie die prazise Gestalt von Q(t)
fiir eine Spektraldichte der Form (1.23) sollen im néchsten Abschnitt genauer
untersucht werden.

Setzt man die Pfade (2.22) in Gl. (2.23) ein, so nimmt das Influenzfunk-
tional die Gestalt

Fn=GpH, (2.26)

an. Die Wechselwirkungen zwischen den Blip-Ladungen sind in dem Faktor
G, enthalten. Mit der Abkiirzung Q,, , = Q'(t, —t,) gilt

n 1

n J—
G,, = exp [ — Z QY251 — Z fjkaj,k] ) (2.27)
j=1 §=2 k=1
Ajvk = Qéj,Zk—l + Q/2j—1,2k - QIQj,Qk - Qéj—l,Zk—l : (2'28)

IStreng genommen treten im Exponenten von Gl. (2.23) auch Randterme auf. Diese
kénnen wir jedoch umgehen, indem wir £(¢ + 0%) = £(to — 07) = n(to — 07) = 0 setzen
und die Integrationsgrenzen ¢y und ¢ in Gl. (2.23) als to — 0" und ¢ + 07 interpretieren.
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Dabei beschreibt der erste Summand im Exponenten die Intrablipwechselwir-
kungen, wihrend der zweite Summand die Interblipwechselwikungen zusam-
menfafit. Die Wechselwirkungen der Sojourn- mit den nachfolgenden Blip-
Ladungen sind in dem Phasenfaktor H, enthalten. Mit Q) . = Q"(t, — t,)
erh&lt man

n—1 n
H, = exp [ian Z ijj,k] , (2.29)
k=0

= j=k+1
Xj,k = ng,Zk-{—l + ng—l,Zk - ng,Qk - ng—l,Qk—f—l . (2'30)

An dieser Stelle wollen wir die strikt Ohmsche Form Q"(t) = 7K sgn(t)
vorwegnehmen, die erst in Gl. (2.43) eingefiihrt wird. Damit vereinfacht sich
Gl (2.30) zu X, = m7K&;4+10; k+1, und man erhalt

n—1

H, =exp [z’wKanng} ) (2.31)
k=0

Jeder Sojourn wechselwirkt bei strikt Ohmscher Dissipation also effektiv nur
mit dem direkt nach ihm folgenden Blip.

Als néchstes betrachten wir das Amplitudenprodukt A[g].A*[¢']. Jeder
Sprung triagt dazu mit einem Faktor +iA/2 bei [5]. Dabei gilt das Plus-
Zeichen fiir einen Ubergang im ¢-Pfad, d.h. fiir die Ubergange RR < LR
sowie RL « LL. Das Minus-Zeichen gilt entsprechend fiir einen Ubergang im
¢-Pfad, d. h. fiir die Ubergange RR « RL sowie LR « LL. Ein Pfad der Form
(2.22), der die Sojourns 7y und 7, verbindet, ist folglich mit einem Faktor
noMn (—A?/4)™ verbunden. Die Amplitude, in einem Sojourn zu verweilen, ist
Eins, wéhrend die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Blip j durch exp(i€€;7;)
gegeben ist. Insgesamt liefern die freien Propagatoren also einen Faktor

AlglA*[q] = nona(—A%/4)" B, (2.32)

mit dem Biasterm
B, = exp (ie Z@-Tj) : (2.33)
j=1

Die Pfadsumme in Gl. (2.20) besteht zum einen aus einer Summation {iber
alle moglichen Kombinationen von Sojourns x; = £1 und Blips §; = £1, die
mit den im Argument der jeweiligen propagierenden Funktion angegebenen
Randbedingungen in Einklang stehen. Zum anderen enthélt sie eine zeitge-
ordnete Integration iiber die Sprungzeiten t;. Fiir einen Doppelpfad mit k
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Spriingen zu negativen und [ Spriingen zu positiven Zeiten verwenden wir
die kompakte Notation

t t tk:+l tk+2 0 t2
to 0 0 0 to to

Damit haben wir die Vorarbeit geleistet, um die im néchsten Kapitel
bei der Berechnung der o,-Korrelationsfunktion auftretenden propagierenden
Funktionen zu behandeln.

2.5 Der Influenzkern Q(z)

In diesem Abschnitt greifen wir den oben eingefithrten Kern Q(t) wieder
auf, welcher die Wechselwirkung zwischen den Ladungen beschreibt. Diese
Funktion ist nicht nur fiir die Realzeit ¢, sondern in der gesamten komplexen
Zeitebene definiert. Wir wiederholen also nochmals die Integraldarstellung
(2.25) fiir eine allgemeine komplexe Zeit z,

Q(z) = /0 " dw Guij){coth <h’%> (1 . cos(wz)) —l—isin(wz)} . (2.35)

Dabei haben wir die normierte spektrale Dichte G(w) = a? J(w)/mh ein-
gefiihrt. Mit der dimensionslosen Démpfungskonstanten 8, = a®n,/27h ent-
spricht die Form (1.23) fiir J(w) dann der normierten Spektraldichte

Gw) = 263%1)}:5 w® e~/ (2.36)

Die Funktion @(z) ist analytisch im Streifen 0 > Im z > —hf und erfiillt die
Symmetrieeigenschaft Q(—z — i) = Q(z). Fiir den spéteren Gebrauch in
Kapitel 4 fithren wir an dieser Stelle auch die verschobene Funktion X (z) =
Q(z —ih(3/2) ein, deren Integraldarstellung durch

cos(wz)
sinh($hSw)

X(z2) = /0 o Gif) [coth(gww) - (2.37)

gegeben ist. Diese Funktion ist rein reell und symmetrisch in z. Fiir die
spektrale Dichte (2.36) konnen die Integrationen in Gl. (2.35) und (2.37)
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exakt durchgefiihrt werden, und man erhilt [29]

QL) = 2.0 - 1) (2 ){ (1 (1 iz

wph
+ Q(hﬁwc)lisg(s - 17 1 + /'i')
—(hﬁwc)ls[é<s—1,1+m+i%> +<(s—1,1+ﬁ_i%>]} 7
(2.38)

We

X (z) =26,I'(s — 1)(

u)ph

)8_ {1 + 2(Afwe) ¢ (s — 1,1+ k)

—(hﬁwc)ls[((s—l,%—l—n—l—i%)—I—C(s—l,%—km—ihi)}}.
(2.39)

Dabei ist I'(y) ist die Eulersche Gamma-Funktion, und {(y, ¢) ist die verallge-
meinerte Riemannsche Zeta-Funktion [72], die sich fiir ganzzahliges y durch
Polygamma-Funktionen ausdriicken 148t. Des weiteren wurde der normierte
Temperaturparameter x = 1/hfw,. eingefiihrt.

Von besonderer Bedeutung ist der Fall s = 1 in Gl. (2.36), welcher Ohm-
sche Dissipation beschreibt. Die Dampfungskonstante ¢; entspricht dabei
dem in GIl. (2.15) eingefiihrten Kondoparameter K. Bildet man sorgfiltig
den Grenzwert s — 1 der Ausdriicke (2.38) und (2.39), so ergibt sich

i | hBwe T2(1 + &)
Q(2) = 2K In(1 +iwcz) + 2K In (F(l +r+iz/hB)T(1 + K — iZ/W)) ’
(2.40)
- Hifw.T?(1 + k)
X(z) = 2K In (r(% Tt iz BT +ff—iz/ﬁﬁ)) | o

Im Grenzfall tiefer Temperaturen x < 1 kann der zweite Term in Gl. (2.40)
vereinfacht werden, und man erhélt

Q(z) = 2K In(1 + iwez) + 2K In <M) :

wz/hf

Der erste Summand stellt den korrekten Limes T" — 0 ohne jegliche Nihe-
rungen dar. Wenn w, die mit Abstand hochste Frequenz des Problems ist, so
spricht man vom strikt Ohmschen Fall. Ist man nicht am extremen Kurzzeit-
bereich |z| < 1/w, interessiert, so kann in Gl. (2.42) die Ndherung w,|z| > 1

(2.42)
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durchgefiihrt werden. Man gelangt dann zur sogenannten Scaling-Form

hfwe . ,
Q(z) =2K In [ pe sinh <M)] +im K sgn(z) . (2.43)
T L3
Die entsprechende Form fiir X (z) ist durch
hBwe
X(z) =2K1In [ iw cosh (2—;)] (2.44)

gegeben.

In den Kapiteln 3, 5 und 6 werden wir uns hauptséchlich auf den strikt
Ohmschen Fall, Gl. (2.43), beschrinken. Dagegen werden wir im Kapitel
iiber den Nichtadiabatischen Elektrontransfer, Kap. 4, auch die allgemeineren
Formen (2.38)-(2.42) anwenden. Dabei wird dann auch der Giiltigkeitsbereich
der Scaling-Form (2.43) im Detail diskutiert werden.



Kapitel 3

Korrelationsfunktionen im

Spin-Boson-Modell

Die Zerstorung der quantenmechanischen Kohérenz von Zweizustandssys-
temen durch die Wechselwirkung mit einer Umgebung ist im Hinblick auf
die vielfaltigen Anwendungen des Spin-Boson-Modells (sieche Abschnitt 2.3)
von grundlegendem Interesse. Diese Fragestellung hat in den letzten Jahren
insbesondere im Zusammenhang mit dem Quanten-Computing [40, 41] neue
Untersuchungen mit sich gebracht. Dabei spielen Zweizustandssysteme die
Rolle von sogenannten Qubits, deren kohérente Zeitentwicklung fiir Rechen-
operationen gezielt kontrolliert werden soll. Es stellt sich daher die Frage,
in welchen Parameterbereichen dissipative Zweizustandssysteme kohérente
Ostzillationen zeigen und auf welchen Zeitskalen diese abfallen.

Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften des Spin-Boson-Modells ist
die Existenz eines dynamischen Phaseniibergangs von kohérentem Tunneln
zu inkohédrenter Relaxation bei Ohmscher Dissipation [5, 8|. Bislang kon-
zentrierte sich das Interesse diesbeziiglich hauptséchlich auf den Nichtgleich-
gewichts-Erwartungswert von o, welcher als Ortserwartungswert oder Be-
setzungszahldifferenz interpretiert werden kann. Prépariert man das System
in einem der beiden lokalisierten Zusténde, so oszilliert die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit bei fehlender Wechselwirkung mit der Umgebung zwischen den
beiden Zusténden hin und her. Koppelt man das so praparierte Zweizustands-
system dagegen an ein Ohmsches Wérmebad an, so treten abhéngig von den
Badparametern zwei qualitativ unterschiedliche Bereiche auf. Ist die Kopp-
lung an das Bad schwach und die Temperatur tief genug, so befindet man sich
im sogenannten kohérenten Regime, in welchem geddmpfte Oszillationen der
Besetzungswahrscheinlichkeit auftreten. Fiir hohere Kopplungsstarken und
Temperaturen fithrt die Wechselwirkung des Zweizustandsystems mit dem
Bad dagegen zu einer Zerstorung der quantenmechanischen Kohérenz und

40
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(0,(t)) relaxiert mit einem exponentiellen Zerfallsgesetz auf seinen Gleich-
gewichtswert. Dieser Bereich wird als inkohérentes Regime bezeichnet. In
Ref. [47] wurde fiir den Fall einer strikt Ohmschen Spektraldichte gezeigt,
daB der Ubergang von kohérentem zu inkohéirentem Verhalten bei T = 0
und verschwindendem Bias genau bei einem Kopplungsparameter von K = %
erfolgt. Damit wurde das zuvor lediglich im Rahmen der Non-Interacting-
Blip-Approximation (NIBA, Vgl. Ref. [5, 8]) gefundene Ergebnis bestétigt.
Erst kiirzlich gelang es in Ref. [48], den Erwartungswert (o,(t)) bei T = 0
fiir beliebige K auflerhalb des Kurzzeitbereiches exakt zu behandeln. Auch
diese Ergebnisse bestétigen den Wert K = % fiir den kohérent-inkohirenten
Ubergang.

Von weiterem Interesse ist neben dem Erwartungswert (o,(t)) auch die
Gleichgewichts-Autokorrelationsfunktion von o, [42, 7]. Die Fouriertransfor-
mierte der symmetrisierten o,-Korrelationsfunktion spielt als Strukturfak-
tor fiir Neutronenstreuung eine wichtige Rolle [43]. Fiir numerische Unter-
suchungen der Korrelationsfunktion wurde dabei die Abbildung des Spin-
Boson-Modells auf das Kondo-Modell und das 1/r? Ising-Modell ausgeniitzt
[44, 45, 46]. Damit konnte in Ref. [46] gezeigt werden, da der Ubergang von
kohérentem zu inkohérentem Verhalten bei T' = 0 fiir die antisymmetrisierte
o.-Korrelationsfunktion ebenfalls bei K = % liegt.> Damit unterscheidet sich
die o,-Korrelationsfunktion in dieser Hinsicht nicht von dem Erwartungswert
(0.(1)).

Ein grundlegender Unterschied besteht dagegen im Verhalten fiir lange
Zeiten. Dabei spielt die Art der Praparation die entscheidende Rolle. Die fak-
torisierenden Anfangsbedingungen des Nichtgleichgewichts-Erwartungswerts
(0.(t)) fiihren zu einem exponentiellen Zerfall im Langzeitbereich,? wobei in
die Zerfallsrate sowohl System- als auch Badparameter eingehen [47, 48]. Da-
gegen zerfallen die Korrelationen von o, aufgrund des korrelierten Anfangs-
zustands langsamer. Fiir die symmetrisierte o,-Korrelationsfunktion findet
man fiir 7= 0 und K < 1 ein algebraisches und von den Systemparametern
unabhiingiges Zerfallsgesetz oc 1/t%. Dieses Verhalten wurde in Ref. [7] direkt
im Spin-Boson-Modell und in den Arbeiten [44, 45, 49] fiir die verwandten
fermionischen Modelle gezeigt. Das universelle, d. h. von der Kopplungsstéarke
K unabhiingige 1/t?-Zerfallsgesetz ist keine spezielle Eigenschaft des Zweizu-
standssystems, denn auch die Ortskorrelationsfunktion des geddmpften har-
monischen Oszillators zeigt dieses universelle Langzeitverhalten [6]. Es ist

Tn den fritheren Arbeiten [45, 49] wurde fiir diesen Ubergang der Wert K = % an-
gegeben. Dies ist jedoch kein Widerspruch zu Ref. [46], da dabei ein anderes Kriterium
verwendet wurde.

2Im kohérenten Bereich bezieht sich dieser Zerfall auf die Einhiillende der gedampften
Oszillationen.
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vielmehr eine Konsequenz aus dem korrelierten thermodynamischen Anfangs-
zustand und der Ohmschen Spektraldichte des Bades. Es stellt sich daher die
Frage, ob dieses Zerfallsgesetz eine allgemeine Gesetzmifigkeit von Korrela-
tionsfunktionen in dissipativen Quantensystemen darstellt.

In diesem Kapitel wollen wir die beiden bislang unabhéngigen Fragestel-
lungen nach dem kohirent-inkohéirenten Ubergang und nach dem Langzeit-
verhalten miteinander verkniipfen. Wir untersuchen eine Grofle, deren Lang-
zeitverhalten direkt mit den kohérenten Eigenschaften des Systems in Zusam-
menhang steht: dies ist die Gleichgewichtskorrelationsfunktion des polaron-
transformierten Operators 7,. Wir werden uns dabei auf den Fall einer strikt
Ohmschen Spektraldichte beschrénken, in welchem die Ladungswechselwir-
kung durch die Scaling-Form (2.43) gegeben ist. Der Erwartungswert [50]
sowie die Korrelationsfunktion [51] des Tunneloperators o, sind in den letz-
ten Jahren wiederholt untersucht worden. Als Summe der Auflerdiagonal-
elemente (Kohérenzen) der reduzierten Dichtematrix ist dieser Operator ei-
ne naheliegende Grofle, um den Verlust an quantenmechanischer Kohéarenz
mit zunehmender Dampfung zu studieren. Des weiteren beschreibt die o,-
Korrelationsfunktion die Antwort des Systems auf geringe Variationen in
der Tunnelamplitude. Doch sowohl der Erwartungswert als auch die Korrela-
tionsfunktion von o, sind nichtuniverselle Gréfien im Sinne von Abschnitt 2.2
und verschwinden im Scaling-Limes [50, 52]. Um diesen Mangel zu beheben,
betrachten wir den polaron-transformierten Operator 6,. Dieser Operator
verschiebt bei jedem Tunnelprozef die Badmoden simultan mit und gene-
riert damit koh&rente Oszillationen zwischen den lokalisierten Zusténden. Er
soll deshalb als Kohérenzoperator bezeichnet werden. Die Betrachtung von &,
anstelle des untransformierten o, bringt zwei Vorteile mit sich. Zum einen
stellt sich die o,-Korrelationsfunktion als universell heraus. Zum anderen
enthélt sie aufgrund der Wirkungsweise von &, grundlegende Informationen
iiber die Kohérenzeigenschaften des Systems. Wie wir sehen werden, hingt
das algebraische Langzeitverhalten dieser Korrelationsfunktion vom Kopp-
lungsparameter K ab und 18t Riickschliisse beziiglich des Ubergangs von
kohédrentem zu inkoh&rentem Verhalten zu. Unsere analytische Realzeitbe-
schreibung bestétigt und ergéinzt dabei numerische Ergebnisse, die auf ei-
nem Imaginérzeitzugang basieren [51]. Die grundlegenden Unterschiede im
Langzeitverhalten zwischen der 6,- und der o,-Korrelationsfunktion kénnen
in einem einfachen diagrammatischen Ladungsbild erklédrt werden.

In Abschnitt 3.1 werden wir zunéchst eine formal exakte Reihenentwick-
lung fiir die o,-Korrelationsfunktion ableiten. Der anschlieBende Abschnitt
3.2 ist dann der 7,-Korrelationsfunktion gewidmet. Da der Operator 7, auch
im Hilbertraum des Bades wirkt, mufl der Realzeit-Pfadintegralzugang aus
Abschnitt 1.2.2 erweitert werden. Die Elimination der Badmoden fiihrt da-
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bei zu einem verallgemeinerten Influenzfunktional. Darauf aufbauend kénnen
wiederum formal exakte Reihenentwicklungen abgeleitet werden, die in den
folgenden Abschnitten fiir verschiedene Fille analysiert werden sollen. In Ab-
schnitt 3.3 werden wir den Spezialfall K = % behandeln, in welchem diese
Reihenentwicklungen in analytischer Form aufsummiert werden kénnen. In
Abschnitt 3.4 wird dann der schmale Bereich K = % — k mit kK < 1 unter-
sucht. AbschlieBend wenden wir uns in Abschnitt 3.5 dem Langzeitverhalten
der Korrelationsfunktionen fiir ein allgemeines K zu. Mit Hilfe eines diagram-
matischen Zugangs ist es moglich, das fithrende Langzeitverhalten aus den
Reihenentwicklungen zu extrahieren. Insbesondere sollen die Unterschiede
zwischen der 7,- und o,-Korrelationsfunktion herausgearbeitet werden.

3.1 Die o.,-Korrelationsfunktion

In diesem Abschnitt betrachten wir die Autokorrelationsfunktion von o, im
thermodynamischen Gleichgewicht,

C.(t) = (0:(t)0=(0))5 — (0:)5 - (3.1)

Um die Eigenschaft C,(t — oo) = 0 und damit die Existenz der Fourier-
transformierten zu sichern, haben wir in dieser Definition das Quadrat des
thermischen Erwartungswertes von o, subtrahiert. Wir unterscheiden nun
die symmetrisierte Korrelationsfunktion

5.(1) = Re C.(1) = 3 (02(1)0-(0) + 02 (0)=(0))s — (02} (32)

und die antisymmetrisierte Korrelationsfunktion A,(t) = Im C,(¢). Letztere
ist direkt mit der Antwortfunktion y,(t) verkniipft,

(1) = ~3 6004 (1) (33
= 0(1){0.(1)0-(0) ~ 0. (0)o. ()5 (3.4)

Da in Gl (3.2) der thermische Erwartungswert (o) benttigt wird, betrach-
ten wir zunéchst den Erwartungswert

(0.(1)) = Tr [0, W (1)] . (3.5)

Im Langzeitlimes néhert sich das System unabhéngig von seiner Anfangs-
préparation dem thermischen Gleichgewichtszustand an, und es gilt (0,)g =
lim; . (0.(t)). Der Einfachheit halber wihlen wir fiir den Erwartungswert
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(3.5) deshalb faktorisierende Anfangsbedingungen, bei denen das System in
einem der beiden lokalisierten Zusténde prépariert wird. Setzt man die Dar-
stellung (2.3) fiir o, ein und bildet die Spur, so erhélt man fiir (o,(¢)) die
Differenz der Diagonalelemente der reduzierten Dichtematrix,

(0.(1)) = pra(t) — p1,1(t) . (3.6)

Dabei ist p11(t) = (R| p(t) |R) und p_; _1(t) = (L| p(¢) |L). Mit den gew&hl-
ten Anfangsbedingungen folgt aus Gl. (3.6) somit

(o-() =) _sen(qr) J(ar. s t: go, 90, 0) (3.7)
= nJ(n,t;70,0) . (3.8)

In der zweiten Zeile sind wir dabei zu den Relativ- und Schwerpunktskoor-
dinaten, Gl. (2.21), iibergegangen. Die propagierende Funktion J(n,t;no,0)
besagt, dafl alle zum Erwartungswert (o,(t)) beitragenden Pfade zur Zeit
t" = 0 im Sojourn 79 = sgn(qp) beginnen und zur Zeit ¢ = ¢ im Sojourn
n = sgn(qyr) enden. Mit den Vorarbeiten aus Abschnitt 2.4 erhélt man fiir die
propagierende Funktion unmittelbar

(0,50, 0) —an(——) /Dozm{t}{ézﬂ}c:
> HuB,. (3.9)

{nj==1}

Der Strich bei der {n; }-Summation weist dabei auf die im Argument der pro-
pagierenden Funktion angegebenen Randbedingungen hin. Diese Summation
kann leicht durchgefiihrt werden. Teilt man (o,(¢)) in die im Bias symmetri-
schen und antisymmetrischen Anteile auf, so erhélt man schlielich [8, 5]

(o)) = noPu(t) + Pa(t) (3.10)
mit
=1+ 3 —— cos(mK) Doom{t;} GnB'F (3.11)
mZ=1 < ) / {gzﬂ}
—— cos(mK) Do om{t;} G tan(mK &) B
Sy () [t Z,

(3.12)
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Die symmetrischen und antisymmetrischen Biasfaktoren sind durch

n+m

B,(:rm = cos ( Z 537'3) : Bn+m = sin ( Z 537']) (3.13)

gegeben. Im Langzeitlimes verschwindet nun der symmetrische Anteil Py(t),
und (o, (t)) wird unabhéngig von der Anfangspréparation 7y. Fiir den ther-
mischen Erwartungswert folgt damit (0,)s = lim; o P, (t).

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns nun der Korrelationsfunktion
C.(t) zu. Wie in Abschnitt 1.2.2 beschrieben, kann der erste Summand in
Gl. (3.1) ebenfalls als Erwartungswert von o, aufgefa8t werden, wenn die
Dichtematrix W (t) in Gl. (3.5) der Anfangsbedingung W (0) = o,W; geniigt.
Fiir die symmetrisierte Korrelationsfunktion und die Antwortfunktion gelten
also

S.(t) = % Tr o, W, (1)] — (0.2 . (3.14)
X (t) = 5 Tr[o. W (1) (3.15)

mit den Anfangsbedingungen
Wi(O) = O'ZWg + WgO’z . (316)
Nach GI. (1.52) lauten die entsprechenden Préparationsfunktionen damit

A (0i, 4350, 7) = [sgn(q:) £ sgn(q;)] 6(¢ — @) 6(q; — 7') - (3.17)

Setzt man dies in die reduzierte Dichtematrix (1.56) ein, so erhélt man fiir
die symmetrisierte Korrelationsfunktion

Sz (t) = Z Sgn(qf) Sgn(ql)J(qf> qf, ta qi, 9is 0+7 qi, 4i, 07) - <O-Z>,% (318)
a9
= lim > oy J(n,t;1,0;m0, t0) — (02)5 . (3.19)

to——o0
n,n’

In der zweiten Zeile sind wir wieder zu den Koordinaten (2.21) iibergegan-
gen. Des weiteren haben wir den korrelierten Anfangszustand wie in Ab-
schnitt 1.2.2 ausgefiihrt durch faktorisierende Anfangsbedingungen zur Zeit
to — —oo beschrieben, und das System wurde ohne Beschrankung der All-
gemeinheit im Sojourn 7y préapariert. Fiir die Antwortfunktion erh&lt man



46 Kapitel 3. Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-Modell

entsprechend
21 _
X:(t) = = > senlay) sen(a:)J (ar, a5,t; 4> =45, 0" 4s =i, 07) - (3.20)
qf,4;
21
= Jm Zn&J(n,t;f,O;no,to)- (3.21)

Behandeln wir zuerst die symmetrisierte Korrelationsfunktion. Alle Pfa-
de, die zum ersten Summanden von Gl. (3.19) beitragen, beginnen zur Zeit
to in dem Sojourn 7, befinden sich zur Zeit ¢ = 0 im Sojourn 7', und enden
zur Zeit t im Sojourn 7. Bezeichnen wir die Anzahl der Blips im negativen
und positiven Zeitast mit n bzw. m, so sind diese Pfade von der Form (2.22)
mit t5, < 0 und t9,,1 > 0. Entsprechend der Vorgehensweise von Abschnitt
2.4 erhalten wir fiir die propagierende Funktion in Gl. (3.19) die Form

oo 00 n+m
J("Lt 77 0; 7707t0 _UUOZZ( ) /DZan{t} Z Gner

n=0 m=0 {&==*1}

> HuyimBuim (3.22)
{nj==1}

an. Die {n;}-Summation, die den im Argument der propagierenden Funk-
tion genannten Einschrankungen unterliegt, ist wieder leicht durchzufiihren.
Setzt man den erhaltenen Ausdruck in Gl (3.19) ein und fiithrt den Grenz-
wert tg — —oo durch, so wird die Korrelationsfunktion unabhéngig von der
Anfangspréiparation 79. Man erhélt schlieflich das Ergebnis [42]

S.(t) = Py(t) + K,(t) — lim [P,(t)]. (3.23)

t'—o00

Dabei ist

n+m
<——cos WK) / Donom{t;} Z Grim

n=1m=1 {g=+1}
x tan(rK &) tan(nrK &) B(Y (3.24)

n+m »

M

und Ps(t) sowie P,(t) sind durch Gl (3.11) und (3.12) gegeben.

Wenden wir uns nun der Antwortfunktion x,(¢), GL. (3.21), zu. Wiederum
startet das System zur Zeit ty im Anfangssojourn 7y und endet zur Zeit ¢t im
Sojourn 7. Im Gegensatz zu den zu S, (t) beitragenden Pfaden befindet sich
das System zur Zeit ' = 0 allerdings in einem Blip £&. Wenn dies der n-te
Blip ist, dann sind die entsprechenden Pfade durch Gl. (2.22) mit ¢5,1 < 0
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und ty, > 0 gegeben. Es tritt also in jedem Zeitast mindestens ein Sprung
auf. Fiir die relevante propagierende Funktion findet man

[e’e] [e%] n+m
J(m,t; €, 05m0, o) _7777022( ) / Don—12m+1{t;} Z Grim

n=1m=0 {&==1}

> HuimBuim - (3.25)
{nj==%1}'

Nach Durchfiihrung der {n; }-Summation setzt man den erhaltenen Ausdruck
in Gl. (3.21) ein, und analoge Uberlegungen wie fiir S,(t) fithren zu dem
Resultat

0o 00 n—+m
— _%ZZ (——cos 7TK> / Don-1,2m+1{t;} Z Grim

n=1m=0 {¢j=+1}
x tan(rK &) tan(mK€,) B (3.26)

n+m

Gl. (3.23) sowie (3.26) sind formal exakte Reihenentwicklungen fiir die
o.-Korrelationsfunktion. In gewissen Parameterbereichen ist es moglich, die-
se Reihen in analytischer Form aufzusummieren. Bevor wir in den folgen-
den Abschnitten den speziellen Fall der Kopplungskonstanten K = % sowie
das asymptotische Langzeitverhalten der Korrelationsfunktionen behandeln,
wollen wir noch kurz auf die in Abschnitt 2.2 diskutierte Frage der Universa-
litdt eingehen. Aus den formal exakten Losungen folgt, dafl sowohl S, (¢) als
auch x,(f) universelle Grofien sind. Dies liegt daran, dafl jeder der 2n + 2m
Ubergénge des Systems sowohl einen Faktor A liefert als auch eine Blip-
Ladung mit sich bringt. Alle 2n 4+ 2m Blip-Ladungen zusammen sind neu-
tral, und folglich {iberwiegt die Anzahl der anziehenden Wechselwirkungen
jene der abstofilenden Wechselwirkungen um n + m. Mit Gl. (2.43) skaliert
der Faktor G, fir T = 0 damit wie w. S0 Die GroBen A und We
konnen also unter Verwendung der Definition (2.16) vollstdndig zu einem

Faktor AlZ-2)m+m) zusammengefaf3t werden.

3.2 Die o,-Korrelationsfunktion

3.2.1 Der Kohirenzoperator 7,

Im Rahmen des Pfadintegralzugangs haben wir in Abschnitt 1.2 gesehen,
daf} ein quantenmechanisches Teilchen nicht nur entlang der Diagonalen der
reduzierten Dichtematrix propagiert, sondern sich auch auflerhalb der Dia-
gonalen aufhalten kann: dies ist das Phinomen der quantenmechanischen
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Kohérenz. Durch die Wechselwirkung mit dem Bad werden diese Auflerdia-
gonalausfliige eingeschréankt und im klassischen Limes schliellich ganz unter-
driickt. Die AuBerdiagonalelemente der reduzierten Dichtematrix enthalten
somit wesentliche Informationen iiber die kohdrenten Eigenschaften des be-
trachteten Systems und werden deshalb auch als Kohérenzen bezeichnet. Aus
diesem Grund ist der Tunneloperator o, im Zweizustandssystem, Gl. (2.4),
der gerade die Summe der beiden Auflerdiagonalelemente der reduzierten
Dichtematrix darstellt, in jiingster Zeit vermehrt untersucht worden [50].

Betrachten wir zunichst ein isoliertes Zweizustandssystem mit ¢ = 0.
Prapariert man dieses System zu Beginn im rechten Zustand |R), so oszil-
liert die Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Folge der kohérenten Superposi-
tion der beiden Eigenzustinde (|R) + |L))/v/2 zwischen den beiden loka-
lisierten Zustédnden hin und her, (0.(t)) = cos(At). Dagegen verschwindet
der Erwartungswert von o,, da sich das System immer zu gleichen Teilen in
den beiden Eigenzustdnden des Systems authélt. Prapariert man das System
stattdessen in einem Eigenzustand, so ist (0,(t)) = £1, wihrend der Orts-
erwartungswert verschwindet, (o,(t)) = 0. Die o,-Korrelationsfunktion ist
aber unabhéngig von der Anfangspréparation immer durch (o, (t)o,(0)) =1
gegeben und bringt damit die vollstéindige Korrelation der Tunnelprozesse zu
allen Zeiten zum Ausdruck. Die o,-Korrelationsfunktion ist also der geeignete
Indikator fiir die intrinsischen Kohérenzeigenschaften des Systems. Das soll
bedeuten, dafl sie die Fahigkeit des Systems zu kohérenter Dynamik quan-
tifiziert. Ob die Kohérenz dagegen auch makroskopisch in Erscheinung tritt,
héngt von den Anfangsbedingungen ab und wird von der o,-Korrelations-
funktion nicht erfaft.

Koppelt man das Zweizustandssystem an das Warmebad an, so sollte die
o.-Korrelationsfunktion den Zerfall der Kohérenz widerspiegeln. Wie aber
in Ref. [52] festgestellt wurde und auch im folgenden erldutert wird, erfiillt
die o,-Korrelationsfunktion nicht das in Abschnitt 2.2 beschriebene Kriteri-
um fiir Universalitdt und verschwindet im Scaling-Limes. Um diesen Man-
gel zu beheben, betrachten wir einen modifizierten Tunneloperator, welcher
die Badmoden beim Tunneln des Teilchens mitverschiebt. Befindet sich das
System im Zustand o, = +1, so sind die entsprechenden Gleichgewichtsla-
gen der Badoszillatoren durch {zZ} = {*ac,/2m.w?} gegeben. Die Ver-
schiebung der Badoszillatoren um den Differenzbetrag {s,} = {zf — 2} =
{acy/mow?} wird durch die Polaron-Transformation [8, 53]

U =exp{—io.,Q/2h} ,
— Ca _ 3.27
Q—CLZW%—Z%IM ( )

e

gewihrleistet. Der polaron-transformierte Tunneloperator &, = Uo,U ! hat
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mit der Abkiirzung s = {s,} und Gl. (1.26) die Form
6. = |R)(L| exp{—iQ/h} + |L)(R| exp{iQ2/h} (3.28)
_ \R)(L!/dz\x) (z—s + b c. . (3.29)

Wiéhrend das ungedresste o, lediglich im Hilbertraum des Zweizustandssy-
stems definiert ist, wirkt der gedresste Operator &, im Gesamthilbertraum
von System und Bad. Aus der Ortsdarstellung (3.29) erkennt man, daf unter
der Wirkung von 7, das Teilchen von einem lokalisierten Zustand zum ande-
ren tunnelt und dabei jeder Badoszillator simultan um den entsprechenden
Betrag +s, mitverschoben wird. Das Teilchen ist also von einer Polaron-
Wolke umgeben. Damit generiert &, aber gerade kohédrente Oszillationen
zwischen den lokalisierten Zustdnden und soll deshalb Kohdrenz-Operator
genannt werden.?
Die Gleichgewichtskorrelationsfunktion von &, ist durch den Ausdruck

Ca(t) = (02(t)52(0))s = Tr [ 62(t)52(0) W] (3.30)

definiert. Dabei ist &,(t) die Heisenberg-Darstellung von &, beziiglich des
untransformierten Hamilton-Operators (2.10). Wir unterscheiden die sym-
metrisierte Korrelationsfunktion

S4(t) = ReCilt) = 5 (32(1)2(0) + 5205 (1) (3.31)

und die Antwortfunktion
alt) = —%@(t) Im C, (¢) (3.32)
= 20(1) (5:(1)5:(0) ~ 5.(0) (1) (33

Letztere beschreibt die Antwort des Systems auf eine kohérenzfordernde
Storung Hpery o< 0, und ist daher ein Maf fiir die intrinsischen kohéren-
ten Eigenschaften des Systems. Wirkt eine solche Stérung auf ein dissipa-
tives Zweizustandssystem mit € = 0 im thermodynamischen Gleichgewicht,
so duflert sich dies aber nicht in einer makroskopisch sichtbaren kohéarenten
Dynamik, da immer beide lokalisierten Zustédnde zu gleichen Anteilen besetzt
sind.

3Um dies zu illustrieren, ersetzen wir im Spin-Boson Hamiltonian (2.10) o, durch &,.
Dieser Hamiltonian H.o, = —hAG,/2 + Hp + Hp beschreibt ein System, in welchem
System und Bad effektiv entkoppelt sind und damit vollsténdige Kohdrenz moglich ist: es
ist Heon = UﬁlHCOhU = 77'LAO'x/2 + Hg.
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Vollig dquivalent zu Gl. (3.30) kann man auch die Korrelationsfunk-

tion des ungedressten o, beziiglich des transformierten Hamiltonians H =
U~'HU berechnen [51]. Es ist

fI:—E(AU_la U—I—ea)—kz Pa —|—1m wiz? (3.34)
2 T z - aW, L, . .

2m, 2

Durch die Polaron-Transformation des Hamilton-Operators wurde die bili-
neare Kopplung —c,z,q in Gl. (2.10) eliminiert, und die Wechselwirkung
zwischen dem Zweizustandssystem und dem Bad steckt ausschlieflich in dem
nichtlinearen Term U~'o,U = &}. Fiir K = 1 kann H auf den sogenannten
Toulouse-Limes des Resonance-Level Modells abgebildet werden. Da die Po-
larontransformation U mit o, vertauscht, Uc,U~! = o,, spielt es fiir den
Erwartungswert und die Autokorrelationsfunktion von o, keine Rolle, ob
man den Hamiltonian (2.10) oder (3.34) verwendet. Fiir o, ist diese Unter-
scheidung dagegen ausschlaggebend.

3.2.2 Elimination der Badmoden

Die &,-Korrelationsfunktion soll nun im Rahmen des Funktionalintegral-
Formalismus behandelt werden. Da der Operator 6, nicht nur im System-
hilbertraum, sondern auch im Hilbertraum des Bades wirkt, konnen wir die in
Abschnitt 1.2 beschriebene Influenzfunktionalmethode nicht direkt iiberneh-
men. Stattdessen mufl die Elimination der Badfreiheitsgrade neu betrachtet
werden. Wie sich aber herausstellen wird, kénnen wir fiir das vorliegende Pro-
blem die Influenzfunktionalmethode in leicht abgewandelter Form anwenden.
Dies ist im allgemeinen Fall eines beliebig im Hilbertraum des Bades wirken-
den Operators nicht moglich.

Analog zur in Abschnitt 1.2.2 dargestellten Behandlung von Korrelati-
onsfunktionen kann C,(t) als Erwartungswert von &,(t) beziiglich der Pseu-
dodichtematrix W = &,(0)Wjy aufgefafit werden. Im Schrédingerbild lautet
Gl. (3.30) dann

Cu(t) = Tr [6,W(1)] (3.35)

und die zeitabhéngige Pseudodichtematrix W(t) erfiillt die Anfangsbedin-
gung W(0) = 6,W3. Setzt man nun den Ausdruck (3.29) fiir &, in GL (3.35)
ein und fiithrt die Spur durch, so erhélt man fiir C,(¢) die Summe zweier
Auflerdiagonal-Matrixelemente,

Cal(t) = b () + oL (2) - (3.36)
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Da nun &, auch im Hilbertraum des Bades wirkt, unterscheidet sich pisj) (t)
von der in Gl. (1.31) definierten reduzierten Dichtematrix, und wir bezeichnen

pfsj)(t) als verschobene reduzierte Dichtematrix (VRDM). Sie ist durch

PN ap, qp t) = /dl“f (ap, zs + s|W(t) lgy, z5)

X K*(q}v Lfs t; qz{7 x;a O) <ql'7 xl’ W(O) ‘q;a l’;>

definiert,* und die Matrixelemente der Pseudodichtematrix W (0) = G,Wj
haben die Gestalt

(qi, x| W(0) |gi, 5) = (=i, xs — ssgn(q:)| Ws g, z7) - (3.38)

Die Anfangspriaparation zur Zeit ' = 0 wirkt sich in diesem Fall also auch
auf die Badkoordinaten aus und kann folglich nicht durch die Relation (1.52)
beschrieben werden. Stattdessen fithren wir eine verallgemeinerte Praparati-
onsfunktion A\ (¢, ¢}; 4, 7'; xi, z}; T,2') tiber die Beziehung

(@ W(O)|dal) = [dg df do da’ Xoar o 0.0 01,545 2,7)
x (3,2 Ws |, 7) (3.39)

ein. Durch Vergleich mit Gl. (3.38) stellt man fest, da§ die Praparationsfunk-
tion im vorliegenden Fall faktorisiert,

Aal@ @5 0,0 w23 T,7) = As(4i, ¢33 @7 Al 25 2,2) . (3.40)
Die Préparationsfunktionen fiir System und Bad sind dabei durch

(¢ +9) 6(q; = 7) (3.41)

)\S(Q’ia qz7 q, q/)
T,z (x; — = — ssen(q)) 6(z; — @) (3.42)

=0
)\B(xzaxiv _7 ) =6

gegeben.
Mit der Form (3.40) erhélt man fiir die Zeitentwicklung der VRDM (3.37)
den Ausdruck

PN qp, o t) = / dq; dg; dqdq I (a5, 7y, 5 60 435G, @) As (@i, @35 G, G) - (3.43)

4Dabei sind wir aus Griinden der Allgemeinheit wieder zu einer kontinuierlichen Varia-
ble g zuriickgekehrt.
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Die verallgemeinerte propagierende Funktion ist dabei durch

Jolar, a5t 4,433, 7) = /d«77fd$i d; dz dz’ K (g5, x5 + 8,t; ¢i, 73, 0)
X <67 j’ Wﬁ ’6/7 j/> K*(qfa Zf, tv qi, Ti, O)
X \g(@i, 23 T, &) (3.44)

gegeben. Da wir an einer Realzeitformulierung interessiert sind, wird die ka-
nonische Dichtematrix in Gl. (3.44) mit Gl. (1.58) wieder durch faktorisie-
rende Anfangsbedingungen zur Zeit t; — —oo beschrieben. Wir ersetzen
Gl. (3.44) also durch die propagierende Funktion

‘] (Qf QfatQ’Laqz) 7Q7q O 7q0aq07t0)

- [ /quxp[ (Ssld) = Ssld) | Folad'ss) . (3.45)

Die Funktionalintegrationen erstrecken sich iiber alle Pfade ¢(¢') and ¢'(t'),
die die Bedingungen

(3.46)
(3.47)

q(to) =g, q(07)=gq, g0 =q¢, qt)=q
d(to)=q,, d0)=q, d0)=4q, dlt)=q

-~ =

erfiillen. Die Auswirkungen des Bades auf die Systemdynamik sind vollstén-
dig im verallgemeinerten Influenzfunktional

Fela,d'; 8] = /dxf dx; dx, dz dT' dxo dxj (2o W |2g) Ag(zi, 25 T, )

X/Dx /Dx’ exp [% (Sgla] + Si[z,q] — Sp[] = Si[’, ')
(3.48)

enthalten. Die Pfade x(¢') und 2'(#') miissen dabei die Randbedingungen

z(to) =z0, x(07)=z, 20" =z, z@t)=z;+s, (3.49)
(tg) =2y, 207)=z, 07 =41,, 2(t)=u (3.50)

erfiillen. Im Vergleich zum {iblichen Influenzfunktional, Gl. (1.62), gibt es
zwei wichtige Unterschiede. Zum einen ist der Endpunkt des Pfades z(¢') um
den Betrag s verschoben. Das bedeutet, dafl sich das Bad zur Zeit ¢ in einem
AuBlerdiagonalzustand befindet. Zum anderen sind die Pfade z(t') und /(")
zur Zeit t = 0 im allgemeinen unstetig. Das genaue Verhalten wird dabei
durch die Préparationsfunktion des Bades, A\g(z;, «}; Z,Z'), bestimmt.
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3.2.3 Formal exakte Losung

Mit dem Ausdruck (3.43) fiir die Zeitentwicklung der VRDM sind wir nun
in der Lage, die Korrelationsfunktion C,(t), Gl. (3.36), zu behandeln. Setzt
man die System-Préparationsfunktion (3.41) in die VRDM ein, so erhélt man

Co(t) = lim > Jalas, —ar t ¢, €075 —ai, 44,075 00, g0, f0) - (3.51)

to——o0 -
44545
Man beachte, dafi der Pfad ¢(t') zur Zeit ¥ = 0 unstetig ist. Die Ein-
schrankungen (3.49) und (3.50), denen die Funktionalintegrationen im ver-
allgemeinerten Influenzfunktional (3.48) geniigen miissen, nehmen mit der
vorliegenden Bad-Priparationsfunktion (3.42) die Form

z(ty) =zo, z(07)=mx, x(07)=um;+ssgn(q), =(t)=z;+ ssgn(qy),
(3.52)

' (t) =a5, 2(07)=2, 2/(0%) =, T'(t) =y (3.53)

an. Der Pfad «/(t') ist zur Zeit t' = 0 also stetig, wahrend der Pfad x(t)
einen Sprung aufweist.

Betrachten wir zuerst die Beitrage zu C,(t), fiir die ¢; = gy gilt. In diesem
Fall ist die Verschiebung im x-Pfad zu den Zeiten ¢ = 0" und ¢’ = ¢ gleich.
Definiert man also modifizierte Badkoordinaten

(') = z(t') — ssgn(q)O{) (3.54)

so kann die Verschiebung fiir positive Zeiten eliminiert werden. Der Pfad Z(¢')
ist stetig zur Zeit ¢ = 0 und hat den Endpunkt Z(t) = z;. In dieser Dar-
stellung ist jeder Badoszillator zur Zeit ¢ in einem Diagonalzustand. Da nun
die im Influenzfunktional auftretende Wirkung Sg[z] + Si[z,q| quadratisch
in (') und ¢(t') sowie bilinear in der Kopplung ist, kann der zweite Term in
Gl. (3.54) in einen modifizierten Systempfad ¢(¢') aufgenommen werden,

q(t") = q(t') — 2¢:0(t") . (3.55)

Da der urspriingliche Pfad ¢(t') nach Gl. (3.51) zur Zeit ¢ = 0 um den Be-
trag 2¢; springt, ist der modifizierte Pfad g(¢') stetig. Driickt man also das
Influenzfunktional durch die Pfade ¢'(¢'), 2'(#') und die modifizierten Pfa-
de ¢(t'), z(t') aus, dann taucht die Verschiebung s nicht mehr auf. Nach
Ausintegration der Badfreiheitsgrade erhilt man also das durch Gl. (1.65)
oder (2.23) gegebene Feynman-Vernon Influenzfunktional mit faktorisieren-
den Anfangsbedingungen zur Zeit g,

Fala, ¢ ssgn(q)] = Flg, 4] - (3.56)
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Alle Auswirkungen der durch &, verursachten Polaronwolke sind in dem mo-
difizierten Systempfad §(¢') enthalten.

Betrachten wir nun die Beitrdge zu Gl. (3.51) mit ¢; = —¢y. In diesem
Fall ist es nicht moglich, ein Influenzfunktional der Form (3.56) zu erhalten,
in welchem die Verschiebungen in den Badmoden vollstindig durch einen
modifizierten Systempfad §(¢') beschrieben werden kénnen. Im Ladungsbild
entspricht der Fall ¢; = —qy einer Ladungsanordnung, die die Neutralitéit
verletzt. Als Folge davon kénnen die Abhéngigkeiten von A und w, nicht zu
einer Abhéangigkeit vom reduzierten Matrixelement A, allein zusammenge-
fafit werden. Stattdessen tritt bei diesen Beitrdgen ein zusétzlicher Faktor
(A, /we)*¥ auf. Die Beitidge mit ¢; = —q; sind also nicht-universell und ver-
schwinden im Scaling Limes A, /w, — 0.

Damit erhalten wir fiir die Korrelationsfunktion den Ausdruck

Colt) = lim > Jalan —¢is & ¢is 075 —ai, 44,0730, o, to) - (3.57)

o qi,4q;
Wir wollen betonen, dafl die freien Propagatoren in den propagierenden Funk-
tionen von den tatsichlichen Systempfaden ¢(¢') und ¢/(¢') abhéngen. Das
Konzept der modifizierten Pfade dient lediglich dazu, das modifizierte Influ-
enzfunktional durch die Standardform (1.65) auszudriicken.

Zur Auswertung von Gl. (3.57) wollen wir wieder zu den Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten, Gl. (2.21), iibergehen. Alle Pfade, die zur Korre-
lationsfunktion (3.57) beitragen, beginnen zur Zeit ¢y in einem Sojourn 7
und enden zur Zeit t in einem Blip &. Entsprechend ihrem Verhalten zur
Zeit t' = 0 konnen sie in zwei verschiedene Klassen eingeteilt werden. Pfade
der Klasse A springen von einem Sojourn in einen Blip (¢; = —¢; zur Zeit
07), wihrend Pfade der Klasse B von einem Blip in einen Sojourn iibergehen
(¢} = q; zur Zeit 07). Damit unterscheiden sich diese Pfade grundlegend von
jenen, die zur o,-Korrelationsfunktion beitragen. Die Parametrisierung eines
allgemeinen Pfades mit n Blips zu negativen und m Blips zu positiven Zeiten
ist nun durch

n+m—1

n(t') = Z 0[O —ty;) — Ot —tyj41) ],

(3.58)

n+m

Et') = Z E1O —tyy1) — Ot — ty) |

mit t9,40m = t gegeben.’® Fiir Klasse A gilt t5,,, = 0, wihrend fiir Klasse B

SMit dieser Festlegung springt das System zur Zeit ¢ wieder aus dem Blip ¢ heraus,
&(t +01) = 0. Damit lassen sich Randterme im Influenzfunktional (2.23) vermeiden.
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to, = 0 erfiillt ist. Die Randbedingungen fiir die Pfade lauten dabei

Enim = &1 = — (Klasse A) , (3.59)
bnim = —&n = (Klasse B) . (3.60)

In Abb. 3.1 sind die Beitrédge zu den Klassen A und B schematisch dargestellt.

to tony1 =0 tontom =1
._‘ 51 77777 ‘ gn l_‘ §n+1 ,,,,, n+m
to ton =0 t2n+2m =t

Abbildung 3.1: Typische Pfade fiir Klasse A (oben) und Klasse B (unten). Die Stufen
stellen Blips beiderlei Vorzeichens dar, wahrend die Grundlinie fiir einen Sojourn steht.

Die Korrelationsfunktion C,(t) besteht also aus unabhéngigen Beitragen
dieser beiden Pfadklassen,

C.(t) = CA(t) + CB(t) , (3.61)
mit

Cﬁ( = lim Z‘]th50+7n__§0 aT/OatO)

toﬂ oo
(3.62)
CacB( = lim Z‘]thn §0+ 50 77707t0)

toﬂ oo

Die Auswertung der doppelten Pfadintegrale (3.45) fiir die hier auftre-
tenden propagierenden Funktionen ist sehr dhnlich zu der in Abschnitt 2.4
beschriebenen Vorgehensweise. Aufgrund der Besonderheiten des gedressten
Operators 7, treten aber einige Unterschiede auf. Die beiden Spriinge zur
Zeit t' = 0 und t' = ¢t in Gl (3.58) tragen im Gegensatz zu den anderen
2n + 2m — 2 Spriingen nicht mit einem Faktor +iA/2 zum Amplituden-
produkt A[g]A*[¢/] bei. Dies liegt daran, dafi diese beiden Spriinge nicht
dynamischen Ursprungs sind. Der Sprung zur Zeit Null ist eine Folge der
Wirkung von &, auf die kanonische Dichtematrix W3, und der Sprung zur
Zeit t wurde aus formalen Griinden eingefiihrt.® Fiir einen Pfad der Form

6Vgl. die FuBinote im Anschlufl an Gl. (3.58).
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(3.58), welcher von einem Sojourn 79 zu einem Blip ¢ fiihrt, erhdlt man also
einen Faktor —ng £(—A?%/4)"™™~1 Wegen dieser beiden festgelegten Spriinge
mufl auch das zeitgeordnete Integrationssymbol (2.34) modifiziert werden.
Fiir einen Pfad mit k& Spriingen im Intervall ¢; < ¢’ < 0 und [ Spriingen im
Intervall 0 < ¢’ < t schreiben wir

t t tk+l+1 tk+3 0 to
/ Dy it} :/dtwﬂ/ dty / dtk+2/ dts, / dty .
to 0 0 0 to to

(3.63)

Damit ist tx,1 = 0 und ¢, ;o = t. Fiir die Klasse A gilt £ = 2n, | = 2m — 2,
wahrend fiir Klasse B die Relationen £ = 2n — 1 und [ = 2m — 1 erfiillt sind.

Die wichtigste Verdnderung riihrt allerdings vom verallgemeinerten Influ-
enzfunktional F her. Wie oben diskutiert, kann dieses in der Standardform
(2.23) dargestellt werden, wenn wir die modifizierten Pfade

() =€) —¢[o) - —1)],
N(t') =n(t") —£[O() — Ot — 1) ]

einsetzen. Die Auswirkungen der Subtraktionen in Gl. (3.64) sind im La-
dungsbild leicht zu verstehen. Beriicksichtigt man die Einschrankungen (3.59)
und (3.60), so ergeben sich folgende Verdnderungen: Im Pfad 7(¢') ist die
Sojourn-Ladung, die urspriinglich an der Stelle ¢ = 0 lokalisiert war, zur Zeit
t' = t verschoben worden. Im Pfad £(#) treten die beiden Blip-Ladungen zu
den Zeiten ¢’ = 0 und ¢’ = ¢ nicht mehr auf. Dies ist fiir Pfade der Klassen A
und B in Abb. 3.2 dargestellt.

(3.64)

to 0 t to 0 t

Abbildung 3.2: Typische Beitrage zu Klasse A (links) und Klasse B (rechts) im La-
dungsbild. Eine waagerechte durchgezogene Linie stellt einen Sojourn dar, wahrend ein
Blip durch eine gestrichelte Linie symbolisiert wird. Die senkrechten Linien stellen die
AuBerdiagonalladungen dar. Die beiden wegfallenden Ladungen zu den Zeiten ¢ = 0
und ¢’ = t sind durchgestrichen.

Aus den Bedingungen (3.59) und (3.60) folgt, dafl die beiden wegfallen-
den Ladungen immer das entgegengesetzte Vorzeichen haben. Damit bleibt



3.2. Die ,-Korrelationsfunktion 57

die Neutralitéit der Gesamtanordnung gewahrleistet. Es gibt allerdings einen
grundlegenden Unterschied zwischen den Klassen A und B. In Klasse A sind
die verbleibenden Ladungen im negativen und positiven Zeitast jeweils fiir
sich neutral. In Klasse B gibt es dagegen in jedem Zeitast eine Uberschufila-
dung +1, und nur beide Zeitéste zusammen sind wieder neutral. Da der asym-
ptotische Zerfall von Korrelationen in einer Realzeitformulierung durch die
Wechselwirkungen zwischen dem negativen und positiven Zeitast bestimmt
wird, konnen wir an dieser Stelle schon auf ein unterschiedliches Verhalten
im Langzeitbereich schlieflen.
Fiir die beiden Klassen erhélt man formal unterschiedliche Ausdriicke fiir
das Influenzfunktional. Wir schreiben
Fom = G H

n,m

Fom=Gp HY . (3.65)

Die Blip-Wechselwirkungsfaktoren Gﬁ/,,]f unterscheiden sich von dem iiblichen
Ausdruck (2.27) durch die beiden fehlenden Blip-Ladungen bei ¢ = 0 und
t' = t. Fiir Klasse A fiihrt dies zu dem Ausdruck

n+m n+m j—1
Gty = oxp | — Z Quojr— D D GGAN] . (3.66)
#nJrl =2 k=1

wobei AA die Interblip-Wechselwirkungen fiir die gednderte Ladungsfolge be-
schrelbt Fur J, k#n+1und # n+mist AAk unverdndert durch Gl. (2.28)
gegeben. In allen anderen Fillen miissen die Wechselvvlrkungen der nun feh-
lenden Ladungen in Gl. (2.28) weggelassen werden. Das fiihrt zu den Aus-
driicken

A2+1,k = Q/2n+2,2k—1 - Qén—i—Q,Zk ) (3'67)
Aﬁerk - Q12n+2m71,2k - Q/2n+2m71,2k71 ) (3'68)
A?nJrl Qéj71,2n+2 - Qéj,2n+2 ’ (369)
Aﬁ—i—m n+l — Q/2n+2m—1,2n+2 . (370)
Fiir Klasse B ergibt sich in dhnlicher Weise

n+m n+m j—1
GE = exp | - Z Qo1 — 2 D &&hE] . (3.71)

# §=2 k=1

j#En

wobei die Interblip-Wechselwirkung Aﬁk fir j, k # n und # n + m wieder
durch GI. (2.28) gegeben ist. In den iibrigen Fillen gilt aufgrund der subtra-
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hierten Ladungen dagegen

Ag,k = Ql2n71,2k - QIanl,Zkfl ) (3-72)
AE—f—m,k = QIZn—i—Qm—l,Zk - QIZn—i—Qm—l,Zk—l ) (3-73)
A?,n = Qéj,anl - QIijl,anl ’ (3'74)
ASer,n = _QIZn+2m71,2n71 . (3-75)

Bis zu diesem Punkt war die Diskussion der &,-Korrelationsfunktion fiir
eine allgemeine Spektraldichte giiltig. Um die Auswirkungen der Polaron-
Transformation auf die Sojourn-Blip-Wechselwirkungen zu beschreiben, wer-
den wir uns jetzt aber auf den strikt Ohmschen Fall, Gl. (2.43), beschrénken.
Die Sojourn-Blip-Wechselwirkungen fiir die gednderte Ladungsfolge werden
durch modifizierte Phasenfaktoren beschrieben. Sie lauten

n+m—1

HA, = exp [mf( 3 nkgkﬂ] ,
k=0
k#n

Hr]im = exp [in "Jil (kakﬂ + N (§nt1 — §n+m))] -

k=0
k#n

(3.76)

Jeder Sojourn wechselwirkt also mit dem nachfolgenden Blip. Verglichen mit
dem iiblichen Term (2.31) kommt dem Sojourn n jetzt allerdings eine Son-
derrolle zu: in Klasse A heben sich alle Wechselwirkungen dieses Sojourns
mit den folgenden Blips auf, und Sojourn n ist effektiv wechselwirkungsfrei.
In Klasse B wechselwirkt der Sojourn n dagegen effektiv mit den Blips n und
n+m.

Welche Auswirkungen haben nun diese Modifikationen im Influenzfunk-
tional? Da die verbleibenden 2n + 2m — 2 Blip-Ladungen insgesamt neutral
sind, iiberwiegt die Anzahl der anziehenden Wechselwirkungen jene der ab-
stoBenden um n + m — 1. Mit Gl. (2.43) und 7" = 0 skalieren die Wechsel-
wirkungsfaktoren Gﬁ/,,]f damit wie we 2X™™ Y In dem zusammengefafiten
Ausdruck AZ("JFm*l)Gﬁ/TE kénnen die Groflen A und w, mit Gl. (2.16) also zu
einem Faktor AZ2F)(mtm=1) zusammengefaf3t werden. Das bedeutet, daf die
o.-Korrelationsfunktion universell ist. Dagegen erfiillt die Korrelationsfunk-
tion des ungedressten o, nicht das Kriterium fiir Universalitdt. Diese Korre-
lationsfunktion kann ebenso durch die rechte Seite von Gl. (3.62) ausgedriickt
werden, wenn in den propagierenden Funktionen anstelle des verallgemeiner-
ten das iibliche Influenzfunktional (2.26) eingesetzt wird. Dann treten insge-
samt 2n + 2m Blip-Ladungen auf, wihrend die Anzahl der A-Faktoren aber
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nach wie vor nur 2n + 2m — 2 betrégt. Deshalb héngt die Korrelationsfunk-
tion des ungedressten o, nicht nur vom renormierten Tunnelmatrixelement

A, ab, sondern enthilt den zusétzlichen Faktor A2/A? = (A, /w.)*. Sie ist
deshalb nicht universell.

Mit den Ergebnissen (3.66)-(3.76) fiir das modifizierte Influenzfunktional
erhélt man fiir die propagierenden Funktionen in Gl. (3.62) die Ausdriicke

JE(E 46,00 =—¢,07m0,t0)

n=0 m=1
X > GA.Bum Z A (3.77)
{& =+1}4 {n; —il}A

JE(E,tn = &,0T —£,07;m0, o)

z—noéii< )"*m 1/DQ" am-1tfs)

n=1 m=1
> GR.Bum Y, HY.. (3.78)
{¢;=+1}B {n;=+1}B

Die Superskripte {...}* und {...}® bei den {¢;}- und {n;}-Summationen
weisen auf die Einschrankungen (3.59) bzw. (3.60) mit &, = £ hin. Die
Summation iiber die Sojourn-Ladungen {7;} kann nun leicht durchgefiihrt
werden. Mit Gl. (3.62) erhidlt man dann die Korrelationsfunktion C,(t),
die im Grenzfall t; — —oo unabhéngig vom Anfangswert 7y ist. Gemafl
Gl. (3.31) und (3.32) teilen wir C,(t) schliefllich in den symmetrischen und
antisymmetrischen Anteil auf. Fiir die symmetrisierte Korrelationsfunktion

S.(t) = SA(t) + SB(t) erhilt man die Ausdriicke

1 o0
=3 ) [ Bl X B, 31
m=1 {g=F1}3~
=305 (AT k) [ Py sl)
n=1m=2
XY &&mGrL B (3.80)
{&==1)

En=En+1=—&n+m
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Fiir die Antwortfunktion x,(t) = x2(t) + x2(¢) ergibt sich dagegen

X ( %ii —A?) nme 1tan 7K) / Dy, om_alts}
. Y. GbumGhBlL (3.81)
{Ej*il}A
ZZ (=A™ tan(rK) / Dy 19m-11t;} (3.82)
n=1m=1
Z &1 GSmBT(fm {sm (mK) &nia + cos (WK) Entm} -
{&=+137

Dabei haben wir die Abkiirzung A? = A2 cos(7K)/2 eingefiihrt. Gl. (3.79)-
(3.82) sind formal exakte Reihenentwicklungen fiir die &,-Korrelationsfunk-
tion. In den folgenden Abschnitten Werden wir diese Reihen fiir den speziellen
Wert K = 3, im schmalen Bereich K = 5 — Kk mit Kk < 1 sowie im asympto-
tischen Langzeltberelch untersuchen.

3.3 Der Fall K ==

Fiir den Wert K = % konnen die Reihenentwicklungen fiir die o,- und
o.-Korrelationsfunktionen in analytischer Form aufsummiert werden. Die
Grundlage dafiir bildet das Konzept der kollabierten Blips und Sojourns [42].
Setzt man K = % — k mit k < 1, so verschwinden die Phasenfaktoren
cos(mK) =~ mk im Grenzfall Kk — 0. Um fiir K = % einen endlichen Beitrag
zu erhalten, muf jeder Faktor cos(mK) durch eine 1/ Singularitidt kompen-
siert werden. Eine solche Singularitdt ergibt sich aus der Integration iiber
eine Dipolldnge (dies kann ein Blip oder ein Sojourn sein): das Kurzzeitver-
halten der strikt Ohmschen Wechselwirkung e=9'(") ~ (w.7)~(=2%) zwischen
den beiden Blip-Ladungen, die den Dipol bilden, fiihrt zu einer Singularitét
des Integrals. Der zusammengefafite Ausdruck aus Phasenfaktor und Integral
ist dann endlich und wird als kollabierter Dipol bezeichnet,

I(K=3)= Khj?/z A? cos(mK) /OdT e @™ y(r) (3.83)
‘ m A?
= KILI?/Q Ag(K) = 2w = (3.84)

Dabei haben wir das effektive Matrixelement Ag, Gl. (2.17), verwendet. Der
Term v(7) umfafit die Wechselwirkung mit allen anderen Dipolen. Da das Di-
polmoment eines kollabierten Dipols verschwindet, wechselwirkt dieser aber
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nicht mit den anderen Ladungen, v(0) = 1. In Abb. 3.3 sind ein kollabierter
Blip sowie ein kollabierter Sojourn schematisch dargestellt.

— 0 — 0

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung eines kollabierter Blips (links) sowie eines
kollabierten Sojourn (rechts). Die durchgezogenen oder gestrichelten waagerechten
Linien stehen fiir einen Sojourn bzw. einen Blip. Die senkrechten Linien stehen fiir die
wechselwirkenden Blip-Ladungen. Man erkennt, daB ein Sojourn nur dann kollabieren
kann, wenn die ihn umgebenden Blips dasselbe Vorzeichen haben. Nur dann bilden die
Blip-Ladungen auf beiden Seiten des Sojourns einen Dipol.

Handelt es sich bei Gl. (3.83) um einen kollabierten Blip, so spielt es
keine Rolle, ob unter dem Integral in noch ein symmetrischer Bias-Faktor
cos(eT) auftritt, da zu der Singularitdt des Integrals nur der Kurzzeitbereich
des Integranden beitrdgt. Tritt dagegen ein antisymmetrischer Bias-Faktor
sin(er) auf, so kollabiert der Dipol nicht. Dann kann die Nullstelle des Vor-
faktors cos(mK) nicht kompensiert werden, und der entsprechende Beitrag
verschwindet. Ein Blip oder Sojourn ist dagegen ausgedehnt, wenn der Fak-
tor cos(mK) fehlt und die Kurzzeitsingularitét des Integrals nicht auftritt.
Innerhalb eines ausgedehnten Sojourns der Lénge s kann das System be-
liebig oft in einen Blip der Dauer Null springen. Mathematisch wird dies
durch das Einfiigen eines grokanonischen Ensembles kollabierter Blips (CB)
beschrieben. Da kollabierte Dipole nicht miteinander wechselwirken, kann
die entsprechende groflkanonische Summe iiber die kollabierten Blips leicht
durchgefiihrt werden und fiihrt zu einem CB-Formfaktor e™7° fiir das betref-
fende Sojournintervall. Vollig analog kann das System wéhrend eines aus-
gedehnten Blips der Lange 7 beliebig oft in einen Sojourn der Dauer Null
springen. Dies wird durch ein grofkanonisches Ensemble nichtwechselwirken-
der kollabierter Sojourns beschrieben. Da das System in diesem Fall aber
immer in den gleichen Blip zuriickkehren mu8,” hat ein CS-Formfaktor die
Gestalt e=77/2. Intervalle, die mit solchen Formfaktoren versehen sind, wer-
den im folgenden auch als gedresste Intervalle bezeichnet.

Ein ausgedehnter Sojourn, z.B. der Sojourn k, bleibt nur dann frei von

"Vgl. die Bildunterschrift von Abb. 3.3.
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kollabierten Blips, wenn der nachfolgende Blip k£ + 1 mit einem Faktor &1
gewichtet wird. Diese Regel ist einfach zu verstehen. Da ein kollabierter Blip
nicht mit anderen Ladungen wechselwirkt, spielt sein Vorzeichen keine Rolle
mehr. Wiirde Blip £ + 1 kollabieren, so ergiibe die Summe iiber die beiden
moglichen Werte £,1 = 41 aufgrund des Faktors &1 Null. Ein endlicher
Beitrag tritt also nur dann auf, wenn Blip £+ 1 nicht kollabiert und Sojourn &
folglich frei von kollabierten Blips ist. Ein solcher Sojourn wird im folgenden
auch als ungedresst bezeichnet. Beispielsweise tritt in den Ausdriicken (3.24)
und (3.26) fiir die 0,- sowie in den Entwicklungen (3.80)-(3.82) fiir die &,-
Korrelationsfunktion der Faktor &; auf. Das impliziert, dafl der erste Sojourn
im negativen Zeitast immer ungedresst ist. Davon abgesehen treten im ne-
gativen Zeitast keine weiteren ungedressten Intervalle auf, und der Grenzfall
to — —oo ist deshalb wohldefiniert.

Von diesen Grundlagen ausgehend diskutieren wir nun die einzelnen Bei-
trage.

3.3.1 Die o.-Korrelationsfunktion

Beginnen wir mit der symmetrisierten Korrelationsfunktion S,(t), welche
nach Gl. (3.23) aus drei Beitridgen besteht. In der Reihenentwicklung (3.11)
fiir Py(t) treten genauso viele Phasenfaktoren wie Dipole auf. Einen endli-
chen Beitrag gibt es also nur dann, wenn alle Blips kollabieren. Das System
befindet sich also von ¢ = 0 bis ' =t in einem Sojourn, welcher mit einem
CB-Formfaktor versehen ist. Dieses Resultat ist in Abb. 3.4 links diagram-
matisch dargestellt. Man erhélt das exponentielle Verhalten

P(t)=e . (3.85)

Da kollabierte Dipole insenstitiv gegeniiber endlichen Temperaturen und ei-
nem endlichen Bias sind, gilt dieses Ergebnis fiir alle 7" und €. In der Rei-
henentwicklung (3.12) fir P,(t) gibt es einen Phasenfaktor weniger als La-
dungspaare auftreten. Es bleibt also ein ausgedehneter Dipol {ibrig, und man
findet das in Abb. 3.4 rechts dargestellte Diagramm. Das System startet zur
Zeit t' = 0 in einem Sojourn, welcher wegen des Faktors & in Gl. (3.12) frei
von kollabierten Blips ist. Daran schlieit sich ein Blip an, welcher mit einem
CS-Faktor versehen ist. Schliellich geht das System in einen Sojourn iiber,
welcher bis zur Zeit ¢ andauert und durch einen CB-Faktor gedresst ist. Man
findet

G /
P,(t) = —/ dre @D gin(er) e 17/ [1- e_"’(t_T)] . (3.86)
0
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Fiir die Korrelationsfunktion S, (¢) ist nun lediglich der Langzeitlimes (0,)s =
lim; ., P,(t) von Relevanz. Mit der Eulerschen Digammafunktion ¢ (z) ergibt
sich

(0208 = %Imw @ + g(m + z’e)) : (3.87)

u —‘—4}—\—-—

0 t 0 t

Abbildung 3.4: Die Diagramme fiir Ps(¢) (links) und P,(t) (rechts). Ein leeres Quadrat
symbolisiert einen CS-Formfaktor innerhalb eines Blipintervalls, wiahrend ein ausgefiill-
tes Quadrat einen CB-Formfaktor in einem Sojournintervall reprasentiert. Die iibrigen
Symbole sind wie in Abb. 3.3 erklart.

Bei den zu K(t), Gl. (3.24), beitragenden Diagrammen tritt auch im
negativen Zeitast eine Dynamik auf. Der Anfangssojourn ist aufgrund des
Faktors & in Gl. (3.24) ungedresst. Anschlieflend springt das System in einen
Blip, welcher wieder von einem Sojourn abgelost wird. Der Blip und der
Sojourn sind dabei mit einem CS- bzw. mit einem CB-Formfaktor versehen.
Das Verhalten im positiven Zeitast ist vollkommen analog. Wiederum ist
der Anfangssojourn aufgrund des Faktors &, frei von kollabierten Blips,
wahrend der nachfolgende Blip und der letzte Sojourn gedresst sind. Das
resultierende Diagramm ist in Abb. (3.5) dargestellt. Das Ergebnis fiir die
symmetrisierte Korrelationsfunktion (3.23) lautet insgesamt [42]

S.(t) = e = F{(t) - F5(t) (3.88)

wobei die Funktionen Fj(t) und Fy(t) durch

A% [ :

Fi(t) = > /O dre” 9 sin(er) [ e T2 4 ey (3.89)
A e

Fy(t) = Z/o dre= @' (:05(67')[6’7”’7‘/2 - e’V(t”)/Z} (3.90)

gegeben sind.
Die Antwortfunktion y,(¢) hat die in Abb. 3.6 dargestellte Gestalt. Im
negativen Zeitast springt das System vom ungedressten Anfangssojourn in
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o - - J—F

to 0 t

Abbildung 3.5: Das Diagramm fiir K,(t).

einen Blip, welcher mit einem CS-Formfaktor versehen ist. Dieser Blip dauert
auch zur Zeit Null noch an und erstreckt sich in den positiven Zeitast hinein.
Schliefflich geht das System wieder in einen Sojourn iiber, der durch einen
CB-Formfaktor gedresst ist. Das Ergebnis fiir die Antwortfunktion lautet
damit [5]

Yo(t) = (4/B) Fy(t) e 2. (3.91)

—[—-D-—+—EI-—J—F

to 0 ¢

Abbildung 3.6: Das Diagramm fiir x,(¢).

Die beiden Korrelationsfunktionen S,(¢) und y,(¢) unterscheiden sich
grundlegend in ihrem Verhalten im asymptotischen Langzeitbereich ¢ > 1/~.
Fiir ¢, hf3 > 1/~ nehmen GI. (3.89) und (3.90) die Form

4 y*sin(et) (w/hp)
7y 72 + 4€ sinh(xt/h3)
4 y*cos(et) (w/hp)
7y 72 + 4€2 sinh(nt/hS)

Fi(t)=

(3.92)

Fy(t) =

(3.93)

an. Aus Gl. (3.88) folgt damit fiir die symmetrisierte Korrelationsfunktion
bei T' = 0 das algebraische Zerfallsgesetz

S.(t) = — (%)2 (72172462; t% . (3.94)

Fiir tiefe, aber endliche Temperaturen gilt dieses Potenzgesetz in dem Tem-
peraturbereich 1/v < t < hf. Im asymptotischen Langzeitregime ¢ > A >
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1/~ zeigt S, (t) dagegen das exponentielle Verhalten

B 8 2 72 2 oy
s= (5 () e b

Die Zerfallsrate ist dabei durch die niedrigste bosonische Matsubarafrequenz
v1 = 27 /hf gegeben. Im Gegensatz dazu erhdlt man fiir das Langzeitver-
halten der Antwortfunktion (3.91) bei " = 0 das geddmpft oszillatorische
Verhalten

(t) = 16 4% cos(et) e /2
A = T 1 e vt '

(3.96)

Dieser exponentielle Zerfall ist eine Folge davon, daf§ im Diagramm fiir x, ()
(sieche Abb. 3.6) jedes Intervall im positiven Zeitast mit exponentiell abfal-
lenden Formfaktoren versehen ist. Dagegen kann das Potenzgesetz fiir S, ()
aus dem Diagramm 3.5 wie folgt verstanden werden. Da der erste Sojourn
im positiven Zeitast ungedresst ist, wird er im Langzeitbereich sehr lang und
ist nur durch die Zeit ¢t begrenzt. Die beiden Dipole auf jeder Seite dieses
Sojourns haben dann in etwa den Abstand ¢. Wie wir in Abschnitt 3.4.2
und 3.5.1 genauer sehen werden, bestimmt die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
o 1/t? dann direkt das Langzeitverhalten.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir noch die Fouriertransformier-
ten der beiden Korrelationsfunktionen betrachten. Dabei beschrinken wir
uns auf den Fall T' = 0. Die Fouriertransformierte der Anwortfunktion ist die
dynamische Suszeptibilitit x,(w). Die statische Suszeptibilitéit

7O = 1w — 0) = /O () (3.97)

beschreibt die Antwort des Systems auf eine zeitunabhéngige Kraft. Man
erhilt man aus Gl. (3.91)

0_ 8 7

= 3.98
Xz why v2 + 4e? ( )

Der die Absorption beschreibende Imaginérteil der dynamischen Suszeptibi-
litédt ist im Niederfrequenzbereich dagegen linear in w,
16 72

X, 0) = ——Ww. 3.99
o —0) = 25T (3.99)

Die Spektralfunktion S, (w) ist die Fouriertransformierte der symmetrisierten
Korrelationsfunktion S,(¢). Im Niederfrequenzbereich erhédlt man dafiir die
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verallgemeinerte Shiba-Relation [42, 7]

16 92
S. 0)= ——"1 3.100
w=0= 53 el (3.100)
= oK [0 /2] |w] . (3.101)

Dieses charakteristische Niederfrequenzverhalten o |w| ist eine Konsequenz
aus dem algebraischen Langzeitverhalten oc 1/t Gl. (3.94), und spiegelt den
korrelierten Anfangszustand wider. Wie wir in Abschnitt 3.5.1 sehen werden,
gilt die in der zweiten Zeile verwendete Form auch fiir einen Kopplungspara-
meter K # % Abschlieflend sei noch darauf hingewiesen, dafl die unabhéngig
voneinander berechneten 7' = 0 Ergebnisse (3.98) und (3.100) sowie deren
hier nicht angegebenen Verallgemeinerungen fiir T # 0 wie gewiinscht das
Fluktuations-Dissipations-Theorem [54]

S, (w) = hcoth(hfw/2) X2 (w) (3.102)

erfiillen.

3.3.2 Die 7,-Korrelationsfunktion

Betrachten wir zuerst die symmetrisierte Korrelationsfunktion S, (t). Verteilt
man in Gl. (3.80) die Phasenfaktoren cos(mK) auf die kollabierten Dipole wie
in Gl. (3.83), so bleibt ein Faktor cos(mK) iibrig. Deshalb verschwindet SE(t)
linear mit « fiir K — 1. Der Beitrag S;'(¢) ist dagegen endlich und wird in
Abb. 3.7 diagrammatisch dargestellt. Hier verldit das System bis zur Zeit
Null den Anfangssojourn 7 nicht. Dann springt es in den Blip & = —n, in
dem es bis zur Zeit t verbleibt. Dieser Blip ist durch einen CS-Formfaktor
gedresst. Insgesamt erhélt man das geddmpft oszillatorische Verhalten

S, (t) = SA(t) = cos(et) e /2 . (3.103)

Da zu S2(¢) nur kollabierte Sojourns beitragen und das Kurzzeitverhalten
der Wechselwirkung temperaturunabhéngig ist, gilt das Ergebnis (3.103) fiir
beliebige Temperaturen.

Wenden wir uns nun der Antwortfunktion x,(¢) zu. Der Beitrag von Klas-
se A ist in Abb. 3.8 oben dargestellt. Im negativen Zeitast folgt auf den
ungedressten Anfangssojourn erst ein ausgedehnter Blip und anschliefend
ein ausgedehneter Sojourn. Beide Intervalle sind dabei durch einen CS- bzw.
CB-Formfaktor gedresst. Zur Zeit Null springt das System schlief$lich in einen
Blip, in welchem es bis zur Zeit ¢ bleibt. Auch dieser Blip ist mit einem CS-
Formfaktor versehen. Insgesamt lautet das Ergebnis

2 o /
X (t) = Z A? sin(et) e /2 / drdse™ @ sin(er) e ™2 e . (3.104)
0
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to 0 ¢

Abbildung 3.7: Das zu Sy (t) beitragende Diagramm. Die kleinen Kreise entsprechen
den Ubergangen, die aufgrund des modifizierten Influenzfunktionals nicht mit Badkor-
relationen verkniipft sind.

Nun entspricht das Doppelintegral zusammen mit dem Faktor A? gerade
dem thermischen o,-Erwartungswert, Gl. (3.87). Damit erhélt man wiederum
exponentiell gedampfte Oszillationen,

X2 (t) = (2/h) (0.) 5 sin(et) e 72 . (3.105)

Die Ursache dafiir liegt in den in jedem Intervall auftretenden exponentiellen

Formfaktoren.
—(—D—J—I—‘————D———ﬂ

ﬁ_ﬂ__t_ﬂ_.

to 0 t

Abbildung 3.8: Die Diagramme fiir x(¢) (oben) und xB(¢) (unten).

Kommen wir nun zum Beitrag der Klasse B. Aus Gl. (3.82) erkennt man,
dafBl zu xB(¢) zwei Summanden beitragen. Beim zweiten Summanden in der
geschwungenen Klammer treten dabei zwei Phasenfaktoren cos(7K) mehr
auf, als es kollabierte Dipole gibt. Dieser Beitrag verschwindet also fiir K — 0
wie k2. Den einzigen Beitrag fiir K — % liefert also der erste Summand, und
das entsprechende Diagramm ist in Abb. 3.8 unten dargestellt. Hier springt
das System aus dem ungedressten Anfangssojourn zur Zeit —7 in einen Blip,
in welchem es bis zur Zeit Null verweilt. Dann geht es in einen Sojourn der
Dauer s iiber, welcher von einem Blip bis zur Zeit ¢ abgelost wird. Beide
Blipintervalle sind wieder durch einen CS-Formfaktor gedresst. Der Sojourn
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im positiven Zeitast ist dagegen wegen des Faktors &,1 in Gl. (3.82) frei
von kollabierten Blips. Damit erhalten wir einen Dipol der Lénge 7 + s, der
sich {iber beide Zeitéste erstreckt. Die Wechselwirkung beider Dipolladungen
fiihrt somit zu Korrelationen zwischen dem negativen und dem positiven
Zeitast. Man erhélt

A2 00 t ,
Xo(t) = ?/ dT/ ds e Q) 1 HT=9/2 cogle(t — 7 — 5)] . (3.106)
0 0

Substituiert man die Dipolldnge 7+ s als neue Integrationsvariable und fiihrt
die verbleibenden Integrationen durch, so ergibt sich

Xo(t) = (2/h) [ sin(et) F5(t) + cos(et) F(t)] (3.107)
mit der in Gl. (3.90) definierten Funktion F5(t) und

AQ

Fy(t) = 2

/ dre” @D sin(er)[e M2 — e tF/2 ] (3.108)
0

Diese Funktion unterscheidet sich von dem in Gl. (3.89) definierten F}(t) nur
durch das Minus-Zeichen vor dem letzten Term. Mit Gl. (3.104) sieht man
aber, daB x2(t) gerade dem doppelten dieses Terms entspricht. Insgesamt
erhélt man fiir die Antwortfunktion also das Resultat

Xz (t) = (2/R) [sin(et) Fi (t) + cos(et) Fa(t)] - (3.109)

Im asymptotischen Langzeitregime t > 1/ erhilt man aus Gl. (3.109) mit
Gl (3.92) und (3.93) fir T'=10

8 2 1

() I A——— 3.110
Xa(t) Th R A (3.110)

Dieses algebraische Zerfallsgesetz folgt allein aus dem Beitrag der Klasse B.
Da das Sojournintervall s nicht durch einen CB-Formfaktor e™* gedresst ist,
wird dieses Intervall im asymptotischen Bereich ¢ > 1/ sehr lang, s &~ t. Das
1/t-Verhalten in Gl. (3.110) ist eine Folge der unabgeschirmten Intradipol-
oder Ladungs-Ladungs-Wechselwirkung, e=@'® o 1/t fiir K = %

Fiir tiefe, aber endliche Temperaturen gilt das algebraische Langzeitver-
halten im intermedidren Zeitregime 1/vy < t < hf. Im asymptotischen Be-
reich ¢ > R > 1/ tritt dagegen ein exponentieller Zerfall auf,

16 72 1 e—ult/Q

=—— 3.111
Ry 2 + 4€2 b3 ’ ( )

Xz(t)
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wobei die Zerfallsrate der halben Matsubarafrequenz 14 entspricht. Erst fiir
hohere Temperaturen h3 < 1/ zerfillt der Beitrag x2(¢) langsamer als
x2(t), und die Zerfallsrate ist dann durch /2 gegeben.

Die obigen Ergebnisse fiir S, (), Gl. (3.103), sowie x.(t), Gl. (3.109), sind
unabhéngig voneinander berechnet worden. Zur Kontrolle kénnen wir nun
iiberpriifen, ob sie mit dem Fluktuations-Dissipations-Theorem

Sz(w) = hcoth (hfw/2) Xi(w) (3.112)

in Einklang stehen. Bildet man die Fouriertransformierten von S, (¢) und
Xz (%), so erhdlt man fiir die Spektralfunktion S, (w) und den Imaginérteil der
dynamischen Suszeptibilitit x,(w) die Ausdriicke

v?/4 4 w? + €
(12/4+ w? + )2 — de2w? ’
B 2/4 4 W2 4 €2
X;/(w)zztanh ~ T/t e te .
h 2kgT ) (72/4 4+ w? + €2)? — 4e2w?
Diese erfiillen Gl. (3.112). Der Realteil x’ (w) der dynamischen Suszeptibilitét
ist durch (wir setzen der Einfachheit halber € = 0)

oy 8y 1 1 hBy 1 hBw
Xﬁw—;%¥:ZEReV(§+2?>—¢G*”E;ﬂ (3:.114)

Se(w) =7
(3.113)

gegeben. Die lineare statische Suszeptibilitat

W= Tw—0= [ ) (3115)
0
divergiert also logarithmisch fiir 7" — 0,
ArkgT
g = 8 g (dmkely (3.116)
mhry hry

Die Antwort des Systems auf eine zeitunabhéngige Stérung o &, kann da-
mit fir K = % nicht im Rahmen der Linearen Antworttheorie beschrieben
werden.

Die in diesem Abschnitt erhaltenen Ergebnisse fiir die Korrelationsfunk-
tionen konnen auch in einer fermionischen Darstellung berechnet werden.
Dabei nutzt man die in Abschnitt 3.2.1 erwiihnte Aquivalenz des Spin-Boson-
Modells fiir K = % mit dem Toulouse-Limes des anisotropen Kondo Modells
bzw. des Resonance-Level Modells aus [5]. Die o,-Korrelationsfunktion im
Resonance-Level-Modell entspricht der ,-Korrelationsfunktion im Spin-Bo-
son Modell, wahrend die o.-Korrelationsfunktion in beiden Modellen iden-
tisch ist. Die Untersuchung im Rahmen des Spin-Boson-Modells ist besonders

1

vorteilhaft, wenn wir den speziellen Fall K = 5 verlassen.
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3.4 Der Fall K = % — K

3.4.1 Entwicklung um K = %

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir den Fall K = % in analytischer Form
behandelt, indem wir das Konzept der kollabierten Blips und Sojourns ange-
wendet haben. Nun sollen die Korrelationsfunktionen im Bereich K = % —K
mit Kk < 1 untersucht werden. Dabei sind wir insbesondere am asymptoti-
schen Langzeitverhalten der verschiedenen Beitrége interessiert.

Fiir ein endliches  ist der Phasenfaktor cos(mK) =~ mwx von Null verschie-
den. Deshalb tragt zu dem Integral iiber eine Diplolénge nicht nur der im
Limes k — 0 wie 1/ divergierende Kurzzeitanteil bei. Beginnend mit der
Ordnung x° treten auch Beitrige aus dem Bereich lingerer Zeiten auf. Ein
Dipol ist folglich fiir K = % — k nicht notwendigerweise kollabiert. Wir tei-
len also das Integral iiber eine Dipolldnge, in zwei Beitrdge auf: den Beitrag
I, (K), der sich aus der Integration iiber den Kurzzeitbereich 0 < 7 < 1/5
ergibt, und den Beitrag I(K) aus dem Zeitregime 7 > 1/4. Die inverse effek-
tive Zeitskala 4 wird dabei selbstkonsistent durch den Kurzzeitanteil I; (K)
bestimmt. Es ist

1/ 1
Il(K = % — K}) = A27T/<L/O dTm (3117)
=A(K =1 — k) my(w/7)*=7. (3.118)

Der Kurzzeitanteil [;(K) kann wiederum als nichtwechselwirkender kolla-
bierter Dipol aufgefafit werden und wird wie fiir den Fall K = % beschrieben
behandelt. Alle moglichen Anordnungen von kollabierten Dipolen innerhalb
eines Sojourn- oder Blipintervalls der Lénge s bzw. 7 fithren also zu einem
CB-Formfaktor e~7* bzw. zu einem CS-Formfaktor e~ 77/2. Die grundlegende
Idee besteht nun darin, die Beitrdge der ausgedehnten Blip- und Sojourn-
intervalle mit 7;, s; > 1/% systematisch zu beriicksichtigen. Da der fiihrende
Beitrag zu I3(K) von der Ordnung & ist, liegt es nahe, die Korrelationsfunk-
tion nach der Anzahl ausgedehnter Dipole zu entwickeln. Selbstverstandlich
ist dies ist keine strenge Entwicklung in k, da jeder ausgedehnte Dipol auch
hohere Korrekturen in x enthélt. Diese Vorgehensweise erlaubt es jedoch, die
Struktur der Diagramme und damit das Langzeitverhalten der Korrelations-
funktion in beliebiger Ordnung von x zu bestimmen.

Durch Einfiigen von m ausgedehnten Dipolen in das entsprechende Dia-
gramm fir K = § (d.h. die Ordnung x°) erhalten wir einen Beitrag von
Ordnung ™ und hoher. Jeder dieser ausgedehnten Dipole ist dabei wieder
durch CB- oder CS-Formfaktoren gedresst. Die Struktur und das Langzeit-
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verhalten dieser Diagramme wird im wesentlichen durch die folgenden Regeln
bestimmt, die sich aus den formal exakten Ausdriicken ergeben:

1. Das Einfiigen eines ausgedehnten Sojourns in ein gedresstes Blipinter-
vall ergibt das in Abb. 3.9 oben dargestellte Diagramm, wohingegen das
Einfiigen eines ausgedehneten Blips in ein gedresstes Sojournintervall
in Abb. 3.9 unten dargestellt ist.

2. In einen ausgedehnten Sojourn, der fiir K = % ungedresst ist, konnen

auch fir K = % — k weder kollabierte noch ausgedehnte Blips eingefiigt
werden. Ersteres wird durch die Gewichtsfaktoren &;,; der nachfol-
genden Blips gewihrleistet, und Letzteres liefert keine Diagramme, die
nicht schon durch Regel 1 beriicksichtigt sind.

3. Ein ausgedehnter Dipol, der mit einem CB- oder CS-Formfaktor verse-
hen ist, hat eine effektive Lange von der Groflenordnung 1/4 und fiihrt
nicht zu einem algebraischen Zerfall der Korrelationsfunktion.

4. Ein ausgedehneter Dipol ohne CB- oder CS-Formfaktor hat eine Léange
T > 1/7, die letzten Endes nur durch die Zeit ¢ begrenzt wird. Er ist
also sensitv fiir die unabgeschirmte Wechselwirkung der Ladungen auf
beiden Seiten des Intervalls. Je nachdem, ob diese Ladungen nun gela-
dene oder neutrale Cluster bilden, ist der fithrende Term die Ladungs-
Ladungs- oder die Dipol-Dipol-Wechselwirkung.

Wir wenden diese Regeln im folgenden auf die o,- und 7,- Korrelationsfunk-
tion an.

Abbildung 3.9: Einfiigen ausgedehnter Dipole nach Regel 1.

3.4.2 Die o0.-Korrelationsfunktion

Beginnen wir mit der Antwortfunktion y,(¢). In Ordnung ™ ist das in
Abb. 3.6 dargestellte Diagramm durch m ausgedehnte Dipole zu ergénzen.
Nach Regel 1 kénnen diese sowohl in den ausgedehnen Blip als auch in den
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ausgedehnten Sojourn im positiven Zeitast eingefiigt werden (Vgl. Abb. 3.9).
Da im Endeffekt alle ausgedehneten Intervalle im positiven Zeitast gedresst
sind, geniigt x.(t) nach Regel 3 einem exponentiellen Zerfallsgesetz, und die
Zerfallskonstante ist bis auf Faktoren durch 4 gegeben.

Wenden wir uns nun der symmetrisierten Korrelationsfunktion S,(t),
Gl. (3.23) zu, deren Langzeitverhalten fiir tiefe Temperaturen i3 > 4 von
dem Beitrag K(t), Gl. (3.24), dominiert wird. Das entsprechende Diagramm
fir K = %, d.h. in Ordnung x°, ist in Abb. 3.5 dargestellt. Die in hheren
Ordnungen von x hinzukommenden ausgedehnten Dipole werden nach Re-
gel 1 in die gedressten Intervalle eingefiigt. Dagegen bleibt geméfi Regel 2
der jeweils erste Sojourn in jedem Zeitast frei von kollabierten Blips. Da die
gedressten Intervalle eine effektive Lénge von 1/4 haben, ist die Linge des
ersten Sojourns im positven Zeitast im Grenzfall ¢ > 1/4 also in etwa t.
Das Langzeitverhalten wird nach Regel 4 durch die Wechselwirkungen der
Ladungen auf beiden Seiten dieses Intervalls bestimmt. Das ist in diesem Fall
die Dipol-Dipol-Wechselwirkung, welche fiir " = 0 zu einem algebraischen
Zerfallsgesetz oc 1/t fiihrt. Dieser Punkt soll in Abschnitt 3.5.1 genauer
ausgefiihrt werden.

3.4.3 Die 7,-Korrelationsfunktion

Zunichst behandeln wir wieder die Antwortfunktion und beginnen mit dem
Beitrag der Klasse A, Gl. (3.81). In Ordnung ™ wird das Diagramm fiir
x2(t), Abb. 3.8 oben, durch m ausgedehnte Dipole erginzt, die mit Aus-
nahme des ersten Sojourns beliebig innerhalb des negativen oder positiven
Zeitastes verteilt werden konnen. Jedes Intervall im positiven Zeitast ist also
durch CB- oder CS-Formfaktoren gedresst. Nach Regel 3 zerfilllt x2(t) damit
exponentiell schnell.

Betrachten wir nun den Beitrag zu x2(¢), der von dem ersten Summanden
in der geschwungenen Klammer in Gl. (3.82) herriihrt. Dieser Beitrag, wel-
cher als xB1(¢) bezeichnet werden soll, ist fiir K = % in Abb. 3.8 dargestellt. In
der Ordnung ™ werden m ausgedehnte Sojourns in die beiden Blipintervalle
eingefiigt. In das erste Sojournintervall zu positiven Zeiten kann nach Regel
2 jedoch kein ausgedehnter Blip eingeschoben werden. Im asymptotischen
Bereich ¢ > 1/7 ist die Lénge dieses Sojourns also in etwa t. Auf beiden Sei-
ten dieses Intervalls gibt es je eine UberschuBladung, deren Wechselwirkung
e~ @' ® o t~0-2%) fiir T = 0 nach Regel 4 das Langzeitverhalten von 21 (#)
bestimmt. Dieses algebraische Zerfallsgesetz gilt in allen Ordnungen m, und
nur der Vorfaktor hangt von der Anzahl der ausgedehnten Dipole ab. Begin-
nend mit der Ordnung 2 treten auch Beitriige des zweiten Summanden in
der geschweiften Klammer von Gl. (3.82) auf, den wir x22(¢) nennen wollen.
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In den entsprechenden Diagramme ist nun im Gegensatz zu x5 (t) auch der
erste Sojourn zu positiven Zeiten gedresst. Dies liegt daran, dal der Faktor
.41 in der Reihenentwicklung fiir x22(¢) fehlt. Dieser Beitrag zerfillt also
exponentiell schnell, und das dominierende Langzeitverhalten der Antwort-
funktion x,(t) oc t~(=2%) riihrt ausschlieBlich von xB!(t) her.

Von der symmetrisierten Korrelationsfunktion soll zunéchst der Beitrag
der Klasse A, Gl. (3.79), betrachtet werden. Das Diagramm in Abb. 3.7 ist in
héheren Ordnungnen von s durch ausgedehnte Sojourns zu ergédnzen. Dabei
ist jedes Blip- und Sojournintervall gedresst, und S2(t) zerfillt exponentiell
schnell auf der Zeitskala 1/7.

Wie schon in Abschnitt 3.3.2 betont wurde, ist der fithrende Beitrag zu
SB(t) von der Ordnung x. Man erhélt

2 o] t
SB(t) = —7mA— / dT/ ds e~ Q' (7+9) g=i(t+7=5)/2 {6_:’8 -1}
2 Jo 0 (3.119)
X cos[e(t—1—3s)].
Aufgrund der Einschrankung in der {-Summation in Gl. (3.80) kommt im
Sojournintervall s immer mindestens ein kollabierter Blip vor. Deshalb muf
vom CB-Formfaktor 7% in der geschweiften Klammer der Beitrag eines un-
gedressten Sojourns (d.h. eine Eins) subtrahiert werden. Substituiert man
T + s als neue Integrationsvariable, so kénnen die verbleibenden Integratio-

nen durchgefithrt werden. Ersetzt man in den Funktionen Fy(t) und F3(t),
Gl (3.90) und (3.108), schlieBlich v durch 4, so erhdlt man das Ergebnis

SB(t) =7k { [ cos(et)Fy(t) + sin(et) F3(t) |
AQ

2

+1 /OOdT e~ QM= ATHD/2 coge(t — 7)) ) } :

Der fithrende Term fiir lange Zeiten ¢ > 1/7 ist die erste Zeile in Gl. (3.120),
und es folgt

¢
( / dr 7e” @M1/ cogle(t — 7)) (3.120)
0

;5/2 1 1-2k
SE(t) =4k —— | = : 3.121
0 = 1 s (5 (3.121)
Der algebraische Zerfall fiir k # 0 hat seine Ursache in dem subtrahierten
Term in der geschweiften Klammer von Gl. (3.119). Es zeigt sich, daf§ diese
Subtraktion und damit das asymptotische Verhalten o t~(=2%) auch in al-
len hoheren Ordnungen von k auftritt. Der Vorfaktor dieses Zerfallsgesetzes
verschwindet fiir kK — 0, und zur symmetrisierten Korrelationsfunktion tragt
dann nur der exponentiell schnell zerfallende Term S2(t) bei, Gl. (3.103).
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3.5 Langzeitverhalten fiir allgemeine K < 1

Von der Struktur der Diagramme fiir K :% — K ausgehend sind wir nun in
der Lage, das Langzeitverhalten der Korrelationsfunktionen fiir ein allgemei-
nes K < 1 abzuleiten. Der wesentliche Unterschied zum Fall K = % besteht
darin, daf§ die CB- und CS-Formfaktoren, die in ein ausgedehntes Intervall
eingefiigt werden, geédndert werden miissen. Fiir den Fall K = % — K sind
die entsprechenden Ersetzungen in niedrigster Ordnung in Abb. 3.9 darge-
stellt. Im allgemeinen treten anstelle von nichtwechselwirkenden kollabierten
Blips und Sojourns wechselwirkende ausgedehnte Dipole auf. Es ist dann
nicht mehr moglich, die grolkanonische Summe in analytischer Form aufzu-
summieren. Die vielen Blip-Ladungen bilden jedoch Cluster, die wegen des
wechselnden Vorzeichens der Ladungen auf einen Zeitbereich von etwa 1/Ag
beschrankt sind, wobei Aqg die in Gl. (2.17) definierte effektive Frequenz ist.
Treten dabei keine ungedressten Intervalle auf, so bilden alle Ladungen zu-
sammen einen neutralen Cluster. Ein solcher Beitrag zerféllt exponentiell mit
einer Zerfallskonstanten von ungefiahr Aqg. Nach Gl. (2.17) gehen in ein sol-
ches exponentielles Zerfallsgesetz sowohl System- als auch Badparameter ein.
Ein algebraisches Zerfallsgesetz tritt dagegen dann auf, wenn zwei Cluster
durch einen ungedressten Sojourn im positiven Zeitast voneinander getrennt
sind. Im asymptotischen Langzeitbereich ¢ > 1/A.4 hat dieser Sojourn dann
eine Lénge von ungefahr ¢, und das Zerfallsgesetz wird durch die unabge-
schirmte Wechselwirkung zwischen den beiden Clustern bestimmt. Sind die
Cluster neutral, so ist der fithrende Beitrag die Dipol-Dipol-Wechselwirkung.
Sind sie geladen, so riihrt das filhrende Verhalten von der Ladungs-Ladungs-
Wechselwirkung her. In beiden Fillen ist die Wechselwirkung allein von der
spektralen Dichte des Bades bestimmt und in die algebraischen Zerfallsge-
setze gehen keine Systemparameter ein.

3.5.1 Die o.-Korrelationsfunktion

Beginnen wir die Diskussion des asymptotischen Langzeitregimes ¢ > 1/Ag
mit der o,-Korrelationsfunktion. Fiir x,(¢) tritt ein einziger neutraler Cluster
auf, welcher sich vom negativen zum positiven Zeitast erstreckt. Das bedeu-
tet, daB x,(t) exponentiell schnell abfillt, wobei die Zerfallskonstante in etwa
durch A.g gegeben ist.

Die symmetrisierte Korrelationsfunktion S, (t) besteht nach Gl. (3.23) aus
drei Beitrégen. Das Diagramm fiir den ersten Term Pj(¢) ist dabei nur im
positiven Zeitast definiert und besteht aus einem neutralen Cluster: dieser
Beitrag zerfallt also exponentiell mit einer Zerfallskonstanten von ~ Agg. Der
Beitrag K(t), Gl. (3.24), ist in Abb. 3.10 schematisch dargestellt. In jedem
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— + h

to 0 t

Abbildung 3.10: Schematische Darstellung der Ladungsanordnung im Langzeitbereich:
der Beitrag K;(t) zu S,(t) (oben) und der Beitrag der Klasse B zu S, (t) und x(t)
(unten). Ein Kreis symbolisiert einen neutralen Cluster, wahrend ein Kreis mit + oder
— Zeichen fiir einen geladenen Cluster steht.

Zeitast tritt ein neutraler Cluster auf. Da in beiden Zeitdsten die ersten So-
journs ungedresst und damit sehr lang sind, sitzen die beiden Cluster nahe
des Ursprungs der Zeitachse bzw. nahe der Zeit ¢. In der filhrenden Ordnung
wird die Wechselwirkung zwischen den Clustern vernachléssigt, und die bei-
den Cluster konnen mit den Erwartungswerten (o,)s = lim;_, P,(t) sowie
P,(t) identifiziert werden [7]. Dies liefert einen Beitrag (0,)sP,(t) zu K(t),
welcher sich aber exponentiell schnell dem in Gl (3.23) subtrahierten Term
(0.)% anndhert. Das fithrende Langzeitverhalten von S, (t) riihrt also von der
néchsten Ordnung in K(t) her, welche die Wechselwirkung zwischen den
neutralen Clustern mitberiicksichtigt. Der dominierende Beitrag stammt da-
bei von der Dipol-Dipol-Wechselwirkung, die durch die zweite Zeitableitung
der Ladungswechselwirkung (2.43) bestimmt ist,

A (m/hpB)?
Q'(t) = 2K _— ) (3.122)

Die beiden Cluster, die fiir sich wieder eine unendliche Reihe in A? darstellen,
kénnen nun mit_.hf(,(zo) /2 = 0(0,)p/0¢ identifiziert werden [7]. Fir T" = 0
erhilt man mit @'(t) = —2K/t? schlieflich das algebraische Verhalten [7]

2 1

S.(t) = —2K [hxV/2] =

(3.123)
Das Zerfallsgesetz wird also allein durch die spektrale Dichte des Bades be-
stimmt, und Systemparameter gehen nur in den Vorfaktor ein. Der Exponent
des universellen Potenzgesetzes ist unabhéngig von der Kopplungsstiarke K,
und der Wert 2 ist eine Folge der Ohmschen Dissipation. Im Frequenzregime
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entspricht Gl. (3.123) der verallgemeinerten Shibarelation
S.(w — 0) = 20K [7x9/2]% |w] . (3.124)

Mit Hilfe des FDT, Gl. (3.102), kénnen wir dann auch das Niederfrequenz-
verhalten von Y”(w) angeben,

X (w — 0) = (2rK/h) [hx©9/2]%w . (3.125)

Als Konsequenz des exponentiellen Zerfalls von y,(t) ist diese Funktion im
statischen Limes reguldr, wohingegen der algebraische Zerfall von S,(t) das
singuldre Verhalten o |w| in Gl. (3.124) zur Folge hat.

Aus der Form (3.122) folgt, dal das Gesetz (3.123) bei endlichen Tempe-
raturen im intermediéren Bereich 1/A.4 < t < hf. Fiir ¢t > hf nimmt die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung (3.122) dagegen die Form

Q'(t) = —8K(n/hB)% e (3.126)

mit der bosonischen Matsubarafrequenz vy = 27/hf an. Daraus folgt fiir die
o,-Korrelationsfunktion im asymptotischen Langzzeitbereich ¢ > hf3, 1/Aqg
das exponentielle Zerfallsgesetz

S.(t) = —8K (m/hB)2[Ax® /2] et . (3.127)

Erst fiir hohe Temperaturen i3 < 1/Ag zerfallen die mit einer Zerfallskon-
stanten ~ A.g abklingenden Beitriage zu S, (t) langsamer als der Dipol-Dipol
Term (3.127) und bestimmen dann das fithrende Langzeitverhalten.

3.5.2 Die 7,-Korrelationsfunktion

Betrachten wir nun die &,-Korrelationsfunktion fiir £ > 1/A.g. In Klasse A
tritt ein einziger neutraler Cluster auf, welcher sich vom negativen zum po-
sitiven Zeitast erstreckt. Folglich geniigen sowohl S2(¢) als auch xA(¢) einem
exponentiellen Zerfallsgesetz. Die Beitrége der Klasse B sind in Abb. 3.10
schematisch dargestellt. In jedem Zeitast tritt ein geladener Cluster auf, und
nur beide Cluster zusammen sind neutral. Da die jeweils ersten Sojourns in
beiden Zeitdsten ungedresst sind, befinden sich die beiden Cluster nahe von
t' = 0 bzw. t' = t. Sie wechselwirken miteinander durch die unabgeschirmte
Wechselwirkung zwischen zwei entgegengesetzten Ladungen,

: h AV
e QM = [ﬂ sinh <W—>} . (3.128)

™
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Diese Wechselwirkung ist durch die spektrale Dichte der Umgebung festgelegt
und bestimmt das Langzeitverhalten von S2(#) und x2(¢). Im Regime ¢ >
1/Acg dominieren diese Beitrdge von Klasse B iiber die exponentiell schnell
abfallenden Beitrage von Klasse A. Fiir T = 0 erhalten mit Gl. (3.128) wir
somit
Sp(t) x e @W o2 KL (3.129)
Yo(t) oc e @ o 72K (3.130)

Damit zerfillt die &,-Korrelationsfunktion fiir 7" = 0 nach einem algebrai-
schen Potenzgesetz. Im Gegensatz zur o,-Korrelationsfunktion (3.123) han-
delt es sich dabei aber um ein nichtuniverselles Gesetz, da der Exponent mit
der Kopplungsstirke K zunimmt. Eine #hnliche Argumentation im Rahmen
eines Imaginérzeitformalismus ist in Ref. [51] zu finden.

Fiir tiefe, aber endlicher Temperaturen gelten die Zerfallsgesetze (3.129)
und (3.130) wiederum in dem intermedidren Bereich 1/Ag < t < hf.
Dagegen zeigen die 7,-Korrelationsfunktionen im asymptotischen Regime
t> h0, 1/Aeg mit Gl (3.128) das exponentielle Verhalten

Sa(t)
X (t)

Die Zerfallskonstante ist dabei durch den K-fachen Wert der niedrigsten
bosonischen Matsubarafrequenz vy = 27 /hf3 gegeben. Erst fiir hohe Tempe-
raturen i < 1/A.g zerfallen die Beitrdge von Klasse A mit einer Zerfalls-
konstanten ~ A.g langsamer als jene von Klasse B und bestimmen dann das
fithrende Langzeitverhalten.

Betrachten wir nun die Fouriertransformierten der Korrelationsfunktio-
nen. Aus Gl. (3.130) ergibt sich fiir den Real- bzw. Imaginérteil der dynami-
schen Suszeptibilitdt das algebraische Verhalten

e~ fnt K+#3 (3.131)

X
oc e Kt (3.132)

o(w — 0) o< |w]?E7T 0<K<3 (3.133)

r(w — 0) o< sgn(w) [w|*571, 0<K<1. (3.134)

T

Mittels der FDT-Relation (3.112) fir 7" = 0 erhélt man mit Gl. (3.134) fiir
die Spektralfunktion das Verhalten S,(w — 0) o |w|*!~1. Die Riicktransfor-
mation ins Zeitregime bestétigt dann Gl. (3.129). Als Nebenprodukt erhalten
wir eine Beziehung zwischen den Vorfaktoren in den Ausdriicken (3.129) und

(3.130),

Su(t) = (1)2) cot(TK) xu(t) , > 1/Aug . (3.135)
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Die besondere Rolle des Falls K = % ist hier leicht abzulesen. In diesem Fall
verschwindet wegen cot(m/2) = 0 die rechte Seite und damit der Vorfaktor
des 1/t-Gesetzes fiir S;(t), und es bleiben nur die exponentiell schnell zerfal-
lenden Beitriige zu S, (¢) iibrig, Gl (3.103). Fiir den Wert K = § — x wird
die Relation (3.135) in Ordnung x durch die Ergebnisse (3.110) und (3.121)
mit cot(mK) ~ 7k bestétigt.

Nach den Zerfallsgesetzen (3.129) und (3.130) zerfallen die Korrelations-
funktionen mit wachsendem Kopplungsparameter K schneller. Dabei sind
allerdings zwei qualitativ verschiedene Bereiche zu unterscheiden. Je nach-
dem, ob der Kopplungsparameter K iiber oder unter dem Wert % liegt, fithrt
das asymptotische Verhalten von x,(t) zu einem unterschiedlichen Verhal-
ten der linearen (d.h. ¢ = 0) statischen Suszeptibilitit ¥ = ¥’ (w = 0),
Gl (3.115). Im Bereich K < § zerféllt die Antwortfunktion x,(¢) langsam,
so dafl die lineare statische Suszeptibilitit divergiert. Dies sieht man zum
einen an der Suszeptibilitdt (3.133), welche im statischen Limes algebraisch
divergiert. Zum anderen kénnen wir mit Gl. (3.128) auch die statische Sus-
zeptibilitét fiir endliche Temperaturen betrachten, )2;0) o T?571 welche wie-
derum im Limes 7" — 0 algebraisch divergiert. Diese Divergenz bringt zum
Ausdruck, da das System &uflert sensibel auf eine kohédrenzinduzierende
Storung o 7, reagiert und die Antwort des Systems nicht mehr im Rahmen
der Linearen Antworttheorie beschrieben werden kann. Dieser Bereich K < %
ist gerade das kohérente Regime, in welchem der Erwartungswert (o, (t)) bei
geeigneten Anfangsbedingungen geddmpfte Oszillationen ausfiihrt [47, 51].
Im Gegensatz dazu féllt x,(¢) oberhalb der Phasengrenze K = % schnell ge-
nug ab, so dafl )Z:([O) endlich bleibt und das System also nur schwach auf eine
kohérenzinduzierende Storung reagiert. Dies ist das inkohédrente Regime, in
welchem (o, (t)) exponentiell zerfillt. Beim Wert K = 1 tritt also ein dyna-
mischer Phaseniibergang auf, und das Verhalten der statischen Suszeptibiliét
)2;0) spiegelt damit die intrinsischen Kohérenzeigenschaften des Systems wi-
der. Diese Eigenschaften der Suszeptibilitdt wurden in Ref. [51] numerisch
verifiziert.

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir im Rahmen eines Realzeit-Pfadintegralzugangs
die Gleichgewichtskorrelationsfunktion des Kohérenzoperators &, im Spin-
Boson-Modell behandelt. Es stellt sich heraus, daf§ diese Funktion infolge
der Polaron-Transformation eine universelle Grofle ist. Als Preis dafiir muf
aber die Elimination der Badmoden neu betrachtet werden. Man erhélt ein
verallgemeinertes Influenzfunktional, welches durch die Einfithrung von mo-
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difizierten Pfaden wieder in die iibliche Form gebracht werden kann. Es wur-
den formal exakte Reihenentwicklungen fiir die &,-Korrelationsfunktion bei
beliebigem Kopplungsparameter K abgeleitet, die im Spezialfall K = % in
analytischer Form aufsummiert werden konnten. Basierend auf der Struktur
der Diagramme fiir K = % — k wurde ein diagrammatischer Zugang ent-
wickelt, um das Langzeitverhalten fiir beliebige K herausarbeiten und mit
jenem der o,-Korrelationsfunktion vergleichen zu kénnen. Demnach wird das
Zerfallsgesetz durch die Anordnung und Wechselwirkung der Ladungen be-
stimmt. Ein algebraischer Zerfall fiir 7" = 0 tritt dann auf, wenn im asymp-
totischen Langzeitbereich ein ungedresstes Intervall sehr lang wird und die
Blip-Ladungen links und rechts davon in zwei getrennte Cluster aufteilt. Die
unabgeschirmte Wechselwirkung zwischen den Clustern bestimmt dann di-
rekt das Langzeitverhalten. Bei der o,-Korrelationsfunktion treten zwei neu-
trale Cluster auf. Die fithrende Wechselwirkung ist dann die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung, die fiir T = 0 zu einem universellen 1/t>-Zerfallsgesetz
fithrt. Bei der 7,-Korrelationsfunktion sind die beiden Cluster dagegen gela-
den, und die Ladungs-Ladungs-Wechselwirkung liefert fiir 7' = 0 das nicht-
universelle 1/t*!-Verhalten. Dieses Gesetz spiegelt den Verlust an Kohiirenz
mit steigender Kopplungskonstanten K wider, und der Wert K = % markiert
den Phaseniibergang von kohédrentem Tunneln zu inkohérenter Relaxation.

Wir haben also folgendes einfache Bild fiir das Langzeitverhalten: die
jeweilige Korrelationsfunktion legt fest, wie sich die Ladungen im Langzeit-
bereich gruppieren, d.h. ob die Cluster geladen oder neutral sind. Das Zer-
fallsgesetz wird dann durch die Wechselwirkung zwischen den beiden Clu-
stern festgelegt. Da die Wechselwirkung zwischen den Ladungen eine Folge
der Ausreduktion der Badfreiheitsgrade ist, wird das Langzeitverhalten der
Korrelationsfunktionen ausschliellich durch die Eigenschaften des Bades be-
stimmt. Die Parameter des Systems gehen nicht in das eigentliche Zerfalls-
gesetz, sondern lediglich in den Vorfaktor ein.

Daraus konnen wir schliefen, dafl auch Korrelationsfunktionen in ver-
schiedenen Modellsystemen nach dem gleichen Zerfallsgesetz abfallen, sofern
sich die entsprechenden Ladungen im Langzeitbereich in vergleichbarer Wei-
se anordnen. Dieser Punkt soll in Kapitel 6 untersucht werden. Wir werden
dann dieses diagrammatische Bild wieder aufgreifen, um das Langzeitver-
halten der Stromkorrelationsfunktion im dissipativen Tight-Binding-Modell
abzuleiten.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in den Arbeiten [12, 13, 14| veroffent-
licht worden.



Kapitel 4

Nichtadiabatischer
Elektrontransfer

Im letzten Kapitel haben wir Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-Modell
untersucht und dabei eine diagrammatische Methode herausgearbeitet, mit
welcher das Langzeitverhalten direkt aus der Anordnung der Ladungen ab-
gelesen werden kann. Dieses Verfahren kann auch auf Erwartungswerte wie
z. B. die Population (o,(t)) angewendet werden. Dann spielt sich die Dyna-
mik nur im positiven Zeitast ab, und alle Ladungen bilden zusammen einen
neutralen Cluster. Damit ergibt sich fiir Erwartungswerte ein exponentielles
Zerfallsgesetz, in welches sowohl System- als auch Badparameter eingehen.
Fiir (o,(t)) beschreibt dieses exponentielle Zerfallsgesetz nicht nur den Be-
reich der inkoh&renten Relaxation, sondern gilt auch im koh&renten Regime,
in welchem es sich auf die Einhiillende der geddmpften Oszillationen bezieht.

In diesem Kapitel werden wir uns auf den inkohédrenten Bereich konzen-
trieren, in welchem die Dynamik vollstéindig durch Ubergangsraten beschrie-
ben werden kann. Dazu mufl die Kopplung an das Warmebad, die Tempe-
ratur oder der Bias hoch genug sein. Diese Bedingungen sind typischerweise
beim Elektrontransfer (ET) erfiillt. Wir werden die Abhiingigkeit der Uber-
gangsrate und damit der Zerfallskonstanten des exponentiellen Gesetzes von
den System- und Badparametern fiir verschiedene Spektraldichten detailliert
untersuchen und dabei den Schwerpunkt auf die Parameterbereiche legen,
welche fiir den ET von besonderer Bedeutung sind. Dennoch sind viele Er-
gebnisse dieses Kapitels auch fiir weitere der in Abschnitt 2.3 dargestellten
Systeme giiltig.

Elektrontransferreaktionen spielen in vielen Bereichen der Biologie, Che-
mie und Physik eine zentrale Rolle [11, 55, 56, 57, 58]. Ein wichtiges Beispiel
ist der ultraschnelle primire ET-Schritt in Photosynthese-Zentren, welcher
fiir die hohe Effizienz der Photosynthese verantwortlich ist. Die grundlegen-

80
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den theoretischen Arbeiten zum Elektrontransfer gehen auf Marcus [59] und
Levich [60] zuriick. Sie haben in den fiinfziger Jahren als erste erkannt, daf
die Umgebung bei ET-Reaktionen eine zentrale Rolle einnimmt und behan-
delten deren Einflul auf den elektronischen Freiheitsgrad im Rahmen der
Linearen Antworttheorie. Als Umgebung verstehen wir beispielsweise den
Solventen, in welchem sich der ET abspielt, aber auch interne Schwingungs-
moden des Reaktionskomplexes. Der Transfer des Elektrons vom Donor- zum
Akzeptorzustand ist mit einer Anderung der Bindungslingen und -winkel im
Reaktionskomplex sowie einer Umordnung der Losungsmittelmolekiile ver-
bunden. Deshalb sind Reaktand und Produkt durch eine Barriere der Freien
Energie voneinander getrennt, welche im klassischen Bereich nur mittels ther-
mischer Aktivierung iiberwunden werden kann. Das Elektron kann nur dann
vom Donor zum Akzeptor iibergehen, wenn giinstige Badfluktuationen diese
beiden Zusténde in Resonanz bringen.

Im klassischen Regime ist die Ubergangsrate vom Donor zum Akzeptor
durch zwei Faktoren bestimmt. Zum einen héngt die Rate iiber einen Boltz-
mannfaktor von der Aktivierungsenergie ab. Des weiteren tritt ein Vorfaktor
auf, der die Tunnelwahrscheinlichkeit im Fall der Resonanz beschreibt. Dieser
Faktor hingt von der GréBe des Tunnelmatrixelements, d.h. vom Uberlapp
der beiden elektronischen Wellenfunktionen, ab. In vielen chemischen Reak-
tionen ist das Tunnelmatrixelement A grofler als die typische Badfrequenz
we, und das Elektron kann der Bewegung der Kerne bzw. des Solventen rasch
folgen. Dieser Fall wird als adiabatischer ET bezeichnet. In vielen biologi-
schen Systemen hat man es hingegen mit groflen Abstédnden zwischen Donor
und Akzeptor zu tun, und die entsprechenden Tunnelmatrixelemente sind
klein gegen w, [61]. In diesem Fall wird die Effizienz des Transfers durch die
GroBe des Tunnelmatrixelements bestimmt, und man spricht von nichtadia-
batischem ET.

Verringert man nun die Temperatur in den quantenmechanischen Bereich,
so kann der Ubergang vom Donor zum Akzeptor nicht nur durch thermi-
sche Aktivierung, sondern auch mittels Tunneln der Badmoden durch die
freie Energiebarriere erfolgen. Dieser Effekt hidngt von der genauen Form der
Spektraldichte des Bades ab und fiihrt zu ausgepragten quantenmechanischen
Charakteristiken in den Ubergangsraten. Das Auftreten dieser Quanteneffek-
te in ET-Reaktionen bei tiefen Temperaturen wurde in den letzten Jahrzehn-
ten wiederholt untersucht (siehe z. B. die Referenzen [62, 63, 64, 65, 66]). Den-
noch ist der Ubergang von quantenmechanischem zu klassischem Verhalten
bisher nicht in analytischer Form beschrieben worden.

In den folgenden Kapiteln sollen die quantenmechanischen Eigenschaf-
ten der Ubergangsrate fiir verschiedene Spektraldichten studiert werden. Die
ausgepragtesten Effekte sind dabei die Verschiebung des Ratenmaximums zu
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einem niedrigeren Wert des Bias als im klassischen Fall sowie die Asymmetrie
der Rate um ihr Maximum. Des weiteren soll die allméahliche Ausloschung
der Quanteneffekte mit steigender Temperatur quantitativ untersucht wer-
den. Wir beschrinken uns dabei auf den nichtadiabatischen ET, den wir im
Rahmen des Spin-Boson-Modells behandeln. In Abschnitt 4.1 wird erortert,
in wieweit dieses Modell eine realistische Beschreibung eines ET-Systems
darstellt. In Abschnitt 4.2 wird die Ubergangsrate im klassischen Regime be-
handelt. Daran anschliefend sollen die quantenmechanischen Eigenschaften
der Rate diskutiert werden. Die Basis dazu bildet der Golden-Rule-Ausdruck
fiir die Rate, welcher in Abschnitt 4.3 vorgestellt und diskutiert wird. Der
Fall Ohmscher Dissipation, in welchem die Rate im Quantenregime in ana-
lytischer Form dargestellt werden kann, soll in Abschnitt 4.4 behandelt wer-
den. Besondere Beachtung schenken wir dabei dem Fall grofler Biasenergien
zwischen Donor und Akzeptor. Diese Situation ist bisher bei tiefen Tempe-
raturen abgesehen von einigen numerischen Ergebnissen in Ref. [68] nicht
systematisch untersucht worden. Anschlieend betrachten wir die Rate fiir
nichtohmsche Spektraldichten im Rahmen der Steepest-Descent-Naherung.
In Abschnitt 4.5 werden die Unterschiede zwischen dem Ohmschen, dem sub-
ohmschen und dem superohmschen Fall fiir 7' = 0 diskutiert. Der Abschnitt
4.6 ist dann einer analytischen Beschreibung des Ubergangs von quantenme-
chanischem zu klassischem Verhalten gewidmet. Dabei wird der Fall kleiner
Energiedifferenzen zwischen Donor und Akzeptor genauso behandelt wie der
Fall groBer Energiedifferenzen, in welchem die ausgepragtesten Quanteneftek-
te auftreten. Die in diesem Abschnitt erhaltenen Steepest-Descent-Resultate
werden wir mit einer exakten numerischen Integration der Golden-Rule-Rate
vergleichen. Abschlielend untersuchen wir in Abschnitt 4.7 den Einfluf} der
hochfrequenten Badmoden auf die Ubergangsrate. Dazu vergleichen wir eini-
ge Spektraldichten, die im Niederfrequenzbereich dasselbe Verhalten zeigen
und sich lediglich fiir hohe Frequenzen voneinander unterscheiden.

4.1 Das Modell

In diesem Kapitel soll der Elektrontransfer im Rahmen des Spin-Boson-
Modells, Gl. (2.10), behandelt werden. Selbstverstéandlich ist dieses Modell ei-
ne starke Vereinfachung fiir die komplizierten Verhéltnisse innerhalb groflerer
Molekiile, und es kann in der Regel auch keine zufriedenstellenden quantitati-
ven Ergebnisse fiir konkrete Reaktionen liefern. Aufgrund seiner Einfachheit
148t es aber analytische Berechnungen zu, welche Einblicke in die Mechanis-
men des ET liefern, die in ihren Grundziigen auch fiir kompliziertere Modelle
giiltig sind.
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Im folgenden soll skizziert werden, wie ein realistisches ET-System auf
das Spin-Boson-Modell reduziert werden kann. Diese Prozedur ist in Ref. [57]
ndher ausgefiihrt. Das betrachtete System bestehe aus dem Reaktionskom-
plex, welcher selbst viele nukleare Freiheitsgrade enthalten kann, sowie dem
Solventen. All jene Freiheitsgrade innerhalb des Solventen und des Reak-
tionskomplexes, welche nur schwach mit dem elektronischen Freiheitsgrad
wechselwirken, spielen die Rolle eines Warmebades. Die Normalmoden des
Wiérmebades konnen dann in harmonischer Nidherung behandelt werden und
sind bilinear an die Elektronvariable gekoppelt. Ein solches Warmebad ist
durch die spektrale Dichte (1.15) vollstindig charakterisiert. Diejenigen Frei-
heitsgrade innerhalb des Solventen und des Reaktionskomplexes aber, welche
stark mit dem elektronischen Freiheitsgrad wechselwirken und folglich nicht
in der obigen Weise absepariert werden konnen, bilden eine im allgemeinen
mehrdimensionale Hyperfliche der potentiellen Energie (potential energy sur-
face, PES). Jeder elektronische Zustand (wir wollen von zwei elektronischen
Zusténden, dem Donor sowie dem Akzeptor, ausgehen) ist dabei bei Ver-
nachlédssigung der elektronischen Kopplung durch seine eigene diabatische
PES charakterisiert. Die elektronische Kopplung fiihrt nun dazu, daf sich
die beiden PES in der Nahe ihrer Schnittlinien abstofen (Landau-Zener-
Mechanismus). Auf diese Weise entstehen zwei neue adiabatische PES (Vgl.
Abb. 4.2), von welchen die tieferliegende den Reaktand und das Produkt in
kontinuierlicher Weise verbindet. Der Abstand zwischen den beiden PES, die
adiabatische Aufspaltung, ist dabei ein Maf fiir die Stéarke der elektronischen
Kopplung. In vielen Fillen ist die adiabatische Aufspaltung grofl genug, da-
mit fiir die Beschreibung des ET die Betrachtung der tieferliegenden PES
geniigt. Der ET erfolgt durch thermische Anregung iiber die Barriere oder
durch Tunneln durch die Barriere entlang des Pfades minimaler Energie. Al-
le Freiheitsgrade der PES, die hochfrequent im Vergleich zum elektronischen
Tunnelmatrixelement sind, sind dabei praktisch von der ET-Reaktion ent-
koppelt und kénnen sukzessiv absepariert werden. Die PES kann schliefSlich
durch ein eindimensionales effektives Potential ersetzt werden, dessen Para-
meter durch die abseparierten Moden renormiert wurden. Das verbleibende
Problem ist also das Tunneln eines Teilchens in einem eindimensionalen Dop-
pelmuldenpotential in Gegenwart eines Wéarmebades. Das Niederenergiever-
halten dieses System lé3t sich nun aber wie in Abschnitt 2.1 dargestellt durch
ein dissipatives Zweizustandssystem beschreiben. Damit sind wir beim Spin-
Boson-Modell angelangt, welches die Basis der folgenden Untersuchungen
bilden soll.

In vielen realistischen Situationen ist die beschriebene Reduktion der PES
auf ein effektives eindimensionales Potential nicht méglich. In solchen Féllen
ist eine mehrdimensionale Behandlung der PES unerlafilich. Die entsprechen-
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den numerischen Rechnungen sind allerdings sehr aufwendig, so dafl generell
nur eine begrenzte Anzahl von Freiheitsgraden sowie vereinfachte Potential-
formen behandelt werden koénnen.

Wir wollen den Spin-Boson-Hamiltonian (2.10) in diesem Kapitel in der
Form

2

h 1
H= _§(A0m +eo,) + ; [QPWQQ + §maw§$i] —ao, (4.1)

darstellen. Die Donor- und Akzeptorzustdnde sind die Eigenzusténde von o,
zu den Eigenwerten —1 und +1. Der Donor liegt um die als positiv ange-
nommene Biasenergie fie hoher als der Akzeptor. Ubergiinge zwischen diesen
beiden Zustédnden werden durch die elektronische Kopplung AA induziert.
Die Elektronvariable o, ist linear an die kollektive Badmode

a
af = B ZCC@& (4.2)

[e7

gekoppelt. Dabei kann £ als fluktuierende dynamische Polarisierung aufgefafit
werden, und « ist das Dipolmoment. Der Einflul des Bades wird vollsténdig
durch die spektrale Dichte (1.15) beschrieben. Bei sogenannten Outer sphere
ET-Reaktionen wird die Dynamik durch Fluktuationen im Solventen kon-
trolliert, die einen groflen Frequenzbereich abdecken. Die Spektraldichte ist
dann eine kontinuierliche Funktion der Frequenz. Um eine solche Umgebung
zu modellieren, wihlen wir im folgenden spektrale Dichten, die sich fiir nied-
rige Frequenzen durch ein Potenzgesetz beschreiben lassen, und fiir hohe
Frequenzen durch einen exponentiellen Cutoff abgeschnitten werden. Dieser
Fall wird gerade durch die normierte Spektaldichte (2.36) beschrieben.

Viele der nachfolgenden Ergebnisse sind allerdings nicht nur fiir die spe-
zielle Form (2.36) giiltig. Aus diesem Grund werden wir in Abschnitt 4.7 auf
zwei weitere Spektraldichten eingehen, die sich fiir hohe Frequenzen von der
Form (2.36) unterscheiden: zum einen betrachten wir eine Ohmsche Spek-
traldichte mit Debye-Cutoff, und zum anderen eine Ohmsche Spektraldichte
mit exponentiellem Cutoff, welcher eine diskrete Mode iiberlagert ist.

4.2 Klassische Behandlung des ET

Betrachten wir zuerst die Ubergangsraten zwischen den beiden Zusténden im
klassischen Regime. In diesem Fall kann die Freie Energiebarriere zwischen
Donor und Akzeptor nur durch thermische Aktivierung iiberwunden werden.
Bezeichnet man die Freie Aktivierungsenergie fiir diesen Prozefl mit Fp_, 4,
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so ist die Vorwiirtsrate k™ durch einen Boltzmann-Faktor exp(—3Fp_4) so-
wie einen Vorfaktor v, welcher als Anlauffrequenz interpretiert werden kann,
bestimmt. Man erhélt dann das Arrhenius-Gesetz

kt =vexp(—BFp_a) . (4.3)
Fiir die Riickwértsrate vom Akzeptor zum Donor gilt analog
k™ =vexp(—fFa_p) . (4.4)

Zur Ermittlung der Aktivierungsenergie betrachten wir die diabatischen
Zusténde, d.h. die Eigenzustinde des Gesamtsystems fiir A = 0. Wenn das
Elektron den Zustand o, = £1 besetzt, liegt die Gleichgewichtslage des Bad-
oszillators a bei 22 = +ac? /2m,w?. Als klassische Reorganisierungsenergie
bezeichnet man nun die Energie, die benotigt wird, um bei festgehaltenem
Elektron (A = 0) alle Badoszillatoren aus ihrer augenblicklichen Gleichge-
wichtslage in diejenige Gleichgewichtslage auszulenken, die dem jeweils an-
deren Elektronenzustand entspricht,

1
hAg = 3 Zmawi(x;r —x)? (4.5)
a? c? * - Gw)
T o _ —. 4.
5 Za:mawg h /O dw = (4.6)

In der letzen Zeile wurde dabei die Definition der Spektraldichte, Gl. (1.15),
und die Umnormierung G(w) = a?J(w)/mh verwendet. Fiir eine Spektral-
dichte der Form (2.36) erhilt man fiir A den Ausdruck

Ag = 26,0(8)(we/wpn)* twe . (4.7)

Die Reorganisierungsenergie ist die zentrale Energieskala des klassischen ET,
und sie beschreibt den Einflul der Umgebung auf die Dynamik des Elektrons
vollstdndig. Die Freien Energien des Akzeptor- bzw. Donorzustandes o, = +1
sind schliellich durch

he 1
Fy=F— &
+=F5 +hAd <M T
gegeben. Tragt man F'; und F_ gegen die Badpolarisation £ auf, so erhélt
man sich schneidende Parabeln, die sogenannten Marcus-Parabeln. Diese sind
in Abb. 4.1 fiir verschiedene Werte des Bias-Parameters e dargestellt. Die
Parabel auf der jeweils linken Seite beschreibt dabei den Donorzustand und

- (4.8)
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1€

& &

Abbildung 4.1: Die Freie Energie der diabatischen Zustande als Funktion der Badpolari-
sation £ (Marcus-Parabeln). Der Donor ist mit D, der Akzeptor mit A gekennzeichnet.
(a) Symmetrischer Fall € = 0. (b) Normaler Bereich € < A;. (c) Aktivierungsloser Fall
€ = Aq. (d) Invertierter Bereich € > A.

hat ein Minimum bei €. = —hAq/2u, wihrend die Parabel rechts mit ei-
nem Minimum bei &, = hAq/2p dem Akzeptorzustand zugeordnet ist. Der
Schnittpunkt der Parabeln ist vom Bias abhéngig und liegt bei £* = —he/2p.
Da die Badfluktuationen langsam im Vergleich zum elektronischen Freiheits-
grad sind (Born-Oppenheimer-Niherung), erfolgt der elektronische Ubergang
nach dem Franck-Condon-Prinzip. Dieses besagt, dafl sich die nukleare Ko-
ordinate £ wihrend eines elektronischen Ubergangs nicht #ndert, d.h. daf
die Uberginge von einer diabatischen Kurve zur anderen in Abb. 4.1 senk-
recht verlaufen. Dieser Prozefl ist allerdings nur dann effektiv, wenn sich
die Badpolarisation im sogenannten Landau-Zener Regime £ ~ £* befindet.
Anders ausgedriickt bedeutet dies, dal geeignete Badfluktuationen die elek-
tronischen Niveaus in Resonanz bringen miissen. Die Aktivierungsenergien
fiir einen Ubergang vom Donor zum Akzeptor bzw. vom Akzeptor zum Donor
sind durch

Fp_a(e) = F_(E") — F_(E;) = h(e — Ag)?/4Aq | (4.9)
Fa.ple)=F (E) — Fy(E.) = he + Aa)?/4Ag (4.10)
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gegeben. Im symmetrischen Fall € = 0 gilt Fp_a = Fa_p = hAy/4, und
die Vorwiérts- und Riickwértsraten sind gleich grofi. Mit zunehmendem Bias
verringert sich die Aktivierungsenergie relativ zum Donorzustand, und die
Vorwiértsrate nimmt zu. Wenn die Biasenergie schliellich der klassischen Re-
organisierungsenergie entspricht, he = hA., ist die Aktvierungsenergie fiir
den Vorwirtsprozel gleich Null und die Rate ist maximal. Fiir einen noch
grofferen Bias nimmt die Aktivierungsenergie wieder zu und die Vorwértsra-
te wird kleiner. Dieser Bereich ist das sogenannte invertierte Regime. Phy-
sikalisch bedeutet dies, daf§ das Produkt in einem vibronisch hoch angereg-
ten Zustand erzeugt wird. Die Marcus-Theorie sagt also eine nichtmonotone
Abhéngigkeit der Rate von der Bias-Energie voraus. Die Beobachtung dieses
charakteristischen Verhaltens in ET-Messungen hat zum Durchbruch dieser
Theorie gefiihrt.

Abbildung 4.2: Freie Energie als Funktion der Badpolarisation bei ¢ = 0. Donor und
Akzeptor sind mit A bzw. D bezeichnet. (a) Diabatische Zustinde A = 0. (b) Endli-
ches A. In diesem Fall wurde der Wert A = A;/16 gewahlt.

Wihrend die Aktivierungsenergie mit Hilfe der diabatischen PES be-
stimmt werden kann, ist fiir die Abschitzung des Vorfaktors v die Grofe
des Tunnelmatrixelements A von entscheidender Bedeutung. Bei endlichem
A stoflen sich die diabatischen PES in der Umgebung ihres Schnittpunktes
E* ab, und es bilden sich zwei neue PES, deren Abstand in etwa hA/2 be-
tragt. Dies ist in Abb. 4.2 illustriert. Ubergéinge von einer PES zur anderen
kénnen nur innerhalb des Landau-Zener-Regimes £ ~ £* geschehen, dessen
Breite

Iz = WA/ f+ = f-| (4.11)

ebenfalls mit steigendem A zunimmt. Dabei bezeichnen f, und f_ die Stei-
gungen der diabatischen PES fiir ¢, = £1 an ihrem Schnittpunkt £*. Die
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Zeitskala typischer Badfluktuationen betréigt 7. = 1/w,, so dafi die Zeit fiir
die Durchquerung der Landau-Zener-Region durch

Tz = Teluz/E+ = A/ Agw. (4.12)

gegeben ist. Die typische Zeitskala fiir einen elektronischen Ubergang betrigt
dagegen 7, = 1/A. Das Verhéltnis dieser Zeiten bestimmt nun die Art des
Ubergangs und wird als Adiabazitédtsparameter bezeichnet,

b= TLZ/Tel = AZ/[\cla}c . (413)

Im Fall p < 1 spricht man von nichtadiabatischem ET. In diesem Fall ist
das elektronische Tunnelmatrixelement so klein, dafl das System die Landau-
Zener-Region in der Regel ohne Tunnelprozef durchquert. Es sind also im
allgemeinen mehrere Anlédufe nétig, bis das Elektron tunnelt. In diesem Re-
gime kann der Frequenzfaktor v durch Stérungstheorie in A (Golden-Rule)
berechnet werden, und man erhélt fiir die Rate [60, 69]

A2
kig(T,e) = T Tilﬁ exp{ - 473531 (€ — Ad)?} i (4.14)
Der Fall p > 1 wird als adiabatischer ET bezeichnet. Diese Situation wurde
in der urspriinglichen Arbeit von Marcus [59] betrachtet. Das elektronische
Tunnelmatrixelement A ist dann so grof}, dafl jede Durchquerung des Landau-
Zener-Regimes mit Tunnelprozessen verkniipft ist. Das System bewegt sich
dann ausschlieBlich auf der tiefer liegenden PES. Im Rahmen der klassischen
Transition State Theorie erhélt man eine A-unabhéingige Rate,

Agw. [7hp L3
ktsr(T,€) = VA, exp{ ~ 1(e — AC1)2} : (4.15)

Durch eine systematische Stérungstheorie in A ist es moglich, den Ubergang
zwischen diesen beiden Grenzfillen analytisch zu untersuchen [66, 67]. Man
erhalt

(T e = 2 ! mhp exp{ _ B Ad)Q} . (4.16)

4 14782/ Agw. V Ag

Dieses Resultat reproduziert die beiden obigen Grenzwerte korrekt.

Fassen wir die Eigenschaften der Rate im klassischen Regime zusammen.
Der Einflufl der Umgebung wird im klassischen Regime durch lediglich einen
Parameter, die klassische Reorganisierungsenergie, beschrieben. Die genaue
Form der spektralen Dichte spielt dabei keine Rolle, lediglich der Wert des
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Integrals in Gl. (4.6) ist von Belang. Die Rate ist eine nichtmonotone Funk-
tion des Bias. Wenn die Biasenergie der Reorganisierungsenergie entspricht,
€ = € = Ag, ist der Transfer aktivierungslos und die Rate nimmt ihr
Maximum an. Die Temperaturabhingigkeit der Rate ist dann nur gering,
kt oc T~1/2. Des weiteren ist die Rate als Funktion des Bias symmetrisch um
¢*, und die Breite der GauB-Verteilung nimmt mit der Temperatur zu.

Fiir tiefe Temperaturen mufl die Badpolarisation als quantenmechanische
Variable behandelt werden. Abgesehen von thermischer Aktivierung kann der
Ubergang vom Donor zum Akzeptor dann auch durch Tunneln der Badmoden
durch die freie Energiebarriere erfolgen. Dieser kollektive Tunnelproze wird
als nukleares Tunneln bezeichnet und ist abhéngig von den Eigenschaften des
Bades, d. h. von der spektralen Dichte G(w).

In den folgenden Kapiteln sollen die quantenmechanischen Eigenschaften
der Rate untersucht werden. Dabei beschrinken wir uns auf den nichtadia-
batischen ET, in welchem die elektronische Kopplung in Stérungstheorie be-
handelt werden kann. Von besonderem Interesse sind dabei zwei Aspekte.
Zum einen stellt sich die Frage, wie die quantenmechanischen Eigenschaf-
ten der Rate von der genauen spektralen Dichte abhidngen. Zum andern soll
das das allm&hliche Verschwinden dieser Effekte mit steigender Temperatur
quantitativ untersucht werden.

4.3 Die Golden-Rule-Rate

Fiir geniigend starke Kopplung, hohe Temperaturen oder hohen Bias relaxiert
das Zweizustandsystem inkohérent, d.h. es ndhert sich dem Gleichgewichts-
zustand exponentiell schnell an. In diesem Fall kann die Dynamik vollsténdig
durch Ubergangsraten beschrieben werden. Ein Ausdruck fiir die quantenme-
chanische Rate kann nun direkt aus den in Abschnitt 3.1 angegebenen for-
mal exakten Reihenentwicklungen fiir die Population abgeleitet werden. Da
das System im inkohidrenten Regime im wesentlichen entlang der Diagona-
len der reduzierten Dichtematrix propagiert, kann zur Vereinfachung dieser
Entwicklungen die Non-Interacting-Blip-Approximation (NIBA) herangezo-
gen werden [8, 5]. Dabei nimmt man an, daf sich das System immer nur fiir
kurze Zeit in einem Blip aufhélt und die einzelnen Blips durch lange Sojourns
voneinander getrennt sind. Dann kénnen in dem Wechselwirkungsfaktor G,
Gl (2.27), die Intrablip-Wechselwirkungen A, vernachlissigt werden. Da
der Imaginérteil des Influenzkerns Q”(z), Gl. (2.35) bzw. (2.38), fiir lange
Zeiten gegen eine Konstante strebt, geniigt es weiterhin, in dem Faktor H,,
Gl. (2.31), nur die Wechselwirkung eines Sojourns mit dem direkt darauf
folgenden Blip zu betrachten, X;; = Q% 9511 6jk+1- Mit diesen Néherun-
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gen faktorisieren die Integrale in den Entwicklungen (3.11) und (3.12) fiir
den Erwartungswert (o,(t)), und die Reihen kénnen leicht aufsummiert, vgl.
Ref. [5, 8]. Im betrachteten Parameterbereich erhélt man das exponentielle
Zerfallsgesetz

(0.(t)) = [1 — tanh(hBe/2)] e " + tanh(hBe/2) . (4.17)
Die Zerfallskonstante

I(e) = kT(e) + k(e) = A? /000 dt e=9'® cos[Q" (t)] cos(et) (4.18)

ist dabei die Summe aus der Vorwirtsrate k% (e) und der Riickwirtsrate

k~(e) = k™ (—¢) mit

A2 [® , A2 [ .
= —/ dt e=9'® coslet — Q" (t)] = —/ dz 79 | (4.19)
0 —

kHr
(€)=~ 1)

In der zweiten Form haben wir die Rate k*(¢) als Kontourintegral in der
komplexen Zeitebene z dargestellt. Dieser Ausdruck wird auch als Golden-
Rule-Rate bezeichnet.! Der Influenzkern Q(z), Gl. (2.35), ist wie in Abschnitt
2.5 beschrieben analytisch im Streifen 0 > Im z > —h( und erfiillt die Sym-
metrieeigenschaften Q(—z —ih(3) = Q(z). Deshalb kénnen wir die Integrati-
onskontour in Gl. (4.19) beliebig innerhalb dieses Streifens verschieben. Wir
kénnen zum Beispiel eine Kontour C, mit einem konstanten negativen Ima-
ginérteil 7 mit 0 < 7 < A3 wéhlen. Dies ist in Abb. 4.3 illustriert. Setzt man
z.B. 7 =hB/2 und z =t —ihf3/2, so kann die Rate (4.19) auch in der Form
A? A?

k*(e) = Iemeﬂ/ dte'te XM = 7€hﬁ6/2/ dt cos(et) e=*®
0

—0o0

(4.20)

geschrieben werden [71]. Die verschobene Funktion X (¢) ist durch Gl. (2.37)
gegeben und ist reell und symmetrisch in der Zeit ¢. In dieser Darstellung kann
die detaillierte Bilanz zwischen der Vorwértsrate k7 (¢) und der Riickwérts-
rate k~(€) direkt abgelesen werden,

kT (e) = ek (e) . (4.21)

!Diese Bezeichnung beruht darauf, daf§ Gl. (4.19) auch direkt mit Fermis Goldener Re-
gel hergeleitet werden kann. Dabei wird das Elektron zunéchst im Donorzustand festgehal-
ten und soll sich im Gleichgewicht mit dem Bad befinden, d. h. die System-Bad-Kopplung
wird in allen Ordnungen beriicksichtigt. Im nichtadiabatischen Fall A <« w. kann die elek-
tronische Kopplung A dann als kleine Stérung betrachtet werden, welche in niedrigster
Ordnung Stérungstheorie zu der Ubergangsrate (4.19) fiihrt.
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Abbildung 4.3: Die komplexe Zeitebene z mit drei moglichen Kontouren C..

Wie in Abschnitt 2.5 gesehen, kénnen die Influenzkerne @Q(z) und X (¢) fiir
eine Spektraldichte der Form (2.36) in analytischer Form angegeben werden,
siche Gl. (2.38) bzw. (2.39). Der in diesen Ausdriicken auftretende Tempe-
raturparameter k£ = 1/hfw. nimmt im klassischen Bereich sehr grofie Werte
k> 1 an, wohingegen im Quantenregime x < 1 gilt. Es sei darauf hingwie-
sen, daf} sich der quantenmechanische Bereich fiir eine grofle Cutoff Frequenz
w. bis zu recht hohen Temperaturen erstrecken kann. Umgekehrt kann der
klassische Bereich im Falle eines niedrigen Cutoffs bis zu recht tiefen Tem-
paraturen reichen.

Im klassischen Limes x > 1 wird das Integral in Gl. (4.19) vom Kurz-
zeitbereich dominiert, und man kann anstatt Gl. (2.35) die klassische Form

Qa(z) = ihaz + (Aa/RB)2 (4.22)

verwenden. Als Entwicklungskoeffizient tritt dabei die klassische Reorganisie-
rungsfrequenz Ay, Gl. (4.6) bzw. (4.7), auf. Mit der Form (4.22) vereinfacht
sich die Berechnung der Rate (4.19) zu einer Gauf-Integration, und man
erhélt die klassische Rate im nichtadiabatischen Grenzfall, Gl. (4.14).

Im allgemeinen ist es dagegen nicht moglch, die Integrationen in Gl. (4.19)
und (4.20) in analytischer Form durchzufiithren. Im Quantenregime ist dies
lediglich im Ohmschen Fall s = 1 moglich. Fiir nichtohmsche spektrale Dich-
ten sowie im Ubergangsbereich zwischen Quanten- und klassischem Regime
werden wir die betreffenden Integrale néherungsweise in Steepest Descent
berechnen. Dazu wihlt man aus der Kontourenschar C, (Vgl. Abb. 4.3) die-
jenige, welche durch den stationdren Punkt des Integranden z, = —i7, geht.
Die Integrationskontour verlduft dann durch einen Sattelpunkt in der Rich-
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tung des steilsten Anstiegs bzw. Abfalls (Steepest Descent).? Setzt man

F(z) =Q(z) —iez (4.23)
so ist der stationdre Punkt durch die transzendente Gleichung
F'(z,) =0 (4.24)
festgelegt. Entwickelt man nun F(z) um z, bis zur zweiten Ordnung,
F(z) = F(2s) + 3F"(25) (2 — 25)° + O[(z — 2,)"] , (4.25)

so reduziert sich die Berechnung des Integrals (4.19) wiederum auf eine Gau$-
Integration. Die Rate in Steepest Descent ist dann durch

A? o\ V2
EY (T, ¢) = 1 <F”(zs)) exp[—F(zs)] (4.26)
gegeben. Die Groflen F'(zg) und F”(zs) sind positiv und reell. Der Term
B71F(2,) spielt die Rolle einer quantenmechanischen (Freien) Aktivierungs-
energie, wohingegen die Grofle F”(z;) quantenmechanische Korrekturen im
Vorfaktor beschreibt.

Die fithrende Korrektur zum Ausdruck (4.26) rithrt vom Term vierter
Ordnung in Gl. (4.25) her. Dieser Beitrag ist klein, wenn die Bedingung

Q™ (2,)/81Q" ()] < 1 (4.27)

erfiillt ist. Dies ist immer dann der Fall, wenn der Energieaustausch zwi-
schen System und Umgebung von Multiphonon-Emissionsprozessen domi-
niert wird.

Bei verschwindendem Bias vereinfacht sich die transzendente Gleichung
(4.24) zu @' (zs) = 0. Mit der allgemeinen Form von Q(z), Gl. (2.35), erhélt
man fiir den stationdren Punkt den Wert z, = —ih3/2. Erhoht man nun vom
Wert Null ausgehend den Bias, so bewegt sich der stationdre Punkt auf der
imaginéren Achse von z = —ihf3/2 weg in Richtung z = 0. Die transzendente
Gleichung (4.24) ist dabei im allgemeinen (fiir 7" # 0) nicht in geschlossener
Form l6sbar, und man mufl gewisse Ndherungen fiir ()(z) annehmen. Der
stationdre Punkt erreicht schliefllich den Ursprung z, = 0, wenn der Bias
gleich der klassischen Reorganisierungsfrequenz ist, e = Aq = —iQ’(0).

Im klassischen Regime hfw, < 1 fallen die Punkte z = —ih3/2 und z = 0
praktisch zusammen. Die Entwicklung (4.22) um z = 0, die im klassischen
Fall verwendet wird, und der daraus folgende klassische Ratenausdruck (4.14)
gelten also fiir jeden Wert des Bias.

2Diese Kontour erhélt man unmittelbar, wenn man Gl. (4.19) nicht mit der Golden-
Rule-Formel, sondern der Im F-Methode herleitet [5]. Dabei ist 75 die Breite eines Bounce
(Kink Anti-Kink Paar) in Imaginirzeit. Die Aquivalenz dieser unterschiedlichen Ansitze
folgt aus den analytischen Eigenschaften der Funktion Q(z).
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4.4 Der Ohmsche Fall im Quantenregime
Im Ohmschen Fall s = 1 nimmt die spektrale Dichte (2.36) die Form
Gw) = 2K we /v (4.28)

an. Die Funktionen Q(z) und X (¢) sind in diesem Fall durch Gl. (2.40) und
(2.41) gegeben, und fiir tiefe Temperaturen gilt Gl. (2.42). Im Scaling-Limes
we|z| > 1 gelangen wir schliefilich zu den Formen (2.43) und (2.44). Die-
se Naherung ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn der Beitrag des Bereichs
|z] < 1/w. zum Integral (4.19) vernachléssigt werden kann. Dies ist dann
der Fall, wenn der stationdre Punkt des Integranden auflerhalb dieses Be-
reiches liegt. Wie im vorhergehenden Abschnitt diskutiert wurde, ist diese
Bedingung nur fiir einen schwachen Bias ¢ < A erfiillt. Fiir einen Bias in
der Groflenordnung von Ay kann die Scaling-Form dagegen nicht verwendet
werden.

Mit der Scaling-Form (2.44) kann das Integral in Gl. (4.20) in analytischer
Form berechnet werden [8, 5]. Man erhélt den bekannten Ausdruck fiir die
Ohmsche Rate im Bereich kgT), he < hw,

kT (T, e) =

A? <%>HK DK +ihBe/2m) hsern (4.20)

dwe \ 27 ['(2K)

Fiir he < 1 vereinfacht sich dies auf

VA D) A (kTN VEA, D) (kT )
EH(T) = ATE+D w (whwc) 4 T(K+1) <7rhAr>
(4.30)

mit dem in Gl (2.16) definierten reduzierten Matrixelement A,. Fiir hohe
Temperaturen wird die Rate also vom Bias unabhéngig. Wahrend dieser
Ausdruck fiir K > 1 auch im Limes 7" — 0 konvergiert, muf} fir K < 1 die
Temperatur geniigend hoch sein. Im entgegengesetzten Grenzfall hfe > 1
erhalten wir dagegen

und die Rate wird von der Temperatur unabhéngig. Auch dieser Ausdruck
konvergiert fiir K > 1 im Limes ¢ — 0, wiahrend fiir K < 1 der Bias grof} ge-
nug sein muf. Es sei darauf hingewiesen, daf§ die Rate (4.29) urspriinglich in
der Darstellung (4.19) mit Gl. (2.43) hergeleitet wurde [73, 74, 75]. In dieser
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Darstellung scheint das auftretende Integral allerdings nur fiir K < % Zu exi-
stieren, da der Integrand im Ursprung singulér ist. Aufgrund der analytischen
Eigenschaften von ((z) kann die Integrationskontour aber verschoben wer-
den, und der Ausdruck (4.29) gilt fiir allgemeine K > 0. Durch Verwendung
der Darstellung (4.20) wurde dies implizit beriicksichtigt.

Wenden wir uns nun dem Fall eines grofien Bias zu. Ist der Bias von der-
selben Groflenordnung wie w,, so tragt der Bereich |z| < 1/w,. entscheidend
zum Wert der Rate (4.19) bei, und die Scaling-Form (2.43) bzw. (2.44) kann
nicht angewendet werden. Mit dem allgemeineren Ausdruck (2.42) kann das
Integral in Gl. (4.19) fiir endliche Temperaturen allerdings nicht in analyti-
scher Form ausgewertet werden. Dieses ist lediglich im Fall 7" = 0 moglich, in
welchem sich Gl. (2.42) zu Q(z) = 2K In(1 + iw.z) vereinfacht. Dann erhélt
man [75, 76]

+ m AQ € 2K /
T =06 = — =2 (£ —e/we 4.32
(T'=0¢) ST (2K) w. <w> € (4.32)

Der Beitrag des Bereichs |2| < 1/w, wird durch den Faktor e=/“* wiederge-
geben. Fiir einen kleinen Bias € < w, ist dieser Faktor ungefihr gleich eins,
und Gl (4.32) ist dquivalent zur Scaling Rate (4.31). Fiir einen groferen
Bias wird der Faktor e~“/“c jedoch wichtig und fiithrt zu einem Abklingen
der Rate. Fiir K > % hat die Rate ein Maximum, wenn der Bias den Wert
e = 2K — 1)w, = Ag — w. annimmt. Dabei haben wir die Reorganisie-
rungsfrequenz (4.7) im Ohmschen Fall, Ay = 2Kw,, eingesetzt. Das Raten-
maximum liegt also bei einem niedrigeren Bias als im klassischen Fall, in
welchem €* = A gilt. Diese Verschiebung ist eine Folge des Tunnelns der
Badmoden durch die Barriere der Freien Energie. Die relative Verschiebung
we/Aa = 1/2K ist umso kleiner, je hoher die Kopplungskonstante ist.

Fiir K < 1 ist die Rate (4.32) dagegen eine mononton fallende Funktion
des Bias, und es existiert kein Ratenmaximum. Fiir nicht zu starken Bias tritt
fiir K < % allerdings kohérentes Tunneln auf, so dafl eine Ratenbeschreibung
nicht sinnvoll ist.

Im Fall endlicher Temperaturen kann der Beitrag des Bereichs |z| < 1/w.
zum Integral (4.19) nicht in analytischer Form angegeben werden. Es ist
allerdings moglich, die exakte Tieftemperaturentwicklung fiir einen beliebi-
gen Wert des Bias anzugeben. Dazu schreiben wir Gl. (2.42) in der Form
Q(z) = 2K In(1 + iw.z) + 6Q(z). Der temperaturabhéingige Anteil 6Q(z)
kann nun im Bereich K kgT' < he nach Potenzen von (z/hf3)? entwickelt

werden,
5Q(2) = K”; (%)2 +0 K%ﬂ . (4.33)
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Setzt man diese Potenzreihenentwicklung in das Ratenintegral (4.19) ein,
so kann jeder Term in der Entwicklung von exp[—6Q(z)] durch geeignete
Differentiation nach dem Bias generiert werden. Im Prinzip kann damit die
vollsténdige Tieftemperaturentwicklung aus Gl. (4.32) abgeleitet werden. In
fiihrender Ordnung erhilt man

2
kKt (T,e€) = exp KW; <%> g—; Kt (T =0,¢) (4.34)
™ K 2K — 1 1 2K -1\
:k+(T:O,6)eXp{§(7w)2 - +<w—c— - )]}
(4.35)

Der exponentielle Korrekturfaktor ist von der Form exp(a7?), und der Vor-
faktor a kann je nach Parameterbereich positiv oder negativ sein. Die Rate
bei tiefen aber endlichen Temperaturen liegt also abhidngig vom Bias iiber
oder unter der Rate fiir 7" = 0. Der Beitrag 1/w. in der runden Klammer
stammt aus dem Bereich |z| < 1/w.. Wenn der Bias deutlich kleiner als
(2K — 1)w, ist, kann dieser Term vernachlissigt werden. Dann ist Gl. (4.35)
dquivalent zur Tieftemperaturentwicklung der Scaling Rate (4.29). Fiir einen
grofleren Bias ist der 1/w. Term dagegen von entscheidender Bedeutung. Fiir
K > £ liegt das Maximum der Rate (4.35) bei € = ¢* mit

(4.36)

. 1 (7ksT\> 2K w,
€= (2K 1)wc+3 ( P ) K1
Mit dem Auftreten der thermischen Aktivierung fiir endliche Temperaturen
wird €* also zu hoheren Werten verschoben.

Entwickeln wir nun den Ratenausdruck (4.35) um das Maximum (4.36).
Im Gegensatz zum klassischen Fall (4.14) erhalten wir nun eine asymmetri-
sche Verteilung,

R e NE S (S TA N
(4.37)

Die dimensionslose Breite W und die Asymmetriestarke A sind dabei durch

W? = (2K - 1){1 + % (22;((_—12)2 (WFIET)Q} , (4.38)

A= e 5 Bk (W:wTH (439)
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gegeben. Fiir K > 1 gilt Gl. (4.37) in einem weiten Biasbereich. Da A positiv
ist, ist Rate fiir einen Bias unterhalb von €* kleiner als fiir einen Bias oberhalb
von €*. Die Ursache dieses charakteristischen Verhaltens der Rate im Quan-
tenregime kann schon in Abb. 4.1 erkannt werden: im invertierten Regime ist
die freie Energiebarriere deutlich schmaler als im normalen Regime, so dafl
das kollektive Tunneln der Badmoden fiir € > €* effektiver ist. Fiir 7" = 0
gilt W2 = (2K — 1) und A = 2/[3(2K — 1)]. Die Breite wiichst also mit der
Kopplungsstarke K, wiahrend der Asymmetrieparameter abnimmt. Fiir end-
liche Temperaturen tritt nun zum Tunneln der Badmoden auch thermische
Aktivierung iiber die Barriere der Freien Energie hinzu. Im Bereich K > 1
fithrt dies zu einer Verbreiterung der Verteilung und einer Abschwéichung
der Asymmetrie. Die Quanteneffekte werden also schwécher, und das System
verhélt sich mit steigender Temperatur , klassischer”. Im Bereich K < 1 ist
das Verhalten umgekehrt: die Breite der Verteilung nimmt ab, und die Asym-
metrie wird verstéirkt. Es sei aber darauf hingewiesen, dafl in diesem Bereich
die Darstellung (4.37) nur in einem kleinen Bereich um das Ratenmaximum
giiltig ist.

In diesem Abschnitt wurde die Ohmsche Rate im quantenmechanischen
Bereich k < 1 untersucht. Dabei wurden charakteristische Abweichungen
vom klassischen Verhalten festgestellt, die von der Kopplungsstirke K und
damit von der spektralen Dichte des Bades abhidngen. Im néchsten Ab-
schnitt soll untersucht werden, wie sich diese Quantensignaturen im Fall einer
nichtohmschen Spektraldichte verdndern.

4.5 Nichtohmsche Raten fiir 7' =0

Bei T' = 0 vereinfacht sich die Badkorrelationsfunktion (2.38) zu
Q(2) = 26,T(s — 1) (we/wpn)* 1 — (1 +iw.z) "] . (4.40)

Mit dieser Form 148t sich die Bestimmungsgleichung fiir den stationéren
Punkt, Gl. (4.24), in analytischer Form auflosen, z, = —i[ (Aq/€)/* —1]/we.
Mit Gl. (4.26) erhélt man die Steepest-Descent-Rate fiir allgemeine s,

1+s

A? 27 Ag\ € 1 Ag € =
te) = T - - - —_ -1
k7 (e) 4V sAqwe < € ) eXp{ We - s—1 we [S(Acl> ]}

(4.41)

Der Giiltigkeitsbereich fiir diesen Ausdruck, Gl. (4.27), nimmt die Form

[26,0(8) Y% (€/wpn) V% = (¢/Aa) VA we > (s +2)(s +1)/8s (4.42)
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an. Im subohmschen Fall entspricht dies grob dem Bereich € < wypy,, im su-
perohmschen Fall dem Bereich € > wyy,, wihrend fiir Ohmsche Dissipation
die Bedingung 6; = K > 1 erfiillt sein muf. Es kann leicht nachgerechnet
werden, daf der Grenzwert s — 1 von Gl. (4.41) tatsdchlich der Ohmschen
Rate (4.32) im Grenzfall K > 1 entspicht. Die Rate (4.41) hat ein Maximum,
wenn der Bias den Wert €¢* annimmt. Dieser ist durch die transzendente Glei-
chung

(" /Aa)'™° = (¢'/Aa) = [(s + 1)/25] (we/Aa) (4.43)

bestimmt. Im folgenden sollen nun der subohmsche Fall s < 1 und der su-
perohmsche Fall s > 1 einzeln betrachtet werden.

Im subohmschen Fall s < 1 wird der Energieaustausch zwischen Sys-
tem und Bad bei schwachem Bias durch Multiphonon-Prozesse dominiert.
Der Ratenausdruck (4.41) gilt auch fiir verschwindenden Bias, k* (e — 0)
e~ H1)/25 oxp [—a,(Aq /€)1 )/%]. Als Folge der hohen Dichte an niederenerge-
tischen Anregungen wird das Tunneln durch die Barriere fiir ein symmetri-
sches System bei 1" = 0 also vollstéandig unterdriickt. Die Lage des Ratenma-
ximums erhédlt man im Limes w, — oo aus Gl. (4.43),

e =[2s/(1+5)]09) [26,1(s) |09 wpy . (4.44)

Wird der Bias iiber €* hinaus erhoht, so verschwinden die Multiphonon-
Prozesse nach und nach, und Gl. (4.41) verliert allméhlich ihre Giiltigkeit.
Fiir € > €* ist der Einflul der Umgebung nur noch schwach, und die Emission
von Energie wird duch den Einphonon-Proze8 dominiert [5].

Im superohmschen Fall ist das Verhalten entgegengesetzt. Hier wird die
Rate bei schwachem Bias durch Ein- oder Wenigphononen-Prozesse bestimmt.
Erst mit steigendem Bias kommen Multiphonon-Prozesse ins Spiel und bilden
den ansteigenden Fliigel von k7 (¢). Fiir € > wpy, gilt schlieBlich der asymptoti-
sche Multiphonon-Ausdruck (4.41), und das Ratenmaximum ist fiir Aq > w.
durch

€* s+ 1w, w?
e “e 4.4
Acl 2 Acl O (A§1> ( 5)

gegeben. Dieser Ausdruck reproduziert das Ohmsche Ergebnis korrekt.? Fiir
einen festgehaltenen Wert von w./A weicht €* /A, mit steigendem s immer
mehr vom klassischen Wert ¢*/A, = 1 ab.

3GL (4.45) gilt auch im subohmschen Fall, wenn A > w. erfiillt ist. Diese Bedingung
gilt fiir s < 1 allerdings nur bei sehr starker Kopplung (siehe Abschnitt 4.6.2).
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Entwickelt man nun die Rate (4.41) um ihr Maximum €* geméf Gl. (4.37),
so erhélt man fiir die Breite und die Asymmetriestirke

Ay s+1w w?
W2=SC[1— —C+(’)(—°>}, 4.46
We 25 Ag A2 (4.46)
(s + 1w, We w?
A=——"""|1+— < . 4.4
ha | T ag O\ (4.47)

Im Grenzfall s — 1 stimmt die Breite (4.46) mit dem Ohmschen Ergebnis
(4.38) iiberein, und die Asymmetriestérke (4.47) entspricht dem Ohmschen
Resultat fiir K > 1. Bei festem w./A. wichst die Breite mit s, wihrend
die Asymmetriestirke interessanterweise abnimmt. Auf diesen Punkt wird in
Abschnitt 4.6.2 nochmals eingegangen.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts zeigen, daf§ die quantenmechanischen
Signaturen in der Rate bei von der genauen Gestalt der Spektraldichte ab-
héngen. Die Form der Rate bei 7' = 0 héngt sowohl von dem Parameter s,
welcher die Spektraldichte klassifiziert, als auch von dem Quotient Ay /w. =
265T(8)(we/wpn)* ! ab, welcher ein MaS fiir die Kopplungsstirke darstellt.

4.6 Ubergang von quantenmechanischem zu
klassischem Verhalten

In diesem Abschnitt soll der Ubergang von quantenmechanischem zu klas-
sischem Verhalten im Rahmen der Steepest-Descent-Naherung beschrieben
werden. Von Interesse ist vor allem, wie die in den letzten beiden Abschnitten
untersuchten Quanteneffekte, die von der prizisen Gestalt der Spektraldichte
abhédngen, mit ansteigender Temperatur allméhlich ausgeléscht werden. Da-
bei ist es in zwei entgegengesetzten Parameterbereichen moglich, den Uber-
gang von nuklearen Tunneln bei T' = 0 zum rein thermisch aktivierten Uber-
gang im klassischen Regime in einer einheitlichen Form zu beschreiben: zum
einen untersuchen wir symmetrische Systeme, die bereits in verschiedenen
Arbeiten behandelt wurden [63, 64, 65, 68, 70], und Systeme mit schwachem
Bias, zum anderen gilt unser Interesse auch Systemen mit einem grofien Bias
von der GroBenordnung der klassischen Reorganisierungsfrequenz.

4.6.1 Schwacher Bias

Bei verschwindendem Bias € = 0 liegt der stationdre Punkt bei z; = —ih3/2.
Dann bietet sich die Darstellung (4.20) an, deren Integrand fiir ¢, = 0 stati-
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ondr ist. In der Entwicklung von X (¢) um den stationdren Punkt,
X(t) = (hB/4) A1 + (A2/BB) * + O(t) , (4.48)

treten nun die Reorganisierungsenergien AA; und hA, auf, die quantenmecha-
nische Korrekturen enthalten. Aus Gl. (2.37) erhélt man die entsprechenden
Integraldarstellungen

4 [~ G
A = ﬁ/o dw u(;)) tanh(3h0w) (4.49)
_hB [ B
Ay = 5 /o dw G(w) Smh(Lhw) (4.50)

aus welchen zusammen mit Gl. (4.6) die Ungleichung A, > A; > A, folgt. Im
klassischen Limes x — oo nahern sich sowohl AA; als auch AA4 der klassischen
Reorganisierungsenergie an,

lim A1 = Acl s lim AQ = Acl . (451)

Fiir die spektrale Dichte (2.36) ergeben sich aus Gl. (4.49) und (4.50) die
analytischen Ausdriicke

Ay = 8B, (ksT/h) + by(r) (ksT/h) (T/Tp)* ", (4.52)
Ay = ay(k) (kgT/h) (T/To)* ", (4.53)
by(k) = 166,0(s — 1){g(s 114k —C(s—1, 1+ n)} , (4.54)
as(k) = 26D (s + 1)¢(s + 1, 1 + k) (4.55)

mit Ty, = hwpn/kg und Bs = 6,I'(s — 1)(we/wpn)* . Im klassischen Regime
k> 1 kann fiir die Zeta-Funktion die asymptotische Entwicklung eingesetzt
werden, und man findet die Grenzwerte (4.51) bestédtigt. Im Quantenregime
k < 1 nehmen die Koeffizienten (4.54) und (4.55) dagegen die Form

bs(0) = 168,I'(s — 1)[2 — 257 1¢(s — 1), (4.56)
as(0) = 26,0(s +1)[2°t1 — 1]¢(s + 1) (4.57)

an. In Abb. 4.4 sind die GréBen A; und A, in Einheiten von Ay, Gl. (4.7),
fiir die Parameter s = 1, 2 und 3 als Funktion von x dargestellt. Mit stei-
gendem s sind die Abweichungen vom klassischen Verhalten im gesamten
Temperaturbereich ausgepragter.
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Abbildung 4.4: Die quantenmechanischen Badfrequenzen Ay und As in Einheiten von
A fiir s = 1 (durchgezogene Linien), s = 2 (gestrichelte Linien), und s = 3 (gepunk-
tete Linien).

Betrachten wir zunéchst die Rate eines symmetrischen Systems e = 0.
Setzt man die Entwicklung (4.48) in Gl. (4.20) ein, so erhélt man [63, 64, 70]
2

k(T e =0) = A% TR nsmia (4.58)
4 A2
Dieser Ausdruck ist eine Verallgemeinerung des klassischen Ergebnisses (4.14)
fir e = 0, welches als Spezialfall (Limes k — o0) in Gl (4.58) enthal-
ten ist. Fiir tiefere Temperaturen tritt Tunneln der Badmoden durch die
Barriere der Freien Energie auf. Als Folge davon hingt die Rate von der
genauen Form der spektralen Dichte G(w) ab. Diese Quanteneffekte wer-
den durch die Abweichung der effektiven Badenergien hA; und AAs von der
klassischen Reorganisierungsenergie hA, beschrieben. Die Energieskala hA;
ist direkt mit der quantenmechanische Aktivierungsenergie verkniipft, wel-
che wegen des Tunnelns der Badmoden geringer als im klassischen Fall ist,
Fp_.a=hA;/4 < hAy/4. Im Gegensatz dazu beschreibt die Energieskala A\,
die Quanteneffekte im Vorfaktor. Beide Effekte fiithren zu einer Erhohung der
Rate im Vergleich zum klassischen Ergebnis (4.14). Diese Erhchung ist nach
Abb. 4.4 fiir grole Parameter s besonders ausgepragt.
Die fiihrende Korrektur zum Ergebnis (4.58) riihrt von dem O(t*)-Term
in Gl. (4.48) her. Diese kann im Bereich

- (l)sl[l“(st D¢(s+1, 2+ k)]
\Tn D(s+3)¢(s+3, 3+)
vernachléssigt werden. Die Bedingung (4.59) ist immer dann erfiillt, wenn

Multiphonon-Prozesse den Energieaustausch dominieren. Im klassischen Be-
reich k > 1 ist diese Bedingung immer erfiillt. Im Quantenregime x < 1

> 1 (4.59)
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entspricht sie im Fall Ohmscher Dissipation dem Bereich K > 1. Im su-
perohmschen Fall ist Gl. (4.59) fiir Temperaturen jenseits der Phonontem-
peratur T}, erfiillt, wohingegen im subohmschen Fall die Temperatur klein
gegen Ty sein muf.

Ist der Bias endlich, so bewegt sich der stationdre Punkt von ¢, = 0
(zs = —ih(/2) weg. Fiir einen kleinen Bias im Bereich
e < (14 2k)A; (4.60)

kann die Kurzzeitentwicklung (4.48) fiir X (¢) jedoch immer noch angewen-
det werden, und der stationdre Punkt ist durch t; = ihfe/2A, gegeben.
Verschiebt man die Integrationskontour in Gl. (4.20) so, dafl sie durch den
stationdren Punkt geht, kann die Rate wieder in Steepest Descent berech-
net werden. Man erhélt die Vergleich zum symmetrischen Fall (4.58) erhohte

Rate
A% [rhj h3 hBe  hpe
+ _ =2 P _ e npe
k™ (T,e) = TV, exp{ 1 A+ 5 A, } . (4.61)

Dieser Ratenausduck beschreibt zusammen mit Gl. (4.49) und (4.50) den
Ubergang von klassischem zu quantenmechanischem Verhalten fiir eine be-
liebige Spektraldichte. Er ist giiltig, wenn die beiden Bedingungen (4.59) und
(4.60) erfiillt sind.

Im klassischen Regime k > 1 ist die Bedingung (4.60) unabhéngig vom
Wert des Bias erfiillt. Mit Gl. (4.51) geht der Ausdruck (4.61) dann in die
klassische Ratenformel (4.14) iiber, deren Eigenschaften in Abschnitt 4.2 dis-
kutiert wurden. Fiir tiefere Temperaturen wird der Bereich (4.60), in welchem
der Ausdruck (4.61) giiltig ist, zunehmend kleiner. Im Quantenregime xk < 1
ist GL. (4.60) dquivalent zu € < Ay o< 7. Insbesondere gilt der Ratenaus-
druck (4.61) also nicht mehr fiir einen groffien Bias im Bereich des Ratenma-
ximums. Im Grenzfall T — 0 ist die Bedingung (4.60) nur noch fiir ¢ = 0
erfiillt.

Zur Kontrolle sollen die obigen Ausdriicke im Ohmschen Fall betrachtet
werden. Fiir s — 1 gehen Gl. (4.52) und (4.53) in die Formen

%(1+ k)

Ay = (8K/KB) In [m

} . A=K/ (L +k)  (4.62)

iiber, welche sich im Quantenregime k < 1 zu

Ay = (8K/hPB) In(hpw. /) , Ay = T*K/hB (4.63)
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vereinfachen. Die Rate (4.61) ist dann durch

A? [r r hBe 1 [hfe 2
Kt (T,e) = 4wc\/; <7wwc) exp {7 % (g) } (4.64)

gegeben, und die Bedingungen (4.59) und (4.60) nehmen die Form K > 1
und he < 72K kgT an. In diesem Parameterregime stimmt die Steepest-
Descent-Rate (4.64) tatsichlich mit dem Ergebnis (4.29) tiberein.

4.6.2 Grofler Bias

Betrachten wir nun den Fall eines grofien Bias. Wie wir in den Abschnitten
4.4 und 4.5 gesehen haben, ist dies der interessante Bereich um das Raten-
maximum, in welchem Quanteneffekte am deutlichsten ausgeprigt sind.

Bei einem Bias von der Groflenordnung der klassischen Reorganisierungs-
energie und/oder fiir hohe Temperaturen liegt der stationdre Punkt in der
Néhe des Ursprungs der komplexen Zeitebene z. Dann kénnen wir Q(z) um
z = 0 entwickeln, und man erhélt bis zu Termen vierter Ordnung

622(;‘f) (wcz)Z — = (wcz)3 . ca(k) (wcz)4 + O(wcz)5 . (4.65)

Q(z) = iAgz + i 1

Die Integraldarstellungen der dimensionslosen Koeffizienten ¢;(x) sind durch

1 o
ca(k) = > dw G(w) coth(316w) ,
c JO
1 o0
c3=— dwwG(w) , (4.66)
we Jo
ca(K) = é i dw w?G(w) coth(2hfw) .

gegeben. Fiir die spektrale Dichte (2.36) erhélt man die Ausdriicke

co(k) = s[14+26°TC(s + 1,14+ k)] (Aa/we) ,
ez =s(s+ 1)(Aa/we) , (4.67)
ca(k) = s(s +1)(s+2)[1+2653¢(s + 3,1+ k)] (Aar/we) -

Eine Untersuchung der Rate basierend auf einer Entwicklung von Q(z)
bis zur Ordnung z? wurde in fritheren Arbeiten durchgefiihrt [63, 64]. Wie
schon in Ref. [77] festgestellt wurde, erklart diese sogenannte semiklassische
Néherung allerdings nicht die Verschiebung des Ratenmaximums zu einem
von A, verschiedenen Wert sowie die Asymmetrie der Ratenverteilung um
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ihr Maximum. Im folgenden sollen nun die Auswirkungen der Terme ab der
dritten Ordnung in Gl. (4.65) untersucht werden. Liegt der Bias im Bereich

|Aa — €| € wees(K) /s, (4.68)

so erhdlt man den stationdren Punkt aus der Bestimmungsgleichung (4.24)
in Form einer Reihenentwicklung in A — €. Bis zur zweiten Ordnung findet

man
) Ac - Ac - 2
P < ! 6) LG < 1 6) . (4.69)
We \ Cowe 2we ey | Cowe

Die Rate hat dann die Form (4.26),

=2 (2 ) et

3
F(z, o€ o€ 4.70
=g (M) 602( , (4.10)
C3 Ad — € 1 C3 Cy Acl — € 2 2
2= o\ T2\E 2 w e -
2 C 2 2 Y

Zusammen mit Gl. (4.66) beschreibt dieser Ratenausdruck den Ubergang
von quantenmechanischem zu klassischem Verhalten fiir eine beliebige spek-
trale Dichte. Er ist giiltig, wenn die Biasbedingung (4.68) und die Steepest-
Descent-Bedingung (4.27), die in diesem Fall ungefihr durch

F”(Zs) _

cs/8c; < 1 (4.71)

gegeben ist, erfiillt sind. Im klassischen Limes x >> 1 sieht man mit Gl. (4.66),
daB diese Bedingungen unabhéngig vom Bias fiir jede Spektraldichte erfiillt
sind, und die Rate geht in den klassischen Ausdruck (4.14) iiber. Fiir end-
liche k zeigt die Rate (4.70) dagegen wesentliche Abweichungen vom klassi-
schen Verhalten. Betrachtet man den quantenmechanischen Aktivierungsfak-
tor exp|—F'(zs)] der Rate (4.26) allein, so erwartet man einen aktivierungs-
losen Transfer fiir € = Ay. Tatsédchlich wird das Ratenmaximum aber durch
die Bias-Abhéngigkeit des Faktors F"(z,) verschoben, und wir erhalten in
Einklang mit der Bedingung (4.68) das Ergebnis

€ C3 We
=1—-——". 4.72
Acl 202 Acl ( )
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Die Rate nahe des Maximums kann wieder durch die Entwicklung (4.37)
beschrieben werden, wobei die Breite W und die Asymmetriestirke A jetzt
durch

1 2

Co C%

A=_2 (4.74)

gegeben sind. Wir betonen, dafl die Ergebnisse (4.72)-(4.74) zusammen mit
Gl. (4.66) fiir beliebige Spektraldichten gelten. Diese miissen lediglich schnell
genug abfallen, damit die Integrale in Gl. (4.66) konvergieren.

Im folgenden soll nun die Rate fiir die spezielle Form (4.67) der Koeffizi-
enten c; untersucht werden. Dazu betrachten wir zunéchst die Giiltigkeitsbe-
dingungen (4.68) und (4.71) im Quantenregime x < 1. Zum einen vereinfacht
sich die Steepest-Descent-Bedingung (4.71) zu Ay > w.. Im superohmschen
Fall s > 1 ist dies wegen w. > wpy praktisch immer erfiillt. Im Ohmschen Fall
mufl dagegen K > 1 gelten, und im subohmschen Fall s < 1 ist diese Un-
gleichung nur fiir sehr starke Dampfung 26,I'(s) > (we/wpn)'™* erfiillt. Zum
anderen ist die Biasbedingung (4.68) fiir k < 1 grob durch die Ungleichung
|Aaq — €] < Ag gegeben. Die obigen Ausdriicke gelten dann nur in einem
engen Bereich um A, welcher aber das interessante Gebiet um das Raten-
maximum enthélt. Man rechnet leicht nach, da§ der Ratenausdruck (4.70) in
diesem Biasintervall fiir 7" = 0 das frithere Ergebnis (4.41) reproduziert. Mit
steigender Temperatur werden beide Bedingungen weniger streng.

0. 96

2 4 6 8 10
K

Abbildung 4.5: Die Lage des Ratenmaximums €*/A.; als Funktion von & fiir w./Aq =
0.05. Die durchgezogene, gestrichelte und gepunktete Kurve entspricht dem Fall s =
1, 2, oder 3.



4.6. Ubergang von quantenmechanischem zu klassischem Verhalten 105

Wir beginnen die Diskussion der Temperaturabhéngigkeit der charak-
teristischen Groflen €, W, und A mit der Lage des Ratenmaximums €*,
Gl (4.72). In Abb. 4.5 ist normierte Lage €*/Aq als Funktion der Tempera-
tur fiir verschiedene Werte des Parameters s dargestellt. Fiir sehr niedrige
Temperaturen erhélt man aus Gl. (4.72) den Wert

€* s+ 1 we

Acl 2 Acl

keT\ "
b ) , (4.75)

hw.

1—2qs+n<

welcher das T' = 0 Ergebnis (4.45) enthilt. Die fiihrende Tieftemperaturkor-
rektur verhélt sich oc 7°*1. Im Fall s = 1 entspricht Gl. (4.75) dem Ohmschen
Ergebnis (4.36) fir K > 1. Mit steigender Temperatur wird der Wert von
€*/Aq nach oben verschoben, und fiir x > 1 néhert er sich dem klassischen
Wert Eins an. Diese Anndherung geschieht allerdings mit wachsendem s lang-
samer. Wie aus Abb. 4.5 ersichtlich ist, ist die Abweichung vom klassischen
Wert € = Ay fiir groBe Werte des Parameters s im gesamten Temperatur-
bereich ausgeprigter.

80
W2
60
Ry
40 Y
Y
R
PR
...... .
7
204 -7
0 1 2 3 4

K

Abbildung 4.6: Das Quadrat der Breite W? als Funktion von & fiir w./Aq = 0.1.
Die durchgezogene, gestrichelte und gepunktete Kurve entspricht dem Fall s =
1, 2, oder 3. Die diinne durchgezogene Linie stellt das klassische Verhalten I/VCZ1 =
2(A¢1/we)k dar. Der Unterschied zwischen dieser Geraden und dem gesamten Ergeb-
nis W2 ist der quantenmechanische Beitrag W2 .

Die Breite und die Asymmetriestarke der Rate sind in den Abbildun-
gen 4.6 und 4.7 dargestellt. Fiir sehr niedrige Temperaturen erhilt man aus
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Abbildung 4.7: Die Asymmetriestirke A als Funktion von k fiir w./Agq = 0.1.
Die durchgezogene, gestrichelte und gepunktete Kurve entspricht dem Fall s =
1, 2, oder 3. Wegen A > 0 ist die Rate fiir einen Bias iiber dem Maximum €* hoher
als fiir einen Bias unterhalb des Maximums. Im quantenmechanischen Bereich sind
die Abweichungen vom klassischen Verhalten A = 0 augepragter fiir kleines s. Dieses
Verhalten steht im Gegensatz zum Verhalten von ¢* (Abb. 4.5) und W?2 (Abb. 4.6).

Gl (4.73) und (4.74)

W2_3Ac1(1_3+1&>

s2—1 w, kT s+l
1+2g<8+1>(1_ - E)(m)

We 25 Ay ’
(4.76)
—Eiﬂﬁ1—%@+nkﬂjw (4.77)
N 38AC1 hwc '

Fiir T = 0 geben diese Ausdriicke die Ergebnisse (4.46) und (4.47)* sowie
die Ohmschen Resultate (4.38) und (4.39) fiir K > 1 richtig wieder. Die
fiihrenden Tieftemperaturkorrekturen verhalten sich in beiden Féllen wieder
o T*71. Dagegen unterscheiden sich diese beiden Grofen, was die Abwei-
chung vom klassisch erwarteten Verhalten W2(x) = 2(Aq/we)k bzw. Ag =0
im Quantenregime xk < 1 angeht: wihrend sich die Asymmetriestérke mit zu-
nehmendem Parameter s abschwécht, werden die Quantensignaturen in der
Breite ausgepréigter. Erhoht man nun die Temperatur, so fillt die Asymme-
triestérke ab, wohingegen die Breite zunimmt. Abb. 4.6 zeigt jedoch, daBl die

4Tats#chlich gibt Gl. (4.77) fiir T = 0 das Ergebnis (4.47) nur in niedrigster Ordnung
von wc/Aq wieder. Um auch die néchste Ordnung in Gl. (4.47) zu erhalten, muf Q(z) bis
zur fiinften Ordnung in z entwickelt werden.
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Zunahme der Breite auf den klassischen Anteil W2 zuriickzufiihren ist. Der
quantenmechanische Anteil W(fm sinkt dagegen mit wachsendem x ab. Die
Quantensignaturen sowohl in der Asymmetriestéirke als auch in der Breite
werden also mit zunehmender Temperatur schwécher. Im klassischen Be-
reich k > 1 geht die Asymmetriestérke schliefilich gegen Null, und die Breite
nihert sich der klassischen Form W2 = 2(Ay/w.)r an. Nach Abb. 4.6 und
4.7 geschieht die Anniherung an das klassische Verhalten sowohl fiir W2 als
auch fiir A langsamer, wenn man zu hoheren Werten von s iibergeht. Dies
stimmt mit dem Verhalten von €* {iberein.

Fassen wir die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte kurz zusammen.
Erniedrigt man vom klassischen Regime ausgehend die Temperatur, so treten
aufgrund der kollektiven Tunnelprozesse der Badmoden Abweichungen der
Rate von der klassischen Form auf. Diese Quantensignaturen sind im gesam-
ten Biasbereich fiir grofe Werte von s besonders ausgeprigt. Wahrend diese
Regel fiir die Parameter A;, Ay, € und W? bis hinab zu T = 0 giiltig ist,
zeigt die Asymmetriestiarke A fiir tiefe Temperaturen ein anderes Verhalten:
sie ist fiir niedrige Werte von s grofler. Diese Ausnahme kann jedoch leicht
verstanden werden. Die Ursache der Asymmetrie ist die schmalere Barriere
der Freien Energie im invertieren Regime, vgl. Abb. 4.1. Fiir groe Werte
von s ist nun der Schwerpunkt der spektralen Dichte (2.36) zu hoheren Fre-
quenzen hin verschoben. Fiir hochfrequente Oszillatoren sind die in Abb. 4.1
dargestellten Marcus-Parabeln der Freien Energie aber enger. Damit ist der
Unterschied zwischen der Breite der Barriere im normalen Regime und der
Breite im invertierten Regime geringer, und die Asymmetrie ist weniger stark
ausgepragt. Fiir die Quantensignaturen in den restlichen der untersuchten
Parametern scheint der Hochfrequenzanteil der spektralen Dichte aber offen-
bar von besonderer Bedeutung zu sein [63]. Aus diesem Grund werden wir
in Abschnitt 4.7 noch zwei weitere Spektraldichten untersuchen, welche sich
fiir hohe Frequenzen von der Form (2.36) unterscheiden.

4.6.3 Vergleich mit numerischen Ergebnissen

Die obigen Steepest-Descent-Resultate sollen nun mit einer numerischen Inte-
gration der Rate (4.19) verglichen werden. Dazu betrachten wir exemplarisch
die Lage des Ratenmaximums €*/A.. Da im klassischen Bereich £ > 1 die
Steepest-Descent-Naherung exakt wird, konnen wir uns auf den Bereich nicht
allzu hoher Temperaturen beschréanken.

In Abb. 4.8 ist das Steepest-Descent-Resultat Gl. (4.72) einer numeri-
schen Berechnung von €*/A fiir Ohmsche Dissipation gegeniibergestellt. Ist
die Steepest-Descent-Bedingung Ay/w. = 2K > 1 erfiillt, so sind praktisch
keine Unterschiede festzustellen. Doch selbst fiir niedrige Kopplungsstéarken
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Abbildung 4.8: Die Lage des Ratenmaximums €* /A, als Funktion von « fiir Ohmsche
Dissipation mit verschiedenen Kopplungsstarken K. Die durchgezogenen Linien stellen
das jeweilige numerische Ergebnis dar, wahrend die gestrichelten Linien dem jeweiligen
Steepest-Descent-Resultat, Gl. (4.72), entsprechen.

wie K = 1 sind die Abweichungen des Steepest-Descent-Resultats von dem
numerischen Ergebnis im Quantenregime relativ gering. Fiir 7' = 0 stimmt
das Steepest-Descent-Resultat mit der exakten Losung iiberein. Interessan-
terweise liefert die Steepest-Descent-Nédherung im gesamten Temperaturbe-
reich einen zu kleinen Wert fiir €*/A.
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Abbildung 4.9: Die Lage des Ratenmaximums €* /A als Funktion von & fiir superohm-
sche Dissipation (s = 2) mit verschiedenen Werten von Aj/w.. Die durchgezogenen
Linien stellen das jeweilige numerische Ergebnis dar, wahrend die gestrichelten Linien
dem jeweiligen Steepest-Descent-Resultat, Gl. (4.72), entsprechen.

In Abb. 4.9 sind analoge Kurven im Falle superohmscher Dissipation
mit s = 2 dargestellt. Auch hier liefert die Steepest-Descent-Néherung fiir
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Aq/we > 1 sehr gute Ergebnisse. Die Abweichungen vom numerischen Ergeb-
nis sind allerdings etwas grofler als im Ohmschen Fall, da der T' = 0-Grenzfall
nicht mehr exakt reproduziert wird. Des weiteren liegen die Steepest-Descent-
Ergebnisse nun im gesamten Temperaturbereich etwas iiber den numerisch
ermittelten Werten.

4.7 Weitere Spektraldichten

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dafl die Quantenef-
fekte in der Rate mit wachsendem Parameter s und damit mit wachsendem
Gewicht der hochfrequenten Anteile in der Spektraldichte zunehmen. Um die-
sen Punkt ndher zu untersuchen, sollen nun auch von Gl. (2.36) abweichende
Spektraldichten betrachtet werden.

4.7.1 Debye-Spektraldichte

Betrachten wir zuerst eine Ohmsche Spektraldichte mit Debye-Cutoft,

_ 2Kpww?

Go(w) = 5" (4.78)

Spektraldichten dieser Form sind von Relevanz bei ET-Reaktionen in polaren
Solventen [67]. Im Vergleich zu einer Ohmschen Spektraldichte mit exponen-
tiellem Cutoff, Gl. (4.28), fillt die Spektraldichte (4.78) bei hohen Frequenzen
langsamer ab. Die klassische Reorganisierungsenergie eines Debye-Bades ist
durch

AD = / dw Gow) = 1Kpw. (4.79)
0 w

gegeben. Bei gleicher Kopplungsstirke K = Kp hat ein Debye-Bad also eine
hihere Reorganisierungsenergie, AD = mA /2. Bei gleicher Reorgansierungs-
energie und damit identischem Verhalten im klassischen Bereich weist ein
Debye-Bad dagegen eine geringere Kopplungsstirke als ein Bad mit expo-
nentiellem Cutoff auf, Kp = 2K /m. Mit der Debye-Spektraldichte (4.78) 148t
sich von dem Influenzkern, Gl. (2.35), allerdings nur noch der Imaginérteil
in geschlossener Form angeben,

5(2) = mK(1 — e ). (4.80)
Der Realteil kann unter Verwendung der Hilfsformel

1 2 — 1
coth(mx) = — + = ——
™™ T — x4 +n

(4.81)
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als Reihe ausgedriickt werden [67],
R

2r K hG hfBw. _
= — 2 cot 1 — e %) +2
[z co ( ) ( )+ g i =8|

/
Z P —
(4.82)
wobei v, = 2mn/hf die bosonischen Matsubarafrequenzen sind.
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Abbildung 4.10: Die quantenmechanischen Badfrequenzen A; und As in Einheiten
von A fiir die Ohmsche Spektraldichte (4.28) (durchgezogene Linien) sowie fiir die

Debye-Spektraldichte (4.78) (gestrichelte Linien).
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Abbildung 4.11: Die numerisch berechnete Lage des Ratenmaximums €* /A als Funk-
tion von k. Die durchgezogene Linie gilt fiir eine Spektraldichte der Form (4.28) mit
K = 5. Die gestrichelte und gepunktete Linie entspricht einer Debye-Spektraldichte

mit Kp = 5 bzw. Kp =~ 3.18.
Im Bereich kleiner Biasenergien ist die Rate durch den Ausdruck (4.61)
gegeben. Die quantenmechanischen Korrekturen sind dabei in den effektiven
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Badenergien (4.49) und (4.50) enthalten. Mit der Debye-Spektraldichte (4.78)
erhdlt man dafiir die Reihendarstellungen

b 8Kwe~— 1—1/[(2n—1)27K]
A= T ; (2n —1)2 — (1/27kK)2 "’ (483)
AD = rKw. [1 +2 i %} . (4.84)

Diese Groflen sind in Abb. 4.10 den Ergebnissen (4.62) fiir die Ohmsche Spek-
traldichte (4.28) gegeniibergestellt. Man sieht, daf fiir eine Debye-Spektral-
dichte die Quanteneffekte in den Badenergien im gesamten Temperaturbe-
reich ausgepragter sind. Insbesondere treten deutliche Abweichungen vom
klassischen Verhalten schon bei wesentlich hoheren Temperaturen auf.

Im Bereich grofier Biasenergien wird die Rate durch den Ausdruck (4.70)
beschrieben, und die Quanteneffekte stecken in den Koeffizienten (4.66). Fir
eine Debye-Spektraldichte konvergieren die Integrale in den Gréflen c3 und
c4(k) allerdings nicht mehr, und die Steepest-Descent-Beschreibung bricht
zusammen. Die Quanteneffekte im Bereich des Maximums lassen sich al-
so nur durch numerische Integration der Rate (4.19) mit dem Influenzkern
(4.80) und (4.82) untersuchen. In Abb. 4.11 ist die numerisch ermittelte Lage
des Ratenmaximums €* /A fiir folgende Solventen dargestellt: Ein Ohmsches
Bad der Form (4.28) mit K = 5, ein Debye-Bad derselben Kopplungsstéirke
Kp = 5, sowie ein Debye-Bad mit derselben klassischen Reorganisierungs-
energie, d.h. Kp = 2K/m = 3.18. Die Normierung erfolgt dabei auf die
jeweilige klassische Reorganisierungsenergie. Wiederum sind die quantenme-
chanischen Effekte fiir ein Debye-Bad ausgepréigter, insbesondere wenn man
des Debye-Bad mit gleicher Reorganisierungsenergie betrachtet.

Insgesamt kann man also festhalten, dafl der langsamere Abfall der Debye-
Spektraldichte (4.78) im Vergleich zur Ohmschen Spektraldichte (4.28) in
beiden untersuchten Biasbereichen zu deutlicheren Quantensignaturen in der
Rate fiihrt. Das Ohmsche Debye-Bad verhélt sich damit dhnlich wie ein su-
perohmsches Bad der Form (2.36).

4.7.2 Ohmsche Spektraldichte plus eine diskrete Mode

Die bisher behandelten kontinuierlichen Spektraldichten stellen dann eine
gute Beschreibung der Umgebung dar, wenn in der kontinuierlichen Fre-
quenzverteilung des Bades keine besonders dominanten Moden auftreten.
Bei sogenannten Inner sphere ET-Reaktionen spielen hingegen interne Mo-
den des Reaktionskomplexes eine wichtige Rolle, die zu einer peakartigen
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Struktur der spektralen Dichte fithren.® Ebenso kénnen Freiheitsgrade inner-
halb der Losungsmittelmolekiile zu einer Hervorhebung einzelner Frequenzen
fithren [77]. Dies ist insbesondere bei polaren Solventen von Bedeutung. Um
den Einflufl diskreter Moden zu studieren, betrachten wir eine kontinuierliche
Spektraldichte der Form (4.28), welcher eine diskrete Mode der Frequenz wy
iiberlagert ist,

G(w) = 2Kw e /% 4 Agwod(w — wp) . (4.85)
Die klassische Reorganisierungsenergie eines solchen Bades ist durch
Ag =2Kw. + Ay (4.86)

gegeben. Fiir Ay < 2K w, ist der Beitrag der diskreten Mode zur Reorganisie-
rungsenergie und damit zur klassischen Rate (4.14) gering. Abhéngig von der
Frequenz wy der Mode konnen bei tieferen Temperaturen aber signifikante
Quanteneffekte auftreten.

6*/AC1
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K

Abbildung 4.12: Die numerisch berechnete Lage des Ratenmaximums €* /A als Funk-
tion von k. Die durchgezogene Linie gilt fiir eine Spektraldichte der Form (4.28) mit
K = 5. Die gestrichelte und gepunktete Linie entsprechen einer Spektraldichte der
Form (4.85) mit Ag/2Kw, = 0.1 und wy = 3w, (gestrichelt) bzw. wy = 5w, (gepunk-
tet).

SWie in Abschnitt 4.1 ausgefiihrt, konnen solche Moden nur dann in das Wirmebad
miteinbezogen werden, wenn sie schwach an den elektronischen Freiheitsgrad koppeln. Ist
dies nicht gegeben, so tragen sie zur mehrdimensionalen PES bei, und ihre Behandlung
erschwert sich erheblich.
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In Abb. 4.12 ist die numerisch berechnete Lage des Ratenmaximums
€*/Aq im Fall K = 5 und Ay/2Kw, = 0.1 fiir 2 verschiedene Werte von wy auf-
getragen und dem Resultat ohne diskrete Mode gegeniibergestellt. Wahrend
fiir wy = 3w, die Korrekturen noch relativ gering sind, sind sie fiir wy = 5w,
schon wesentlich ausgepragter. Die Quanteneffekte steigen mit der Frequenz
der diskreten Mode.

Die in diesem Abschnitt untersuchten Spektraldichten bestdtigen damit
die vorherigen Ergebnisse: mit wachsendem Gewicht der hochfrequenten Mo-
den nehmen die Quanteneffekte in der Rate zu. Dies ist anschaulich leicht
nachzuvollziehen [63]. Betrachtet man Badoszillatoren mit verschiedenen Fre-
quenzen bei einer festgehaltenen Energie, so sind die hochfrequenten Oszilla-
toren in einem niedrig angeregten Zustand, wahrend die niederfrequenten Os-
zillatoren vergleichsweise hochangeregt sind. Die Wellenfunktion eines nied-
rig angeregten Oszillators ist aber nicht sehr scharf lokalisiert. Der Uberlapp
der beiden lokalisierten Badzustdnde, welche den elektronischen Zustédnden
0, =1und o, = —1 zugeordnet sind, wichst also mit der Frequenz der Bad-
mode. Damit nimmt die Wahrscheinlichkeit des Tunnelns der Badmoden zu
und fiihrt zu charakteristischen Abweichungen der Rate von ihrer klassischen
Form.

4.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die Ubergangsrate bei nichtadiabatischen ET-
Reaktionen im Rahmen der Golden-Rule-Formel untersucht. Wir haben die
quantenmechanischen Signaturen, welche vom Tunneln der Badmoden her-
rithren, fiir verschiedene Spektraldichten diskutiert und uns dabei insbeson-
dere auf die Lage des Ratenmaximums €*, die Breite der Verteilung W und
den Asymmetrieparameter A konzentriert. Im Ohmschen Fall haben wir diese
Parameter fiir 7' = 0 in analytischer Form angegeben und die fithrenden Tief-
temperaturkorrekturen berechnet. Da das Ratenmaximum bei einem grofien
Bias liegt, war es dabei von entscheidender Bedeutung, den Influenzkern Q(z)
auflerhalb des Scaling-Limes zu behandeln. Sowohl fiir Ohmsche als auch
nichtohmsche Spektraldichten haben wir im Rahmen der Steepest-Descent-
Niherung den gesamten Ubergang vom Tunneln der Badmoden bei T' = 0 bis
zum rein thermisch aktivierten Transfer im klassischen Regime beschrieben.
Die erhaltenen Resultate stimmen im untersuchten Parameterbereich sehr
gut mit den aus einer exakten numerischen Integration der Golden-Rule-Rate
folgenden Ergebnissen iiberein. Man findet, dafl die quantenmechanischen Si-
gnaturen in der Rate mit wachsendem Parameter s deutlicher werden und
insbesondere schon bei wesentlich hoheren Temperaturen auftreten. Abschlie-
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Bend haben wir die Rate fiir eine Ohmsche Spektraldichte mit Debye-Cutoff
sowie eine Ohmsche Spektraldichte mit einer iiberlagerten diskreten Mode
untersucht und auch hier ausgeprigtere Quanteneffekte gefunden. Insgesamt
kann man also sagen, daf} spektrale Verteilungen mit einem groflen Gewicht
bei hohen Frequenzen das Tunneln der Badmoden begiinstigen und somit zu
markanten Quanteneffekten in der Rate fiihren.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in der Arbeit [15] verdffentlicht wor-
den.



Kapitel 5

Das periodische Potential mit
Dissipation

In Kapitel 2 haben wir gesehen, dafi das Niederenergieverhalten eines Teil-
chens, welches sich in einem Doppelmuldenpotential bewegt und mit einer
Umgebung in Kontakt steht, durch ein dissipatives Zweizustandsystem be-
schrieben werden kann: die Dynamik des reduzierten Teilsystems spielt sich
dann effektiv in einem zweidimensionalen Hilbertraum ab. Nun treten in der
Physik aber auch viele interessante Systeme auf, in welchen die potentiel-
le Energie als Funktion des Freiheitsgrads mehrere lokale Minima aufweist.
Analog zur Reduktion des Doppelmuldenpotentials mit Dissipation auf das
Spin-Boson-Modell kann das Niederenergieverhalten eines an ein Warmebad
gekoppelten Teilchens in einem Vielmuldenpotential durch ein dissipatives
N-Zustandssystem beschrieben werden. Der Fall N = 3 ist beispielsweise in
zweistufigen Elektrontransferreaktionen realisiert, bei denen in einem ersten
Reaktionsschritt ein Ubergangszustand reell besetzt wird. Dieser Fall tritt
unter anderem in der bakteriellen Photosynthese auf [78].

Von besonderem Interesse ist der Fall eines unendlich ausgedehnten pe-
riodischen Potentials, auf den wir uns im folgenden beschréinken wollen. Die
Reduktion dieses Modells fiithrt zu einem dissipativen Tight-Binding-Gitter
mit N — oo Zustdnden, welches wir kurz als dissipatives TB-Modell be-
zeichnen. Es beschreibt viele Transportvorgénge in der Festkorperphysik [79],
unter anderem die Diffusion von Atomen auf Oberflichen, das Tunneln von
Zwischengitteratomen in Metallen oder Dielektrika sowie das Tunneln von
Quasiteilchen in Josephson-Kontakten [80]. Dariiberhinaus kann es auf das
Modell einer Luttingerfliissigkeit mit einem Storpotential abgebildet und da-
mit auf Fragestellungen des korrelierten eindimensionalen Elektronentrans-
ports angewendet werden. Als Beispiele seien der Ladungstransport durch
Storstellen in Quantendréhten [9] sowie das Tunneln von Randstromen im
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Fraktionalen Quanten-Hall-Effekt (FQHE) [81] genannt. Vor dem Hinter-
grund dieser Anwendungen untersuchen wir in den folgenden Kapiteln den
Nichtgleichgewichts-Transport im dissipativen TB-Modell.

In den letzten Jahren sind korrelierte Elektronsysteme Gegenstand in-
tensiven theoretischen wie experimentellen Interesses gewesen. Es ist zwar
schon lange bekannt, dafl wechselwirkende Fermionen in einer Dimension
durch das Modell einer Luttinger-Fliissigkeit beschrieben werden [83, 84],
doch war es lange Zeit nicht moglich, solche Systeme experimentell zu rea-
lisieren und damit die theoretischen Vorhersagen zu iiberpriifen. Erst in der
letzten Dekade gelang es durch die zunehmende Miniaturisierung der Halb-
leitertechnik bis hinab in den Nanometerbereich, effektiv eindimensionale
Systeme herzustellen [1, 82]. Nach den theoretischen Vorstellungen spielen
bei eindimensionalen Systemen Vielteilchenkorrelationen eine entscheidende
Rolle und fithren zum Zusammenbruch des Fermifliissigkeitsverhaltens. Es
existieren keine niederenergetischen Quasiteilchen-, sondern nur Kollektiv-
anregungen. Dies fithrt zu charakteristischen Tieftemperatureigenschaften,
von welchen der Nichtgleichgewichts-Ladungstransport dem Experiment am
leichtesten zugénglich ist. Kane und Fisher [9] sagten ungewohnliche Trans-
porteigenschaften fiir solche Systeme in Gegenwart einer Punktbarriere (z.
B. einer Verunreinigung) voraus: bei abstoflender Wechselwirkung fiithrt jede
noch so kleine Barriere zur kompletten Reflexion im Limes T' — 0, und die
Leitfahigkeit verschwindet mit einem charakteristischen Potenzgesetz. Die-
se Vorhersagen wurden von Milliken, Umbach, und Webb [85] experimentell
bestétigt. Sie untersuchten das Tunneln zwischen den Randzustédnden im
Fraktionalen Quanten-Hall-Effekt (FQHE), welches nach Wen [81] durch das
Modell einer chiralen Luttinger-Fliissigkeit mit Punktbarriere beschrieben
werden kann. Diese experimentelle Realisierung hat gegeniiber den Quan-
tendriahten zum einen den Vorteil, robust gegeniiber Verunreinigungen zu
sein. Zum anderen kann eine Punktbarriere gezielt iiber eine Gate-Spannung
erzeugt und in ihrer Hohe variiert werden.

Abgesehen von der Leitfahigkeit sind auch die Fluktuationen des Stroms,
d.h. das Rauschspektrum, von besonderem Interesse. In Abwesenheit ei-
ner dufleren Spannung ist das (Gleichgewichts-) Rauschspektrum durch ei-
ne Fluktuations-Dissipations-Relation mit der Leitfahigkeit verkniipft: dies
ist das Johnson-Nyquist-Rauschen. Fiir das Nichtgleichgewichts-Rauschspek-
trum gibt es keine solch einfache Beziehung mehr. Vielmehr wird das Nicht-
gleichgewichts-Rauschspektrum von den dynamischen Eigenschaften des Sy-
stems bestimmt und enthélt damit Informationen {iber die Anregungszustén-
de, die durch Leitfahigkeitsmessungen allein nicht zu erfassen sind. Beispiels-
weise geht die Statistik der tunnelnden Teilchen in das Rauschspektrum
ein. Selbst im Falle nichtwechselwirkender Elektronen (Fermi-Dirac Stati-
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stik) fithrt dies zur besonderen Effekten wie der Unterdriickung des Schrot-
rauschens unter den klassischen Wert [86, 87, 88] sowie dem Auftreten einer
Singularitit bei der Josephson-Frequenz [89]. Fiir wechselwirkende Systeme
fiihren die Korrelationen zu einer gednderten (z.B. fraktionalen) Statistik und
damit zu einem noch reichhaltigeren Verhalten.

Im folgenden wollen wir das Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum beim
korrelierten Quantentransport durch eine Barriere im Rahmen des dissipati-
ven TB-Modells behandeln. Im Grenzfall kleiner Tunnelstrome erhélt man in
diesem Modell in erster Naherung ein frequenzunabhéingiges (weifles) Rau-
schen: dies ist das klassische Schrotrauschen S = 2el [91, 90, 92|, aus des-
sen Wert die Ladung der tunnelnden Teilchen bestimmt werden kann. Auf
diese Weise gelang der experimentelle Nachweis, dal beim FQHE im Grenz-
fall schwacher Riickstreung Teilchen mit fraktionaler Ladung, die Laughlin-
Quasiteilchen, auftreten [93, 94]. Wir betonen nochmals, da§ dies durch Mes-
sung der Leitfahigkeit nicht moglich ist. Fiir hohere Tunnelstréme treten
Abweichungen von diesem Verhalten auf. Zum einen weicht der Wert des
Gleichstromrauschens vom klassischen Schrotrauschen ab [92, 95]. Zum an-
deren sind die einzelnen Tunnelprozesse miteinander korreliert, so dafl das
Niederfrequenz-Rauschspektrum nicht mehr weif ist, sondern ein singuléres
Verhalten o |w]| zeigt [90]. Eine nichtperturbative Bestimmung des Vorfak-
tors in diesem Gesetz wurde in den Arbeiten [96, 97] im Rahmen eines Sine-
Gordon-Modells mit Randbedingungen durchgefiihrt, welches ebenfalls dqui-
valent zu einem Luttinger-Modell mit Barriere ist. In diesem Modell wird die
Streuung der Elementaranregungen des Sine-Gordon-Modells an der Barriere
durch eine Reflexionsmatrix beschrieben. Eine unterschiedliche Behandlung
dieser Reflexionsmatrix fiihrt nun zu Diskrepanzen zwischen den Ergebnis-
sen in Ref. [96] und [97]. Aus diesem Grund wollen wir im folgenden das
Niederfrequenz-Rauschspektrum im Rahmen des dissipativen TB-Modells
untersuchen.

Im Zeitregime entspricht dem Niederfrequenz-Rauschspektrum gerade das
Langzeitverhalten der Strom-Autokorrelationsfunktion. Um dieses Zerfallsge-
setz zu bestimmen, konnen wir den in Kapitel 3 fiir die Korrelationsfunkti-
onen des Spin-Boson-Modells vorgestellten diagrammatischen Zugang auf das
dissipative TB-Modell iibertragen. Die Ladungen, die in einem Realzeitfor-
malismus die Ubergéinge des Systems beschreiben, gruppieren sich danach im
Langzeitbereich in zwei Cluster, und die Art der Wechselwirkung zwischen
diesen beiden Clustern bestimmt das Zerfallsgesetz. Diese Wechselwirkung
héngt aber nur von den spektralen Eigenschaften des Bades und nicht vom
betrachteten System ab. Man erwartet also, dal das Langzeitverhalten ver-
gleichbarer Korrelationsfunktionen nicht vom Modellsystem abhéngig sein
sollte. In Kapitel 3 haben wir gesehen, dafi die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
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bei Ohmscher Dissipation und 7' = 0 zu einem 1/t? Zerfallsgesetz fiir die sym-
metrisierte Ortskorrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell fithrt. Das glei-
che Verhalten wurde schon fiir den geddmpften harmonischen Oszillator ge-
funden [6]. Fiir Ortskorrelationsfunktionen gilt offenbar ein universelles 1/¢2
Zerfallsgesetz.

Dies konnen wir allerdings nicht ohne weiteres auf das dissipative TB-
Modell mit Bias iibertragen. Das Analogon zur Ortskorrelationsfunktion in
den genannten Systemen ist im dissipativen TB-Modell ndmlich gerade die
Stromkorrelationsfunktion. Dieser Unterschied liegt darin begriindet, dal im
gekippten TB-Modell kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand mit
konstanten Ortserwartungswert, sondern stattdessen ein stationédrer Nicht-
gleichgewichtszustand mit konstantem Stromerwartungswert existiert. In der
Tat werden wir herausfinden, dafl auch die Stromkorrelationsfunktion im
dissipativen TB-Modell als Folge einer Dipol-Dipol-Wechselwirkung wie 1/t2
zerfallt und damit zu einem Niederfrequenzverhalten S(w) o |w| des Rausch-
spektrums fiihrt. Der Vorfaktor dieser Shiba-Relation ist proportional zum
Quadrat der differentiellen Leitfahigkeit und bestétigt das Ergebnis der Ar-
beit [96].

Im néchsten Abschnitt wollen wir den Tight-Binding Limes des peri-
odischen Potentials als Modellsystem einfiihren. Anschliefend definieren wir
in Abschnitt 5.2 die Grofen, die zur Beschreibung des Nichtgleichgewichts-
Transports von Interesse sind: dies sind die Mobilitdt und das Rauschspek-
trum. Fiir das Rauschspektrum ist dabei notwendig, einen stationédren Nicht-
gleichgewichtszustand einzufiihren, beziiglich dessen die Stromfluktuationen
gemessen werden. Zwischen der Tight-Binding- und der entgegengesetzten
Weak-Binding-Darstellung besteht eine interessante Dualitdtssymmetrie, auf
welche in Abschnitt 5.3 eingegangen werden soll. In Abschnitt 5.4 werden
wir kurz die Theorie korrelierter eindimensionaler Systeme, das Luttinger-
Fliissigkeitsmodell, zusammenfassen und den Zusammenhang zum dissipati-
ven TB-Modell aufzeigen. Anschliefend diskutieren wir mit dem Tunneln von
Randstromen im Fraktionalen Quanten-Hall-Effekt eine geeignete Realisie-
rung eines korrelierten eindimensionalen Systems. Nach diesen Vorarbeiten
werden wir dann in Kapitel 6 formal exakte Reihenentwicklungen fiir die Mo-
bilitdt und das Rauschen aufstellen und daraus das Niederfrequenzverhalten
des Rauschspektrums ableiten.

5.1 Das dissipative TB-Modell

Betrachten wir ein Teilchen in einem periodischen Potential V4(q) = Vy(q+a),
welches bilinear an ein Warmebad vom Caldeira-Leggett Typ gekoppelt ist.
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Da wir insbesondere an Transportproblemen interessiert sind, soll zusétzlich
eine duflere Kraft F' = hie/a am System anliegen, so dafl das Gesamtpoten-
tial V(q) = Vo(q) — Fq gekippt ist. Wie schon beim Doppelmuldenpotential
soll die Frequenz der Oszillationen um die Potentialminima mit wy und die
Barrierenhohe zwischen zwei benachbarten Mulden mit V4, bezeichnet wer-
den. Sind die Bedingungen (2.1) und (2.5) erfiillt, so ist nur der niedrigste
Zustand in jeder Mulde besetzt. Vollig analog zu der in Abschnitt 2.1 darge-
stellten Reduktion des Doppelmuldenpotentials auf ein Zweizustandssystem
kann dieses System dann durch ein dissipatives Tight-Binding-Modell be-
schrieben werden. Der Hilbertraum des Teilsystems wird von den lokalisier-
ten Grundzustinden jeder Mulde aufgespannt, die durch den Ort ¢ = na mit
ganzzahligem n charakterisiert sind. Das Tunnelmatrixelement zwischen be-
nachbarten Zustinden wird durch die hochfrequenten Badmoden mit w > w,
renormiert. Dieses reduzierte Modell wechselwirkt schliefflich mit den verblei-
benden niederfrequenten Badmoden, und der Hamiltonian lautet

2
Ca
H:HTBJFZ{2m + maw2<xa—mw2q) } (5.1)
A he
Hrg = 5 (CT Cnt1 + cn+1cn) - —q (5.2)

Die n-Summation lduft iiber alle diskreten Zusténde des unendlich ausge-
dehnten Tight-Binding-Gitters, und die Operatoren ¢/ sowie ¢, sind die Er-
zeuger bzw. Vernichter eines Teilchens am Ort na. Der Ortsoperator ist damit
durch ¢ =a)_, nclc, gegeben. Das Wirmebad wird vollstéindig durch die
spektrale Dichte (1.15) beschrieben. Von weitaus grofiter Bedeutung ist dabei
der Fall strikt Ohmscher Dissipation, welcher insbesondere den korrelierten
Elektrontransport beschreibt: die kollektiven Anregungen einer Luttinger-
fliissigkeit mit abgeschirmter Wechselwirkung entsprechen einer Ohmschen
Spektraldichte im Scaling-Limes. Der relevante Influenzkern Q(t) ist dann
durch Gl. (2.43) gegeben. Auf diesen Fall wollen wir uns im folgenden be-
schréanken.

Bei hohen Temperaturen und/oder starker Kopplung besteht die Dyna-
mik im dissipativen TB-Potential aus inkohérenten Tunnelprozessen zwi-
schen benachbarten Potentialmulden, welche mit Raten beschrieben wer-
den konnen. Fiir tiefere Temperaturen treten dagegen quantenmechanische
Interferenzeffekte auf, die ein kohédrentes Tunneln zwischen zwei nicht di-
rekt benachbarten Zustédnden ohne reale Population der dazwischenliegenden
Zustande ermoglicht. Dieses Phdnomen spiegelt sich in den ungewdchnlichen
Transporteigenschaften korrelierter Elektronsysteme wider [9].
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5.2 Transporteigenschaften und Rauschspek-
trum

5.2.1 Die Mobilitat

Der Nichtgleichgewichts-Transport im dissipativen TB-Modell wird durch die
Mobilitét

H(F) = it — o) 5.3

beschrieben. Da das fithrende Langzeitverhalten der Erwartungswerte fiir er-
godische Systeme unabhéngig von der Anfangspraparation ist, wahlt man zur
Berechnung der Mobilitat der Einfachkeit halber faktorisierende Anfangsbe-
dingungen zur Zeit ¢ = 0, siehe Abschnitt 1.2.1. Dies ist durch den Index
fc (fiir factorized condition) angedeutet. Wie wir im folgenden sehen werden,
ist in vielen Féllen auch die differentielle Mobilitat

0 (G(t — 0)) e (5.4)

pa(F) = o5

von Interesse, welche mit der Mobilitat (5.3) iiber die Beziehung

palF) = A [Fu(F)] (5.5)

zusammenhéngt. Im Grenzfall einer verschwindenden Kraft gehen beide Mo-
bilitdten in die lineare Mobilitdt p; = u(F — 0) = pq(F — 0) iiber. Des
weiteren wollen wir noch die normierten Mobilititen

fo=p/po fia = pa/ o (5.6)

einfithren. Dabei ist pg = 1/ = a*/2nhK die Mobilitéit eines Brownschen
Teilchens, die gerade durch die inverse Viskositéit gegeben ist.

In der Arbeit [113] wurde gezeigt, dafl die Mobilitét fiir eine Spektraldich-
te der Form (2.36) mit 1 < s < 2 endlich ist. In diesem Parameterbereich
lauft das Teilchen also nach Abklingen des Einschaltvorgangs mit konstanter
Geschwindigkeit das gekippte Tight-Binding-Potential hinunter. Fiir s < 1
wéchst der Ortserwartungswert nur logarithmisch mit der Zeit, so daf§ die
Mobilitdat Null ist, wiahrend fiir s > 2 der Ort schneller als linear anwéchst
und die Mobilitéit divergiert.
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5.2.2 Der stationire Nichgleichgewichtszustand und
das Rauschspektrum

Im Gegensatz zur Berechnung der Mobilitéten sind zur Behandlung von Fluk-
tuationen des Stroms

i) = = d(t) (5.7)

faktorisierende Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0 ungeeignet. Fluktuatio-
nen kénnen sinnvollerweise nur beziiglich eines stationiren Zustandes ange-
geben werden, d.h. in diesem Fall eines Zustandes mit konstantem Stromer-
wartungswert (j(¢)). Der einfachste stationédre Zustand ist der thermodyna-
mische Gleichgewichtszustand mit (j(t¢))s = 0, welcher nach Abschnitt 1.2.2
durch faktorisierende Anfangsbedingungen zur Zeit t; — —oo beschrieben
werden kann. Sobald nun aber eine duflere Kraft am System anliegt, wird das
TB-Potential gekippt und das Eigenwertspektrum ist nicht mehr nach unten
beschrankt. Deshalb existiert fiir das dissipative TB-Modell mit endlichem
Bias kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand. W#hlt man als An-
fangspraparation wieder einen faktorisierenden Zustand zur Zeit ty — —o0,
so lauft das Teilchen stattdessen fiir alle endlichen Zeiten mit einer konstan-
ten Geschwindigkeit v = pF' das gekippte Potential hinunter. Die dabei auf
einer gewissen Wegstrecke [ freiwerdende Energie hel/a wird vollsténdig vom
Warmebad absorbiert. In diesem Zustand, den wir als stationdren Nicht-
gleichgewichtszustand bezeichnen, ist der Stromerwartungswert (j(¢))ne =
e F'/a zeitunabhingig. Der Index ne steht dabei fiir non equilibrium.
Wir definieren als erstes Moment im stationdren Nichtgleichgewichtszu-
stand
((t)ne = T [{a(t — to))se — {a(~to))ic] = Ft (5.8)

toﬂf()o

Wegen der Subtraktion in dieser Gleichung gilt (¢(0)),. = 0, und das Teilchen
lauft zur Zeit ¢’ = 0 definitionsgeméfl durch den Ort ¢ = 0.

Nach diesen Vorbemerkungen sind wir jetzt in der Lage, das allgemei-
ne Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum einzufiihren. Die Fluktuationen des
Stroms werden durch die symmetrisierte Strom-Autokorrelationsfunktion

St =) =(6)it") +3)5(t))ne (5.9)

beschrieben, die aufgrund der Stationaritdt des Zustandes nur von der Diffe-
renzzeit t — t’ abhéngt. Als Rauschspektrum definiert man die Fouriertrans-
formierte von Gl. (5.9),

sw)= [ " o € (G(1)1(0) + H(0)F (1)) e (5.10)

—0o0
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welche eine reelle und gerade Funktion von w ist.!

Im folgenden werden wir die Korrelationsfunktion (5.9) allerdings nicht
direkt berechnen, sondern den Umweg iiber das mittlere Schwankungsqua-
drat

Cue(t —t') = {[a(t) — q(t)]*)ne (5.11)
= Dim ([g(t —t0) —q(t' — to)]*)te (5.12)

gehen. Zwischen Gl. (5.9) und Gl. (5.11) gilt nun der Zusammenhang

et 0 0

G + 50 Ohe = s Coclt =) . (5.13)

Durch Fouriertransformation dieser Gleichung kénnen wir das Rauschspek-
trum (5.10) auf das mittlere Schwankungsquadrat zuriickfithren. Man erhélt
die Beziehung

62 ~

S(w) = ——w?Che(w) . (5.14)

a2

5.3 Das Weak-Binding-Modell und die Dua-
litdtsbeziehung

Neben dem Tight-Binding- gibt es auch den entgegengesetzten sogenann-

ten Weak-Binding-Limes des periodischen Potentials. In diesem Fall ist die

Barrierenhohe zwischen benachbarten Mulden V4, klein gegen die relevan-

ten Energieskalen kg7, hwy. Dazu betrachten wir ein Teilchens mit Masse

M' — 0 in einem Cosinuspotential —V} cos(2mq’/a’). Die Hamiltonfunktion
2

ist dann durch
2
p Ch
Hyp = 5om + Z { (:c’a - w/2q') } , (5.15)

V(q) = —W, cos(2rq'/a") — F'¢ (5.16)

gegeben. Zur Unterscheidung vom TB-Modell haben wir sémtliche Parameter
des WB-Modells mit einem Strich versehen. Insbesondere soll im Falle Ohm-
scher Dissipation der Kondoparameter des Bades mit K’ bezeichnet werden.

!Damit die Fouriertransformierte (5.10) existiert, muf die Stromkorrelationsfunktion
im Langzeitlimes verschwinden. Tatséchlich gilt aber S(t — oo) = 2(j(¢))2, = 2(eFpu/a)?.
Diese Konstante sollte strenggenommen im Integrand von Gl. (5.10) subtrahiert werden.
Dies ist im folgenden aber nicht notwendig, da wir {iber die Laplace-Transformierte zur
Fouriertransformierten iibergehen werden und Konstanten dabei keinen Beitrag liefern,
siehe Abschnitt 6.4.3.
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Zwischen der TB- und WB-Darstellung des periodischen Potentials be-
steht eine interessante Dualitétssymmetie. Schmid [104] entdeckte im Rah-
men des Imagindrzeit-Pfadintegralzugangs, dafl bei 7' = 0 und strikt Ohm-
scher Dissipation die kanonische Dichtematrix des Weak-Binding-Modells
durch die Substitution K’ — 1/K auf die kanonische Dichtematrix des
TB-Modells mit einer ebenfalls strikt Ohmschen Spektraldichte abgebildet
werden kann. Der Bereich starker Kopplung im einen Modell wird also gera-
de auf den Bereich schwacher Kopplung im jeweils anderen abgebildet. Von
Fisher und Zwerger [79] wurde diese Symmetrie im Rahmen des Realzeit-
Zugangs auf endliche Temperaturen und Ohmsche Dissipation auflerhalb des
Scaling Limes verallgemeinert. Es zeigt sich, daf eine strikt Ohmsche Spek-
traldichte im WB-Modell, Gl. (1.20), auf eine Ohmsche Spektraldichte mit
Drude-Cutoff wp = /M’ im TB-Modell, Gl. (1.22), abgebildet wird.

Als Folge dieser Dualitdtssymmetrie sind die Mobilitéiten in beiden Mo-
dellen miteinander verkniipft. Fiir die in Gl. (5.6) eingefiihrte normierte Mo-
bilitat gilt die Dualitétsbeziehung

[Ll(elv K/) =1- ﬂ(67 K) ) (517)
wobel fiir die Parameter die Identifikationen
K' =1/K, € =¢/K und VW, =hA (5.18)

gelten.? Diese Beziehung ermoglicht es, auch die Mobilitit des WB-Modells
in der Tight-Binding-Darstellung zu berechnen. Diese ist aufgrund der aus
Stufenfunktionen zusammengesetzten Pfade fiir analytische wie numerische
Berechnungen besser geeignet.

In der Arbeit [105] wurde die Dualitétssymmetrie schlieBlich auf nicht-
ohmsche Spektraldichten verallgemeinert. Superohmsche Dissipationen in ei-
nem Modell wird dabei auf subohmsche Dissipation im jeweils anderen ab-
gebildet. Ebenso wurde gezeigt, dafi die Beziehung (5.17) auch fiir die fre-
quenzabhéngigen linearen Mobilitédten erfiillt ist.

In den letzten Jahren hat die Dualitdt im strikt Ohmschen Fall neu-
es Interesse erregt [95, 106]. Die Dualitdt erweitert sich in diesem Fall zur
Selbstdualitét. Das bedeutet, dafl das TB- und das WB-Modell verschiedene

2In der hiufig verwendeten Form p/(€e’, K') = po(K) — p(e, K) gilt diese Relation nur
fir po(K) = po(K'). Dann haben die Warmebéder in beiden Modellen die gleiche Vis-
kositét. Dies ist erfiillt, wenn die Gitterkonstanten der beiden Modelle iiber o’ = a/K
zusammenhéngen. Wegen € = Fa/h bedeutet dies, dafi die Krdifte in beiden Modellen
dieselben sein miissen. In der Form (5.17) bestehen dagegen keine Anforderungen an die
Gitterkonstanten, da fi = pu/po bei gegebenem Bias unabhiingig von a ist.
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Grenzfille des gleichen physikalischen Systems beschreiben. Die Energieska-
la dieses allgemeinen Modells soll analog zur Kondo-Temperatur mit 7j be-
zeichnet werden, und die Mobilitét sei durch M (K, Tp) gegeben. Ob man sich
nun in der TB- oder WB-Darstellung befindet, wird durch die Energieskala
Ty bestimmt, die entweder durch das Tunnelmatrixelement im TB-Modell,
To = To(A), oder durch die Potentialstéirke im WB-Modell, Ty, = To(1%),
ausgedriickt werden kann [95]. Damit gilt fiir die Mobilitdten im TB- und
WB-Modell

u(K) = MK, To(A)] W(K) = MK, Ty(W)] - (5.19)

Ausgehend von einer in einem Modell gegebenen Mobilitéat erhélt man also
durch Austausch der Darstellung von Ty die Mobilitdt im anderen Modell
bei gleicher Kopplungskonstanten K. Des weiteren kann mit Gl. (5.19) die
Dualitétsbeziehung (5.17), die die Bereiche starker und schwacher Kopplung
verkniipft, in der allgemeineren selbstdualen Form

MK, Ty) =1 — M(1/K,T) (5.20)

dargestellt werden, wenn die Tilde wieder den auf pp normierten Wert be-
zeichnet. Diese Gleichung vereinfacht sich auf die Form (5.17), wenn die Skala
T, auf einer Seite der Gleichung durch A, auf der anderen durch V;, ausge-
driickt wird. In dieser Form wird beispielsweise eine perturbative Entwick-
lung im TB-Modell auf eine perturbative Entwicklung im WB-Modell mit
inverser Kopplung abgebildet. Setzt man dagegen auf beiden Seiten dieselbe
Darstellung von Tj ein, so erhalten wir eine (Selbst-) Dualitétsbeziehung zwi-
schen den Bereichen starker und schwacher Kopplung innerhalb des gleichen
Modells. Dann wird durch Gl. (5.20) z. B. eine perturbative auf eine asym-
ptotische Entwicklung im gleichen Modell bei inverser Kopplung abgebildet.

Auch fiir das Rauschspektrum koénnen wir die Selbstdualitdt im strikt

Ohmschen Fall ausniitzen. Das allgemeine Rauschspektrum bezeichnen wir
mit S(w, K, Tp). Fiir das Rauschen in der TB- und WB-Darstellung gilt dann

S, K) =Sw, K, Ty(A)],  S'(w,K)=Sw, K, To(Vy)].  (5.21)

Wieder kénnen durch den Austausch der Darstellung von Ty Ergebnisse fiir
das TB-Modell auf das WB-Modell mit gleicher Kopplung iibertragen wer-
den.
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5.4 Das Luttinger-Modell

5.4.1 Bosonisierung

Wechselwirkende Fermionen in zwei oder drei Dimension werden durch das
Modell einer Fermifliissigkeit beschrieben. Die Wechselwirkung fiithrt dabei
lediglich zu einer Renormierung der Parameter des wechselwirkungsfreien
Fermigas-Modells. In einer Dimension spielt die Wechselwirkung zwischen
den Fermionen dagegen eine zentrale Rolle und fithrt zum Zusammenbruch
des Fermifliissigkeitsverhaltens. Die niederenergetischen Eigenschaften von
eindimensionalen korrelierten fermionischen Systemen werden stattdessen
durch das Modell einer Luttingerfliissigkeit beschrieben. Im Niederenergie-
bereich sind nur Anregungen nahe des Fermi-Wellenvektors kr von Bedeu-
tung, und man kann die Dispersionsbeziehung um kg linearisieren. Durch
Fortsetzung der dabei entstehenden beiden Dispersionszweige auf negative
Energien ist es moglich, zu einer bosonisierten Darstellung des Problems zu
gelangen. Wir fassen im folgenden die Resultate dieses Zugangs kurz zu-
sammen und verweisen fiir eine ausfiihrliche Behandlung auf die Referenzen
[99, 100, 101, 102, 103].

Der Erzeugungsoperator fiir spinlose Fermionen kann durch bosonische
Phasenfelder ¢(z) und 6(z) beschrieben werden, welche die Vertauschungs-
relationen

[6(x), ()] =0, [0(z),0(z")] =0, [d(x),6(z")] = —%Sgn(x — ') (5.22)
erfiillen. Der kanonisch konjugierte Impuls zum Feld ¢(x) ist durch Il;(x) =
VO(x) gegeben, und entsprechend ist Ily(z) = V() der kanonisch konju-
gierte Impuls zum Feld (). Mit diesen Feldern erhélt man fiir den Fermion-
operator die Darstellung

wT(x) — Z einlkraz+v/mb(x)l+ivro(z) (5.23)

n ungerade

Fiir niedrige Energien sind dabei nur die Terme n = +1 von Bedeutung,
die den rechts- und linkslaufenden Fermionen entsprechen. Die Dichte der
Fermionen lautet

() ="+ Lwo) + M cosioben + 2m00)] . (5.20)

x) = — 4+ —=Vl(x) + — cos|2kpz m6(x)] . )

P T T T i

Der erste Term ist dabei die durchschnittliche (Hintergrund-) Dichte. Der
zweite Term beschreibt Dichtefluktuationen innerhalb der rechts- und links-
laufenden Zweige, und der dritte Term beriicksichtigt eine Wechselwirkung
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zwischen Rechts- und Linkslaufern. Beschrankt man sich auf kurzreichwei-
tige Wechselwirkungen und vernachléssigt Riickstreuprozesse, so kann die
Wechselwirkung vollstédndig durch den dimensionslosen Parameter

1
7= \/1—|—U0/7ThUF

beschrieben werden. Dabei ist vp die Fermigeschwindigkeit, und U, ist die
k = 0 Komponente der fouriertransformierten Wechselwirkung. Fiir nicht-
wechselwirkende Fermionen ist ¢ = 1, wihrend fiir abstolende Wechselwir-
kungen g < 1 gilt. Driickt man nun den Hamiltonoperator durch die bosoni-
schen Phasenfelder aus, so erhélt man den Luttinger-Hamiltonian

(5.25)

g
2

H

/0 do [g(w)u;(ve)? | (5.26)

wobei periodische Randbedingungen auf der Lénge L angenommen wurden.
Gl. (5.26) beschreibt eine harmonische Fliissigkeit mit Schallgeschwindigkeit
vs = vp/g. Die niederenergetischen Anregungen von korrelierten Fermionen
in einer Dimension sind also Dichtewellen (Plasmonen), und es gibt im Ge-
gensatz zur Fermifliissigkeit keine Quasiteilchenanregungen.

Der Hamiltonian (5.26) beschreibt eine homogene Luttinger-Fliissigkeit.
Im folgenden sollen Punktbarrieren wie z. B. Verunreinigungen miteinbezo-
gen werden. Durch diese Barrieren kommt es zu Wechselwirkungen zwischen
den Rechts- und Linksldufern. Dabei lassen sich zwei Grenzfille einfach mo-
dellieren [9]. Ein schwaches Stérpotential V' (z) wird durch einen Zusatzterm
Hg = [dz V(2)y'(z)¢(z) beschrieben. Setzt man fiir V' (z) ein kurzreichwei-
tiges Potential der Hohe V, an und vernachléassigt Mehrelektronen-Riickstreu-
prozesse, so erhilt man fiir den Stérhamiltonian

Hgy = hV, cos[2/70(0)] + \6/—‘;0(0) . (5.27)

Der erste Summand beschreibt die 2kp-Riickstreuung, und der zweite Sum-
mand beriicksichtigt eine an der Barriere abfallende Spannung V', durch wel-
che die Elektronen links der Barriere, deren Anzahl gerade durch 6(0)/+/m

gegeben ist, um die Energie eV angehoben werden. Mit Gl. (5.26) erhalten
wir also fiir den Gesamthamiltonian dieses Weak Barrier-Modells

Doy

Hy 5 /0 dx {gﬂz + ;(V@)ﬂ + hVg cos(24/m6(0)) + (\3/—‘;0(0) . (5.28)

Da hier nur das Feld 6(x) auftritt, spricht man auch vom 6-Modell.
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Der entgegengesezte Grenzfall einer sehr hohen Barriere kann durch einen
Tunnelhamiltonian Hr = —hAA1[¢pT(0%)(07) + h.c.] beschrieben werden.
Dieser kann nun durch die Feldkomponente ¢(0) ausgedriickt werden. Beriick-
sichtigt man auch eine am Tunnelkontakt anfallende Spannung V', so ergibt
sich fiir den Hamiltonian dieses Large Barrier-, Weak link- oder ¢-Modells

g
2

Hy /0 dx {;HZ + g(ng)Z] — hAT cos[2y/7é(0) + (eV/R)t] . (5.29)

5.4.2 Abbildung auf das dissipative periodische Poten-
tial

Das im letzten Abschnitt beschriebene Luttinger-Modell mit Barriere ist for-
mal dquivalent zum Modell eines dissipativen Teilchens in einem periodischen
Potential. Dabei entspricht der Grenzfall einer niedrigen Barriere dem Weak-
Binding-, der Grenzfall einer hohen Barriere dem Tight-Binding-Limes des
periodischen Potentials.

Betrachten wir zunéchst das Weak-Barrier-Modell. Die Hamiltonfunktion
(5.28) kann mittels zweier unitédrer Transformationen auf das Weak-Binding-
Modell, Gl. (5.15), abgebildet werden [107]. Der reduzierte Freiheitsgrad 6(0)
im #-Modell ist dabei dquivalent zur Grofie \/7q’ /a’ im Weak-Binding-Modell,
d.h. die Anzahl der Elektronen links der Barriere entspricht dem normierten
Ort ¢'/a’ des Teilchens im Cosinus-Potential. Die Dampfung des Freiheits-
grades 6(0) wird durch die harmonischen Anregungen der Luttingerfliissig-
keit hervorgerufen. Die Dampfung ist Ohmsch mit einer Cutoff-Frequenz
we = 1'/M’ und einer Kopplungskonstanten von K’ = 1/g. Die an der Bar-
riere anliegende Spannung V' héngt mit dem Bias ¢’ des WB-Modells iiber die
Beziehung € = eV/h zusammen, und die Barrierenhéhen in beiden Modellen

sind identisch, Vy = Vb
Der Strom Iy = e(f(0,t — o0))) im #-Modell ist damit dquivalent zum
Strom j' = e(¢'(t — o0))/a’ im Weak-Binding-Modell. Damit folgt zum einen

das Rauschspektrum im #-Modell direkt aus dem Rauschen im WB-Modell,
So(w,V,g) =S (w,é =eV/h, K'=1/g) . (5.30)

Zum anderen kann die Leitfahigkeit Gy = Ip/V auf die Mobilitdt ' im
WB-Modell zuriickgefiihrt werden. Wir normieren die Leitfdhigkeit Gy da-
zu auf die Mikrowellenleitfdhigkeit eines Quantendrahtes ohne Barriere im
statischen Limes, Go(g) = ge?/h [9]. Fiir die normierte Grofe Gy = Gg/Gy
erhalten wir dann die einfache Beziehung

GolV.g) = (€ = eV/h K" = 1]g) (5.31)
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Die Hamiltonfunktion des Large-Barrier-Modells (5.29) kann v6llig analog
durch zwei unitiare Transformationen auf die Hamiltonfunktion des dissipa-
tiven TB-Modells, Gl. (5.1), abgebildet werden [108]. Der reduzierte Frei-
heitsgrad ist in diesem Fall die Feldkomponente ¢(0), und die harmonischen
Anregungen der Luttingerfliissigkeit werden durch eine strikt Ohmsche Spek-
traldichte mit K = 1/g beschrieben. Es gelten die Parameteridentifikationen
e = eV/h und A = Ar. Damit kénnen sowohl das Rauschspektrum als auch
die Leitfdhigkeit im ¢-Modell

Gy(V) = eA(sin(2y/7m¢(0,t — 00))/V (5.32)

auf die entsprechenden Groflen im TB-Modell zuriickgefithrt werden. Man
erhélt die Beziehungen

S¢(~w, V,g)=Sw,e=eV/h, K =1/g), (5.33)

GolV.g) = iile = eV/R K = 1/g). (5.34)

Durch diese Abbildungen werden die im letzten Abschnitt beschriebenen
Dualitétseigenschaften des periodischen Potentials auch auf das Luttinger-
Transportproblem mit Barriere iibertragen. So folgt z. B. aus Gl. (5.17) die
Dualitatsbeziehung fiir die Leitfahigkeiten

Mit Hilfe der in diesem Abschnitt dargestellten Aquivalenz kénnen wir
korrelierte eindimensionale Systeme im Rahmen der dissipativen Quantenme-
chanik behandeln und damit auf die in Kapitel 1 beschriebenen Methoden
zuriickgreifen. Wir beschrianken uns auf die TB-Darstellung (5.1) des periodi-
schen Potentials. Mit den in Abschnitt 5.3 beschriebenen Dualitétseigenschaf-
ten konnen die Ergebnisse jedoch auch auf die WB-Darstellung iibertragen
werden. Bevor nun im néchsten Kapitel die Transporteigenschaften und das
Rauschspektrum im dissipativen TB-Modell detailliert untersucht werden,
wollen wir mit dem Tunneln von Randzustédnden im Fraktionalen Quanten-
Hall-Effekt (FQHE) eine experimentelle Realisierung eines eindimensionalen
Systems diskutieren.

5.4.3 Tunneln von Randzustinden im FQHE

Es ist schwierig, den Zustand einer Luttinger-Fliissigkeit in eindimensionalen
Quantendrahten experimentell zu realisieren und kontrolliert mit Storstellen
zu versehen. Zum experimentellen Studium der durch Gl (5.28) und (5.29)
beschriebenen Modelle benétigen wir beispielsweise genau ein sehr niedriges
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bzw. sehr hohes Storpotential. Im allgemeinen ist es aber nicht moglich, die
Verunreinigungen gezielt einzusetzen. Hinzu kommt noch, daf der Ubergang
vom eindimensionalen Quantendraht zu den dreidimensionalen Zuleitungen,
d.h. der Kontakt zwischen Luttinger- und Fermifliissigkeit, zu neuen Effek-
ten fithrt [109]. Eine geeignete Realisierung einer Luttinger-Fliissigkeit, die
robust gegeniiber Verunreinigungen ist, stellen dagegen die Randstréme im
Fraktionalen Quanten-Hall Effekt dar. Ein Storpotential kann in diesem Fall
durch Anlegen einer Gate-Spannung gezielt erzeugt und in seiner Hohe vari-
iert werden.

Wie von Wen [81, 110] gezeigt wurde, lassen sich die Randstrome im
FQHE durch eine chirale Luttinger-Fliissigkeit beschreiben, wobei der Wech-
selwirkungsparameter g durch den Fiillfaktor v gegeben ist, g = v. In einem
Laughlin-Zustand [111] mit Fillfaktor v = 1/n (mit n ungerade) wird die
Chiralitdt der Randanregungen durch das duflere Magnetfeld bestimmt. Des-
halb sind in der chiralen Luttinger-Fliissigkeit Rechts- und Linkslaufer rdum-
lich voneinander getrennt und Verunreinigungen fiithren zu keiner Riickstreu-
ung zwischen diesen beiden Typen von Fermionen.

In der betrachteten Anordnung (siche Abb. 5.1) sollen sich die Linksldufer
(L) nun am oberen, die Rechtsldufer (R) am unteren Ende des Quanten-
Hall-Stabes befinden. Die beiden Randanregungen konnen auf ein chemi-
sches Potential up, bzw. ur gelegt werden. Unterscheiden sich diese bei-
den Werte, so flieit ein Netto-Strom durch die Anordnung, der sogenann-
te Hallstrom. Die Leitfdhigkeit ist dabei unabhéngig von der Source-Drain-
Spannung V' = (1, — pgr)/e durch die Hall-Leitfahigkeit Gy = ve?/h (bzw.
durch den statischen Limes der Mikrowellenleitfahigkeit einer homogenen
Luttingerfliissigkeit mit g = v) gegeben.

Eine einzelne Barriere kann erzeugt werden, indem eine negative Gate-
Spannung Vi angelegt wird. Wie in Abb. 5.1 (Geometrie A) dargestellt
schniirt die dadurch entstehende Verarmungszone die Quanten-Hall-Fliissig-
keit ein. Dabei ist wichtig, daf§ die Ausdehnung dieser Verengung sehr klein
ist, so daf sie als Punktbarriere behandelt werden kann. Durch die rdumli-
che Ndhe der Randanregungen an der Verengung konnen nun Riickstreupro-
zesse zwischen Rechts- und Linksldufern stattfinden. Dies kann als Tunneln
von Laughlin-Quasiteilchen mit fraktionaler Ladung e = veg zwischen den
Randzustdnden interpretiert werden. Wegen dieses Tunnelstroms sinkt der
Source-Drain-Strom durch die Anordnung unter den Wert des Hallstroms
bei Abwesenheit der Verengung.

Die Hohe der Barriere kann iiber die Gate-Spannung gezielt geregelt wer-
den. Durch weiteres Erhohen der Gate-Spannung wird die QH-Fliissigkeit im-
mer mehr zusammengeschniirt und damit die Quasiteilchen-Tunnelamplitude
erhoht. Man gelangt schlielich zu der in Abb. 5.1 (Geometrie B) dargestell-
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Abbildung 5.1: Tunneln zwischen Randzustinden im FQHE. Beide Geometrien sind im
Text naher erlautert.

ten Situation: die beiden Randzustéinde gehtéren nun zu verschiedenen QH-
Fliissigkeiten. Es konnen also nur Elektronen zwischen den Randzusténden
tunneln. Durch Erniedrigung der Gate-Spannung kann man wieder zur Geo-
metrie A zuriickkehren. Der Ubergang zwischen den beiden Geometrien kann
ebenfalls durch Andern der Source-Drain-Spannung V' erfolgen. Ausgehend
von Geometrie A wird durch Erniedrigung der Spannung und damit des
Source-Drain-Stromes die Quasiteilchen-Tunnelamplitude erhoht, und man
gelangt zu Geometrie B. Anschaulich gesprochen befinden sich die Randan-
regungen bei niedrigerem Strom langer im Bereich der Storstelle, und Tun-
nelprozesse werden wahrscheinlicher.

Die beiden Geometrien entsprechen nun den Grenzféllen schwacher bzw.
starker Riickstreuung im dquivalenten Luttinger-Fliissigkeitsmodell. Geome-
trie B wird durch das Large-Barrier- oder ¢-Modell mit g = v beschrieben.
Das Matrixelement A beschreibt dabei die Elektron-Tunnelamplitude. Geo-
metrie A entspricht dagegen dem Weak-Barrier- oder §-Modell mit g = v,
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wobei die Potentialstirke Vj als Quasiteilchen-Tunnelamplitude zu inter-
pretieren ist. Schreiben wir die Dualitdtsbeziehung (5.35) auf die Strome
I(V) = VG(V) um, so erhalten wir fiir den Source-Drain-Strom in Geome-
trie A die Beziehung

Io(g, V) = Io(9,V) — gls(1/g,9V) (5.36)
= Io(9,V) = 14(1/g,V, ge) . (5.37)

In der zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dafl der Strom die funktionale
Gestalt Ladung x Funktion (eV') hat. Der Source-Drain-Strom ist also gleich
dem Hallstrom Iy(g, V') = Go(g)V abziiglich des Quasiteilchen-Tunnelstroms
1,(1/g,V, ge). Letzterer 1aBt sich also durch ein Large-Barrier-Modell mit
¢ = 1/g = 1/v ausdriicken, wenn man die fraktionale Ladung ge = ve
einsetzt.



Kapitel 6

Das Rauschspektrum im
dissipativen periodischen
Potential

In diesem Kapitel soll das Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums im
dissipativen TB-Modell untersucht werden. Dabei beschrdnken wir unsere
Untersuchungen aber nicht nur auf das durch Gl. (5.10) definierte Rausch-
spektrum, sondern verfolgen parallel dazu auch die Mobilitdten (5.3) und
(5.4) weiter. In einigen Parameterbereichen besteht ndmlich ein Zusammen-
hang zwischen dem Rauschspektrum und den Transportgrofien Mobilitét
bzw. Leitfahigkeit. Beispiele hierfiir sind das Schrotrauschen oder das John-
son-Nyquist-Rauschen. In der Tat wird die (differentielle) Mobilitdt auch in
das Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums eingehen.

Zunidchst werden wir im Rahmen der Linearen Antworttheorie zeigen,
daf} die Mobilitat auch in Gegenwart einer aufleren Kraft durch eine Suszep-
tibilitdt ausgedriickt werden kann. Fiir das Rauschspektrum ist dies nur fiir
F = 0 durch das Fluktuations-Dissipations-Theorem moglich. In Abschnitt
6.2 werden dann formal exakte Reihenentwicklungen fiir die Mobilitdt und
das mittlere Schwankungsquadrat abgeleitet, aus welchem das Rauschspek-
trum erhalten werden kann. In Abschnitt 6.3 werden wir uns auf die niedrig-
sten Ordnungen dieser Entwicklungen beschridnken, welche das Regime in-
kohérenter Tunnelprozesse beschreiben. Man erhilt das Schrotrauschen, des-
sen Spektrum im Niederfrequenzbereich weif3 ist. Auf der Basis des in Kapitel
3 eingefiihrten diagrammatischen Bildes wird anschliefend in Abschnitt 6.4
das fithrende Langzeitverhalten des Schwankungsquadrats herausgearbeitet,
welches direkt das Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums bestimmt.
Dabei beriicksichtigen wir alle Ordnungen der Reihenentwicklung und erhal-
ten fiir 7' = 0 ein universelles Verhalten in Form einer Shiba-Relation.

132
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6.1 Lineare Antworttheorie

Die Lineare Antworttheorie beschreibt die Reaktion eines Systems auf eine
schwache duflere Storung. Dieses Verhalten verrdt zum einen viel iiber die
dynamischen Eigenschaften des Systems und ist zum anderen direkt expe-
rimentell zuginglich. Ublicherweise werden dabei Systeme im thermodyna-
mischen Gleichgewichtszustand untersucht. Wir interessieren uns hier aber
fiir den Fall, dafl schon eine statische Kraft F' am System anliegt und das
System sich im stationédren Nichtgleichgewicht befindet. Zur Zeit ¢’ = 0 soll
dann eine zusdtzliche schwache zeitabhéingige Kraft

f(t) =0O(t) fe " (6.1)

eingeschaltet werden. Die lineare Antworttheorie berticksichtigt diese Stérung
in niedrigster Ordnung Storungstheorie.

Die von der Stérung hervorgerufene Abweichung des Ortserwartungswerts
(q(t)) von jenem im stationdren Nichtgleichgewichtszustand (q(t))n kann
durch eine Nichtgleichgewichts- Antwortfunktion ype(t) ! beschrieben werden,

Aq(t) = (g(8)) — (q(t))ne = / i xwelt — (). (6.2)

—00

Um die Kausalitét zu sichern, mufl y,.(t) fiir alle ¢ < 0 identisch verschwin-
den. Dies ist dquivalent zu der Forderung, dafl die als Fouriertransformierte
der Antwortfunktion definierte dynamische Suszeptibilitat

Cae(w) = /_ "t ety (t) (6.3)

keine Pole in der oberen Halbebene haben darf. Die Nichtgleichgewichts-
Antwortfunktion ype(t) bestimmt man nun, indem man die Differenz der
Erwartungswerte auf der linken Seite von Gl. (6.2) im Wechselwirkungs-
bild berechnet. Die Dichtematrix W (t), mit welcher der Ortserwartungswert
{(q(t)) = Tr [qW (t)] gebildet wird, geniigt dabei der von-Neumann-Gleichung
im Wechselwirkungsbild mit der Anfangsbedingung W (0) = W,,. Die Dich-
tematrix Wy, die den stationdren Nichtgleichgewichtszustand beschreibt, ist
allerdings nicht bekannt. Dies ist aber kein Hindernis, da fiir eine schwa-
che Stérung die Losung fiir W(t) in der Stérung f(¢) entwickelt werden
kann. Die nullte Ordnung W, fillt dann durch die Differenzbildung mit

!Die Abhiingigkeit dieser Antwortfunktion von der statischen dufleren Kraft F ist hier
nicht explizit angegeben, sondern lediglich durch den Index ne angedeutet.
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(q(t))ne = Tr[gWye] heraus. Beschrinkt man sich auf die in der Stérung
linearen Terme, so erhélt man fiir die Antwortfunktion den Ausdruck

1

Xae() = 7O(8) (4(1)q(0) = 4(0)g(1))ne (6.4)
= 20(t) lim (gt —to)a(~to) —a(~to)a(t —to))c - (65)

Die Antwort des Systems auf eine zusétzliche duflere Storung wird in linearer
Néherung also nur durch die Eigenschaften des Systems im stationéren Nicht-
gleichgewichtszustand bestimmt. Da dieser Zustand im Fall einer verschwin-
denden dufleren Kraft F' = 0 in den thermodynamischen Gleichgewichts-
zustand iibergeht, vereinfacht sich die Nichtgleichgewichts- Antwortfunktion
(6.4) fiir F = 0 zur thermodynamischen Antwortfunktion x/(¢).

Im folgenden soll die Antwortfunktion xye(t) mit den in Gl. (5.3) und
(5.4) definierten Mobilitdten in Verbindung gebracht werden. Dazu setzen
wir Gl. (6.1) in Gl. (6.2) ein,

Aq(t) = / dt' xne(t — ') O(t') fe=

—0o0

t
= fei“’t/ dt' xne(t —t') €1 (6.6)
0

Fiir t — oo ist das Integral aber gerade gleich der dynamischen Suszeptibi-
litét (6.3), so dal man fiir den Ortserwartungswert den Ausdruck

(a(t)) = fe™™ Xne(w) + ((t))ne + t — o0 (6.7)
erhilt. Mit (q(¢))ne = Fu(F)t folgt daraus fiir die Geschwindigkeiten
(4(t) = —iwXne (W) fe ™" + Fu(F) , t—o0. (6.8)

Wir definieren nun eine verallgemeinerte Mobilitdt M (F,w) iiber die Bezie-
hung

M(F,w) = —iwXne(w) . (6.9)

Aus GL. (6.8) folgt, daf sich die verallgemeinerte Mobilitét fiir eine verschwin-
dende statische Kraft F' = 0 zur linearen frequenzabhéngigen Mobilitét pu(w)
vereinfacht,

pw) =M(F =0,w) = —iwx(w) . (6.10)
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Dagegen erhilt man im Spezialfall einer zeitunabhéngigen Storung f(t) = f

(it = o0)) = Fu(F)

M(F,w=0) = r

(6.11)

Zu positiven Zeiten liegt nun insgesamt die Kraft /' + f am System an, und
in fithrender Ordnung ist (§(t — o0)) = (F + f)u(F + f). Da die Stoérung
als schwach angenommen wird, f < F, vereinfacht sich die verallgemeinerte
Mobilitdt zur in Gl. (5.4) definierten differentiellen Mobilitét pq(F),

pa(F) = M(F,w=0)= lim [ — iwXne(w)] (6.12)
= tlir& Xne(t) - (6.13)

Mit Hilfe der Beziehung (5.5) kann damit auch die Mobilitét u(F) auf die
Nichtgleichgewichts-Suszeptibilitidt ypn.(w) zuriickgefithrt werden. Dieser Zu-
gang stellt eine Alternative zur direkten Berechnung der Mobilitéit mittels
der Definition (5.3) dar. Da wir zur Behandlung des Rauschspektrums oh-
nehin den stationédren Nichtgleichgewichtszustand behandeln miissen, wollen
wir in dieser Arbeit auch die Mobilitéten iiber Gl. (6.12) herleiten.

Auch das Rauschspektrum bei Abwesenheit einer dufleren Kraft F' kann
durch die Lineare Antworttheorie beschrieben werden. Mit Hilfe des Fluktua-
tions-Dissipations-Theorems [54] kann das Rauschspektrum auf den Ima-
ginérteil der dynamischen Suszeptibilitdt zuriickgefiihrt werden,

S(w) = ZZ—Zth coth(hfBw/2) X" (w) . (6.14)

Mit Gl. (6.10) kann diese Beziehung auch in der Form

2

S(w) = 2%hw coth(hfBw/2) i (w) = 2hw coth(hfw/2) G'(w) (6.15)

dargestellt werden. In der zweiten Form haben wir die Mobilitdt geméaf
Gl. (5.31) bzw. (5.34) durch die Leitfahigkeit ersetzt. Das lineare Rausch-
spektrum wird also direkt durch den Realteil der linearen frequenzabhéngi-
gen Mobilitat bzw. Leitfdhigkeit bestimmt. Im klassischen Regime hw < kgT’
ist dies gerade das Johnson-Nyquist Rauschen S = 4kgT'G mit der statischen
Leitfdhigkeit G. Im folgenden wollen wir jedoch das Nichtgleichgewichts-
Rauschspektrum behandeln, fiir welches es keine so einfache Beziehung wie

GL. (6.15) gibt.
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6.2 Formal exakte Losungen

Wie wir in Abschnitt 5.2.2 gesehen haben, kann die in Abschnitt 1.2.2 be-
schriebene Realzeit-Pfadintegralmethode ohne Modifikationen zur Berech-
nung von Erwartungswerten im stationédren Nichtgleichgewichtszustand her-
angezogen werden. Darauf basierend sollen in diesem Abschnitt formal exak-
te Reihenentwicklungen fiir das mittlere Schwankungsquadrat (5.11) und die
Antwortfunktion (6.5) im stationiren Nichtgleichgewichtszustand hergeleitet
werden. Aus diesen beiden Grofien konnen mit den Beziehungen (5.14) bzw.
(6.12) das Rauschspektrum bzw. die Mobilitdten abgeleitet werden. Des wei-
teren werden wir auch das erste Moment (5.8) behandeln. Dieses bendtigen
wir zwar nicht mehr fiir die Mobilitdt, da wir diese aus dem alternativen
Zugang (6.12) gewinnen. Es zeigt sich aber, daf} das erste Moment fiir die
Diskussion des Langzeitverhaltens von Ce(t) von Bedeutung ist.
Wir betrachten das erzeugende Funktional

Zne(p, ki, v, t) = (eP1 @ ra®era©@)y (6.16)

aus welchem alle oben genannten Erwartungswerte durch geeignete Differen-
tiationen abgeleitet werden konnen. Es ist

o 8Zne(pv K, U, t)

(a(t))ne = 2 , (6.17)

p=k=v=0
0? o 0 0 0 0 0
_ |, 29 29 99, 1
Cult) = |3+ 33— 390~ 3| Bl Ol (619
) 0 0 0 0
<>[

== —— -\ Z : 1
Xl’le(t) h@ t 8/@ 81/ 8/@ 8p:| ne(p> K/? 1/7 t)’p:/{:y:() (6 9)

Der Erwartungswert (6.16) kann nach Abschnitt 1.2.2 durch geeignete
Praparationsfunktionen und propagierende Funktionen beschrieben werden.
Damit erhélt man schliellich den Ausdruck

Zne(p, K, v, t) = lim Z J(n,n,t;m,r,050,0,t) edPmtrnter) o (6.20)
top——00
Die propagierende Funktion J(n,n,t;m,r,0;0,0, to) ist dabei durch Gl. (1.60)
gegeben, und die Funktionalintegrationen miissen die Randbedingungen

q(to) =0, q(0) = ma, q(t) = na
q (to) = 0, q'(0) = ra, q(t) =na (6.21)
erfiilllen. Die Auswertung dieses doppelten Realzeit-Pfadintegrals ist sehr

ahnlich zu jener im Spin-Boson-Modell, die in Abschnitt 2.4 beschrieben wur-
de. Ein Doppelpfad, welcher vom Gitterplatz ¢ = 0 zum Gitterplatz ¢ = na
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fithrt, kann wieder als Pfad iiber die Matrixelemente der nunmehr unendlich
ausgedehnten reduzierten Dichtematrix aufgefafit werden. Die Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten (2.21) nehmen fiir einen Pfad mit ¢ Spriingen im
negativen und j Spriingen im positiven Zeitast (wobei i 4+ j > 2n gerade ist)
die Form

i+7 i+7

Zfl t - tl Zm t — tl (622)

an. Die Ladungen & = 41 und 7, = +1 parametrisieren die vier Uber-
gangsmoglichkeiten, die fiir den Sprung zur Zeit ¢; bestehen. Sie miissen dabei
die Randbedingungen

i+j i+j

Z& =0 sowie Zm =2n (6.23)
I=1

erfiillen.

1 1]
‘ T ]
. |||||||||

AN |

q Ui

Abbildung 6.1: Das Gitter der reduzierten Dichtmatrix im TB-Modell. Ein Pfad, der
die Orte (1,1) und (4,4) verbindet, ist gestrichelt eingezeichnet. Das dazugehdrige
Ladungsbild ist rechts angegeben.

Damit bestehen fiir die moglichen Pfade wesentlich mehr Freiheiten als
beim Zweizustandssystem. Dort sind fiir die Relativ- und Schwerpunktskoor-
dinate nur je zwei Werte moglich, und das System kehrt nach jedem Aufler-
diagonalaufenthalt wieder in einen Diagonalzustand zuriick. Im Ladungsbild
bedeutet dies, dal sowohl die Diagonal- als auch die Offdiagonalladungen im-
mer in neutralen Paaren angeordnet sind. Diese Einschrankungen fallen beim
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TB-System weg: es konnen mehrere gleichnamige Ladungen aufeinander fol-
gen, und das System kann sich beliebig weit auflerhalb der Diagonalen auf-
halten. Wie weit auflerhalb der Diagonalen sich das Sytem nach [ Spriingen
befindet wird dabei durch das Auflerdiagonalmaf}

i+j

Jitj = Z §p = Zﬁk (6.24)

k=I+1

beschrieben. Ein typischer Pfad sowie die entsprechenden Ladungen sind in
Abb. 6.1 dargestellt. Wiahrend alle Auflerdiagonalladungen zusammen ein
neutrales Cluster bilden, ist dies fiir die Diagonalladungen im allgemeinen
nicht der Fall. Dies wird durch die Bedingungen (6.23) zum Ausdruck ge-
bracht.

Kommen wir nun zum Beitrag der freien Propagatoren und des Influ-
enzfunktionals zur propagierenden Funktion. Wie schon beim Zweizustand-
system betragt die Wahrscheinlichkeitsamplitude pro Zeiteinheit fiir einen
Sprung +iA/2. Des weiteren wird bei endlichem Bias jeder Pfad mit dem
Biasfaktor explie fjoo dt'¢(t")] gewichtet. Fiir einen Pfad der Form (6.22)
erhélt man insgesamt ein Amplitudenprodukt

AlgA*[q'] = (-1)"H22(A/2)" By (6.25)
mit dem Biasfaktor
i+j
Bii; = exp {—ie Z &tl} : (6.26)
=1

Fiir das Influenzfunktional verwenden wir wegen der stiickweise stetigen Pfa-
de wiederum die Form (2.23). Mit Gl. (6.22) erhélt man dann

Firj = GipiHiyj (6.27)

Der Faktor G,; beschreibt die Wechselwirkung zwischen den AuBerdiago-
nalladungen und ist durch

i+75 k—1
G/L'Jrj = exp {Z Z é—kgl Q/(tk — tl)} (628)

k=2 l=1

gegeben. Die Wechselwirkung der Diagonalladungen mit den nachfolgenden
Auflerdiagonalladungen ist in dem Faktor

i+j—1
H;ij = exp { Z 0, HJ} (6.29)
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enthalten. Die Phase
i+j

Oivi = Z &Q" (ty — 1) (6.30)

k=I+1

vereinfacht sich dabei im strikt Ohmschen Fall mit Q”(¢) = 7K sgn(t) auf
0l,i+j = WKgl,i-i-j . (631)

Mit diesen Vorarbeiten und unter Verwendung des zeitgeordneten Integra-
tionssymbols (2.34) erhalten wir fir die propagierende Funktion in Gl. (6.20)
die Form

J(n,n, t;m,r,0,0,0,t0) = > > ()R A)2)

i=|m|+|r| j=|n—m|+[n—r|
t

X / Dij{ti} Y BiyjGirj Y Hirj. (6.32)
fo &y {m}”

Der Doppelstrich bei der {£}- und {7, }-Summation weist dabei auf die Ein-
schrankungen

i it+j
Zm:m+r, Zm:2n—m—r,
=1 I=it+1
% (]
Zfl:m—'r’, Zfl:m—r (6.33)
=1 I=it1

hin. Setzt man Gl. (6.32) in das erzeugende Funktional (6.20) ein, so erhélt
man den Ausdruck

0 00 t
Zne(pa K, V, t) = Z Z A / Di,j{tl} Z Bi-i—jGi-i-inaj(pv K, V) ) (634)

i=0 j=0 &y

Ai,j(p: K, l/) _ (1/2)i+j Z Z Z (_1)(i+j—2n)/26a(mp+nn+ry)

X O(i — [m| +[r)O(j — [n —m| —|n—r]) Y Hisj .

{m}’
(6.35)

Der Strich bei der {¢;}-Summation bringt zum Ausdruck, daf die in Gl. (6.23)
links angegebene Neutralitdtsbedingung erfiillt sein muf. Die Summation
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iiber die Diagonalladungen {7;} in Gl. (6.35) kann in analytischer Form
durchgefiihrt werden, und es ergibt sich [5, 114]

A; j = expla(v — p)gi,it;/2]sinh(pa/2) H sinhfa(p + Kk +v)/2 +i6,,]
1=1
itj—1
X H sinh[ak/2 + 10,14 - (6.36)
m=i+1
Aus dem erzeugenden Funktional kénnen wir nun iiber die Vorschriften (6.17)
und (6.18) das erste Moment sowie das mittlere Schwankungsquadrat ablei-
ten. Man erhilt

0o 00 t
A = 33 A / Dot} Sl Biy Gy (6.37)

=0 j=1 {ay
oo 00 t
Crelt) = D> A / Dt} o) BiiGisy . (6.38)
=0 j=1 - {ay
Die Koeffizienten afj und ag? sind dabei durch
a itj—1
(1 . i — .
ai’j) _ 25(_1)( +5—2)/2 H sin(0i14) (6.39)
2 i i+j—1 i+j—1
az(?j) = 5(—1)(”]"2)/2 Hsin(@l,iﬂ) { Z cos(8k,i+) H sin(&mﬂ-ﬂ-)}
=1 k=i+1 m=i+1,m#k

(6.40)

gegeben. Nun stellen die Beitréige ohne Spriinge im negativen Zeitast (i = 0)
in GL. (6.37) und (6.38) gerade das erste Moment (q(t)). bzw. das zweite
Moment (g*(t))s. fiir faktorisierende Anfangsbedingungen dar [113, 114]. Wir
schreiben mit j = 2m also

{g(t))ne

(q(t))te + Rue(t) (6.41)
Cre(t) 2

(@ (t))1e + Kue(t) , (6.42)

mit

0 t
@O =Y 8™ [ Doan{t} 3" afl BanGon s (643
m=1 0 @y

oo t
(1)) =D A / Dozm{ti} Y a8 BomGam - (6.44)
m=1 0 @y
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Die Auswirkungen der speziellen Anfangspréparation im stationéren Nicht-
gleichgewichtszustand sind vollstédndig in den Korrekturtermen R,.(¢) und
Ky (t) enthalten, die durch

00 t
Ruo(t) = Y A / Di{t} Y al)Bi;Giyj (6.45)

ij=1 @y
S t

Kuo(t) = Y A / Dij{ti} Y al)Bi;Gis (6.46)
,j=1 - &y

gegeben sind.
Fiir die Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion erhalten wir mit der Vor-
schrift (6.19) den Ausdruck

. o0 t
Xune(t) = —%a PIWE / Dij{ti} D Giits o) Bi;Gisj . (6.47)
i,5=1 - {&ay
Wegen des Faktors g;;+; befinden sich alle zu x,e(t) beitragenden Pfade zur
Zeit t' = 0 auBerhalb der Diagonalen.
Zur weiteren Auswertung der Ausdriicke (6.41), (6.42) und (6.47) ist es
vorteilhaft, zur Laplacetransformierten {iberzugehen. Dazu fithren wir die
Differenzzeiten

p=ti1—1 lzl,,l—l—j—l
Pivj =t —tiyj (6.48)

ein. Das Intervall p;, welches die Zeit t' = 0 enthélt, wird nochmals unterteilt
in

T, = _tz und S; = ti—i—l . (649)

Der Biasfaktor lautet damit
i+j—1

Biyj = exp(—igit;) , Gij=€ > GLiripr - (6.50)
=1

Driickt man nun die zeitgeordneten Integrationen in Gl. (2.34) durch Inte-
grationen iiber die Differenzzeiten aus und geht zur Laplacetransformierten
iiber, so wird jedes Zeitintervall p; im positiven Zeitast mit einem Laplace-
Faktor e~*” versehen. Wir fiihren die kompakte Notation

oo +i-1 oo i—1 00
0 I1=i+1 70 k=170
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ein, in welcher die Integrationen iiber die Intervalle 7; und s; noch nicht
enthalten sind.

Fiir die Laplacetransformierte des ersten Moments (6.41) erhalten wir
damit

(@A) ne = (G(N)1e + Rue(N) (6.52)
mit
() = AQ' AZm / oo {01}) 3 0l G 5i0 G (6.53)
m=1 &y

Rue(N) = AHJ/ D, (A, {Pl})/ dr; ds; e Z%@QH sin @y -
i,7=1 0 &y
(6.54)

Fiir das Schwankungsquadrat ergibt sich

N

C(ne()‘) = <QQ(A)>fc + Kne()‘) ) (655)

und die einzelnen Summanden sind durch

<Lj2 fc )\2 Z AQm / DO 2m )‘ {pl Z Qo, ZmG2m COos ¢2m ) (656)

{&}y

Z A’“/ D” N A{o}) / dr; ds; e ZaE?GiH COS it j

o= ‘ {ay
(6.57)

gegeben. Die Laplacetransformierte von Gl. (6.47) lautet schlieBlich
Tl = —% 3 A | Pt [ drasie
i,7=1

X Z Gii+j ai}j Gi+]’ COS Qb@j . (658)

&y

In Gl. (6.53) und (6.56) haben wir dabei die Integrationen iiber die beiden
Randintervalle py und pay,, in Gl. (6.54), (6.57) und (6.58) die Integration
iiber das Schlulintervall p;; schon durchgefiihrt.

Um nun ein formal exaktes Ergebnis fiir das Rauschspektrum (5.14) ange-
ben zu kénnen, benstigen wir die Fouriertransformierte von Che(t). Fiir in der
Zeit symmetrische Funktionen f(t) = f(—t) ist die Fouriertransformierte mit
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der Laplacetransformierten iiber die Relation f(w) = 2Re f(A = —iw + 0%)
verkniipft. Wir erhalten damit fiir das Rauschspektrum

S(w) = 22—2 Re [A2Che(N)] (6.59)

A=—iw+0t -~

Zusammen mit Gl. (6.55)-(6.57) stellt dies eine formal exakte Reihenentwick-
lung fiir das allgemeine frequenzabhéngige Rauschspektrum bei beliebigen
Temperaturen und beliebigem Bias dar.

Betrachten wir als néichstes die verallgemeinerte Mobilitdat M (e, w), wel-
che nach Gl. (6.9) aus der Nichtgleichgewichts-Suszeptibilitit Yye(w) hervor-
geht. Fiir kausale Funktionen mit f(t < 0) = 0 gilt f(w) = f(A = —iw+07),
und wir erhalten fiir die verallgemeinerte Mobilitéat

M(e,w) = —iwxne(A = —iw +07) . (6.60)

Zusammen mit Gl. (6.58) konnen wir aus diesem Ausdruck die formal exak-
ten Reihenentwicklungen fiir die verschiedenen Mobilitédten ableiten. Um die
lineare frequenzahhéngige Mobilitét p(w) zu erhalten, setzt man einfach den
Bias in Gl. (6.58) gleich Null. Die differentielle Mobilitdt erhalten wir nach
Gl. (6.12) dagegen iiber

pa(€) = T [—ieXe(w)] = 1 [Ague (V)] (6.61)

Da in Gl (6.58) die Korrelationen zwischen dem negativen und positiven
Zeitast nicht von den beiden Zeitintervallen 7; und s; einzeln, sondern nur
von ihrer Summe p; = 7; + s; abhéingen, kénnen die 7;- und s;-Integrationen
zusammengefaflt werden,

o0 1 o0
dTid i —Asi T i) — T d i — e\ i) - .
/O 5.0 f (4 ) A/O pi(1— e £(p) (6.62)

Im Limes A — 0 gehen nun die Exponentialfaktoren e=*?*, die den Inter-
vallen im positiven Zeitast zugeordnet sind, gegen Eins, und es ist keine
Unterscheidung zwischen dem negativen und positiven Zeitast mehr notwen-
dig. Lediglich die Integration iiber das Intervall p; spielt wegen Gl. (6.62) eine
Sonderrolle und wird im Limes A — 0 mit der Intervalllinge p; gewichtet.
Beriicksichtigt man schliellich, daf§ aufgrund der i-Summation jedes Inter-
vall diese ausgezeichnete Position einnehmen kann, so erhélt man fiir die
differentielle Mobilitdt den Ausdruck
9 00 00 2m—1
pa(e) = ;L_h Z AQm(—l)ml/o Do am(A — 0) Z < H sin 91,2m) Gaom
m=1 {ay ~ =t
2m—1

X ( Z gi,Zmpi) COS ¢2m . (663)
=1
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Mit Gl. (5.5) ergibt sich damit fiir die Mobilitét

CL2 0 0o 2m—1 .
ple) = 3 > AT (=) /O Doom(A—0) ) ( 11 smez,gm> Gom
m=1 &y ~ =1
X Sin Pop, . (6.64)

Dieser Ausdruck stimmt mit den Ergebnissen aus den Arbeiten [112, 113]
itberein. In diesen Arbeiten wurde die formal exakte Entwicklung fiir die
Mobilitat direkt aus der Definition (5.3) mit faktorisierenden Anfangsbe-
dingungen abgeleitet, wihrend wir sie jetzt aus der Nichtgleichgewichts-
Antworttheorie erhalten haben.

6.3 Storungstheoretische Ergebnisse

Die im vorherigen Abschnitt hergeleiteten formal exakten Reihenentwick-
lungen fiir das Rauschspektrum und die Mobilitdt lassen sich nur in Son-
derfillen wie beispielsweise dem Fall K = % [112, 113, 114] analytisch aufsum-
mieren. Fiir hohe Temperaturen oder starke Kopplung besteht die Dynamik
des TB-Systems aus inkohdrenten Tunnelprozessen zwischen benachbarten
Mulden, die durch Raten beschrieben werden kénnen. In diesem inkohéren-
ten Regime sind die Offdiagonalausfliige auf den Bereich || < 1 beschrénkt,
und es geniigt, die Reihenentwicklungen nach der Ordnung A? abzubrechen.
Beginnen wir mit dem Strom I = euF'/a. Beschrankt man sich in der
Entwicklung der Mobilitéit, Gl. (6.64), auf die Ordnung A?, so erhélt man

I(e) = eA? /000 dr e~ sin[Q" (7)] sin(er) . (6.65)

Dieser Ausdruck 1a8t sich aber gerade durch die Differenz zwischen der durch
Gl. (4.19) gegebenen Vorwirtsrate k7 () und der Riickwértsrate k= (e€) =
kT (—¢) ausdriicken,

I(e) =elkt(e) =k (¢)] = e[l —e k™ (e) . (6.66)

In der zweiten Form haben wir die detaillierte Bilanz (4.21) verwendet. Wir
betonen, dafl Gl. (6.66) fiir beliebige Spektraldichten giiltig ist. Die Raten
fiir verschiedene nichtohmsche Spektraldichten sind in Kapitel 4 in Steepest
Descent berechnet worden. Uns interessiert aber hauptséachlich der fiir den
korrelierten Elektronentransport relevante Fall einer strikt Ohmschen Spek-
traldichte, in welchem die Rate in analytischer Form durch Gl. (4.29) gegeben
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ist. Fiir T = 0 erhalt man dann den Strom

I(e) = —2 A e (T (6.67)
TTOAMRK WK T a0(2K)\A, ’ '

wobei das reduzierte Matrixelement (2.16) verwendet wurde. Gl. (6.67) ist
nach Ref. [10, 95] der fithrende Term einer Entwicklung nach Potenzen von
(€/A,)?5 72 welche im interessanten Bereich starker Kopplung K > 1 (dem
entspricht im Luttinger-Modell ja der Bereich abstolender Wechselwirkung
g < 1) die Niederspannungsentwicklung darstellt [10, 95]. Das Ergebnis (6.67)
wird also fiir € <« A, exakt.

Wenden wir uns nun dem Rauschspektrum zu, welches durch Gl. (6.59)
mit Gl (6.55)-(6.57) gegeben ist. In Ordnung A? liefert der Term Kpo(\)
keinen Beitrag, da der Koeffizient afi nach Gl (6.40) Null ist. Damit ist

Che(N) = (32(\))ge, und wir erhalten

o0

S(w) = e2A? /0 dre= '™ cos[Q"(7)] (cos[(e + w)T] + cos[(e — w)T]) )
(6.68)

Dieser Ausdruck kann als Summe von je zwei Vorwérts- und Riickwértsraten
geschrieben werden,

Sw)=elkT(e+w)+k (e+w)+kT(e—w)+k (e+w)]. (6.69)

Nun gilt aber zwischen Vorwirts- und Riickwirtsrate die detaillierte Bilanz-
gleichung (4.21), die aus den analytischen Eigenschaften der Badkorrelations-
funktion folgt. Auf die Summe bzw. Differenz der Raten umgeschrieben lautet
diese Relation

k" (€) + k(€)= coth(hfBe/2) [k (e) — k™ (e)] - (6.70)

Damit ist es moglich, das frequenzabhingige Rauschspektrum (6.69) durch
den statischen Strom (6.66) auszudriicken. Man erhélt die fiir beliebige Spek-
traldichten giiltige Relation

S(w) = e[ coth[hf(e + w) /2] (e + w) + coth[hB(e — w)/2]I(e —w)] . (6.71)

Im linearen Fall € = 0 vereinfacht sich diese Gleichung auf die Fluktuations-
Dissipations Beziehung (6.15). Dagegen erhalten wir im statischen Grenzfall
das Schrotrauschen bei endlichen Temperaturen,

S(w = 0) = 2e coth(hfe/2)I(e) . (6.72)
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Wir konzentrieren uns im folgenden aber auf den strikt Ohmschen Fall bei
T = 0. Mit der Form (6.67) erhalten wir das perturbative Rauschspektrum

S(w) =el(e)[|1 +w/el T +]1 —w/el ] (6.73)
= 2el(e) + O(w?) . (6.74)

Dieses perturbative Rauschspektrum weist zwei besondere Merkmale auf.
Zum einen ist das Spektrum ist im Niederfrequenzbereich weif3, und der Wert
des Rauschens ist durch das klassische Schrotrauschen 2el(e) gegeben. Zum
anderen tritt im Hochfrequenzbereich eine Singularitit bei der Josephsonfre-
quenz w = € = eV/h auf.

Fiir einen groferen Bias und damit Strom miissen auch hohere Ordnungen
in der Storungsentwicklung mitberiicksichtigt werden. Dies bringt zum Aus-
druck, dafl in diesem Bereich ausgedehntere Auflerdiagonalausfliige moglich
sind und quantenmechanische Kohérenzeffekte auftreten. Als Folge davon
weicht das Gleichstromrauschen vom klassischen Wert 2el(e) ab. Bei T'= 0
findet man den Zusammenhang

0 1 e,

S(w—O)—hEAaAG—K_th 6eG (6.75)
zwischen dem Gleichstromrauschen und der Leitfahigkeit [92, 95], welche in
niedrigster Ordnung den obigen Wert 2el(€) reproduziert. In der zweiten
Form wurde dabei ausgenutzt, daf§ die Leitfahigkeit von der funktionalen
Gestalt G = G(A2%e*(72) ist. Diese Form hiéngt nicht mehr explizit vom
Tunnelmatrix A ab. Das impliziert zusammen mit Gl. (5.19) und (5.21),
dafl die Relation in dieser Form auch im Weak-Binding-Limes des periodi-
schen Potential bzw. im Luttinger-0-Modell giiltig ist. Man bezeichnet diese
Beziehung auch als Nichtgleichgewichts-Fluktuations-Dissipations-Theorem.
Die in den héheren Ordnungen der Storungsentwicklung enthaltenen Korre-
lationen zwischen den einzelnen Tunnelprozessen haben auflerdem zur Fol-
ge, dal das Spektrum im Niederfrequenzbereich nicht mehr weifl; sondern
frequenzabhéingig ist. Dieser Sachverhalt soll im néchsten Abschnitt unter-
sucht werden. Dabei werden wir alle Ordnungen in der Storungsentwicklung
beriicksichtigen.

6.4 Langzeit- und Niederfrequenzverhalten

In diesem Abschnitt sollen die fithrenden Terme in der Langzeitentwicklung
des mittleren Schwankungsquadrats Cy,e(t) herausgearbeitet werden, welche
nach Gl. (5.14) das Niederfrequenzverhalten des Rauschens bestimmen. Ins-
besondere sind wir an den Korrekturen zum Gleichstromrauschen S(w = 0)
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interessiert, welche ein Maf§ fiir die Korrelationen zwischen den einzelnen
Tunnelprozessen sind. Dabei beschréinken wir uns auf 7' = 0 und den strikt
Ohmschen Fall (2.43), welcher fiir den korrelierten Elektronentransport von
Bedeutung ist. Ausgangspunkt sind die in Abschnitt 6.2 angegebenen Rei-
henentwicklungen der Laplacetransformierten von erstem Moment und mitt-
lerem Schwankungsquadrat, Gl. (6.52)-(6.57).

6.4.1 Erstes Moment

Beginnen wir mit dem ersten Moment mit faktorisierenden Anfangsbedin-
gungen, Gl. (6.53). Der in dieser Entwicklung auftretende Koeffizient agi,l
besteht nach Gl. (6.39) aus einem Produkt von Phasenfaktoren sin(6; 9,,,). Im
strikt Ohmschen Fall wird nach Gl. (6.31) die Phase 6, 5,, und damit auch
der entsprechende Phasenfaktor gleich Null, wenn sich das System in einem
Diagonalzustand g¢; 2, = 0 authélt. Deshalb tragen zum ersten Moment nur
Pfade bei, die sich abgesehen vom Anfangs- und Endzustand immer aufler-
halb der Diagonalen befinden. Jedes Intervall p; trennt also zwei entgegen-
gesetzt geladene {&}-Cluster. In dem Faktor G, iiberwiegt die anziehende
Wechselwirkung zwischen den Clustern, welche bei T" > 0 fiir die Konvergenz
jeder pi-Integration auch im Grenzwert A\ — 0 sorgt. Fiir 7' = 0 werden die
pi- Integrationen dagegen durch den Biasfaktor sin ¢, regularisiert. Man
erhélt die Entwicklung

NG\t = Fu+ Y quA"/nl = Fu+ A + O(N?) . (6.76)

Dabei ist p die Mobilitéat (6.64), und die Koeffizienten g, sind durch

4 = lim (8" OA") [N (V)] (6.77)
0o 0o 2m—1 n
= — Z A2m / DO,Zm()\ = 0) <— Z pz) Z aé}%mGZm sin ¢2m
m=1 0 i=1 {ay

gegeben. Im Zeitregime entspricht Gl. (6.76) dem fithrenden Langzeitverhal-
ten

(qt)te = Fut +qr . (6.78)

Zum ersten Moment im stationdren Nichtgleichgewichtszustand trégt zusétz-
lich noch der Korrekturterm Rp.(\), Gl. (6.54), bei. Auch hier gibt es wegen

des Faktors a;lj) nur Beitrage von Auflerdiagonalpfaden, so dafi der Wech-
selwirkungsterm G, ; und der Biasfaktor fiir die Konvergenz des Ausdrucks



148 Kapitel 6. Das Rauschspektrum im dissipativen periodischen Potential

ARye()) im Grenzwert A — 0 sorgen. Unter Verwendung von Gl. (6.62) und
(6.77) erhiilt man fiir \2R,.()\) die Reihenentwicklung

NRpe(A) = =) quA\"/nl = =Ag1 + O(N?) . (6.79)

Addieren wir nun Entwicklungen (6.76) und (6.79) gemafi Gl. (6.52), so
kiirzen sich alle Terme ab Ordnung A weg. Man erhilt also fiir das erste
Moment im stationdren Nichtgleichgewichtszustand

A2(G(A))ne = X{G(A)) e + A2 Rue(N) = Fiu . (6.80)
Dies entspricht im Zeitregime gerade dem gewiinschten stationéren Verhalten

(q(t))ne = Fut . (6.81)

6.4.2 Mittleres Schwankungsquadrat

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns nun dem mittleren Schwankungs-

quadrat zu. Wir beginnen mit dem Beitrag (§*(\))s, Gl. (6.56). Der Koef-
(2)

fizient as,,

enthdlt nun genau einen Phasenfaktor cos(6;2,,). Damit gibt es
zum zweiten Moment auch Beitrage von Pfaden, die abgesehen von Anfangs-
und Endzustand ein weiteres Mal einen Diagonalzustand einnehmen. Dem
entsprechenden Diagonalintervall pay, 9., mit gop 2, = 0 mufl dann der Pha-
senfaktor cos(fap2m) = 1 zugewiesen werden. Wir teilen das zweite Moment

also in zwei Beitriage auf,

(@ W)t = (@*(N)ott + (7*(N))diag - (6.82)

Der erste Term (¢*(\))og beschreibt die Beitréige aller Pfade ohne weite-
ren Diagonalzustand. Wie schon fiir das erste Moment sorgen die attraktiven
Wechselwirkungen in G, sowie der Biasfaktor in diesem Fall fiir die Konver-
genz jedes Integrals in Gl. (6.56), und man erhélt fiir A?(g*(\))og im Limes
A — 0 eine Konstante, die mit 2D’ bezeichnet werden soll,

MG (N)ot = 2D"+O(N) . (6.83)

Der Beitrag aller Pfade mit einem zusétzlichen Diagonalzustand ist da-
gegen in dem Ausdruck (¢*(\))diag enthalten, den wir wiederum in zwei Teile
aufspalten,

<q2()‘)>diag = <q2()‘)>diag,1 + <q2()‘)>diag,2 . (6.84)
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Der Term (G*(\))diag1 umfaBt alle Beitréige, bei welchen sich das System nur

fiir kurze Zeit in diesem Diagonalzustand aufhélt, und im Langzeitlimes statt-
dessen ein Nichtdiagonalintervall p; o, | # 2p, sehr lang wird. Jedes dieser
Intervalle trennt dann zwei geladene {&}-Cluster, und die Wechselwirkung
Go, sowie der Biasfaktor regularisieren die Integrationen iiber die Intervalle
pr2m- Man erhélt das fiir A — 0 reguldre Verhalten

NG (N))diag1 = 2D" + O(N) . (6.85)

Der fithrende Beitrag riihrt jedoch von dem Term (G%(\))diag 2 her, wel-
cher die Beitrége mit einem langen Diagonalintervall p, beschreibt und in
Abb. 6.2 schematisch dargestellt ist. Das Intervall py, trennt zwei neutrale

O—0O

0 t

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung des Beitrags (G%(\))diag,2 im Langzeitbereich.
Zwei neutrale Cluster sind durch einen langen Diagonalzustand voneinander getrennt.

{&}-Cluster aus 2p beziehungsweise 2¢ = 2m — 2p Ladungen, deren schwache
Wechselwirkung nicht fiir die Konvergenz der ps,-Integration sorgt. Da diese
Integration wegen Gl. (6.50) auch nicht durch den Biasfaktor regularisiert
wird, ist das Intervall py, im Grenzfall A — 0 sehr lang, und wir kénnen die
Wechselwirkung zwischen den neutralen Clustern entwickeln. Im strikt Ohm-
schen Fall enthalten die iibrigen Phasenfaktoren sin(f; 2,,) wegen Gl. (6.31)
keine Korrelationen zwischen beiden Clustern, so dal die Betrachtung der
Ladungswechselwirkung G, geniigt. Dazu schreiben wir Gl. (6.28) in der
Form

G2m = G2pG2qGint ) (686)

wobei G, und Gy, die Wechselwirkungen innerhalb der beiden Cluster ent-
halten. Die Wechselwirkung zwischen beiden Clustern wird durch den Faktor

2m 2p
Gmtzexp{ > 6k @'(tk—m} (6.87)
k=2p+1 I=1

beschrieben. Jede einzelne Wechselwirkung Q' (t; — ¢;) in diesem Ausdruck
erstreckt sich dabei iiber das lange Intervall py, hinweg und kann deshalb
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um Q'(pep) entwickelt werden. Aufgrund der Neutralitdt der beiden Clu-
ster tragen die beiden ersten Ordnungen nicht zu Gl. (6.87) bei, und die
fiihrende Korrektur zum wechselwirkungsfreien Fall riihrt von der Dipol-
Dipol-Wechselwirkung her. Es ergibt sich

2p—1 2m—1
Gt =1— Q' (p2) D Giampt Y, Gr2mPr - (6.88)
=1 k=2p+1

Setzt man nun Gl. (6.86) mit Gl. (6.88) in die Entwicklung (6.56) fir
das zweite Moment ein, so kann der entstehende Ausdruck durch eine Sym-
metrieiiberlegung vereinfacht werden. Dazu betrachten wir eine bestimmte
Ladungsanordnung {¢;} zusammen mit der Ladungsanordnung, die durch
Spiegelung aller Ladungen innerhalb des zweiten Clusters aus dieser Ladungs-
anordnung hervorgeht ({¢;} — {—¢;} fiir j > 2p+1) . Jeder der Phasenfakto-
ren sin(6; 2,,,) im zweiten Cluster, deren Anzahl ungerade ist, wechselt durch
die Ladungsspiegelung sein Vorzeichen, siche Gl. (6.31). Da in das zweite
Moment die Summe aus den Beitrdgen beider Ladungsanordnungen eingeht,
tragt von dem Produkt aus Interclusterwechselwirkung Gj,, und Biasfaktor
COS (g, also nur der Anteil bei, welcher ebenfalls sein Vorzeichen wechselt.
Dieser ist durch

[Gint cOS o] = — sin oy, sin by (6.89)
. 2p-1 2m—1
— €08 o) COS Pag Q' (p2p) ( > gz,mﬂz) < > gk,zmpk)
=1 k=2p+1

gegeben. Dabei haben wir die Biasphase ¢a,,, Gl. (6.50), wegen gap 2, = 0 in
zwei Anteile augeteilt. Es ist ¢a,, = ¢ap + ¢, mit

2p—1 2m—1
¢2p =€ Z gr2mpPrl ¢2q =€ Z 9k, 2mPk - (690)
=1 k=2p+1

Die beiden eingeklammerten Summen in Gl. (6.89) kénnen nun durch Diffe-
rentiation der Biasterme generiert werden, und wir erhalten

[Gint cos gbgm] = —sin ¢y Sin gy — Q'(pgp) (% sin gbgp) (% sin gbgq) )
(6.91)

Damit zerfillt der Beitrag (G%()\))diag 2 in zwei Anteile,

(@(N))aiagz = (D) + f2(N) . (6.92)
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Der vordere Summand in Gl. (6.91) fithrt zu dem wechselwirkungsfreien Term

- 2)\2 Z Z A2p+2q p+q_1)/ ﬁ2p+2q()‘)
0

p=1 ¢=1
2p+2q—1
X Z Z GlapGag sin gy, sin o, H sin 6y 95424 - (6.93)
{&}5, {€rls, ll;é:21p

Die Indizes 2p bzw. 2q bei den {—Summationen weisen dabei auf die bei-
den Neutralitdtsbedingungen leﬁ (& = 0 und Zip: Eiilfk = 0 hin. Da in
GL (6.93) die Cluster auf beiden Seiten des Intervalls py, nicht wechselwir-
ken, liefert die Integration iiber ps, einfach einen Faktor 1/\. Die beiden
verbleibenden Cluster kénnen jeweils mit dem ersten Moment, Gl. (6.53),

identifiziert werden, und man erhélt

A = 5 RN (6.94)
_ ; F22 + AF gy + O()) . (6.95)

In der zweiten Zeile haben wir Gl. (6.76) benutzt. Im Zeitregime entspricht
dies dem Langzeitverhalten

fi(t) = F2ut? + 4Fugit = (q(t))a + 2F uqit . (6.96)

Der zweite Summand in Gl. (6.91), welcher die Dipol-Dipol-Wechselwir-
kung zwischen beiden Clustern beschreibt, ist dagegen in dem Term fo(A)
enthalten. Es ist

- 2)\2 ZZA%M 1)y / Daprag(N) Q' (p2p)

p=1 ¢=1
8 2p+2q—1
X Z Z G2pG2q( sin ¢2p> (E sin (;qu) H Sin 0) op+24 -
{&}o, {&k}o, ll;21p

(6.97)

Im Fall T = 0 gilt nach Gl (3.122) fiir die Wechselwirkung Q'(ps,) =
—2K/ pgp, und die Integration iiber das Intervall py, ergibt in fithrender Ord-
nung

/ dpap e 2 Q' (pop) =~ —2K X In X . (6.98)
0
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Die Cluster auf beiden Seiten des Intervalls py, konnen im Limes A — 0
nun mit der differentiellen Mobilitét, Gl. (6.63), identifiziert werden. Damit
erhalten wir

AWK

A2fy(N) = — [pa]® An A [1+ OV, (6.99)

was zu dem logarithmischen Langzeitverhalten

Flt) = 2 fal? It (6.100)

fithrt. Die Zeit t* ist dabei eine beliebige Referenzzeit.
Trégt man die Ergebnisse (6.83), (6.85), (6.95) und (6.99) zusammen, so
erhalten wir fiir das zweite Moment bei T' = 0 die Entwicklung

An’K

2
N (N)e = =F*p® + (AF gy + 2D’ + 2D") —

\ [1a] “AIn A + O()).

(6.101)
Das Langzeitverhalten des zweiten Moments mit faktorisierenden Anfangs-
bedingungen ist damit durch

2

4R K
(P())se = F?u*t* + 4F pgit +2(D' + D)t + o [1a]? In(t/t*)  (6.102)
2

= (q(t))3 + 2Dt + 47; L (/) (6.103)

gegeben. Die verbleibenden, nicht im Quadrat des ersten Moments enthalte-
nen linearen Terme werden als Diffusionskonstante D bezeichnet,

D= 2 im (1)~ (a(1)2] (6.104)
=D'+D"+ Fuq . (6.105)

Um schliefllich zum mittleren Schwankungsquadrat (6.55) zu gelangen,
miissen wir noch den Korrekturterm K.()\), Gl (6.57), behandeln. Dieser
Term hat eine &hnliche Struktur wie das zweite Moment (6.56), weist aber
im Unterschied zu diesem einen Faktor 1/ weniger auf. Aus diesem Grund
konnen wir uns auf die fithrende Ordnung in Kne(A) beschrinken. Dieser
Beitrag riihrt wieder von Diagrammen mit einem Diagonalzustand her, wel-
cher nach GI.(6.40) im positiven Zeitast liegt. Der Diagonalzustand trennt
zwei neutrale und in fithrender Ordnung nichtwechselwirkende {¢; }-Cluster.
Das Cluster links des Diagonalzustands kann nun mit der Funktion ]%ne()\),
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Gl. (6.54), identifiziert werden, wihrend das Cluster rechts davon dem ersten
Moment (6.53) entspricht. Damit ergibt sich Ausdruck

A Ke(A) = 2[ABue(V)] [N (V)] +O() (6.106)

= —2Fugq + O(\) . (6.107)

In der zweiten Zeile haben wir dabei Gl. (6.76) und (6.79) verwendet. Zu-
sammen mit dem Ergebnis (6.101) und Gl. (6.105) erhdlt man damit fiir das

mittlere Schwankungsquadrat im stationdren Nichtgleichgewichtszustand bei
T = 0 die A-Entwicklung

AWK

. 2
NCho(A) = SF?* +2D — [pa] " AInA + O(N) . (6.108)

Dies entspricht dem asymptotischen Langzeitverhalten

AR’ K

Che(t) = F21%8 + 2Dt + — () In(t/t*) (6.109)
AP K

= {(q(t))2, + 2Dt + = [a)® In(t/t*) . (6.110)

Vergleichen wir nun dieses Langzeitverhalten mit jenem von (q(t))z, siehe

Gl (6.102) bzw. (6.103). Wie erwartet wirkt sich die unterschiedliche An-
fangspraparation nicht auf das fiihrende Langzeitverhalten aus, und man
findet Ubereinstimmung in Ordnung ¢*. Dagegen unterscheiden sich die bei-
den Groflen in dem in der Zeit linearen Term. Wahrend in Cye(t) in dieser
Ordnung nur der diffusive Term 2Dt auftritt, gibt es zu (¢*(t)). auch den
Beitrag 2F g, aus dem quadrierten ersten Moment. Der logarithmische Term
ist in beiden Entwicklungen interessanterweise wieder identisch.

6.4.3 Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums

Mit der A-Entwicklung (6.108) des Schwankungsquadrats sind wir jetzt in
der Lage, iiber die Beziehung (6.59) das Niederfrequenzverhalten des Rausch-
spektrums angeben zu kénnen. Wir teilen das Rauschspektrum in den weiflen
Gleichstromanteil S(w = 0) sowie den Niederfrequenz-Korrekturterm AS(w)
auf,

S(w)=8S(w=0)+AS(w) . (6.111)
Beginnen wir mit dem fithrenden 1/A\-Term in GIl. (6.108). Wegen der Eigen-
schaft
1

Re oo msgn(w)d(w) =0 (6.112)
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trigt dieser Anteil aber nicht zum Rauschspektrum (6.59) bei.? Den ersten
Beitrag zum Rauschspektrum liefert der Term von Ordnung A° in G1. (6.108),
welcher das Gleichstromrauschen auf die Diffusionskonstante zuriickfiihrt,

2

e
S(w=0)= 4gD . (6.113)
In den Arbeiten [92, 95] wurde gezeigt, dafl S(w = 0) fir 7" = 0 durch die
Beziehung (6.75) gegeben ist.

Die Niederfrequenzkorrekturen zum Gleichstromrauschen bei T' = 0 riih-
ren von dem logarithmischen Term in Gl. (6.108) her. Mit

Re [(—iw + 07) In(—iw + 0F)] = —g|w| (6.114)

und unter Verwendung der Normierung (5.6) erhalten wir das fiir allgemeine
Kopplungskonstanten K giiltige Ergebnis

62

AS(w) = 2hpo— [7ia]” || - (6.115)

Das Niederfrequenzrauschen weist somit ein singuldres Verhalten o |w]| auf,
wobei der Vorfaktor im wesentlichen durch die quadrierte differentielle Mo-
bilitéit gegeben ist. Aufgrund der Ahnlichkeit zur Relation (3.124) kann diese
Gleichung auch als Shiba-Relation des dissipativen TB-Modells bezeichnet
werden. Wir betonen, daf§ es sich nichtperturbatives Resultat handelt, da
alle Ordnungen in der Stérungsentwicklung mitberiicksichtigt wurden. Das
Ergebnis (6.115) ist eine geschlossene Darstellung, in welche das Tunnel-
matrixelement A, der Kopplungsparameter K sowie der Bias € nicht mehr
explizit, sondern nur iiber die Groflen po und jiq eingehen. Das impliziert
aber zusammen mit Gl. (5.19) und (5.21), daf diese Relation auch im Weak-
Binding-Modell giiltig ist. In der allgemeinsten Form mit der Energieskala 7§
lautet Gl. (6.115) also

2

AS(w, K, Tp) = 2@0% [Ma(K, To)]? |w] . (6.116)

Mit den in Abschnitt 5.4.2 angegebenen Identifikationen kénnen wir die
Beziehung (6.115) auch auf die Parameter des Luttinger-Modells umschrei-
ben: es gilt K = 1/g, und die normierte differentielle Mobilitdt wird nach
Gl (5.31) bzw. (5.34) durch die normierte differentielle Leitfahigkeit ersetzt.

ZVergleiche dazu die Anmerkung im Anschluf§ an GI. (5.10).
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Fiihren wir noch das normierte Rauschspektrum S(w) = S(w)/So(w) ein, wo-
bei Sp(w) = 2h|w|Go(g) das Rauschen in Abwesenheit der Barriere darstellt,
so erhalten wir die besonders iibersichtliche Form

AS(w) = [Gd]”. (6.117)

Diese Form gilt im Large-Barrier- und im Weak-Barrier-Problem und stimmt
mit dem in Ref. [96] gefundenen Resultat iiberein.

Das Ergebnis (6.115) kénnen wir nun in zwei Spezialfdllen untersuchen,
in welchen analytische Ergebnisse fiir das Rauschen vorliegen. Zum einen
betrachten wir den perturbative Bereich kleiner Tunnelstréme, in welchem
wir uns auf die niedrigste Ordnung in der Tunnelamplitude A beschrénken
konnen. Da die differentielle Mobilitdt bzw. Leitfdhigkeit nach Gl. (6.63)
mindestens von der Ordnung A? ist und quadriert in AS(w) eingeht, treten
Niederfrequenzkorrekturen erst ab Ordnung A* auf. In Abschnitt 6.3 haben
wir in der Tat gesehen, dafl in Ordnung A? keine Niederfrequenzkorrekturen
auftreten. Fiir die Mobilitdten in Ordnung A? gilt nun der Zusammenhang
fia = (2K — 1)f1. Driicken wir die normierte Mobilitdt & durch den Strom
(6.67) aus, so erhélt man fiir den Korrekturterm in Ordnung A*

AS(w) = 47K (2K — 1)?[I(e)/€)* |w] . (6.118)

Dieses Ergebnis stimmt mit der in Ref. [90] erhaltenen Beziehung iiberein.

Zum anderen konnen wir die Giiltigkeit der Relation (6.115) mit Hilfe
des exakt losbaren Falles K = % iiberpriifen, in welchem die Reihenentwick-
lung fiir das Rauschspektrum in analytischer Form fiir beliebige Frequenzen
aufsummiert werden kann [115, 116]. Bei T' = 0 erhélt man fiir das frequenz-
abhéngige Rauschen [116]

S(w) = 2762@(|25| — |wl) ['y {arctan (‘2—;’) + arctan (%) }

b2 (B (= ey
o] "\ ]

2

2 —
+ i'y arctan (M) + arctan (M) . (6.119)
T 2y 2y
Entwickelt man diesen Ausdruck um das Gleichstromrauschen S(w = 0),
welches durch

4e? 2
S(w=0)= %V [arctan (H) 7l

7)) " Bl (6.120)
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gegeben ist, so erhélt man fiir den niedrigsten Korrekturterm den Ausdruck

2¢e? 42 2

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit Gl. (6.115). Die dimensionslose Mobilitét
fi = 1/ o ist fiir K = 1 bei T = 0 durch

[ = (2v/€) arctan(e/27) (6.122)

gegeben [113]. Damit erhdlt man mit Gl. (5.5) fiir die dimensionslose diffe-
rentielle Mobilitét

3 4~?

flq = e (6.123)
Setzen wir diese Form in die Shiba-Relation (6.115) ein, so finden wir Uber-
einstimmmung mit Gl. (6.121).

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir kurz auf den Fall endlicher
Temperaturen eingehen. In das Integral (6.98) mufl dann die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung fiir endliche Temperaturen, Gl. (3.122), eingesetzt werden.
Fiihrt man diese Integration durch und geht gemafl Gl. (6.59) zum Rausch-
spektrum iiber, so erhélt man den Beitrag

2

AS(w) = ;—K [ﬂd]2WCOth (@) (6.124)

2e? [N }2+ e?h3
akrg P Tk

~
~

(1] w? + O(w?) . (6.125)

Der singuldre |w|-Term wird fiir endliche Temperaturen also verschmiert.
Man erhélt einen Beitrag zum Gleichstromrauschen S(w = 0), der proportio-
nal zur Temperatur 7T ist, sowie einen Term der Ornung w?. Dies ist jedoch
nicht die einzigen Beitrédge zu diesen Ordnungen, da die Terme von Ordnung
AY bzw. A% in der Entwicklung (6.108) ebenfalls Beitriige zu den Ordnungen
w® und w? des Rauschspektrums liefern. Von dem Sonderfall K = 1 abge-
sehen konnen wir deshalb die jeweiligen Vorfaktoren nicht in geschlossener
Form angeben und stellen lediglich fest, dafl das Niederfrequenz-Rauschspek-

trum bei endlichen Temperaturen von der Gestalt
S(w) = S(w = 0) + O(w?) (6.126)

ist.
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6.4.4 Strom-Autokorrelationsfunktion

Nachdem wir im letzten Abschnitt das Rauschspektrum untersucht haben,
wollen wir zum Abschlufl dieses Kapitels die Strom-Autokorrelationsfunktion
im Zeitregime, Gl. (5.9), betrachten. Das Zerfallsgesetz der Strom-Autokorre-
lationsfunktion soll mit dem in Kapitel 3 dargestellten Verhalten der Orts-
korrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell verglichen werden.

Setzt man das Langzeitverhalten des mittleren Schwankungsquadrats,
Gl (6.109), in den Zusammenhang (5.13) ein, so erhdlt man direkt das Lang-
zeitverhalten der Strom-Autokorrelationsfunktion,

2_25M0€_2[/1d]2
T oa? t?2

(7(#)7(0) +5(0)())ne = 2(eFp/a) (6.127)

Dieses universelle 1/t?-Zerfallsgesetz stimmt mit dem schon fiir die symme-
trisierte Ortskorrelationsfunktion im dissipativen Zweizustandssystem gefun-
denen Verhalten (3.123) iiberein. In beiden Fillen ist dieses Zerfallsgesetz
eine Folge der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen zwei neutralen {&}-
Clustern, die im Langzeitlimes durch ein Intervall der Lénge ¢ getrennt sind.
Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist fiir Ohmsche Dissipation bei T" = 0
durch ’(t) = —2K/t? gegeben und bestimmt direkt das Zerfallsgesetz. Die
Parameter des Modellsystems gehen lediglich in den Vorfaktor dieses Geset-
zes ein, welcher durch die Cluster links und rechts des langen Diagonalin-
tervalls bestimmt wird. In beiden Fillen konnen diese Cluster als Antwort-
funktion identifiziert werden: beim Zweizustandssystem ist dies die statische
Suszeptibilitdt (3.97), beim TB-System die differentielle Mobilitét, die nach
Gl. (6.13) dem Langzeitlimes der Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion ent-
spricht.

Der Vollstandigkeit halber soll kurz noch auf das Langzeitverhalten bei
endlichen Temperaturen eingegangen werden. Im asymptotischen Langzeit-
limes t > hf3 ist die Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist durch Gl. (3.126) gege-
ben. Damit zerfillt die Strom-Autokorrelationfunktion exponentiell schnell
mit der bosonischen Matsubara-Frequenz vy = 27 /hf3,

GOI0) + 50O = 2eFufaf a5 () TP e (6129

Die Form (6.127) gilt bei endlichen Temperaturen dagegen in dem Bereich
1/A, <t < hf.
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6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir das Rauschspektrum des Nichtgleichgewichts-
Quantentransports in einer Dimension untersucht. Wir haben formal exakte
Ausdriicke fiir die Mobilitdt und das Rauschspektrum in Gegenwart einer
dufleren Kraft hergeleitet und davon ausgehend die Dynamik diskutiert. Im
inkohirenten Regime, in welchem das Teilchen nur zwischen zwei benachbar-
ten Mulden tunnelt, erhdlt man in erster Ordnung ein weifles Spektrum, des-
sen Wert durch das klassische Schrotrauschen gegeben ist. Im koh&renten Be-
reich, in welchem ausgedehntere Auflerdiagonalausfliige moglich sind, fithren
die Korrelationen zwischen den Tunnelprozessen dagegen zu einem farbigen
Rauschspektrum. Mit Hilfe der in Kapitel 4 entwickelten diagrammatischen
Methode kann das Langzeitverhalten der Stromkorrelationsfunktion bzw. das
Niederfrequenzverhalten des Rauschens aus der Ladungsanordnung heraus-
gearbeitet werden. Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen zwei neutralen
Clustern fiithrt wie bei der o,-Korrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell
zu einem universellen Verhalten: das 1/t?-Zerfallsgesetz fiir die Stromkorre-
lationsfunktion bei 7' = 0 entspricht einem singludren Beitrag o |w| zum
Rauschspektrum. Der Vorfaktor ist dabei im wesentlichen durch die qua-
drierte differentielle Mobilitat gegeben.
Die Ergebnisse dieses Kapitels sollen in Ref. [16] veroffentlicht werden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Zum Abschlufl wollen wir kurz die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit
rekapitulieren. Eine ausfiihrliche Zusammenfassung der verschiedenen disku-
tierten Fragestellungen findet sich am Ende der einzelnen Kapitel.

In Kapitel 1 wurden die Grundlagen der dissipativen Quantenmechanik
dargestellt und dabei die Influenzfunktionalmethode behandelt, auf welcher
alle in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse beruhen. Dabei haben wir insbe-
sondere den Fall korrelierter Anfangszustédnde diskutiert, welcher durch ei-
ne reine Realzeitformulierung beschrieben werden kann. Nachdem in Ka-
pitel 2 das Spin-Boson-Modell eingefithrt wurde, haben wir in Kapitel 3
die Kohérenz- und Ortskorrelationsfunktion in diesem Modell behandelt.
Da der Kohérenzoperator im Gesamthilbertraum von System und Bad de-
finiert ist, mufite der Influenzfunktionalzugang aus Kapitel 1 entsprechend
modifiziert werden. Wir haben formal exakte Reihenentwicklungen fiir die
Korrelationsfunktionen aufgestellt und diese im Spezialfall K = % in ana-
lytischer Form aufsummieren kénnen. Das Langzeitverhalten der Korrela-
tionsfunktionen konnte in einem einfachen diagrammatischen Ladungsbild
erklart werden. Im Langzeitbereich gruppieren sich die Ladungen zu Clu-
stern, deren unabgeschirmte Wechselwirkung das Zerfallsgesetz bestimmt.
Bei der o.-Korrelationsfunktion treten zwei neutrale Cluster auf, und die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung hat bei 7" = 0 ein universelles 1/t?-Gesetz zur
Folge. Dagegen sind die Cluster bei der 6,-Korrelationsfunktion geladen. Die
Ladungs-Ladungs-Wechselwirkung fiihrt zu einem der Kopplungsstirke K
abhiingigen 1/t*(-Verhalten, welches in direktem Zusammenhang mit dem
Ubergang von kohérenter zu inkohirenter Dynamik bei K = % steht. In Ka-
pitel 4 haben wir die Ubergangsrate bei nichtadiabatischen Elektrontransfer-
Reaktionen behandelt. Wir haben die quantenmechanischen Signaturen, die
vom kollektiven Tunneln der Badmoden herriihren, fiir verschiedene spek-
trale Dichten der Umgebung untersucht. Es stellte sich heraus, dafl insbe-
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sondere Spektraldichten mit einem groflen Gewicht bei hohen Frequenzen zu
einer deutlichen Abweichung der Rate von ihrer klassischen Form fiihren.
Im Rahmen der Steepest-Descent-Ndherung ist es gelungen, die allm&hli-
che Ausloschung der Quanteneffekte mit ansteigender Temperatur quanti-
tativ zu beschreiben. Zum Abschlufl der Arbeit haben wir in den Kapiteln
5 und 6 den Nichtgleichgewichtstransport im eindimensionalen periodischen
Potential behandelt, welcher fiir korrelierte fermionische Systeme von be-
sonderer Bedeutung ist. Die Stromfluktuationen in Gegenwart einer &ufle-
ren Kraft miissen beziiglich eines stationdren Nichtgleichgewichtszustands
gemessen werden. Wir haben das Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum un-
tersucht und die Niederfrequenzkorrekturen zum Gleichstromrauschen be-
rechnet. Diese sind ein Maf fiir die Korrelationen der Tunnelprozesse und
spiegeln das Langzeitverhalten der Stromkorrelationsfunktion wider. In Ana-
logie zur Ortskorrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell besteht der rele-
vante Beitrag im Langzeitbereich auch hier aus zwei neutralen Clustern,
und die Dipol-Dipol-Wechselwirkung fithrt bei 7' = 0 zu einem universel-
len 1/t>-Zerfallsgesetz. Dies entspricht einem singuldren Beitrag oc |w| zum
Niederfrequenz-Rauschspektrum.
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