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Kurzfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir Erwartungswerte und Korrelationsfunk-
tionen in dissipativen Quantensystemen im Rahmen der Influenzfunktional-
methode. Damit ist es möglich, sowohl korrelierte Anfangszustände wie den
thermodynamischen Gleichgewichtszustand als auch faktorisierende Nicht-
gleichgewichts-Anfangsbedingungen in einem reinen Realzeit-Pfadintegral-
bild zu behandeln.

Korrelationsfunktionen zeigen im Langzeitbereich aufgrund des korrelier-
ten Anfangszustandes einen langsamen algebraischen Zerfall. Als Beispiele
dafür studieren wir die Gleichgewichtskorrelationsfunktionen des Kohärenz-
und des Ortsoperators im dissipativen Zweizustandssystem. Das Langzeitver-
halten dieser Funktionen kann in einen einfachen Ladungsbild erklärt werden.
Während die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen zwei neutralen Clustern
zu einem 1/t2-Zerfallsgesetz für die Ortskorrelationsfunktion führt, hat die
Wechselwirkung zwischen zwei geladenen Clustern ein 1/t2K-Verhalten für
die Kohärenzkorrelationen zur Folge. Dieses Gesetz hängt von der Kopp-
lungsstärke K an das Bad ab und weist auf einen Phasenübergang von
kohärenter zu inkohärenter Dynamik beim Wert K = 1

2
hin. Des weiteren

untersuchen wir die Stromkorrelationsfunktion im dissipativen periodischen
Potential, welche die Stromfluktuationen beim korrelierten eindimensionalen
Ladungstransport beschreibt. Auch hier ordnen sich die Ladungen in zwei
neutralen Clustern an. Dies führt zu einem 1/t2-Zerfall, welcher einem sin-
gulären |ω|-Beitrag zum Rauschspektrum entspricht.

Die faktorisierenden Anfangsbedingungen der Nichtgleichgewichts-Erwar-
tungswerte haben dagegen ein exponentielles Zerfallsgesetz zur Folge. Als
Beispiel dafür studieren wir nichtadiabatische Elektrontransferreaktionen,
bei welchen die Dynamik vollständig durch Übergangsraten beschrieben wer-
den kann. Wir untersuchen die Gestalt dieser Rate in Abhängigkeit von der
spektralen Verteilung der Umgebung. Sowohl den klassischen Bereich des
thermisch aktivierten Transfers als auch den quantenmechanischen Bereich
des nuklearen Tunnelns können wir in einem einheitlichen Bild beschreiben.
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a Abstand zwischen benachbarten Potentialminima
A Asymmetriestärke der Ratenverteilung
Ax(t), Az(t) Antisymmetrisierte σx- bzw. σz-Korrelationsfunktion
A[q] freier Propagator
Bs Exponent des Franck-Condon-Faktors
Bn Bias-Faktor
cj Entwicklungskoeffizienten des Influenzkerns Q(z)
c†n, cn Teilchenerzeuger bzw. -vernichter am Gitterplatz n
C Kapazität
Cne(t) Mittleres Schwankungsquadrat im stationären

Nichtgleichgewichtszustand
Cx(t), Cz(t) σx- bzw. σz-Korrelationsfunktion
D Diffusionskonstante
Dq Pfadintegralmaß
e Ladung
e0 Elementarladung
EJ Josephsonenergie
E Badpolarisation
E∗ Badpolarisation am Schnittpunkt der Marcus-Parabeln

f̂(λ) Laplacetransformierte einer Funktion f(t)
FD→A, FA→D Freie Aktivierungsenergien
F (E) Freie Energie als Funktion der Badpolarisation
FFV[q, q

′], F [q, q′] Feynman-Vernon-Influenzfunktional für faktorisierende
bzw. korrelierte Anfangszustände

FG[q, q
′; s] verallgemeinertes Influenzfunktional

g Wechselwirkungsparameter der Luttinger-Flüssigkeit
Gn Wechselwirkungsfaktor der Außerdiagonalladungen
G(ω) normierte Spektraldichte
GD(ω) normierte Spektraldichte eines Debye-Bades
G0(g) statische Mikrowellenleitfähigkeit eines Quantendrahtes
Gθ(V ), Gφ(V ) Leitfähigleit im θ- bzw. φ-Luttingermodell
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G̃θ(V ), G̃φ(V ) normierte Leitfähigkeiten
Hn Phasenfaktor
H Hamiltonoperator
HS Hamiltonoperator des Systems
HB Hamiltonoperator des Wärmebades
HI Hamiltonoperator der

System-Bad-Wechselwirkung
HTSS Hamiltonoperator des isolierten

Zweizustandssystems
Hθ Hamiltonoperator des θ-Luttingermodells
Hφ Hamiltonoperator des φ-Luttingermodells
I(ε) Stromstärke
j(t) Strom
J(ω) Spektraldichte des Bades
J(qf , q

′
f , t; qi, q

′
i, 0) propagierende Funktion

JG(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i; q̄, q̄

′) verallgemeinerte propagierende Funktion
kB Boltzmann-Konstante
k+(ε), k−(ε) Vorwärts- bzw. Rückwärtsrate
K Kondo-Parameter
K(q, x, t; q′, x′, 0) Feynman-Propagator
K(t) Korrelationsfunktion der stochastischen Kraft
K(ω) Rauschspektrum der stochastischen Kraft
Ks(t) Beitrag zu Sz(t)
Kne(t) Beitrag zu Cne(t)
lLZ Landau-Zener-Länge
L(t) Badkorrelationsfunktion
|L〉, |R〉 lokalisierte Zustände
M Systemmasse
M(F, ω) verallgemeinerte Mobilität
M allgemeine Mobilität im periodischen Potential

M̃ normierte allgemeine Mobilität
p Adiabadizitätsparameter
Ps(t), Pa(t) Symmetrischer und antisymmetrischer Anteil

von 〈σz(t)〉
P Projektor
q Systemort
qn Entwicklungskoeffizienten von 〈q̂(λ)〉fc
q(t), q′(t) Systempfade
Q(z) Influenzkern
〈q(t)〉fc Ortserwartungswert mit faktorisierenden
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Anfangsbedingungen
〈q(t)〉ne Ortserwartungswert im stationären

Nichtgleichgewichtszustand
〈q2(t)〉fc zweites Moment mit faktorisierenden

Anfangsbedingungen
〈q2(t)〉ne zweites Moment im stationären

Nichtgleichgewichtszustand
r(t) Schwerpunktskoordinate
Rne(t) Beitrag zu 〈q(t)〉ne
s Parameter zur Klassifikation von Spektraldichten
si Differenzzeit (Dauer des i-ten Sojourns )
sα Verschiebungskoordinate des Badoszillators α
S(t) Stromkorrelationsfunktion
S(ω) Rauschspektrum

S̃(ω) normiertes Rauschspektrum
Sx(t), Sz(t) Symmetrisierte σx- bzw. σz-Korrelationsfunktion
Sx(ω), Sz(ω) σx- bzw. σz-Spektralfunktion
∆S(ω) Niederfrequenzkorrekturen zu S(ω = 0)
S[q, x] Wirkung des Gesamtsystems
SS[q], SB[x], SI[q, x] Wirkung von System, Bad und Wechselwirkung
t Zeit
ti Sprungzeit
ts stationärer Punkt
T Temperatur
T0 Energieskala des periodischen Potentials
Tph phononische Temperaturskala
U Polaron-Transformation
vF, vs Fermi- bzw. Schallgeschwindigkeit
V Spannung
V0 Potentialhöhe einer Punktbarriere
Vb Barrierenhöhe
VG Gate-Spannung
V (q) potentielle Energie
W normierte Breite der Ratenverteilung
WB kanonische Dichtematrix des Bades
Wβ kanonische Dichtematrix des Gesamtsystems
W (t) zeitabhängige Dichtematrix des Gesamtsystems
x(t), x′(t) Pfade der Badoszillatoren
Xj,k Wechselwirkung zwischen Sojourn j und Blip k
X(t) verschobener Influenzkern



Symbolverzeichnis 5

y(t) Relativkoordinate
z komplexwertige Zeit
zs stationärer Punkt
Z Zustandssumme
Zne(ρ, κ, ν, t) erzeugendes Funktional
α Dipolmoment
β inverse Temperatur
γ, γ̃, Γ verschiedene Zerfallskonstanten
γ(t) Dämpfungskern
Γ(z) Eulersche Gammafunktion
δs dimensionsloser Kopplungsparameter
δ(t) Diracsche Deltafunktion
∆ Tunnelmatrixelement
∆0 ungedresstes Tunnelmatrixelement
∆eff , ∆r, ∆s renormierte Tunnelmatrixelemente
∆T Tunnelmatrixelement im φ-Luttingermodell
ε Bias
ε∗ Biaswert des Ratenmaximums
ζ(t), ζ ′(t) stochastische Kraft
ζ(y, q) verallgemeinerte Riemannsche Zeta-Funktion
η Viskosität
η(t) normierte Schwerpunktskoordinate
θl,i+j Phase der Wechselwirkung zwischen

Diagonal- und Außerdiagonalladungen
θ(x), φ(x) bosonische Phasenfelder
Θ(t) Heaviside-Stufenfunktion
κ Temperaturparameter
λ Laplacevariable
λ(qi, q

′
i; q̄, q̄

′) Präparationsfunktion
λG(qi, q

′
i, xi, x

′
i; q̄, q̄

′, x̄, x̄′) verallgemeinerte Präparationsfunktion
Λ0 klassische Reorganisierungsfrequenz einer

diskreten Mode
Λ1, Λ2 quantenmechanische Badfrequenzen
Λcl klassische Reorganisierungsfrequenz
Λj,k Wechselwirkung zwischen den Blips j und k
µ0 Mobilität eines Brownschen Teilchens
µl lineare Mobilität
µ(ε) nichtlineare Mobilität
µd(ε) differentielle Mobilität
µ̃(ε), µ̃d(ε) normierte Mobilitäten
ν Anlauffrequenz
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νn n-te bosonische Matsubarafrequenz
ξ(t) normierte Relativkoordinate
Πθ(x), Πφ(x) kanonisch konjugierte Impulse
ρl Differenzzeit (Dauer des l-ten Intervalls)
ρ(t) reduzierte Dichtematrix
ρ(x) Fermiondichte
ρ(s)(t) verschobene reduzierte Dichtematrix
ρS(t) Systemdichtematrix
σx, σy, σz Pauli-Matrizen
σ̃x polaron-transformierter Operator σx
τi Differenzzeit (Dauer des i-ten Blips)
φ, φext Fluß durch einen SQUID
φi+j Biasphase
φFV[q, q

′], φ[q, q′] Influenzphase
χx(t), χz(t) σx- bzw. σz-Antwortfunktion
χ̃x(ω), χ̃z(ω) σx- bzw. σz-Suszeptibilität
χne(t) Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion
χ̃ne(ω) Nichtgleichgewichts-Suszeptibilität
ψ(z) Eulersche Digammafunktion
Ψ†(x) Fermion-Erzeugungsoperator
ω0 typische Systemfrequenz
ωc Cutoff-Frequenz des Bades
ωl adiabatische Cutoff-Frequenz
ωph Phonon-Frequenz
ωr renormierte Systemfrequenz
|+〉, |−〉 Energieeigenzustände des Spin-Boson-Modells



Einleitung

In der letzten Dekade hat eine rasante Miniaturisierung elektronischer Bau-
teile bis hinab in den Nanometerbereich stattgefunden [1]. Die Physik dieser
Systeme läßt sich weder durch einen klassischen makroskopischen Zugang
noch durch eine rein quantenmechanische Theorie auf mikroskopischer Ebe-
ne zufriedenstellend beschreiben. Stattdessen zeigen diese sogenannten meso-
skopischen Systeme ein Verhalten, welches zwischen den beiden Grenzfällen
angesiedelt ist. Die Bandbreite reicht von anomalen Transportphänomenen
in Metallen oder Halbleiter-Heterostrukturen [2] über das Tunneln von ein-
zelnen Elektronen oder Cooper-Paaren durch Kontakte mit extrem niedri-
ger Kapazität [3] bis zu dissipativen Effekten in makroskopischen Systemen
wie z. B. Josephsonanordnungen [4]. All diese Systeme zeichnen sich dadurch
aus, daß das relevante quantenmechanische Teilsystem in Kontakt mit vielen
anderen Freiheitsgraden steht: es handelt sich um dissipative Quantensy-
steme. Die Dissipation kommt durch Energieaustausch des Teilsystems mit
der Umgebung zustande und kann zur Zerstörung der quantenmechanischen
Kohärenz führen. Die Methoden und vielfältigen Anwendungen der dissi-
pativen Quantenmechanik sind ausführlich in der Monografie von Weiss [5]
beschrieben.

In dieser Arbeit soll das Langzeitverhalten von Erwartungswerten und
Korrelationsfunktionen in dissipativen Quantensystemen untersucht werden.
Zum Studium der Zeitentwicklung von Erwartungswerten geht man im Nor-
malfall von einer Nichtgleichgewichts-Anfangsbedingung aus. Das System
wird dabei in einem Zustand jenseits des Gleichgewichts präpariert und
erst dann an das Bad angekoppelt. Im Langzeitbereich zeigen solche Nicht-
gleichgewichts-Erwartungswerte einen exponentiellen Zerfall auf den jewei-
ligen Gleichgewichtswert. Dagegen müssen Korrelationsfunktionen, die ein
Maß für Fluktuationen von Observablen sind, bezüglich eines korrelierten
Anfangszustandes berechnet werden, bei welchem sich System und Bad im
thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Diese Korrelationen führen nun
bei T = 0 zu algebraischen Zerfallsgesetzen. Für frequenzunabhängige (Ohm-
sche) Dissipation wurde für die symmetrisierte Ortskorrelationsfunktion so-
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8 Einleitung

wohl des gedämpften harmonischen Oszillators [6] als auch des dissipativen
Zweizustandssystems [7] ein universelles 1/t2-Verhalten gefunden. Univer-
sell heißt, daß die Kopplungsstärke an das Bad, welche im Ohmschen Fall
durch den Kondoparameter K beschrieben wird, nicht in das Zerfallsgesetz
eingeht. Es stellt sich die Frage, ob dieses Zerfallsgesetz ausschließlich eine
Folge des korrelierten thermodynamischen Anfangszustandes und der Ohm-
schen Spektraldichte des Bades ist. Dann sollte dieses 1/t2-Verhalten eine
allgemeine Gesetzmäßigkeit für Korrelationsfunktionen in dissipativen Quan-
tensystemen darstellen, d.h. unabhängig vom betrachteten Modellsystem und
der betrachteten Korrelationsfunktion sein.

Um diesen Punkt zu beleuchten, werden wir Korrelationsfunktionen in
zwei verschiedenen Modellsystemen untersuchen. Zum einen untersuchen wir
dissipative Zweizustandssysteme im Rahmen des sogenannten Spin-Boson-
Modells [8]. Dieses Modell ist ein Musterbeispiel für das Wechselspiel von
quantenmechanischer Kohärenz und Dissipation. Abhängig von den Parame-
tern des Bades zeigt es kohärente Oszillationen der Besetzungswahrschein-
lichkeit oder überdämpfte Relaxation auf den Gleichgewichtswert und ist
daher von großem theoretischen Interesse. Da Systeme, deren Dynamik in
gewissen Parameterbereichen auf einen zweidimensionalen Hilbertraum be-
schränkt ist, in vielen Bereichen der Physik auftreten, sind auch die experi-
mentellen Realisierungen des Spin-Boson-Modells sehr vielseitig. Als Beispie-
le seinen an dieser Stelle nur Elektrontransferreaktionen oder das Tunneln
von Defekten in Festkörpern genannt. Basierend auf einer reinen Realzeit-
Pfadintegralbeschreibung untersuchen wir die Autokorrelationsfunktion des
sogenannten Kohärenzoperators. Dabei handelt es sich um die Summe der
polaron-transformierten Offdiagonalelemente der reduzierten Dichtematrix,
welche ein Maß für die Kohärenz des Systems sind. Das Langzeitverhalten
dieser Korrelationsfunktion werden wir in einem einfachen diagrammatischen
Ladungsbild erklären und mit dem Verhalten der Ortskorrelationsfunktion
vergleichen. Es treten grundlegende Unterschiede im Vergleich zur Ortskorre-
lationsfunktion auf, die zu einem nichtuniversellen, von der Kopplungsstärke
des Bades abhängigen Zerfallsgesetz führen. Dieses Verhalten steht im direk-
ten Zusammenhang mit dem Phasenübergang von kohärenter Oszillation zu
inkohärenter Relaxation.

Des weiteren untersuchen wir ein unendlich ausgedehntes dissipatives
Tight-Binding-System. Dieses Modell beschreibt den Quantentransport in
einer Dimension, welcher durch die Realisierung korrelierter fermionischer
Systeme (Luttinger-Flüssigkeiten) in den letzten Jahren lebhaftes Interes-
se erfahren hat [9, 10]. In Gegenwart einer äußeren Kraft existiert für dieses
System kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand und die Ortskorrela-
tionsfunktion divergiert quadratisch im Langzeitlimes. Die geeignetere Größe
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ist stattdessen die Strom-Autokorrelationsfunktion, die ein Maß für die Fluk-
tuationen des Stroms ist und direkt das Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum
bestimmt. Für schwache Ströme sind die einzelnen Tunnelprozesse unkorre-
liert. Dies führt zu einem weißen Rauschen im Niederfrequenzbereich, dem
klassischen Schrotrauschen. Bei Erhöhung der Tunnelamplitude treten dage-
gen Korrelationen zwischen den einzelnen Tunnelprozessen auf. Diese werden
durch das Langzeitverhalten der Stromkorrelationsfunktion beschrieben und
haben ein farbiges Rauschspektrum im Niederfrequenzbereich zur Folge. Wir
können das diagrammatische Ladungsbild aus dem Spin-Boson-Modell auf
diese Situation übertragen und damit das Zerfallsgesetz der Stromkorrelati-
onsfunktion bestimmen. Die entsprechende |ω|-Singularität im Rauschspek-
trum kann beispielsweise beim Tunneln von Randströmen im Fraktionalen
Quanten-Hall-Effekt gemessen werden.

Abgesehen von der Frage, wie sich der korrelierte thermodynamische
Anfangszustand auf das Langzeitverhalten von Korrelationsfunktionen aus-
wirkt, ist auch der exponentielle Zerfall der Nichtgleichgewichts-Erwartungs-
werte einer näheren Untersuchung wert. Im inkohärenten Regime der über-
dämpften Relaxation wird die Zerfallskonstante durch Übergangsraten be-
stimmt und hängt im Gegensatz zu den algebraischen Zerfallsgesetzen der
Korrelationsfunktionen nicht nur von den Bad-, sondern auch von den Sy-
stemparametern ab. Wir konzentrieren uns dabei auf nichtadiabatische Elek-
trontransferreaktionen [11]. Beim Transfer eines Elektrons von einem Donor
zu einem Akzeptor ist der Solvent, in welchem die Reaktion stattfindet, von
entscheidender Bedeutung. Im klassischen Regime wird die Reaktion erst
durch passende thermische Fluktuationen im Solventen ermöglicht. Für tiefe-
re Temperaturen treten dagegen auch kollektive Tunnelprozesse der Badmo-
den auf, die zu einer Abweichung der Übergangsrate von ihrer klassischen
Form führen. Wir untersuchen zum einen die Abhängigkeit der quantenme-
chanischen Rate von der spektralen Verteilung des Solventen. Zum anderen
soll der Übergang vom quantenmechanischen Verhalten bei tiefen Tempe-
raturen bis zum klassischen Bereich des thermisch aktivierten Transfers, in
welchem die Rate nicht von der genauen Form der Spektraldichte abhängt,
quantitativ beschrieben werden.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt. In Kapitel 1 werden die Grundla-
gen der dissipativen Quantenmechanik zusammengefaßt. Die Dynamik dieser
Systeme kann im Rahmen einer Realzeit-Pfadintegralbeschreibung mit der
Influenzfunktionalmethode von Feynman und Vernon behandelt werden. In
Kapitel 2 werden wir das Spin-Boson-Modell einführen und seine vielfälti-
gen Anwendungen diskutieren. Die Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-
Modell sollen anschließend in Kapitel 3 untersucht werden. Dabei vergleichen
wir die Kohärenzkorrelationsfunktion mit der Ortskorrelationsfunktion. Um
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erstere behandeln zu können, ist eine Erweiterung der Influenzfunktionalme-
thode nötig. Das Langzeitverhalten der beiden Korrelationsfunktionen wird
mit Hilfe einer diagrammatischen Methode herausgearbeitet. In Kapitel 4
werden wir die Übergangsrate bei nichtadiabatischen Elektrontransferreak-
tionen für verschiedene Spektraldichten detailliert untersuchen. In Kapitel
5 werden wir das Modell des dissipativen periodischen Potentials behan-
deln und den Zusammenhang mit dem korrelierten Quantentransport in ei-
ner Dimension darstellen. In Kapitel 6 soll schließlich das Langzeitverhalten
der Stromkorrelationsfunktion und damit das Niederfrequenzverhalten des
Rauschspektrums diskutiert werden. Die Ergebnisse dieser Arbeit werden
abschließend in Kapitel 7 zusammengefaßt.

Einige Teile dieser Arbeit sind bereits in Ref. [12, 13, 14, 15] veröffentlicht
worden bzw. sind zur Veröffentlichung vorgesehen [16].



Kapitel 1

Dissipative Quantensysteme

Es gibt verschiedene Ansätze, dissipative Effekte in die Quantenmechanik
miteinzubeziehen. Der erfolgreichste und auch naheliegendste Zugang be-
ruht darauf, das zu betrachtende System und seine Umgebung als konserva-
tives Gesamtsystem aufzufassen, für welches die üblichen Quantisierungsre-
geln gelten. In diesem Bild kommt Dissipation durch Energieübertrag vom
System auf die Umgebung zustande. Besteht die Umgebung aus unendlich
vielen Freiheitsgraden, so kehrt die vom System in die Umgebung geflosse-
ne Energie für endliche Zeiten nicht wieder zurück. In diesem Kapitel soll
ein phänomenologisches Modell zur Beschreibung von Quantensystemen mit
Dissipation, das Caldeira-Leggett-Modell [18], behandelt werden. Dieses Mo-
dell ermöglicht die Elimination der Badfreiheitsgrade aus den Bewegungs-
gleichungen der Systemvariablen. Im klassischen Grenzfall führt dies zu einer
Langevin-Gleichung. Die quantenmechanische Dynamik läßt sich am geeig-
netsten durch die auf dem Pfadintegralzugang beruhende Influenzfunktional-
methode beschreiben. Neben der ursprünglichen Feynman-Vernon-Methode,
die von faktorisierenden Anfangsbedingungen für die Dichtematrix ausgeht,
müssen zur Behandlung von Fluktuationen auch korrelierte Anfangszustände
betrachtet werden.

1.1 Das Caldeira-Leggett-Modell

1.1.1 Hamiltonfunktion und klassische Bewegungsglei-
chung

Das Modell eines harmonischen Oszillators, welcher linear an ein Wärmebad
gekoppelt ist, geht auf Ullersma [17] zurück. Von Caldeira und Leggett [18]
wurde diese Modellierung der Umgebung zur Beschreibung dissipativer Ef-

11
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fekte beim Tunneln aus einem metastabilen Zustand heraus verwendet.
Betrachten wir ein Teilsystem mit einem oder wenigen Freiheitsgraden,

welches an ein Wärmebad gekoppelt ist. Dieses soll durch ein Ensemble har-
monischer Oszillatoren modelliert werden. Um ein makroskopisches System
zu beschreiben, muß die Anzahl der Oszillatoren gegen unendlich gehen. Nur
dann ist gewährleistet, daß die vom System ins Bad geflossene Energie für
endliche Zeiten nicht zurückkehrt: die Poincarésche Wiederkehrzeit geht dann
gegen unendlich. Die grundlegende Annahme des Caldeira-Leggett-Modells
ist, daß jeder Badfreiheitsgrad vom System nur schwach gestört wird. Dies ist
bei makroskopischen Bädern vernünftig, da die Wechselwirkung des Systems
mit jedem einzelnen Badfreiheitsgrad proportional zum inversen Badvolu-
men ist. Die Kopplung zwischen System und Bad kann dann als linear in den
Badkoordinaten angenommen werden. Diese Eigenschaft führt dazu, daß das
Bad aus der Beschreibung der Systemdynamik eliminiert werden kann. Da-
gegen muß die Kopplung zwischen System und Bad nicht unbedingt linear in
der Systemkoordinate sein, da das System mit unendlich vielen Oszillatoren
in Kontakt steht und deren dissipativer Einfluß sich aufsummiert.

Der Hamiltonian des Gesamtsystems hat damit die Gestalt

H = HS +HB +HI . (1.1)

Für ein Teilsystem mit einer generalisierten Koordinate q ist

HS(q, p) =
p2

2M
+ V (q) . (1.2)

Dabei liegt im allgemeinen eine Kraft F am System an, die einen Beitrag
−Fq zum Potential V (q) liefert. Das Wärmebad wird durch

HB({xα}, {pα}) =
∑
α

(
p2α
2mα

+
1

2
mαω

2
αx

2
α

)
(1.3)

beschrieben, und die Summe erstreckt sich über alle N Badoszillatoren, die
durch die Massen mα und Frequenzen ωα charakterisiert sind. Der Wechsel-
wirkungsterm hat die allgemeine Gestalt

HI(q, {xα}) = −
∑
α

Fα(q)xα +∆V (q) . (1.4)

Der Counterterm ∆V (q) sorgt dafür, daß durch die Kopplung des Systems
an das Bad keine Renormierung des Potentials auftritt, denn das Bad soll
lediglich Dissipation beschreiben. Er hat die Form [5]

∆V (q) =
∑
α

F 2
α(q)/2mαω

2
α . (1.5)
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Beschränkt man sich auf Fälle, in denen die Kopplung auch linear in der
Systemvariable ist, Fα(q) = cαq, so erhält man schließlich für die Hamilton-
funktion des Gesamtsystems

H =
p2

2M
+ V (q) +

∑
α

{
p2α
2mα

+
1

2
mαω

2
α

(
xα − cα

mαω2
α

q

)2}
. (1.6)

Mittels der kanonischen Gleichungen können aus Gl. (1.6) die klassischen
Bewegungsgleichungen abgeleitet werden. Für die Oszillatorkoordinate xα(t)
erhält man aufgrund der Linearität der Kopplung eine harmonische Differen-
tialgleichung mit Inhomogenität cαq(t), welche mit der Methode der Green-
schen Funktion leicht gelöst werden kann. Setzt man das Ergebnis für xα(t) in
die Bewegungsgleichung der Systemkoordinate q(t) ein, so ergibt sich schließ-
lich [5, 19]

Mq̈(t) +M

∫ t

−∞
dt′ γ(t− t′)q̇(t′) +

∂V

∂q
= ζ ′(t)−Mγ(t)q(0) . (1.7)

Diese Langevin-Gleichung beschreibt ein klassisches Teilchen mit linearer
Dämpfung unter dem Einfluß einer stochastischen Kraft. Der Dämpfungskern
ist dabei durch

γ(t− t′) = Θ(t− t′)
1

M

∑
α

c2α
mαωα

cos[ωα(t− t′)] (1.8)

und die stochastische Kraft durch

ζ ′(t) =
∑
α

cα

[
xα(0) cos(ωαt) +

pα(0)

mαωα

sin(ωαt)

]
(1.9)

gegeben. Von der gewöhnlichen Form einer Langevin-Gleichung unterschei-
det sich Gl. (1.7) allerdings durch den Term −Mγ(t)q(0) auf der rechten
Seite, welcher von der Anfangsbedingung q(0) abhängt. Um diesen Term zu
eliminieren, definiert man die stochastische Kraft

ζ(t) = ζ ′(t)−Mγ(t)q(0) . (1.10)

Die Mittelwertbildung über die Badanfangsbedingungen xα(0) und pα(0) muß
dann mit der verschobenen kanonischen Gleichgewichtsverteilung

ρB = Z−1 exp

{
− β

∑
α

[
p2α(0)

2mα
+
mαω

2
α

2

(
xα(0)− cα

mαω2
α

q(0)
)2]}

(1.11)
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erfolgen. Nur dann erfüllt ζ(t) die an eine stochastische Kraft gestellten Be-
dingungen eines verschwindenden Mittelwertes und eines Gauß’schen farbi-
gen Rauschspektrums [19],

〈ζ(t)〉 = 0 (1.12)

〈ζ(t)ζ(t′)〉 =MkBTγ(t− t′) , t > t′ . (1.13)

Die Verteilung (1.11) trägt den im Fall q(0) 6= 0 verschobenen Gleichgewichts-
lagen der Badoszillatoren Rechnung. Als Rauschspektrum der stochastischen
Kraft definiert man die Fouriertransformierte der symmetrisierten Korrela-
tionsfunktion K(t) = Re 〈ζ(t)ζ(0)〉. Man erhält

K̃(ω) = 2MkBT γ̃
′(ω) . (1.14)

Dies ist das klassische Fluktuations-Dissipations-Theorem.

1.1.2 Die spektrale Dichte

Um den Einfluß des Bades auf die Dynamik des Systems zu beschreiben, ist
es nicht nötig, die Badparameter mα, ωα und cα im einzelnen zu kennen. Dies
ist bei einem makroskopischen Bad auch gar nicht möglich. Stattdessen wird
der Einfluß des Bades vollständig durch die spektrale Dichte

J(ω) =
π

2

∑
α

c2α
mαωα

δ(ω − ωα) (1.15)

beschrieben. Für ein Wärmebad mit unendlich vielen Moden geht die spek-
trale Dichte in eine kontinuierliche Funktion von ω über, die antisymmetrisch
auf negative Frequenzen ausgedehnt werden kann. Mit dieser Definition läßt
sich Gl. (1.8) in der Form

γ(t) = Θ(t)
2

πM

∫ ∞

0

dω′ J(ω
′)

ω′ cos(ω′t) (1.16)

darstellen. Der Dämpfungskern ist also eindeutig durch die spektrale Dichte
bestimmt. Durch geeignete Wahl von J(ω) läßt sich somit jede Form von
linearer Dämpfung modellieren. Durch Fourier-Transformation von Gl. (1.16)
erhält man die frequenzabhängige Dämpfungskonstante1

γ̃(ω) = −2i

π

ω

M

∫ ∞

0

dω′ J(ω
′)

ω′
1

ω′2 − ω2 − i sgn(ω)0+
, (1.17)

1Die Pole von γ̃(ω) liegen in der unteren Halbebene. Damit ist die Kausalität, die
sich im Zeitregime durch die Theta-Funktion in Gl. (1.16) äußert, sichergestellt. Real-
und Imaginärteil von γ̃(ω) sind also nicht unabhängig voneinander, sondern erfüllen die
Kramers-Kronig Relationen.
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deren Realteil durch

γ̃′(ω) =
1

M

J(ω)

ω
(1.18)

gegeben ist. Da das Bad auch in die quantenmechanischen Gleichungen nur
über die spektrale Dichte J(ω) eingeht, kommt Gl. (1.18) eine zentrale Rol-
le bei der phänomenologischen Modellierung dissipativer Quantensysteme
zu. Es genügt, die klassische Dämpfungskonstante γ̃′(ω) zu kennen, die z. B.
durch molekulardynamische Simulationen ermittelt werden kann. Damit ist
nach Gl. (1.18) die phänomenologische Spektraldichte festgelegt. Darüber
hinaus gibt es auch einige physikalische Systeme, die sich durch vergleichs-
weise einfache Modelle recht gut beschreiben lassen. In solchen Fällen ist
oft auch eine direkte mikroskopische Ableitung der Spektraldichte aus dem
Hamiltonian des Gesamtsystems möglich [5].

Mit Ohmscher bzw. Markovscher Dämpfung bezeichnet man den Fall ei-
ner frequenzunabhängigen Dämpfungskonstanten

γ̃(ω) = γ . (1.19)

Die spektrale Dichte hat in diesem Fall die strikt Ohmsche Form

J(ω) =Mγω = η ω , (1.20)

wobei η die Viskosität ist. Im Zeitregime entspricht dieser Fall einer ideali-
sierten zeitlich lokalen Dämfung γ(t) = Θ(t) · 2γδ(t). Jedes reale physikali-
sche System hat aber eine zeitlich nichtlokale und damit frequenzabhängige
Dämpfung. Dies rührt daher, daß die der Dissipation zugrundeliegenden mi-
kroskopischen Mechanismen auf einer endlichen Zeitskala ablaufen. Als Kon-
sequenz davon muß jede vernünftige spektrale Dichte im Grenzwert ω → ∞
verschwinden. Nur in diesem Fall ist auch das im nächsten Abschnitt vor-
gestellte Influenzfunktional wohldefiniert. Betrachtet man z.B. einen Dämp-
fungskern mit einer Gedächtniszeit τD = 1/ωD der Form

γ(t) = Θ(t) γωD e
−ωDt , (1.21)

so führt dies nach Gl. (1.16) zu einer Drudesche Spektraldichte

J(ω) =
ηω

(1 + ω2/ω2
D)

. (1.22)

In vielen Fällen läßt sich die Spektraldichte für niedrige Frequenzen unter-
halb einer Cutoff Frequenz ωc durch ein Potenzgesetz J(ω) ∝ ωs beschreiben.
Die Frequenz ωc wählt man wesentlich kleiner als eine für das Modell charak-
teristische Cutoff-Frequenz, beispielsweise die Fermi- oder Debye-Frequenz.
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Man teilt dann die Spektraldichte durch eine Cutoff-Funktion2 in zwei Anteile
auf, J(ω) = Jlf(ω)+Jhf(ω). Die Gestalt von Jhf(ω), welches die hochfrequen-
ten Badoszillatoren mit ω > ωc umfaßt, kann dabei recht kompliziert sein.
Entscheidend ist aber, daß die Moden mit ω > ωc lediglich zu einer Renor-
mierung der Systemparameter führen, sofern man nur an der Dynamik für
Zeiten t� ω−1

c interessiert ist (siehe auch Abschnitt 2.1). Zur Beschreibung
der Dissipation genügt also der Niederfrequenzanteil Jlf(ω), und wir lassen
den Index lf im folgenden wieder weg. Wählt man der Einfachheit halber
einen exponentiellen Cutoff, so erhält man die Form

J(ω) = ηs ω(ω/ωph)
s−1 e−ω/ωc . (1.23)

Damit ηs stets die Dimension einer Viskosität hat, wurde dabei für s 6= 1 eine
phononische Referenzfrequenz ωph eingeführt. Der Fall s = 1 beschreibt Ohm-
sche Dissipation, die z. B. in Josephson-Systemen von Relevanz ist. Dagegen
werden die Bereiche s < 1 und s > 1 als subohmsche bzw. superohmsche
Dissipation bezeichnet. Superohmsche Dissipation mit s = 3 oder s = 5 ist
beispielsweise charakteristisch für die Tieftemperaturdynamik eines Defektes
in einem phononischen Bad.

1.2 Die Influenzfunktionalmethode

Nach der klassischen wollen wir uns nun der quantenmechanischen Behand-
lung des Caldeira-Leggett-Modells zuwenden. Das Gesamtsystem befindet
sich im allgemeinen in einem gemischten Zustand, d. h. sein Zustandsvek-
tor kann nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit angegeben werden. Alle
Informationen über das Gesamtsystem sind dann in der Dichtematrix enthal-
ten, deren Zeitentwicklung mit der Influenzfunktionalmethode von Feynman
und Vernon [20] beschrieben werden soll. Dieser Funktionalintegralzugang
ermöglicht eine reduzierte Beschreibung der quantenmechanischen Dynamik
eines dissipativen Systems, in der die Freiheitsgrade des Bades nicht mehr
enthalten sind.

Die unitäre Zeitentwicklung des abgeschlossenen Gesamtsystems wird
durch die von-Neumann-Gleichung beschrieben. Durch deren formale Inte-
gration erhält man für die Dichtematrix W (t) des Gesamtsystems

W (t) = exp

{
− i

h̄
Ht

}
W (0) exp

{
i

h̄
Ht

}
. (1.24)

2Beispiele hierfür sind ein scharfer Cutoff f(ω) = Θ(ω − ωc) oder ein exponentieller
Cutoff f(ω) = e−ω/ωc .
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In der Ortsdarstellung lautet Gl. (1.24)

〈qf , xf |W (t) |q′f , x′f〉 =
∫
dqi dq

′
i dxi dx

′
iK(qf , xf , t; qi, xi, 0)

× 〈qi, xi|W (0) |q′i, x′i〉K∗(q′f , x
′
f , t; q

′
i, x

′
i; 0) , (1.25)

wobei wir die kompakte Notation

x = {xα} ,
∫
dx =

∏
α

∫
dxα (1.26)

verwendet haben. Die Grundlage des Funktionalintegralzugangs besteht nun
darin, die in dieser Gleichung auftretenden Feynman-Propagatoren als Pfad-
integral auszudrücken,

K(qf , xf , t; qi, xi, 0) = 〈qf , xf | e−iHt/h̄ |qi, xi〉 (1.27)

=

∫
DqDx exp

{
i

h̄
S[q, x]

}
. (1.28)

Es wird über alle Pfade summiert, die die Randbedingungen

q(0) = qi , q(t) = qf , x(0) = xi , und x(t) = xf (1.29)

erfüllen. Die Wirkung des Gesamtsystems zerfällt dabei analog zu Gl. (1.1)
in drei Beiträge,

S[q, x] = SS[q] + SB[x] + SI[q, x] . (1.30)

Üblicherweise ist man an den Erwartungswerten von Operatoren interes-
siert, die lediglich von den Systemfreiheitsgraden abhängen und im Hilber-
traum des Bades einen Einsoperator darstellen. Zur Bildung dieser Erwar-
tungswerte genügt die reduzierte Dichtematrix

ρ(qf , q
′
f , t) =

∫
dxf 〈qf , xf |W (t) |q′f , xf〉

=

∫
dqi dq

′
i dxf dxi dx

′
iK(qf , xf , t; qi, xi, 0) (1.31)

× 〈qi, xi|W (0) |q′i, x′i〉K∗(q′f , xf , t; q
′
i, x

′
i, 0) , (1.32)

deren Zeitentwicklung aufgrund der Spurbildung über die Badfreiheitsgrade
nichtunitär ist. Die weitere Auswertung dieses Ausdrucks hängt nun davon
ab, welche Form die Dichtematrix zur Zeit t′ = 0 hat.
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1.2.1 Faktorisierende Anfangbedingungen

Bei faktorisierenden Anfangsbedingungen geht man davon aus, daß das Sy-
stem zur Zeit t′ = 0 in einem bestimmten Zustand präpariert wird und das
ungestörte Bad sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet. Es gibt
dann zur Zeit t′ = 0− keine Korrelationen zwischen Teilchen und Bad. Die
Kopplung wird erst zur Zeit t′ = 0+ eingeschaltet. Die Gesamtdichtematrix
zur Zeit t′ = 0 ist dann ein Produkt

W (0) = ρS(0)⊗WB , (1.33)

wobei ρS(0) die Dichtematrix des Systems und WB = Z−1
B exp(−βHB) die

kanonische Dichtematrix des Bades darstellt. Setzt man die Ortsdarstellung
von Gl. (1.33) in Gl. (1.32) ein, so erhält man für die Zeitentwicklung der
reduzierten Dichtematrix den Ausdruck

ρ(qf , q
′
f , t) =

∫
dqi dq

′
i J(qf , q

′
f , t; qi, q

′
i, 0) ρS(qi, q

′
i, 0) . (1.34)

Die propagierende Funktion ist dabei durch

J(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i, 0) =

∫
dxf dxi dx

′
iK(qf , xf , t; qi, xi, 0)

× 〈xi|WB |x′i〉K∗(q′f , xf , t; q
′
i, x

′
i, 0) (1.35)

gegeben. Mit Gl. (1.28) läßt sich die propagierende Funktion als doppeltes
Realzeitpfadintegral schreiben,

J(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i, 0) =

∫
DqDq′ exp

{
i

h̄

(
SS[q]− SS[q

′]
)}FFV[q, q

′] . (1.36)

Die Funktionalintegrationen erstrecken sich über alle Pfade, die die Bedin-
gungen

q(0) = qi , q′(0) = q′i , q(t) = qf , und q′(t) = q′f (1.37)

erfüllen. Diese beiden Pfade können auch als Weg in der reduzierten Dich-
tematrix aufgefaßt werden, welcher die Matrixelemente (qi, q

′
i) und (qf , q

′
f )

miteinander verbindet.
Die Badkoordinaten treten in der Bewegungsgleichung der reduzierten

Dichtematrix nicht mehr explizit auf. Der Einfluß des Bades auf die Dynamik
des Teilsystems ist stattdessen vollständig im Feynman-Vernon-Influenzfunk-
tional

FFV[q, q
′] =

∫
dxf dxi dx

′
i 〈xi|WB |x′i〉

∫
DxDx′

× exp

{
i

h̄

(
SB[x] + SI[x, q]− SB[x

′]− SI[x
′, q′]

)}
(1.38)
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mit den Randbedingungen

x(0) = xi , x′(0) = x′i , und x(t) = x′(t) = xf (1.39)

enthalten. Für eine verschwindende System-Bad-Kopplung ist FFV[q, q
′] = 1

und Gl. (1.34) geht in die Bewegungsgleichung der Dichtematrix des freien
Systems ohne Ankopplung an ein Bad über. Das Influenzfunktional läßt sich
auch in der Form

FFV[q, q
′] =

∫
dxf dxi dx

′
i 〈xi|WB |x′i〉F (q; xf , xi)F ∗(q′; xf , x′i) (1.40)

mit dem Realzeitpfadintegral

F (q; xf , xi) =

∫
Dx exp

{
i

h̄

(
SB[x] + SI[x, q]

)}
(1.41)

darstellen. Für das Modell (1.6) faktorisieren nun sowohl die kanonische
Dichtematrix 〈xi|WB |x′i〉 als auch das Realzeitpfadintegral F (q; xf , xi) in un-
abhängige Beiträge der einzelnen Oszillatoren, die mit Standard-Techniken
berechnet werden können [21]. Setzt man die Ergebnisse in Gl. (1.40) ein, so
verbleiben einfache Gauß-Integrationen über die Endpunkte der Pfade. Man
erhält schließlich [21]

FFV[q, q
′] = exp

{
−1

h̄
ΦFV[q, q

′]
}

(1.42)

mit der Influenzphase

ΦFV[q, q
′] =

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ [ q(t′)− q′(t′) ][L(t′ − t′′)q(t′′)− L∗(t′ − t′′)q′(t′′) ]

+ iM
γ(0+)

2

∫ t

0

dt′[ q2(t′)− q′2(t′) ] . (1.43)

Dabei ist γ(0+) der durch Gl. (1.16) definierte Dämpfungskern, und der kom-
plexe Kern L(t) ist durch

L(t) = L′(t) + iL′′(t) (1.44)

=
1

π

∫ ∞

0

dω J(ω) [ coth(h̄βω/2) cos(ωt)− i sin(ωt) ] (1.45)

gegeben. Nach Gl. (1.43) äußert sich der Einfluß des Bades auf die Dynamik
des Teilsystems in einer zeitlich nichtlokalen Kopplung zwischen den Pfa-
den q und q′. Die zur Influenzphase Φ[q, q′] beitragenden Diagramme sind in
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Abbildung 1.1: Graphische Darstellungen der vier Beiträge zur Influenzphase Φ[q, q′].
Die gestrichelte Linie stellt im ersten und dritten Diagramm die Wirkung des Propa-
gators L(t′ − t′′) dar, während sie im zweiten und vierten Diagramm den komplex
konjugierten Propagator L∗(t′ − t′′) symbolisiert.

Abb. 1.1 dargestellt. Die beiden Diagramme links stellen die Selbstwechsel-
wirkungen innerhalb der Pfade q und q′ dar, während die beiden Diagramme
rechts die Wechselwirkungen zwischen diesen Pfaden symbolisieren. Da die
Influenzphase in Gl. (1.42) im Exponenten steht, tragen zum Influenzfunk-
tional alle reduziblen und irreduziblen Kombinationen dieser 4 Diagramme
bei.

Im folgenden ist es sinnvoll, Relativ- und Schwerpunktskoordinaten über

y(t) = q(t)− q′(t) und r(t) = q(t) + q′(t) (1.46)

einzuführen. Die Schwerpunktskoordinate ist ein Maß für die Propagation
entlang der Diagonalen der reduzierten Dichtematrix, wohingegen die Rela-
tivkoordinate den Grad der Außerdiagonalität beschreibt. Unter Verwendung
der Relation

L′′(t) =
M

2

d

dt
γ(t) (1.47)

lautet die Influenzphase nach einer partiellen Integration des Imaginärteils

ΦFV[x, y] =

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ [ y(t′)L′(t′ − t′′)y(t′′) +
i

2
My(t′)γ(t′ − t′′)ṙ(t′′) ]

+ iM
x(0)

2

∫ t

0

dt′γ(t′)y(t′) . (1.48)

Die Ankopplung des quantenmechanischen Systems an ein Wärmebad be-
wirkt nun zweierlei: zum einen wird die Bewegung des Teilchens gedämpft.
Dies wird durch den Imaginärteil der Influenzphase beschrieben. Zum andern
verliert das System an Kohärenz, da die Umgebung praktisch permanent den
Ort des Systems mißt und damit die Interferenzen zwischen den verschiede-
nen Ortseigenzuständen unterdrückt. Dies wird durch den Realteil der Influ-
enzphase sichergestellt, welcher die Außerdiagonalwege wie ein Gauß-Filter
ausblendet.



1.2. Die Influenzfunktionalmethode 21

Betrachten wir zum Abschluß dieses Abschnitts die physikalische Bedeu-
tung des Influenzkerns L(t). Es läßt sich zeigen [5], daß L(t) bis auf den
Faktor h̄−1 der Autokorrelationsfunktion der fluktuierenden Kraft ζ(t) im
thermischen Gleichgewicht entspricht,

L(t) =
1

h̄
〈ζ(t)ζ(0)〉β . (1.49)

Deshalb bezeichnet man L(t) auch als Badkorrelationsfunktion. Für ein Os-
zillatorbad sind alle Auswirkungen des Bades auf das Teilsystem in der Bad-
korrelationsfunktion enthalten. Wie schon der Dämpfungskern im klassischen
Regime, Gl. (1.16), ist auch die Badkorrelationsfunktion durch die spektrale
Dichte J(ω) vollständig bestimmt. Mit Gl. (1.18) und (1.45) erhält man für
das Rauschspektrum der fluktuierenden Kraft

K̃(ω) =Mh̄ω coth(h̄βω/2)γ̃′(ω) . (1.50)

Diese Gleichung ist die quantenmechanische Verallgemeinerung des klassi-
schen Fluktuations-Dissipations-Theorems, Gl. (1.14).

1.2.2 Korrelierte Anfangsbedingungen

Die im letzten Abschnitt besprochenen faktorisierenden Anfangsbedingungen
sind in vielen Fällen unphysikalisch, da es experimentell oft nicht möglich ist,
System und Bad zu entkoppeln. In der Regel ist der Anfangszustand statt-
dessen korreliert. Befinden sich System und Bad beispielsweise im thermo-
dynamischen Gleichgewicht, so wird das Gesamtystem durch die kanonische
Dichtematrix

Wβ = Z−1e−βH (1.51)

beschrieben. In diesem Abschnitt sollen allgemeinere Anfangsbedingungen
W (0) behandelt werden, die durch eine lineare Transformation aus der kano-
nischen Dichtematrix Wβ hervorgehen. In diese Klasse fallen einige experi-
mentell wichtige Präparationen, und auch Korrelationsfunktionen lassen sich
damit behandeln. In der Ortsdarstellung schreiben wir [21]

〈qi, xi|W (0) |q′i, x′i〉 =
∫
dq̄ dq̄′ λ(qi, q′i; q̄, q̄

′) 〈q̄, xi|Wβ |q̄′, x′i〉 , (1.52)

wobei die Präparationsfunktion λ(qi, q
′
i; q̄, q̄

′) die jeweiligen Anfangsbedin-
gungen charakterisiert. Thermische AnfangsbedingungenW (0) = Wβ werden
dann durch λβ(qi, q

′
i; q̄, q̄

′) = δ(qi − q̄) δ(q′i − q̄′) beschrieben.
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Von großer experimenteller Bedeutung ist der Fall, daß sich das Gesamt-
system im thermischen Gleichgewicht befindet, und zur Zeit t′ = 0 eine
Messung einer dynamischen Variable des Teilsystems erfolgt. Dies führt zu
einer Reduktion der Dichtematrix gemäß

W (0) = PWβP , (1.53)

wenn P der Projektionsoperator auf den gemessenen Systemzustand ist.
Für die entsprechende Präparationsfunktion erhält man damit den Ausdruck
λ(qi, q

′
i; q̄, q̄

′) = 〈qi|P |q̄〉〈q̄′|P |q′i〉.
Der Ansatz (1.52) ermöglicht auch die Behandlung von Korrelationsfunk-

tionen. Betrachten wir die Korrelationen im thermodynamischen Gleichge-
wicht zwischen zwei Operatoren A und B, die nur im Hilbertraum des Sy-
stems wirken,

〈A(t)B(0)〉β = Tr [A(t)B(0)Wβ ] . (1.54)

Diese Korrelationsfunktion kann nun als Erwartungswert des Heisenberg-
Operators A(t) bezüglich der Pseudodichtematrix W = B(0)Wβ aufgefaßt
werden.3 Im Schrödingerbild gilt dann

〈A(t)B(0)〉β = Tr [AW (t) ] , (1.55)

und die zeitabhängige Dichtematrix W (t) genügt der Anfangsbedingung
W (0) = BWβ . Die entsprechende Präparationsfunktion ergibt sich dann aus
Gl. (1.52). Für die Ortskorrelationsfunktion Cq(t) = 〈q(t)q(0)〉β erhält man
beispielsweise den Ausdruck λ(qi, q

′
i; q̄, q̄

′) = qi λβ(qi, q
′
i; q̄, q̄

′).
Die Anwendbarkeit des Ansatzes (1.52) ist auf solche Operationen zur

Zeit t′ = 0 beschränkt, die lediglich das Teilsystem betreffen. Ist man dage-
gen an Korrelationsfunktionen von Operatoren interessiert, die im Gesamthil-
bertraum von System und Bad wirken, so wirkt sich die Anfangspräparation
auch auf das Bad aus. In diesem Fall muß der Ansatz (1.52) entsprechend
erweitert werden. Ein solcher Fall tritt in Kapitel 3 mit der Korrelations-
funktion des Kohärenzoperators im Spin-Boson-Modell auf. Doch zunächst
beschränken wir uns auf Anfangsbedingungen, die sich durch Gl. (1.52) be-
schreiben lassen.

Setzt man Gl. (1.52) in Gl. (1.32) ein, so erhält man für die reduzierte
Dichtematrix

ρ(qf , q
′
f , t) =

∫
dqi dq

′
i dq̄ dq̄

′ J(qf , q′f , t; qi, q
′
i, q̄, q̄

′) λ(qi, q′i; q̄, q̄
′) , (1.56)

3Die Größe W = B(0)Wβ ist keine wirkliche Dichtematrix, da sie z. B. nicht notwen-
digerweise positiv definit ist. In diesem Zusammenhang ist lediglich wichtig, daß sie im
Schrödingerbild der gleichen Zeitentwicklung gehorcht.
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und die propagierende Funktion ist durch

J(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i, q̄, q̄

′) =
∫
dxf dxi dx

′
iK(qf , xf , t; qi, xi, 0)

× 〈q̄, xi|Wβ |q̄′, x′i〉K∗(q′f , xf , t; q
′
i, x

′
i, 0) (1.57)

gegeben. Für die Behandlung des in dieser Gleichung auftretenden Ortsma-
trixelements der kanonischen Dichtematrix Wβ gibt es nun zwei Möglichkei-
ten. Der Term e−βH geht aus dem Zeittranslationsoperator e−iHt/h̄ formal
durch eine sogenannte Wickrotation t = −ih̄β hervor. Analog zur Darstel-
lung des Feynman-Propagators als Realzeitpfadintegral, Gl. (1.28), kann nun
das Ortsmatrixemement der kanonischen Dichtematrix als Imaginärzeitpfad-
integral ausgedrückt werden. Setzt man dies in Gl. (1.57) ein, so gelangt man
zu einem Ausdruck, in welchem drei Funktionalintegrationen auftreten. Zwei
davon werden entlang der üblichen Feynman-Vernon-Kontour ausgeführt, ei-
ne aber in imaginärer Zeit von t = 0 nach t = −ih̄β. Die gesamte Kontour
wird als Kadanoff-Baym-Kontour bezeichnet. Die Korrelationen des Anfangs-
zustandes werden durch die Kopplung zwischen diesen Pfaden in Real- und
Imaginärzeit beschrieben. Dies führt aber zu rechentechnischen Schwierigkei-
ten.

Wir wählen deshalb einen alternativen Zugang. Diesem liegt die Erkennt-
nis zugrunde, daß ein ergodisches System unabhängig von seiner Anfangsprä-
paration im Langzeitlimes den thermodynamischen Gleichgewichtszustand
erreicht.4 Das Gesamtsystem soll also zu einem Zeitpunkt t0 < 0 in einem
faktorisierenden Anfangszustand W (t0) = ρS(t0) ⊗ Z−1

B exp(−βHB) präpa-
riert werden, und sich anschließend frei, d. h. unter dem Einfluß des Hamil-
tonians (1.6) entwickeln. Führt man den Limes t0 → −∞ durch, so wird
das Gesamtsystem zur Zeit t′ = 0 durch die kanonische Dichtematrix Wβ

beschrieben,

〈q̄, xi|Wβ |q̄′, x′i〉 = lim
t0→−∞

∫
dq̄ dq̄′dx0 dx′0K(q̄, xi, 0; q0, x0, t0)

× ρS(q0, q
′
0; t0) 〈x0|WB |x′0〉K∗(q̄′, x′i, 0; q

′
0, x

′
0, t0) . (1.58)

Damit ist es möglich, korrelierte Anfangszustände auf den einfacheren Fall
faktorisierender Anfangsbedingungen zurückzuführen. Setzt man Gl. (1.58)
in Gl. (1.57) ein, so erhält man für die propagierende Funktion ein doppeltes

4Dies gilt natürlich nur dann, wenn für das entsprechende System ein thermodynami-
sches Gleichgewicht existiert. Siehe dazu Abschnitt 5.2.2.
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Realzeitpfadintegral,

J(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i, q̄, q̄

′) = lim
t0→ −∞

J(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i, 0

+; q̄, q̄′, 0−; q0, q′0, t0) (1.59)

= lim
t0→ −∞

∫
dq0 dq

′
0 ρS(q0, q

′
0, t0)

×
∫

DqDq′ exp
{
i

h̄

(
SS[q]− SS[q

′]
)}F [q, q′] (1.60)

mit den Randbedingungen

q(t0) = q0 , q(0−) = q̄ , q(0+) = qi , q(t) = qf ,

q′(t0) = q′0 , q′(0−) = q̄′ , q′(0+) = q′i , q′(t) = q′f . (1.61)

Man beachte, daß die Pfade q(t) und q′(t) zur Zeit t′ = 0 im allgemeinen
diskontinuierlich sind. Das entsprechende Verhalten hängt von der genauen
Gestalt der Präparationsfunktion ab. Das Influenzfunktional in Gl. (1.60) ist
durch den Ausdruck

F [q, q′] =
∫
dxf dxi dx

′
i dx0 dx

′
0 〈x0|WB |x′0〉

∫
DxDx′

× exp

{
i

h̄

(
SB[x] + SI[x, q]− SB[x

′]− SI[x
′, q′]

)}
(1.62)

gegeben, wobei die Funktionalintegrationen die Randbedingungen

x(t0) = x0 , x(0) = xi , x(t) = xf , (1.63)

x′(t0) = x′0 , x′(0) = x′i , x′(t) = xf (1.64)

erfüllen müssen. Da aber über die Koordinaten xi und x′i integriert wird,
entspricht Gl. (1.62) gerade dem Feynman-Vernon-Influenzfunktional (1.38),
wenn man den Präparationszeitpunkt t′ = 0 durch t′ = t0 ersetzt. Man erhält

F [q, q′] = exp

{
−1

h̄
Φ[q, q′]

}
(1.65)

mit der Influenzphase

Φ[q, q′] =
∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ [ q(t′)− q′(t′) ][L(t′ − t′′)q(t′′)− L∗(t′ − t′′)q′(t′′) ]

+ iM
γ(0+)

2

∫ t

t0

dt′[ q2(t′)− q′2(t′) ] . (1.66)
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Die im Anfangszustand enthaltenen Korrelationen zwischen System und Bad
werden in dieser reinen Realzeitformulierung durch die Wechselwirkung zwi-
schen dem negativen und positiven Zeitast der Pfade q und q′ beschrieben.
Dies bietet rechentechnische Vorteile gegenüber der Imaginärzeitformulie-
rung.

In den folgenden Kapiteln wollen wir die hier entwickelte Realzeit-Pfadin-
tegralmethode auf die beiden Modellsysteme anwenden: dies ist zum einen ein
dissipatives Zweizustandssystem, und zum anderen ein aus unendlich vielen
lokalisierten Zuständen bestehendes dissipatives Tight-Binding-Modell.



Kapitel 2

Das Spin-Boson-Modell

Das einfachste System, welches die quantenmechanischen Phänomene der
konstruktiven und destruktiven Interferenz zeigt, ist ein Zweizustandssystem.
Die naheliegendste Realisierung eines solchen Systems stellt ein Teilchen mit
Spin 1

2
dar. Aber auch in vielen anderen Fällen, in denen der Hilbertraum des

Systems eigentlich höherdimensional ist, spielt sich die Dynamik in bestimm-
ten Parameterbereichen effektiv nur zwischen zwei Zuständen ab. Dieser Fall
tritt auf, wenn sich der relevante Freiheitsgrad in einem Doppelmuldenpoten-
tial bewegt. Unter gewissen Bedingungen ist in jeder Mulde nur der niedrigste
Zustand besetzt. Dann kann man die Betrachtung auf diese beiden lokali-
sierten Zustände einschränken, die durch ein Übergangsmatrixelement mit-
einander verknüpft sind. In der Realität können solche Zweizustandssysteme
nicht unabhängig von ihrer Umgebung betrachtet werden. Vielmehr kann die
Wechselwirkung mit der Umgebung zu einer Zerstörung der quantenmecha-
nischen Kohärenz und damit zu einem völlig anderen Verhalten führen. Da
das Zweiniveausystem als Spin aufgefaßt werden kann und die Umgebung wie
in Kapitel 1 beschrieben durch ein bosonisches Bad modelliert wird, bezeich-
net man das dissipative Zweizustandssystem auch als Spin-Boson-Modell.
Aufgrund seiner Einfachheit ist dieses Modell besonders geeignet, um das
Wechselspiel von Kohärenz und Dissipation zu untersuchen und hat unzähli-
ge Anwendungen in der Physik gefunden.

In Abschnitt 2.1 werden wir das Spin-Boson-Modell einführen und in Ab-
schnitt 2.2 die adiabatische Renormierung besprechen. Im darauffolgenden
Abschnitt 2.3 sollen dann einige Systeme vorgestellt werden, die durch das
Spin-Boson-Modell beschrieben werden können. Anschließend werden wir in
Abschnitt 2.4 die formalen Grundlagen schaffen, um in den nächsten Kapi-
teln die Dynamik des Spin-Boson-Modells behandeln zu können. Der Influ-
enzkern Q(z), die dabei den Einfluß der Umgebung vollständig beschreibt,
soll abschließend in Abschnitt 2.5 diskutiert werden.

26
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2.1 Reduktion eines Doppelmuldenpotentials

Betrachten wir ein Doppelmuldenpotential mit Barrierenhöhe Vb. Die Fre-
quenz der Oszillationen in jeder Mulde sei durch ω0 gegeben, und der Ener-
gieunterschied (Bias) zwischen den beiden Mulden betrage h̄ε. Für Vb � h̄ω0

treten in jeder Mulde eine Reihe diskreter Zustände mit einem Niveauabstand
von etwa h̄ω0 auf. Ist die Temperatur tief genug, so ist in jeder Mulde ledig-
lich der Grundzustand besetzt. Das Tunneln zwischen diesen beiden lokali-
sierten Zuständen wird durch das Übergangsmatrixelement ∆0 beschrieben,
welches durch Instanton-Techniken berechnet werden kann und von der ge-
nauen Potentialform abhängt [22, 23]. Im Falle eines symmetrischen Systems
ε = 0 entspricht h̄∆0 gerade der Tunnelaufspaltung zwischen den beiden
niedrigsten Eigenzuständen des Systems, welche durch die symmetrischen
und antisymmetrischen Linearkombinationen der lokalisierten Zustände ge-
geben sind. Wenn nun das Übergangsmatrixelement ∆0 und der Bias ε klein
gegen den Niveauabstand ω0 sind, so werden auch durch Tunnelprozesse keine
angeregten Niveaus besetzt. Gelten also die Bedingungen

kBT, h̄|ε|, h̄∆0 � h̄ω0 � Vb , (2.1)

so ist der Hilbertraum effektiv auf die beiden niedrigsten Zustände in jeder
Mulde beschränkt, und das Teilchen im Doppelmuldenpotential kann durch
ein Zweizustandssystem beschrieben werden,

HTSS = − h̄
2

(
∆0σx + εσz

)
. (2.2)

Die Basis bilden dabei die lokalisierten Zustände |R〉 (rechts) und |L〉 (links),
die Eigenzustände von σz zu den Eigenwerten +1 und −1 sind. Damit ist

σz = |R〉〈R| − |L〉〈L| , (2.3)

σx = |R〉〈L|+ |L〉〈R| . (2.4)

Liegen die beiden lokalisierten Zustände an den Orten ±a/2, so ist der Orts-
operator durch q = aσz/2 gegeben.

In Gegenwart eines Wärmebades ist die Reduktion eines Doppelmulden-
potentials auf ein Zweizustandssystem etwas zu modifizieren [8, 26]. Man
geht dabei in zwei Schritten vor. Zunächst betrachtet man nur hochfrequente
Badoszillatoren mit Frequenzen über einer Frequenz ωc, die durch die spek-
trale Dichte Jhf(ω) beschrieben werden (siehe dazu Abschnitt 1.1.2). Von
diesen hochfrequenten Oszillatoren nimmt man an, daß sie der Bewegung
des Systems unmittelbar folgen können. Die adiabatische Eliminierung die-
ser Moden führt dann zu einer Renormierung des Tunnelmatrixelements ∆0
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und des Niveauabstands ω0. Die renormierten Größen sollen mit ∆ und ωr

bezeichnet werden. Die an sich unphysikalische Cutoff-Frequenz ωc ist dabei
so zu wählen, daß die Bedingung

h̄∆(ωc) � h̄ωc � h̄ωr(ωc) (2.5)

erfüllt ist. Betrachten wir die Renormierung des Tunnelmatrixelements etwas
genauer. Setzt man zunächst ∆0 = 0, so sind die Energieeigenfunktionen des
Gesamtsystems für ε = 0 und T = 0 durch

|±〉 = 1

2

(
|R〉

∏
α∈hf

|0〉+α ± |L〉
∏
α∈hf

|0〉−α
)

(2.6)

gegeben. Dabei ist |0〉±α der verschobene Grundzustand des Badoszillators α,

|0〉±α = exp(∓iΩα/2h̄)|0〉α , Ωα = (acα/mαω
2
α)pα . (2.7)

Für ein endliches ∆0 betrachtet man den Tunnelterm in Gl. (2.2) dann in
niedrigster Ordnung Störungstheorie. Für die Tunnelaufspaltung ∆ zwischen
den Zuständen |+〉 und |−〉 erhält man

∆ = ∆0

∏
α∈hf

+
α〈0|0〉−α (2.8)

= ∆0 exp

(
− a2

4h̄

∑
α∈hf

c2α
mαω3

α

)
= ∆0 exp

(
− a2

2πh̄

∫ ∞

0

dω
Jhf(ω)

ω2

)
. (2.9)

Der exponentielle Term ist ein Franck-Condon-Faktor, welcher die Polaron-
wolke der hochfrequenten Badoszillatoren beschreibt, die das Teilchen um-
gibt. Er führt dazu, daß das renormierte Tunnelmatrixelement ∆ immer klei-
ner als das ungedresste ∆0 ist.

Anschließend koppelt man das modifizierte System an die verbleiben-
den Badoszillatoren mit ω < ωc an, welche durch die spektrale Dichte J(ω)
beschrieben werden. Diese Oszillatoren verhalten sich dynamisch und dämp-
fen die Bewegung des Systems. Wegen der Bedingung ωc � ωr kann auch
durch die Wechselwirkung mit dem Bad kein angeregter Zustand im Dop-
pelmuldenpotential besetzt werden. Das Gesamtsystem wird dann durch den
Spin-Boson Hamiltonian

H = − h̄
2

(
∆σx + εσz

)
+
∑
α

[
p2α
2mα

+
1

2
mαω

2
α

(
xα − cα

mαω2
α

a

2
σz

)2 ]
. (2.10)

beschrieben.
Für spezielle Formen eines Doppelmuldenpotentials mit Ohmscher Dissi-

pation kann das renormierte Matrixelement über die einfache Näherung (2.9)
hinausgehend berechnet werden, siehe Ref. [24, 25, 26].
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2.2 Adiabatische Renormierung

Auch nach dem oben beschriebenen Reduktionsprozeß haben die meisten
Badoszillatoren in Gl. (2.10) Frequenzen, die groß gegen die Frequenzskala
∆ des Zweizustandssystems sind. Es bietet sich daher an, diese so weit als
möglich durch eine adiabatische Näherung zu eliminieren. Führt man einen
unteren Cutoff ωl(∆) mit

∆ � ωl(∆) � ωc (2.11)

ein, so können die Oszillatoren mit Frequenzen ω > ωl(∆) in der niedrigsten
adiabatischen Näherung der Systembewegung unmittelbar folgen. Für das
renormierte Matrixelement ∆r bei T = 0 ergibt sich damit analog zu den
obigen Überlegungen der Ausdruck

∆r(ωl) = ∆exp

(
− a2

2πh̄

∫ ∞

ωl

dω
J(ω)

ω2

)
. (2.12)

Wegen ∆r < ∆ werden in einem nächsten Schritt die Oszillatoren im Bereich
∆r � ωl(∆r) � ωc eliminiert, und iterativ gelangt man auf diese Weise
zu immer niederfrequenteren Oszillatoren. Betrachten wir nun eine Spekt-
raldichte der Form (1.23), J(ω) ∝ ωs. Je nach Wert der Potenz s ergeben
sich bei dieser Prozedur grundlegende Unterschiede. Im superohmschen Fall
s > 1 konvergiert das Integral in Gl. (2.12) auch im Grenzwert ωl → 0. Dann
können alle Badmoden durch eine Renormierung des Tunnelmatrixelements
berücksichtigt werden, und man erhält

∆s = ∆r(ωl → 0) = ∆ e−Bs , (2.13)

Bs = δsΓ(s− 1)(ωc/ωph)
s−1 . (2.14)

Der Term e−Bs ist ein Franck-Condon-Faktor, der die Polaronwolke aller Ba-
doszillatoren beschreibt.

Im subohmschen Fall s < 1 weist der Exponent dagegen im Grenzwert
ωl → 0 eine Infrarot-Divergenz auf, und ∆r geht gegen Null. Das Tunneln
wird bei T = 0 also unterdrückt, und das Teilchen ist in einem der beiden
lokalisierten Zustände gefangen.

Im Ohmschen Fall s = 1 schließlich hängt das Verhalten vom Wert des
zur Viskosität η proportionalen Kopplungsparameters

K =
a2η

2πh̄
(2.15)

ab. FürK > 1 divergiert der Exponent für ωl → 0 wie schon im subohmschen
Fall. Das ist der in den Arbeiten [27, 28] gefundene Lokalisierungseffekt bei
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T = 0. Für K < 1 identifiziert man den Cutoff ωl dagegen selbstkonsistent
mit dem renormieren Matrixelement ∆r. Dann konvergiert ∆r gegen den
Wert [53]

∆r = ∆

(
∆

ωc

) K
1−K

. (2.16)

Da im Ohmschen Fall die ωc-Abhängigkeit des Tunnelmatrixelements ∆
durch ∆ ∝ ωK

c gegeben ist [24], hängt ∆r wie gewünscht nicht mehr von
der unphysikalischen Frequenz ωc ab. In den folgenden Kapiteln wird unser
Hauptinteresse dem Ohmschen Fall gelten. Ist eine Größe bei T = 0 lediglich
eine Funktion des renormierten Tunnelmatrixelements ∆r und weist keine
weitere ωc-Abhängigkeit auf, so wollen wir sie als universell bezeichnen. Im
Gegensatz dazu wollen wir Größen, die explizit von ωc abhängen, nichtuni-
versell nennen: führt man den sogenannten Scaling Limes ∆r/ωc → 0 bei
festgehaltenem ∆r durch, so verschwindet eine nicht-universelle Größe.

Für den späteren Gebrauch führen wir an dieser Stelle auch das effektive
Matrixelement

∆eff(K) =
[
cos(πK)Γ(1− 2K)

]1/(2−2K)
∆r , K < 1 (2.17)

ein. Im Rahmen der Non-Interacting-Blip-Approximation (NIBA, siehe dazu
Abschnitt 4.3) ist ∆eff für T = 0 die relevante inverse Zeitskala der Dyna-
mik des Systems [5]. Diese effektive Frequenz weicht nur geringfügig von der
kürzlich in Ref. [48] gefundenen exakten inversen Zeitskala ab.

2.3 Anwendungen

Eine generalisierte Koordinate, welche sich in einem Doppelmuldenpotential
bewegt und mit einer Umgebung in Kontakt steht, ist eine häufig vorkom-
mende Situation in der Physik, und entsprechend vielfältig sind die Systeme,
die sich durch das Spin-Boson-Modell beschreiben lassen [5].

Elektrontransferreaktionen von einem Donor zu einem Akzeptor sind ein
Musterbeispiel für dissipative Zweizustandssysteme und werden ausführlich
in Kapitel 4 behandelt. Wegen der geringen Masse des Elektrons spielen dabei
Quanteneffekte selbst bei Raumtemperatur eine wichtige Rolle.

Insbesondere in der Festkörperphysik treten viele Realisierungen des Spin-
Boson-Modells auf. Beispielsweise erklärt man sich die Tieftemperaturano-
malie der spezifischen Wärme in Gläsern durch die Existenz von Zweizu-
standssystemen [30]. Auch wenn die genauen mikroskopischen Mechanismen
nicht geklärt sind, lassen sich damit die wesentlichen qualitativen Merkmale
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erklären. Einen umfassenden Überblick über die Physik von Tunnelsystemen
in amorphen und kristallinen Festkörpern bietet Ref. [31].

Das Tunneln von geladenen leichten Teilchen wie Wasserstoffionen oder
Myonen in Festkörpern ist ebenfalls seit vielen Jahren Gegenstand des wis-
senschaftlichen Interesses, und ein Überblick darüber findet sich in Ref. [32].
Die Wechselwirkung des Defekts mit dem Gitter führt dabei zu einem pho-
nonischen Anteil an der Spektraldichte. Berücksichtigt man nur Terme, die
linear in der Verschiebung der Gitteratome sind (Einphonon-Kopplung), so
erhält man abhängig von der Symmetrie des Kristalls das superohmsche Ver-
halten J(ω) ∝ ω3 oder ∝ ω5. Darüberhinaus ist der Defekt auch an die Lei-
tungselektronen gekoppelt. Diese Wechselwirkung kann bei tiefen Tempera-
turen nicht allein durch eine adiabatische Renormierung beschrieben werden,
bei der man annimmt, daß die Elektronen aufgrund ihrer geringen Masse
der Bewegung des Defektes instantan folgen und damit durch eine Born-
Oppenheimer-Näherung eliminiert werden können. Vielmehr führt die nicht-
adiabatische Wechselwirkung mit den niederenergetischen elektronischen An-
regungen (Elektron-Loch-Paare) zu einem weiteren elektronischen Anteil an
der Spektraldichte. Für kleine Anregungsenergien kann die Zustandsdichte an
der Fermikante als konstant angenommen werden, und der bosonische Cha-
rakter der Anregungen führt zu einer Ohmschen Spektraldichte. Bei tiefen
Temperaturen, bei denen der Niederfrequenzanteil der Spektraldichte ent-
scheidend ist, überwiegt also die Kopplung des Defektes an die elektroni-
schen Anregungen, während für hohe Temperaturen die Wechselwirkung des
Defektes mit den Phononen dominiert. Abhängig von den Parametern findet
man in solchen Systemen kohärentes Tunneln oder inkohärente Relaxation
zwischen zwei benachbarten Zwischengitterplätzen. Der Übergang zwischen
beiden Bereichen äußert sich u. a. im Wechsel von inelastischer zu quasiela-
stischer Neutronenstreuung. Experimentell wurden die kohärenten Oszilla-
tionen erstmals bei Experimenten in Niobium beobachtet. Dabei sind Sau-
erstoffatome als Zwischengitter-Verunreinigungen im Niobium verteilt und
bilden Fallen für die Wasserstoffionen, welche aber zwischen benachbarten
Verunreinigungen tunneln können [33].

In jüngster Zeit ist es möglich geworden, nanostrukturierte Bauteile zu
realisieren, in welchen man die Dynamik einzelner Zweizustandssysteme stu-
dieren kann. Die anomale Leitfähigkeit von mesoskopischen ungeordneten
Metallen kann durch Defekte erklärt werden, die zwischen zwei Zuständen
tunneln können und durch die Wechselwirkung mit den elektronischen Anre-
gungen Ohmsch gedämpft werden. Damit kann durch Messung der Leitfähig-
keit auf die Tunnelrate und damit auf den Kondoparameter einzelner Defekte
geschlossen werden [2, 34].

Eine gewissermaßen komplementäre Realisierung, bei welcher die Signatu-
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ren des Zweizustandssystems auf makroskopischer Ebene untersucht werden,
findet man in einem rf-SQUID: dabei handelt es sich um einen supraleitenden
Ring, welcher von einem Josephsonkontakt unterbrochen ist. Der relevante
makroskopische Freiheitsgrad ist dabei der Fluß φ durch den Ring, welcher
durch die Phasendifferenz ψ der Cooperpaar-Wellenfunktionen auf beiden
Seiten des Kontakts bestimmt wird. Die Dynamik des Flusses kann durch
eine Hamiltonfunktion beschrieben werden, in welcher die Kapazität C des
Josephsonkontakts die Rolle einer Masse spielt und das Potential durch den
Selbstinduktionskoeffizienten des Rings L, die Josephsonenergie EJ und den
extern angelegten magnetischen Fluß φext bestimmt wird,

H =
φ̇2

2C
+ V (φ) , (2.18)

V (φ) =
1

2L
(φ− φext)

2 −EJ cos(2πφ/φ0) . (2.19)

Dabei bezeichnet φ0 = h/2e das Flußquant. Mögliche Quellen für Dissipa-
tion in diesem System sind das Tunneln von Quasiteilchen durch den Kon-
takt oder ein Ohmscher Shunt-Widerstand. Das Potential V (φ) hat die Form
einer Parabel mit aufmoduliertem Sinus und kann über den externen Fluß ge-
zielt variiert werden. Wenn der externe Fluß gerade einem halben Flußquant
entspricht, φext = φ0/2, so sind die beiden tiefliegendsten Potentialminima
energetisch entartet. Sind die höherliegenden Zustände weit genug entfernt
und ist die Barriere hoch genug, so kann die Dynamik des Flusses durch
ein Zweizustandssystem beschrieben werden. Wichtig ist nun, daß die beiden
möglichen Zustände des Flusses φ makroskopisch unterscheidbar sind: die
Differenz der entsprechenden Werte für den Superstrom im Ring liegt in der
Größenordnung von einigen Mikroampere. Damit ist die Beobachtung des
Tunnelns auf einer makroskopischen Ebene (Macroscopic Quantum Tunne-
ling, MQT) experimentell realisiert worden [37].

In Ref. [4] ist es schließlich gelungen, die kohärente Überlagerung zweier
Zustände makroskopisch zu beobachten (Macroscopic Quantum Coherence,
MQC, [38]). Dabei wurde eine supraleitende Insel untersucht, die über einen
Josephsonkontakt mit Josephsonenergie EJ und Kapazität CJ an eine supra-
leitende Zuleitung gekoppelt ist und des weiteren über eine Kapazität C an
einer Spannungsquelle V anliegt. Der makroskopische Zustand der supralei-
tenden Insel ist durch die Anzahl n der zusätzlichen Cooperpaare auf der
Insel charakterisiert, die durch den Josephsonkontakt tunneln können und
die Ladung Q = 2ne tragen. Sind die Josephsonenergie und die thermische
Energie kleiner als die kapazitive Energie (Q−CV )2/2(C+CJ), so verhindert
letztere größere Fluktuationen von n. Durch eine passende Wahl der Gate-
Spannung V können sich nun zwei Zustände mit verschiedenen Werten von n
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energetisch sehr nahe kommen bzw. entartet sein. Die Josephsonenergie führt
dann zu kohärenten Oszillationen zwischen diesen beiden Zuständen. Derarti-
ge Josephsonsysteme scheinen vielversprechende Realisierungen sogenannter
Qubits zu sein [39], die die Bausteine für zukünftige Quantencomputer bilden
könnten [40, 41].

Das Atomic Force Mikroskop (AFM) und das Scanning Tunneling Mikro-
skop (STM) haben sich ebenfalls als interessante Realisierungen dissipativer
Zweizustandssysteme herausgestellt [35, 36]. Die Spitze der Abtastvorrich-
tung (in Ref. [36] aus Wismut) und die Oberfläche (eine Nickel (110) Ebene)
stellen dabei zwei energetisch gleichwertige Zustände dar, zwischen denen ein
Atom (Xenon) tunneln kann. Ein endlicher Bias kann durch Anlegen eines
elektrischen Feldes realisiert werden. Darüberhinaus ist die Tunnelamplitude
durch Veränderung des Abstandes zwischen Spitze und Oberfläche gezielt
kontrollierbar. Die unabhängige Variation von ∆ und ε, die in den meisten
anderen Fällen nicht möglich ist, macht solche Systeme zu idealen Kandida-
ten, um das Wechselspiel von Kohärenz und Dissipation auch in getriebenen
Zweizustandssytemen zu untersuchen. Dissipation kommt in diesem System
durch die elektronischen und phononischen Anregungen in der Spitze und
an der Oberfläche zustande. Die Wechselwirkung zwischen dem Atom auf
der Spitze und der Oberfläche kann als linear in den Verschiebungen der
Oberflächenatome angenommen werden. Aufgrund der geänderten Symme-
trie an der Oberfläche führt dieser akustische Einphonon-Prozeß in diesem
Fall zu einer Ohmschen Spektraldichte, wobei der Kondoparameter K von
dem Abstand zwischen Spitze und Oberfläche abhängt.

2.4 Formal exakte Lösungen

In den folgenden Kapiteln sollen verschiedene Aspekte der Dynamik dissi-
pativer Zweizustandssysteme behandelt werden. Die Basis dazu bildet die
in Abschnitt 1.2 beschriebene Realzeit-Pfadintegralmethode, die in diesem
Abschnitt auf das Spin-Boson-Modell, Gl. (2.10), präzisiert werden soll. Die-
ser Zugang kann sowohl bei schwacher als auch bei starker System-Bad-
Kopplung angewendet werden und deckt damit den Bereich kohärenter Os-
zillationen genauso ab wie den Bereich der inkohärenten Relaxation.

Wie wir in Abschnitt 1.2 gesehen haben, lassen sich die Erwartungswerte
oder Korrelationsfunktionen von Observablen durch propagierende Funktio-
nen ausdrücken. Nach Gl. (1.36) bzw. (1.60) sind diese von der Gestalt eines
doppelten Pfadintegrals,∫

Dq
∫

Dq′A[q]A∗[q′]F [q, q′] , (2.20)
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wobei die Funktionalintegrationen den im Argument der jeweiligen propagie-
renden Funktion angegebenen Randbedingungen genügen müssen. Der Inte-
grand in Gl. (2.20) kann als Wahrscheinlichkeit dafür aufgefaßt werden, daß
das System den entsprechenden Doppelpfad durchläuft. Die freien Propaga-
toren A[q] = exp(iSS[q]/h̄) geben dabei die Wahrscheinlichkeitsamplitude für
die Propagation des freien Systems entlang des Pfades q(t′) an. Der Einfluß
der Umgebung führt zu einer Kopplung der Pfade q(t′) und q′(t′) und wird
durch das Influenzfunktional F [q, q′] beschrieben. Im hier betrachteten Fall
eines Zweizustandssystem springen die beiden Pfade zwischen den diskreten
Werten ±a/2 hin und her. Die normierten Relativ- und Schwerpunktskoor-
dinaten

η(t) =
[
q(t) + q′(t)

]
/a ,

ξ(t) =
[
q(t)− q′(t)

]
/a

(2.21)

sind also stückweise konstant und erfüllen die Relation η(t)ξ(t) = 0. Die dop-
pelte Pfadsumme in Gl. (2.20) kann damit als eine einfache Pfadsumme über
die vier verschiedenen Zustände der reduzierten Dichtematrix interpretiert
werden. Gilt ξ(t) = 0 und η(t) = ±1, so befindet sich das System in ei-
nem Diagonalzustand, der auch als Sojourn bezeichnet wird. Je nachdem, ob
sich das System im Zustand RR oder im Zustand LL befindet, gilt η = ±1.
Für η(t) = 0 und ξ(t) = ±1 ist das System dagegen in einem Außerdiago-
nalzustand, der auch Blip genannt wird. Das jeweilige Vorzeichen ξ = ±1
beschreibt den Zustand RL bzw. den Zustand LR. Ein allgemeiner Pfad,
der zwei Sojourns verbindet und dazwischen 2n Sprüngen zu den Zeiten tj,
(j = 1...2n), aufweist, kann durch die Ausdrücke

η(t′) =
n∑

j=0

ηj
[
Θ(t′ − t2j)−Θ(t′ − t2j+1)

]
,

ξ(t′) =
n∑

j=1

ξj
[
Θ(t′ − t2j−1)−Θ(t′ − t2j)

] (2.22)

parametrisiert werden. Dabei gilt t2n+1 = t, und t0 ist der Zeitpunkt der
Präparation. Für faktorisierende Anfangsbedingungen gilt t0 = 0, während
wir für korrelierte Anfangszustände wie in Abschnitt 1.2.2 beschrieben den
Grenzwert t0 → −∞ bilden. Der Pfad (2.22) besteht insgesamt aus n Blips
und n+1 Sojourns, und in der verwendeten Notation folgt der Sojourn j auf
den Blip j. Die Längen der einzelnen Blips und Sojourns sollen im folgenden
mit τj = t2j − t2j−1 und sj = t2j+1 − t2j bezeichnet werden.

Beginnen wir die Auswertung des Ausdrucks (2.20) mit dem Influenz-
funktional. Der Ausdruck (1.65) kann durch eine partielle Integration der
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Influenzphase (1.66) in die Form

F [η, ξ] = exp

{∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′
[
ξ̇(t′)Q′(t′ − t′′)ξ̇(t′′) + iξ̇(t′)Q′′(t′ − t′′)η̇(t′′)

]}

(2.23)

gebracht werden.1 Der Kern Q(t) = Q′(t) + iQ′′(t) ist dabei bis auf Faktoren
gleich der zweifach integrierten Badkorrelationsfunktion L(t),

Q̈(t) = a2L(t)/h̄ . (2.24)

Mit Gl. (1.45) und der Randbedingung Q(0) = 0 erhält man also

Q(t) =
a2

πh̄

∫ ∞

0

dω
J(ω)

ω2

{
coth

(
h̄βω

2

)(
1− cos(ωt)

)
+ i sin(ωt)

}
. (2.25)

Die Form (2.23) des Influenzfunktionals ist besonders geeignet für stückweise
konstante Pfade wie Gl. (2.22). In diesem Fall bestehen die in Gl. (2.23) auf-
tretenden Geschwindigkeiten aus einer Sequenz von Delta-Funktionen, die an
den Sprungzeiten lokalisiert sind. Dies legt es nahe, die Blip- und Sojourn-
Pfade als eine Abfolge von Ladungen zu betrachten: Blip-Ladungen wechsel-
wirken untereinander durch den Realteil Q′(t) des Kerns, während Sojourn-
mit Blip-Ladungen über den Imaginärteil Q′′(t) wechselwirken. Die Eigen-
schaften der Ladungswechselwirkung Q(t) sowie die präzise Gestalt von Q(t)
für eine Spektraldichte der Form (1.23) sollen im nächsten Abschnitt genauer
untersucht werden.

Setzt man die Pfade (2.22) in Gl. (2.23) ein, so nimmt das Influenzfunk-
tional die Gestalt

Fn = GnHn (2.26)

an. Die Wechselwirkungen zwischen den Blip-Ladungen sind in dem Faktor
Gn enthalten. Mit der Abkürzung Q′

p,q = Q′(tp − tq) gilt

Gn = exp
[
−

n∑
j=1

Q′
2j,2j−1 −

n∑
j=2

j−1∑
k=1

ξjξkΛj,k

]
, (2.27)

Λj,k = Q′
2j,2k−1 +Q′

2j−1,2k −Q′
2j,2k −Q′

2j−1,2k−1 . (2.28)

1Streng genommen treten im Exponenten von Gl. (2.23) auch Randterme auf. Diese
können wir jedoch umgehen, indem wir ξ(t + 0+) = ξ(t0 − 0+) = η(t0 − 0+) = 0 setzen
und die Integrationsgrenzen t0 und t in Gl. (2.23) als t0 − 0+ und t+ 0+ interpretieren.
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Dabei beschreibt der erste Summand im Exponenten die Intrablipwechselwir-
kungen, während der zweite Summand die Interblipwechselwikungen zusam-
menfaßt. Die Wechselwirkungen der Sojourn- mit den nachfolgenden Blip-
Ladungen sind in dem Phasenfaktor Hn enthalten. Mit Q′′

p,q = Q′′(tp − tq)
erhält man

Hn = exp
[
i
n−1∑
k=0

ηk

n∑
j=k+1

ξjXj,k

]
, (2.29)

Xj,k = Q′′
2j,2k+1 +Q′′

2j−1,2k −Q′′
2j,2k −Q′′

2j−1,2k+1 . (2.30)

An dieser Stelle wollen wir die strikt Ohmsche Form Q′′(t) = πK sgn(t)
vorwegnehmen, die erst in Gl. (2.43) eingeführt wird. Damit vereinfacht sich
Gl. (2.30) zu Xj,k = πKξk+1δj,k+1, und man erhält

Hn = exp
[
iπK

n−1∑
k=0

ηkξk+1

]
. (2.31)

Jeder Sojourn wechselwirkt bei strikt Ohmscher Dissipation also effektiv nur
mit dem direkt nach ihm folgenden Blip.

Als nächstes betrachten wir das Amplitudenprodukt A[q]A∗[q′]. Jeder
Sprung trägt dazu mit einem Faktor ±i∆/2 bei [5]. Dabei gilt das Plus-
Zeichen für einen Übergang im q-Pfad, d. h. für die Übergange RR ↔ LR
sowie RL ↔ LL. Das Minus-Zeichen gilt entsprechend für einen Übergang im
q′-Pfad, d. h. für die Übergange RR↔ RL sowie LR↔ LL. Ein Pfad der Form
(2.22), der die Sojourns η0 und ηn verbindet, ist folglich mit einem Faktor
η0ηn(−∆2/4)n verbunden. Die Amplitude, in einem Sojourn zu verweilen, ist
Eins, während die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Blip j durch exp(iεξjτj)
gegeben ist. Insgesamt liefern die freien Propagatoren also einen Faktor

A[q]A∗[q′] = η0ηn(−∆2/4)nBn (2.32)

mit dem Biasterm

Bn = exp
(
iε

n∑
j=1

ξjτj

)
. (2.33)

Die Pfadsumme in Gl. (2.20) besteht zum einen aus einer Summation über
alle möglichen Kombinationen von Sojourns χj = ±1 und Blips ξj = ±1, die
mit den im Argument der jeweiligen propagierenden Funktion angegebenen
Randbedingungen in Einklang stehen. Zum anderen enthält sie eine zeitge-
ordnete Integration über die Sprungzeiten tj. Für einen Doppelpfad mit k
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Sprüngen zu negativen und l Sprüngen zu positiven Zeiten verwenden wir
die kompakte Notation

∫ t

t0

Dk,l{tj} =

∫ t

0

dtk+l

∫ tk+l

0

dtk+l−1 . . .

∫ tk+2

0

dtk+1

∫ 0

t0

dtk . . .

∫ t2

t0

dt1 . (2.34)

Damit haben wir die Vorarbeit geleistet, um die im nächsten Kapitel
bei der Berechnung der σz-Korrelationsfunktion auftretenden propagierenden
Funktionen zu behandeln.

2.5 Der Influenzkern Q(z)

In diesem Abschnitt greifen wir den oben eingeführten Kern Q(t) wieder
auf, welcher die Wechselwirkung zwischen den Ladungen beschreibt. Diese
Funktion ist nicht nur für die Realzeit t, sondern in der gesamten komplexen
Zeitebene definiert. Wir wiederholen also nochmals die Integraldarstellung
(2.25) für eine allgemeine komplexe Zeit z,

Q(z) =

∫ ∞

0

dω
G(ω)

ω2

{
coth

(
h̄βω

2

)(
1− cos(ωz)

)
+ i sin(ωz)

}
. (2.35)

Dabei haben wir die normierte spektrale Dichte G(ω) = a2 J(ω)/πh̄ ein-
geführt. Mit der dimensionslosen Dämpfungskonstanten δs = a2 ηs/2πh̄ ent-
spricht die Form (1.23) für J(ω) dann der normierten Spektraldichte

G(ω) = 2δsω
1−s
ph ωs e−ω/ωc . (2.36)

Die Funktion Q(z) ist analytisch im Streifen 0 ≥ Im z > −h̄β und erfüllt die
Symmetrieeigenschaft Q(−z − ih̄β) = Q(z). Für den späteren Gebrauch in
Kapitel 4 führen wir an dieser Stelle auch die verschobene Funktion X(z) ≡
Q(z − ih̄β/2) ein, deren Integraldarstellung durch

X(z) =

∫ ∞

0

dω
G(ω)

ω2

[
coth(1

2
h̄βω)− cos(ωz)

sinh(1
2
h̄βω)

]
(2.37)

gegeben ist. Diese Funktion ist rein reell und symmetrisch in z. Für die
spektrale Dichte (2.36) können die Integrationen in Gl. (2.35) und (2.37)
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exakt durchgeführt werden, und man erhält [29]

Q(z) = 2δsΓ(s− 1)

(
ωc

ωph

)s−1
{(

1− (1 + iωcz)
1−s
)

+ 2(h̄βωc)
1−sζ(s− 1, 1 + κ)

− (h̄βωc)
1−s

[
ζ
(
s− 1, 1 + κ + i

z

h̄β

)
+ ζ
(
s− 1, 1 + κ− i

z

h̄β

)]}
,

(2.38)

X(z) = 2δsΓ(s− 1)

(
ωc

ωph

)s−1
{
1 + 2(h̄βωc)

1−sζ(s− 1, 1 + κ)

− (h̄βωc)
1−s

[
ζ
(
s− 1,

1

2
+ κ+ i

z

h̄β

)
+ ζ
(
s− 1,

1

2
+ κ− i

z

h̄β

)]}
.

(2.39)

Dabei ist Γ(y) ist die Eulersche Gamma-Funktion, und ζ(y, q) ist die verallge-
meinerte Riemannsche Zeta-Funktion [72], die sich für ganzzahliges y durch
Polygamma-Funktionen ausdrücken läßt. Des weiteren wurde der normierte
Temperaturparameter κ = 1/h̄βωc eingeführt.

Von besonderer Bedeutung ist der Fall s = 1 in Gl. (2.36), welcher Ohm-
sche Dissipation beschreibt. Die Dämpfungskonstante δ1 entspricht dabei
dem in Gl. (2.15) eingeführten Kondoparameter K. Bildet man sorgfältig
den Grenzwert s→ 1 der Ausdrücke (2.38) und (2.39), so ergibt sich

Q(z) = 2K ln(1 + iωcz) + 2K ln

(
h̄βωc Γ

2(1 + κ)

Γ(1 + κ+ iz/h̄β)Γ(1 + κ− iz/h̄β)

)
,

(2.40)

X(z) = 2K ln

(
h̄βωc Γ

2(1 + κ)

Γ(1
2
+ κ+ iz/h̄β)Γ(1

2
+ κ− iz/h̄β)

)
. (2.41)

Im Grenzfall tiefer Temperaturen κ � 1 kann der zweite Term in Gl. (2.40)
vereinfacht werden, und man erhält

Q(z) = 2K ln(1 + iωcz) + 2K ln

(
sinh(πz/h̄β)

πz/h̄β

)
. (2.42)

Der erste Summand stellt den korrekten Limes T → 0 ohne jegliche Nähe-
rungen dar. Wenn ωc die mit Abstand höchste Frequenz des Problems ist, so
spricht man vom strikt Ohmschen Fall. Ist man nicht am extremen Kurzzeit-
bereich |z| ≤ 1/ωc interessiert, so kann in Gl. (2.42) die Näherung ωc|z| � 1
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durchgeführt werden. Man gelangt dann zur sogenannten Scaling-Form

Q(z) = 2K ln

[
h̄βωc

π
sinh

(
π|z|
h̄β

)]
+ iπK sgn(z) . (2.43)

Die entsprechende Form für X(z) ist durch

X(z) = 2K ln

[
h̄βωc

π
cosh

(
πz

h̄β

)]
(2.44)

gegeben.
In den Kapiteln 3, 5 und 6 werden wir uns hauptsächlich auf den strikt

Ohmschen Fall, Gl. (2.43), beschränken. Dagegen werden wir im Kapitel
über den Nichtadiabatischen Elektrontransfer, Kap. 4, auch die allgemeineren
Formen (2.38)-(2.42) anwenden. Dabei wird dann auch der Gültigkeitsbereich
der Scaling-Form (2.43) im Detail diskutiert werden.



Kapitel 3

Korrelationsfunktionen im
Spin-Boson-Modell

Die Zerstörung der quantenmechanischen Kohärenz von Zweizustandssys-
temen durch die Wechselwirkung mit einer Umgebung ist im Hinblick auf
die vielfältigen Anwendungen des Spin-Boson-Modells (siehe Abschnitt 2.3)
von grundlegendem Interesse. Diese Fragestellung hat in den letzten Jahren
insbesondere im Zusammenhang mit dem Quanten-Computing [40, 41] neue
Untersuchungen mit sich gebracht. Dabei spielen Zweizustandssysteme die
Rolle von sogenannten Qubits, deren kohärente Zeitentwicklung für Rechen-
operationen gezielt kontrolliert werden soll. Es stellt sich daher die Frage,
in welchen Parameterbereichen dissipative Zweizustandssysteme kohärente
Oszillationen zeigen und auf welchen Zeitskalen diese abfallen.

Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften des Spin-Boson-Modells ist
die Existenz eines dynamischen Phasenübergangs von kohärentem Tunneln
zu inkohärenter Relaxation bei Ohmscher Dissipation [5, 8]. Bislang kon-
zentrierte sich das Interesse diesbezüglich hauptsächlich auf den Nichtgleich-
gewichts-Erwartungswert von σz , welcher als Ortserwartungswert oder Be-
setzungszahldifferenz interpretiert werden kann. Präpariert man das System
in einem der beiden lokalisierten Zustände, so oszilliert die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit bei fehlender Wechselwirkung mit der Umgebung zwischen den
beiden Zuständen hin und her. Koppelt man das so präparierte Zweizustands-
system dagegen an ein Ohmsches Wärmebad an, so treten abhängig von den
Badparametern zwei qualitativ unterschiedliche Bereiche auf. Ist die Kopp-
lung an das Bad schwach und die Temperatur tief genug, so befindet man sich
im sogenannten kohärenten Regime, in welchem gedämpfte Oszillationen der
Besetzungswahrscheinlichkeit auftreten. Für höhere Kopplungsstärken und
Temperaturen führt die Wechselwirkung des Zweizustandsystems mit dem
Bad dagegen zu einer Zerstörung der quantenmechanischen Kohärenz und

40
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〈σz(t)〉 relaxiert mit einem exponentiellen Zerfallsgesetz auf seinen Gleich-
gewichtswert. Dieser Bereich wird als inkohärentes Regime bezeichnet. In
Ref. [47] wurde für den Fall einer strikt Ohmschen Spektraldichte gezeigt,
daß der Übergang von kohärentem zu inkohärentem Verhalten bei T = 0
und verschwindendem Bias genau bei einem Kopplungsparameter von K = 1

2

erfolgt. Damit wurde das zuvor lediglich im Rahmen der Non-Interacting-
Blip-Approximation (NIBA, Vgl. Ref. [5, 8]) gefundene Ergebnis bestätigt.
Erst kürzlich gelang es in Ref. [48], den Erwartungswert 〈σz(t)〉 bei T = 0
für beliebige K außerhalb des Kurzzeitbereiches exakt zu behandeln. Auch
diese Ergebnisse bestätigen den Wert K = 1

2
für den kohärent-inkohärenten

Übergang.
Von weiterem Interesse ist neben dem Erwartungswert 〈σz(t)〉 auch die

Gleichgewichts-Autokorrelationsfunktion von σz [42, 7]. Die Fouriertransfor-
mierte der symmetrisierten σz-Korrelationsfunktion spielt als Strukturfak-
tor für Neutronenstreuung eine wichtige Rolle [43]. Für numerische Unter-
suchungen der Korrelationsfunktion wurde dabei die Abbildung des Spin-
Boson-Modells auf das Kondo-Modell und das 1/r2 Ising-Modell ausgenützt
[44, 45, 46]. Damit konnte in Ref. [46] gezeigt werden, daß der Übergang von
kohärentem zu inkohärentem Verhalten bei T = 0 für die antisymmetrisierte
σz-Korrelationsfunktion ebenfalls bei K = 1

2
liegt.1 Damit unterscheidet sich

die σz-Korrelationsfunktion in dieser Hinsicht nicht von dem Erwartungswert
〈σz(t)〉.

Ein grundlegender Unterschied besteht dagegen im Verhalten für lange
Zeiten. Dabei spielt die Art der Präparation die entscheidende Rolle. Die fak-
torisierenden Anfangsbedingungen des Nichtgleichgewichts-Erwartungswerts
〈σz(t)〉 führen zu einem exponentiellen Zerfall im Langzeitbereich,2 wobei in
die Zerfallsrate sowohl System- als auch Badparameter eingehen [47, 48]. Da-
gegen zerfallen die Korrelationen von σz aufgrund des korrelierten Anfangs-
zustands langsamer. Für die symmetrisierte σz-Korrelationsfunktion findet
man für T = 0 und K < 1 ein algebraisches und von den Systemparametern
unabhängiges Zerfallsgesetz ∝ 1/t2. Dieses Verhalten wurde in Ref. [7] direkt
im Spin-Boson-Modell und in den Arbeiten [44, 45, 49] für die verwandten
fermionischen Modelle gezeigt. Das universelle, d. h. von der Kopplungsstärke
K unabhängige 1/t2-Zerfallsgesetz ist keine spezielle Eigenschaft des Zweizu-
standssystems, denn auch die Ortskorrelationsfunktion des gedämpften har-
monischen Oszillators zeigt dieses universelle Langzeitverhalten [6]. Es ist

1In den früheren Arbeiten [45, 49] wurde für diesen Übergang der Wert K = 1
3 an-

gegeben. Dies ist jedoch kein Widerspruch zu Ref. [46], da dabei ein anderes Kriterium
verwendet wurde.

2Im kohärenten Bereich bezieht sich dieser Zerfall auf die Einhüllende der gedämpften
Oszillationen.
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vielmehr eine Konsequenz aus dem korrelierten thermodynamischen Anfangs-
zustand und der Ohmschen Spektraldichte des Bades. Es stellt sich daher die
Frage, ob dieses Zerfallsgesetz eine allgemeine Gesetzmäßigkeit von Korrela-
tionsfunktionen in dissipativen Quantensystemen darstellt.

In diesem Kapitel wollen wir die beiden bislang unabhängigen Fragestel-
lungen nach dem kohärent-inkohärenten Übergang und nach dem Langzeit-
verhalten miteinander verknüpfen. Wir untersuchen eine Größe, deren Lang-
zeitverhalten direkt mit den kohärenten Eigenschaften des Systems in Zusam-
menhang steht: dies ist die Gleichgewichtskorrelationsfunktion des polaron-
transformierten Operators σ̃x. Wir werden uns dabei auf den Fall einer strikt
Ohmschen Spektraldichte beschränken, in welchem die Ladungswechselwir-
kung durch die Scaling-Form (2.43) gegeben ist. Der Erwartungswert [50]
sowie die Korrelationsfunktion [51] des Tunneloperators σx sind in den letz-
ten Jahren wiederholt untersucht worden. Als Summe der Außerdiagonal-
elemente (Kohärenzen) der reduzierten Dichtematrix ist dieser Operator ei-
ne naheliegende Größe, um den Verlust an quantenmechanischer Kohärenz
mit zunehmender Dämpfung zu studieren. Des weiteren beschreibt die σx-
Korrelationsfunktion die Antwort des Systems auf geringe Variationen in
der Tunnelamplitude. Doch sowohl der Erwartungswert als auch die Korrela-
tionsfunktion von σx sind nichtuniverselle Größen im Sinne von Abschnitt 2.2
und verschwinden im Scaling-Limes [50, 52]. Um diesen Mangel zu beheben,
betrachten wir den polaron-transformierten Operator σ̃x. Dieser Operator
verschiebt bei jedem Tunnelprozeß die Badmoden simultan mit und gene-
riert damit kohärente Oszillationen zwischen den lokalisierten Zuständen. Er
soll deshalb als Kohärenzoperator bezeichnet werden. Die Betrachtung von σ̃x
anstelle des untransformierten σx bringt zwei Vorteile mit sich. Zum einen
stellt sich die σ̃x-Korrelationsfunktion als universell heraus. Zum anderen
enthält sie aufgrund der Wirkungsweise von σ̃x grundlegende Informationen
über die Kohärenzeigenschaften des Systems. Wie wir sehen werden, hängt
das algebraische Langzeitverhalten dieser Korrelationsfunktion vom Kopp-
lungsparameter K ab und läßt Rückschlüsse bezüglich des Übergangs von
kohärentem zu inkohärentem Verhalten zu. Unsere analytische Realzeitbe-
schreibung bestätigt und ergänzt dabei numerische Ergebnisse, die auf ei-
nem Imaginärzeitzugang basieren [51]. Die grundlegenden Unterschiede im
Langzeitverhalten zwischen der σ̃x- und der σz-Korrelationsfunktion können
in einem einfachen diagrammatischen Ladungsbild erklärt werden.

In Abschnitt 3.1 werden wir zunächst eine formal exakte Reihenentwick-
lung für die σz-Korrelationsfunktion ableiten. Der anschließende Abschnitt
3.2 ist dann der σ̃x-Korrelationsfunktion gewidmet. Da der Operator σ̃x auch
im Hilbertraum des Bades wirkt, muß der Realzeit-Pfadintegralzugang aus
Abschnitt 1.2.2 erweitert werden. Die Elimination der Badmoden führt da-
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bei zu einem verallgemeinerten Influenzfunktional. Darauf aufbauend können
wiederum formal exakte Reihenentwicklungen abgeleitet werden, die in den
folgenden Abschnitten für verschiedene Fälle analysiert werden sollen. In Ab-
schnitt 3.3 werden wir den Spezialfall K = 1

2
behandeln, in welchem diese

Reihenentwicklungen in analytischer Form aufsummiert werden können. In
Abschnitt 3.4 wird dann der schmale Bereich K = 1

2
− κ mit κ � 1 unter-

sucht. Abschließend wenden wir uns in Abschnitt 3.5 dem Langzeitverhalten
der Korrelationsfunktionen für ein allgemeinesK zu. Mit Hilfe eines diagram-
matischen Zugangs ist es möglich, das führende Langzeitverhalten aus den
Reihenentwicklungen zu extrahieren. Insbesondere sollen die Unterschiede
zwischen der σ̃x- und σz-Korrelationsfunktion herausgearbeitet werden.

3.1 Die σz-Korrelationsfunktion

In diesem Abschnitt betrachten wir die Autokorrelationsfunktion von σz im
thermodynamischen Gleichgewicht,

Cz(t) = 〈σz(t)σz(0)〉β − 〈σz〉2β . (3.1)

Um die Eigenschaft Cz(t → ∞) = 0 und damit die Existenz der Fourier-
transformierten zu sichern, haben wir in dieser Definition das Quadrat des
thermischen Erwartungswertes von σz subtrahiert. Wir unterscheiden nun
die symmetrisierte Korrelationsfunktion

Sz(t) = ReCz(t) =
1

2
〈σz(t)σz(0) + σz(0)σz(t)〉β − 〈σz〉2β (3.2)

und die antisymmetrisierte Korrelationsfunktion Az(t) = ImCz(t). Letztere
ist direkt mit der Antwortfunktion χz(t) verknüpft,

χz(t) = −2

h̄
Θ(t)Az(t) (3.3)

=
i

h̄
Θ(t)〈σz(t)σz(0)− σz(0)σz(t)〉β . (3.4)

Da in Gl. (3.2) der thermische Erwartungswert 〈σz〉β benötigt wird, betrach-
ten wir zunächst den Erwartungswert

〈σz(t)〉 = Tr [σzW (t)] . (3.5)

Im Langzeitlimes nähert sich das System unabhängig von seiner Anfangs-
präparation dem thermischen Gleichgewichtszustand an, und es gilt 〈σz〉β =
limt→∞〈σz(t)〉. Der Einfachheit halber wählen wir für den Erwartungswert
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(3.5) deshalb faktorisierende Anfangsbedingungen, bei denen das System in
einem der beiden lokalisierten Zustände präpariert wird. Setzt man die Dar-
stellung (2.3) für σz ein und bildet die Spur, so erhält man für 〈σz(t)〉 die
Differenz der Diagonalelemente der reduzierten Dichtematrix,

〈σz(t)〉 = ρ1,1(t)− ρ−1,−1(t) . (3.6)

Dabei ist ρ1,1(t) = 〈R| ρ(t) |R〉 und ρ−1,−1(t) = 〈L| ρ(t) |L〉. Mit den gewähl-
ten Anfangsbedingungen folgt aus Gl. (3.6) somit

〈σz(t)〉 =
∑
qf

sgn(qf) J(qf , qf , t; q0, q0, 0) (3.7)

=
∑
η

η J(η, t; η0, 0) . (3.8)

In der zweiten Zeile sind wir dabei zu den Relativ- und Schwerpunktskoor-
dinaten, Gl. (2.21), übergegangen. Die propagierende Funktion J(η, t; η0, 0)
besagt, daß alle zum Erwartungswert 〈σz(t)〉 beitragenden Pfade zur Zeit
t′ = 0 im Sojourn η0 = sgn(q0) beginnen und zur Zeit t′ = t im Sojourn
η = sgn(qf ) enden. Mit den Vorarbeiten aus Abschnitt 2.4 erhält man für die
propagierende Funktion unmittelbar

J(η, t; η0, 0) = ηη0

∞∑
m=0

(
−∆2

4

)m ∫ t

t0

D0,2m{tj}
∑

{ξj=±1}
Gm

×
∑

{ηj=±1}′
HmBm . (3.9)

Der Strich bei der {ηj}-Summation weist dabei auf die im Argument der pro-
pagierenden Funktion angegebenen Randbedingungen hin. Diese Summation
kann leicht durchgeführt werden. Teilt man 〈σz(t)〉 in die im Bias symmetri-
schen und antisymmetrischen Anteile auf, so erhält man schließlich [8, 5]

〈σz(t)〉 = η0Ps(t) + Pa(t) (3.10)

mit

Ps(t) = 1 +
∞∑

m=1

(
−∆2

2
cos(πK)

)m ∫ t

t0

D0,2m{tj}
∑

{ξj=±1}
GmB

(+)
m , (3.11)

Pa(t) = −
∞∑

m=1

(
−∆2

2
cos(πK)

)m ∫ t

t0

D0,2m{tj}
∑

{ξj=±1}
Gm tan(πKξ1)B

(−)
m .

(3.12)
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Die symmetrischen und antisymmetrischen Biasfaktoren sind durch

B
(+)
n+m = cos

(
ε
n+m∑
j=1

ξjτj

)
, B

(−)
n+m = sin

(
ε
n+m∑
j=1

ξjτj

)
(3.13)

gegeben. Im Langzeitlimes verschwindet nun der symmetrische Anteil Ps(t),
und 〈σz(t)〉 wird unabhängig von der Anfangspräparation η0. Für den ther-
mischen Erwartungswert folgt damit 〈σz〉β = limt→∞ Pa(t).

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns nun der Korrelationsfunktion
Cz(t) zu. Wie in Abschnitt 1.2.2 beschrieben, kann der erste Summand in
Gl. (3.1) ebenfalls als Erwartungswert von σz aufgefaßt werden, wenn die
Dichtematrix W (t) in Gl. (3.5) der Anfangsbedingung W (0) = σzWβ genügt.
Für die symmetrisierte Korrelationsfunktion und die Antwortfunktion gelten
also

Sz(t) =
1

2
Tr [σzW+(t)]− 〈σz〉2β , (3.14)

χz(t) =
i

h̄
Tr [σzW−(t)] (3.15)

mit den Anfangsbedingungen

W±(0) = σzWβ ±Wβσz . (3.16)

Nach Gl. (1.52) lauten die entsprechenden Präparationsfunktionen damit

λ±(qi, q′i; q̄, q̄
′) = [sgn(qi)± sgn(q′i)] δ(qi − q̄) δ(q′i − q̄′) . (3.17)

Setzt man dies in die reduzierte Dichtematrix (1.56) ein, so erhält man für
die symmetrisierte Korrelationsfunktion

Sz(t) =
∑
qf ,qi

sgn(qf) sgn(qi)J(qf , qf , t; qi, qi, 0
+; qi, qi, 0

−)− 〈σz〉2β (3.18)

= lim
t0→−∞

∑
η,η′

ηη′ J(η, t; η′, 0; η0, t0)− 〈σz〉2β . (3.19)

In der zweiten Zeile sind wir wieder zu den Koordinaten (2.21) übergegan-
gen. Des weiteren haben wir den korrelierten Anfangszustand wie in Ab-
schnitt 1.2.2 ausgeführt durch faktorisierende Anfangsbedingungen zur Zeit
t0 → −∞ beschrieben, und das System wurde ohne Beschränkung der All-
gemeinheit im Sojourn η0 präpariert. Für die Antwortfunktion erhält man
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entsprechend

χz(t) =
2i

h̄

∑
qf ,qi

sgn(qf) sgn(qi)J(qf , qf , t; qi,−qi, 0+; qi,−qi, 0−) (3.20)

=
2i

h̄
lim

t0→−∞

∑
η,ξ

ηξ J(η, t; ξ, 0; η0, t0) . (3.21)

Behandeln wir zuerst die symmetrisierte Korrelationsfunktion. Alle Pfa-
de, die zum ersten Summanden von Gl. (3.19) beitragen, beginnen zur Zeit
t0 in dem Sojourn η0, befinden sich zur Zeit t′ = 0 im Sojourn η′, und enden
zur Zeit t im Sojourn η. Bezeichnen wir die Anzahl der Blips im negativen
und positiven Zeitast mit n bzw. m, so sind diese Pfade von der Form (2.22)
mit t2n < 0 und t2n+1 > 0. Entsprechend der Vorgehensweise von Abschnitt
2.4 erhalten wir für die propagierende Funktion in Gl. (3.19) die Form

J(η, t; η′, 0; η0, t0) = ηη0

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(
−∆2

4

)n+m ∫ t

t0

D2n,2m{tj}
∑

{ξj=±1}
Gn+m

×
∑

{ηj=±1}′
Hn+mBn+m (3.22)

an. Die {ηj}-Summation, die den im Argument der propagierenden Funk-
tion genannten Einschränkungen unterliegt, ist wieder leicht durchzuführen.
Setzt man den erhaltenen Ausdruck in Gl. (3.19) ein und führt den Grenz-
wert t0 → −∞ durch, so wird die Korrelationsfunktion unabhängig von der
Anfangspräparation η0. Man erhält schließlich das Ergebnis [42]

Sz(t) = Ps(t) +Ks(t)− lim
t′→∞

[
Pa(t

′)
]2
. (3.23)

Dabei ist

Ks(t) = −
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
−∆2

2
cos(πK)

)n+m ∫ t

t0

D2n,2m{tj}
∑

{ξj=±1}
Gn+m

× tan(πKξ1) tan(πKξn+1)B
(+)
n+m , (3.24)

und Ps(t) sowie Pa(t) sind durch Gl. (3.11) und (3.12) gegeben.
Wenden wir uns nun der Antwortfunktion χz(t), Gl. (3.21), zu. Wiederum

startet das System zur Zeit t0 im Anfangssojourn η0 und endet zur Zeit t im
Sojourn η. Im Gegensatz zu den zu Sz(t) beitragenden Pfaden befindet sich
das System zur Zeit t′ = 0 allerdings in einem Blip ξ. Wenn dies der n-te
Blip ist, dann sind die entsprechenden Pfade durch Gl. (2.22) mit t2n−1 < 0
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und t2n > 0 gegeben. Es tritt also in jedem Zeitast mindestens ein Sprung
auf. Für die relevante propagierende Funktion findet man

J(η, t; ξ, 0; η0, t0) = ηη0

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(
−∆2

4

)n+m ∫ t

t0

D2n−1,2m+1{tj}
∑

{ξj=±1}′
Gn+m

×
∑

{ηj=±1}′
Hn+mBn+m . (3.25)

Nach Durchführung der {ηj}-Summation setzt man den erhaltenen Ausdruck
in Gl. (3.21) ein, und analoge Überlegungen wie für Sz(t) führen zu dem
Resultat

χz(t) = −2

h̄

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(
−∆2

2
cos(πK)

)n+m ∫ t

t0

D2n−1,2m+1{tj}
∑

{ξj=±1}
Gn+m

× tan(πKξ1) tan(πKξn)B
(+)
n+m . (3.26)

Gl. (3.23) sowie (3.26) sind formal exakte Reihenentwicklungen für die
σz-Korrelationsfunktion. In gewissen Parameterbereichen ist es möglich, die-
se Reihen in analytischer Form aufzusummieren. Bevor wir in den folgen-
den Abschnitten den speziellen Fall der Kopplungskonstanten K = 1

2
sowie

das asymptotische Langzeitverhalten der Korrelationsfunktionen behandeln,
wollen wir noch kurz auf die in Abschnitt 2.2 diskutierte Frage der Universa-
lität eingehen. Aus den formal exakten Lösungen folgt, daß sowohl Sz(t) als
auch χz(t) universelle Großen sind. Dies liegt daran, daß jeder der 2n + 2m
Übergänge des Systems sowohl einen Faktor ∆ liefert als auch eine Blip-
Ladung mit sich bringt. Alle 2n + 2m Blip-Ladungen zusammen sind neu-
tral, und folglich überwiegt die Anzahl der anziehenden Wechselwirkungen
jene der abstoßenden Wechselwirkungen um n + m. Mit Gl. (2.43) skaliert

der Faktor Gn+m für T = 0 damit wie ω
−2K(n+m)
c . Die Größen ∆ und ωc

können also unter Verwendung der Definition (2.16) vollständig zu einem

Faktor ∆
(2−2K)(n+m)
r zusammengefaßt werden.

3.2 Die σ̃x-Korrelationsfunktion

3.2.1 Der Kohärenzoperator σ̃x

Im Rahmen des Pfadintegralzugangs haben wir in Abschnitt 1.2 gesehen,
daß ein quantenmechanisches Teilchen nicht nur entlang der Diagonalen der
reduzierten Dichtematrix propagiert, sondern sich auch außerhalb der Dia-
gonalen aufhalten kann: dies ist das Phänomen der quantenmechanischen



48 Kapitel 3. Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-Modell

Kohärenz. Durch die Wechselwirkung mit dem Bad werden diese Außerdia-
gonalausflüge eingeschränkt und im klassischen Limes schließlich ganz unter-
drückt. Die Außerdiagonalelemente der reduzierten Dichtematrix enthalten
somit wesentliche Informationen über die kohärenten Eigenschaften des be-
trachteten Systems und werden deshalb auch als Kohärenzen bezeichnet. Aus
diesem Grund ist der Tunneloperator σx im Zweizustandssystem, Gl. (2.4),
der gerade die Summe der beiden Außerdiagonalelemente der reduzierten
Dichtematrix darstellt, in jüngster Zeit vermehrt untersucht worden [50].

Betrachten wir zunächst ein isoliertes Zweizustandssystem mit ε = 0.
Präpariert man dieses System zu Beginn im rechten Zustand |R〉, so oszil-
liert die Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Folge der kohärenten Superposi-
tion der beiden Eigenzustände (|R〉 ± |L〉)/√2 zwischen den beiden loka-
lisierten Zuständen hin und her, 〈σz(t)〉 = cos(∆t). Dagegen verschwindet
der Erwartungswert von σx, da sich das System immer zu gleichen Teilen in
den beiden Eigenzuständen des Systems aufhält. Präpariert man das System
stattdessen in einem Eigenzustand, so ist 〈σx(t)〉 = ±1, während der Orts-
erwartungswert verschwindet, 〈σz(t)〉 = 0. Die σx-Korrelationsfunktion ist
aber unabhängig von der Anfangspräparation immer durch 〈σx(t)σx(0)〉 = 1
gegeben und bringt damit die vollständige Korrelation der Tunnelprozesse zu
allen Zeiten zum Ausdruck. Die σx-Korrelationsfunktion ist also der geeignete
Indikator für die intrinsischen Kohärenzeigenschaften des Systems. Das soll
bedeuten, daß sie die Fähigkeit des Systems zu kohärenter Dynamik quan-
tifiziert. Ob die Kohärenz dagegen auch makroskopisch in Erscheinung tritt,
hängt von den Anfangsbedingungen ab und wird von der σx-Korrelations-
funktion nicht erfaßt.

Koppelt man das Zweizustandssystem an das Wärmebad an, so sollte die
σx-Korrelationsfunktion den Zerfall der Kohärenz widerspiegeln. Wie aber
in Ref. [52] festgestellt wurde und auch im folgenden erläutert wird, erfüllt
die σx-Korrelationsfunktion nicht das in Abschnitt 2.2 beschriebene Kriteri-
um für Universalität und verschwindet im Scaling-Limes. Um diesen Man-
gel zu beheben, betrachten wir einen modifizierten Tunneloperator, welcher
die Badmoden beim Tunneln des Teilchens mitverschiebt. Befindet sich das
System im Zustand σz = ±1, so sind die entsprechenden Gleichgewichtsla-
gen der Badoszillatoren durch {x±α} = {±a cα/2mαω

2
α} gegeben. Die Ver-

schiebung der Badoszillatoren um den Differenzbetrag {sα} ≡ {x+α − x−α} =
{acα/mαω

2
α} wird durch die Polaron-Transformation [8, 53]

U = exp {−iσzΩ/2h̄} ,

Ω = a
∑
α

cα
mαω2

α

pα =
∑
α

sαpα
(3.27)

gewährleistet. Der polaron-transformierte Tunneloperator σ̃x = UσxU
−1 hat
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mit der Abkürzung s = {sα} und Gl. (1.26) die Form

σ̃x = |R〉〈L| exp{−iΩ/h̄}+ |L〉〈R| exp{iΩ/h̄} (3.28)

= |R〉〈L|
∫
dx |x〉 〈x− s| + h. c. . (3.29)

Während das ungedresste σx lediglich im Hilbertraum des Zweizustandssy-
stems definiert ist, wirkt der gedresste Operator σ̃x im Gesamthilbertraum
von System und Bad. Aus der Ortsdarstellung (3.29) erkennt man, daß unter
der Wirkung von σ̃x das Teilchen von einem lokalisierten Zustand zum ande-
ren tunnelt und dabei jeder Badoszillator simultan um den entsprechenden
Betrag ±sα mitverschoben wird. Das Teilchen ist also von einer Polaron-
Wolke umgeben. Damit generiert σ̃x aber gerade kohärente Oszillationen
zwischen den lokalisierten Zuständen und soll deshalb Kohärenz-Operator
genannt werden.3

Die Gleichgewichtskorrelationsfunktion von σ̃x ist durch den Ausdruck

Cx(t) = 〈σ̃x(t)σ̃x(0)〉β = Tr [ σ̃x(t)σ̃x(0)Wβ ] (3.30)

definiert. Dabei ist σ̃x(t) die Heisenberg-Darstellung von σ̃x bezüglich des
untransformierten Hamilton-Operators (2.10). Wir unterscheiden die sym-
metrisierte Korrelationsfunktion

Sx(t) = ReCx(t) =
1

2
〈σ̃x(t)σ̃x(0) + σ̃x(0)σ̃x(t)〉β (3.31)

und die Antwortfunktion

χx(t) = −2

h̄
Θ(t) ImCx(t) (3.32)

=
i

h̄
Θ(t) 〈σ̃x(t)σ̃x(0)− σ̃x(0)σ̃x(t)〉β . (3.33)

Letztere beschreibt die Antwort des Systems auf eine kohärenzfördernde
Störung Hpert ∝ σ̃x und ist daher ein Maß für die intrinsischen kohären-
ten Eigenschaften des Systems. Wirkt eine solche Störung auf ein dissipa-
tives Zweizustandssystem mit ε = 0 im thermodynamischen Gleichgewicht,
so äußert sich dies aber nicht in einer makroskopisch sichtbaren kohärenten
Dynamik, da immer beide lokalisierten Zustände zu gleichen Anteilen besetzt
sind.

3Um dies zu illustrieren, ersetzen wir im Spin-Boson Hamiltonian (2.10) σx durch σ̃x.
Dieser Hamiltonian Hcoh = −h̄∆σ̃x/2 + HB + HI beschreibt ein System, in welchem
System und Bad effektiv entkoppelt sind und damit vollständige Kohärenz möglich ist: es
ist H̃coh = U−1HcohU = −h̄∆σx/2 +HB.
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Völlig äquivalent zu Gl. (3.30) kann man auch die Korrelationsfunk-

tion des ungedressten σx bezüglich des transformierten Hamiltonians H̃ =
U−1HU berechnen [51]. Es ist

H̃ = − h̄
2

(
∆U−1σxU + εσz

)
+
∑
α

(
p2α
2mα

+
1

2
mαω

2
αx

2
α

)
. (3.34)

Durch die Polaron-Transformation des Hamilton-Operators wurde die bili-
neare Kopplung −cαxαq in Gl. (2.10) eliminiert, und die Wechselwirkung
zwischen dem Zweizustandssystem und dem Bad steckt ausschließlich in dem
nichtlinearen Term U−1σxU = σ̃†

x. Für K = 1
2
kann H̃ auf den sogenannten

Toulouse-Limes des Resonance-Level Modells abgebildet werden. Da die Po-
larontransformation U mit σz vertauscht, UσzU

−1 = σz, spielt es für den
Erwartungswert und die Autokorrelationsfunktion von σz keine Rolle, ob
man den Hamiltonian (2.10) oder (3.34) verwendet. Für σx ist diese Unter-
scheidung dagegen ausschlaggebend.

3.2.2 Elimination der Badmoden

Die σ̃x-Korrelationsfunktion soll nun im Rahmen des Funktionalintegral-
Formalismus behandelt werden. Da der Operator σ̃x nicht nur im System-
hilbertraum, sondern auch im Hilbertraum des Bades wirkt, können wir die in
Abschnitt 1.2 beschriebene Influenzfunktionalmethode nicht direkt überneh-
men. Stattdessen muß die Elimination der Badfreiheitsgrade neu betrachtet
werden. Wie sich aber herausstellen wird, können wir für das vorliegende Pro-
blem die Influenzfunktionalmethode in leicht abgewandelter Form anwenden.
Dies ist im allgemeinen Fall eines beliebig im Hilbertraum des Bades wirken-
den Operators nicht möglich.

Analog zur in Abschnitt 1.2.2 dargestellten Behandlung von Korrelati-
onsfunktionen kann Cx(t) als Erwartungswert von σ̃x(t) bezüglich der Pseu-
dodichtematrix W = σ̃x(0)Wβ aufgefaßt werden. Im Schrödingerbild lautet
Gl. (3.30) dann

Cx(t) = Tr [ σ̃xW (t) ] , (3.35)

und die zeitabhängige Pseudodichtematrix W (t) erfüllt die Anfangsbedin-
gung W (0) = σ̃xWβ. Setzt man nun den Ausdruck (3.29) für σ̃x in Gl. (3.35)
ein und führt die Spur durch, so erhält man für Cx(t) die Summe zweier
Außerdiagonal-Matrixelemente,

Cx(t) = ρ
(s)
R,L(t) + ρ

(−s)
L,R (t) . (3.36)
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Da nun σ̃x auch im Hilbertraum des Bades wirkt, unterscheidet sich ρ
(s)
i,j (t)

von der in Gl. (1.31) definierten reduzierten Dichtematrix, und wir bezeichnen

ρ
(s)
i,j (t) als verschobene reduzierte Dichtematrix (VRDM). Sie ist durch

ρ(s)(qf , q
′
f , t) =

∫
dxf 〈qf , xf + s|W (t) |q′f , xf 〉

=

∫
dqi dq

′
i dxf dxi dx

′
iK(qf , xf + s, t; qi, xi, 0)

×K∗(q′f , xf , t; q
′
i, x

′
i, 0)〈qi, xi|W (0) |q′i, x′i〉

(3.37)

definiert,4 und die Matrixelemente der Pseudodichtematrix W (0) = σ̃xWβ

haben die Gestalt

〈qi, xi|W (0) |q′i, x′i〉 = 〈−qi, xi − s sgn(qi)|Wβ |q′i, x′i〉 . (3.38)

Die Anfangspräparation zur Zeit t′ = 0 wirkt sich in diesem Fall also auch
auf die Badkoordinaten aus und kann folglich nicht durch die Relation (1.52)
beschrieben werden. Stattdessen führen wir eine verallgemeinerte Präparati-
onsfunktion λG(qi, q

′
i; q̄, q̄

′; xi, x′i; x̄, x̄
′) über die Beziehung

〈qi, xi|W (0) |q′i, x′i〉 =
∫
dq̄ dq̄′ dx̄ dx̄′ λG(qi, q

′
i; q̄, q̄

′; xi, x′i; x̄, x̄
′)

× 〈q̄, x̄|Wβ |q̄′, x̄′〉 (3.39)

ein. Durch Vergleich mit Gl. (3.38) stellt man fest, daß die Präparationsfunk-
tion im vorliegenden Fall faktorisiert,

λG(qi, q
′
i; q̄, q̄

′; xi, x′i; x̄, x̄
′) = λS(qi, q

′
i; q̄, q̄

′)λB(xi, x
′
i; x̄, x̄

′) . (3.40)

Die Präparationsfunktionen für System und Bad sind dabei durch

λS(qi, q
′
i; q̄, q̄

′) = δ(qi + q̄) δ(q′i − q̄′) , (3.41)

λB(xi, x
′
i; x̄, x̄

′) = δ(xi − x̄− s sgn(qi)) δ(x
′
i − x̄′) (3.42)

gegeben.
Mit der Form (3.40) erhält man für die Zeitentwicklung der VRDM (3.37)

den Ausdruck

ρ(s)(qf , q
′
f , t) =

∫
dqi dq

′
i dq̄ dq̄

′ JG(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i; q̄, q̄

′)λS(qi, q
′
i; q̄, q̄

′) . (3.43)

4Dabei sind wir aus Gründen der Allgemeinheit wieder zu einer kontinuierlichen Varia-
ble q zurückgekehrt.
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Die verallgemeinerte propagierende Funktion ist dabei durch

JG(qf , q
′
f , t; qi, q

′
i; q̄, q̄

′) =
∫
dxf dxi dx

′
i dx̄ dx̄

′K(qf , xf + s, t; qi, xi, 0)

× 〈q̄, x̄|Wβ |q̄′, x̄′〉 K∗(qf , xf , t; qi, xi, 0)

× λB(xi, x
′
i; x̄, x̄

′) (3.44)

gegeben. Da wir an einer Realzeitformulierung interessiert sind, wird die ka-
nonische Dichtematrix in Gl. (3.44) mit Gl. (1.58) wieder durch faktorisie-
rende Anfangsbedingungen zur Zeit t0 → −∞ beschrieben. Wir ersetzen
Gl. (3.44) also durch die propagierende Funktion

JG(qf , q
′
f , t;qi, q

′
i, 0

+; q̄, q̄′, 0−; q0, q′0, t0)

=

∫
Dq
∫

Dq′ exp
[
i

h̄
(SS[q]− SS[q

′])
]
FG[q, q

′; s] . (3.45)

Die Funktionalintegrationen erstrecken sich über alle Pfade q(t′) and q′(t′),
die die Bedingungen

q(t0) = q0 , q(0−) = q̄ , q(0+) = qi , q(t) = qf , (3.46)

q′(t0) = q′0 , q′(0−) = q̄′ , q′(0+) = q′i , q′(t) = q′f (3.47)

erfüllen. Die Auswirkungen des Bades auf die Systemdynamik sind vollstän-
dig im verallgemeinerten Influenzfunktional

FG[q, q
′; s] =

∫
dxf dxi dx

′
i dx̄ dx̄

′ dx0 dx′0 〈x0|WB |x′
0〉 λB(xi, x′i; x̄, x̄′)

×
∫

Dx
∫
Dx′ exp

[
i

h̄

(
SB[x] + SI[x, q]− SB[x

′]− SI[x
′, q′]

)]
(3.48)

enthalten. Die Pfade x(t′) und x′(t′) müssen dabei die Randbedingungen

x(t0) = x0 , x(0−) = x̄ , x(0+) = xi , x(t) = xf + s , (3.49)

x′(t0) = x′0 , x′(0−) = x̄′ , x′(0+) = x′i , x′(t) = xf (3.50)

erfüllen. Im Vergleich zum üblichen Influenzfunktional, Gl. (1.62), gibt es
zwei wichtige Unterschiede. Zum einen ist der Endpunkt des Pfades x(t′) um
den Betrag s verschoben. Das bedeutet, daß sich das Bad zur Zeit t in einem
Außerdiagonalzustand befindet. Zum anderen sind die Pfade x(t′) und x′(t′)
zur Zeit t = 0 im allgemeinen unstetig. Das genaue Verhalten wird dabei
durch die Präparationsfunktion des Bades, λB(xi, x

′
i; x̄, x̄

′), bestimmt.
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3.2.3 Formal exakte Lösung

Mit dem Ausdruck (3.43) für die Zeitentwicklung der VRDM sind wir nun
in der Lage, die Korrelationsfunktion Cx(t), Gl. (3.36), zu behandeln. Setzt
man die System-Präparationsfunktion (3.41) in die VRDM ein, so erhält man

Cx(t) = lim
t0→−∞

∑
qi,q′i,qf

JG(qf , −qf , t; qi, q′i, 0+; −qi, q′i, 0−; q0, q0, t0) . (3.51)

Man beachte, daß der Pfad q(t′) zur Zeit t′ = 0 unstetig ist. Die Ein-
schränkungen (3.49) und (3.50), denen die Funktionalintegrationen im ver-
allgemeinerten Influenzfunktional (3.48) genügen müssen, nehmen mit der
vorliegenden Bad-Präparationsfunktion (3.42) die Form

x(t0) = x0 , x(0−) = xi , x(0+) = xi + s sgn(qi) , x(t) = xf + s sgn(qf) ,
(3.52)

x′(t0) = x′0 , x′(0−) = x′i , x′(0+) = xi , x′(t) = xf (3.53)

an. Der Pfad x′(t′) ist zur Zeit t′ = 0 also stetig, während der Pfad x(t′)
einen Sprung aufweist.

Betrachten wir zuerst die Beiträge zu Cx(t), für die qi = qf gilt. In diesem
Fall ist die Verschiebung im x-Pfad zu den Zeiten t′ = 0+ und t′ = t gleich.
Definiert man also modifizierte Badkoordinaten

x̃(t′) = x(t′)− s sgn(qi)Θ(t′) , (3.54)

so kann die Verschiebung für positive Zeiten eliminiert werden. Der Pfad x̃(t′)
ist stetig zur Zeit t′ = 0 und hat den Endpunkt x̃(t) = xf . In dieser Dar-
stellung ist jeder Badoszillator zur Zeit t in einem Diagonalzustand. Da nun
die im Influenzfunktional auftretende Wirkung SR[x] + SI[x, q] quadratisch
in x(t′) und q(t′) sowie bilinear in der Kopplung ist, kann der zweite Term in
Gl. (3.54) in einen modifizierten Systempfad q̃(t′) aufgenommen werden,

q̃(t′) = q(t′)− 2qiΘ(t′) . (3.55)

Da der ursprüngliche Pfad q(t′) nach Gl. (3.51) zur Zeit t′ = 0 um den Be-
trag 2qi springt, ist der modifizierte Pfad q̃(t′) stetig. Drückt man also das
Influenzfunktional durch die Pfade q′(t′), x′(t′) und die modifizierten Pfa-
de q̃(t′), x̃(t′) aus, dann taucht die Verschiebung s nicht mehr auf. Nach
Ausintegration der Badfreiheitsgrade erhält man also das durch Gl. (1.65)
oder (2.23) gegebene Feynman-Vernon Influenzfunktional mit faktorisieren-
den Anfangsbedingungen zur Zeit t0,

FG[q, q
′; s sgn(qi)] = F [q̃, q′] . (3.56)
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Alle Auswirkungen der durch σ̃x verursachten Polaronwolke sind in dem mo-
difizierten Systempfad q̃(t′) enthalten.

Betrachten wir nun die Beiträge zu Gl. (3.51) mit qi = −qf . In diesem
Fall ist es nicht möglich, ein Influenzfunktional der Form (3.56) zu erhalten,
in welchem die Verschiebungen in den Badmoden vollständig durch einen
modifizierten Systempfad q̃(t′) beschrieben werden können. Im Ladungsbild
entspricht der Fall qi = −qf einer Ladungsanordnung, die die Neutralität
verletzt. Als Folge davon können die Abhängigkeiten von ∆ und ωc nicht zu
einer Abhängigkeit vom reduzierten Matrixelement ∆r allein zusammenge-
faßt werden. Stattdessen tritt bei diesen Beiträgen ein zusätzlicher Faktor
(∆r/ωc)

4K auf. Die Beitäge mit qi = −qf sind also nicht-universell und ver-
schwinden im Scaling Limes ∆r/ωc → 0.

Damit erhalten wir für die Korrelationsfunktion den Ausdruck

Cx(t) = lim
t0→−∞

∑
qi,q′i

JG(qi, −qi, t; qi, q′i, 0+; −qi, q′i, 0−; q0, q0, t0) . (3.57)

Wir wollen betonen, daß die freien Propagatoren in den propagierenden Funk-
tionen von den tatsächlichen Systempfaden q(t′) und q′(t′) abhängen. Das
Konzept der modifizierten Pfade dient lediglich dazu, das modifizierte Influ-
enzfunktional durch die Standardform (1.65) auszudrücken.

Zur Auswertung von Gl. (3.57) wollen wir wieder zu den Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten, Gl. (2.21), übergehen. Alle Pfade, die zur Korre-
lationsfunktion (3.57) beitragen, beginnen zur Zeit t0 in einem Sojourn η0
und enden zur Zeit t in einem Blip ξ. Entsprechend ihrem Verhalten zur
Zeit t′ = 0 können sie in zwei verschiedene Klassen eingeteilt werden. Pfade
der Klasse A springen von einem Sojourn in einen Blip (q′i = −qi zur Zeit
0+), während Pfade der Klasse B von einem Blip in einen Sojourn übergehen
(q′i = qi zur Zeit 0

+). Damit unterscheiden sich diese Pfade grundlegend von
jenen, die zur σz-Korrelationsfunktion beitragen. Die Parametrisierung eines
allgemeinen Pfades mit n Blips zu negativen und m Blips zu positiven Zeiten
ist nun durch

η(t′) =
n+m−1∑
j=0

ηj
[
Θ(t′ − t2j)−Θ(t′ − t2j+1)

]
,

ξ(t′) =
n+m∑
j=1

ξj
[
Θ(t′ − t2j−1)−Θ(t′ − t2j)

] (3.58)

mit t2n+2m = t gegeben.5 Für Klasse A gilt t2n+1 = 0, während für Klasse B

5Mit dieser Festlegung springt das System zur Zeit t wieder aus dem Blip ξ heraus,
ξ(t+ 0+) = 0. Damit lassen sich Randterme im Influenzfunktional (2.23) vermeiden.
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t2n = 0 erfüllt ist. Die Randbedingungen für die Pfade lauten dabei

ξn+m = ξn+1 = −ηn (Klasse A) , (3.59)

ξn+m = −ξn = ηn (Klasse B) . (3.60)

In Abb. 3.1 sind die Beiträge zu den Klassen A und B schematisch dargestellt.

t0 t2n = 0 t2n+2m = t

t0

ξ1 ξn ξn+1 ξn+m

t2n+1 = 0 t2n+2m = t

ξ1 ξn+1 ξn+m

Abbildung 3.1: Typische Pfade für Klasse A (oben) und Klasse B (unten). Die Stufen
stellen Blips beiderlei Vorzeichens dar, während die Grundlinie für einen Sojourn steht.

Die Korrelationsfunktion Cx(t) besteht also aus unabhängigen Beiträgen
dieser beiden Pfadklassen,

Cx(t) = CA
x (t) + CB

x (t) , (3.61)

mit

CA
x (t) = lim

t0→−∞

∑
ξ

JA
G(ξ, t; ξ, 0

+; η = −ξ, 0−; η0, t0) ,

CB
x (t) = lim

t0→−∞

∑
ξ

JB
G(ξ, t; η = ξ, 0+;−ξ, 0−; η0, t0) .

(3.62)

Die Auswertung der doppelten Pfadintegrale (3.45) für die hier auftre-
tenden propagierenden Funktionen ist sehr ähnlich zu der in Abschnitt 2.4
beschriebenen Vorgehensweise. Aufgrund der Besonderheiten des gedressten
Operators σ̃x treten aber einige Unterschiede auf. Die beiden Sprünge zur
Zeit t′ = 0 und t′ = t in Gl. (3.58) tragen im Gegensatz zu den anderen
2n + 2m − 2 Sprüngen nicht mit einem Faktor ±i∆/2 zum Amplituden-
produkt A[q]A∗[q′] bei. Dies liegt daran, daß diese beiden Sprünge nicht
dynamischen Ursprungs sind. Der Sprung zur Zeit Null ist eine Folge der
Wirkung von σ̃x auf die kanonische Dichtematrix Wβ, und der Sprung zur
Zeit t wurde aus formalen Gründen eingeführt.6 Für einen Pfad der Form

6Vgl. die Fußnote im Anschluß an Gl. (3.58).
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(3.58), welcher von einem Sojourn η0 zu einem Blip ξ führt, erhält man also
einen Faktor −η0 ξ(−∆2/4)n+m−1. Wegen dieser beiden festgelegten Sprünge
muß auch das zeitgeordnete Integrationssymbol (2.34) modifiziert werden.
Für einen Pfad mit k Sprüngen im Intervall t0 < t′ < 0 und l Sprüngen im
Intervall 0 < t′ < t schreiben wir∫ t

t0

D′
k,l{tj} =

∫ t

0

dtk+l+1

∫ tk+l+1

0

dtk+l . . .

∫ tk+3

0

dtk+2

∫ 0

t0

dtk . . .

∫ t2

t0

dt1 .

(3.63)

Damit ist tk+1 = 0 und tk+l+2 = t. Für die Klasse A gilt k = 2n, l = 2m− 2,
während für Klasse B die Relationen k = 2n− 1 und l = 2m− 1 erfüllt sind.

Die wichtigste Veränderung rührt allerdings vom verallgemeinerten Influ-
enzfunktional FG her. Wie oben diskutiert, kann dieses in der Standardform
(2.23) dargestellt werden, wenn wir die modifizierten Pfade

ξ̃(t′) = ξ(t′)− ξ
[
Θ(t′)−Θ(t′ − t)

]
,

η̃(t′) = η(t′)− ξ
[
Θ(t′)−Θ(t′ − t)

] (3.64)

einsetzen. Die Auswirkungen der Subtraktionen in Gl. (3.64) sind im La-
dungsbild leicht zu verstehen. Berücksichtigt man die Einschränkungen (3.59)
und (3.60), so ergeben sich folgende Veränderungen: Im Pfad η̃(t′) ist die
Sojourn-Ladung, die ursprünglich an der Stelle t′ = 0 lokalisiert war, zur Zeit
t′ = t verschoben worden. Im Pfad ξ̃(t′) treten die beiden Blip-Ladungen zu
den Zeiten t′ = 0 und t′ = t nicht mehr auf. Dies ist für Pfade der Klassen A
und B in Abb. 3.2 dargestellt.

t0 0 t t0 0 t

Abbildung 3.2: Typische Beiträge zu Klasse A (links) und Klasse B (rechts) im La-
dungsbild. Eine waagerechte durchgezogene Linie stellt einen Sojourn dar, während ein
Blip durch eine gestrichelte Linie symbolisiert wird. Die senkrechten Linien stellen die
Außerdiagonalladungen dar. Die beiden wegfallenden Ladungen zu den Zeiten t′ = 0
und t′ = t sind durchgestrichen.

Aus den Bedingungen (3.59) und (3.60) folgt, daß die beiden wegfallen-
den Ladungen immer das entgegengesetzte Vorzeichen haben. Damit bleibt
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die Neutralität der Gesamtanordnung gewährleistet. Es gibt allerdings einen
grundlegenden Unterschied zwischen den Klassen A und B. In Klasse A sind
die verbleibenden Ladungen im negativen und positiven Zeitast jeweils für
sich neutral. In Klasse B gibt es dagegen in jedem Zeitast eine Überschußla-
dung ±1, und nur beide Zeitäste zusammen sind wieder neutral. Da der asym-
ptotische Zerfall von Korrelationen in einer Realzeitformulierung durch die
Wechselwirkungen zwischen dem negativen und positiven Zeitast bestimmt
wird, können wir an dieser Stelle schon auf ein unterschiedliches Verhalten
im Langzeitbereich schließen.

Für die beiden Klassen erhält man formal unterschiedliche Ausdrücke für
das Influenzfunktional. Wir schreiben

FA
n,m = GA

n,mH
A
n,m , FB

n,m = GB
n,mH

B
n,m . (3.65)

Die Blip-Wechselwirkungsfaktoren G
A/B
n,m unterscheiden sich von dem üblichen

Ausdruck (2.27) durch die beiden fehlenden Blip-Ladungen bei t′ = 0 und
t′ = t. Für Klasse A führt dies zu dem Ausdruck

GA
n,m = exp

[
−

n+m∑
j=1

j 6=n+1

Q′
2j,2j−1 −

n+m∑
j=2

j−1∑
k=1

ξjξkΛ
A
j,k

]
, (3.66)

wobei ΛA
j,k die Interblip-Wechselwirkungen für die geänderte Ladungsfolge be-

schreibt. Für j, k 6= n+1 und 6= n+m ist ΛA
j,k unverändert durch Gl. (2.28)

gegeben. In allen anderen Fällen müssen die Wechselwirkungen der nun feh-
lenden Ladungen in Gl. (2.28) weggelassen werden. Das führt zu den Aus-
drücken

ΛA
n+1,k = Q′

2n+2,2k−1 −Q′
2n+2,2k , (3.67)

ΛA
n+m,k = Q′

2n+2m−1,2k −Q′
2n+2m−1,2k−1 , (3.68)

ΛA
j,n+1 = Q′

2j−1,2n+2 −Q′
2j,2n+2 , (3.69)

ΛA
n+m,n+1 = Q′

2n+2m−1,2n+2 . (3.70)

Für Klasse B ergibt sich in ähnlicher Weise

GB
n,m = exp

[
−

n+m∑
j=1
j 6=n

Q′
2j,2j−1 −

n+m∑
j=2

j−1∑
k=1

ξjξkΛ
B
j,k

]
, (3.71)

wobei die Interblip-Wechselwirkung ΛB
j,k für j, k 6= n und 6= n + m wieder

durch Gl. (2.28) gegeben ist. In den übrigen Fällen gilt aufgrund der subtra-
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hierten Ladungen dagegen

ΛB
n,k = Q′

2n−1,2k −Q′
2n−1,2k−1 , (3.72)

ΛB
n+m,k = Q′

2n+2m−1,2k −Q′
2n+2m−1,2k−1 , (3.73)

ΛB
j,n = Q′

2j,2n−1 −Q′
2j−1,2n−1 , (3.74)

ΛB
n+m,n = −Q′

2n+2m−1,2n−1 . (3.75)

Bis zu diesem Punkt war die Diskussion der σ̃x-Korrelationsfunktion für
eine allgemeine Spektraldichte gültig. Um die Auswirkungen der Polaron-
Transformation auf die Sojourn-Blip-Wechselwirkungen zu beschreiben, wer-
den wir uns jetzt aber auf den strikt Ohmschen Fall, Gl. (2.43), beschränken.
Die Sojourn-Blip-Wechselwirkungen für die geänderte Ladungsfolge werden
durch modifizierte Phasenfaktoren beschrieben. Sie lauten

HA
n,m = exp

[
iπK

n+m−1∑
k=0
k 6=n

ηkξk+1

]
,

HB
n,m = exp

[
iπK

n+m−1∑
k=0
k 6=n

(
ηkξk+1 + ηn(ξn+1 − ξn+m)

)]
.

(3.76)

Jeder Sojourn wechselwirkt also mit dem nachfolgenden Blip. Verglichen mit
dem üblichen Term (2.31) kommt dem Sojourn n jetzt allerdings eine Son-
derrolle zu: in Klasse A heben sich alle Wechselwirkungen dieses Sojourns
mit den folgenden Blips auf, und Sojourn n ist effektiv wechselwirkungsfrei.
In Klasse B wechselwirkt der Sojourn n dagegen effektiv mit den Blips n und
n+m.

Welche Auswirkungen haben nun diese Modifikationen im Influenzfunk-
tional? Da die verbleibenden 2n+ 2m− 2 Blip-Ladungen insgesamt neutral
sind, überwiegt die Anzahl der anziehenden Wechselwirkungen jene der ab-
stoßenden um n +m − 1. Mit Gl. (2.43) und T = 0 skalieren die Wechsel-

wirkungsfaktoren G
A/B
n,m damit wie ω

−2K(n+m−1)
c . In dem zusammengefaßten

Ausdruck ∆2(n+m−1)G
A/B
n,m können die Größen ∆ und ωc mit Gl. (2.16) also zu

einem Faktor ∆
(2−2K)(n+m−1)
r zusammengefaßt werden. Das bedeutet, daß die

σ̃x-Korrelationsfunktion universell ist. Dagegen erfüllt die Korrelationsfunk-
tion des ungedressten σx nicht das Kriterium für Universalität. Diese Korre-
lationsfunktion kann ebenso durch die rechte Seite von Gl. (3.62) ausgedrückt
werden, wenn in den propagierenden Funktionen anstelle des verallgemeiner-
ten das übliche Influenzfunktional (2.26) eingesetzt wird. Dann treten insge-
samt 2n+ 2m Blip-Ladungen auf, während die Anzahl der ∆-Faktoren aber
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nach wie vor nur 2n+ 2m− 2 beträgt. Deshalb hängt die Korrelationsfunk-
tion des ungedressten σx nicht nur vom renormierten Tunnelmatrixelement
∆r ab, sondern enthält den zusätzlichen Faktor ∆2

r/∆
2 = (∆r/ωc)

2K . Sie ist
deshalb nicht universell.

Mit den Ergebnissen (3.66)-(3.76) für das modifizierte Influenzfunktional
erhält man für die propagierenden Funktionen in Gl. (3.62) die Ausdrücke

JA
G (ξ, t; ξ, 0

+; η =− ξ, 0−; η0, t0)

= −η0ξ
∞∑
n=0

∞∑
m=1

(
−∆2

4

)n+m−1 ∫ t

t0

D′
2n,2m−2{tj}

×
∑

{ξj=±1}A
GA

n,mBn,m

∑
{ηj=±1}A

HA
n,m , (3.77)

JB
G(ξ, t; η = ξ, 0+;− ξ, 0−; η0, t0)

= −η0ξ
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
−∆2

4

)n+m−1 ∫ t

t0

D′
2n−1,2m−1{tj}

×
∑

{ξj=±1}B
GB

n,mBn,m

∑
{ηj=±1}B

HB
n,m . (3.78)

Die Superskripte {. . . }A und {. . . }B bei den {ξj}- und {ηj}-Summationen
weisen auf die Einschränkungen (3.59) bzw. (3.60) mit ξn+m = ξ hin. Die
Summation über die Sojourn-Ladungen {ηj} kann nun leicht durchgeführt
werden. Mit Gl. (3.62) erhält man dann die Korrelationsfunktion Cx(t),
die im Grenzfall t0 → −∞ unabhängig vom Anfangswert η0 ist. Gemäß
Gl. (3.31) und (3.32) teilen wir Cx(t) schließlich in den symmetrischen und
antisymmetrischen Anteil auf. Für die symmetrisierte Korrelationsfunktion
Sx(t) = SA

x (t) + SB
x (t) erhält man die Ausdrücke

SA
x (t) =

1

2

∞∑
m=1

(−∆̄2
)m−1

∫ t

−∞
D′

0,2m−2{tj}
∑

{ξj=±1}A
GA

0,mB
(+)
0,m , (3.79)

SB
x (t) = −

∞∑
n=1

∞∑
m=2

(−∆̄2
)n+m−1

sin2(πK)

∫ t

−∞
D′

2n−1,2m−1{tj}

×
∑

{ξj=±1}
ξn=ξn+1=−ξn+m

ξ1 ξn+mG
B
n,mB

(+)
n,m . (3.80)
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Für die Antwortfunktion χx(t) = χA
x (t) + χB

x (t) ergibt sich dagegen

χA
x (t) =

1

h̄

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−∆̄2
)n+m−1

tan(πK)

∫ t

−∞
D′

2n,2m−2{tj}

×
∑

{ξj=±1}A
ξ1 ξn+mG

A
n,mB

(+)
n,m , (3.81)

χB
x (t) =

1

h̄

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−∆̄2
)n+m−1

tan(πK)

∫ t

−∞
D′

2n−1,2m−1{tj} (3.82)

×
∑

{ξj=±1}B
ξ1G

B
n,mB

(+)
n,m {sin2(πK) ξn+1 + cos2(πK) ξn+m} .

Dabei haben wir die Abkürzung ∆̄2 = ∆2 cos(πK)/2 eingeführt. Gl. (3.79)-
(3.82) sind formal exakte Reihenentwicklungen für die σ̃x-Korrelationsfunk-
tion. In den folgenden Abschnitten werden wir diese Reihen für den speziellen
Wert K = 1

2
, im schmalen Bereich K = 1

2
− κ mit κ� 1 sowie im asympto-

tischen Langzeitbereich untersuchen.

3.3 Der Fall K = 1
2

Für den Wert K = 1
2
können die Reihenentwicklungen für die σz- und

σ̃x-Korrelationsfunktionen in analytischer Form aufsummiert werden. Die
Grundlage dafür bildet das Konzept der kollabierten Blips und Sojourns [42].
Setzt man K = 1

2
− κ mit κ � 1, so verschwinden die Phasenfaktoren

cos(πK) ≈ πκ im Grenzfall κ → 0. Um für K = 1
2
einen endlichen Beitrag

zu erhalten, muß jeder Faktor cos(πK) durch eine 1/κ Singularität kompen-
siert werden. Eine solche Singularität ergibt sich aus der Integration über
eine Dipollänge (dies kann ein Blip oder ein Sojourn sein): das Kurzzeitver-
halten der strikt Ohmschen Wechselwirkung e−Q′(τ) ≈ (ωcτ)

−(1−2κ) zwischen
den beiden Blip-Ladungen, die den Dipol bilden, führt zu einer Singularität
des Integrals. Der zusammengefaßte Ausdruck aus Phasenfaktor und Integral
ist dann endlich und wird als kollabierter Dipol bezeichnet,

I(K = 1
2
) = lim

K→1/2
∆2 cos(πK)

∫
0

dτ e−Q′(τ) v(τ) (3.83)

= lim
K→1/2

∆eff(K) =
π

2

∆2

ωc
≡ γ . (3.84)

Dabei haben wir das effektive Matrixelement ∆eff , Gl. (2.17), verwendet. Der
Term v(τ) umfaßt die Wechselwirkung mit allen anderen Dipolen. Da das Di-
polmoment eines kollabierten Dipols verschwindet, wechselwirkt dieser aber
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nicht mit den anderen Ladungen, v(0) = 1. In Abb. 3.3 sind ein kollabierter
Blip sowie ein kollabierter Sojourn schematisch dargestellt.

→ 0 → 0

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung eines kollabierter Blips (links) sowie eines
kollabierten Sojourn (rechts). Die durchgezogenen oder gestrichelten waagerechten
Linien stehen für einen Sojourn bzw. einen Blip. Die senkrechten Linien stehen für die
wechselwirkenden Blip-Ladungen. Man erkennt, daß ein Sojourn nur dann kollabieren
kann, wenn die ihn umgebenden Blips dasselbe Vorzeichen haben. Nur dann bilden die
Blip-Ladungen auf beiden Seiten des Sojourns einen Dipol.

Handelt es sich bei Gl. (3.83) um einen kollabierten Blip, so spielt es
keine Rolle, ob unter dem Integral in noch ein symmetrischer Bias-Faktor
cos(ετ) auftritt, da zu der Singularität des Integrals nur der Kurzzeitbereich
des Integranden beiträgt. Tritt dagegen ein antisymmetrischer Bias-Faktor
sin(ετ) auf, so kollabiert der Dipol nicht. Dann kann die Nullstelle des Vor-
faktors cos(πK) nicht kompensiert werden, und der entsprechende Beitrag
verschwindet. Ein Blip oder Sojourn ist dagegen ausgedehnt, wenn der Fak-
tor cos(πK) fehlt und die Kurzzeitsingularität des Integrals nicht auftritt.
Innerhalb eines ausgedehnten Sojourns der Länge s kann das System be-
liebig oft in einen Blip der Dauer Null springen. Mathematisch wird dies
durch das Einfügen eines großkanonischen Ensembles kollabierter Blips (CB)
beschrieben. Da kollabierte Dipole nicht miteinander wechselwirken, kann
die entsprechende großkanonische Summe über die kollabierten Blips leicht
durchgeführt werden und führt zu einem CB-Formfaktor e−γs für das betref-
fende Sojournintervall. Völlig analog kann das System während eines aus-
gedehnten Blips der Länge τ beliebig oft in einen Sojourn der Dauer Null
springen. Dies wird durch ein großkanonisches Ensemble nichtwechselwirken-
der kollabierter Sojourns beschrieben. Da das System in diesem Fall aber
immer in den gleichen Blip zurückkehren muß,7 hat ein CS-Formfaktor die
Gestalt e−γτ/2. Intervalle, die mit solchen Formfaktoren versehen sind, wer-
den im folgenden auch als gedresste Intervalle bezeichnet.

Ein ausgedehnter Sojourn, z. B. der Sojourn k, bleibt nur dann frei von

7Vgl. die Bildunterschrift von Abb. 3.3.
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kollabierten Blips, wenn der nachfolgende Blip k + 1 mit einem Faktor ξk+1

gewichtet wird. Diese Regel ist einfach zu verstehen. Da ein kollabierter Blip
nicht mit anderen Ladungen wechselwirkt, spielt sein Vorzeichen keine Rolle
mehr. Würde Blip k + 1 kollabieren, so ergäbe die Summe über die beiden
möglichen Werte ξk+1 = ±1 aufgrund des Faktors ξk+1 Null. Ein endlicher
Beitrag tritt also nur dann auf, wenn Blip k+1 nicht kollabiert und Sojourn k
folglich frei von kollabierten Blips ist. Ein solcher Sojourn wird im folgenden
auch als ungedresst bezeichnet. Beispielsweise tritt in den Ausdrücken (3.24)
und (3.26) für die σz- sowie in den Entwicklungen (3.80)-(3.82) für die σ̃x-
Korrelationsfunktion der Faktor ξ1 auf. Das impliziert, daß der erste Sojourn
im negativen Zeitast immer ungedresst ist. Davon abgesehen treten im ne-
gativen Zeitast keine weiteren ungedressten Intervalle auf, und der Grenzfall
t0 → −∞ ist deshalb wohldefiniert.

Von diesen Grundlagen ausgehend diskutieren wir nun die einzelnen Bei-
träge.

3.3.1 Die σz-Korrelationsfunktion

Beginnen wir mit der symmetrisierten Korrelationsfunktion Sz(t), welche
nach Gl. (3.23) aus drei Beiträgen besteht. In der Reihenentwicklung (3.11)
für Ps(t) treten genauso viele Phasenfaktoren wie Dipole auf. Einen endli-
chen Beitrag gibt es also nur dann, wenn alle Blips kollabieren. Das System
befindet sich also von t′ = 0 bis t′ = t in einem Sojourn, welcher mit einem
CB-Formfaktor versehen ist. Dieses Resultat ist in Abb. 3.4 links diagram-
matisch dargestellt. Man erhält das exponentielle Verhalten

Ps(t) = e−γt . (3.85)

Da kollabierte Dipole insenstitiv gegenüber endlichen Temperaturen und ei-
nem endlichen Bias sind, gilt dieses Ergebnis für alle T und ε. In der Rei-
henentwicklung (3.12) für Pa(t) gibt es einen Phasenfaktor weniger als La-
dungspaare auftreten. Es bleibt also ein ausgedehneter Dipol übrig, und man
findet das in Abb. 3.4 rechts dargestellte Diagramm. Das System startet zur
Zeit t′ = 0 in einem Sojourn, welcher wegen des Faktors ξ1 in Gl. (3.12) frei
von kollabierten Blips ist. Daran schließt sich ein Blip an, welcher mit einem
CS-Faktor versehen ist. Schließlich geht das System in einen Sojourn über,
welcher bis zur Zeit t andauert und durch einen CB-Faktor gedresst ist. Man
findet

Pa(t) =
∆2

γ

∫ t

0

dτ e−Q′(τ) sin(ετ) e−γτ/2
[
1− e−γ(t−τ)

]
. (3.86)
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Für die Korrelationsfunktion Sz(t) ist nun lediglich der Langzeitlimes 〈σz〉β =
limt→∞ Pa(t) von Relevanz. Mit der Eulerschen Digammafunktion ψ(z) ergibt
sich

〈σz〉β =
2

π
Imψ

(
1

2
+
h̄β

2π
(γ/2 + iε)

)
. (3.87)

0 t 0 t

Abbildung 3.4: Die Diagramme für Ps(t) (links) und Pa(t) (rechts). Ein leeres Quadrat
symbolisiert einen CS-Formfaktor innerhalb eines Blipintervalls, während ein ausgefüll-
tes Quadrat einen CB-Formfaktor in einem Sojournintervall repräsentiert. Die übrigen
Symbole sind wie in Abb. 3.3 erklärt.

Bei den zu Ks(t), Gl. (3.24), beitragenden Diagrammen tritt auch im
negativen Zeitast eine Dynamik auf. Der Anfangssojourn ist aufgrund des
Faktors ξ1 in Gl. (3.24) ungedresst. Anschließend springt das System in einen
Blip, welcher wieder von einem Sojourn abgelöst wird. Der Blip und der
Sojourn sind dabei mit einem CS- bzw. mit einem CB-Formfaktor versehen.
Das Verhalten im positiven Zeitast ist vollkommen analog. Wiederum ist
der Anfangssojourn aufgrund des Faktors ξn+1 frei von kollabierten Blips,
während der nachfolgende Blip und der letzte Sojourn gedresst sind. Das
resultierende Diagramm ist in Abb. (3.5) dargestellt. Das Ergebnis für die
symmetrisierte Korrelationsfunktion (3.23) lautet insgesamt [42]

Sz(t) = e−γt − F 2
1 (t)− F 2

2 (t) , (3.88)

wobei die Funktionen F1(t) und F2(t) durch

F1(t) =
∆2

2γ

∫ ∞

0

dτ e−Q′(τ) sin(ετ)
[
e−γ|t−τ |/2 + e−γ(t+τ)/2

]
, (3.89)

F2(t) =
∆2

2γ

∫ ∞

0

dτ e−Q′(τ) cos(ετ)
[
e−γ|t−τ |/2 − e−γ(t+τ)/2

]
(3.90)

gegeben sind.
Die Antwortfunktion χz(t) hat die in Abb. 3.6 dargestellte Gestalt. Im

negativen Zeitast springt das System vom ungedressten Anfangssojourn in
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t0 0 t

Abbildung 3.5: Das Diagramm für Ks(t).

einen Blip, welcher mit einem CS-Formfaktor versehen ist. Dieser Blip dauert
auch zur Zeit Null noch an und erstreckt sich in den positiven Zeitast hinein.
Schließlich geht das System wieder in einen Sojourn über, der durch einen
CB-Formfaktor gedresst ist. Das Ergebnis für die Antwortfunktion lautet
damit [5]

χz(t) = (4/h̄)F2(t) e
−γt/2 . (3.91)

t0 0 t

Abbildung 3.6: Das Diagramm für χz(t).

Die beiden Korrelationsfunktionen Sz(t) und χz(t) unterscheiden sich
grundlegend in ihrem Verhalten im asymptotischen Langzeitbereich t� 1/γ.
Für t , h̄β � 1/γ nehmen Gl. (3.89) und (3.90) die Form

F1(t) =
4

πγ

γ2 sin(εt)

γ2 + 4ε2
(π/h̄β)

sinh(πt/h̄β)
, (3.92)

F2(t) =
4

πγ

γ2 cos(εt)

γ2 + 4ε2
(π/h̄β)

sinh(πt/h̄β)
(3.93)

an. Aus Gl. (3.88) folgt damit für die symmetrisierte Korrelationsfunktion
bei T = 0 das algebraische Zerfallsgesetz

Sz(t) = −
(

4

πγ

)2(
γ2

γ2 + 4ε2

)2
1

t2
. (3.94)

Für tiefe, aber endliche Temperaturen gilt dieses Potenzgesetz in dem Tem-
peraturbereich 1/γ � t� h̄β. Im asymptotischen Langzeitregime t� h̄β �
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1/γ zeigt Sz(t) dagegen das exponentielle Verhalten

Sz(t) = −
(

8

γh̄β

)2(
γ2

γ2 + 4ε2

)2

e−ν1t . (3.95)

Die Zerfallsrate ist dabei durch die niedrigste bosonische Matsubarafrequenz
ν1 = 2π/h̄β gegeben. Im Gegensatz dazu erhält man für das Langzeitver-
halten der Antwortfunktion (3.91) bei T = 0 das gedämpft oszillatorische
Verhalten

χz(t) =
16

πh̄

γ2

γ2 + 4ε2
cos(εt) e−γt/2

γt
. (3.96)

Dieser exponentielle Zerfall ist eine Folge davon, daß im Diagramm für χz(t)
(siehe Abb. 3.6) jedes Intervall im positiven Zeitast mit exponentiell abfal-
lenden Formfaktoren versehen ist. Dagegen kann das Potenzgesetz für Sz(t)
aus dem Diagramm 3.5 wie folgt verstanden werden. Da der erste Sojourn
im positiven Zeitast ungedresst ist, wird er im Langzeitbereich sehr lang und
ist nur durch die Zeit t begrenzt. Die beiden Dipole auf jeder Seite dieses
Sojourns haben dann in etwa den Abstand t. Wie wir in Abschnitt 3.4.2
und 3.5.1 genauer sehen werden, bestimmt die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
∝ 1/t2 dann direkt das Langzeitverhalten.

Zum Abschluß dieses Abschnitts wollen wir noch die Fouriertransformier-
ten der beiden Korrelationsfunktionen betrachten. Dabei beschränken wir
uns auf den Fall T = 0. Die Fouriertransformierte der Anwortfunktion ist die
dynamische Suszeptibilität χ̃z(ω). Die statische Suszeptibilität

χ̃(0)
z = χ̃z(ω → 0) =

∫ ∞

0

dt χz(t) (3.97)

beschreibt die Antwort des Systems auf eine zeitunabhängige Kraft. Man
erhält man aus Gl. (3.91)

χ̃(0)
z =

8

πh̄γ

γ2

γ2 + 4ε2
. (3.98)

Der die Absorption beschreibende Imaginärteil der dynamischen Suszeptibi-
lität ist im Niederfrequenzbereich dagegen linear in ω,

χ̃′′
z(ω → 0) =

16

πh̄γ2
γ2

γ2 + 4ε2
ω . (3.99)

Die Spektralfunktion Sz(ω) ist die Fouriertransformierte der symmetrisierten
Korrelationsfunktion Sz(t). Im Niederfrequenzbereich erhält man dafür die
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verallgemeinerte Shiba-Relation [42, 7]

Sz(ω → 0) =
16

πγ2
γ2

γ2 + 4ε2
|ω| (3.100)

= 2πK
[
h̄χ̃(0)

z /2
]2 |ω| . (3.101)

Dieses charakteristische Niederfrequenzverhalten ∝ |ω| ist eine Konsequenz
aus dem algebraischen Langzeitverhalten ∝ 1/t2, Gl. (3.94), und spiegelt den
korrelierten Anfangszustand wider. Wie wir in Abschnitt 3.5.1 sehen werden,
gilt die in der zweiten Zeile verwendete Form auch für einen Kopplungspara-
meter K 6= 1

2
. Abschließend sei noch darauf hingewiesen, daß die unabhängig

voneinander berechneten T = 0 Ergebnisse (3.98) und (3.100) sowie deren
hier nicht angegebenen Verallgemeinerungen für T 6= 0 wie gewünscht das
Fluktuations-Dissipations-Theorem [54]

Sz(ω) = h̄ coth(h̄βω/2) χ̃′′
z(ω) (3.102)

erfüllen.

3.3.2 Die σ̃x-Korrelationsfunktion

Betrachten wir zuerst die symmetrisierte Korrelationsfunktion Sx(t). Verteilt
man in Gl. (3.80) die Phasenfaktoren cos(πK) auf die kollabierten Dipole wie
in Gl. (3.83), so bleibt ein Faktor cos(πK) übrig. Deshalb verschwindet SB

x (t)
linear mit κ für K → 1

2
. Der Beitrag SA

x (t) ist dagegen endlich und wird in
Abb. 3.7 diagrammatisch dargestellt. Hier verläßt das System bis zur Zeit
Null den Anfangssojourn η nicht. Dann springt es in den Blip ξ = −η, in
dem es bis zur Zeit t verbleibt. Dieser Blip ist durch einen CS-Formfaktor
gedresst. Insgesamt erhält man das gedämpft oszillatorische Verhalten

Sx(t) = SA
x (t) = cos(εt) e−γt/2 . (3.103)

Da zu SA
x (t) nur kollabierte Sojourns beitragen und das Kurzzeitverhalten

der Wechselwirkung temperaturunabhängig ist, gilt das Ergebnis (3.103) für
beliebige Temperaturen.

Wenden wir uns nun der Antwortfunktion χx(t) zu. Der Beitrag von Klas-
se A ist in Abb. 3.8 oben dargestellt. Im negativen Zeitast folgt auf den
ungedressten Anfangssojourn erst ein ausgedehnter Blip und anschließend
ein ausgedehneter Sojourn. Beide Intervalle sind dabei durch einen CS- bzw.
CB-Formfaktor gedresst. Zur Zeit Null springt das System schließlich in einen
Blip, in welchem es bis zur Zeit t bleibt. Auch dieser Blip ist mit einem CS-
Formfaktor versehen. Insgesamt lautet das Ergebnis

χA
x (t) =

2

h̄
∆2 sin(εt) e−γt/2

∫ ∞

0

dτ ds e−Q′(τ) sin(ετ) e−γτ/2 e−γs . (3.104)
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t0 0 t

Abbildung 3.7: Das zu Sx(t) beitragende Diagramm. Die kleinen Kreise entsprechen
den Übergängen, die aufgrund des modifizierten Influenzfunktionals nicht mit Badkor-
relationen verknüpft sind.

Nun entspricht das Doppelintegral zusammen mit dem Faktor ∆2 gerade
dem thermischen σz-Erwartungswert, Gl. (3.87). Damit erhält man wiederum
exponentiell gedämpfte Oszillationen,

χA
x (t) = (2/h̄) 〈σz〉β sin(εt) e−γt/2 . (3.105)

Die Ursache dafür liegt in den in jedem Intervall auftretenden exponentiellen
Formfaktoren.

t0 0 t

Abbildung 3.8: Die Diagramme für χA
x (t) (oben) und χB

x (t) (unten).

Kommen wir nun zum Beitrag der Klasse B. Aus Gl. (3.82) erkennt man,
daß zu χB

x (t) zwei Summanden beitragen. Beim zweiten Summanden in der
geschwungenen Klammer treten dabei zwei Phasenfaktoren cos(πK) mehr
auf, als es kollabierte Dipole gibt. Dieser Beitrag verschwindet also für κ→ 0
wie κ2. Den einzigen Beitrag für K → 1

2
liefert also der erste Summand, und

das entsprechende Diagramm ist in Abb. 3.8 unten dargestellt. Hier springt
das System aus dem ungedressten Anfangssojourn zur Zeit −τ in einen Blip,
in welchem es bis zur Zeit Null verweilt. Dann geht es in einen Sojourn der
Dauer s über, welcher von einem Blip bis zur Zeit t abgelöst wird. Beide
Blipintervalle sind wieder durch einen CS-Formfaktor gedresst. Der Sojourn
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im positiven Zeitast ist dagegen wegen des Faktors ξn+1 in Gl. (3.82) frei
von kollabierten Blips. Damit erhalten wir einen Dipol der Länge τ + s, der
sich über beide Zeitäste erstreckt. Die Wechselwirkung beider Dipolladungen
führt somit zu Korrelationen zwischen dem negativen und dem positiven
Zeitast. Man erhält

χB
x (t) =

∆2

h̄

∫ ∞

0

dτ

∫ t

0

ds e−Q′(τ+s) e−γ(t+τ−s)/2 cos[ε(t− τ − s)] . (3.106)

Substituiert man die Dipollänge τ+s als neue Integrationsvariable und führt
die verbleibenden Integrationen durch, so ergibt sich

χB
x (t) = (2/h̄)

[
sin(εt)F3(t) + cos(εt)F2(t)

]
(3.107)

mit der in Gl. (3.90) definierten Funktion F2(t) und

F3(t) =
∆2

2γ

∫ ∞

0

dτ e−Q′(τ) sin(ετ)
[
e−γ|t−τ |/2 − e−γ(t+τ)/2

]
. (3.108)

Diese Funktion unterscheidet sich von dem in Gl. (3.89) definierten F1(t) nur
durch das Minus-Zeichen vor dem letzten Term. Mit Gl. (3.104) sieht man
aber, daß χA

x (t) gerade dem doppelten dieses Terms entspricht. Insgesamt
erhält man für die Antwortfunktion also das Resultat

χx(t) = (2/h̄)
[
sin(εt)F1(t) + cos(εt)F2(t)

]
. (3.109)

Im asymptotischen Langzeitregime t � 1/γ erhält man aus Gl. (3.109) mit
Gl. (3.92) und (3.93) für T = 0

χx(t) =
8

πh̄

γ2

γ2 + 4ε2
1

γt
. (3.110)

Dieses algebraische Zerfallsgesetz folgt allein aus dem Beitrag der Klasse B.
Da das Sojournintervall s nicht durch einen CB-Formfaktor e−γs gedresst ist,
wird dieses Intervall im asymptotischen Bereich t� 1/γ sehr lang, s ≈ t. Das
1/t-Verhalten in Gl. (3.110) ist eine Folge der unabgeschirmten Intradipol-
oder Ladungs-Ladungs-Wechselwirkung, e−Q′(t) ∝ 1/t für K = 1

2
.

Für tiefe, aber endliche Temperaturen gilt das algebraische Langzeitver-
halten im intermediären Zeitregime 1/γ � t � h̄β. Im asymptotischen Be-
reich t� h̄β � 1/γ tritt dagegen ein exponentieller Zerfall auf,

χx(t) =
16

h̄γ

γ2

γ2 + 4ε2
1

h̄β
e−ν1t/2 , (3.111)
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wobei die Zerfallsrate der halben Matsubarafrequenz ν1 entspricht. Erst für
höhere Temperaturen h̄β � 1/γ zerfällt der Beitrag χA

x (t) langsamer als
χB
x (t), und die Zerfallsrate ist dann durch γ/2 gegeben.
Die obigen Ergebnisse für Sx(t), Gl. (3.103), sowie χx(t), Gl. (3.109), sind

unabhängig voneinander berechnet worden. Zur Kontrolle können wir nun
überprüfen, ob sie mit dem Fluktuations-Dissipations-Theorem

Sx(ω) = h̄ coth (h̄βω/2) χ̃′′
x(ω) (3.112)

in Einklang stehen. Bildet man die Fouriertransformierten von Sx(t) und
χx(t), so erhält man für die Spektralfunktion Sx(ω) und den Imaginärteil der
dynamischen Suszeptibilität χ̃x(ω) die Ausdrücke

Sx(ω) = γ
γ2/4 + ω2 + ε2

(γ2/4 + ω2 + ε2)2 − 4ε2ω2
,

χ̃′′
x(ω) =

γ

h̄
tanh

(
h̄ω

2kBT

)
γ2/4 + ω2 + ε2

(γ2/4 + ω2 + ε2)2 − 4ε2ω2
.

(3.113)

Diese erfüllen Gl. (3.112). Der Realteil χ̃′
x(ω) der dynamischen Suszeptibilität

ist durch (wir setzen der Einfachheit halber ε = 0)

χ̃′
x(ω) =

8γ

πh̄

1

γ2 + 4ω2
Re

[
ψ
(1
2
+
h̄βγ

4π

)
− ψ

(1
2
+ i

h̄βω

2π

)]
(3.114)

gegeben. Die lineare statische Suszeptibilität

χ̃(0)
x = χ̃′

x(ω → 0) =

∫ ∞

0

dt χx(t) (3.115)

divergiert also logarithmisch für T → 0,

χ̃(0)
x = − 8

πh̄γ
ln

(
4πkBT

h̄γ

)
. (3.116)

Die Antwort des Systems auf eine zeitunabhängige Störung ∝ σ̃x kann da-
mit für K = 1

2
nicht im Rahmen der Linearen Antworttheorie beschrieben

werden.
Die in diesem Abschnitt erhaltenen Ergebnisse für die Korrelationsfunk-

tionen können auch in einer fermionischen Darstellung berechnet werden.
Dabei nutzt man die in Abschnitt 3.2.1 erwähnte Äquivalenz des Spin-Boson-
Modells für K = 1

2
mit dem Toulouse-Limes des anisotropen Kondo Modells

bzw. des Resonance-Level Modells aus [5]. Die σx-Korrelationsfunktion im
Resonance-Level-Modell entspricht der σ̃x-Korrelationsfunktion im Spin-Bo-
son Modell, während die σz-Korrelationsfunktion in beiden Modellen iden-
tisch ist. Die Untersuchung im Rahmen des Spin-Boson-Modells ist besonders
vorteilhaft, wenn wir den speziellen Fall K = 1

2
verlassen.
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3.4 Der Fall K = 1
2 − κ

3.4.1 Entwicklung um K = 1
2

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir den FallK = 1
2
in analytischer Form

behandelt, indem wir das Konzept der kollabierten Blips und Sojourns ange-
wendet haben. Nun sollen die Korrelationsfunktionen im Bereich K = 1

2
− κ

mit κ � 1 untersucht werden. Dabei sind wir insbesondere am asymptoti-
schen Langzeitverhalten der verschiedenen Beiträge interessiert.

Für ein endliches κ ist der Phasenfaktor cos(πK) ≈ πκ von Null verschie-
den. Deshalb trägt zu dem Integral über eine Diplolänge nicht nur der im
Limes κ → 0 wie 1/κ divergierende Kurzzeitanteil bei. Beginnend mit der
Ordnung κ0 treten auch Beiträge aus dem Bereich längerer Zeiten auf. Ein
Dipol ist folglich für K = 1

2
− κ nicht notwendigerweise kollabiert. Wir tei-

len also das Integral über eine Dipollänge, in zwei Beiträge auf: den Beitrag
I1(K), der sich aus der Integration über den Kurzzeitbereich 0 < τ < 1/γ̃
ergibt, und den Beitrag I2(K) aus dem Zeitregime τ > 1/γ̃. Die inverse effek-
tive Zeitskala γ̃ wird dabei selbstkonsistent durch den Kurzzeitanteil I1(K)
bestimmt. Es ist

I1(K = 1
2
− κ) = ∆2πκ

∫ 1/γ̃

0

dτ
1

(ωcτ)1−2κ
(3.117)

= ∆eff(K = 1
2
− κ) ≈ γ(ωc/γ)

2κ ≡ γ̃ . (3.118)

Der Kurzzeitanteil I1(K) kann wiederum als nichtwechselwirkender kolla-
bierter Dipol aufgefaßt werden und wird wie für den Fall K = 1

2
beschrieben

behandelt. Alle möglichen Anordnungen von kollabierten Dipolen innerhalb
eines Sojourn- oder Blipintervalls der Länge s bzw. τ führen also zu einem
CB-Formfaktor e−γ̃s bzw. zu einem CS-Formfaktor e−γ̃τ/2. Die grundlegende
Idee besteht nun darin, die Beiträge der ausgedehnten Blip- und Sojourn-
intervalle mit τj , sj > 1/γ̃ systematisch zu berücksichtigen. Da der führende
Beitrag zu I2(K) von der Ordnung κ ist, liegt es nahe, die Korrelationsfunk-
tion nach der Anzahl ausgedehnter Dipole zu entwickeln. Selbstverständlich
ist dies ist keine strenge Entwicklung in κ, da jeder ausgedehnte Dipol auch
höhere Korrekturen in κ enthält. Diese Vorgehensweise erlaubt es jedoch, die
Struktur der Diagramme und damit das Langzeitverhalten der Korrelations-
funktion in beliebiger Ordnung von κ zu bestimmen.

Durch Einfügen von m ausgedehnten Dipolen in das entsprechende Dia-
gramm für K = 1

2
(d. h. die Ordnung κ0) erhalten wir einen Beitrag von

Ordnung κm und höher. Jeder dieser ausgedehnten Dipole ist dabei wieder
durch CB- oder CS-Formfaktoren gedresst. Die Struktur und das Langzeit-
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verhalten dieser Diagramme wird im wesentlichen durch die folgenden Regeln
bestimmt, die sich aus den formal exakten Ausdrücken ergeben:

1. Das Einfügen eines ausgedehnten Sojourns in ein gedresstes Blipinter-
vall ergibt das in Abb. 3.9 oben dargestellte Diagramm, wohingegen das
Einfügen eines ausgedehneten Blips in ein gedresstes Sojournintervall
in Abb. 3.9 unten dargestellt ist.

2. In einen ausgedehnten Sojourn, der für K = 1
2
ungedresst ist, können

auch für K = 1
2
−κ weder kollabierte noch ausgedehnte Blips eingefügt

werden. Ersteres wird durch die Gewichtsfaktoren ξk+1 der nachfol-
genden Blips gewährleistet, und Letzteres liefert keine Diagramme, die
nicht schon durch Regel 1 berücksichtigt sind.

3. Ein ausgedehnter Dipol, der mit einem CB- oder CS-Formfaktor verse-
hen ist, hat eine effektive Länge von der Größenordnung 1/γ̃ und führt
nicht zu einem algebraischen Zerfall der Korrelationsfunktion.

4. Ein ausgedehneter Dipol ohne CB- oder CS-Formfaktor hat eine Länge
τ � 1/γ̃, die letzten Endes nur durch die Zeit t begrenzt wird. Er ist
also sensitv für die unabgeschirmte Wechselwirkung der Ladungen auf
beiden Seiten des Intervalls. Je nachdem, ob diese Ladungen nun gela-
dene oder neutrale Cluster bilden, ist der führende Term die Ladungs-
Ladungs- oder die Dipol-Dipol-Wechselwirkung.

Wir wenden diese Regeln im folgenden auf die σz- und σ̃x- Korrelationsfunk-
tion an.

Abbildung 3.9: Einfügen ausgedehnter Dipole nach Regel 1.

3.4.2 Die σz-Korrelationsfunktion

Beginnen wir mit der Antwortfunktion χz(t). In Ordnung κm ist das in
Abb. 3.6 dargestellte Diagramm durch m ausgedehnte Dipole zu ergänzen.
Nach Regel 1 können diese sowohl in den ausgedehnen Blip als auch in den
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ausgedehnten Sojourn im positiven Zeitast eingefügt werden (Vgl. Abb. 3.9).
Da im Endeffekt alle ausgedehneten Intervalle im positiven Zeitast gedresst
sind, genügt χz(t) nach Regel 3 einem exponentiellen Zerfallsgesetz, und die
Zerfallskonstante ist bis auf Faktoren durch γ̃ gegeben.

Wenden wir uns nun der symmetrisierten Korrelationsfunktion Sz(t),
Gl. (3.23) zu, deren Langzeitverhalten für tiefe Temperaturen h̄β > γ̃ von
dem Beitrag Ks(t), Gl. (3.24), dominiert wird. Das entsprechende Diagramm
für K = 1

2
, d. h. in Ordnung κ0, ist in Abb. 3.5 dargestellt. Die in höheren

Ordnungen von κ hinzukommenden ausgedehnten Dipole werden nach Re-
gel 1 in die gedressten Intervalle eingefügt. Dagegen bleibt gemäß Regel 2
der jeweils erste Sojourn in jedem Zeitast frei von kollabierten Blips. Da die
gedressten Intervalle eine effektive Länge von 1/γ̃ haben, ist die Länge des
ersten Sojourns im positven Zeitast im Grenzfall t � 1/γ̃ also in etwa t.
Das Langzeitverhalten wird nach Regel 4 durch die Wechselwirkungen der
Ladungen auf beiden Seiten dieses Intervalls bestimmt. Das ist in diesem Fall
die Dipol-Dipol-Wechselwirkung, welche für T = 0 zu einem algebraischen
Zerfallsgesetz ∝ 1/t2 führt. Dieser Punkt soll in Abschnitt 3.5.1 genauer
ausgeführt werden.

3.4.3 Die σ̃x-Korrelationsfunktion

Zunächst behandeln wir wieder die Antwortfunktion und beginnen mit dem
Beitrag der Klasse A, Gl. (3.81). In Ordnung κm wird das Diagramm für
χA
x (t), Abb. 3.8 oben, durch m ausgedehnte Dipole ergänzt, die mit Aus-

nahme des ersten Sojourns beliebig innerhalb des negativen oder positiven
Zeitastes verteilt werden können. Jedes Intervall im positiven Zeitast ist also
durch CB- oder CS-Formfaktoren gedresst. Nach Regel 3 zerfällt χA

x (t) damit
exponentiell schnell.

Betrachten wir nun den Beitrag zu χB
x (t), der von dem ersten Summanden

in der geschwungenen Klammer in Gl. (3.82) herrührt. Dieser Beitrag, wel-
cher als χB1

x (t) bezeichnet werden soll, ist fürK = 1
2
in Abb. 3.8 dargestellt. In

der Ordnung κm werden m ausgedehnte Sojourns in die beiden Blipintervalle
eingefügt. In das erste Sojournintervall zu positiven Zeiten kann nach Regel
2 jedoch kein ausgedehnter Blip eingeschoben werden. Im asymptotischen
Bereich t� 1/γ̃ ist die Länge dieses Sojourns also in etwa t. Auf beiden Sei-
ten dieses Intervalls gibt es je eine Überschußladung, deren Wechselwirkung
e−Q′(t) ∝ t−(1−2κ) für T = 0 nach Regel 4 das Langzeitverhalten von χB1

x (t)
bestimmt. Dieses algebraische Zerfallsgesetz gilt in allen Ordnungen m, und
nur der Vorfaktor hängt von der Anzahl der ausgedehnten Dipole ab. Begin-
nend mit der Ordnung κ2 treten auch Beiträge des zweiten Summanden in
der geschweiften Klammer von Gl. (3.82) auf, den wir χB2

x (t) nennen wollen.
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In den entsprechenden Diagramme ist nun im Gegensatz zu χB1
x (t) auch der

erste Sojourn zu positiven Zeiten gedresst. Dies liegt daran, daß der Faktor
ξn+1 in der Reihenentwicklung für χB2

x (t) fehlt. Dieser Beitrag zerfällt also
exponentiell schnell, und das dominierende Langzeitverhalten der Antwort-
funktion χx(t) ∝ t−(1−2κ) rührt ausschließlich von χB1

x (t) her.
Von der symmetrisierten Korrelationsfunktion soll zunächst der Beitrag

der Klasse A, Gl. (3.79), betrachtet werden. Das Diagramm in Abb. 3.7 ist in
höheren Ordnungnen von κ durch ausgedehnte Sojourns zu ergänzen. Dabei
ist jedes Blip- und Sojournintervall gedresst, und SA

x (t) zerfällt exponentiell
schnell auf der Zeitskala 1/γ̃.

Wie schon in Abschnitt 3.3.2 betont wurde, ist der führende Beitrag zu
SB
x (t) von der Ordnung κ. Man erhält

SB
x (t) = −πκ∆

2

2

∫ ∞

0

dτ

∫ t

0

ds e−Q′(τ+s) e−γ̃(t+τ−s)/2
{
e−γ̃s − 1

}
× cos[ ε(t− τ − s) ] .

(3.119)

Aufgrund der Einschränkung in der ξ-Summation in Gl. (3.80) kommt im
Sojournintervall s immer mindestens ein kollabierter Blip vor. Deshalb muß
vom CB-Formfaktor e−γ̃s in der geschweiften Klammer der Beitrag eines un-
gedressten Sojourns (d. h. eine Eins) subtrahiert werden. Substituiert man
τ + s als neue Integrationsvariable, so können die verbleibenden Integratio-
nen durchgeführt werden. Ersetzt man in den Funktionen F2(t) und F3(t),
Gl. (3.90) und (3.108), schließlich γ durch γ̃, so erhält man das Ergebnis

SB
x (t) = πκ

{ [
cos(εt)F2(t) + sin(εt)F3(t)

]
− ∆2

2

( ∫ t

0

dτ τ e−Q′(τ)e−γ̃(τ+t)/2 cos[ε(t− τ)]

+ t

∫ ∞

t

dτ e−Q′(τ)e−γ̃(τ+t)/2 cos[ε(t− τ)]
) }

.

(3.120)

Der führende Term für lange Zeiten t� 1/γ̃ ist die erste Zeile in Gl. (3.120),
und es folgt

SB
x (t) = 4κ

γ̃2

γ̃2 + 4ε2

(
1

γ̃t

)1−2κ

. (3.121)

Der algebraische Zerfall für κ 6= 0 hat seine Ursache in dem subtrahierten
Term in der geschweiften Klammer von Gl. (3.119). Es zeigt sich, daß diese
Subtraktion und damit das asymptotische Verhalten ∝ t−(1−2κ) auch in al-
len höheren Ordnungen von κ auftritt. Der Vorfaktor dieses Zerfallsgesetzes
verschwindet für κ→ 0, und zur symmetrisierten Korrelationsfunktion trägt
dann nur der exponentiell schnell zerfallende Term SA

x (t) bei, Gl. (3.103).
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3.5 Langzeitverhalten für allgemeine K < 1

Von der Struktur der Diagramme für K = 1
2
− κ ausgehend sind wir nun in

der Lage, das Langzeitverhalten der Korrelationsfunktionen für ein allgemei-
nes K < 1 abzuleiten. Der wesentliche Unterschied zum Fall K = 1

2
besteht

darin, daß die CB- und CS-Formfaktoren, die in ein ausgedehntes Intervall
eingefügt werden, geändert werden müssen. Für den Fall K = 1

2
− κ sind

die entsprechenden Ersetzungen in niedrigster Ordnung in Abb. 3.9 darge-
stellt. Im allgemeinen treten anstelle von nichtwechselwirkenden kollabierten
Blips und Sojourns wechselwirkende ausgedehnte Dipole auf. Es ist dann
nicht mehr möglich, die großkanonische Summe in analytischer Form aufzu-
summieren. Die vielen Blip-Ladungen bilden jedoch Cluster, die wegen des
wechselnden Vorzeichens der Ladungen auf einen Zeitbereich von etwa 1/∆eff

beschränkt sind, wobei ∆eff die in Gl. (2.17) definierte effektive Frequenz ist.
Treten dabei keine ungedressten Intervalle auf, so bilden alle Ladungen zu-
sammen einen neutralen Cluster. Ein solcher Beitrag zerfällt exponentiell mit
einer Zerfallskonstanten von ungefähr ∆eff . Nach Gl. (2.17) gehen in ein sol-
ches exponentielles Zerfallsgesetz sowohl System- als auch Badparameter ein.
Ein algebraisches Zerfallsgesetz tritt dagegen dann auf, wenn zwei Cluster
durch einen ungedressten Sojourn im positiven Zeitast voneinander getrennt
sind. Im asymptotischen Langzeitbereich t� 1/∆eff hat dieser Sojourn dann
eine Länge von ungefähr t, und das Zerfallsgesetz wird durch die unabge-
schirmte Wechselwirkung zwischen den beiden Clustern bestimmt. Sind die
Cluster neutral, so ist der führende Beitrag die Dipol-Dipol-Wechselwirkung.
Sind sie geladen, so rührt das führende Verhalten von der Ladungs-Ladungs-
Wechselwirkung her. In beiden Fällen ist die Wechselwirkung allein von der
spektralen Dichte des Bades bestimmt und in die algebraischen Zerfallsge-
setze gehen keine Systemparameter ein.

3.5.1 Die σz-Korrelationsfunktion

Beginnen wir die Diskussion des asymptotischen Langzeitregimes t� 1/∆eff

mit der σz-Korrelationsfunktion. Für χz(t) tritt ein einziger neutraler Cluster
auf, welcher sich vom negativen zum positiven Zeitast erstreckt. Das bedeu-
tet, daß χz(t) exponentiell schnell abfällt, wobei die Zerfallskonstante in etwa
durch ∆eff gegeben ist.

Die symmetrisierte Korrelationsfunktion Sz(t) besteht nach Gl. (3.23) aus
drei Beiträgen. Das Diagramm für den ersten Term Ps(t) ist dabei nur im
positiven Zeitast definiert und besteht aus einem neutralen Cluster: dieser
Beitrag zerfällt also exponentiell mit einer Zerfallskonstanten von ∼ ∆eff . Der
Beitrag Ks(t), Gl. (3.24), ist in Abb. 3.10 schematisch dargestellt. In jedem
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t0 0 t

Abbildung 3.10: Schematische Darstellung der Ladungsanordnung im Langzeitbereich:
der Beitrag Ks(t) zu Sz(t) (oben) und der Beitrag der Klasse B zu Sx(t) und χx(t)
(unten). Ein Kreis symbolisiert einen neutralen Cluster, während ein Kreis mit + oder
− Zeichen für einen geladenen Cluster steht.

Zeitast tritt ein neutraler Cluster auf. Da in beiden Zeitästen die ersten So-
journs ungedresst und damit sehr lang sind, sitzen die beiden Cluster nahe
des Ursprungs der Zeitachse bzw. nahe der Zeit t. In der führenden Ordnung
wird die Wechselwirkung zwischen den Clustern vernachlässigt, und die bei-
den Cluster können mit den Erwartungswerten 〈σz〉β = limt→∞ Pa(t) sowie
Pa(t) identifiziert werden [7]. Dies liefert einen Beitrag 〈σz〉βPa(t) zu Ks(t),
welcher sich aber exponentiell schnell dem in Gl. (3.23) subtrahierten Term
〈σz〉2β annähert. Das führende Langzeitverhalten von Sz(t) rührt also von der
nächsten Ordnung in Ks(t) her, welche die Wechselwirkung zwischen den
neutralen Clustern mitberücksichtigt. Der dominierende Beitrag stammt da-
bei von der Dipol-Dipol-Wechselwirkung, die durch die zweite Zeitableitung
der Ladungswechselwirkung (2.43) bestimmt ist,

Q̈′(t) = −2K
(π/h̄β)2

sinh2(πt/h̄β)
. (3.122)

Die beiden Cluster, die für sich wieder eine unendliche Reihe in ∆2 darstellen,
können nun mit h̄χ̃

(0)
z /2 = ∂〈σz〉β/∂ε identifiziert werden [7]. Für T = 0

erhält man mit Q̈′(t) = −2K/t2 schließlich das algebraische Verhalten [7]

Sz(t) = −2K
[
h̄χ̃(0)

z /2
]2 1

t2
. (3.123)

Das Zerfallsgesetz wird also allein durch die spektrale Dichte des Bades be-
stimmt, und Systemparameter gehen nur in den Vorfaktor ein. Der Exponent
des universellen Potenzgesetzes ist unabhängig von der Kopplungsstärke K,
und der Wert 2 ist eine Folge der Ohmschen Dissipation. Im Frequenzregime
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entspricht Gl. (3.123) der verallgemeinerten Shibarelation

Sz(ω → 0) = 2πK
[
h̄χ̃(0)

z /2
]2 |ω| . (3.124)

Mit Hilfe des FDT, Gl. (3.102), können wir dann auch das Niederfrequenz-
verhalten von χ̃′′

z(ω) angeben,

χ̃′′
z(ω → 0) = (2πK/h̄)

[
h̄χ̃(0)

z /2
]2
ω . (3.125)

Als Konsequenz des exponentiellen Zerfalls von χz(t) ist diese Funktion im
statischen Limes regulär, wohingegen der algebraische Zerfall von Sz(t) das
singuläre Verhalten ∝ |ω| in Gl. (3.124) zur Folge hat.

Aus der Form (3.122) folgt, daß das Gesetz (3.123) bei endlichen Tempe-
raturen im intermediären Bereich 1/∆eff � t � h̄β. Für t � h̄β nimmt die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung (3.122) dagegen die Form

Q̈′(t) = −8K(π/h̄β)2 e−ν1t (3.126)

mit der bosonischen Matsubarafrequenz ν1 = 2π/h̄β an. Daraus folgt für die
σz-Korrelationsfunktion im asymptotischen Langzzeitbereich t� h̄β , 1/∆eff

das exponentielle Zerfallsgesetz

Sz(t) = −8K(π/h̄β)2
[
h̄χ̃(0)

z /2
]2
e−ν1t . (3.127)

Erst für hohe Temperaturen h̄β < 1/∆eff zerfallen die mit einer Zerfallskon-
stanten ∼ ∆eff abklingenden Beiträge zu Sz(t) langsamer als der Dipol-Dipol
Term (3.127) und bestimmen dann das führende Langzeitverhalten.

3.5.2 Die σ̃x-Korrelationsfunktion

Betrachten wir nun die σ̃x-Korrelationsfunktion für t � 1/∆eff . In Klasse A
tritt ein einziger neutraler Cluster auf, welcher sich vom negativen zum po-
sitiven Zeitast erstreckt. Folglich genügen sowohl SA

x (t) als auch χ
A
x (t) einem

exponentiellen Zerfallsgesetz. Die Beiträge der Klasse B sind in Abb. 3.10
schematisch dargestellt. In jedem Zeitast tritt ein geladener Cluster auf, und
nur beide Cluster zusammen sind neutral. Da die jeweils ersten Sojourns in
beiden Zeitästen ungedresst sind, befinden sich die beiden Cluster nahe von
t′ = 0 bzw. t′ = t. Sie wechselwirken miteinander durch die unabgeschirmte
Wechselwirkung zwischen zwei entgegengesetzten Ladungen,

e−Q′(t) =

[
h̄βωc

π
sinh

(
πt

h̄β

)]−2K

. (3.128)
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Diese Wechselwirkung ist durch die spektrale Dichte der Umgebung festgelegt
und bestimmt das Langzeitverhalten von SB

x (t) und χB
x (t). Im Regime t �

1/∆eff dominieren diese Beiträge von Klasse B über die exponentiell schnell
abfallenden Beiträge von Klasse A. Für T = 0 erhalten mit Gl. (3.128) wir
somit

Sx(t) ∝ e−Q′(t) ∝ t−2K , K 6= 1
2

(3.129)

χx(t) ∝ e−Q′(t) ∝ t−2K . (3.130)

Damit zerfällt die σ̃x-Korrelationsfunktion für T = 0 nach einem algebrai-
schen Potenzgesetz. Im Gegensatz zur σz-Korrelationsfunktion (3.123) han-
delt es sich dabei aber um ein nichtuniverselles Gesetz, da der Exponent mit
der Kopplungsstärke K zunimmt. Eine ähnliche Argumentation im Rahmen
eines Imaginärzeitformalismus ist in Ref. [51] zu finden.

Für tiefe, aber endlicher Temperaturen gelten die Zerfallsgesetze (3.129)
und (3.130) wiederum in dem intermediären Bereich 1/∆eff � t � h̄β.
Dagegen zeigen die σ̃x-Korrelationsfunktionen im asymptotischen Regime
t� h̄β , 1/∆eff mit Gl. (3.128) das exponentielle Verhalten

Sx(t) ∝ e−Kν1t , K 6= 1
2

(3.131)

χx(t) ∝ e−Kν1t . (3.132)

Die Zerfallskonstante ist dabei durch den K-fachen Wert der niedrigsten
bosonischen Matsubarafrequenz ν1 = 2π/h̄β gegeben. Erst für hohe Tempe-
raturen h̄β < 1/∆eff zerfallen die Beiträge von Klasse A mit einer Zerfalls-
konstanten ∼ ∆eff langsamer als jene von Klasse B und bestimmen dann das
führende Langzeitverhalten.

Betrachten wir nun die Fouriertransformierten der Korrelationsfunktio-
nen. Aus Gl. (3.130) ergibt sich für den Real- bzw. Imaginärteil der dynami-
schen Suszeptibilität das algebraische Verhalten

χ̃′
x(ω → 0) ∝ |ω|2K−1 , 0 < K < 1

2
(3.133)

χ̃′′
x(ω → 0) ∝ sgn(ω) |ω|2K−1 , 0 < K < 1 . (3.134)

Mittels der FDT-Relation (3.112) für T = 0 erhält man mit Gl. (3.134) für
die Spektralfunktion das Verhalten Sx(ω → 0) ∝ |ω|2K−1. Die Rücktransfor-
mation ins Zeitregime bestätigt dann Gl. (3.129). Als Nebenprodukt erhalten
wir eine Beziehung zwischen den Vorfaktoren in den Ausdrücken (3.129) und
(3.130),

Sx(t) = (h̄/2) cot(πK)χx(t) , t� 1/∆eff . (3.135)
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Die besondere Rolle des Falls K = 1
2
ist hier leicht abzulesen. In diesem Fall

verschwindet wegen cot(π/2) = 0 die rechte Seite und damit der Vorfaktor
des 1/t-Gesetzes für Sx(t), und es bleiben nur die exponentiell schnell zerfal-
lenden Beiträge zu Sx(t) übrig, Gl. (3.103). Für den Wert K = 1

2
− κ wird

die Relation (3.135) in Ordnung κ durch die Ergebnisse (3.110) und (3.121)
mit cot(πK) ≈ πκ bestätigt.

Nach den Zerfallsgesetzen (3.129) und (3.130) zerfallen die Korrelations-
funktionen mit wachsendem Kopplungsparameter K schneller. Dabei sind
allerdings zwei qualitativ verschiedene Bereiche zu unterscheiden. Je nach-
dem, ob der Kopplungsparameter K über oder unter dem Wert 1

2
liegt, führt

das asymptotische Verhalten von χx(t) zu einem unterschiedlichen Verhal-
ten der linearen (d. h. ε = 0) statischen Suszeptibilität χ̃(0)

x = χ̃′
x(ω = 0),

Gl. (3.115). Im Bereich K < 1
2
zerfällt die Antwortfunktion χx(t) langsam,

so daß die lineare statische Suszeptibilität divergiert. Dies sieht man zum
einen an der Suszeptibilität (3.133), welche im statischen Limes algebraisch
divergiert. Zum anderen können wir mit Gl. (3.128) auch die statische Sus-
zeptibilität für endliche Temperaturen betrachten, χ̃(0)

x ∝ T 2K−1, welche wie-
derum im Limes T → 0 algebraisch divergiert. Diese Divergenz bringt zum
Ausdruck, daß das System äußert sensibel auf eine kohärenzinduzierende
Störung ∝ σ̃x reagiert und die Antwort des Systems nicht mehr im Rahmen
der Linearen Antworttheorie beschrieben werden kann. Dieser Bereich K < 1

2

ist gerade das kohärente Regime, in welchem der Erwartungswert 〈σz(t)〉 bei
geeigneten Anfangsbedingungen gedämpfte Oszillationen ausführt [47, 51].
Im Gegensatz dazu fällt χx(t) oberhalb der Phasengrenze K = 1

2
schnell ge-

nug ab, so daß χ̃(0)
x endlich bleibt und das System also nur schwach auf eine

kohärenzinduzierende Störung reagiert. Dies ist das inkohärente Regime, in
welchem 〈σz(t)〉 exponentiell zerfällt. Beim Wert K = 1

2
tritt also ein dyna-

mischer Phasenübergang auf, und das Verhalten der statischen Suszeptibiliät
χ̃(0)
x spiegelt damit die intrinsischen Kohärenzeigenschaften des Systems wi-

der. Diese Eigenschaften der Suszeptibilität wurden in Ref. [51] numerisch
verifiziert.

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir im Rahmen eines Realzeit-Pfadintegralzugangs
die Gleichgewichtskorrelationsfunktion des Kohärenzoperators σ̃x im Spin-
Boson-Modell behandelt. Es stellt sich heraus, daß diese Funktion infolge
der Polaron-Transformation eine universelle Größe ist. Als Preis dafür muß
aber die Elimination der Badmoden neu betrachtet werden. Man erhält ein
verallgemeinertes Influenzfunktional, welches durch die Einführung von mo-
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difizierten Pfaden wieder in die übliche Form gebracht werden kann. Es wur-
den formal exakte Reihenentwicklungen für die σ̃x-Korrelationsfunktion bei
beliebigem Kopplungsparameter K abgeleitet, die im Spezialfall K = 1

2
in

analytischer Form aufsummiert werden konnten. Basierend auf der Struktur
der Diagramme für K = 1

2
− κ wurde ein diagrammatischer Zugang ent-

wickelt, um das Langzeitverhalten für beliebige K herausarbeiten und mit
jenem der σz-Korrelationsfunktion vergleichen zu können. Demnach wird das
Zerfallsgesetz durch die Anordnung und Wechselwirkung der Ladungen be-
stimmt. Ein algebraischer Zerfall für T = 0 tritt dann auf, wenn im asymp-
totischen Langzeitbereich ein ungedresstes Intervall sehr lang wird und die
Blip-Ladungen links und rechts davon in zwei getrennte Cluster aufteilt. Die
unabgeschirmte Wechselwirkung zwischen den Clustern bestimmt dann di-
rekt das Langzeitverhalten. Bei der σz-Korrelationsfunktion treten zwei neu-
trale Cluster auf. Die führende Wechselwirkung ist dann die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung, die für T = 0 zu einem universellen 1/t2-Zerfallsgesetz
führt. Bei der σ̃x-Korrelationsfunktion sind die beiden Cluster dagegen gela-
den, und die Ladungs-Ladungs-Wechselwirkung liefert für T = 0 das nicht-
universelle 1/t2K-Verhalten. Dieses Gesetz spiegelt den Verlust an Kohärenz
mit steigender Kopplungskonstanten K wider, und der Wert K = 1

2
markiert

den Phasenübergang von kohärentem Tunneln zu inkohärenter Relaxation.
Wir haben also folgendes einfache Bild für das Langzeitverhalten: die

jeweilige Korrelationsfunktion legt fest, wie sich die Ladungen im Langzeit-
bereich gruppieren, d. h. ob die Cluster geladen oder neutral sind. Das Zer-
fallsgesetz wird dann durch die Wechselwirkung zwischen den beiden Clu-
stern festgelegt. Da die Wechselwirkung zwischen den Ladungen eine Folge
der Ausreduktion der Badfreiheitsgrade ist, wird das Langzeitverhalten der
Korrelationsfunktionen ausschließlich durch die Eigenschaften des Bades be-
stimmt. Die Parameter des Systems gehen nicht in das eigentliche Zerfalls-
gesetz, sondern lediglich in den Vorfaktor ein.

Daraus können wir schließen, daß auch Korrelationsfunktionen in ver-
schiedenen Modellsystemen nach dem gleichen Zerfallsgesetz abfallen, sofern
sich die entsprechenden Ladungen im Langzeitbereich in vergleichbarer Wei-
se anordnen. Dieser Punkt soll in Kapitel 6 untersucht werden. Wir werden
dann dieses diagrammatische Bild wieder aufgreifen, um das Langzeitver-
halten der Stromkorrelationsfunktion im dissipativen Tight-Binding-Modell
abzuleiten.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in den Arbeiten [12, 13, 14] veröffent-
licht worden.



Kapitel 4

Nichtadiabatischer
Elektrontransfer

Im letzten Kapitel haben wir Korrelationsfunktionen im Spin-Boson-Modell
untersucht und dabei eine diagrammatische Methode herausgearbeitet, mit
welcher das Langzeitverhalten direkt aus der Anordnung der Ladungen ab-
gelesen werden kann. Dieses Verfahren kann auch auf Erwartungswerte wie
z. B. die Population 〈σz(t)〉 angewendet werden. Dann spielt sich die Dyna-
mik nur im positiven Zeitast ab, und alle Ladungen bilden zusammen einen
neutralen Cluster. Damit ergibt sich für Erwartungswerte ein exponentielles
Zerfallsgesetz, in welches sowohl System- als auch Badparameter eingehen.
Für 〈σz(t)〉 beschreibt dieses exponentielle Zerfallsgesetz nicht nur den Be-
reich der inkohärenten Relaxation, sondern gilt auch im kohärenten Regime,
in welchem es sich auf die Einhüllende der gedämpften Oszillationen bezieht.

In diesem Kapitel werden wir uns auf den inkohärenten Bereich konzen-
trieren, in welchem die Dynamik vollständig durch Übergangsraten beschrie-
ben werden kann. Dazu muß die Kopplung an das Wärmebad, die Tempe-
ratur oder der Bias hoch genug sein. Diese Bedingungen sind typischerweise
beim Elektrontransfer (ET) erfüllt. Wir werden die Abhängigkeit der Über-
gangsrate und damit der Zerfallskonstanten des exponentiellen Gesetzes von
den System- und Badparametern für verschiedene Spektraldichten detailliert
untersuchen und dabei den Schwerpunkt auf die Parameterbereiche legen,
welche für den ET von besonderer Bedeutung sind. Dennoch sind viele Er-
gebnisse dieses Kapitels auch für weitere der in Abschnitt 2.3 dargestellten
Systeme gültig.

Elektrontransferreaktionen spielen in vielen Bereichen der Biologie, Che-
mie und Physik eine zentrale Rolle [11, 55, 56, 57, 58]. Ein wichtiges Beispiel
ist der ultraschnelle primäre ET-Schritt in Photosynthese-Zentren, welcher
für die hohe Effizienz der Photosynthese verantwortlich ist. Die grundlegen-

80
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den theoretischen Arbeiten zum Elektrontransfer gehen auf Marcus [59] und
Levich [60] zurück. Sie haben in den fünfziger Jahren als erste erkannt, daß
die Umgebung bei ET-Reaktionen eine zentrale Rolle einnimmt und behan-
delten deren Einfluß auf den elektronischen Freiheitsgrad im Rahmen der
Linearen Antworttheorie. Als Umgebung verstehen wir beispielsweise den
Solventen, in welchem sich der ET abspielt, aber auch interne Schwingungs-
moden des Reaktionskomplexes. Der Transfer des Elektrons vom Donor- zum
Akzeptorzustand ist mit einer Änderung der Bindungslängen und -winkel im
Reaktionskomplex sowie einer Umordnung der Lösungsmittelmoleküle ver-
bunden. Deshalb sind Reaktand und Produkt durch eine Barriere der Freien
Energie voneinander getrennt, welche im klassischen Bereich nur mittels ther-
mischer Aktivierung überwunden werden kann. Das Elektron kann nur dann
vom Donor zum Akzeptor übergehen, wenn günstige Badfluktuationen diese
beiden Zustände in Resonanz bringen.

Im klassischen Regime ist die Übergangsrate vom Donor zum Akzeptor
durch zwei Faktoren bestimmt. Zum einen hängt die Rate über einen Boltz-
mannfaktor von der Aktivierungsenergie ab. Des weiteren tritt ein Vorfaktor
auf, der die Tunnelwahrscheinlichkeit im Fall der Resonanz beschreibt. Dieser
Faktor hängt von der Größe des Tunnelmatrixelements, d. h. vom Überlapp
der beiden elektronischen Wellenfunktionen, ab. In vielen chemischen Reak-
tionen ist das Tunnelmatrixelement ∆ größer als die typische Badfrequenz
ωc, und das Elektron kann der Bewegung der Kerne bzw. des Solventen rasch
folgen. Dieser Fall wird als adiabatischer ET bezeichnet. In vielen biologi-
schen Systemen hat man es hingegen mit großen Abständen zwischen Donor
und Akzeptor zu tun, und die entsprechenden Tunnelmatrixelemente sind
klein gegen ωc [61]. In diesem Fall wird die Effizienz des Transfers durch die
Größe des Tunnelmatrixelements bestimmt, und man spricht von nichtadia-
batischem ET.

Verringert man nun die Temperatur in den quantenmechanischen Bereich,
so kann der Übergang vom Donor zum Akzeptor nicht nur durch thermi-
sche Aktivierung, sondern auch mittels Tunneln der Badmoden durch die
freie Energiebarriere erfolgen. Dieser Effekt hängt von der genauen Form der
Spektraldichte des Bades ab und führt zu ausgeprägten quantenmechanischen
Charakteristiken in den Übergangsraten. Das Auftreten dieser Quanteneffek-
te in ET-Reaktionen bei tiefen Temperaturen wurde in den letzten Jahrzehn-
ten wiederholt untersucht (siehe z. B. die Referenzen [62, 63, 64, 65, 66]). Den-
noch ist der Übergang von quantenmechanischem zu klassischem Verhalten
bisher nicht in analytischer Form beschrieben worden.

In den folgenden Kapiteln sollen die quantenmechanischen Eigenschaf-
ten der Übergangsrate für verschiedene Spektraldichten studiert werden. Die
ausgeprägtesten Effekte sind dabei die Verschiebung des Ratenmaximums zu
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einem niedrigeren Wert des Bias als im klassischen Fall sowie die Asymmetrie
der Rate um ihr Maximum. Des weiteren soll die allmähliche Auslöschung
der Quanteneffekte mit steigender Temperatur quantitativ untersucht wer-
den. Wir beschränken uns dabei auf den nichtadiabatischen ET, den wir im
Rahmen des Spin-Boson-Modells behandeln. In Abschnitt 4.1 wird erörtert,
in wieweit dieses Modell eine realistische Beschreibung eines ET-Systems
darstellt. In Abschnitt 4.2 wird die Übergangsrate im klassischen Regime be-
handelt. Daran anschließend sollen die quantenmechanischen Eigenschaften
der Rate diskutiert werden. Die Basis dazu bildet der Golden-Rule-Ausdruck
für die Rate, welcher in Abschnitt 4.3 vorgestellt und diskutiert wird. Der
Fall Ohmscher Dissipation, in welchem die Rate im Quantenregime in ana-
lytischer Form dargestellt werden kann, soll in Abschnitt 4.4 behandelt wer-
den. Besondere Beachtung schenken wir dabei dem Fall großer Biasenergien
zwischen Donor und Akzeptor. Diese Situation ist bisher bei tiefen Tempe-
raturen abgesehen von einigen numerischen Ergebnissen in Ref. [68] nicht
systematisch untersucht worden. Anschließend betrachten wir die Rate für
nichtohmsche Spektraldichten im Rahmen der Steepest-Descent-Näherung.
In Abschnitt 4.5 werden die Unterschiede zwischen dem Ohmschen, dem sub-
ohmschen und dem superohmschen Fall für T = 0 diskutiert. Der Abschnitt
4.6 ist dann einer analytischen Beschreibung des Übergangs von quantenme-
chanischem zu klassischem Verhalten gewidmet. Dabei wird der Fall kleiner
Energiedifferenzen zwischen Donor und Akzeptor genauso behandelt wie der
Fall großer Energiedifferenzen, in welchem die ausgeprägtesten Quanteneffek-
te auftreten. Die in diesem Abschnitt erhaltenen Steepest-Descent-Resultate
werden wir mit einer exakten numerischen Integration der Golden-Rule-Rate
vergleichen. Abschließend untersuchen wir in Abschnitt 4.7 den Einfluß der
hochfrequenten Badmoden auf die Übergangsrate. Dazu vergleichen wir eini-
ge Spektraldichten, die im Niederfrequenzbereich dasselbe Verhalten zeigen
und sich lediglich für hohe Frequenzen voneinander unterscheiden.

4.1 Das Modell

In diesem Kapitel soll der Elektrontransfer im Rahmen des Spin-Boson-
Modells, Gl. (2.10), behandelt werden. Selbstverständlich ist dieses Modell ei-
ne starke Vereinfachung für die komplizierten Verhältnisse innerhalb größerer
Moleküle, und es kann in der Regel auch keine zufriedenstellenden quantitati-
ven Ergebnisse für konkrete Reaktionen liefern. Aufgrund seiner Einfachheit
läßt es aber analytische Berechnungen zu, welche Einblicke in die Mechanis-
men des ET liefern, die in ihren Grundzügen auch für kompliziertere Modelle
gültig sind.
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Im folgenden soll skizziert werden, wie ein realistisches ET-System auf
das Spin-Boson-Modell reduziert werden kann. Diese Prozedur ist in Ref. [57]
näher ausgeführt. Das betrachtete System bestehe aus dem Reaktionskom-
plex, welcher selbst viele nukleare Freiheitsgrade enthalten kann, sowie dem
Solventen. All jene Freiheitsgrade innerhalb des Solventen und des Reak-
tionskomplexes, welche nur schwach mit dem elektronischen Freiheitsgrad
wechselwirken, spielen die Rolle eines Wärmebades. Die Normalmoden des
Wärmebades können dann in harmonischer Näherung behandelt werden und
sind bilinear an die Elektronvariable gekoppelt. Ein solches Wärmebad ist
durch die spektrale Dichte (1.15) vollständig charakterisiert. Diejenigen Frei-
heitsgrade innerhalb des Solventen und des Reaktionskomplexes aber, welche
stark mit dem elektronischen Freiheitsgrad wechselwirken und folglich nicht
in der obigen Weise absepariert werden können, bilden eine im allgemeinen
mehrdimensionale Hyperfläche der potentiellen Energie (potential energy sur-
face, PES). Jeder elektronische Zustand (wir wollen von zwei elektronischen
Zuständen, dem Donor sowie dem Akzeptor, ausgehen) ist dabei bei Ver-
nachlässigung der elektronischen Kopplung durch seine eigene diabatische
PES charakterisiert. Die elektronische Kopplung führt nun dazu, daß sich
die beiden PES in der Nähe ihrer Schnittlinien abstoßen (Landau-Zener-
Mechanismus). Auf diese Weise entstehen zwei neue adiabatische PES (Vgl.
Abb. 4.2), von welchen die tieferliegende den Reaktand und das Produkt in
kontinuierlicher Weise verbindet. Der Abstand zwischen den beiden PES, die
adiabatische Aufspaltung, ist dabei ein Maß für die Stärke der elektronischen
Kopplung. In vielen Fällen ist die adiabatische Aufspaltung groß genug, da-
mit für die Beschreibung des ET die Betrachtung der tieferliegenden PES
genügt. Der ET erfolgt durch thermische Anregung über die Barriere oder
durch Tunneln durch die Barriere entlang des Pfades minimaler Energie. Al-
le Freiheitsgrade der PES, die hochfrequent im Vergleich zum elektronischen
Tunnelmatrixelement sind, sind dabei praktisch von der ET-Reaktion ent-
koppelt und können sukzessiv absepariert werden. Die PES kann schließlich
durch ein eindimensionales effektives Potential ersetzt werden, dessen Para-
meter durch die abseparierten Moden renormiert wurden. Das verbleibende
Problem ist also das Tunneln eines Teilchens in einem eindimensionalen Dop-
pelmuldenpotential in Gegenwart eines Wärmebades. Das Niederenergiever-
halten dieses System läßt sich nun aber wie in Abschnitt 2.1 dargestellt durch
ein dissipatives Zweizustandssystem beschreiben. Damit sind wir beim Spin-
Boson-Modell angelangt, welches die Basis der folgenden Untersuchungen
bilden soll.

In vielen realistischen Situationen ist die beschriebene Reduktion der PES
auf ein effektives eindimensionales Potential nicht möglich. In solchen Fällen
ist eine mehrdimensionale Behandlung der PES unerläßlich. Die entsprechen-
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den numerischen Rechnungen sind allerdings sehr aufwendig, so daß generell
nur eine begrenzte Anzahl von Freiheitsgraden sowie vereinfachte Potential-
formen behandelt werden können.

Wir wollen den Spin-Boson-Hamiltonian (2.10) in diesem Kapitel in der
Form

H = − h̄
2
(∆σx + εσz) +

∑
α

[ p2α
2mα

+
1

2
mαω

2
αx

2
α

]
− αEσz (4.1)

darstellen. Die Donor- und Akzeptorzustände sind die Eigenzustände von σz
zu den Eigenwerten −1 und +1. Der Donor liegt um die als positiv ange-
nommene Biasenergie h̄ε höher als der Akzeptor. Übergänge zwischen diesen
beiden Zuständen werden durch die elektronische Kopplung h̄∆ induziert.
Die Elektronvariable σz ist linear an die kollektive Badmode

αE =
a

2

∑
α

cαxα (4.2)

gekoppelt. Dabei kann E als fluktuierende dynamische Polarisierung aufgefaßt
werden, und α ist das Dipolmoment. Der Einfluß des Bades wird vollständig
durch die spektrale Dichte (1.15) beschrieben. Bei sogenannten Outer sphere
ET-Reaktionen wird die Dynamik durch Fluktuationen im Solventen kon-
trolliert, die einen großen Frequenzbereich abdecken. Die Spektraldichte ist
dann eine kontinuierliche Funktion der Frequenz. Um eine solche Umgebung
zu modellieren, wählen wir im folgenden spektrale Dichten, die sich für nied-
rige Frequenzen durch ein Potenzgesetz beschreiben lassen, und für hohe
Frequenzen durch einen exponentiellen Cutoff abgeschnitten werden. Dieser
Fall wird gerade durch die normierte Spektaldichte (2.36) beschrieben.

Viele der nachfolgenden Ergebnisse sind allerdings nicht nur für die spe-
zielle Form (2.36) gültig. Aus diesem Grund werden wir in Abschnitt 4.7 auf
zwei weitere Spektraldichten eingehen, die sich für hohe Frequenzen von der
Form (2.36) unterscheiden: zum einen betrachten wir eine Ohmsche Spek-
traldichte mit Debye-Cutoff, und zum anderen eine Ohmsche Spektraldichte
mit exponentiellem Cutoff, welcher eine diskrete Mode überlagert ist.

4.2 Klassische Behandlung des ET

Betrachten wir zuerst die Übergangsraten zwischen den beiden Zuständen im
klassischen Regime. In diesem Fall kann die Freie Energiebarriere zwischen
Donor und Akzeptor nur durch thermische Aktivierung überwunden werden.
Bezeichnet man die Freie Aktivierungsenergie für diesen Prozeß mit FD→A,
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so ist die Vorwärtsrate k+ durch einen Boltzmann-Faktor exp(−βFD→A) so-
wie einen Vorfaktor ν, welcher als Anlauffrequenz interpretiert werden kann,
bestimmt. Man erhält dann das Arrhenius-Gesetz

k+ = ν exp(−βFD→A) . (4.3)

Für die Rückwärtsrate vom Akzeptor zum Donor gilt analog

k− = ν exp(−βFA→D) . (4.4)

Zur Ermittlung der Aktivierungsenergie betrachten wir die diabatischen
Zustände, d. h. die Eigenzustände des Gesamtsystems für ∆ = 0. Wenn das
Elektron den Zustand σz = ±1 besetzt, liegt die Gleichgewichtslage des Bad-
oszillators α bei x±α = ±ac2α/2mαω

2
α. Als klassische Reorganisierungsenergie

bezeichnet man nun die Energie, die benötigt wird, um bei festgehaltenem
Elektron (∆ = 0) alle Badoszillatoren aus ihrer augenblicklichen Gleichge-
wichtslage in diejenige Gleichgewichtslage auszulenken, die dem jeweils an-
deren Elektronenzustand entspricht,

h̄Λcl =
1

2

∑
α

mαω
2
α(x

+
α − x−α )

2 (4.5)

=
a2

2

∑
α

c2α
mαω2

α

= h̄

∫ ∞

0

dω
G(ω)

ω
. (4.6)

In der letzen Zeile wurde dabei die Definition der Spektraldichte, Gl. (1.15),
und die Umnormierung G(ω) = a2J(ω)/πh̄ verwendet. Für eine Spektral-
dichte der Form (2.36) erhält man für Λcl den Ausdruck

Λcl = 2δsΓ(s)(ωc/ωph)
s−1ωc . (4.7)

Die Reorganisierungsenergie ist die zentrale Energieskala des klassischen ET,
und sie beschreibt den Einfluß der Umgebung auf die Dynamik des Elektrons
vollständig. Die Freien Energien des Akzeptor- bzw. Donorzustandes σz = ±1
sind schließlich durch

F± = ∓ h̄ε
2

+
1

h̄Λcl

(
µE ∓ h̄Λcl

2

)2

− Λcl

4
(4.8)

gegeben. Trägt man F+ und F− gegen die Badpolarisation E auf, so erhält
man sich schneidende Parabeln, die sogenannten Marcus-Parabeln. Diese sind
in Abb. 4.1 für verschiedene Werte des Bias-Parameters ε dargestellt. Die
Parabel auf der jeweils linken Seite beschreibt dabei den Donorzustand und
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Abbildung 4.1: Die Freie Energie der diabatischen Zustände als Funktion der Badpolari-
sation E (Marcus-Parabeln). Der Donor ist mit D, der Akzeptor mit A gekennzeichnet.
(a) Symmetrischer Fall ε = 0. (b) Normaler Bereich ε < Λcl. (c) Aktivierungsloser Fall
ε = Λcl. (d) Invertierter Bereich ε > Λcl.

hat ein Minimum bei E− = −h̄Λcl/2µ, während die Parabel rechts mit ei-
nem Minimum bei E+ = h̄Λcl/2µ dem Akzeptorzustand zugeordnet ist. Der
Schnittpunkt der Parabeln ist vom Bias abhängig und liegt bei E∗ = −h̄ε/2µ.
Da die Badfluktuationen langsam im Vergleich zum elektronischen Freiheits-
grad sind (Born-Oppenheimer-Näherung), erfolgt der elektronische Übergang
nach dem Franck-Condon-Prinzip. Dieses besagt, daß sich die nukleare Ko-
ordinate E während eines elektronischen Übergangs nicht ändert, d. h. daß
die Übergänge von einer diabatischen Kurve zur anderen in Abb. 4.1 senk-
recht verlaufen. Dieser Prozeß ist allerdings nur dann effektiv, wenn sich
die Badpolarisation im sogenannten Landau-Zener Regime E ≈ E∗ befindet.
Anders ausgedrückt bedeutet dies, daß geeignete Badfluktuationen die elek-
tronischen Niveaus in Resonanz bringen müssen. Die Aktivierungsenergien
für einen Übergang vom Donor zum Akzeptor bzw. vom Akzeptor zum Donor
sind durch

FD→A(ε) = F−(E∗)− F−(E+) = h̄(ε− Λcl)
2/4Λcl , (4.9)

FA→D(ε) = F+(E∗)− F+(E−) = h̄(ε+ Λcl)
2/4Λcl (4.10)



4.2. Klassische Behandlung des ET 87

gegeben. Im symmetrischen Fall ε = 0 gilt FD→A = FA→D = h̄Λcl/4, und
die Vorwärts- und Rückwärtsraten sind gleich groß. Mit zunehmendem Bias
verringert sich die Aktivierungsenergie relativ zum Donorzustand, und die
Vorwärtsrate nimmt zu. Wenn die Biasenergie schließlich der klassischen Re-
organisierungsenergie entspricht, h̄ε = h̄Λcl, ist die Aktvierungsenergie für
den Vorwärtsprozeß gleich Null und die Rate ist maximal. Für einen noch
größeren Bias nimmt die Aktivierungsenergie wieder zu und die Vorwärtsra-
te wird kleiner. Dieser Bereich ist das sogenannte invertierte Regime. Phy-
sikalisch bedeutet dies, daß das Produkt in einem vibronisch hoch angereg-
ten Zustand erzeugt wird. Die Marcus-Theorie sagt also eine nichtmonotone
Abhängigkeit der Rate von der Bias-Energie voraus. Die Beobachtung dieses
charakteristischen Verhaltens in ET-Messungen hat zum Durchbruch dieser
Theorie geführt.

E E

(a) (b)

l h̄∆/2

• •
A D

• •
A D

Abbildung 4.2: Freie Energie als Funktion der Badpolarisation bei ε = 0. Donor und
Akzeptor sind mit A bzw. D bezeichnet. (a) Diabatische Zustände ∆ = 0. (b) Endli-
ches ∆. In diesem Fall wurde der Wert ∆ = Λcl/16 gewählt.

Während die Aktivierungsenergie mit Hilfe der diabatischen PES be-
stimmt werden kann, ist für die Abschätzung des Vorfaktors ν die Größe
des Tunnelmatrixelements ∆ von entscheidender Bedeutung. Bei endlichem
∆ stoßen sich die diabatischen PES in der Umgebung ihres Schnittpunktes
E∗ ab, und es bilden sich zwei neue PES, deren Abstand in etwa h̄∆/2 be-
trägt. Dies ist in Abb. 4.2 illustriert. Übergänge von einer PES zur anderen
können nur innerhalb des Landau-Zener-Regimes E ≈ E∗ geschehen, dessen
Breite

lLZ = h̄∆/|f+ − f−| (4.11)

ebenfalls mit steigendem ∆ zunimmt. Dabei bezeichnen f+ und f− die Stei-
gungen der diabatischen PES für σz = ±1 an ihrem Schnittpunkt E∗. Die
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Zeitskala typischer Badfluktuationen beträgt τc = 1/ωc, so daß die Zeit für
die Durchquerung der Landau-Zener-Region durch

τLZ = τc lLZ/E+ = ∆/Λclωc (4.12)

gegeben ist. Die typische Zeitskala für einen elektronischen Übergang beträgt
dagegen τel = 1/∆. Das Verhältnis dieser Zeiten bestimmt nun die Art des
Übergangs und wird als Adiabazitätsparameter bezeichnet,

p = τLZ/τel = ∆2/Λclωc . (4.13)

Im Fall p � 1 spricht man von nichtadiabatischem ET. In diesem Fall ist
das elektronische Tunnelmatrixelement so klein, daß das System die Landau-
Zener-Region in der Regel ohne Tunnelprozeß durchquert. Es sind also im
allgemeinen mehrere Anläufe nötig, bis das Elektron tunnelt. In diesem Re-
gime kann der Frequenzfaktor ν durch Störungstheorie in ∆ (Golden-Rule)
berechnet werden, und man erhält für die Rate [60, 69]

k+GR(T, ε) =
∆2

4

√
πh̄β

Λcl
exp

{
− h̄β

4Λcl
(ε− Λcl)

2

}
. (4.14)

Der Fall p� 1 wird als adiabatischer ET bezeichnet. Diese Situation wurde
in der ursprünglichen Arbeit von Marcus [59] betrachtet. Das elektronische
Tunnelmatrixelement ∆ ist dann so groß, daß jede Durchquerung des Landau-
Zener-Regimes mit Tunnelprozessen verknüpft ist. Das System bewegt sich
dann ausschließlich auf der tiefer liegenden PES. Im Rahmen der klassischen
Transition State Theorie erhält man eine ∆-unabhängige Rate,

k+TST(T, ε) =
Λclωc

4π

√
πh̄β

Λcl
exp

{
− h̄β

4Λcl
(ε− Λcl)

2

}
. (4.15)

Durch eine systematische Störungstheorie in ∆ ist es möglich, den Übergang
zwischen diesen beiden Grenzfällen analytisch zu untersuchen [66, 67]. Man
erhält

k+(T, ε) =
∆2

4

1

1 + π∆2/Λclωc

√
πh̄β

Λcl
exp

{
− h̄β

4Λcl
(ε− Λcl)

2

}
. (4.16)

Dieses Resultat reproduziert die beiden obigen Grenzwerte korrekt.
Fassen wir die Eigenschaften der Rate im klassischen Regime zusammen.

Der Einfluß der Umgebung wird im klassischen Regime durch lediglich einen
Parameter, die klassische Reorganisierungsenergie, beschrieben. Die genaue
Form der spektralen Dichte spielt dabei keine Rolle, lediglich der Wert des



4.3. Die Golden-Rule-Rate 89

Integrals in Gl. (4.6) ist von Belang. Die Rate ist eine nichtmonotone Funk-
tion des Bias. Wenn die Biasenergie der Reorganisierungsenergie entspricht,
ε = ε∗ = Λcl, ist der Transfer aktivierungslos und die Rate nimmt ihr
Maximum an. Die Temperaturabhängigkeit der Rate ist dann nur gering,
k+ ∝ T−1/2. Des weiteren ist die Rate als Funktion des Bias symmetrisch um
ε∗, und die Breite der Gauß-Verteilung nimmt mit der Temperatur zu.

Für tiefe Temperaturen muß die Badpolarisation als quantenmechanische
Variable behandelt werden. Abgesehen von thermischer Aktivierung kann der
Übergang vom Donor zum Akzeptor dann auch durch Tunneln der Badmoden
durch die freie Energiebarriere erfolgen. Dieser kollektive Tunnelprozeß wird
als nukleares Tunneln bezeichnet und ist abhängig von den Eigenschaften des
Bades, d. h. von der spektralen Dichte G(ω).

In den folgenden Kapiteln sollen die quantenmechanischen Eigenschaften
der Rate untersucht werden. Dabei beschränken wir uns auf den nichtadia-
batischen ET, in welchem die elektronische Kopplung in Störungstheorie be-
handelt werden kann. Von besonderem Interesse sind dabei zwei Aspekte.
Zum einen stellt sich die Frage, wie die quantenmechanischen Eigenschaf-
ten der Rate von der genauen spektralen Dichte abhängen. Zum andern soll
das das allmähliche Verschwinden dieser Effekte mit steigender Temperatur
quantitativ untersucht werden.

4.3 Die Golden-Rule-Rate

Für genügend starke Kopplung, hohe Temperaturen oder hohen Bias relaxiert
das Zweizustandsystem inkohärent, d. h. es nähert sich dem Gleichgewichts-
zustand exponentiell schnell an. In diesem Fall kann die Dynamik vollständig
durch Übergangsraten beschrieben werden. Ein Ausdruck für die quantenme-
chanische Rate kann nun direkt aus den in Abschnitt 3.1 angegebenen for-
mal exakten Reihenentwicklungen für die Population abgeleitet werden. Da
das System im inkohärenten Regime im wesentlichen entlang der Diagona-
len der reduzierten Dichtematrix propagiert, kann zur Vereinfachung dieser
Entwicklungen die Non-Interacting-Blip-Approximation (NIBA) herangezo-
gen werden [8, 5]. Dabei nimmt man an, daß sich das System immer nur für
kurze Zeit in einem Blip aufhält und die einzelnen Blips durch lange Sojourns
voneinander getrennt sind. Dann können in dem Wechselwirkungsfaktor Gn,
Gl. (2.27), die Intrablip-Wechselwirkungen Λj,k vernachlässigt werden. Da
der Imaginärteil des Influenzkerns Q′′(z), Gl. (2.35) bzw. (2.38), für lange
Zeiten gegen eine Konstante strebt, genügt es weiterhin, in dem Faktor Hn,
Gl. (2.31), nur die Wechselwirkung eines Sojourns mit dem direkt darauf
folgenden Blip zu betrachten, Xj,k = Q′′

2j,2k+1 δj,k+1. Mit diesen Näherun-



90 Kapitel 4. Nichtadiabatischer Elektrontransfer

gen faktorisieren die Integrale in den Entwicklungen (3.11) und (3.12) für
den Erwartungswert 〈σz(t)〉, und die Reihen können leicht aufsummiert, vgl.
Ref. [5, 8]. Im betrachteten Parameterbereich erhält man das exponentielle
Zerfallsgesetz

〈σz(t)〉 = [ 1− tanh(h̄βε/2) ] e−Γt + tanh(h̄βε/2) . (4.17)

Die Zerfallskonstante

Γ(ε) = k+(ε) + k−(ε) = ∆2

∫ ∞

0

dt e−Q′(t) cos[Q′′(t)] cos(εt) (4.18)

ist dabei die Summe aus der Vorwärtsrate k+(ε) und der Rückwärtsrate
k−(ε) = k+(−ε) mit

k+(ε) =
∆2

2

∫ ∞

0

dt e−Q′(t) cos[εt−Q′′(t)] =
∆2

4

∫ ∞

−∞
dz eiεz−Q(z) . (4.19)

In der zweiten Form haben wir die Rate k+(ε) als Kontourintegral in der
komplexen Zeitebene z dargestellt. Dieser Ausdruck wird auch als Golden-
Rule-Rate bezeichnet.1 Der Influenzkern Q(z), Gl. (2.35), ist wie in Abschnitt
2.5 beschrieben analytisch im Streifen 0 ≥ Im z > −h̄β und erfüllt die Sym-
metrieeigenschaften Q(−z − ih̄β) = Q(z). Deshalb können wir die Integrati-
onskontour in Gl. (4.19) beliebig innerhalb dieses Streifens verschieben. Wir
können zum Beispiel eine Kontour Cτ mit einem konstanten negativen Ima-
ginärteil τ mit 0 ≤ τ < h̄β wählen. Dies ist in Abb. 4.3 illustriert. Setzt man
z.B. τ = h̄β/2 und z = t− ih̄β/2, so kann die Rate (4.19) auch in der Form

k+(ε) =
∆2

4
eh̄βε/2

∫ ∞

−∞
dt eiεt e−X(t) =

∆2

2
eh̄βε/2

∫ ∞

0

dt cos(εt) e−X(t)

(4.20)

geschrieben werden [71]. Die verschobene Funktion X(t) ist durch Gl. (2.37)
gegeben und ist reell und symmetrisch in der Zeit t. In dieser Darstellung kann
die detaillierte Bilanz zwischen der Vorwärtsrate k+(ε) und der Rückwärts-
rate k−(ε) direkt abgelesen werden,

k+(ε) = eh̄βε k−(ε) . (4.21)

1Diese Bezeichnung beruht darauf, daß Gl. (4.19) auch direkt mit Fermis Goldener Re-
gel hergeleitet werden kann. Dabei wird das Elektron zunächst im Donorzustand festgehal-
ten und soll sich im Gleichgewicht mit dem Bad befinden, d. h. die System-Bad-Kopplung
wird in allen Ordnungen berücksichtigt. Im nichtadiabatischen Fall ∆ � ωc kann die elek-
tronische Kopplung ∆ dann als kleine Störung betrachtet werden, welche in niedrigster
Ordnung Störungstheorie zu der Übergangsrate (4.19) führt.
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Abbildung 4.3: Die komplexe Zeitebene z mit drei möglichen Kontouren Cτ .

Wie in Abschnitt 2.5 gesehen, können die Influenzkerne Q(z) und X(t) für
eine Spektraldichte der Form (2.36) in analytischer Form angegeben werden,
siehe Gl. (2.38) bzw. (2.39). Der in diesen Ausdrücken auftretende Tempe-
raturparameter κ = 1/h̄βωc nimmt im klassischen Bereich sehr große Werte
κ� 1 an, wohingegen im Quantenregime κ� 1 gilt. Es sei darauf hingwie-
sen, daß sich der quantenmechanische Bereich für eine große Cutoff Frequenz
ωc bis zu recht hohen Temperaturen erstrecken kann. Umgekehrt kann der
klassische Bereich im Falle eines niedrigen Cutoffs bis zu recht tiefen Tem-
paraturen reichen.

Im klassischen Limes κ � 1 wird das Integral in Gl. (4.19) vom Kurz-
zeitbereich dominiert, und man kann anstatt Gl. (2.35) die klassische Form

Qcl(z) = iΛclz + (Λcl/h̄β)z
2 (4.22)

verwenden. Als Entwicklungskoeffizient tritt dabei die klassische Reorganisie-
rungsfrequenz Λcl, Gl. (4.6) bzw. (4.7), auf. Mit der Form (4.22) vereinfacht
sich die Berechnung der Rate (4.19) zu einer Gauß-Integration, und man
erhält die klassische Rate im nichtadiabatischen Grenzfall, Gl. (4.14).

Im allgemeinen ist es dagegen nicht möglch, die Integrationen in Gl. (4.19)
und (4.20) in analytischer Form durchzuführen. Im Quantenregime ist dies
lediglich im Ohmschen Fall s = 1 möglich. Für nichtohmsche spektrale Dich-
ten sowie im Übergangsbereich zwischen Quanten- und klassischem Regime
werden wir die betreffenden Integrale näherungsweise in Steepest Descent
berechnen. Dazu wählt man aus der Kontourenschar Cτ (Vgl. Abb. 4.3) die-
jenige, welche durch den stationären Punkt des Integranden zs = −iτs geht.
Die Integrationskontour verläuft dann durch einen Sattelpunkt in der Rich-
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tung des steilsten Anstiegs bzw. Abfalls (Steepest Descent).2 Setzt man

F (z) = Q(z)− iεz , (4.23)

so ist der stationäre Punkt durch die transzendente Gleichung

F ′(zs) = 0 (4.24)

festgelegt. Entwickelt man nun F (z) um zs bis zur zweiten Ordnung,

F (z) = F (zs) +
1
2
F ′′(zs)(z − zs)

2 +O[(z − zs)
4] , (4.25)

so reduziert sich die Berechnung des Integrals (4.19) wiederum auf eine Gauß-
Integration. Die Rate in Steepest Descent ist dann durch

k+(T, ε) =
∆2

4

(
2π

F ′′(zs)

)1/2

exp[−F (zs)] (4.26)

gegeben. Die Größen F (zs) und F ′′(zs) sind positiv und reell. Der Term
β−1F (zs) spielt die Rolle einer quantenmechanischen (Freien) Aktivierungs-
energie, wohingegen die Größe F ′′(zs) quantenmechanische Korrekturen im
Vorfaktor beschreibt.

Die führende Korrektur zum Ausdruck (4.26) rührt vom Term vierter
Ordnung in Gl. (4.25) her. Dieser Beitrag ist klein, wenn die Bedingung

QIV(zs)/8[Q
′′(zs)]2 � 1 (4.27)

erfüllt ist. Dies ist immer dann der Fall, wenn der Energieaustausch zwi-
schen System und Umgebung von Multiphonon-Emissionsprozessen domi-
niert wird.

Bei verschwindendem Bias vereinfacht sich die transzendente Gleichung
(4.24) zu Q′(zs) = 0. Mit der allgemeinen Form von Q(z), Gl. (2.35), erhält
man für den stationären Punkt den Wert zs = −ih̄β/2. Erhöht man nun vom
Wert Null ausgehend den Bias, so bewegt sich der stationäre Punkt auf der
imaginären Achse von z = −ih̄β/2 weg in Richtung z = 0. Die transzendente
Gleichung (4.24) ist dabei im allgemeinen (für T 6= 0) nicht in geschlossener
Form lösbar, und man muß gewisse Näherungen für Q(z) annehmen. Der
stationäre Punkt erreicht schließlich den Ursprung zs = 0, wenn der Bias
gleich der klassischen Reorganisierungsfrequenz ist, ε = Λcl = −iQ′(0).

Im klassischen Regime h̄βωc � 1 fallen die Punkte z = −ih̄β/2 und z = 0
praktisch zusammen. Die Entwicklung (4.22) um z = 0, die im klassischen
Fall verwendet wird, und der daraus folgende klassische Ratenausdruck (4.14)
gelten also für jeden Wert des Bias.

2Diese Kontour erhält man unmittelbar, wenn man Gl. (4.19) nicht mit der Golden-
Rule-Formel, sondern der Im F -Methode herleitet [5]. Dabei ist τs die Breite eines Bounce
(Kink Anti-Kink Paar) in Imaginärzeit. Die Äquivalenz dieser unterschiedlichen Ansätze
folgt aus den analytischen Eigenschaften der Funktion Q(z).
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4.4 Der Ohmsche Fall im Quantenregime

Im Ohmschen Fall s = 1 nimmt die spektrale Dichte (2.36) die Form

G(ω) = 2K ω e−ω/ωc (4.28)

an. Die Funktionen Q(z) und X(t) sind in diesem Fall durch Gl. (2.40) und
(2.41) gegeben, und für tiefe Temperaturen gilt Gl. (2.42). Im Scaling-Limes
ωc|z| � 1 gelangen wir schließlich zu den Formen (2.43) und (2.44). Die-
se Näherung ist natürlich nur dann sinnvoll, wenn der Beitrag des Bereichs
|z| ≤ 1/ωc zum Integral (4.19) vernachlässigt werden kann. Dies ist dann
der Fall, wenn der stationäre Punkt des Integranden außerhalb dieses Be-
reiches liegt. Wie im vorhergehenden Abschnitt diskutiert wurde, ist diese
Bedingung nur für einen schwachen Bias ε � Λcl erfüllt. Für einen Bias in
der Größenordnung von Λcl kann die Scaling-Form dagegen nicht verwendet
werden.

Mit der Scaling-Form (2.44) kann das Integral in Gl. (4.20) in analytischer
Form berechnet werden [8, 5]. Man erhält den bekannten Ausdruck für die
Ohmsche Rate im Bereich kBT, h̄ε� h̄ωc,

k+(T, ε) =
∆2

4ωc

(
h̄βωc

2π

)1−2K |Γ(K + ih̄βε/2π)|2
Γ(2K)

eh̄βε/2 . (4.29)

Für h̄βε� 1 vereinfacht sich dies auf

k+(T ) =

√
π

4

Γ(K)

Γ(K + 1
2
)

∆2

ωc

(
kBT

πh̄ωc

)2K−1

=

√
π∆r

4

Γ(K)

Γ(K + 1
2
)

(
kBT

πh̄∆r

)2K−1

(4.30)

mit dem in Gl. (2.16) definierten reduzierten Matrixelement ∆r. Für hohe
Temperaturen wird die Rate also vom Bias unabhängig. Während dieser
Ausdruck für K > 1 auch im Limes T → 0 konvergiert, muß für K < 1 die
Temperatur genügend hoch sein. Im entgegengesetzten Grenzfall h̄βε � 1
erhalten wir dagegen

k+(ε) =
π

2Γ(2K)

∆2

ωc

(
ε

ωc

)2K−1

=
π

2Γ(2K)
∆r

(
ε

∆r

)2K−1

, (4.31)

und die Rate wird von der Temperatur unabhängig. Auch dieser Ausdruck
konvergiert für K > 1 im Limes ε→ 0, während für K < 1 der Bias groß ge-
nug sein muß. Es sei darauf hingewiesen, daß die Rate (4.29) ursprünglich in
der Darstellung (4.19) mit Gl. (2.43) hergeleitet wurde [73, 74, 75]. In dieser
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Darstellung scheint das auftretende Integral allerdings nur für K ≤ 1
2
zu exi-

stieren, da der Integrand im Ursprung singulär ist. Aufgrund der analytischen
Eigenschaften von Q(z) kann die Integrationskontour aber verschoben wer-
den, und der Ausdruck (4.29) gilt für allgemeine K ≥ 0. Durch Verwendung
der Darstellung (4.20) wurde dies implizit berücksichtigt.

Wenden wir uns nun dem Fall eines großen Bias zu. Ist der Bias von der-
selben Größenordnung wie ωc, so trägt der Bereich |z| ≤ 1/ωc entscheidend
zum Wert der Rate (4.19) bei, und die Scaling-Form (2.43) bzw. (2.44) kann
nicht angewendet werden. Mit dem allgemeineren Ausdruck (2.42) kann das
Integral in Gl. (4.19) für endliche Temperaturen allerdings nicht in analyti-
scher Form ausgewertet werden. Dieses ist lediglich im Fall T = 0 möglich, in
welchem sich Gl. (2.42) zu Q(z) = 2K ln(1 + iωcz) vereinfacht. Dann erhält
man [75, 76]

k+(T = 0, ε) =
π

2Γ(2K)

∆2

ωc

(
ε

ωc

)2K−1

e−ε/ωc. (4.32)

Der Beitrag des Bereichs |z| ≤ 1/ωc wird durch den Faktor e−ε/ωc wiederge-
geben. Für einen kleinen Bias ε � ωc ist dieser Faktor ungefähr gleich eins,
und Gl. (4.32) ist äquivalent zur Scaling Rate (4.31). Für einen größeren
Bias wird der Faktor e−ε/ωc jedoch wichtig und führt zu einem Abklingen
der Rate. Für K > 1

2
hat die Rate ein Maximum, wenn der Bias den Wert

ε∗ = (2K − 1)ωc = Λcl − ωc annimmt. Dabei haben wir die Reorganisie-
rungsfrequenz (4.7) im Ohmschen Fall, Λcl = 2Kωc, eingesetzt. Das Raten-
maximum liegt also bei einem niedrigeren Bias als im klassischen Fall, in
welchem ε∗ = Λcl gilt. Diese Verschiebung ist eine Folge des Tunnelns der
Badmoden durch die Barriere der Freien Energie. Die relative Verschiebung
ωc/Λcl = 1/2K ist umso kleiner, je höher die Kopplungskonstante ist.

Für K ≤ 1
2
ist die Rate (4.32) dagegen eine mononton fallende Funktion

des Bias, und es existiert kein Ratenmaximum. Für nicht zu starken Bias tritt
für K ≤ 1

2
allerdings kohärentes Tunneln auf, so daß eine Ratenbeschreibung

nicht sinnvoll ist.
Im Fall endlicher Temperaturen kann der Beitrag des Bereichs |z| ≤ 1/ωc

zum Integral (4.19) nicht in analytischer Form angegeben werden. Es ist
allerdings möglich, die exakte Tieftemperaturentwicklung für einen beliebi-
gen Wert des Bias anzugeben. Dazu schreiben wir Gl. (2.42) in der Form
Q(z) = 2K ln(1 + iωcz) + δQ(z). Der temperaturabhängige Anteil δQ(z)
kann nun im Bereich K kBT � h̄ε nach Potenzen von (z/h̄β)2 entwickelt
werden,

δQ(z) = K
π2

3

(
z

h̄β

)2

+O
[(

z

h̄β

)4]
. (4.33)
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Setzt man diese Potenzreihenentwicklung in das Ratenintegral (4.19) ein,
so kann jeder Term in der Entwicklung von exp[−δQ(z)] durch geeignete
Differentiation nach dem Bias generiert werden. Im Prinzip kann damit die
vollständige Tieftemperaturentwicklung aus Gl. (4.32) abgeleitet werden. In
führender Ordnung erhält man

k+(T, ε) = exp

[
K
π2

3

(
1

h̄β

)2
∂2

∂ε2

]
k+(T = 0, ε) (4.34)

= k+(T = 0, ε) exp

{
π2

3

K

(h̄β)2

[
−2K − 1

ε2
+

(
1

ωc
− 2K − 1

ε

)2
]}

.

(4.35)

Der exponentielle Korrekturfaktor ist von der Form exp(aT 2), und der Vor-
faktor a kann je nach Parameterbereich positiv oder negativ sein. Die Rate
bei tiefen aber endlichen Temperaturen liegt also abhängig vom Bias über
oder unter der Rate für T = 0. Der Beitrag 1/ωc in der runden Klammer
stammt aus dem Bereich |z| ≤ 1/ωc. Wenn der Bias deutlich kleiner als
(2K − 1)ωc ist, kann dieser Term vernachlässigt werden. Dann ist Gl. (4.35)
äquivalent zur Tieftemperaturentwicklung der Scaling Rate (4.29). Für einen
größeren Bias ist der 1/ωc Term dagegen von entscheidender Bedeutung. Für
K > 1

2
liegt das Maximum der Rate (4.35) bei ε = ε∗ mit

ε∗ = (2K − 1)ωc +
1

3

(
πkBT

h̄ωc

)2
2K ωc

2K − 1
. (4.36)

Mit dem Auftreten der thermischen Aktivierung für endliche Temperaturen
wird ε∗ also zu höheren Werten verschoben.

Entwickeln wir nun den Ratenausdruck (4.35) um das Maximum (4.36).
Im Gegensatz zum klassischen Fall (4.14) erhalten wir nun eine asymmetri-
sche Verteilung,

k+(T, ε) = k+(T, ε∗) exp
{
− (ε− ε∗)2

2W 2ω2
c

(
1−A

(ε− ε∗)
ωc

+O
[
(ε− ε∗)2

ω2
c

])}
.

(4.37)

Die dimensionslose Breite W und die Asymmetriestärke A sind dabei durch

W 2 = (2K − 1)

{
1 +

2K

3

2K − 2

(2K − 1)2

(
πkBT

h̄ωc

)2}
, (4.38)

A =
2

3(2K − 1)

{
1− 4K

3

2K − 2

(2K − 1)2

(
πkBT

h̄ωc

)2}
(4.39)
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gegeben. Für K � 1 gilt Gl. (4.37) in einem weiten Biasbereich. Da A positiv
ist, ist Rate für einen Bias unterhalb von ε∗ kleiner als für einen Bias oberhalb
von ε∗. Die Ursache dieses charakteristischen Verhaltens der Rate im Quan-
tenregime kann schon in Abb. 4.1 erkannt werden: im invertierten Regime ist
die freie Energiebarriere deutlich schmaler als im normalen Regime, so daß
das kollektive Tunneln der Badmoden für ε > ε∗ effektiver ist. Für T = 0
gilt W 2 = (2K − 1) und A = 2/[3(2K − 1)]. Die Breite wächst also mit der
Kopplungsstärke K, während der Asymmetrieparameter abnimmt. Für end-
liche Temperaturen tritt nun zum Tunneln der Badmoden auch thermische
Aktivierung über die Barriere der Freien Energie hinzu. Im Bereich K > 1
führt dies zu einer Verbreiterung der Verteilung und einer Abschwächung
der Asymmetrie. Die Quanteneffekte werden also schwächer, und das System
verhält sich mit steigender Temperatur ,,klassischer”. Im Bereich K < 1 ist
das Verhalten umgekehrt: die Breite der Verteilung nimmt ab, und die Asym-
metrie wird verstärkt. Es sei aber darauf hingewiesen, daß in diesem Bereich
die Darstellung (4.37) nur in einem kleinen Bereich um das Ratenmaximum
gültig ist.

In diesem Abschnitt wurde die Ohmsche Rate im quantenmechanischen
Bereich κ � 1 untersucht. Dabei wurden charakteristische Abweichungen
vom klassischen Verhalten festgestellt, die von der Kopplungsstärke K und
damit von der spektralen Dichte des Bades abhängen. Im nächsten Ab-
schnitt soll untersucht werden, wie sich diese Quantensignaturen im Fall einer
nichtohmschen Spektraldichte verändern.

4.5 Nichtohmsche Raten für T = 0

Bei T = 0 vereinfacht sich die Badkorrelationsfunktion (2.38) zu

Q(z) = 2δsΓ(s− 1)(ωc/ωph)
s−1[ 1− (1 + iωcz)

1−s ] . (4.40)

Mit dieser Form läßt sich die Bestimmungsgleichung für den stationären
Punkt, Gl. (4.24), in analytischer Form auflösen, zs = −i[ (Λcl/ε)

1/s−1 ]/ωc.
Mit Gl. (4.26) erhält man die Steepest-Descent-Rate für allgemeine s,

k+(ε) =
∆2

4

√
2π

sΛclωc

(
Λcl

ε

) 1+s
2s

exp

{
− ε

ωc

+
1

s− 1

Λcl

ωc

[
s

(
ε

Λcl

) s−1
s

− 1

]}
(4.41)

Der Gültigkeitsbereich für diesen Ausdruck, Gl. (4.27), nimmt die Form

[ 2δsΓ(s) ]
1/s(ε/ωph)

(s−1)/s = (ε/Λcl)
(s−1)/sΛcl/ωc � (s+ 2)(s+ 1)/8s (4.42)
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an. Im subohmschen Fall entspricht dies grob dem Bereich ε ≤ ωph, im su-
perohmschen Fall dem Bereich ε ≥ ωph, während für Ohmsche Dissipation
die Bedingung δ1 ≡ K � 1 erfüllt sein muß. Es kann leicht nachgerechnet
werden, daß der Grenzwert s → 1 von Gl. (4.41) tatsächlich der Ohmschen
Rate (4.32) im GrenzfallK � 1 entspicht. Die Rate (4.41) hat ein Maximum,
wenn der Bias den Wert ε∗ annimmt. Dieser ist durch die transzendente Glei-
chung

(ε∗/Λcl)
1−1/s − (ε∗/Λcl) = [ (s+ 1)/2s ] (ωc/Λcl) (4.43)

bestimmt. Im folgenden sollen nun der subohmsche Fall s < 1 und der su-
perohmsche Fall s > 1 einzeln betrachtet werden.

Im subohmschen Fall s < 1 wird der Energieaustausch zwischen Sys-
tem und Bad bei schwachem Bias durch Multiphonon-Prozesse dominiert.
Der Ratenausdruck (4.41) gilt auch für verschwindenden Bias, k+(ε → 0) ∝
ε−(s+1)/2s exp [−as(Λcl/ε)

(1−s)/s]. Als Folge der hohen Dichte an niederenerge-
tischen Anregungen wird das Tunneln durch die Barriere für ein symmetri-
sches System bei T = 0 also vollständig unterdrückt. Die Lage des Ratenma-
ximums erhält man im Limes ωc → ∞ aus Gl. (4.43),

ε∗ = [ 2s/(1 + s) ]s/(1−s) [ 2δsΓ(s) ]
1/(1−s) ωph . (4.44)

Wird der Bias über ε∗ hinaus erhöht, so verschwinden die Multiphonon-
Prozesse nach und nach, und Gl. (4.41) verliert allmählich ihre Gültigkeit.
Für ε� ε∗ ist der Einfluß der Umgebung nur noch schwach, und die Emission
von Energie wird duch den Einphonon-Prozeß dominiert [5].

Im superohmschen Fall ist das Verhalten entgegengesetzt. Hier wird die
Rate bei schwachem Bias durch Ein- oderWenigphononen-Prozesse bestimmt.
Erst mit steigendem Bias kommen Multiphonon-Prozesse ins Spiel und bilden
den ansteigenden Flügel von k+(ε). Für ε ≥ ωph gilt schließlich der asymptoti-
sche Multiphonon-Ausdruck (4.41), und das Ratenmaximum ist für Λcl � ωc

durch

ε∗

Λcl
= 1− s+ 1

2

ωc

Λcl
+O

(
ω2
c

Λ2
cl

)
(4.45)

gegeben. Dieser Ausdruck reproduziert das Ohmsche Ergebnis korrekt.3 Für
einen festgehaltenen Wert von ωc/Λcl weicht ε

∗/Λcl mit steigendem s immer
mehr vom klassischen Wert ε∗/Λcl = 1 ab.

3Gl. (4.45) gilt auch im subohmschen Fall, wenn Λcl � ωc erfüllt ist. Diese Bedingung
gilt für s < 1 allerdings nur bei sehr starker Kopplung (siehe Abschnitt 4.6.2).
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Entwickelt man nun die Rate (4.41) um ihr Maximum ε∗ gemäß Gl. (4.37),
so erhält man für die Breite und die Asymmetriestärke

W 2 =
sΛcl

ωc

[
1− s+ 1

2s

ωc

Λcl
+O

(
ω2
c

Λ2
cl

)]
, (4.46)

A =
(s+ 1)ωc

3sΛcl

[
1 +

ωc

Λcl

+O
(
ω2
c

Λ2
cl

)]
. (4.47)

Im Grenzfall s → 1 stimmt die Breite (4.46) mit dem Ohmschen Ergebnis
(4.38) überein, und die Asymmetriestärke (4.47) entspricht dem Ohmschen
Resultat für K � 1. Bei festem ωc/Λcl wächst die Breite mit s, während
die Asymmetriestärke interessanterweise abnimmt. Auf diesen Punkt wird in
Abschnitt 4.6.2 nochmals eingegangen.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts zeigen, daß die quantenmechanischen
Signaturen in der Rate bei von der genauen Gestalt der Spektraldichte ab-
hängen. Die Form der Rate bei T = 0 hängt sowohl von dem Parameter s,
welcher die Spektraldichte klassifiziert, als auch von dem Quotient Λcl/ωc =
2δsΓ(s)(ωc/ωph)

s−1 ab, welcher ein Maß für die Kopplungsstärke darstellt.

4.6 Übergang von quantenmechanischem zu

klassischem Verhalten

In diesem Abschnitt soll der Übergang von quantenmechanischem zu klas-
sischem Verhalten im Rahmen der Steepest-Descent-Näherung beschrieben
werden. Von Interesse ist vor allem, wie die in den letzten beiden Abschnitten
untersuchten Quanteneffekte, die von der präzisen Gestalt der Spektraldichte
abhängen, mit ansteigender Temperatur allmählich ausgelöscht werden. Da-
bei ist es in zwei entgegengesetzten Parameterbereichen möglich, den Über-
gang von nuklearen Tunneln bei T = 0 zum rein thermisch aktivierten Über-
gang im klassischen Regime in einer einheitlichen Form zu beschreiben: zum
einen untersuchen wir symmetrische Systeme, die bereits in verschiedenen
Arbeiten behandelt wurden [63, 64, 65, 68, 70], und Systeme mit schwachem
Bias, zum anderen gilt unser Interesse auch Systemen mit einem großen Bias
von der Größenordnung der klassischen Reorganisierungsfrequenz.

4.6.1 Schwacher Bias

Bei verschwindendem Bias ε = 0 liegt der stationäre Punkt bei zs = −ih̄β/2.
Dann bietet sich die Darstellung (4.20) an, deren Integrand für ts = 0 stati-
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onär ist. In der Entwicklung von X(t) um den stationären Punkt,

X(t) = (h̄β/4)Λ1 + (Λ2/h̄β) t
2 +O(t4) , (4.48)

treten nun die Reorganisierungsenergien h̄Λ1 und h̄Λ2 auf, die quantenmecha-
nische Korrekturen enthalten. Aus Gl. (2.37) erhält man die entsprechenden
Integraldarstellungen

Λ1 =
4

h̄β

∫ ∞

0

dω
G(ω)

ω2
tanh(1

4
h̄βω) , (4.49)

Λ2 =
h̄β

2

∫ ∞

0

dωG(ω)
1

sinh(1
2
h̄βω)

, (4.50)

aus welchen zusammen mit Gl. (4.6) die Ungleichung Λcl ≥ Λ1 ≥ Λ2 folgt. Im
klassischen Limes κ→ ∞ nähern sich sowohl h̄Λ1 als auch h̄Λ2 der klassischen
Reorganisierungsenergie an,

lim
κ→∞

Λ1 = Λcl , lim
κ→∞

Λ2 = Λcl . (4.51)

Für die spektrale Dichte (2.36) ergeben sich aus Gl. (4.49) und (4.50) die
analytischen Ausdrücke

Λ1 = 8Bs(kBT/h̄) + bs(κ) (kBT/h̄) (T/Tph)
s−1 , (4.52)

Λ2 = as(κ) (kBT/h̄) (T/Tph)
s−1 , (4.53)

bs(κ) = 16δsΓ(s− 1)
{
ζ(s− 1, 1 + κ)− ζ(s− 1, 1

2
+ κ)

}
, (4.54)

as(κ) = 2δsΓ(s+ 1)ζ(s+ 1, 1
2
+ κ) (4.55)

mit Tph = h̄ωph/kB und Bs = δsΓ(s− 1)(ωc/ωph)
s−1. Im klassischen Regime

κ� 1 kann für die Zeta-Funktion die asymptotische Entwicklung eingesetzt
werden, und man findet die Grenzwerte (4.51) bestätigt. Im Quantenregime
κ� 1 nehmen die Koeffizienten (4.54) und (4.55) dagegen die Form

bs(0) = 16δsΓ(s− 1)[2− 2s−1]ζ(s− 1) , (4.56)

as(0) = 2δsΓ(s+ 1)[2s+1 − 1]ζ(s+ 1) (4.57)

an. In Abb. 4.4 sind die Größen Λ1 und Λ2 in Einheiten von Λcl, Gl. (4.7),
für die Parameter s = 1, 2 und 3 als Funktion von κ dargestellt. Mit stei-
gendem s sind die Abweichungen vom klassischen Verhalten im gesamten
Temperaturbereich ausgeprägter.
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Abbildung 4.4: Die quantenmechanischen Badfrequenzen Λ1 und Λ2 in Einheiten von
Λcl für s = 1 (durchgezogene Linien), s = 2 (gestrichelte Linien), und s = 3 (gepunk-
tete Linien).

Betrachten wir zunächst die Rate eines symmetrischen Systems ε = 0.
Setzt man die Entwicklung (4.48) in Gl. (4.20) ein, so erhält man [63, 64, 70]

k+(T, ε = 0) =
∆2

4

√
πh̄β

Λ2

e−h̄βΛ1/4 . (4.58)

Dieser Ausdruck ist eine Verallgemeinerung des klassischen Ergebnisses (4.14)
für ε = 0, welches als Spezialfall (Limes κ → ∞) in Gl. (4.58) enthal-
ten ist. Für tiefere Temperaturen tritt Tunneln der Badmoden durch die
Barriere der Freien Energie auf. Als Folge davon hängt die Rate von der
genauen Form der spektralen Dichte G(ω) ab. Diese Quanteneffekte wer-
den durch die Abweichung der effektiven Badenergien h̄Λ1 und h̄Λ2 von der
klassischen Reorganisierungsenergie h̄Λcl beschrieben. Die Energieskala h̄Λ1

ist direkt mit der quantenmechanische Aktivierungsenergie verknüpft, wel-
che wegen des Tunnelns der Badmoden geringer als im klassischen Fall ist,
FD→A = h̄Λ1/4 < h̄Λcl/4. Im Gegensatz dazu beschreibt die Energieskala h̄Λ2

die Quanteneffekte im Vorfaktor. Beide Effekte führen zu einer Erhöhung der
Rate im Vergleich zum klassischen Ergebnis (4.14). Diese Erhöhung ist nach
Abb. 4.4 für große Parameter s besonders ausgeprägt.

Die führende Korrektur zum Ergebnis (4.58) rührt von dem O(t4)-Term
in Gl. (4.48) her. Diese kann im Bereich

32δs

( T

Tph

)s−1 [ Γ(s+ 1) ζ(s+ 1, 1
2
+ κ) ]2

Γ(s+ 3) ζ(s+ 3, 1
2
+ κ)

� 1 (4.59)

vernachlässigt werden. Die Bedingung (4.59) ist immer dann erfüllt, wenn
Multiphonon-Prozesse den Energieaustausch dominieren. Im klassischen Be-
reich κ � 1 ist diese Bedingung immer erfüllt. Im Quantenregime κ � 1
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entspricht sie im Fall Ohmscher Dissipation dem Bereich K � 1. Im su-
perohmschen Fall ist Gl. (4.59) für Temperaturen jenseits der Phonontem-
peratur Tph erfüllt, wohingegen im subohmschen Fall die Temperatur klein
gegen Tph sein muß.

Ist der Bias endlich, so bewegt sich der stationäre Punkt von ts = 0
(zs = −ih̄β/2) weg. Für einen kleinen Bias im Bereich

ε� (1 + 2κ)Λ2 (4.60)

kann die Kurzzeitentwicklung (4.48) für X(t) jedoch immer noch angewen-
det werden, und der stationäre Punkt ist durch ts = ih̄βε/2Λ2 gegeben.
Verschiebt man die Integrationskontour in Gl. (4.20) so, daß sie durch den
stationären Punkt geht, kann die Rate wieder in Steepest Descent berech-
net werden. Man erhält die Vergleich zum symmetrischen Fall (4.58) erhöhte
Rate

k+(T, ε) =
∆2

4

√
πh̄β

Λ2
exp

{
− h̄β

4
Λ1 +

h̄βε

2
− h̄βε2

4Λ2

}
. (4.61)

Dieser Ratenausduck beschreibt zusammen mit Gl. (4.49) und (4.50) den
Übergang von klassischem zu quantenmechanischem Verhalten für eine be-
liebige Spektraldichte. Er ist gültig, wenn die beiden Bedingungen (4.59) und
(4.60) erfüllt sind.

Im klassischen Regime κ � 1 ist die Bedingung (4.60) unabhängig vom
Wert des Bias erfüllt. Mit Gl. (4.51) geht der Ausdruck (4.61) dann in die
klassische Ratenformel (4.14) über, deren Eigenschaften in Abschnitt 4.2 dis-
kutiert wurden. Für tiefere Temperaturen wird der Bereich (4.60), in welchem
der Ausdruck (4.61) gültig ist, zunehmend kleiner. Im Quantenregime κ� 1
ist Gl. (4.60) äquivalent zu ε � Λ2 ∝ T s. Insbesondere gilt der Ratenaus-
druck (4.61) also nicht mehr für einen großen Bias im Bereich des Ratenma-
ximums. Im Grenzfall T → 0 ist die Bedingung (4.60) nur noch für ε = 0
erfüllt.

Zur Kontrolle sollen die obigen Ausdrücke im Ohmschen Fall betrachtet
werden. Für s→ 1 gehen Gl. (4.52) und (4.53) in die Formen

Λ1 = (8K/h̄β) ln

[
Γ2(1 + κ)

κΓ2(1
2
+ κ)

]
, Λ2 = (2K/h̄β)Ψ′(1

2
+ κ) (4.62)

über, welche sich im Quantenregime κ� 1 zu

Λ1 = (8K/h̄β) ln(h̄βωc/π) , Λ2 = π2K/h̄β (4.63)
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vereinfachen. Die Rate (4.61) ist dann durch

k+(T, ε) =
∆2

4ωc

√
π

K

(
π

h̄βωc

)2K−1

exp

{
h̄βε

2
− 1

K

(
h̄βε

2π

)2}
(4.64)

gegeben, und die Bedingungen (4.59) und (4.60) nehmen die Form K � 1
und h̄ε � π2K kBT an. In diesem Parameterregime stimmt die Steepest-
Descent-Rate (4.64) tatsächlich mit dem Ergebnis (4.29) überein.

4.6.2 Großer Bias

Betrachten wir nun den Fall eines großen Bias. Wie wir in den Abschnitten
4.4 und 4.5 gesehen haben, ist dies der interessante Bereich um das Raten-
maximum, in welchem Quanteneffekte am deutlichsten ausgeprägt sind.

Bei einem Bias von der Größenordnung der klassischen Reorganisierungs-
energie und/oder für hohe Temperaturen liegt der stationäre Punkt in der
Nähe des Ursprungs der komplexen Zeitebene z. Dann können wir Q(z) um
z = 0 entwickeln, und man erhält bis zu Termen vierter Ordnung

Q(z) = iΛclz +
c2(κ)

2!
(ωcz)

2 − i
c3
3!

(ωcz)
3 − c4(κ)

4!
(ωcz)

4 +O(ωcz)
5 . (4.65)

Die Integraldarstellungen der dimensionslosen Koeffizienten cj(κ) sind durch

c2(κ) =
1

ω2
c

∫ ∞

0

dωG(ω) coth(1
2
h̄βω) ,

c3 =
1

ω3
c

∫ ∞

0

dω ωG(ω) , (4.66)

c4(κ) =
1

ω4
c

∫ ∞

0

dω ω2G(ω) coth(1
2
h̄βω) .

gegeben. Für die spektrale Dichte (2.36) erhält man die Ausdrücke

c2(κ) = s [ 1 + 2κs+1ζ(s+ 1, 1 + κ) ] (Λcl/ωc) ,

c3 = s(s+ 1)(Λcl/ωc) , (4.67)

c4(κ) = s(s+ 1)(s+ 2) [ 1 + 2κs+3ζ(s+ 3, 1 + κ) ] (Λcl/ωc) .

Eine Untersuchung der Rate basierend auf einer Entwicklung von Q(z)
bis zur Ordnung z2 wurde in früheren Arbeiten durchgeführt [63, 64]. Wie
schon in Ref. [77] festgestellt wurde, erklärt diese sogenannte semiklassische
Näherung allerdings nicht die Verschiebung des Ratenmaximums zu einem
von Λcl verschiedenen Wert sowie die Asymmetrie der Ratenverteilung um
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ihr Maximum. Im folgenden sollen nun die Auswirkungen der Terme ab der
dritten Ordnung in Gl. (4.65) untersucht werden. Liegt der Bias im Bereich

|Λcl − ε| � ωcc
2
2(κ)/c3 , (4.68)

so erhält man den stationären Punkt aus der Bestimmungsgleichung (4.24)
in Form einer Reihenentwicklung in Λcl − ε. Bis zur zweiten Ordnung findet
man

zs = − i

ωc

(
Λcl − ε

c2ωc

)
− i

2ωc

c3
c2

(
Λcl − ε

c2ωc

)2

. (4.69)

Die Rate hat dann die Form (4.26),

k+(T, ε) =
∆2

4

(
2π

F ′′(zs)

)1/2

exp[−F (zs)] ,

F (zs) =
1

2c2

(
Λcl − ε

ωc

)2

+
c3
6c32

(
Λcl − ε

ωc

)3

, (4.70)

F ′′(zs) =

[
c2 − c3

c2

(
Λcl − ε

ωc

)
− 1

2

(
c23
c32

− c4
c22

)(
Λcl − ε

ωc

)2
]
ω2
c .

Zusammen mit Gl. (4.66) beschreibt dieser Ratenausdruck den Übergang
von quantenmechanischem zu klassischem Verhalten für eine beliebige spek-
trale Dichte. Er ist gültig, wenn die Biasbedingung (4.68) und die Steepest-
Descent-Bedingung (4.27), die in diesem Fall ungefähr durch

c4/8c
2
2 � 1 (4.71)

gegeben ist, erfüllt sind. Im klassischen Limes κ� 1 sieht man mit Gl. (4.66),
daß diese Bedingungen unabhängig vom Bias für jede Spektraldichte erfüllt
sind, und die Rate geht in den klassischen Ausdruck (4.14) über. Für end-
liche κ zeigt die Rate (4.70) dagegen wesentliche Abweichungen vom klassi-
schen Verhalten. Betrachtet man den quantenmechanischen Aktivierungsfak-
tor exp[−F (zs)] der Rate (4.26) allein, so erwartet man einen aktivierungs-
losen Transfer für ε = Λcl. Tatsächlich wird das Ratenmaximum aber durch
die Bias-Abhängigkeit des Faktors F ′′(zs) verschoben, und wir erhalten in
Einklang mit der Bedingung (4.68) das Ergebnis

ε∗

Λcl
= 1− c3

2c2

ωc

Λcl
. (4.72)
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Die Rate nahe des Maximums kann wieder durch die Entwicklung (4.37)
beschrieben werden, wobei die Breite W und die Asymmetriestärke A jetzt
durch

W 2 = c2

[
1 +

1

2

(
c23
c32

− c4
c22

)]
, (4.73)

A =
c3
3c22

(4.74)

gegeben sind. Wir betonen, daß die Ergebnisse (4.72)-(4.74) zusammen mit
Gl. (4.66) für beliebige Spektraldichten gelten. Diese müssen lediglich schnell
genug abfallen, damit die Integrale in Gl. (4.66) konvergieren.

Im folgenden soll nun die Rate für die spezielle Form (4.67) der Koeffizi-
enten cj untersucht werden. Dazu betrachten wir zunächst die Gültigkeitsbe-
dingungen (4.68) und (4.71) im Quantenregime κ� 1. Zum einen vereinfacht
sich die Steepest-Descent-Bedingung (4.71) zu Λcl � ωc. Im superohmschen
Fall s > 1 ist dies wegen ωc � ωph praktisch immer erfüllt. Im Ohmschen Fall
muß dagegen K � 1 gelten, und im subohmschen Fall s < 1 ist diese Un-
gleichung nur für sehr starke Dämpfung 2δsΓ(s) � (ωc/ωph)

1−s erfüllt. Zum
anderen ist die Biasbedingung (4.68) für κ � 1 grob durch die Ungleichung
|Λcl − ε| � Λcl gegeben. Die obigen Ausdrücke gelten dann nur in einem
engen Bereich um Λcl, welcher aber das interessante Gebiet um das Raten-
maximum enthält. Man rechnet leicht nach, daß der Ratenausdruck (4.70) in
diesem Biasintervall für T = 0 das frühere Ergebnis (4.41) reproduziert. Mit
steigender Temperatur werden beide Bedingungen weniger streng.
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Abbildung 4.5: Die Lage des Ratenmaximums ε∗/Λcl als Funktion von κ für ωc/Λcl =
0.05. Die durchgezogene, gestrichelte und gepunktete Kurve entspricht dem Fall s =
1, 2, oder 3.
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Wir beginnen die Diskussion der Temperaturabhängigkeit der charak-
teristischen Größen ε∗, W , und A mit der Lage des Ratenmaximums ε∗,
Gl. (4.72). In Abb. 4.5 ist normierte Lage ε∗/Λcl als Funktion der Tempera-
tur für verschiedene Werte des Parameters s dargestellt. Für sehr niedrige
Temperaturen erhält man aus Gl. (4.72) den Wert

ε∗

Λcl
= 1− s+ 1

2

ωc

Λcl

[
1− 2ζ(s+ 1)

(
kBT

h̄ωc

)s+1
]
, (4.75)

welcher das T = 0 Ergebnis (4.45) enthält. Die führende Tieftemperaturkor-
rektur verhält sich ∝ T s+1. Im Fall s = 1 entspricht Gl. (4.75) dem Ohmschen
Ergebnis (4.36) für K � 1. Mit steigender Temperatur wird der Wert von
ε∗/Λcl nach oben verschoben, und für κ � 1 nähert er sich dem klassischen
Wert Eins an. Diese Annäherung geschieht allerdings mit wachsendem s lang-
samer. Wie aus Abb. 4.5 ersichtlich ist, ist die Abweichung vom klassischen
Wert ε∗ = Λcl für große Werte des Parameters s im gesamten Temperatur-
bereich ausgeprägter.
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Abbildung 4.6: Das Quadrat der Breite W 2 als Funktion von κ für ωc/Λcl = 0.1.
Die durchgezogene, gestrichelte und gepunktete Kurve entspricht dem Fall s =
1, 2, oder 3. Die dünne durchgezogene Linie stellt das klassische Verhalten W 2

cl =
2(Λcl/ωc)κ dar. Der Unterschied zwischen dieser Geraden und dem gesamten Ergeb-
nis W 2 ist der quantenmechanische Beitrag W 2

qm.

Die Breite und die Asymmetriestärke der Rate sind in den Abbildun-
gen 4.6 und 4.7 dargestellt. Für sehr niedrige Temperaturen erhält man aus
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Abbildung 4.7: Die Asymmetriestärke A als Funktion von κ für ωc/Λcl = 0.1.
Die durchgezogene, gestrichelte und gepunktete Kurve entspricht dem Fall s =
1, 2, oder 3. Wegen A > 0 ist die Rate für einen Bias über dem Maximum ε∗ höher
als für einen Bias unterhalb des Maximums. Im quantenmechanischen Bereich sind
die Abweichungen vom klassischen Verhalten A = 0 augeprägter für kleines s. Dieses
Verhalten steht im Gegensatz zum Verhalten von ε∗ (Abb. 4.5) und W 2 (Abb. 4.6).

Gl. (4.73) und (4.74)

W 2 =
sΛcl

ωc

(
1− s + 1

2s

ωc

Λcl

)[
1 + 2ζ(s+ 1)

(
1− s2 − 1

2s

ωc

Λcl

)(
kBT

h̄ωc

)s+1
]
,

(4.76)

A =
(s+ 1)ωc

3sΛcl

[
1− 4ζ(s+ 1)

(
kBT

h̄ωc

)s+1
]
. (4.77)

Für T = 0 geben diese Ausdrücke die Ergebnisse (4.46) und (4.47)4 sowie
die Ohmschen Resultate (4.38) und (4.39) für K � 1 richtig wieder. Die
führenden Tieftemperaturkorrekturen verhalten sich in beiden Fällen wieder
∝ T s−1. Dagegen unterscheiden sich diese beiden Größen, was die Abwei-
chung vom klassisch erwarteten Verhalten W 2

cl(κ) = 2(Λcl/ωc)κ bzw. Acl = 0
im Quantenregime κ� 1 angeht: während sich die Asymmetriestärke mit zu-
nehmendem Parameter s abschwächt, werden die Quantensignaturen in der
Breite ausgeprägter. Erhöht man nun die Temperatur, so fällt die Asymme-
triestärke ab, wohingegen die Breite zunimmt. Abb. 4.6 zeigt jedoch, daß die

4Tatsächlich gibt Gl. (4.77) für T = 0 das Ergebnis (4.47) nur in niedrigster Ordnung
von ωc/Λcl wieder. Um auch die nächste Ordnung in Gl. (4.47) zu erhalten, muß Q(z) bis
zur fünften Ordnung in z entwickelt werden.
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Zunahme der Breite auf den klassischen Anteil W 2
cl zurückzuführen ist. Der

quantenmechanische Anteil W 2
qm sinkt dagegen mit wachsendem κ ab. Die

Quantensignaturen sowohl in der Asymmetriestärke als auch in der Breite
werden also mit zunehmender Temperatur schwächer. Im klassischen Be-
reich κ� 1 geht die Asymmetriestärke schließlich gegen Null, und die Breite
nähert sich der klassischen Form W 2

cl = 2(Λcl/ωc)κ an. Nach Abb. 4.6 und
4.7 geschieht die Annäherung an das klassische Verhalten sowohl für W 2 als
auch für A langsamer, wenn man zu höheren Werten von s übergeht. Dies
stimmt mit dem Verhalten von ε∗ überein.

Fassen wir die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte kurz zusammen.
Erniedrigt man vom klassischen Regime ausgehend die Temperatur, so treten
aufgrund der kollektiven Tunnelprozesse der Badmoden Abweichungen der
Rate von der klassischen Form auf. Diese Quantensignaturen sind im gesam-
ten Biasbereich für große Werte von s besonders ausgeprägt. Während diese
Regel für die Parameter Λ1, Λ2, ε

∗ und W 2 bis hinab zu T = 0 gültig ist,
zeigt die Asymmetriestärke A für tiefe Temperaturen ein anderes Verhalten:
sie ist für niedrige Werte von s größer. Diese Ausnahme kann jedoch leicht
verstanden werden. Die Ursache der Asymmetrie ist die schmalere Barriere
der Freien Energie im invertieren Regime, vgl. Abb. 4.1. Für große Werte
von s ist nun der Schwerpunkt der spektralen Dichte (2.36) zu höheren Fre-
quenzen hin verschoben. Für hochfrequente Oszillatoren sind die in Abb. 4.1
dargestellten Marcus-Parabeln der Freien Energie aber enger. Damit ist der
Unterschied zwischen der Breite der Barriere im normalen Regime und der
Breite im invertierten Regime geringer, und die Asymmetrie ist weniger stark
ausgeprägt. Für die Quantensignaturen in den restlichen der untersuchten
Parametern scheint der Hochfrequenzanteil der spektralen Dichte aber offen-
bar von besonderer Bedeutung zu sein [63]. Aus diesem Grund werden wir
in Abschnitt 4.7 noch zwei weitere Spektraldichten untersuchen, welche sich
für hohe Frequenzen von der Form (2.36) unterscheiden.

4.6.3 Vergleich mit numerischen Ergebnissen

Die obigen Steepest-Descent-Resultate sollen nun mit einer numerischen Inte-
gration der Rate (4.19) verglichen werden. Dazu betrachten wir exemplarisch
die Lage des Ratenmaximums ε∗/Λcl. Da im klassischen Bereich κ � 1 die
Steepest-Descent-Näherung exakt wird, können wir uns auf den Bereich nicht
allzu hoher Temperaturen beschränken.

In Abb. 4.8 ist das Steepest-Descent-Resultat Gl. (4.72) einer numeri-
schen Berechnung von ε∗/Λcl für Ohmsche Dissipation gegenübergestellt. Ist
die Steepest-Descent-Bedingung Λcl/ωc = 2K � 1 erfüllt, so sind praktisch
keine Unterschiede festzustellen. Doch selbst für niedrige Kopplungsstärken
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Abbildung 4.8: Die Lage des Ratenmaximums ε∗/Λcl als Funktion von κ für Ohmsche
Dissipation mit verschiedenen Kopplungsstärken K. Die durchgezogenen Linien stellen
das jeweilige numerische Ergebnis dar, während die gestrichelten Linien dem jeweiligen
Steepest-Descent-Resultat, Gl. (4.72), entsprechen.

wie K = 1 sind die Abweichungen des Steepest-Descent-Resultats von dem
numerischen Ergebnis im Quantenregime relativ gering. Für T = 0 stimmt
das Steepest-Descent-Resultat mit der exakten Lösung überein. Interessan-
terweise liefert die Steepest-Descent-Näherung im gesamten Temperaturbe-
reich einen zu kleinen Wert für ε∗/Λcl.
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Abbildung 4.9: Die Lage des Ratenmaximums ε∗/Λcl als Funktion von κ für superohm-
sche Dissipation (s = 2) mit verschiedenen Werten von Λcl/ωc. Die durchgezogenen
Linien stellen das jeweilige numerische Ergebnis dar, während die gestrichelten Linien
dem jeweiligen Steepest-Descent-Resultat, Gl. (4.72), entsprechen.

In Abb. 4.9 sind analoge Kurven im Falle superohmscher Dissipation
mit s = 2 dargestellt. Auch hier liefert die Steepest-Descent-Näherung für
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Λcl/ωc � 1 sehr gute Ergebnisse. Die Abweichungen vom numerischen Ergeb-
nis sind allerdings etwas größer als im Ohmschen Fall, da der T = 0-Grenzfall
nicht mehr exakt reproduziert wird. Des weiteren liegen die Steepest-Descent-
Ergebnisse nun im gesamten Temperaturbereich etwas über den numerisch
ermittelten Werten.

4.7 Weitere Spektraldichten

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, daß die Quantenef-
fekte in der Rate mit wachsendem Parameter s und damit mit wachsendem
Gewicht der hochfrequenten Anteile in der Spektraldichte zunehmen. Um die-
sen Punkt näher zu untersuchen, sollen nun auch von Gl. (2.36) abweichende
Spektraldichten betrachtet werden.

4.7.1 Debye-Spektraldichte

Betrachten wir zuerst eine Ohmsche Spektraldichte mit Debye-Cutoff,

GD(ω) =
2KDω ω

2
c

ω2 + ω2
c

. (4.78)

Spektraldichten dieser Form sind von Relevanz bei ET-Reaktionen in polaren
Solventen [67]. Im Vergleich zu einer Ohmschen Spektraldichte mit exponen-
tiellem Cutoff, Gl. (4.28), fällt die Spektraldichte (4.78) bei hohen Frequenzen
langsamer ab. Die klassische Reorganisierungsenergie eines Debye-Bades ist
durch

ΛD
cl =

∫ ∞

0

dω
GD(ω)

ω
= πKDωc (4.79)

gegeben. Bei gleicher Kopplungsstärke K = KD hat ein Debye-Bad also eine
höhere Reorganisierungsenergie, ΛD

cl = πΛcl/2. Bei gleicher Reorgansierungs-
energie und damit identischem Verhalten im klassischen Bereich weist ein
Debye-Bad dagegen eine geringere Kopplungsstärke als ein Bad mit expo-
nentiellem Cutoff auf, KD = 2K/π. Mit der Debye-Spektraldichte (4.78) läßt
sich von dem Influenzkern, Gl. (2.35), allerdings nur noch der Imaginärteil
in geschlossener Form angeben,

Q′′
D(z) = πK(1− e−ωcz) . (4.80)

Der Realteil kann unter Verwendung der Hilfsformel

coth(πx) =
1

πx
+

2x

π

∞∑
n=1

1

x2 + n2
(4.81)
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als Reihe ausgedrückt werden [67],

Q′
D(z) =

2πK

h̄β

[
z − h̄β

2
cot

(
h̄βωc

2

)
(1− e−ωcz) + 2

∞∑
n=1

1− e−νnz

νn(1− ν2n)

]
,

(4.82)

wobei νn = 2πn/h̄β die bosonischen Matsubarafrequenzen sind.
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Abbildung 4.10: Die quantenmechanischen Badfrequenzen Λ1 und Λ2 in Einheiten
von Λcl für die Ohmsche Spektraldichte (4.28) (durchgezogene Linien) sowie für die
Debye-Spektraldichte (4.78) (gestrichelte Linien).
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Abbildung 4.11: Die numerisch berechnete Lage des Ratenmaximums ε∗/Λcl als Funk-
tion von κ. Die durchgezogene Linie gilt für eine Spektraldichte der Form (4.28) mit
K = 5. Die gestrichelte und gepunktete Linie entspricht einer Debye-Spektraldichte
mit KD = 5 bzw. KD ≈ 3.18.

Im Bereich kleiner Biasenergien ist die Rate durch den Ausdruck (4.61)
gegeben. Die quantenmechanischen Korrekturen sind dabei in den effektiven
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Badenergien (4.49) und (4.50) enthalten. Mit der Debye-Spektraldichte (4.78)
erhält man dafür die Reihendarstellungen

ΛD
1 =

8Kωc

π

∞∑
n=1

1− 1/[(2n− 1)2πκ]

(2n− 1)2 − (1/2πκ)2
, (4.83)

ΛD
2 = πKωc

[
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n

1 + 2πκn

]
. (4.84)

Diese Größen sind in Abb. 4.10 den Ergebnissen (4.62) für die Ohmsche Spek-
traldichte (4.28) gegenübergestellt. Man sieht, daß für eine Debye-Spektral-
dichte die Quanteneffekte in den Badenergien im gesamten Temperaturbe-
reich ausgeprägter sind. Insbesondere treten deutliche Abweichungen vom
klassischen Verhalten schon bei wesentlich höheren Temperaturen auf.

Im Bereich großer Biasenergien wird die Rate durch den Ausdruck (4.70)
beschrieben, und die Quanteneffekte stecken in den Koeffizienten (4.66). Für
eine Debye-Spektraldichte konvergieren die Integrale in den Größen c3 und
c4(κ) allerdings nicht mehr, und die Steepest-Descent-Beschreibung bricht
zusammen. Die Quanteneffekte im Bereich des Maximums lassen sich al-
so nur durch numerische Integration der Rate (4.19) mit dem Influenzkern
(4.80) und (4.82) untersuchen. In Abb. 4.11 ist die numerisch ermittelte Lage
des Ratenmaximums ε∗/Λcl für folgende Solventen dargestellt: Ein Ohmsches
Bad der Form (4.28) mit K = 5, ein Debye-Bad derselben Kopplungsstärke
KD = 5, sowie ein Debye-Bad mit derselben klassischen Reorganisierungs-
energie, d. h. KD = 2K/π ≈ 3.18. Die Normierung erfolgt dabei auf die
jeweilige klassische Reorganisierungsenergie. Wiederum sind die quantenme-
chanischen Effekte für ein Debye-Bad ausgeprägter, insbesondere wenn man
des Debye-Bad mit gleicher Reorganisierungsenergie betrachtet.

Insgesamt kann man also festhalten, daß der langsamere Abfall der Debye-
Spektraldichte (4.78) im Vergleich zur Ohmschen Spektraldichte (4.28) in
beiden untersuchten Biasbereichen zu deutlicheren Quantensignaturen in der
Rate führt. Das Ohmsche Debye-Bad verhält sich damit ähnlich wie ein su-
perohmsches Bad der Form (2.36).

4.7.2 Ohmsche Spektraldichte plus eine diskrete Mode

Die bisher behandelten kontinuierlichen Spektraldichten stellen dann eine
gute Beschreibung der Umgebung dar, wenn in der kontinuierlichen Fre-
quenzverteilung des Bades keine besonders dominanten Moden auftreten.
Bei sogenannten Inner sphere ET-Reaktionen spielen hingegen interne Mo-
den des Reaktionskomplexes eine wichtige Rolle, die zu einer peakartigen
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Struktur der spektralen Dichte führen.5 Ebenso können Freiheitsgrade inner-
halb der Lösungsmittelmoleküle zu einer Hervorhebung einzelner Frequenzen
führen [77]. Dies ist insbesondere bei polaren Solventen von Bedeutung. Um
den Einfluß diskreter Moden zu studieren, betrachten wir eine kontinuierliche
Spektraldichte der Form (4.28), welcher eine diskrete Mode der Frequenz ω0

überlagert ist,

G(ω) = 2Kω e−ω/ωc + Λ0ω0δ(ω − ω0) . (4.85)

Die klassische Reorganisierungsenergie eines solchen Bades ist durch

Λcl = 2Kωc + Λ0 (4.86)

gegeben. Für Λ0 � 2Kωc ist der Beitrag der diskreten Mode zur Reorganisie-
rungsenergie und damit zur klassischen Rate (4.14) gering. Abhängig von der
Frequenz ω0 der Mode können bei tieferen Temperaturen aber signifikante
Quanteneffekte auftreten.
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Abbildung 4.12: Die numerisch berechnete Lage des Ratenmaximums ε∗/Λcl als Funk-
tion von κ. Die durchgezogene Linie gilt für eine Spektraldichte der Form (4.28) mit
K = 5. Die gestrichelte und gepunktete Linie entsprechen einer Spektraldichte der
Form (4.85) mit Λ0/2Kωc = 0.1 und ω0 = 3ωc (gestrichelt) bzw. ω0 = 5ωc (gepunk-
tet).

5Wie in Abschnitt 4.1 ausgeführt, können solche Moden nur dann in das Wärmebad
miteinbezogen werden, wenn sie schwach an den elektronischen Freiheitsgrad koppeln. Ist
dies nicht gegeben, so tragen sie zur mehrdimensionalen PES bei, und ihre Behandlung
erschwert sich erheblich.
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In Abb. 4.12 ist die numerisch berechnete Lage des Ratenmaximums
ε∗/Λcl im FallK = 5 und Λ0/2Kωc = 0.1 für 2 verschiedene Werte von ω0 auf-
getragen und dem Resultat ohne diskrete Mode gegenübergestellt. Während
für ω0 = 3ωc die Korrekturen noch relativ gering sind, sind sie für ω0 = 5ωc

schon wesentlich ausgeprägter. Die Quanteneffekte steigen mit der Frequenz
der diskreten Mode.

Die in diesem Abschnitt untersuchten Spektraldichten bestätigen damit
die vorherigen Ergebnisse: mit wachsendem Gewicht der hochfrequenten Mo-
den nehmen die Quanteneffekte in der Rate zu. Dies ist anschaulich leicht
nachzuvollziehen [63]. Betrachtet man Badoszillatoren mit verschiedenen Fre-
quenzen bei einer festgehaltenen Energie, so sind die hochfrequenten Oszilla-
toren in einem niedrig angeregten Zustand, während die niederfrequenten Os-
zillatoren vergleichsweise hochangeregt sind. Die Wellenfunktion eines nied-
rig angeregten Oszillators ist aber nicht sehr scharf lokalisiert. Der Überlapp
der beiden lokalisierten Badzustände, welche den elektronischen Zuständen
σz = 1 und σz = −1 zugeordnet sind, wächst also mit der Frequenz der Bad-
mode. Damit nimmt die Wahrscheinlichkeit des Tunnelns der Badmoden zu
und führt zu charakteristischen Abweichungen der Rate von ihrer klassischen
Form.

4.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die Übergangsrate bei nichtadiabatischen ET-
Reaktionen im Rahmen der Golden-Rule-Formel untersucht. Wir haben die
quantenmechanischen Signaturen, welche vom Tunneln der Badmoden her-
rühren, für verschiedene Spektraldichten diskutiert und uns dabei insbeson-
dere auf die Lage des Ratenmaximums ε∗, die Breite der Verteilung W und
den Asymmetrieparameter A konzentriert. Im Ohmschen Fall haben wir diese
Parameter für T = 0 in analytischer Form angegeben und die führenden Tief-
temperaturkorrekturen berechnet. Da das Ratenmaximum bei einem großen
Bias liegt, war es dabei von entscheidender Bedeutung, den Influenzkern Q(z)
außerhalb des Scaling-Limes zu behandeln. Sowohl für Ohmsche als auch
nichtohmsche Spektraldichten haben wir im Rahmen der Steepest-Descent-
Näherung den gesamten Übergang vom Tunneln der Badmoden bei T = 0 bis
zum rein thermisch aktivierten Transfer im klassischen Regime beschrieben.
Die erhaltenen Resultate stimmen im untersuchten Parameterbereich sehr
gut mit den aus einer exakten numerischen Integration der Golden-Rule-Rate
folgenden Ergebnissen überein. Man findet, daß die quantenmechanischen Si-
gnaturen in der Rate mit wachsendem Parameter s deutlicher werden und
insbesondere schon bei wesentlich höheren Temperaturen auftreten. Abschlie-
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ßend haben wir die Rate für eine Ohmsche Spektraldichte mit Debye-Cutoff
sowie eine Ohmsche Spektraldichte mit einer überlagerten diskreten Mode
untersucht und auch hier ausgeprägtere Quanteneffekte gefunden. Insgesamt
kann man also sagen, daß spektrale Verteilungen mit einem großen Gewicht
bei hohen Frequenzen das Tunneln der Badmoden begünstigen und somit zu
markanten Quanteneffekten in der Rate führen.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in der Arbeit [15] veröffentlicht wor-
den.



Kapitel 5

Das periodische Potential mit
Dissipation

In Kapitel 2 haben wir gesehen, daß das Niederenergieverhalten eines Teil-
chens, welches sich in einem Doppelmuldenpotential bewegt und mit einer
Umgebung in Kontakt steht, durch ein dissipatives Zweizustandsystem be-
schrieben werden kann: die Dynamik des reduzierten Teilsystems spielt sich
dann effektiv in einem zweidimensionalen Hilbertraum ab. Nun treten in der
Physik aber auch viele interessante Systeme auf, in welchen die potentiel-
le Energie als Funktion des Freiheitsgrads mehrere lokale Minima aufweist.
Analog zur Reduktion des Doppelmuldenpotentials mit Dissipation auf das
Spin-Boson-Modell kann das Niederenergieverhalten eines an ein Wärmebad
gekoppelten Teilchens in einem Vielmuldenpotential durch ein dissipatives
N -Zustandssystem beschrieben werden. Der Fall N = 3 ist beispielsweise in
zweistufigen Elektrontransferreaktionen realisiert, bei denen in einem ersten
Reaktionsschritt ein Übergangszustand reell besetzt wird. Dieser Fall tritt
unter anderem in der bakteriellen Photosynthese auf [78].

Von besonderem Interesse ist der Fall eines unendlich ausgedehnten pe-
riodischen Potentials, auf den wir uns im folgenden beschränken wollen. Die
Reduktion dieses Modells führt zu einem dissipativen Tight-Binding-Gitter
mit N → ∞ Zuständen, welches wir kurz als dissipatives TB-Modell be-
zeichnen. Es beschreibt viele Transportvorgänge in der Festkörperphysik [79],
unter anderem die Diffusion von Atomen auf Oberflächen, das Tunneln von
Zwischengitteratomen in Metallen oder Dielektrika sowie das Tunneln von
Quasiteilchen in Josephson-Kontakten [80]. Darüberhinaus kann es auf das
Modell einer Luttingerflüssigkeit mit einem Störpotential abgebildet und da-
mit auf Fragestellungen des korrelierten eindimensionalen Elektronentrans-
ports angewendet werden. Als Beispiele seien der Ladungstransport durch
Störstellen in Quantendrähten [9] sowie das Tunneln von Randströmen im
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Fraktionalen Quanten-Hall-Effekt (FQHE) [81] genannt. Vor dem Hinter-
grund dieser Anwendungen untersuchen wir in den folgenden Kapiteln den
Nichtgleichgewichts-Transport im dissipativen TB-Modell.

In den letzten Jahren sind korrelierte Elektronsysteme Gegenstand in-
tensiven theoretischen wie experimentellen Interesses gewesen. Es ist zwar
schon lange bekannt, daß wechselwirkende Fermionen in einer Dimension
durch das Modell einer Luttinger-Flüssigkeit beschrieben werden [83, 84],
doch war es lange Zeit nicht möglich, solche Systeme experimentell zu rea-
lisieren und damit die theoretischen Vorhersagen zu überprüfen. Erst in der
letzten Dekade gelang es durch die zunehmende Miniaturisierung der Halb-
leitertechnik bis hinab in den Nanometerbereich, effektiv eindimensionale
Systeme herzustellen [1, 82]. Nach den theoretischen Vorstellungen spielen
bei eindimensionalen Systemen Vielteilchenkorrelationen eine entscheidende
Rolle und führen zum Zusammenbruch des Fermiflüssigkeitsverhaltens. Es
existieren keine niederenergetischen Quasiteilchen-, sondern nur Kollektiv-
anregungen. Dies führt zu charakteristischen Tieftemperatureigenschaften,
von welchen der Nichtgleichgewichts-Ladungstransport dem Experiment am
leichtesten zugänglich ist. Kane und Fisher [9] sagten ungewöhnliche Trans-
porteigenschaften für solche Systeme in Gegenwart einer Punktbarriere (z.
B. einer Verunreinigung) voraus: bei abstoßender Wechselwirkung führt jede
noch so kleine Barriere zur kompletten Reflexion im Limes T → 0, und die
Leitfähigkeit verschwindet mit einem charakteristischen Potenzgesetz. Die-
se Vorhersagen wurden von Milliken, Umbach, und Webb [85] experimentell
bestätigt. Sie untersuchten das Tunneln zwischen den Randzuständen im
Fraktionalen Quanten-Hall-Effekt (FQHE), welches nach Wen [81] durch das
Modell einer chiralen Luttinger-Flüssigkeit mit Punktbarriere beschrieben
werden kann. Diese experimentelle Realisierung hat gegenüber den Quan-
tendrähten zum einen den Vorteil, robust gegenüber Verunreinigungen zu
sein. Zum anderen kann eine Punktbarriere gezielt über eine Gate-Spannung
erzeugt und in ihrer Höhe variiert werden.

Abgesehen von der Leitfähigkeit sind auch die Fluktuationen des Stroms,
d.h. das Rauschspektrum, von besonderem Interesse. In Abwesenheit ei-
ner äußeren Spannung ist das (Gleichgewichts-) Rauschspektrum durch ei-
ne Fluktuations-Dissipations-Relation mit der Leitfähigkeit verknüpft: dies
ist das Johnson-Nyquist-Rauschen. Für das Nichtgleichgewichts-Rauschspek-
trum gibt es keine solch einfache Beziehung mehr. Vielmehr wird das Nicht-
gleichgewichts-Rauschspektrum von den dynamischen Eigenschaften des Sy-
stems bestimmt und enthält damit Informationen über die Anregungszustän-
de, die durch Leitfähigkeitsmessungen allein nicht zu erfassen sind. Beispiels-
weise geht die Statistik der tunnelnden Teilchen in das Rauschspektrum
ein. Selbst im Falle nichtwechselwirkender Elektronen (Fermi-Dirac Stati-
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stik) führt dies zur besonderen Effekten wie der Unterdrückung des Schrot-
rauschens unter den klassischen Wert [86, 87, 88] sowie dem Auftreten einer
Singularität bei der Josephson-Frequenz [89]. Für wechselwirkende Systeme
führen die Korrelationen zu einer geänderten (z.B. fraktionalen) Statistik und
damit zu einem noch reichhaltigeren Verhalten.

Im folgenden wollen wir das Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum beim
korrelierten Quantentransport durch eine Barriere im Rahmen des dissipati-
ven TB-Modells behandeln. Im Grenzfall kleiner Tunnelströme erhält man in
diesem Modell in erster Näherung ein frequenzunabhängiges (weißes) Rau-
schen: dies ist das klassische Schrotrauschen S = 2eI [91, 90, 92], aus des-
sen Wert die Ladung der tunnelnden Teilchen bestimmt werden kann. Auf
diese Weise gelang der experimentelle Nachweis, daß beim FQHE im Grenz-
fall schwacher Rückstreung Teilchen mit fraktionaler Ladung, die Laughlin-
Quasiteilchen, auftreten [93, 94]. Wir betonen nochmals, daß dies durch Mes-
sung der Leitfähigkeit nicht möglich ist. Für höhere Tunnelströme treten
Abweichungen von diesem Verhalten auf. Zum einen weicht der Wert des
Gleichstromrauschens vom klassischen Schrotrauschen ab [92, 95]. Zum an-
deren sind die einzelnen Tunnelprozesse miteinander korreliert, so daß das
Niederfrequenz-Rauschspektrum nicht mehr weiß ist, sondern ein singuläres
Verhalten ∝ |ω| zeigt [90]. Eine nichtperturbative Bestimmung des Vorfak-
tors in diesem Gesetz wurde in den Arbeiten [96, 97] im Rahmen eines Sine-
Gordon-Modells mit Randbedingungen durchgeführt, welches ebenfalls äqui-
valent zu einem Luttinger-Modell mit Barriere ist. In diesem Modell wird die
Streuung der Elementaranregungen des Sine-Gordon-Modells an der Barriere
durch eine Reflexionsmatrix beschrieben. Eine unterschiedliche Behandlung
dieser Reflexionsmatrix führt nun zu Diskrepanzen zwischen den Ergebnis-
sen in Ref. [96] und [97]. Aus diesem Grund wollen wir im folgenden das
Niederfrequenz-Rauschspektrum im Rahmen des dissipativen TB-Modells
untersuchen.

Im Zeitregime entspricht dem Niederfrequenz-Rauschspektrum gerade das
Langzeitverhalten der Strom-Autokorrelationsfunktion. Um dieses Zerfallsge-
setz zu bestimmen, können wir den in Kapitel 3 für die Korrelationsfunkti-
onen des Spin-Boson-Modells vorgestellten diagrammatischen Zugang auf das
dissipative TB-Modell übertragen. Die Ladungen, die in einem Realzeitfor-
malismus die Übergänge des Systems beschreiben, gruppieren sich danach im
Langzeitbereich in zwei Cluster, und die Art der Wechselwirkung zwischen
diesen beiden Clustern bestimmt das Zerfallsgesetz. Diese Wechselwirkung
hängt aber nur von den spektralen Eigenschaften des Bades und nicht vom
betrachteten System ab. Man erwartet also, daß das Langzeitverhalten ver-
gleichbarer Korrelationsfunktionen nicht vom Modellsystem abhängig sein
sollte. In Kapitel 3 haben wir gesehen, daß die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
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bei Ohmscher Dissipation und T = 0 zu einem 1/t2 Zerfallsgesetz für die sym-
metrisierte Ortskorrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell führt. Das glei-
che Verhalten wurde schon für den gedämpften harmonischen Oszillator ge-
funden [6]. Für Ortskorrelationsfunktionen gilt offenbar ein universelles 1/t2

Zerfallsgesetz.

Dies können wir allerdings nicht ohne weiteres auf das dissipative TB-
Modell mit Bias übertragen. Das Analogon zur Ortskorrelationsfunktion in
den genannten Systemen ist im dissipativen TB-Modell nämlich gerade die
Stromkorrelationsfunktion. Dieser Unterschied liegt darin begründet, daß im
gekippten TB-Modell kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand mit
konstanten Ortserwartungswert, sondern stattdessen ein stationärer Nicht-
gleichgewichtszustand mit konstantem Stromerwartungswert existiert. In der
Tat werden wir herausfinden, daß auch die Stromkorrelationsfunktion im
dissipativen TB-Modell als Folge einer Dipol-Dipol-Wechselwirkung wie 1/t2

zerfällt und damit zu einem Niederfrequenzverhalten S(ω) ∝ |ω| des Rausch-
spektrums führt. Der Vorfaktor dieser Shiba-Relation ist proportional zum
Quadrat der differentiellen Leitfähigkeit und bestätigt das Ergebnis der Ar-
beit [96].

Im nächsten Abschnitt wollen wir den Tight-Binding Limes des peri-
odischen Potentials als Modellsystem einführen. Anschließend definieren wir
in Abschnitt 5.2 die Größen, die zur Beschreibung des Nichtgleichgewichts-
Transports von Interesse sind: dies sind die Mobilität und das Rauschspek-
trum. Für das Rauschspektrum ist dabei notwendig, einen stationären Nicht-
gleichgewichtszustand einzuführen, bezüglich dessen die Stromfluktuationen
gemessen werden. Zwischen der Tight-Binding- und der entgegengesetzten
Weak-Binding-Darstellung besteht eine interessante Dualitätssymmetrie, auf
welche in Abschnitt 5.3 eingegangen werden soll. In Abschnitt 5.4 werden
wir kurz die Theorie korrelierter eindimensionaler Systeme, das Luttinger-
Flüssigkeitsmodell, zusammenfassen und den Zusammenhang zum dissipati-
ven TB-Modell aufzeigen. Anschließend diskutieren wir mit dem Tunneln von
Randströmen im Fraktionalen Quanten-Hall-Effekt eine geeignete Realisie-
rung eines korrelierten eindimensionalen Systems. Nach diesen Vorarbeiten
werden wir dann in Kapitel 6 formal exakte Reihenentwicklungen für die Mo-
bilität und das Rauschen aufstellen und daraus das Niederfrequenzverhalten
des Rauschspektrums ableiten.

5.1 Das dissipative TB-Modell

Betrachten wir ein Teilchen in einem periodischen Potential V0(q) = V0(q+a),
welches bilinear an ein Wärmebad vom Caldeira-Leggett Typ gekoppelt ist.
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Da wir insbesondere an Transportproblemen interessiert sind, soll zusätzlich
eine äußere Kraft F = h̄ε/a am System anliegen, so daß das Gesamtpoten-
tial V (q) = V0(q)− Fq gekippt ist. Wie schon beim Doppelmuldenpotential
soll die Frequenz der Oszillationen um die Potentialminima mit ω0 und die
Barrierenhöhe zwischen zwei benachbarten Mulden mit Vb bezeichnet wer-
den. Sind die Bedingungen (2.1) und (2.5) erfüllt, so ist nur der niedrigste
Zustand in jeder Mulde besetzt. Völlig analog zu der in Abschnitt 2.1 darge-
stellten Reduktion des Doppelmuldenpotentials auf ein Zweizustandssystem
kann dieses System dann durch ein dissipatives Tight-Binding-Modell be-
schrieben werden. Der Hilbertraum des Teilsystems wird von den lokalisier-
ten Grundzuständen jeder Mulde aufgespannt, die durch den Ort q = na mit
ganzzahligem n charakterisiert sind. Das Tunnelmatrixelement zwischen be-
nachbarten Zuständen wird durch die hochfrequenten Badmoden mit ω > ωc

renormiert. Dieses reduzierte Modell wechselwirkt schließlich mit den verblei-
benden niederfrequenten Badmoden, und der Hamiltonian lautet

H = HTB +
∑
α

[
p2α
2mα

+
1

2
mαω

2
α

(
xα − cα

mαω2
α

q

)2 ]
, (5.1)

HTB = − h̄∆
2

∞∑
n=−∞

(c†ncn+1 + c†n+1cn)−
h̄ε

a
q . (5.2)

Die n-Summation läuft über alle diskreten Zustände des unendlich ausge-
dehnten Tight-Binding-Gitters, und die Operatoren c†n sowie cn sind die Er-
zeuger bzw. Vernichter eines Teilchens am Ort na. Der Ortsoperator ist damit
durch q = a

∑
n n c

†
ncn gegeben. Das Wärmebad wird vollständig durch die

spektrale Dichte (1.15) beschrieben. Von weitaus größter Bedeutung ist dabei
der Fall strikt Ohmscher Dissipation, welcher insbesondere den korrelierten
Elektrontransport beschreibt: die kollektiven Anregungen einer Luttinger-
flüssigkeit mit abgeschirmter Wechselwirkung entsprechen einer Ohmschen
Spektraldichte im Scaling-Limes. Der relevante Influenzkern Q(t) ist dann
durch Gl. (2.43) gegeben. Auf diesen Fall wollen wir uns im folgenden be-
schränken.

Bei hohen Temperaturen und/oder starker Kopplung besteht die Dyna-
mik im dissipativen TB-Potential aus inkohärenten Tunnelprozessen zwi-
schen benachbarten Potentialmulden, welche mit Raten beschrieben wer-
den können. Für tiefere Temperaturen treten dagegen quantenmechanische
Interferenzeffekte auf, die ein kohärentes Tunneln zwischen zwei nicht di-
rekt benachbarten Zuständen ohne reale Population der dazwischenliegenden
Zustände ermöglicht. Dieses Phänomen spiegelt sich in den ungewöhnlichen
Transporteigenschaften korrelierter Elektronsysteme wider [9].
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5.2 Transporteigenschaften und Rauschspek-

trum

5.2.1 Die Mobilität

Der Nichtgleichgewichts-Transport im dissipativen TB-Modell wird durch die
Mobilität

µ(F ) =
1

F
〈q̇(t→ ∞)〉fc (5.3)

beschrieben. Da das führende Langzeitverhalten der Erwartungswerte für er-
godische Systeme unabhängig von der Anfangspräparation ist, wählt man zur
Berechnung der Mobilität der Einfachkeit halber faktorisierende Anfangsbe-
dingungen zur Zeit t′ = 0, siehe Abschnitt 1.2.1. Dies ist durch den Index
fc (für factorized condition) angedeutet. Wie wir im folgenden sehen werden,
ist in vielen Fällen auch die differentielle Mobilität

µd(F ) =
∂

∂F
〈q̇(t→ ∞)〉fc (5.4)

von Interesse, welche mit der Mobilität (5.3) über die Beziehung

µd(F ) =
∂

∂F

[
Fµ(F )

]
(5.5)

zusammenhängt. Im Grenzfall einer verschwindenden Kraft gehen beide Mo-
bilitäten in die lineare Mobilität µl = µ(F → 0) = µd(F → 0) über. Des
weiteren wollen wir noch die normierten Mobilitäten

µ̃ = µ/µ0 , µ̃d = µd/µ0 (5.6)

einführen. Dabei ist µ0 = 1/η = a2/2πh̄K die Mobilität eines Brownschen
Teilchens, die gerade durch die inverse Viskosität gegeben ist.

In der Arbeit [113] wurde gezeigt, daß die Mobilität für eine Spektraldich-
te der Form (2.36) mit 1 ≤ s < 2 endlich ist. In diesem Parameterbereich
läuft das Teilchen also nach Abklingen des Einschaltvorgangs mit konstanter
Geschwindigkeit das gekippte Tight-Binding-Potential hinunter. Für s < 1
wächst der Ortserwartungswert nur logarithmisch mit der Zeit, so daß die
Mobilität Null ist, während für s > 2 der Ort schneller als linear anwächst
und die Mobilität divergiert.
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5.2.2 Der stationäre Nichgleichgewichtszustand und
das Rauschspektrum

Im Gegensatz zur Berechnung der Mobilitäten sind zur Behandlung von Fluk-
tuationen des Stroms

j(t) =
e

a
q̇(t) (5.7)

faktorisierende Anfangsbedingungen zur Zeit t′ = 0 ungeeignet. Fluktuatio-
nen können sinnvollerweise nur bezüglich eines stationären Zustandes ange-
geben werden, d.h. in diesem Fall eines Zustandes mit konstantem Stromer-
wartungswert 〈j(t)〉. Der einfachste stationäre Zustand ist der thermodyna-
mische Gleichgewichtszustand mit 〈j(t)〉β = 0, welcher nach Abschnitt 1.2.2
durch faktorisierende Anfangsbedingungen zur Zeit t0 → −∞ beschrieben
werden kann. Sobald nun aber eine äußere Kraft am System anliegt, wird das
TB-Potential gekippt und das Eigenwertspektrum ist nicht mehr nach unten
beschränkt. Deshalb existiert für das dissipative TB-Modell mit endlichem
Bias kein thermodynamischer Gleichgewichtszustand. Wählt man als An-
fangspräparation wieder einen faktorisierenden Zustand zur Zeit t0 → −∞,
so läuft das Teilchen stattdessen für alle endlichen Zeiten mit einer konstan-
ten Geschwindigkeit v = µF das gekippte Potential hinunter. Die dabei auf
einer gewissen Wegstrecke l freiwerdende Energie h̄εl/a wird vollständig vom
Wärmebad absorbiert. In diesem Zustand, den wir als stationären Nicht-
gleichgewichtszustand bezeichnen, ist der Stromerwartungswert 〈j(t)〉ne =
eµF/a zeitunabhängig. Der Index ne steht dabei für non equilibrium.

Wir definieren als erstes Moment im stationären Nichtgleichgewichtszu-
stand

〈q(t)〉ne ≡ lim
t0→−∞

[〈q(t− t0)〉fc − 〈q(−t0)〉fc] ≡ Fµt . (5.8)

Wegen der Subtraktion in dieser Gleichung gilt 〈q(0)〉ne = 0, und das Teilchen
läuft zur Zeit t′ = 0 definitionsgemäß durch den Ort q = 0.

Nach diesen Vorbemerkungen sind wir jetzt in der Lage, das allgemei-
ne Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum einzuführen. Die Fluktuationen des
Stroms werden durch die symmetrisierte Strom-Autokorrelationsfunktion

S(t− t′) = 〈j(t)j(t′) + j(t′)j(t)〉ne (5.9)

beschrieben, die aufgrund der Stationarität des Zustandes nur von der Diffe-
renzzeit t− t′ abhängt. Als Rauschspektrum definiert man die Fouriertrans-
formierte von Gl. (5.9),

S(ω) =

∫ ∞

−∞
dω eiωt 〈j(t)j(0) + j(0)j(t)〉ne , (5.10)
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welche eine reelle und gerade Funktion von ω ist.1

Im folgenden werden wir die Korrelationsfunktion (5.9) allerdings nicht
direkt berechnen, sondern den Umweg über das mittlere Schwankungsqua-
drat

Cne(t− t′) = 〈[q(t)− q(t′)]2〉ne (5.11)

≡ lim
t0→−∞

〈[q(t− t0)− q(t′ − t0)]
2〉fc (5.12)

gehen. Zwischen Gl. (5.9) und Gl. (5.11) gilt nun der Zusammenhang

〈j(t)j(t′) + j(t′)j(t)〉ne = −e
2

a2
∂

∂t

∂

∂t′
Cne(t− t′) . (5.13)

Durch Fouriertransformation dieser Gleichung können wir das Rauschspek-
trum (5.10) auf das mittlere Schwankungsquadrat zurückführen. Man erhält
die Beziehung

S(ω) = −e
2

a2
ω2C̃ne(ω) . (5.14)

5.3 Das Weak-Binding-Modell und die Dua-

litätsbeziehung

Neben dem Tight-Binding- gibt es auch den entgegengesetzten sogenann-
ten Weak-Binding-Limes des periodischen Potentials. In diesem Fall ist die
Barrierenhöhe zwischen benachbarten Mulden Vb klein gegen die relevan-
ten Energieskalen kBT, h̄ω0. Dazu betrachten wir ein Teilchens mit Masse
M ′ → 0 in einem Cosinuspotential −Vb cos(2πq′/a′). Die Hamiltonfunktion
ist dann durch

HWB =
p′2

2M ′ + V (q′) +
∑
α

[
p′α

2

2m′
α

+
1

2
m′

αω
′
α
2

(
x′α − c′α

m′
αω

′
α
2 q

′
)2 ]

, (5.15)

V (q′) = −Vb cos(2πq′/a′)− F ′q′ (5.16)

gegeben. Zur Unterscheidung vom TB-Modell haben wir sämtliche Parameter
des WB-Modells mit einem Strich versehen. Insbesondere soll im Falle Ohm-
scher Dissipation der Kondoparameter des Bades mit K ′ bezeichnet werden.

1Damit die Fouriertransformierte (5.10) existiert, muß die Stromkorrelationsfunktion
im Langzeitlimes verschwinden. Tatsächlich gilt aber S(t → ∞) = 2〈j(t)〉2ne = 2(eFµ/a)2.
Diese Konstante sollte strenggenommen im Integrand von Gl. (5.10) subtrahiert werden.
Dies ist im folgenden aber nicht notwendig, da wir über die Laplace-Transformierte zur
Fouriertransformierten übergehen werden und Konstanten dabei keinen Beitrag liefern,
siehe Abschnitt 6.4.3.
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Zwischen der TB- und WB-Darstellung des periodischen Potentials be-
steht eine interessante Dualitätssymmetie. Schmid [104] entdeckte im Rah-
men des Imaginärzeit-Pfadintegralzugangs, daß bei T = 0 und strikt Ohm-
scher Dissipation die kanonische Dichtematrix des Weak-Binding-Modells
durch die Substitution K ′ → 1/K auf die kanonische Dichtematrix des
TB-Modells mit einer ebenfalls strikt Ohmschen Spektraldichte abgebildet
werden kann. Der Bereich starker Kopplung im einen Modell wird also gera-
de auf den Bereich schwacher Kopplung im jeweils anderen abgebildet. Von
Fisher und Zwerger [79] wurde diese Symmetrie im Rahmen des Realzeit-
Zugangs auf endliche Temperaturen und Ohmsche Dissipation außerhalb des
Scaling Limes verallgemeinert. Es zeigt sich, daß eine strikt Ohmsche Spek-
traldichte im WB-Modell, Gl. (1.20), auf eine Ohmsche Spektraldichte mit
Drude-Cutoff ωD = η/M ′ im TB-Modell, Gl. (1.22), abgebildet wird.

Als Folge dieser Dualitätssymmetrie sind die Mobilitäten in beiden Mo-
dellen miteinander verknüpft. Für die in Gl. (5.6) eingeführte normierte Mo-
bilität gilt die Dualitätsbeziehung

µ̃′(ε′, K ′) = 1− µ̃(ε,K) , (5.17)

wobei für die Parameter die Identifikationen

K ′ = 1/K, ε′ = ε/K und Vb = h̄∆ (5.18)

gelten.2 Diese Beziehung ermöglicht es, auch die Mobilität des WB-Modells
in der Tight-Binding-Darstellung zu berechnen. Diese ist aufgrund der aus
Stufenfunktionen zusammengesetzten Pfade für analytische wie numerische
Berechnungen besser geeignet.

In der Arbeit [105] wurde die Dualitätssymmetrie schließlich auf nicht-
ohmsche Spektraldichten verallgemeinert. Superohmsche Dissipationen in ei-
nem Modell wird dabei auf subohmsche Dissipation im jeweils anderen ab-
gebildet. Ebenso wurde gezeigt, daß die Beziehung (5.17) auch für die fre-
quenzabhängigen linearen Mobilitäten erfüllt ist.

In den letzten Jahren hat die Dualität im strikt Ohmschen Fall neu-
es Interesse erregt [95, 106]. Die Dualität erweitert sich in diesem Fall zur
Selbstdualität. Das bedeutet, daß das TB- und das WB-Modell verschiedene

2In der häufig verwendeten Form µ′(ε′, K ′) = µ0(K) − µ(ε,K) gilt diese Relation nur
für µ0(K) = µ′

0(K
′). Dann haben die Wärmebäder in beiden Modellen die gleiche Vis-

kosität. Dies ist erfüllt, wenn die Gitterkonstanten der beiden Modelle über a′ = a/K
zusammenhängen. Wegen ε = Fa/h̄ bedeutet dies, daß die Kräfte in beiden Modellen
dieselben sein müssen. In der Form (5.17) bestehen dagegen keine Anforderungen an die
Gitterkonstanten, da µ̃ = µ/µ0 bei gegebenem Bias unabhängig von a ist.
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Grenzfälle des gleichen physikalischen Systems beschreiben. Die Energieska-
la dieses allgemeinen Modells soll analog zur Kondo-Temperatur mit T0 be-
zeichnet werden, und die Mobilität sei durch M(K, T0) gegeben. Ob man sich
nun in der TB- oder WB-Darstellung befindet, wird durch die Energieskala
T0 bestimmt, die entweder durch das Tunnelmatrixelement im TB-Modell,
T0 = T0(∆), oder durch die Potentialstärke im WB-Modell, T0 = T0(Vb),
ausgedrückt werden kann [95]. Damit gilt für die Mobilitäten im TB- und
WB-Modell

µ(K) = M[K, T0(∆)] , µ′(K) = M[K, T0(Vb)] . (5.19)

Ausgehend von einer in einem Modell gegebenen Mobilität erhält man also
durch Austausch der Darstellung von T0 die Mobilität im anderen Modell
bei gleicher Kopplungskonstanten K. Des weiteren kann mit Gl. (5.19) die
Dualitätsbeziehung (5.17), die die Bereiche starker und schwacher Kopplung
verknüpft, in der allgemeineren selbstdualen Form

M̃(K, T0) = 1− M̃(1/K, T0) (5.20)

dargestellt werden, wenn die Tilde wieder den auf µ0 normierten Wert be-
zeichnet. Diese Gleichung vereinfacht sich auf die Form (5.17), wenn die Skala
T0 auf einer Seite der Gleichung durch ∆, auf der anderen durch Vb ausge-
drückt wird. In dieser Form wird beispielsweise eine perturbative Entwick-
lung im TB-Modell auf eine perturbative Entwicklung im WB-Modell mit
inverser Kopplung abgebildet. Setzt man dagegen auf beiden Seiten dieselbe
Darstellung von T0 ein, so erhalten wir eine (Selbst-) Dualitätsbeziehung zwi-
schen den Bereichen starker und schwacher Kopplung innerhalb des gleichen
Modells. Dann wird durch Gl. (5.20) z. B. eine perturbative auf eine asym-
ptotische Entwicklung im gleichen Modell bei inverser Kopplung abgebildet.

Auch für das Rauschspektrum können wir die Selbstdualität im strikt
Ohmschen Fall ausnützen. Das allgemeine Rauschspektrum bezeichnen wir
mit S(ω,K, T0). Für das Rauschen in der TB- und WB-Darstellung gilt dann

S(ω,K) = S[ω,K, T0(∆)] , S ′(ω,K) = S[ω,K, T0(Vb)] . (5.21)

Wieder können durch den Austausch der Darstellung von T0 Ergebnisse für
das TB-Modell auf das WB-Modell mit gleicher Kopplung übertragen wer-
den.



5.4. Das Luttinger-Modell 125

5.4 Das Luttinger-Modell

5.4.1 Bosonisierung

Wechselwirkende Fermionen in zwei oder drei Dimension werden durch das
Modell einer Fermiflüssigkeit beschrieben. Die Wechselwirkung führt dabei
lediglich zu einer Renormierung der Parameter des wechselwirkungsfreien
Fermigas-Modells. In einer Dimension spielt die Wechselwirkung zwischen
den Fermionen dagegen eine zentrale Rolle und führt zum Zusammenbruch
des Fermiflüssigkeitsverhaltens. Die niederenergetischen Eigenschaften von
eindimensionalen korrelierten fermionischen Systemen werden stattdessen
durch das Modell einer Luttingerflüssigkeit beschrieben. Im Niederenergie-
bereich sind nur Anregungen nahe des Fermi-Wellenvektors kF von Bedeu-
tung, und man kann die Dispersionsbeziehung um kF linearisieren. Durch
Fortsetzung der dabei entstehenden beiden Dispersionszweige auf negative
Energien ist es möglich, zu einer bosonisierten Darstellung des Problems zu
gelangen. Wir fassen im folgenden die Resultate dieses Zugangs kurz zu-
sammen und verweisen für eine ausführliche Behandlung auf die Referenzen
[99, 100, 101, 102, 103].

Der Erzeugungsoperator für spinlose Fermionen kann durch bosonische
Phasenfelder φ(x) und θ(x) beschrieben werden, welche die Vertauschungs-
relationen

[φ(x), φ(x′)] = 0 , [θ(x), θ(x′)] = 0 , [φ(x), θ(x′)] = − i

2
sgn(x− x′) (5.22)

erfüllen. Der kanonisch konjugierte Impuls zum Feld φ(x) ist durch Πφ(x) =
∇θ(x) gegeben, und entsprechend ist Πθ(x) = ∇φ(x) der kanonisch konju-
gierte Impuls zum Feld θ(x). Mit diesen Feldern erhält man für den Fermion-
operator die Darstellung

ψ†(x) =
∑

n ungerade

ein[kFx+
√
πθ(x)]+i

√
πφ(x) . (5.23)

Für niedrige Energien sind dabei nur die Terme n = ±1 von Bedeutung,
die den rechts- und linkslaufenden Fermionen entsprechen. Die Dichte der
Fermionen lautet

ρ(x) =
kF
π

+
1√
π
∇θ(x) + kF

π
cos[2kFx+ 2

√
πθ(x)] . (5.24)

Der erste Term ist dabei die durchschnittliche (Hintergrund-) Dichte. Der
zweite Term beschreibt Dichtefluktuationen innerhalb der rechts- und links-
laufenden Zweige, und der dritte Term berücksichtigt eine Wechselwirkung
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zwischen Rechts- und Linksläufern. Beschränkt man sich auf kurzreichwei-
tige Wechselwirkungen und vernachlässigt Rückstreuprozesse, so kann die
Wechselwirkung vollständig durch den dimensionslosen Parameter

g =
1√

1 + U0/πh̄vF
(5.25)

beschrieben werden. Dabei ist vF die Fermigeschwindigkeit, und U0 ist die
k = 0 Komponente der fouriertransformierten Wechselwirkung. Für nicht-
wechselwirkende Fermionen ist g = 1, während für abstoßende Wechselwir-
kungen g < 1 gilt. Drückt man nun den Hamiltonoperator durch die bosoni-
schen Phasenfelder aus, so erhält man den Luttinger-Hamiltonian

H =
h̄vs
2

∫ L

0

dx

[
g(∇φ)2 + 1

g
(∇θ)2

]
, (5.26)

wobei periodische Randbedingungen auf der Länge L angenommen wurden.
Gl. (5.26) beschreibt eine harmonische Flüssigkeit mit Schallgeschwindigkeit
vs = vF/g. Die niederenergetischen Anregungen von korrelierten Fermionen
in einer Dimension sind also Dichtewellen (Plasmonen), und es gibt im Ge-
gensatz zur Fermiflüssigkeit keine Quasiteilchenanregungen.

Der Hamiltonian (5.26) beschreibt eine homogene Luttinger-Flüssigkeit.
Im folgenden sollen Punktbarrieren wie z. B. Verunreinigungen miteinbezo-
gen werden. Durch diese Barrieren kommt es zu Wechselwirkungen zwischen
den Rechts- und Linksläufern. Dabei lassen sich zwei Grenzfälle einfach mo-
dellieren [9]. Ein schwaches Störpotential V (x) wird durch einen Zusatzterm
HB =

∫
dx V (x)ψ†(x)ψ(x) beschrieben. Setzt man für V (x) ein kurzreichwei-

tiges Potential der Höhe V0 an und vernachlässigt Mehrelektronen-Rückstreu-
prozesse, so erhält man für den Störhamiltonian

HB = h̄V0 cos[2
√
πθ(0)] +

eV√
π
θ(0) . (5.27)

Der erste Summand beschreibt die 2kF-Rückstreuung, und der zweite Sum-
mand berücksichtigt eine an der Barriere abfallende Spannung V , durch wel-
che die Elektronen links der Barriere, deren Anzahl gerade durch θ(0)/

√
π

gegeben ist, um die Energie eV angehoben werden. Mit Gl. (5.26) erhalten
wir also für den Gesamthamiltonian dieses Weak Barrier-Modells

Hθ =
h̄vs
2

∫ L

0

dx

[
gΠ2

θ +
1

g
(∇θ)2

]
+ h̄V0 cos(2

√
πθ(0)) +

eV√
π
θ(0) . (5.28)

Da hier nur das Feld θ(x) auftritt, spricht man auch vom θ-Modell.
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Der entgegengesezte Grenzfall einer sehr hohen Barriere kann durch einen
Tunnelhamiltonian HT = −h̄∆T[ψ

†(0+)ψ(0−) + h.c.] beschrieben werden.
Dieser kann nun durch die Feldkomponente φ(0) ausgedrückt werden. Berück-
sichtigt man auch eine am Tunnelkontakt anfallende Spannung V , so ergibt
sich für den Hamiltonian dieses Large Barrier-, Weak link- oder φ-Modells

Hφ =
h̄vs
2

∫ L

0

dx

[
1

g
Π2

φ + g(∇φ)2
]
− h̄∆T cos[2

√
πφ(0) + (eV/h̄)t] . (5.29)

5.4.2 Abbildung auf das dissipative periodische Poten-
tial

Das im letzten Abschnitt beschriebene Luttinger-Modell mit Barriere ist for-
mal äquivalent zum Modell eines dissipativen Teilchens in einem periodischen
Potential. Dabei entspricht der Grenzfall einer niedrigen Barriere dem Weak-
Binding-, der Grenzfall einer hohen Barriere dem Tight-Binding-Limes des
periodischen Potentials.

Betrachten wir zunächst das Weak-Barrier-Modell. Die Hamiltonfunktion
(5.28) kann mittels zweier unitärer Transformationen auf das Weak-Binding-
Modell, Gl. (5.15), abgebildet werden [107]. Der reduzierte Freiheitsgrad θ(0)
im θ-Modell ist dabei äquivalent zur Größe

√
πq′/a′ imWeak-Binding-Modell,

d.h. die Anzahl der Elektronen links der Barriere entspricht dem normierten
Ort q′/a′ des Teilchens im Cosinus-Potential. Die Dämpfung des Freiheits-
grades θ(0) wird durch die harmonischen Anregungen der Luttingerflüssig-
keit hervorgerufen. Die Dämpfung ist Ohmsch mit einer Cutoff-Frequenz
ωc = η′/M ′ und einer Kopplungskonstanten von K ′ = 1/g. Die an der Bar-
riere anliegende Spannung V hängt mit dem Bias ε′ des WB-Modells über die
Beziehung ε′ = eV/h̄ zusammen, und die Barrierenhöhen in beiden Modellen
sind identisch, V0 = Vb.

Der Strom Iθ = e〈θ̇(0, t → ∞)〉) im θ-Modell ist damit äquivalent zum
Strom j′ = e〈q̇′(t→ ∞)〉/a′ im Weak-Binding-Modell. Damit folgt zum einen
das Rauschspektrum im θ-Modell direkt aus dem Rauschen im WB-Modell,

Sθ(ω, V, g) = S ′(ω, ε′ = eV/h̄,K ′ = 1/g) . (5.30)

Zum anderen kann die Leitfähigkeit Gθ = Iθ/V auf die Mobilität µ′ im
WB-Modell zurückgeführt werden. Wir normieren die Leitfähigkeit Gθ da-
zu auf die Mikrowellenleitfähigkeit eines Quantendrahtes ohne Barriere im
statischen Limes, G0(g) = ge2/h [9]. Für die normierte Größe G̃θ = Gθ/G0

erhalten wir dann die einfache Beziehung

G̃θ(V, g) = µ̃′(ε′ = eV/h̄,K ′ = 1/g) . (5.31)
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Die Hamiltonfunktion des Large-Barrier-Modells (5.29) kann völlig analog
durch zwei unitäre Transformationen auf die Hamiltonfunktion des dissipa-
tiven TB-Modells, Gl. (5.1), abgebildet werden [108]. Der reduzierte Frei-
heitsgrad ist in diesem Fall die Feldkomponente φ(0), und die harmonischen
Anregungen der Luttingerflüssigkeit werden durch eine strikt Ohmsche Spek-
traldichte mit K = 1/g beschrieben. Es gelten die Parameteridentifikationen
ε = eV/h̄ und ∆ = ∆T. Damit können sowohl das Rauschspektrum als auch
die Leitfähigkeit im φ-Modell

Gφ(V ) = e∆〈sin(2√πφ(0, t→ ∞)〉/V (5.32)

auf die entsprechenden Größen im TB-Modell zurückgeführt werden. Man
erhält die Beziehungen

Sφ(ω, V, g) = S(ω, ε = eV/h̄,K = 1/g) , (5.33)

G̃φ(V, g) = µ̃(ε = eV/h̄,K = 1/g) . (5.34)

Durch diese Abbildungen werden die im letzten Abschnitt beschriebenen
Dualitätseigenschaften des periodischen Potentials auch auf das Luttinger-
Transportproblem mit Barriere übertragen. So folgt z. B. aus Gl. (5.17) die
Dualitätsbeziehung für die Leitfähigkeiten

G̃θ(g, V ) = 1− G̃φ(1/g, gV ) , V0 = ∆T . (5.35)

Mit Hilfe der in diesem Abschnitt dargestellten Äquivalenz können wir
korrelierte eindimensionale Systeme im Rahmen der dissipativen Quantenme-
chanik behandeln und damit auf die in Kapitel 1 beschriebenen Methoden
zurückgreifen. Wir beschränken uns auf die TB-Darstellung (5.1) des periodi-
schen Potentials. Mit den in Abschnitt 5.3 beschriebenen Dualitätseigenschaf-
ten können die Ergebnisse jedoch auch auf die WB-Darstellung übertragen
werden. Bevor nun im nächsten Kapitel die Transporteigenschaften und das
Rauschspektrum im dissipativen TB-Modell detailliert untersucht werden,
wollen wir mit dem Tunneln von Randzuständen im Fraktionalen Quanten-
Hall-Effekt (FQHE) eine experimentelle Realisierung eines eindimensionalen
Systems diskutieren.

5.4.3 Tunneln von Randzuständen im FQHE

Es ist schwierig, den Zustand einer Luttinger-Flüssigkeit in eindimensionalen
Quantendrähten experimentell zu realisieren und kontrolliert mit Störstellen
zu versehen. Zum experimentellen Studium der durch Gl. (5.28) und (5.29)
beschriebenen Modelle benötigen wir beispielsweise genau ein sehr niedriges
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bzw. sehr hohes Störpotential. Im allgemeinen ist es aber nicht möglich, die
Verunreinigungen gezielt einzusetzen. Hinzu kommt noch, daß der Übergang
vom eindimensionalen Quantendraht zu den dreidimensionalen Zuleitungen,
d.h. der Kontakt zwischen Luttinger- und Fermiflüssigkeit, zu neuen Effek-
ten führt [109]. Eine geeignete Realisierung einer Luttinger-Flüssigkeit, die
robust gegenüber Verunreinigungen ist, stellen dagegen die Randströme im
Fraktionalen Quanten-Hall Effekt dar. Ein Störpotential kann in diesem Fall
durch Anlegen einer Gate-Spannung gezielt erzeugt und in seiner Höhe vari-
iert werden.

Wie von Wen [81, 110] gezeigt wurde, lassen sich die Randströme im
FQHE durch eine chirale Luttinger-Flüssigkeit beschreiben, wobei der Wech-
selwirkungsparameter g durch den Füllfaktor ν gegeben ist, g = ν. In einem
Laughlin-Zustand [111] mit Füllfaktor ν = 1/n (mit n ungerade) wird die
Chiralität der Randanregungen durch das äußere Magnetfeld bestimmt. Des-
halb sind in der chiralen Luttinger-Flüssigkeit Rechts- und Linksläufer räum-
lich voneinander getrennt und Verunreinigungen führen zu keiner Rückstreu-
ung zwischen diesen beiden Typen von Fermionen.

In der betrachteten Anordnung (siehe Abb. 5.1) sollen sich die Linksläufer
(L) nun am oberen, die Rechtsläufer (R) am unteren Ende des Quanten-
Hall-Stabes befinden. Die beiden Randanregungen können auf ein chemi-
sches Potential µL bzw. µR gelegt werden. Unterscheiden sich diese bei-
den Werte, so fließt ein Netto-Strom durch die Anordnung, der sogenann-
te Hallstrom. Die Leitfähigkeit ist dabei unabhängig von der Source-Drain-
Spannung V = (µL − µR)/e durch die Hall-Leitfähigkeit G0 = νe2/h (bzw.
durch den statischen Limes der Mikrowellenleitfähigkeit einer homogenen
Luttingerflüssigkeit mit g = ν) gegeben.

Eine einzelne Barriere kann erzeugt werden, indem eine negative Gate-
Spannung VG angelegt wird. Wie in Abb. 5.1 (Geometrie A) dargestellt
schnürt die dadurch entstehende Verarmungszone die Quanten-Hall-Flüssig-
keit ein. Dabei ist wichtig, daß die Ausdehnung dieser Verengung sehr klein
ist, so daß sie als Punktbarriere behandelt werden kann. Durch die räumli-
che Nähe der Randanregungen an der Verengung können nun Rückstreupro-
zesse zwischen Rechts- und Linksläufern stattfinden. Dies kann als Tunneln
von Laughlin-Quasiteilchen mit fraktionaler Ladung e = νe0 zwischen den
Randzuständen interpretiert werden. Wegen dieses Tunnelstroms sinkt der
Source-Drain-Strom durch die Anordnung unter den Wert des Hallstroms
bei Abwesenheit der Verengung.

Die Höhe der Barriere kann über die Gate-Spannung gezielt geregelt wer-
den. Durch weiteres Erhöhen der Gate-Spannung wird die QH-Flüssigkeit im-
mer mehr zusammengeschnürt und damit die Quasiteilchen-Tunnelamplitude
erhöht. Man gelangt schließlich zu der in Abb. 5.1 (Geometrie B) dargestell-
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Geometrie A

L

R

V

V

G

G

Geometrie B

 R

L

V

V

G

G

Abbildung 5.1: Tunneln zwischen Randzuständen im FQHE. Beide Geometrien sind im
Text näher erläutert.

ten Situation: die beiden Randzustände gehören nun zu verschiedenen QH-
Flüssigkeiten. Es können also nur Elektronen zwischen den Randzuständen
tunneln. Durch Erniedrigung der Gate-Spannung kann man wieder zur Geo-
metrie A zurückkehren. Der Übergang zwischen den beiden Geometrien kann
ebenfalls durch Ändern der Source-Drain-Spannung V erfolgen. Ausgehend
von Geometrie A wird durch Erniedrigung der Spannung und damit des
Source-Drain-Stromes die Quasiteilchen-Tunnelamplitude erhöht, und man
gelangt zu Geometrie B. Anschaulich gesprochen befinden sich die Randan-
regungen bei niedrigerem Strom länger im Bereich der Störstelle, und Tun-
nelprozesse werden wahrscheinlicher.

Die beiden Geometrien entsprechen nun den Grenzfällen schwacher bzw.
starker Rückstreuung im äquivalenten Luttinger-Flüssigkeitsmodell. Geome-
trie B wird durch das Large-Barrier- oder φ-Modell mit g = ν beschrieben.
Das Matrixelement ∆ beschreibt dabei die Elektron-Tunnelamplitude. Geo-
metrie A entspricht dagegen dem Weak-Barrier- oder θ-Modell mit g = ν,
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wobei die Potentialstärke V0 als Quasiteilchen-Tunnelamplitude zu inter-
pretieren ist. Schreiben wir die Dualitätsbeziehung (5.35) auf die Ströme
I(V ) = V G(V ) um, so erhalten wir für den Source-Drain-Strom in Geome-
trie A die Beziehung

Iθ(g, V ) = I0(g, V )− gIφ(1/g, gV ) (5.36)

= I0(g, V )− Iφ(1/g, V, ge) . (5.37)

In der zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, daß der Strom die funktionale
Gestalt Ladung×Funktion (eV ) hat. Der Source-Drain-Strom ist also gleich
dem Hallstrom I0(g, V ) = G0(g)V abzüglich des Quasiteilchen-Tunnelstroms
Iφ(1/g, V, ge). Letzterer läßt sich also durch ein Large-Barrier-Modell mit
g′ = 1/g = 1/ν ausdrücken, wenn man die fraktionale Ladung ge = νe
einsetzt.



Kapitel 6

Das Rauschspektrum im
dissipativen periodischen
Potential

In diesem Kapitel soll das Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums im
dissipativen TB-Modell untersucht werden. Dabei beschränken wir unsere
Untersuchungen aber nicht nur auf das durch Gl. (5.10) definierte Rausch-
spektrum, sondern verfolgen parallel dazu auch die Mobilitäten (5.3) und
(5.4) weiter. In einigen Parameterbereichen besteht nämlich ein Zusammen-
hang zwischen dem Rauschspektrum und den Transportgrößen Mobilität
bzw. Leitfähigkeit. Beispiele hierfür sind das Schrotrauschen oder das John-
son-Nyquist-Rauschen. In der Tat wird die (differentielle) Mobilität auch in
das Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums eingehen.

Zunächst werden wir im Rahmen der Linearen Antworttheorie zeigen,
daß die Mobilität auch in Gegenwart einer außeren Kraft durch eine Suszep-
tibilität ausgedrückt werden kann. Für das Rauschspektrum ist dies nur für
F = 0 durch das Fluktuations-Dissipations-Theorem möglich. In Abschnitt
6.2 werden dann formal exakte Reihenentwicklungen für die Mobilität und
das mittlere Schwankungsquadrat abgeleitet, aus welchem das Rauschspek-
trum erhalten werden kann. In Abschnitt 6.3 werden wir uns auf die niedrig-
sten Ordnungen dieser Entwicklungen beschränken, welche das Regime in-
kohärenter Tunnelprozesse beschreiben. Man erhält das Schrotrauschen, des-
sen Spektrum im Niederfrequenzbereich weiß ist. Auf der Basis des in Kapitel
3 eingeführten diagrammatischen Bildes wird anschließend in Abschnitt 6.4
das führende Langzeitverhalten des Schwankungsquadrats herausgearbeitet,
welches direkt das Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums bestimmt.
Dabei berücksichtigen wir alle Ordnungen der Reihenentwicklung und erhal-
ten für T = 0 ein universelles Verhalten in Form einer Shiba-Relation.

132
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6.1 Lineare Antworttheorie

Die Lineare Antworttheorie beschreibt die Reaktion eines Systems auf eine
schwache äußere Störung. Dieses Verhalten verrät zum einen viel über die
dynamischen Eigenschaften des Systems und ist zum anderen direkt expe-
rimentell zugänglich. Üblicherweise werden dabei Systeme im thermodyna-
mischen Gleichgewichtszustand untersucht. Wir interessieren uns hier aber
für den Fall, daß schon eine statische Kraft F am System anliegt und das
System sich im stationären Nichtgleichgewicht befindet. Zur Zeit t′ = 0 soll
dann eine zusätzliche schwache zeitabhängige Kraft

f(t) = Θ(t) fe−iωt (6.1)

eingeschaltet werden. Die lineare Antworttheorie berücksichtigt diese Störung
in niedrigster Ordnung Störungstheorie.

Die von der Störung hervorgerufene Abweichung des Ortserwartungswerts
〈q(t)〉 von jenem im stationären Nichtgleichgewichtszustand 〈q(t)〉ne kann
durch eine Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion χne(t)

1 beschrieben werden,

∆q(t) = 〈q(t)〉 − 〈q(t)〉ne =
∫ ∞

−∞
dt′ χne(t− t′)f(t′) . (6.2)

Um die Kausalität zu sichern, muß χne(t) für alle t < 0 identisch verschwin-
den. Dies ist äquivalent zu der Forderung, daß die als Fouriertransformierte
der Antwortfunktion definierte dynamische Suszeptibilität

χ̃ne(ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiωtχne(t) (6.3)

keine Pole in der oberen Halbebene haben darf. Die Nichtgleichgewichts-
Antwortfunktion χne(t) bestimmt man nun, indem man die Differenz der
Erwartungswerte auf der linken Seite von Gl. (6.2) im Wechselwirkungs-
bild berechnet. Die Dichtematrix W (t), mit welcher der Ortserwartungswert
〈q(t)〉 = Tr [qW (t)] gebildet wird, genügt dabei der von-Neumann-Gleichung
im Wechselwirkungsbild mit der Anfangsbedingung W (0) = Wne. Die Dich-
tematrix Wne, die den stationären Nichtgleichgewichtszustand beschreibt, ist
allerdings nicht bekannt. Dies ist aber kein Hindernis, da für eine schwa-
che Störung die Lösung für W (t) in der Störung f(t) entwickelt werden
kann. Die nullte Ordnung Wne fällt dann durch die Differenzbildung mit

1Die Abhängigkeit dieser Antwortfunktion von der statischen äußeren Kraft F ist hier
nicht explizit angegeben, sondern lediglich durch den Index ne angedeutet.
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〈q(t)〉ne = Tr [qWne] heraus. Beschränkt man sich auf die in der Störung
linearen Terme, so erhält man für die Antwortfunktion den Ausdruck

χne(t) =
i

h̄
Θ(t) 〈q(t)q(0)− q(0)q(t)〉ne (6.4)

≡ i

h̄
Θ(t) lim

t→∞
〈q(t− t0)q(−t0)− q(−t0)q(t− t0)〉fc . (6.5)

Die Antwort des Systems auf eine zusätzliche äußere Störung wird in linearer
Näherung also nur durch die Eigenschaften des Systems im stationären Nicht-
gleichgewichtszustand bestimmt. Da dieser Zustand im Fall einer verschwin-
denden äußeren Kraft F = 0 in den thermodynamischen Gleichgewichts-
zustand übergeht, vereinfacht sich die Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion
(6.4) für F = 0 zur thermodynamischen Antwortfunktion χ(t).

Im folgenden soll die Antwortfunktion χne(t) mit den in Gl. (5.3) und
(5.4) definierten Mobilitäten in Verbindung gebracht werden. Dazu setzen
wir Gl. (6.1) in Gl. (6.2) ein,

∆q(t) =

∫ t

−∞
dt′ χne(t− t′) Θ(t′) fe−iωt′

= fe−iωt

∫ t

0

dt′ χne(t− t′) eiω(t−t′) . (6.6)

Für t → ∞ ist das Integral aber gerade gleich der dynamischen Suszeptibi-
lität (6.3), so daß man für den Ortserwartungswert den Ausdruck

〈q(t)〉 = fe−iωtχ̃ne(ω) + 〈q(t)〉ne , t→ ∞ (6.7)

erhält. Mit 〈q(t)〉ne ≡ Fµ(F )t folgt daraus für die Geschwindigkeiten

〈q̇(t)〉 = −iωχ̃ne(ω)fe
−iωt + Fµ(F ) , t→ ∞ . (6.8)

Wir definieren nun eine verallgemeinerte Mobilität M(F, ω) über die Bezie-
hung

M(F, ω) = −iωχ̃ne(ω) . (6.9)

Aus Gl. (6.8) folgt, daß sich die verallgemeinerte Mobilität für eine verschwin-
dende statische Kraft F = 0 zur linearen frequenzabhängigen Mobilität µ(ω)
vereinfacht,

µ(ω) =M(F = 0, ω) = −iωχ̃(ω) . (6.10)
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Dagegen erhält man im Spezialfall einer zeitunabhängigen Störung f(t) = f

M(F, ω = 0) =
〈q̇(t→ ∞)〉 − Fµ(F )

f
. (6.11)

Zu positiven Zeiten liegt nun insgesamt die Kraft F + f am System an, und
in führender Ordnung ist 〈q̇(t → ∞)〉 = (F + f)µ(F + f). Da die Störung
als schwach angenommen wird, f � F , vereinfacht sich die verallgemeinerte
Mobilität zur in Gl. (5.4) definierten differentiellen Mobilität µd(F ),

µd(F ) =M(F, ω = 0) = lim
ω→0

[− iωχ̃ne(ω)
]

(6.12)

= lim
t→∞

χne(t) . (6.13)

Mit Hilfe der Beziehung (5.5) kann damit auch die Mobilität µ(F ) auf die
Nichtgleichgewichts-Suszeptibilität χ̃ne(ω) zurückgeführt werden. Dieser Zu-
gang stellt eine Alternative zur direkten Berechnung der Mobilität mittels
der Definition (5.3) dar. Da wir zur Behandlung des Rauschspektrums oh-
nehin den stationären Nichtgleichgewichtszustand behandeln müssen, wollen
wir in dieser Arbeit auch die Mobilitäten über Gl. (6.12) herleiten.

Auch das Rauschspektrum bei Abwesenheit einer äußeren Kraft F kann
durch die Lineare Antworttheorie beschrieben werden. Mit Hilfe des Fluktua-
tions-Dissipations-Theorems [54] kann das Rauschspektrum auf den Ima-
ginärteil der dynamischen Suszeptibilität zurückgeführt werden,

S(ω) = 2
e2

a2
h̄ω2 coth(h̄βω/2) χ̃′′(ω) . (6.14)

Mit Gl. (6.10) kann diese Beziehung auch in der Form

S(ω) = 2
e2

a2
h̄ω coth(h̄βω/2)µ′(ω) = 2h̄ω coth(h̄βω/2)G′(ω) (6.15)

dargestellt werden. In der zweiten Form haben wir die Mobilität gemäß
Gl. (5.31) bzw. (5.34) durch die Leitfähigkeit ersetzt. Das lineare Rausch-
spektrum wird also direkt durch den Realteil der linearen frequenzabhängi-
gen Mobilität bzw. Leitfähigkeit bestimmt. Im klassischen Regime h̄ω � kBT
ist dies gerade das Johnson-Nyquist Rauschen S = 4kBTG mit der statischen
Leitfähigkeit G. Im folgenden wollen wir jedoch das Nichtgleichgewichts-
Rauschspektrum behandeln, für welches es keine so einfache Beziehung wie
Gl. (6.15) gibt.
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6.2 Formal exakte Lösungen

Wie wir in Abschnitt 5.2.2 gesehen haben, kann die in Abschnitt 1.2.2 be-
schriebene Realzeit-Pfadintegralmethode ohne Modifikationen zur Berech-
nung von Erwartungswerten im stationären Nichtgleichgewichtszustand her-
angezogen werden. Darauf basierend sollen in diesem Abschnitt formal exak-
te Reihenentwicklungen für das mittlere Schwankungsquadrat (5.11) und die
Antwortfunktion (6.5) im stationären Nichtgleichgewichtszustand hergeleitet
werden. Aus diesen beiden Größen können mit den Beziehungen (5.14) bzw.
(6.12) das Rauschspektrum bzw. die Mobilitäten abgeleitet werden. Des wei-
teren werden wir auch das erste Moment (5.8) behandeln. Dieses benötigen
wir zwar nicht mehr für die Mobilität, da wir diese aus dem alternativen
Zugang (6.12) gewinnen. Es zeigt sich aber, daß das erste Moment für die
Diskussion des Langzeitverhaltens von Cne(t) von Bedeutung ist.

Wir betrachten das erzeugende Funktional

Zne(ρ, κ, ν, t) = 〈eρq(0)eκq(t)eνq(0)〉ne , (6.16)

aus welchem alle oben genannten Erwartungswerte durch geeignete Differen-
tiationen abgeleitet werden können. Es ist

〈q(t)〉ne = ∂Zne(ρ, κ, ν, t)

∂κ

∣∣∣∣
ρ=κ=ν=0

, (6.17)

Cne(t) =

[
∂2

∂κ2
+

∂

∂ρ

∂

∂ν
− ∂

∂κ

∂

∂ν
− ∂

∂κ

∂

∂ρ

]
Zne(ρ, κ, ν, t)|ρ=κ=ν=0 , (6.18)

χne(t) =
i

h̄
Θ(t)

[
∂

∂κ

∂

∂ν
− ∂

∂κ

∂

∂ρ

]
Zne(ρ, κ, ν, t)|ρ=κ=ν=0 . (6.19)

Der Erwartungswert (6.16) kann nach Abschnitt 1.2.2 durch geeignete
Präparationsfunktionen und propagierende Funktionen beschrieben werden.
Damit erhält man schließlich den Ausdruck

Zne(ρ, κ, ν, t) = lim
t0→−∞

∑
n,m,r

J(n, n, t;m, r, 0; 0, 0, t0) e
a(ρm+κn+νr) . (6.20)

Die propagierende Funktion J(n, n, t;m, r, 0; 0, 0, t0) ist dabei durch Gl. (1.60)
gegeben, und die Funktionalintegrationen müssen die Randbedingungen

q(t0) = 0, q(0) = ma, q(t) = na

q′(t0) = 0, q′(0) = ra, q′(t) = na (6.21)

erfüllen. Die Auswertung dieses doppelten Realzeit-Pfadintegrals ist sehr
ähnlich zu jener im Spin-Boson-Modell, die in Abschnitt 2.4 beschrieben wur-
de. Ein Doppelpfad, welcher vom Gitterplatz q = 0 zum Gitterplatz q = na
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führt, kann wieder als Pfad über die Matrixelemente der nunmehr unendlich
ausgedehnten reduzierten Dichtematrix aufgefaßt werden. Die Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten (2.21) nehmen für einen Pfad mit i Sprüngen im
negativen und j Sprüngen im positiven Zeitast (wobei i+ j ≥ 2n gerade ist)
die Form

ξ(t′) =
i+j∑
l=1

ξl Θ(t′ − tl) , η(t′) =
i+j∑
l=1

ηl Θ(t′ − tl) (6.22)

an. Die Ladungen ξl = ±1 und ηl = ±1 parametrisieren die vier Über-
gangsmöglichkeiten, die für den Sprung zur Zeit tl bestehen. Sie müssen dabei
die Randbedingungen

i+j∑
l=1

ξl = 0 sowie

i+j∑
l=1

ηl = 2n (6.23)

erfüllen.

q′

q

η

ξ

ηi

ξi

Abbildung 6.1: Das Gitter der reduzierten Dichtmatrix im TB-Modell. Ein Pfad, der
die Orte (1,1) und (4,4) verbindet, ist gestrichelt eingezeichnet. Das dazugehörige
Ladungsbild ist rechts angegeben.

Damit bestehen für die möglichen Pfade wesentlich mehr Freiheiten als
beim Zweizustandssystem. Dort sind für die Relativ- und Schwerpunktskoor-
dinate nur je zwei Werte möglich, und das System kehrt nach jedem Außer-
diagonalaufenthalt wieder in einen Diagonalzustand zurück. Im Ladungsbild
bedeutet dies, daß sowohl die Diagonal- als auch die Offdiagonalladungen im-
mer in neutralen Paaren angeordnet sind. Diese Einschränkungen fallen beim
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TB-System weg: es können mehrere gleichnamige Ladungen aufeinander fol-
gen, und das System kann sich beliebig weit außerhalb der Diagonalen auf-
halten. Wie weit außerhalb der Diagonalen sich das Sytem nach l Sprüngen
befindet wird dabei durch das Außerdiagonalmaß

gl,i+j =

i+j∑
k=l+1

ξk = −
l∑

k=1

ξk (6.24)

beschrieben. Ein typischer Pfad sowie die entsprechenden Ladungen sind in
Abb. 6.1 dargestellt. Während alle Außerdiagonalladungen zusammen ein
neutrales Cluster bilden, ist dies für die Diagonalladungen im allgemeinen
nicht der Fall. Dies wird durch die Bedingungen (6.23) zum Ausdruck ge-
bracht.

Kommen wir nun zum Beitrag der freien Propagatoren und des Influ-
enzfunktionals zur propagierenden Funktion. Wie schon beim Zweizustand-
system beträgt die Wahrscheinlichkeitsamplitude pro Zeiteinheit für einen
Sprung ±i∆/2. Des weiteren wird bei endlichem Bias jeder Pfad mit dem
Biasfaktor exp[iε

∫ t

−∞ dt′ξ(t′)] gewichtet. Für einen Pfad der Form (6.22)
erhält man insgesamt ein Amplitudenprodukt

A[q]A∗[q′] = (−1)(i+j−2)/2(∆/2)i+jBi+j (6.25)

mit dem Biasfaktor

Bi+j = exp

{
−iε

i+j∑
l=1

ξltl

}
. (6.26)

Für das Influenzfunktional verwenden wir wegen der stückweise stetigen Pfa-
de wiederum die Form (2.23). Mit Gl. (6.22) erhält man dann

Fi+j = Gi+jHi+j . (6.27)

Der Faktor Gi+j beschreibt die Wechselwirkung zwischen den Außerdiago-
nalladungen und ist durch

Gi+j = exp

{
i+j∑
k=2

k−1∑
l=1

ξkξlQ
′(tk − tl)

}
(6.28)

gegeben. Die Wechselwirkung der Diagonalladungen mit den nachfolgenden
Außerdiagonalladungen ist in dem Faktor

Hi+j = exp

{
i

i+j−1∑
l=1

ηl θl,i+j

}
(6.29)
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enthalten. Die Phase

θl,i+j =

i+j∑
k=l+1

ξkQ
′′(tk − tl) (6.30)

vereinfacht sich dabei im strikt Ohmschen Fall mit Q′′(t) = πK sgn(t) auf

θl,i+j = πKgl,i+j . (6.31)

Mit diesen Vorarbeiten und unter Verwendung des zeitgeordneten Integra-
tionssymbols (2.34) erhalten wir für die propagierende Funktion in Gl. (6.20)
die Form

J(n, n, t;m, r, 0; 0, 0, t0) =

∞∑
i=|m|+|r|

∞∑
j=|n−m|+|n−r|

(−1)(i+j−2n)/2(∆/2)i+j

×
∫ t

t0

Di,j{tl}
∑
{ξl}′′

Bi+jGi+j

∑
{ηl}′′

Hi+j . (6.32)

Der Doppelstrich bei der {ξl}- und {ηl}-Summation weist dabei auf die Ein-
schränkungen

i∑
l=1

ηl = m+ r ,

i+j∑
l=i+1

ηl = 2n−m− r ,

i∑
l=1

ξl = m− r ,

i+j∑
l=i+1

ξl = m− r (6.33)

hin. Setzt man Gl. (6.32) in das erzeugende Funktional (6.20) ein, so erhält
man den Ausdruck

Zne(ρ, κ, ν, t) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∆i+j

∫ t

−∞
Di,j{tl}

∑
{ξl}′

Bi+jGi+jAi,j(ρ, κ, ν) , (6.34)

Ai,j(ρ, κ, ν) = (1/2)i+j
∞∑

n=−∞

∞∑
m=−∞

∞∑
r=−∞

(−1)(i+j−2n)/2ea(mρ+nκ+rν)

×Θ(i− |m|+ |r|)Θ(j − |n−m| − |n− r|)
∑
{ηl}′′

Hi+j .

(6.35)

Der Strich bei der {ξl}-Summation bringt zum Ausdruck, daß die in Gl. (6.23)
links angegebene Neutralitätsbedingung erfüllt sein muß. Die Summation
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über die Diagonalladungen {ηl} in Gl. (6.35) kann in analytischer Form
durchgeführt werden, und es ergibt sich [5, 114]

Ai,j = exp[a(ν − ρ)gi,i+j/2]sinh(ρa/2)

i∏
l=1

sinh[a(ρ+ κ + ν)/2 + iθl,i+j ]

×
i+j−1∏
m=i+1

sinh[aκ/2 + iθm,i+j ] . (6.36)

Aus dem erzeugenden Funktional können wir nun über die Vorschriften (6.17)
und (6.18) das erste Moment sowie das mittlere Schwankungsquadrat ablei-
ten. Man erhält

〈q(t)〉ne =
∞∑
i=0

∞∑
j=1

∆i+j

∫ t

−∞
Di,j{tl}

∑
{ξl}′

a
(1)
i,j Bi+jGi+j , (6.37)

Cne(t) =
∞∑
i=0

∞∑
j=1

∆i+j

∫ t

−∞
Di,j{tl}

∑
{ξl}′

a
(2)
i,j Bi+jGi+j . (6.38)

Die Koeffizienten a
(1)
i,j und a

(2)
i,j sind dabei durch

a
(1)
i,j = i

a

2
(−1)(i+j−2)/2

i+j−1∏
l=1

sin(θl,i+j) , (6.39)

a
(2)
i,j =

a2

2
(−1)(i+j−2)/2

i∏
l=1

sin(θl,i+j)

{
i+j−1∑
k=i+1

cos(θk,i+j)

i+j−1∏
m=i+1,m6=k

sin(θm,i+j)

}
(6.40)

gegeben. Nun stellen die Beiträge ohne Sprünge im negativen Zeitast (i = 0)
in Gl. (6.37) und (6.38) gerade das erste Moment 〈q(t)〉fc bzw. das zweite
Moment 〈q2(t)〉fc für faktorisierende Anfangsbedingungen dar [113, 114]. Wir
schreiben mit j = 2m also

〈q(t)〉ne = 〈q(t)〉fc +Rne(t) , (6.41)

Cne(t) = 〈q2(t)〉fc +Kne(t) , (6.42)

mit

〈q(t)〉fc =
∞∑

m=1

∆2m

∫ t

0

D0,2m{tl}
∑
{ξl}′

a
(1)
0,2mB2mG2m , (6.43)

〈q2(t)〉fc =
∞∑

m=1

∆2m

∫ t

0

D0,2m{tl}
∑
{ξl}′

a
(2)
0,2mB2mG2m . (6.44)
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Die Auswirkungen der speziellen Anfangspräparation im stationären Nicht-
gleichgewichtszustand sind vollständig in den Korrekturtermen Rne(t) und
Kne(t) enthalten, die durch

Rne(t) =
∞∑

i,j=1

∆i+j

∫ t

−∞
Di,j{tl}

∑
{ξl}′

a
(1)
i,jBi+jGi+j , (6.45)

Kne(t) =
∞∑

i,j=1

∆i+j

∫ t

−∞
Di,j{tl}

∑
{ξl}′

a
(2)
i,jBi+jGi+j (6.46)

gegeben sind.
Für die Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion erhalten wir mit der Vor-

schrift (6.19) den Ausdruck

χne(t) = − i

h̄
a

∞∑
i,j=1

∆i+j

∫ t

−∞
Di,j{tl}

∑
{ξl}′

gi,i+j a
(1)
i,j Bi,jGi+j . (6.47)

Wegen des Faktors gi,i+j befinden sich alle zu χne(t) beitragenden Pfade zur
Zeit t′ = 0 außerhalb der Diagonalen.

Zur weiteren Auswertung der Ausdrücke (6.41), (6.42) und (6.47) ist es
vorteilhaft, zur Laplacetransformierten überzugehen. Dazu führen wir die
Differenzzeiten

ρl = tl+1 − tl , l = 1, . . . , i+ j − 1

ρi+j = t− ti+j (6.48)

ein. Das Intervall ρi, welches die Zeit t
′ = 0 enthält, wird nochmals unterteilt

in

τi = −ti und si = ti+1 . (6.49)

Der Biasfaktor lautet damit

Bi+j = exp(−iφi+j) , φi,j = ε

i+j−1∑
l=1

gl,i+jρl . (6.50)

Drückt man nun die zeitgeordneten Integrationen in Gl. (2.34) durch Inte-
grationen über die Differenzzeiten aus und geht zur Laplacetransformierten
über, so wird jedes Zeitintervall ρl im positiven Zeitast mit einem Laplace-
Faktor e−λρl versehen. Wir führen die kompakte Notation∫ ∞

0

D̃i,j(λ, {ρl}) . . . =
(

i+j−1∏
l=i+1

∫ ∞

0

dρl e
−λρl

)
i−1∏
k=1

∫ ∞

0

dρk . . . (6.51)
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ein, in welcher die Integrationen über die Intervalle τi und si noch nicht
enthalten sind.

Für die Laplacetransformierte des ersten Moments (6.41) erhalten wir
damit

〈q̂(λ)〉ne = 〈q̂(λ)〉fc + R̂ne(λ) (6.52)

mit

〈q̂(λ)〉fc = −i
λ2

∞∑
m=1

∆2m

∫ ∞

0

D̃0,2m(λ, {ρl})
∑
{ξl}′

a
(1)
0,2mG2m sinφ2m , (6.53)

R̂ne(λ) =
−i
λ

∞∑
i,j=1

∆i+j

∫ ∞

0

D̃i,j(λ, {ρl})
∫ ∞

0

dτi dsi e
−λsi

∑
{ξl}′

a
(1)
i,jGi+j sinφi+j .

(6.54)

Für das Schwankungsquadrat ergibt sich

Ĉne(λ) = 〈q̂2(λ)〉fc + K̂ne(λ) , (6.55)

und die einzelnen Summanden sind durch

〈q̂2(λ)〉fc = 1

λ2

∞∑
m=1

∆2m

∫ ∞

0

D̃0,2m(λ, {ρl})
∑
{ξl}′

a
(2)
0,2mG2m cosφ2m , (6.56)

K̂ne(λ) =
1

λ

∞∑
i,j=1

∆i+j

∫ ∞

0

D̃i,j(λ, {ρl})
∫ ∞

0

dτi dsi e
−λsi

∑
{ξl}′

a
(2)
i,jGi+j cosφi+j

(6.57)

gegeben. Die Laplacetransformierte von Gl. (6.47) lautet schließlich

χ̂ne(λ) = − ia

h̄λ

∞∑
i,j=1

∆i+j

∫ ∞

0

D̃i,j(λ, {ρl})
∫ ∞

0

dτi dsi e
−λsi

×
∑
{ξl}′

gi,i+j a
(1)
i,jGi+j cosφi,j . (6.58)

In Gl. (6.53) und (6.56) haben wir dabei die Integrationen über die beiden
Randintervalle ρ0 und ρ2m, in Gl. (6.54), (6.57) und (6.58) die Integration
über das Schlußintervall ρi+j schon durchgeführt.

Um nun ein formal exaktes Ergebnis für das Rauschspektrum (5.14) ange-
ben zu können, benötigen wir die Fouriertransformierte von Cne(t). Für in der
Zeit symmetrische Funktionen f(t) = f(−t) ist die Fouriertransformierte mit
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der Laplacetransformierten über die Relation f̃(ω) = 2Re f̂(λ = −iω + 0+)
verknüpft. Wir erhalten damit für das Rauschspektrum

S(ω) = 2
e2

a2
Re
[
λ2Ĉne(λ)

]
λ=−iω+0+

. (6.59)

Zusammen mit Gl. (6.55)-(6.57) stellt dies eine formal exakte Reihenentwick-
lung für das allgemeine frequenzabhängige Rauschspektrum bei beliebigen
Temperaturen und beliebigem Bias dar.

Betrachten wir als nächstes die verallgemeinerte Mobilität M(ε, ω), wel-
che nach Gl. (6.9) aus der Nichtgleichgewichts-Suszeptibilität χ̃ne(ω) hervor-
geht. Für kausale Funktionen mit f(t < 0) ≡ 0 gilt f̃(ω) = f̂(λ = −iω+0+),
und wir erhalten für die verallgemeinerte Mobilität

M(ε, ω) = −iωχ̂ne(λ = −iω + 0+) . (6.60)

Zusammen mit Gl. (6.58) können wir aus diesem Ausdruck die formal exak-
ten Reihenentwicklungen für die verschiedenen Mobilitäten ableiten. Um die
lineare frequenzahhängige Mobilität µ(ω) zu erhalten, setzt man einfach den
Bias in Gl. (6.58) gleich Null. Die differentielle Mobilität erhalten wir nach
Gl. (6.12) dagegen über

µd(ε) = lim
ω→0

[−iωχ̃ne(ω)] = lim
λ→0

[λχ̂ne(λ)] . (6.61)

Da in Gl. (6.58) die Korrelationen zwischen dem negativen und positiven
Zeitast nicht von den beiden Zeitintervallen τi und si einzeln, sondern nur
von ihrer Summe ρi = τi + si abhängen, können die τi- und si-Integrationen
zusammengefaßt werden,∫ ∞

0

dτi dsi e
−λsif(τi + si) =

1

λ

∫ ∞

0

dρi (1− e−λρi) f(ρi) . (6.62)

Im Limes λ → 0 gehen nun die Exponentialfaktoren e−λρl, die den Inter-
vallen im positiven Zeitast zugeordnet sind, gegen Eins, und es ist keine
Unterscheidung zwischen dem negativen und positiven Zeitast mehr notwen-
dig. Lediglich die Integration über das Intervall ρi spielt wegen Gl. (6.62) eine
Sonderrolle und wird im Limes λ → 0 mit der Intervalllänge ρi gewichtet.
Berücksichtigt man schließlich, daß aufgrund der i-Summation jedes Inter-
vall diese ausgezeichnete Position einnehmen kann, so erhält man für die
differentielle Mobilität den Ausdruck

µd(ε) =
a2

2h̄

∞∑
m=1

∆2m(−1)m−1

∫ ∞

0

D̃0,2m(λ→ 0)
∑
{ξl}′

( 2m−1∏
l=1

sin θl,2m

)
G2m

×
( 2m−1∑

i=1

gi,2mρi

)
cosφ2m . (6.63)
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Mit Gl. (5.5) ergibt sich damit für die Mobilität

µ(ε) =
a2

2h̄ε

∞∑
m=1

∆2m(−1)m−1

∫ ∞

0

D̃0,2m(λ→ 0)
∑
{ξl}′

( 2m−1∏
l=1

sin θl,2m

)
G2m

× sin φ2m . (6.64)

Dieser Ausdruck stimmt mit den Ergebnissen aus den Arbeiten [112, 113]
überein. In diesen Arbeiten wurde die formal exakte Entwicklung für die
Mobilität direkt aus der Definition (5.3) mit faktorisierenden Anfangsbe-
dingungen abgeleitet, während wir sie jetzt aus der Nichtgleichgewichts-
Antworttheorie erhalten haben.

6.3 Störungstheoretische Ergebnisse

Die im vorherigen Abschnitt hergeleiteten formal exakten Reihenentwick-
lungen für das Rauschspektrum und die Mobilität lassen sich nur in Son-
derfällen wie beispielsweise dem FallK = 1

2
[112, 113, 114] analytisch aufsum-

mieren. Für hohe Temperaturen oder starke Kopplung besteht die Dynamik
des TB-Systems aus inkohärenten Tunnelprozessen zwischen benachbarten
Mulden, die durch Raten beschrieben werden können. In diesem inkohären-
ten Regime sind die Offdiagonalausflüge auf den Bereich |ξ| ≤ 1 beschränkt,
und es genügt, die Reihenentwicklungen nach der Ordnung ∆2 abzubrechen.

Beginnen wir mit dem Strom I = eµF/a. Beschränkt man sich in der
Entwicklung der Mobilität, Gl. (6.64), auf die Ordnung ∆2, so erhält man

I(ε) = e∆2

∫ ∞

0

dτ e−Q′(τ) sin[Q′′(τ)] sin(ετ) . (6.65)

Dieser Ausdruck läßt sich aber gerade durch die Differenz zwischen der durch
Gl. (4.19) gegebenen Vorwärtsrate k+(ε) und der Rückwärtsrate k−(ε) =
k+(−ε) ausdrücken,

I(ε) = e
[
k+(ε)− k−(ε)

]
= e
[
1− e−h̄βε

]
k+(ε) . (6.66)

In der zweiten Form haben wir die detaillierte Bilanz (4.21) verwendet. Wir
betonen, daß Gl. (6.66) für beliebige Spektraldichten gültig ist. Die Raten
für verschiedene nichtohmsche Spektraldichten sind in Kapitel 4 in Steepest
Descent berechnet worden. Uns interessiert aber hauptsächlich der für den
korrelierten Elektronentransport relevante Fall einer strikt Ohmschen Spek-
traldichte, in welchem die Rate in analytischer Form durch Gl. (4.29) gegeben
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ist. Für T = 0 erhält man dann den Strom

I(ε) =
eπ

2Γ(2K)

∆2

ω2K
c

ε2K−1 =
eπ

2Γ(2K)
ε

(
ε

∆r

)2K−2

, (6.67)

wobei das reduzierte Matrixelement (2.16) verwendet wurde. Gl. (6.67) ist
nach Ref. [10, 95] der führende Term einer Entwicklung nach Potenzen von
(ε/∆r)

2K−2, welche im interessanten Bereich starker Kopplung K > 1 (dem
entspricht im Luttinger-Modell ja der Bereich abstoßender Wechselwirkung
g < 1) die Niederspannungsentwicklung darstellt [10, 95]. Das Ergebnis (6.67)
wird also für ε� ∆r exakt.

Wenden wir uns nun dem Rauschspektrum zu, welches durch Gl. (6.59)
mit Gl. (6.55)-(6.57) gegeben ist. In Ordnung ∆2 liefert der Term K̂ne(λ)

keinen Beitrag, da der Koeffizient a
(2)
1,1 nach Gl. (6.40) Null ist. Damit ist

Ĉne(λ) = 〈q̂2(λ)〉fc, und wir erhalten

S(ω) = e2∆2

∫ ∞

0

dτ e−Q′(τ) cos[Q′′(τ)]
(
cos[(ε+ ω)τ ] + cos[(ε− ω)τ ]

)
.

(6.68)

Dieser Ausdruck kann als Summe von je zwei Vorwärts- und Rückwärtsraten
geschrieben werden,

S(ω) = e2
[
k+(ε+ ω) + k−(ε+ ω) + k+(ε− ω) + k−(ε+ ω)

]
. (6.69)

Nun gilt aber zwischen Vorwärts- und Rückwärtsrate die detaillierte Bilanz-
gleichung (4.21), die aus den analytischen Eigenschaften der Badkorrelations-
funktion folgt. Auf die Summe bzw. Differenz der Raten umgeschrieben lautet
diese Relation

k+(ε) + k−(ε) = coth(h̄βε/2)
[
k+(ε)− k−(ε)

]
. (6.70)

Damit ist es möglich, das frequenzabhängige Rauschspektrum (6.69) durch
den statischen Strom (6.66) auszudrücken. Man erhält die für beliebige Spek-
traldichten gültige Relation

S(ω) = e
[
coth[h̄β(ε+ ω)/2]I(ε+ ω) + coth[h̄β(ε− ω)/2]I(ε− ω)

]
. (6.71)

Im linearen Fall ε = 0 vereinfacht sich diese Gleichung auf die Fluktuations-
Dissipations Beziehung (6.15). Dagegen erhalten wir im statischen Grenzfall
das Schrotrauschen bei endlichen Temperaturen,

S(ω = 0) = 2e coth(h̄βε/2)I(ε) . (6.72)
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Wir konzentrieren uns im folgenden aber auf den strikt Ohmschen Fall bei
T = 0. Mit der Form (6.67) erhalten wir das perturbative Rauschspektrum

S(ω) = eI(ε)
[|1 + ω/ε|2K−1 + |1− ω/ε|2K−1

]
(6.73)

= 2eI(ε) +O(ω2) . (6.74)

Dieses perturbative Rauschspektrum weist zwei besondere Merkmale auf.
Zum einen ist das Spektrum ist im Niederfrequenzbereich weiß, und der Wert
des Rauschens ist durch das klassische Schrotrauschen 2eI(ε) gegeben. Zum
anderen tritt im Hochfrequenzbereich eine Singularität bei der Josephsonfre-
quenz ω = ε = eV/h̄ auf.

Für einen größeren Bias und damit Strom müssen auch höhere Ordnungen
in der Störungsentwicklung mitberücksichtigt werden. Dies bringt zum Aus-
druck, daß in diesem Bereich ausgedehntere Außerdiagonalausflüge möglich
sind und quantenmechanische Kohärenzeffekte auftreten. Als Folge davon
weicht das Gleichstromrauschen vom klassischen Wert 2eI(ε) ab. Bei T = 0
findet man den Zusammenhang

S(ω = 0) = h̄ε∆
∂

∂∆
G =

1

K − 1
h̄ε2

∂

∂ε
G (6.75)

zwischen dem Gleichstromrauschen und der Leitfähigkeit [92, 95], welche in
niedrigster Ordnung den obigen Wert 2eI(ε) reproduziert. In der zweiten
Form wurde dabei ausgenutzt, daß die Leitfähigkeit von der funktionalen
Gestalt G = G(∆2ε2K−2) ist. Diese Form hängt nicht mehr explizit vom
Tunnelmatrix ∆ ab. Das impliziert zusammen mit Gl. (5.19) und (5.21),
daß die Relation in dieser Form auch im Weak-Binding-Limes des periodi-
schen Potential bzw. im Luttinger-θ-Modell gültig ist. Man bezeichnet diese
Beziehung auch als Nichtgleichgewichts-Fluktuations-Dissipations-Theorem.
Die in den höheren Ordnungen der Störungsentwicklung enthaltenen Korre-
lationen zwischen den einzelnen Tunnelprozessen haben außerdem zur Fol-
ge, daß das Spektrum im Niederfrequenzbereich nicht mehr weiß, sondern
frequenzabhängig ist. Dieser Sachverhalt soll im nächsten Abschnitt unter-
sucht werden. Dabei werden wir alle Ordnungen in der Störungsentwicklung
berücksichtigen.

6.4 Langzeit- und Niederfrequenzverhalten

In diesem Abschnitt sollen die führenden Terme in der Langzeitentwicklung
des mittleren Schwankungsquadrats Cne(t) herausgearbeitet werden, welche
nach Gl. (5.14) das Niederfrequenzverhalten des Rauschens bestimmen. Ins-
besondere sind wir an den Korrekturen zum Gleichstromrauschen S(ω = 0)
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interessiert, welche ein Maß für die Korrelationen zwischen den einzelnen
Tunnelprozessen sind. Dabei beschränken wir uns auf T = 0 und den strikt
Ohmschen Fall (2.43), welcher für den korrelierten Elektronentransport von
Bedeutung ist. Ausgangspunkt sind die in Abschnitt 6.2 angegebenen Rei-
henentwicklungen der Laplacetransformierten von erstem Moment und mitt-
lerem Schwankungsquadrat, Gl. (6.52)-(6.57).

6.4.1 Erstes Moment

Beginnen wir mit dem ersten Moment mit faktorisierenden Anfangsbedin-
gungen, Gl. (6.53). Der in dieser Entwicklung auftretende Koeffizient a

(1)
2m

besteht nach Gl. (6.39) aus einem Produkt von Phasenfaktoren sin(θl,2m). Im
strikt Ohmschen Fall wird nach Gl. (6.31) die Phase θl,2m und damit auch
der entsprechende Phasenfaktor gleich Null, wenn sich das System in einem
Diagonalzustand gl,2m = 0 aufhält. Deshalb tragen zum ersten Moment nur
Pfade bei, die sich abgesehen vom Anfangs- und Endzustand immer außer-
halb der Diagonalen befinden. Jedes Intervall ρl trennt also zwei entgegen-
gesetzt geladene {ξl}-Cluster. In dem Faktor G2m überwiegt die anziehende
Wechselwirkung zwischen den Clustern, welche bei T > 0 für die Konvergenz
jeder ρl-Integration auch im Grenzwert λ → 0 sorgt. Für T = 0 werden die
ρl- Integrationen dagegen durch den Biasfaktor sinφ2m regularisiert. Man
erhält die Entwicklung

λ2〈q̂(λ)〉fc = Fµ+
∑
n

qnλ
n/n! = Fµ+ λq1 +O(λ2) . (6.76)

Dabei ist µ die Mobilität (6.64), und die Koeffizienten qn sind durch

qn = lim
λ→0

(∂n/∂λn)
[
λ2〈q̂(λ)〉fc

]
(6.77)

= −i
∞∑

m=1

∆2m

∫ ∞

0

D̃0,2m(λ = 0)

(
−

2m−1∑
i=1

ρi

)n∑
{ξl}′

a
(1)
0,2mG2m sin φ2m

gegeben. Im Zeitregime entspricht Gl. (6.76) dem führenden Langzeitverhal-
ten

〈q(t)〉fc = Fµt+ q1 . (6.78)

Zum ersten Moment im stationären Nichtgleichgewichtszustand trägt zusätz-
lich noch der Korrekturterm R̂ne(λ), Gl. (6.54), bei. Auch hier gibt es wegen

des Faktors a
(1)
i,j nur Beiträge von Außerdiagonalpfaden, so daß der Wech-

selwirkungsterm Gi,j und der Biasfaktor für die Konvergenz des Ausdrucks
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λR̂ne(λ) im Grenzwert λ→ 0 sorgen. Unter Verwendung von Gl. (6.62) und
(6.77) erhält man für λ2R̂ne(λ) die Reihenentwicklung

λ2R̂ne(λ) = −
∑
n

qnλ
n/n! = −λq1 +O(λ2) . (6.79)

Addieren wir nun Entwicklungen (6.76) und (6.79) gemäß Gl. (6.52), so
kürzen sich alle Terme ab Ordnung λ weg. Man erhält also für das erste
Moment im stationären Nichtgleichgewichtszustand

λ2〈q̂(λ)〉ne = λ2〈q̂(λ)〉fc + λ2R̂ne(λ) ≡ Fµ . (6.80)

Dies entspricht im Zeitregime gerade dem gewünschten stationären Verhalten

〈q(t)〉ne ≡ Fµt . (6.81)

6.4.2 Mittleres Schwankungsquadrat

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns nun dem mittleren Schwankungs-
quadrat zu. Wir beginnen mit dem Beitrag 〈q̂2(λ)〉fc, Gl. (6.56). Der Koef-

fizient a
(2)
2m enthält nun genau einen Phasenfaktor cos(θl,2m). Damit gibt es

zum zweiten Moment auch Beiträge von Pfaden, die abgesehen von Anfangs-
und Endzustand ein weiteres Mal einen Diagonalzustand einnehmen. Dem
entsprechenden Diagonalintervall ρ2p,2m mit g2p,2m = 0 muß dann der Pha-
senfaktor cos(θ2p,2m) = 1 zugewiesen werden. Wir teilen das zweite Moment
also in zwei Beiträge auf,

〈q̂2(λ)〉fc = 〈q̂2(λ)〉off + 〈q̂2(λ)〉diag . (6.82)

Der erste Term 〈q̂2(λ)〉off beschreibt die Beiträge aller Pfade ohne weite-
ren Diagonalzustand. Wie schon für das erste Moment sorgen die attraktiven
Wechselwirkungen in G2m sowie der Biasfaktor in diesem Fall für die Konver-
genz jedes Integrals in Gl. (6.56), und man erhält für λ2〈q̂2(λ)〉off im Limes
λ→ 0 eine Konstante, die mit 2D′ bezeichnet werden soll,

λ2〈q̂2(λ)〉off = 2D′ +O(λ) . (6.83)

Der Beitrag aller Pfade mit einem zusätzlichen Diagonalzustand ist da-
gegen in dem Ausdruck 〈q̂2(λ)〉diag enthalten, den wir wiederum in zwei Teile
aufspalten,

〈q̂2(λ)〉diag = 〈q̂2(λ)〉diag,1 + 〈q̂2(λ)〉diag,2 . (6.84)
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Der Term 〈q̂2(λ)〉diag,1 umfaßt alle Beiträge, bei welchen sich das System nur
für kurze Zeit in diesem Diagonalzustand aufhält, und im Langzeitlimes statt-
dessen ein Nichtdiagonalintervall ρl,2m, l 6= 2p, sehr lang wird. Jedes dieser
Intervalle trennt dann zwei geladene {ξl}-Cluster, und die Wechselwirkung
G2m sowie der Biasfaktor regularisieren die Integrationen über die Intervalle
ρl,2m. Man erhält das für λ→ 0 reguläre Verhalten

λ2〈q̂2(λ)〉diag,1 = 2D′′ +O(λ) . (6.85)

Der führende Beitrag rührt jedoch von dem Term 〈q̂2(λ)〉diag,2 her, wel-
cher die Beiträge mit einem langen Diagonalintervall ρ2p beschreibt und in
Abb. 6.2 schematisch dargestellt ist. Das Intervall ρ2p trennt zwei neutrale

0 t

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung des Beitrags 〈q̂2(λ)〉diag,2 im Langzeitbereich.
Zwei neutrale Cluster sind durch einen langen Diagonalzustand voneinander getrennt.

{ξl}-Cluster aus 2p beziehungsweise 2q = 2m−2p Ladungen, deren schwache
Wechselwirkung nicht für die Konvergenz der ρ2p-Integration sorgt. Da diese
Integration wegen Gl. (6.50) auch nicht durch den Biasfaktor regularisiert
wird, ist das Intervall ρ2p im Grenzfall λ → 0 sehr lang, und wir können die
Wechselwirkung zwischen den neutralen Clustern entwickeln. Im strikt Ohm-
schen Fall enthalten die übrigen Phasenfaktoren sin(θl,2m) wegen Gl. (6.31)
keine Korrelationen zwischen beiden Clustern, so daß die Betrachtung der
Ladungswechselwirkung G2m genügt. Dazu schreiben wir Gl. (6.28) in der
Form

G2m = G2pG2qGint , (6.86)

wobei G2p und G2q die Wechselwirkungen innerhalb der beiden Cluster ent-
halten. Die Wechselwirkung zwischen beiden Clustern wird durch den Faktor

Gint = exp

{
2m∑

k=2p+1

2p∑
l=1

ξkξlQ
′(tk − tl)

}
(6.87)

beschrieben. Jede einzelne Wechselwirkung Q′(tk − tl) in diesem Ausdruck
erstreckt sich dabei über das lange Intervall ρ2p hinweg und kann deshalb
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um Q′(ρ2p) entwickelt werden. Aufgrund der Neutralität der beiden Clu-
ster tragen die beiden ersten Ordnungen nicht zu Gl. (6.87) bei, und die
führende Korrektur zum wechselwirkungsfreien Fall rührt von der Dipol-
Dipol-Wechselwirkung her. Es ergibt sich

Gint = 1− Q̈′(ρ2p)
2p−1∑
l=1

gl,2mρl

2m−1∑
k=2p+1

gk,2mρk . (6.88)

Setzt man nun Gl. (6.86) mit Gl. (6.88) in die Entwicklung (6.56) für
das zweite Moment ein, so kann der entstehende Ausdruck durch eine Sym-
metrieüberlegung vereinfacht werden. Dazu betrachten wir eine bestimmte
Ladungsanordnung {ξj} zusammen mit der Ladungsanordnung, die durch
Spiegelung aller Ladungen innerhalb des zweiten Clusters aus dieser Ladungs-
anordnung hervorgeht ( {ξj} → {−ξj} für j ≥ 2p+1) . Jeder der Phasenfakto-
ren sin(θl,2m) im zweiten Cluster, deren Anzahl ungerade ist, wechselt durch
die Ladungsspiegelung sein Vorzeichen, siehe Gl. (6.31). Da in das zweite
Moment die Summe aus den Beiträgen beider Ladungsanordnungen eingeht,
trägt von dem Produkt aus Interclusterwechselwirkung Gint und Biasfaktor
cosφ2m also nur der Anteil bei, welcher ebenfalls sein Vorzeichen wechselt.
Dieser ist durch[
Gint cosφ2m

]
− = − sinφ2p sin φ2q (6.89)

− cosφ2p cosφ2q Q̈
′(ρ2p)

( 2p−1∑
l=1

gl,2mρl

)( 2m−1∑
k=2p+1

gk,2mρk

)
gegeben. Dabei haben wir die Biasphase φ2m, Gl. (6.50), wegen g2p,2m = 0 in
zwei Anteile augeteilt. Es ist φ2m = φ2p + φ2q mit

φ2p = ε

2p−1∑
l=1

gl,2mρl , φ2q = ε

2m−1∑
k=2p+1

gk,2mρk . (6.90)

Die beiden eingeklammerten Summen in Gl. (6.89) können nun durch Diffe-
rentiation der Biasterme generiert werden, und wir erhalten[

Gint cos φ2m

]
− = − sinφ2p sinφ2q − Q̈′(ρ2p)

( ∂
∂ε

sinφ2p

)( ∂
∂ε

sinφ2q

)
.

(6.91)

Damit zerfällt der Beitrag 〈q̂2(λ)〉diag,2 in zwei Anteile,

〈q̂2(λ)〉diag,2 = f1(λ) + f2(λ) . (6.92)
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Der vordere Summand in Gl. (6.91) führt zu dem wechselwirkungsfreien Term

f1(λ) = − a2

2λ2

∞∑
p=1

∞∑
q=1

∆2p+2q(−1)(p+q−1)

∫ ∞

0

D̃2p+2q(λ)

×
∑
{ξl}′2p

∑
{ξk}′2q

G2pG2q sin φ2p sinφ2q

2p+2q−1∏
l=1
l 6=2p

sin θl,2p+2q . (6.93)

Die Indizes 2p bzw. 2q bei den ξ−Summationen weisen dabei auf die bei-
den Neutralitätsbedingungen

∑2p
l=1 ξl = 0 und

∑2p+2q
k=2p+1 ξk = 0 hin. Da in

Gl. (6.93) die Cluster auf beiden Seiten des Intervalls ρ2p nicht wechselwir-
ken, liefert die Integration über ρ2p einfach einen Faktor 1/λ. Die beiden
verbleibenden Cluster können jeweils mit dem ersten Moment, Gl. (6.53),
identifiziert werden, und man erhält

λ2f1(λ) =
2

λ

[
λ2〈q̂(λ〉fc

]2
(6.94)

=
2

λ
F 2µ2 + 4Fµq1 +O(λ) . (6.95)

In der zweiten Zeile haben wir Gl. (6.76) benutzt. Im Zeitregime entspricht
dies dem Langzeitverhalten

f1(t) = F 2µ2t2 + 4Fµq1t = 〈q(t)〉2fc + 2Fµq1t . (6.96)

Der zweite Summand in Gl. (6.91), welcher die Dipol-Dipol-Wechselwir-
kung zwischen beiden Clustern beschreibt, ist dagegen in dem Term f2(λ)
enthalten. Es ist

f2(λ) = − a2

2λ2

∞∑
p=1

∞∑
q=1

∆2p+2q(−1)(p+q−1)

∫ ∞

0

D̃2p+2q(λ) Q̈
′(ρ2p)

×
∑
{ξl}′2p

∑
{ξk}′2q

G2pG2q

( ∂
∂ε

sin φ2p

)( ∂
∂ε

sin φ2q

) 2p+2q−1∏
l=1
l 6=2p

sin θl,2p+2q .

(6.97)

Im Fall T = 0 gilt nach Gl. (3.122) für die Wechselwirkung Q̈′(ρ2p) =
−2K/ρ22p, und die Integration über das Intervall ρ2p ergibt in führender Ord-
nung ∫ ∞

0

dρ2p e
−λρ2p Q̈′(ρ2p) ≈ −2Kλ lnλ . (6.98)
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Die Cluster auf beiden Seiten des Intervalls ρ2p können im Limes λ → 0
nun mit der differentiellen Mobilität, Gl. (6.63), identifiziert werden. Damit
erhalten wir

λ2f2(λ) = −4h̄2K

a2
[
µd

]2
λ lnλ

[
1 +O(λ)] , (6.99)

was zu dem logarithmischen Langzeitverhalten

f2(t) =
4h̄2K

a2
[µd]

2 ln(t/t∗) (6.100)

führt. Die Zeit t∗ ist dabei eine beliebige Referenzzeit.
Trägt man die Ergebnisse (6.83), (6.85), (6.95) und (6.99) zusammen, so

erhalten wir für das zweite Moment bei T = 0 die Entwicklung

λ2〈q̂2(λ)〉fc = 2

λ
F 2µ2 + (4Fµq1 + 2D′ + 2D′′)− 4h̄2K

a2
[
µd

]2
λ lnλ+O(λ) .

(6.101)

Das Langzeitverhalten des zweiten Moments mit faktorisierenden Anfangs-
bedingungen ist damit durch

〈q2(t)〉fc = F 2µ2t2 + 4Fµq1t+ 2(D′ +D′′)t +
4h̄2K

a2
[µd]

2 ln(t/t∗) (6.102)

= 〈q(t)〉2fc + 2Dt+
4h̄2K

a2
[µd]

2 ln(t/t∗) (6.103)

gegeben. Die verbleibenden, nicht im Quadrat des ersten Moments enthalte-
nen linearen Terme werden als Diffusionskonstante D bezeichnet,

D =
1

2
lim
t→∞

∂

∂t

[〈q2(t)〉fc − 〈q(t)〉2fc
]

(6.104)

= D′ +D′′ + Fµq1 . (6.105)

Um schließlich zum mittleren Schwankungsquadrat (6.55) zu gelangen,
müssen wir noch den Korrekturterm K̂ne(λ), Gl. (6.57), behandeln. Dieser
Term hat eine ähnliche Struktur wie das zweite Moment (6.56), weist aber
im Unterschied zu diesem einen Faktor 1/λ weniger auf. Aus diesem Grund
können wir uns auf die führende Ordnung in K̂ne(λ) beschränken. Dieser
Beitrag rührt wieder von Diagrammen mit einem Diagonalzustand her, wel-
cher nach Gl.(6.40) im positiven Zeitast liegt. Der Diagonalzustand trennt
zwei neutrale und in führender Ordnung nichtwechselwirkende {ξl}-Cluster.
Das Cluster links des Diagonalzustands kann nun mit der Funktion R̂ne(λ),
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Gl. (6.54), identifiziert werden, während das Cluster rechts davon dem ersten
Moment (6.53) entspricht. Damit ergibt sich Ausdruck

λ2K̂ne(λ) = 2
[
λR̂ne(λ)

][
λ2〈q̂(λ)〉fc

]
+O(λ) , (6.106)

= −2Fµq1 +O(λ) . (6.107)

In der zweiten Zeile haben wir dabei Gl. (6.76) und (6.79) verwendet. Zu-
sammen mit dem Ergebnis (6.101) und Gl. (6.105) erhält man damit für das
mittlere Schwankungsquadrat im stationären Nichtgleichgewichtszustand bei
T = 0 die λ-Entwicklung

λ2Ĉne(λ) =
2

λ
F 2µ2 + 2D − 4h̄2K

a2
[
µd

]2
λ lnλ+O(λ) . (6.108)

Dies entspricht dem asymptotischen Langzeitverhalten

Cne(t) = F 2µ2t2 + 2Dt+
4h̄2K

a2
[µd]

2 ln(t/t∗) (6.109)

= 〈q(t)〉2ne + 2Dt+
4h̄2K

a2
[µd]

2 ln(t/t∗) . (6.110)

Vergleichen wir nun dieses Langzeitverhalten mit jenem von 〈q(t)〉2fc, siehe
Gl. (6.102) bzw. (6.103). Wie erwartet wirkt sich die unterschiedliche An-
fangspräparation nicht auf das führende Langzeitverhalten aus, und man
findet Übereinstimmung in Ordnung t2. Dagegen unterscheiden sich die bei-
den Größen in dem in der Zeit linearen Term. Während in Cne(t) in dieser
Ordnung nur der diffusive Term 2Dt auftritt, gibt es zu 〈q2(t)〉fc auch den
Beitrag 2Fµq1 aus dem quadrierten ersten Moment. Der logarithmische Term
ist in beiden Entwicklungen interessanterweise wieder identisch.

6.4.3 Niederfrequenzverhalten des Rauschspektrums

Mit der λ-Entwicklung (6.108) des Schwankungsquadrats sind wir jetzt in
der Lage, über die Beziehung (6.59) das Niederfrequenzverhalten des Rausch-
spektrums angeben zu können. Wir teilen das Rauschspektrum in den weißen
Gleichstromanteil S(ω = 0) sowie den Niederfrequenz-Korrekturterm ∆S(ω)
auf,

S(ω) = S(ω = 0) + ∆S(ω) . (6.111)

Beginnen wir mit dem führenden 1/λ-Term in Gl. (6.108). Wegen der Eigen-
schaft

Re
1

−iω + 0+
= π sgn(ω)δ(ω) = 0 (6.112)
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trägt dieser Anteil aber nicht zum Rauschspektrum (6.59) bei.2 Den ersten
Beitrag zum Rauschspektrum liefert der Term von Ordnung λ0 in Gl. (6.108),
welcher das Gleichstromrauschen auf die Diffusionskonstante zurückführt,

S(ω = 0) = 4
e2

a2
D . (6.113)

In den Arbeiten [92, 95] wurde gezeigt, daß S(ω = 0) für T = 0 durch die
Beziehung (6.75) gegeben ist.

Die Niederfrequenzkorrekturen zum Gleichstromrauschen bei T = 0 rüh-
ren von dem logarithmischen Term in Gl. (6.108) her. Mit

Re
[
(−iω + 0+) ln(−iω + 0+)

]
= −π

2
|ω| (6.114)

und unter Verwendung der Normierung (5.6) erhalten wir das für allgemeine
Kopplungskonstanten K gültige Ergebnis

∆S(ω) = 2h̄µ0
e2

a2
[
µ̃d

]2 |ω| . (6.115)

Das Niederfrequenzrauschen weist somit ein singuläres Verhalten ∝ |ω| auf,
wobei der Vorfaktor im wesentlichen durch die quadrierte differentielle Mo-
bilität gegeben ist. Aufgrund der Ähnlichkeit zur Relation (3.124) kann diese
Gleichung auch als Shiba-Relation des dissipativen TB-Modells bezeichnet
werden. Wir betonen, daß es sich nichtperturbatives Resultat handelt, da
alle Ordnungen in der Störungsentwicklung mitberücksichtigt wurden. Das
Ergebnis (6.115) ist eine geschlossene Darstellung, in welche das Tunnel-
matrixelement ∆, der Kopplungsparameter K sowie der Bias ε nicht mehr
explizit, sondern nur über die Größen µ0 und µ̃d eingehen. Das impliziert
aber zusammen mit Gl. (5.19) und (5.21), daß diese Relation auch im Weak-
Binding-Modell gültig ist. In der allgemeinsten Form mit der Energieskala T0
lautet Gl. (6.115) also

∆S(ω,K, T0) = 2h̄µ0
e2

a2
[M̃d(K, T0)

]2 |ω| . (6.116)

Mit den in Abschnitt 5.4.2 angegebenen Identifikationen können wir die
Beziehung (6.115) auch auf die Parameter des Luttinger-Modells umschrei-
ben: es gilt K = 1/g, und die normierte differentielle Mobilität wird nach
Gl. (5.31) bzw. (5.34) durch die normierte differentielle Leitfähigkeit ersetzt.

2Vergleiche dazu die Anmerkung im Anschluß an Gl. (5.10).
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Führen wir noch das normierte Rauschspektrum S̃(ω) = S(ω)/S0(ω) ein, wo-
bei S0(ω) = 2h̄|ω|G0(g) das Rauschen in Abwesenheit der Barriere darstellt,
so erhalten wir die besonders übersichtliche Form

∆S̃(ω) =
[
G̃d

]2
. (6.117)

Diese Form gilt im Large-Barrier- und im Weak-Barrier-Problem und stimmt
mit dem in Ref. [96] gefundenen Resultat überein.

Das Ergebnis (6.115) können wir nun in zwei Spezialfällen untersuchen,
in welchen analytische Ergebnisse für das Rauschen vorliegen. Zum einen
betrachten wir den perturbative Bereich kleiner Tunnelströme, in welchem
wir uns auf die niedrigste Ordnung in der Tunnelamplitude ∆ beschränken
können. Da die differentielle Mobilität bzw. Leitfähigkeit nach Gl. (6.63)
mindestens von der Ordnung ∆2 ist und quadriert in ∆S(ω) eingeht, treten
Niederfrequenzkorrekturen erst ab Ordnung ∆4 auf. In Abschnitt 6.3 haben
wir in der Tat gesehen, daß in Ordnung ∆2 keine Niederfrequenzkorrekturen
auftreten. Für die Mobilitäten in Ordnung ∆2 gilt nun der Zusammenhang
µ̃d = (2K − 1)µ̃. Drücken wir die normierte Mobilität µ̃ durch den Strom
(6.67) aus, so erhält man für den Korrekturterm in Ordnung ∆4

∆S(ω) = 4πK(2K − 1)2 [I(ε)/ε]2 |ω| . (6.118)

Dieses Ergebnis stimmt mit der in Ref. [90] erhaltenen Beziehung überein.
Zum anderen können wir die Gültigkeit der Relation (6.115) mit Hilfe

des exakt lösbaren Falles K = 1
2
überprüfen, in welchem die Reihenentwick-

lung für das Rauschspektrum in analytischer Form für beliebige Frequenzen
aufsummiert werden kann [115, 116]. Bei T = 0 erhält man für das frequenz-
abhängige Rauschen [116]

S(ω) =
2e2

π
Θ(|2ε| − |ω|)

[
γ

{
arctan

( |ε|
2γ

)
+ arctan

( |ε| − |ω|
2γ

)}

+ 2
γ2

|ω| ln
(4γ2 + (|ω| − |ε|)2

4γ2 + |ε|2
)]

+
2e2

π
γ

{
arctan

( |ω|+ |ε|
2γ

)
+ arctan

( |ω| − |ε|
2γ

)}
. (6.119)

Entwickelt man diesen Ausdruck um das Gleichstromrauschen S(ω = 0),
welches durch

S(ω = 0) =
4e2

π
γ

[
arctan

( |ε|
2γ

)
− 2γ|ε|

4γ2 + |ε|2
]

(6.120)
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gegeben ist, so erhält man für den niedrigsten Korrekturterm den Ausdruck

∆S(ω) =
2e2

π

[
4γ2

4γ2 + ε2

]2
|ω| . (6.121)

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit Gl. (6.115). Die dimensionslose Mobilität
µ̃ = µ/µ0 ist für K = 1

2
bei T = 0 durch

µ̃ = (2γ/ε) arctan(ε/2γ) (6.122)

gegeben [113]. Damit erhält man mit Gl. (5.5) für die dimensionslose diffe-
rentielle Mobilität

µ̃d =
4γ2

4γ2 + ε2
. (6.123)

Setzen wir diese Form in die Shiba-Relation (6.115) ein, so finden wir Über-
einstimmmung mit Gl. (6.121).

Zum Abschluß dieses Abschnittes wollen wir kurz auf den Fall endlicher
Temperaturen eingehen. In das Integral (6.98) muß dann die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung für endliche Temperaturen, Gl. (3.122), eingesetzt werden.
Führt man diese Integration durch und geht gemäß Gl. (6.59) zum Rausch-
spektrum über, so erhält man den Beitrag

∆S(ω) =
e2

πK

[
µ̃d

]2
ω coth

(
h̄βω

2

)
(6.124)

≈ 2e2

πKh̄β

[
µ̃d

]2
+
e2h̄β

6πK

[
µ̃d

]2
ω2 +O(ω4) . (6.125)

Der singuläre |ω|-Term wird für endliche Temperaturen also verschmiert.
Man erhält einen Beitrag zum Gleichstromrauschen S(ω = 0), der proportio-
nal zur Temperatur T ist, sowie einen Term der Ornung ω2. Dies ist jedoch
nicht die einzigen Beiträge zu diesen Ordnungen, da die Terme von Ordnung
λ0 bzw. λ2 in der Entwicklung (6.108) ebenfalls Beiträge zu den Ordnungen
ω0 und ω2 des Rauschspektrums liefern. Von dem Sonderfall K = 1

2
abge-

sehen können wir deshalb die jeweiligen Vorfaktoren nicht in geschlossener
Form angeben und stellen lediglich fest, daß das Niederfrequenz-Rauschspek-
trum bei endlichen Temperaturen von der Gestalt

S(ω) = S(ω = 0) +O(ω2) (6.126)

ist.
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6.4.4 Strom-Autokorrelationsfunktion

Nachdem wir im letzten Abschnitt das Rauschspektrum untersucht haben,
wollen wir zum Abschluß dieses Kapitels die Strom-Autokorrelationsfunktion
im Zeitregime, Gl. (5.9), betrachten. Das Zerfallsgesetz der Strom-Autokorre-
lationsfunktion soll mit dem in Kapitel 3 dargestellten Verhalten der Orts-
korrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell verglichen werden.

Setzt man das Langzeitverhalten des mittleren Schwankungsquadrats,
Gl. (6.109), in den Zusammenhang (5.13) ein, so erhält man direkt das Lang-
zeitverhalten der Strom-Autokorrelationsfunktion,

〈j(t)j(0) + j(0)j(t)〉ne = 2(eFµ/a)2 − 2h̄µ0

π

e2

a2
[µ̃d]

2

t2
. (6.127)

Dieses universelle 1/t2-Zerfallsgesetz stimmt mit dem schon für die symme-
trisierte Ortskorrelationsfunktion im dissipativen Zweizustandssystem gefun-
denen Verhalten (3.123) überein. In beiden Fällen ist dieses Zerfallsgesetz
eine Folge der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen zwei neutralen {ξl}-
Clustern, die im Langzeitlimes durch ein Intervall der Länge t getrennt sind.
Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist für Ohmsche Dissipation bei T = 0
durch Q̈′(t) = −2K/t2 gegeben und bestimmt direkt das Zerfallsgesetz. Die
Parameter des Modellsystems gehen lediglich in den Vorfaktor dieses Geset-
zes ein, welcher durch die Cluster links und rechts des langen Diagonalin-
tervalls bestimmt wird. In beiden Fällen können diese Cluster als Antwort-
funktion identifiziert werden: beim Zweizustandssystem ist dies die statische
Suszeptibilität (3.97), beim TB-System die differentielle Mobilität, die nach
Gl. (6.13) dem Langzeitlimes der Nichtgleichgewichts-Antwortfunktion ent-
spricht.

Der Vollständigkeit halber soll kurz noch auf das Langzeitverhalten bei
endlichen Temperaturen eingegangen werden. Im asymptotischen Langzeit-
limes t� h̄β ist die Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist durch Gl. (3.126) gege-
ben. Damit zerfällt die Strom-Autokorrelationfunktion exponentiell schnell
mit der bosonischen Matsubara-Frequenz ν1 = 2π/h̄β,

〈j(t)j(0) + j(0)j(t)〉ne = 2(eFµ/a)2 − 4
e2

K

(
1

h̄β

)2

[µ̃d]
2 e−ν1t . (6.128)

Die Form (6.127) gilt bei endlichen Temperaturen dagegen in dem Bereich
1/∆r � t� h̄β.
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6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir das Rauschspektrum des Nichtgleichgewichts-
Quantentransports in einer Dimension untersucht. Wir haben formal exakte
Ausdrücke für die Mobilität und das Rauschspektrum in Gegenwart einer
äußeren Kraft hergeleitet und davon ausgehend die Dynamik diskutiert. Im
inkohärenten Regime, in welchem das Teilchen nur zwischen zwei benachbar-
ten Mulden tunnelt, erhält man in erster Ordnung ein weißes Spektrum, des-
sen Wert durch das klassische Schrotrauschen gegeben ist. Im kohärenten Be-
reich, in welchem ausgedehntere Außerdiagonalausflüge möglich sind, führen
die Korrelationen zwischen den Tunnelprozessen dagegen zu einem farbigen
Rauschspektrum. Mit Hilfe der in Kapitel 4 entwickelten diagrammatischen
Methode kann das Langzeitverhalten der Stromkorrelationsfunktion bzw. das
Niederfrequenzverhalten des Rauschens aus der Ladungsanordnung heraus-
gearbeitet werden. Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen zwei neutralen
Clustern führt wie bei der σz-Korrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell
zu einem universellen Verhalten: das 1/t2-Zerfallsgesetz für die Stromkorre-
lationsfunktion bei T = 0 entspricht einem singluären Beitrag ∝ |ω| zum
Rauschspektrum. Der Vorfaktor ist dabei im wesentlichen durch die qua-
drierte differentielle Mobilität gegeben.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sollen in Ref. [16] veröffentlicht werden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Zum Abschluß wollen wir kurz die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit
rekapitulieren. Eine ausführliche Zusammenfassung der verschiedenen disku-
tierten Fragestellungen findet sich am Ende der einzelnen Kapitel.

In Kapitel 1 wurden die Grundlagen der dissipativen Quantenmechanik
dargestellt und dabei die Influenzfunktionalmethode behandelt, auf welcher
alle in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse beruhen. Dabei haben wir insbe-
sondere den Fall korrelierter Anfangszustände diskutiert, welcher durch ei-
ne reine Realzeitformulierung beschrieben werden kann. Nachdem in Ka-
pitel 2 das Spin-Boson-Modell eingeführt wurde, haben wir in Kapitel 3
die Kohärenz- und Ortskorrelationsfunktion in diesem Modell behandelt.
Da der Kohärenzoperator im Gesamthilbertraum von System und Bad de-
finiert ist, mußte der Influenzfunktionalzugang aus Kapitel 1 entsprechend
modifiziert werden. Wir haben formal exakte Reihenentwicklungen für die
Korrelationsfunktionen aufgestellt und diese im Spezialfall K = 1

2
in ana-

lytischer Form aufsummieren können. Das Langzeitverhalten der Korrela-
tionsfunktionen konnte in einem einfachen diagrammatischen Ladungsbild
erklärt werden. Im Langzeitbereich gruppieren sich die Ladungen zu Clu-
stern, deren unabgeschirmte Wechselwirkung das Zerfallsgesetz bestimmt.
Bei der σz-Korrelationsfunktion treten zwei neutrale Cluster auf, und die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung hat bei T = 0 ein universelles 1/t2-Gesetz zur
Folge. Dagegen sind die Cluster bei der σ̃x-Korrelationsfunktion geladen. Die
Ladungs-Ladungs-Wechselwirkung führt zu einem der Kopplungsstärke K
abhängigen 1/t2K-Verhalten, welches in direktem Zusammenhang mit dem
Übergang von kohärenter zu inkohärenter Dynamik bei K = 1

2
steht. In Ka-

pitel 4 haben wir die Übergangsrate bei nichtadiabatischen Elektrontransfer-
Reaktionen behandelt. Wir haben die quantenmechanischen Signaturen, die
vom kollektiven Tunneln der Badmoden herrühren, für verschiedene spek-
trale Dichten der Umgebung untersucht. Es stellte sich heraus, daß insbe-
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sondere Spektraldichten mit einem großen Gewicht bei hohen Frequenzen zu
einer deutlichen Abweichung der Rate von ihrer klassischen Form führen.
Im Rahmen der Steepest-Descent-Näherung ist es gelungen, die allmähli-
che Auslöschung der Quanteneffekte mit ansteigender Temperatur quanti-
tativ zu beschreiben. Zum Abschluß der Arbeit haben wir in den Kapiteln
5 und 6 den Nichtgleichgewichtstransport im eindimensionalen periodischen
Potential behandelt, welcher für korrelierte fermionische Systeme von be-
sonderer Bedeutung ist. Die Stromfluktuationen in Gegenwart einer äuße-
ren Kraft müssen bezüglich eines stationären Nichtgleichgewichtszustands
gemessen werden. Wir haben das Nichtgleichgewichts-Rauschspektrum un-
tersucht und die Niederfrequenzkorrekturen zum Gleichstromrauschen be-
rechnet. Diese sind ein Maß für die Korrelationen der Tunnelprozesse und
spiegeln das Langzeitverhalten der Stromkorrelationsfunktion wider. In Ana-
logie zur Ortskorrelationsfunktion im Spin-Boson-Modell besteht der rele-
vante Beitrag im Langzeitbereich auch hier aus zwei neutralen Clustern,
und die Dipol-Dipol-Wechselwirkung führt bei T = 0 zu einem universel-
len 1/t2-Zerfallsgesetz. Dies entspricht einem singulären Beitrag ∝ |ω| zum
Niederfrequenz-Rauschspektrum.
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